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Capitulo 1

Introducao

Sistemas dinamicos sao sistemas que evoluem com o tempo e sao compostos por equacoes diferenci-
ais (tempo continuo) ou equagoes de diferengas (tempo discreto). Sistemas de equagoes de diferencas
sao mais comumente chamados de mapas. Para sistemas lineares, podemos encontrar solucoes gerais
analiticas. Para sistemas nao-lineares, a realidade é quase sempre oposta e recorremos aos métodos
numéricos, mas quando estamos interessados na estabilidade destes sistemas, mesmo os métodos
numéricos podem nao fornecer as respostas tao facilmente.

Os estudos em sistemas dinamicos atualmente espalham bracos por muitas disciplinas como fisica,
matematica, quimica e biologia, mas seu nascimento se deu no século XVII quando Isaac Newton ten-
tava resolver problemas de mecanica celeste. Munido das leis de movimento e da gravitagao universal,
explicou as leis de Kepler e resolveu o problema que consistia em determinar, para tempos futuros, a
posicao e a velocidade de dois corpos (a Terra e o Sol).

Posteriormente, muitos matematicos se envolveram numa tentativa de estrapolar o método analitico
de Newton para o caso de trés corpos (Sol, Terra e Lua, por exemplo) mas um estranho e stibito au-
mento na complexidade do problema fez com que o progresso desta ciéncia ficasse estatico por séculos.

Foi quando, no final do século XIX, Henri Poincaré enfrentou o problema de uma maneira diferente
da abordagem quantitativa de Newton ao se preocupar com questoes a respeito da estabilidade do
sistema solar, por exemplo. Com estas preocupacoes qualitativas, Poincaré desenvolveu uma poderosa
abordagem geométrica que inaugurou uma nova era nos estudos em sistemas dinamicos e por esse mo-
tivo, é considerado o pai desta ciéncia. Poincaré também foi o primeiro a se deparar com comportamen-
tos aperiddicos que apresentavam dependéncia sensivel as condigoes iniciais (DCI), que futuramente
seriam chamados de cadticos.

Somente na metade do século XX, com o surgimento dos primeiros computadores, tornou-se
possivel tentar entender o efeito do caos nos sistemas dinamicos. Foi quando o meteorologista Edward
Lorenz tentava prever o clima realizando simulacdes computacionais e ao reinserir condigoes iniciais
desprezando algumas casas decimais, isto é, condicOes iniciais proximas, ele teve uma surpresa ao
obter resultados muito diferentes dos anteriores. Lorenz encontrou sistemas mais simples, de apenas

trés dimensoes, que também exibiam tal comportamento. De fato, é possivel mostrar que este é o



menor numero de dimensoes para que observemos o caos. Com isso, ele também mostrou que havia
uma estrutura no caos, ao representar em um espaco tridimensional as solucoes deste sistema, elas
tomavam a forma de uma borboleta com a evolucao do tempo e apds uma palestra ministrada por
ele no encontro anual da American Association for the Advancement of Science em dezembro de 1972
entitulada “Predictability: does the flap of a butterfly’s wings in Brazil set off a tornado in Texas?”
o termo “efeito borboleta” tornou-se um sinénimo de caos.

Na pratica, a DCI acaba com a previsibilidade dos sistemas pois quando dizemos que duas condicoes
iniciais sao muito préximas, podemos estar nos referindo a duas condicoes iniciais que, na pratica, sao
a mesma devido a imprecisoes na coleta dos dados. No caso da previsao do tempo, por exemplo, uma
das varidveis é a velocidade do vento e suponha que usemos um dispositivo que a mede com precisao
de até quatro casas decimais e obtemos um valor, digamos, 2,0000 m/s. Suponha agora que célculos
computacionais revelem resultados muito diferentes para vy = 2,00001 e para v, = 2,00004, que sao
condigoes iniciais muito préximas e o mais importante: na pratica, nao sabemos qual delas é a real
devido a imprecisao do dispositivo utilizado e portanto nao sabemos qual dos resultados, que sao muito
diferentes, estamos procurando. A DCI pode ser mensurada a partir dos expoentes de Lyapunov, que
quantificam a previsibilidade de um sistema.

Voltando a nossa linha do tempo, alguns anos depois, em 1976, Robert May publica em seu artigo
“Simple Mathematical Models with Very Complicated Dynamics” um modelo envolvido em dindamica
populacional, o mapa logistico, e mostra que em mapas com apenas uma dimensao ja podemos observar
comportamento cadtico. Outra aplicacao dos mapas é o estudo de um sistema dinamico continuo a
partir das secoes de Poincaré do seu espaco de fase.

O mapa logistico é talvez o protétipo mais conhecido na literatura que apresenta dinamica cadtica,
o qual é dado pela equagao xy, 1 = pzn(l — xy,), com x € [0,1] e p sendo o parametro de controle. A
dinamica governada por este mapa apresenta pontos fixos, bifurcacoes, atratores periddicos e cadticos,
e crises. Para cada valor inicial xy obtém-se uma sequéncia de valores para x, que descrevem uma
trajetéria ou érbita. Dependendo do valor do parametro p a dinamica pode convergir para um ponto,
um conjunto finito de pontos ou visitar toda a regiao acessivel para .

Finalmene, em 1978 o fisico matematico Mitchell Feigenbaum apresenta o mais supreendente dos
resultados: existe uma certa universalidade na transicao ordem-caos, um padrao respeitado por uma
classe inteira de mapas.

Neste sentido, o presente texto trata de sistemas dinamicos e utiliza o mapa logistico como modelo
central para explorar os conceitos envolvidos como bifurcagoes, caos e crises.

No capitulo 2, é feita uma introdugao aos sistemas de equagoes diferenciais (tempo continuo),
em particular, as ordindrias, nas quais as fungoes envolvidas tem apenas uma variavel independente
(usualmente, o tempo). Serao definidas a linearidade de um sistema e sua ordem. Também serao
explorados os conceitos de ponto fixo, que é uma solucao de equilibrio para o sistema. Veremos que sua
classificacao quanto a estabilidade é feita via autovalores para sistemas lineares, como recorrentemente
encontramos na literatura, e uma linearizacao local é proposta para estudo da estabilidade de pontos

fixos de sistemas nao lineares. O retrato de fase do sistema é uma ferramente 1til na andlise geométrica



da estabilidade e também serd introduzido neste capitulo. Serd apresentado o conceito de ciclo limite,
que sao solugoes de equilibrio representadas por lugares geométricos unidimensionais no retrato de
fase.

Sempre que uma funcao é controlada por um parametro i e conforme este varia, muda a quan-
tidade e/ou a estabilidade dos pontos fixos do sistema definido por tal funcdo, dizemos que estao
ocorrendo bifurcacoes neste sistema. Na secao 2.3 serao exibidas alguns tipos de bifurcacoes, entre
elas a bifurcagao do tipo garfo, que serda fundamental na transicao ordem-caos do mapa logistico.
O diagrama de bifurcacoes é muito 1util para entender o comportamento dindmico de um sistema e
também sera introduzido nesta secao.

No capitulo 3, voltamos as atengoes aos sistemas dinamicos com tempo discreto, chamados mapas.
Neles, entendemos como o estudo de mapas pode ajudar a entender o comportamento de um sistema
dinamico em tempo continuo através das secoes de Poincaré. Além disso serao feitas as adaptagoes
necessarias nas notagoes e defini¢oes do capitulo 2 e uma nova e poderosa ferramenta, o diagrama de
teia, é apresentada para uma abordagem geométrica da estabilidade dos pontos fixos. A figura (3.4)
mostra as analogias e as diferentes nomenclaturas usuais para as bifurcagdes em sistemas continuos e
discretos.

No capitulo 4 é apresentado, de fato, o mapa logistico, que é um sistema unidimensional com
dominio no intervalo [0, 1] originalmente utilizado nos estudos em dindmica populacional. Sao feitas
abordagens analiticas, via diagrama de teia e até graficas para encontrarmos pontos fixos e m — ciclos,
que sao atratores peridédicos, na tentativa de esbogarmos um diagrama de bifurcagoes do sistema, mas
tais métodos sao insuficientes pois a cada bifurcagao a complexidade aumenta exponencialmente e logo
um método computacional faz-se necessario. Um algoritmo é proposto para a obtencao do diagrama
de bifurcacoes do mapa logistico e com o resultado obtido, podemos perceber que ocorre uma série de
duplicagoes de periodo (o anédlogo discreto do tipo garfo) e chamamos este fenomeno de cascata flip
ou cascata de duplicagoes de periodo. Vemos também que a sequéncia dos valores do parametro u
para os quais acontecem as duplicacoes converge para um valor s =~ 3,57 de modo que para > fioo
verificamos a existéncia de ciclos ruidosos, que vao se fundindo até que para pu. = 3,68 o sistema
apresenta um comportamento completamente cadtico entremeado por janelas de periodicidade. A
maior delas ocorre para p =~ 3,84. A regido dos valores visitados por x vai aumentando conforme
© — 4 até que para p = 4 tal regiao ocupa todo o intervalo de definicao do mapa. Os expoentes de
Lyapunov sao apresentados como ferramenta na identificacao de caos por mensurar a DCI e é exibido
um diagrama de expoentes, que quando confrontado com o diagrama de bifurcacoes do mapa, deixa
clara a relacao entre ambos.

No capitulo 5 identificamos uma crise como sendo a colisdo entre um atrator cadtico e os ramos
instaveis gerados em uma bifurcagao. As crises foram primeiramente caracterizadas por Celso Grebogi[6]
e de acordo com Ananthkrishnan[1], hoje reconhecemos trés tipos de crises e todos estao presentes no
mapa logistico. O objetivo deste trabalho é entender suas causas e efeitos e veremos que toda crise esta
associada a uma bifurcacao e o tipo desta determina a classificacdo da crise. Observamos, também,

um padrao que rege as crises do sistema e uma maneira computacionalmente simples de identificd-las.



Capitulo 2
Sistemas dinamicos

Uma equagao diferencial é uma equacao em que a variavel dependente é uma funcao e tem-se o
problema de determind-la de modo a satisfazer alguma relacao com suas derivadas. Em particular,
uma equagao diferencial é ordindria - e podemos nos referir apenas por EDO - quando tais fungoes
forem reais com apenas uma variavel real. Neste texto, usaremos x para varidveis dependentes e ¢
para as independentes uma vez que EDOs sao frequentemente utilizadas para modelarmos problemas
fisicos em fungao do tempo.

Em geral, uma EDO de ordem n tem a forma:
™= (t,a:,m(l), ...,m(”_l)) ,

onde (™ é a n-ésima derivada de z = x(t) em relagao a t e afim de simplificar as notagoes, usaremos
2 e @ para as derivadas de primeira e segunda ordens.
Se f nao depender explicitamente de t, a EDO é autonoma e caso contrario é nao-autonoma.
Dizemos que a EDO é linear se f for linear nas varidveis z, 2™, ..., 2(® Y ou entéo ela é nao-linear.
Uma EDO auténoma de ordem n > 2 pode ser transformada em um sistema de n equacoes de
primeira ordem (n = 1) como no exemplo que segue:

Considere a EDO de segunda ordem
mi?0 + mglsinf = 0,

que descreve o movimento de um péndulo simples, onde § = 6(t) é o angulo entre o eixo do péndulo e a
vertical, [ é o comprimento da haste rigida de massa desprezivel e m é a massa fixada na extremidade
movel como na figura (2.1).

Fazendo § =  temos o sistema de duas equacoes de primeira ordem

0

=¢ (2.1)
o =0= —%sin@.

As classificacOes quanto a linearidade para sistemas s&o anadlogas as que apresentamos para equagoes.



Figura 2.1: Péndulo simples.

Observamos que uma EDO nao-autonoma de ordem n > 2 pode ser transformada em um sistema
autonomo introduzindo-se uma nova variavel com a consequéncia de adicionarmos uma dimensao ao

sistema, por exemplo, na equacao do oscilador hamoénico amortecido:
. . Fo
i+ i+ wiz = = cos(wt),
m

basta fazer © = y e z = ¢ para obter o sistema:

T =1y

. FO 2
= — cos — vy —

y=_ (wz) — vy — wyx

5 =1.

Note que a equagao nao-autonoma de segunda ordem (n = 2) gerou um sistema autéonomo tridi-
mensional (n + 1 = 3) de equagoes de primeira ordem.

Frequentemente denotaremos um sistema autonomo de n EDOs de primeira ordem

.fl = fl(xl, ceey xn)

Tp = fn(xla ,:En)

por x = f(x), onde x = (x1, ..., Tp), X = (¥1, ..., 7) € f(x) = (f1(X), ... fn(X)).

2.1 Retrato de fase

Em geral, resolver analiticamente um sistema de EDOs nao é possivel (principalmente os nao
lineares) ou a solugao é tao complicada que torna invidvel sua interpretacao.

Existem algumas técnicas para entender o comportamento qualitativo das solugdes sem nem mesmo
conhecé-las e o objetivo desta secdo é apresentar uma delas: o retrato de fase. Facamos isso através
de um exemplo. Para tanto, retomemos o sistema (2.1), originado da equagao do péndulo simples.

6=
— 6= gne.

l

Intuitivamente, esperamos quatro tipos fundamentais de solucdes:

@



1. O péndulo pode ficar parado, com 6 = 0.
2. O péndulo pode ser “equilibrado” na posigao vertical com 6 = 7.

3. O péndulo pode ser iniciado com uma velocidade 6 baixa e fazer o tradicional movimento de vai

e vem em torno do eixo vertical.
4. O péndulo pode ser iniciado com uma velocidade 0 alta e girar em torno do ponto de apoio.

Consideremos o espaco de fase bidimensional - plano de fase - (0, = 9) O diagrama de fase ou

retrato de fase é constituido pelas trajetérias obtidas analisando a variacao

de
TR @ g . : > 29
—=Tr=—-=—F7— = —=Ssinfl=¢p¢p = ¢ —-——cosl=C,
dp  dp ¢ 7%sin9 l l

dt

onde C' é uma constante. Note que a integral foi calculada em relagao a variavel t.

Para cada valor da constante C', obtemos uma curva h.(6, ¢) diferente no plano de fase.
3 Q

Figura 2.2: Retrato de fase para a equacao do péndulo - sistema (2.1).

Um dado par de valores (6, 9) ¢ um estado do sistema. O retrato de fase mostra como esse estado
evolui & medida que o tempo passa. As curvas da figura (2.2) sdo chamadas trajetérias de fase ou
linhas de fluxo e representam a evolucao do estado em que o sistema se encontra para cada possivel
solucdo. A constante C esta relacionada com a energia total do sistema, que suporemos constante
(e neste caso o sistema é dito conservativo). As setas indicam o sentido da evolugdo temporal e
podemos determing-las observando que quando 6 é positivo (negativo), 6 cresce (decresce) com o
tempo. Todas as caracteristicas da dinamica do péndulo simples, assim como todas as solugoes que
previmos anteriormente estao presentes no retrato de fase.

A origem do plano de fase corresponde a solugao trivial em que o péndulo estd parado (9 =0) na

vertical (0 = 0) e abaixo do ponto de apoio. Este ponto é chamado de ponto de equilibrio do sistema.



Os pontos em que as trajetérias intersectam o eixo horizontal também sao pontos de equilibrio
pois representam a solu¢ao em que o péndulo fica parado (9 = 0) na vertical (§ = 7), mas agora acima
do ponto de apoio.

As trajetorias fechadas correspondem as possiveis solucoes peridédicas da equacgao representando o
movimento de vai e vem do péndulo.

Finalmente, as trajetorias onduladas representam as solucées em que o péndulo gira em torno do
ponto de apoio (6 s6 aumenta). Note que em todas elas, 0 é grande (e dizemos que as trajetérias tem
grande amplitude), como haviamos previsto.

As curvas que separam o retrato de fase em regices onde as solugoes tem comportamentos quali-
tativamente diferentes sao ditas separatrizes. Sao as curvas destacadas em vermelho na figura (2.2),
obtidas com C = 2g/I.

2.2 Estabilidade

Neste texto apresentaremos dois tipos de estabilidade. Um deles se refere aos tipos de equilibrio
presentes no sistema e o outro, chamado de estabilidade estrutural, trata da robustez do retrato de

fase do mesmo. O objetivo desta segao é abordar o primeiro deles.

2.2.1 Pontos fixos

Sejam f e g funcoes de classe C? e o sistema

&= f(z,y) (2.2)

v =g(z,y).

Chamamos de ponto fixo, ou ainda ponto de equilibrio ou ponto critico do sistema, todo ponto
P* = (z*,y*) tal que
f@*y") = g(z",y") = 0. (2.3)

Note que a condigao (2.3) remete & & = ¢ = 0, ou seja, os pontos fixos do sistema correspondem as
solugoes constantes (também chamadas de solucoes de equilibrio) e sao representados pelas trajetorias
pontuais do retrato de fase como os pontos (k7,0),k € Z da figura (2.2).

Podemos classificar um ponto fixo quanto a sua estabilidade. Dizemos que P* é assintoticamente
estavel se toda solucao suficientemente proxima de P* tende a P* se o tempo aumenta. Seria esse o
caso da origem do plano de fase de um sistema originado da equagao de um péndulo com algum tipo
de amortecimento: Mesmo que o péndulo fosse tirado da situacao (solugao) de equilibrio representada
pela origem do plano de fase (0 = 0,0 = 0), esta nova solugao tenderia & origem conforme o aumento
do tempo, isto é, devido ao amortecimento o péndulo voltaria & situacao de equilibrio. Pontos fixos
assintoticamente estaveis sao também chamados de sorvedouros ou atratores. O conjunto de todas as

solugoes que convergem para um atrator compdem sua bacia de atragao.



p* \/ >t

Figura 2.3: Ponto fixo assintoticamente estavel: solucoes suficientemente préximas tendem a ficar

cada vez mais préximas com o passar do tempo.

Por outro lado, dizemos que P* é apenas estdvel se solugoes préximas a P*, permanecem proximas
a P* com o aumento do tempo. E o caso das solugbes representadas por todos os pontos (2km,0),k € Z
da figura (2.2): Note que as solugoes préximas a estas sao representadas por curvas fechadas, ou seja,
permanecem proximas. Estes pontos também sao referidos por pontos fixos de estabilidade neutra ou

ainda estabilidade de Lyapunov.

@;\ — (\\

I ~U

Figura 2.4: Ponto fixo estavel: solugoes inicialmente préximas permanecem proximas com o passar do

tempo.

Finalmente, dizemos que P* € instdvel se solugoes préximas podem se distanciar com o passar do
tempo. Por exemplo, as solugdes representadas pelos pontos (0 = (2k + 1)7r,9 =0),k € Z da figura
(2.2): com o péndulo equilibrado na posigao vertical e acima do ponto de apoio, uma leve perturbagao
pode fazer com que o mesmo jamais volte aquele estado. Por este motivo, também chamamos tais
pontos de repulsores.

Apresentemos, enfim, as defini¢bes formais de ponto fixo e estabilidade para um sistema auténomo
n-dimensional

x = f(x), (2.4)

onde x = [27 ... ]!, £(x) = [f1(21, .oy Tn) oo fr(T1, .y 20)]t € as f; sdo todas de classe C2.

A seguir, a notacao ||x|| serd usada para indicar o comprimento do vetor x.

Definicao 2.1. Considere o sistema autonomo n-dimensional (2.4). Dizemos que um ponto x* é

um ponto fixo se satisfizer £(x*) = 0.

Definigao 2.2. Dizemos que um ponto fizo x* de (2.4) é estdvel se para um dado € > 0, existe
0 > 0 tal que toda solucio x = ¢(t) de (2.4) que satisfaz ||¢(0) — x*|| < I eziste para todo t > 0 e
llo(t) — x*|| <e,Vt> 0.

10



Definigao 2.3. Um ponto fixzo x* de (2.4) € assintoticamente estdvel se for estavel e se existir

9o >0, com 0 < §p < 0 tal que se uma solugao P(t) satisfaz ||p(0) — x*|| < do, entao
lim ¢(t) = x*.
t—o0
Definicao 2.4. Um ponto fixro x* de (2.4) é instdvel se nao for estdvel.
E importante ressaltar aqui o cardter local destas definicbes. Apesar da existéncia de atratores
globais, o objeto de estudo geralmente é a vizinhanca de um ponto fixo.
Classificacao dos pontos fixos para o caso bidimensional

Comecemos classificando os pontos fixos de um sistema linear.

T fi(zi, ..., xn) ailxy + ... + apey ailr ... Qin T
X = = = = =
| 2y fu(x1, .y xyn) A1 %1 + ... + AppTn Anl ... GQnpp Tn
o o
oxr1 ~ Ox Z1
_ . -n _ 8(f177fn) _ J
- : RN CICT a:n)'x_ 7
Ofn Ofn .
- e - n
L Ox1 Oxy,

onde J é a matriz Jacobiana do sistema (2.4). Claramente, a origem é um ponto de equilibrio deste
sistema e a solucao geral é

x(t) = ev,

em que v é um vetor constante.
Substituindo-a no sistema (2.4) obtemos
x =Jx = AMv =JMv = Av = Jv,
ou seja,
(J=AI)v=0, (2.5)

onde I é a matriz identidade. Para que o sistema homogéneo (2.5) tenha solucao diferente da trivial,

é preciso que o determinante da matriz dos coeficientes seja nulo, ou seja,
det(J — AI) = 0. (2.6)

As condigoes (2.5) e (2.6) acima significam que A é um autovalor da matriz J e v é o autovetor
associado.

A equagao (2.6) chama-se equacdo caracteristica do sistema e possui n solugoes complexas da forma
Ai = R(N) +i3(N;), onde R(A;) e (\;) representam as partes real e imaginaria de \;. Uma solugao

qualquer de x = J.x é dada pela combinacao linear

x(t) = Z ;A ISty

11



onde cada v; é o autovetor associado a cada \;. Mas como o termo que depende de ();) é limitado,
sao os termos dependentes de R(\;) que determinarao o comportamento da solugao para t — co. Por
exemplo, se todos os R(\;) forem negativos, a origem serd assintoticamente estavel, ja se todos forem
nulos a origem serd apenas estavel. Se apenas um dos R()\;) for positivo a origem é instével.

A quantidade de combinagbes possiveis para a andlise feita acima cresce drasticamente com o
aumento de n, por este motivo analisemos o caso n = 2, no qual qualquer solucao de x = J.x pode
ser escrita como

x(t) = c1eMivy + cpe’?tvy.

1. A1 e A9 reais distintos com Aj.\g > 0.

Se A < Ay < 0, P* ¢ assintoticamente estavel j& que x(t) — (0,0),¢ — oco. A medida

A

que o tempo aumenta, o termo coe’?tvy domina e a solugao x(t) se aproxima da diregao de v,

portanto o retrato de fase é composto por curvas tangentes a vy e paralelas a vi, exceto por

uma delas, que coincide com a assintota de vy, pois representa a solucao na qual co = 0. De

)\1—>\2)t

fato, sendo ¢y # 0 e escrevendo a solucao geral na forma x(t) = e’\Qt[cle( V1 + cava), vemos

()\1 —/\Q)t

que para t — 0o 0 termo cje vy ¢é desprezivel se comparado com cova, ja que A\ — Ag < 0.

Neste caso, o ponto de equilibrio P* assintoticamente estavel é denominado ng.

—

oy

1

Xy
Y,
Figura 2.5: N¢ estdvel. O né instavel teria as flechas invertidas.

Analogamente, se A > Ay > 0, P* é instavel e a uinica diferenga no retrato de fase é o sentido

das flechas.

2. A1 e Ao reais com A\ = Ao = A # 0.

Esta situacao exige que consideremos dois casos: ou existem dois autovetores linearmente
independentes associados a A, ou existe apenas um.

A A

Caso existam dois, uma solugao qualquer tem a forma x(t) = cie*vy + caeMvy = (v +

M e cada solucao (determinada por cada possivel par de valores ¢; e ¢2) converge para a

cava)e
origem considerando A < 0 (e diverge para A > 0) sobre a assintota de c¢;v; + cava. Logo, o
retrato de fase é um feixe de retas que passam pela origem e por isso a origem é assintoticamente

estavel (instavel) e chama-se ponto estrela ou no proprio.
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Figura 2.6: N¢ prdprio ou ponto estrela para A < 0. Se A > 0, as flechas invertem o sentido.

Para o caso em que s6 existe um autovetor v associado a A\, devemos considerar o autovetor
generalizado u e qualquer solucio tem a forma x(t) = cieMv + co(teMv + eMu). O termo
dominante aqui é cote’Mv. Assim, a solucio tende & origem se A < 0 (e diverge caso contrario)
tangenciando a direcao de v se { — 0o e torna-se paralelo ao mesmo se ¢ — —oo. Neste caso

denominamos a origem um nd improprio ou no degenerado e é assintoticamente estavel para

\<x2

A < 0 (e instavel para A > 0).

Figura 2.7: N¢ improprio ou né degenerado estavel.

3. A\ e A\ reais com Ai.)\o < 0.

[©N

Suponha, sem perda de generalidade, Ao < 0 < A;. Sendo assim, o termo dominante
At

OO~

c1eM'v e o dnico jeito da solugao convergir para a origem é se ¢; = 0 e neste caso a solugao
representada no retrato de fase por uma reta sobre vo. Para co = 0, a diferenca é que a reta
coincide com a suporte de vy e que agora a solucao diverge. Qualquer outro par de valores
c1 e co geram uma solucao divergente por conta do termo dominante com A; > 0 e que sao
representadas no retrato de fase por curvas assintdticas a v para t — oo e a vg para t — —o.

Por este motivo, a origem é instavel e recebe o nome ponto de sela.

4. A\ e Ay complexos conjugados. Neste caso, consideremos A2 = a £ i e vi2 = a £ bi.

13
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Shh

Figura 2.8: Ponto de sela.

Pode-se demonstrar que qualquer solugao tem a forma
x(t) = c1e®(acos Bt — bsin Bt) + cae® (asin Bt + b cos 3t).

Diante disso, vemos que se a = 0, entao toda solugao serd periddica e, por isso, representadas
por curvas fechadas no retrato de fase. Neste caso, a origem é estdvel, mas nao assintoticamente,

e a chamamos de centro.

Figura 2.9: Centro

Por outro lado, se @ < 0 (o > 0), entao a solucao converge (diverge) para a origem com o
passar do tempo e por isso ela é assintoticamente estével (instavel) mas a parte trigonométrica,
que ¢ limitada e portanto nao interfere na convergéncia, mantém a caracteristica circular das
trajetorias no retrato de fase, ou seja, as solucoes sao representadas por espirais e a origem é um

ponto espiral ou ainda foco ou sorvedouro.

Finalmente, observamos que nos casos em que R(\) = 0 chamamos os pontos fixos de elipticos ou
degenerados.

I em relacdo as nomenclaturas de alguns pontos fixos.

Existe, na literatura, uma outra referéncia
Os nds (assintoticamente estaveis ou instaveis) podem ser chamados de nodos e nestes casos, a de-
nominagao “né” pode ser utilizada para fazer mengao aos centros, que sao estaveis (porém nao assin-

toticamente).

LALMEIDA, A. M. O. Sistemas Hamiltonianos: Caos e Quantizacio, Unicamp, 1987.
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Figura 2.10: Foco para a < 0. No caso a > 0 o sentido das flechas ¢ invertido.

Em resumo, apresentamos o seguinte diagrama - figura (2.11) - no qual A = 72 — 46, onde 7 e §

sao, respectivamente, o traco e o determinante da matriz Jacobiana do sistema de ordem 2:

. foco 1) foco
assintoticamente instavel
estavel /
né 0 noé
assintoticamente instavel
estavel
>T

Figura 2.11: Diagrama da classificacao do ponto fixo (0,0), onde § = det(J) e 7 = 7(J) é o trago da

matriz J.

Passaremos agora para o caso em que o sistema x = f(x) nao é necessariamente linear. A idéia aqui
é usar as classificacoes ja discutidas para entender o comportamente do retrato de fase na vizinhanca
de cada ponto fixo através do estudo do sistema linearizado nestas regides. No desenvolvimento a
seguir, consideraremos o caso bidimensional apenas para simplificar as notagoes pois a menos disso, a
situacao é analoga.
Considere o sistema (2.2)
T = f(.f, y)7
y=g(z,y),

onde f e g sdo de classe C2 e para o qual existe um ponto fixo P* = (2*,y*), isto &,
f(x*a y*) = g($*, y*) =0,

e considere a mudanca de varidveis



Considere a expansao em série de Taylor da solucao em torno do ponto fixo

0 = @
= f@" +u,y" +v)
of of

o *x ok Yok % YJ ok ok 2 2
= S+ Gy G )+ O )
of

. * %k g * ok 2 2
= 890(56 S Y U+ 8y(m Ly v+ O(u?, 0%, uw).

Analogamente,

@ * % @ k% 2 2
ax(az,y)u—i—ay(az,y)v—i—O(u,v,uv).

Como queremos analisar uma vizinhanca de P*, podemos tomar u e v suficientemente pequenos
2

'l‘):

para que possamos desprezar o termo quadrético O(u?,v?, uv). De onde podemos escrever

of of
[ . ] - gg gg . [ ] . (2.7)

Ou seja, o problema de investigar o comportamento de solucdes na vizinhanca de P*, que é um
ponto fixo do sistema nao linear (2.2) nas varidveis x e y torna-se o de classificar a origem como ponto
fixo de um sistema linear, a saber, o sistema (2.7) nas varidveis u e v. E possivel demonstrar? que
a classificacao de um ponto fixo hiperbédlico nao é afetada pela linearizacao. Todos os pontos fixos
marginais ou de borda como os elipticos (aqueles em que R(\) = 0), os nds préprios e impréprios (A = 0
na figura 2.11) e os pontos fizos nao-isolados (sobre a reta § = 0 na figura 2.11) sdo estruturalmente

instaveis e os resultados obtidos pela linearizagao podem nao ser verdadeiros no sistema nao-linear.

2.2.2 Ciclo Limite

Até aqui, vimos que um sistema bidimensional pode admitir uma solucdo estacionéria, representada
por um ponto (O-dimensional) no retrato de fase, o qual chamamos de ponto fixo, e as trajetorias
proximas a este podem se aproximar ou se afastar com o passar do tempo. Sabemos também que
estes sistemas podem admitir solucoes periddicas, representadas por uma curva fechada no retrato de
fase. A novidade desta segao é que estas curvas (unidimensionais) podem atrair ou repelir trajetorias
proximas. A palavra “ponto” da nomenclatura “ponto fixo” pode passar a falsa impressdo de que
necessariamente trata-se de um conjunto unitario e, por isso usaremos, sempre que necessario, o
termo atrator (ou repulsor) para uma dimensao qualquer. Atratores unidimensionais sao chamados
ciclos limites.

Um cuidado que devemos tomar aqui é nao confundir um ciclo limite com uma solucao periédica
qualquer: ambos sao representados por curvas fechadas no retrato de fase, mas no caso dos ciclos
limite as trajetdrias préximas sao todas espirais e seus sentidos (aproximando ou afastando do ciclo)

dependem da estabilidade dos mesmos. Veja que nao aparecem ciclos limites na figura (2.2).

20 Teorema de Grobman-Hartman pode ser encontrado com detalhes de sua demonstracio e aplicagdes em [11].
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Um exemplo classico da presenca de ciclo limite é a equacao de van der Pol, que é muito utilizada

em problemas fisicos envolvendo eletricidade
i—p@?—Di4+z=0,

que pode ser transformada no sistema

\ NV VL L
\ N Ot
v NV Ly
v TN
Y Vv L L
Y
N NN VvV L
N D R
J
- \A T
St IR
e I A A
- TR
. ////<
t4 =
T A — 7~ N A
VoA 4//«@@\\\\'\
(a) (b)

Figura 2.12: (a) Ciclo limite estavel. Para o caso instével o sentido das flechas é invertido. (b) Retrato
de fase para a equagao de van der Pol - sistema (2.8) gerado por computador (software livre Winplot

- versao 1.52) para p = 0,2. A curva mais espessa é um ciclo limite.

As classificagbes para um ciclo limite podem ser: estdvel se trajetorias inicialmente préximas ficam
cada vez mais préximas; instdvel se trajetérias inicialmente préximas se afastam; ou meio estdveis,

quando as trajetérias interiores (exteriores) s@o atraidas e as exteriores (interiores) sao repelidas.

2.3 Estabilidade estrutural: bifurcacoes

O outro conceito de estabilidade, chamado estabilidade estrutural, nao deve ser confundido com
o primeiro, que classifica os pontos fixos de acordo com o comportamento das trajetérias de fase na

vizinhanca de um dado ponto fixo do sistema.
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Dizemos que um sistema é estruturalmente estdvel se uma pequena perturbacao nas equagoes que

o definem nao muda qualitativamente o retrato de fase. Por exemplo, no sistema (2.1)

0=

o= —% sin 6,
originado da equacao do péndulo simples, g e [ sao parametros de controle e a pergunta é: se adicio-
narmos perturbacoes as equagoes que definem este sistema, o retrato de fase continua qualitativamente
como o da figura (2.2)? Se a resposta for afirmativa, diremos que o sistema (2.1) é estruturalmente
estavel.

Quando perturbamos de alguma maneira as equacgoes de um sistema, seja variando um parametro
ou adicionando um termo, podemos alterar tanto a posicao dos atratores quanto suas caracteristicas
qualitativas. Por exemplo, se existe um determinado valor de g = g, para o qual o sistema (2.1)
apresenta retratos de fase qualitativamente diferentes para g < g. e para g > ¢g., dizemos que houve
uma bifurcacdo do sistema e g. é um ponto de bifurca¢do.

Um conceito parecido com o de ponto de bifurcagao é o de ponto de retorno[4], que é o valor do
parametro a partir do qual passa a (ou deixa de) existir solu¢ao para uma determinada equacao. Por

2 — p: para p < 0

exemplo, o ponto (x = 0, = 0) é um ponto de retorno para a equacdo escalar z
nao existe solucao e para p > 0 passa a existir.

Exibiremos agora alguns tipos de bifurcagoes envolvendo o aparecimeto (ou desaparecimento) de
pontos fixos (atratores 0-dimensionais) ou a mudanga de suas caracteristicas qualitativas: estabilidade,
classificacao ou até mesmo sua dimensao.

Durante as discussoes, consideremos o sistema
€r = fu(ilf, y)
¥ = gu(@,y),
onde f, e g, sao funcoes controladas por um parametro p e p. serd o ponto de bifurcagao. Sempre

que analisarmos p < u. e depois p > ., considere que a situacao poderia ser invertida, o importante

é notar que a mudanca de comportamento ocorre em p = .
1. Bifurcagao sela-né

Ocorre quando o sistema nao tem nenhum ponto fixo para p < ., mas para pu = p. aparece

um ponto fixo eliptico e para p > p. temos dois pontos fixos: um né e um ponto de sela.

Por exemplo, considere o sistema

O retrato de fase (gerado por computador3) mostra que para g < 0 nao existem pontos

fixos, para p = 0 existe um ponto fixo eliptico e para p > 0 temos dois pontos fixos: um noé

3Para todos os retratos de fase gerados por computador neste trabalho foram utilizados o software livre Winplot
(versao 1.52).
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assintoticamente estavel e um ponto de sela, que ¢é instavel. Por isso pu. = 0 é o ponto de
bifurcacao, que neste caso coincide com o ponto de retorno, mas nem sempre isso sera verdade.
Estes resultados podem ser obtidos analiticamente resolvendo & = 0 e ¢y = 0 para encontrar os
pontos fixos e, em seguida, linearizando o sistema em torno de cada um deles, como sugerido ao
final da sec@o 2.2.1. A andlise numérica s6 serd necessaria para o ponto fixo eliptico que aparece

em p = 0, pois como sabemos, a referida técnica da linearizacao em torno dos pontos fixos nada

garante nesse caso.

/ S e e e — ce ey
e o —

-

) v e~
Vi e —

o e e —

[y &« T ===
] s
! Y
¢|— T —— <
] ettt
\ le w23 4
A NS e
1 AN R
1 N~ —
PT AN N~

NS e e
A S e e e
\ SRS,

ANRNRNES

AN N N Ny

Quando tratamos de bifurcagoes, é usual e muito ilustrativo esbocarmos um diagrama dos
pontos fixos em fungao dos valores de p. Veja a figura (2.14), a qual chamamos de diagrama de

bifurcagaes.

e sela

1 S

>

Figura 2.14: Diagrama de uma bifurcacao do tipo sela-né.

Neste tipo de representacao, tracos continuos indicam a presenca de pontos fixos estaveis

enquanto que os pontilhados representam os instaveis.

2. Bifurcagao transcritica

Quando ocorre este tipo de bifurcacao, dois pontos fixos existem no sistema para p < ji. € vao
se aproximando um do outro conforme p — . até colapsarem em um sé ponto fixo eliptico em
1 = le, depois se separam novamente em dois para pu > p. e se afastam um do outro conforme

1 se afasta de pe.
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Por exemplo, veja na figura (2.15), os retratos de fase do sistema

Para p < 0, existem dois pontos fixos: a origem, né estdvel, e o ponto de sela (u,0). Para
1 = 0, apenas a origem é ponto fixo, mas agora eliptico e para p > 0 temos novamente os dois

pontos fixos (0,0) e (1, 0), mas com as estabilidades alteradas.

ey oy
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i
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i
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Figura 2.16: Bifurcagao transcritica.

3. Bifurcagao do tipo garfo

Este tipo de bifurcacao pode ser dividido em dois subtipos que ocorrem com frequéncia em
problemas que apresentam alguma simetria e por isso os pontos fixos aparecem (e desaparecem)

aos pares.

(a) Bifurcagao supercritica do tipo garfo
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E o caso em que existe um ponto fixo estavel para p < u. e entdo, para p > ji., torna-se
instavel e nasce um par de pontos fixos estaveis.

Por exemplo, considere o sistema

cujos

TN

(b) Bifurcagao subcritica do tipo garfo
Este caso é bem parecido com o anterior. A diferenca é que agora dois pontos fixos

instaveis colidem com um estavel no ponto de bifurcagao e a partir dai, existe apenas um

ponto fixo, a saber, instdvel. Compare os diagramas de bifurcagdes na figura (2.18).

XA

Figura 2.18: (a) Bifurcagao supercritica do tipo garfo e (b) Bifurcagao subreritica do tipo garfo.

4. Bifurcacao de Hopf
A bifurcacao de Hopf é a tnica dentre as comentadas aqui que trata do aparecimento de um

21



ciclo limite em um sistema onde s6 haviam pontos fixos. Como exemplo, cosidere o sistema
& =—y+a(p—a* -y’
j=x+yp—a®—y?

e seus retratos de fase - figura (2.19) - para trés valores de p: o critico, um menor e um maior.

=

©

A P,

NNl B4 D S,

Figura 2.19: Bifurcacao de Hopf: (a) u = —1, (b) pc =0¢€ (c) p=1.

Neste caso, passou-se de equilibrio estavel a ciclo limite estavel. Outra caracteristica da
bifurcacao de Hopf é que a matriz Jacobiana calculada no ponto fixo tem um par de autovalores
imaginarios puros. Observamos que ela também se apresenta na forma subcritica na qual, como

na bifurcacao subcritica do tipo garfo, ocorre perda de estabilidade no ponto de bifurcagao.

22



Capitulo 3
Mapas

Alguns fenémenos naturais sdo melhor modelados por um sistema com tempo discreto, como
por exemplo, na dinamica populacional é 1til pensar que cada valor do tempo ¢ corresponde a uma
geragao e por isso nao tém interpretacdo os valores nao naturais de t. O mesmo ocorre nos modelos
envolvendo sinais digitais, Economia e em muitos outros casos. Equacoes diferenciais com tempo
discreto sao chamadas de equagdes de diferengas e um sistema de tais equagoes é dito mapa.

Outra grande importancia do estudo de mapas, é que um sistema dindmico pode ser analisado
através de uma secdao de Poincaré de seu espaco de fase. O método, que veremos a seguir, transforma
o problema de estudar a estabilidade de um sistema de EDOs em estudar um mapa com a vantagem
de diminuirmos uma unidade na dimensao do espaco de fase, além de que mapas sao mais facilmente

programaveis para se obter resultados numéricos.

3.1 Secoes de Poincaré

Considere o sistema autéonomo n-dimensional x = f(x) e seja S uma hipersuperficie (n — 1)-
dimensional que seja transversal as trajetérias no espaco de fase, ou seja, nenhuma trajetoria esta
contida em S. O mapa de Poincaré é a aplicacao P : S — S que mapeia os pontos de intersecao de S
com uma trajetoria qualquer, isto é, se (x;);cn € a sequéncia de tais pontos a partir de uma interse¢ao
qualquer que assume a posi¢ao Xg, o mapa de Poincaré é a dado por xj4+1 = P(Xy). Chamaremos
estas sequéncias de drbitas.

A relagao entre uma se¢ao de Poincaré e a estabilidade de um sistema dinamico comeca aqui:
um ponto fixo x* de P implica na existéncia de uma trajetoria fechada no espaco de fase do sistema
% = f(x) e a andlise de sua estabilidade pode ser feita através do estudo da convergéncia das érbitas

na vizinhanga de x* em S, isto é, da estabilidade de x* enquanto ponto fixo do mapa xx1 = P(xy).

3.2 Estabilidade

Nesta secao introduziremos uma técnica para o estudo da estabilidade de um mapa e para tanto

consideraremos um mapa unidimensional. Ao final, generalizaremos (sem demonstrar) a técnica para
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Figura 3.1: Interpretacao geométrica de uma secao de Poincaré para n = 3.

um sistema de dimensao qualquer.
Considere o mapa unidimensional
Tpy1 = f(xn). (3.1)

*

Definicao 3.1. Um ponto fixro do mapa (3.1) € um ponto x* tal que f(z*) = x*.

Como ja dito, a estabilidade de x* pode ser determinada analisando a sequéncia de sucessivas ite-
ragoes a partir de um ponto zp proximo de z*. Caso (z;);en se aproxime (se afaste) de x*, dizemos que
x* é assintoticamente estavel (instdvel). Comumente nos referimos aos pontos fixos assintoticamente
estdveis por atratores e aos instaveis por repulsores.

Seja xo proximo de x*, isto é,

rg = x* + €,

onde g¢ é um incremento infinitesimal. Queremos saber se
x1 = f(xo) = f(x* +e9) =2 + &1

estd mais proximo ou mais distante de x* do que xg, isto é, queremos saber se €1 é maior ou menor

que €g. Para tanto, consideremos a expansao em série de Taylor em torno de z*,
o e =z = flag) = f@* ) = f(@) + f(@)e + O@]) =" + fl(a)ei,  (3.2)

onde consideramos que f(z*) = z* e negligenciamos os termos de ordem superior. Note que aqui, f’
é a derivada da funcao f em relacao a x e nao a t, como poderia se supor. Logo, obtemos o mapa
linearizado

Eit1 = A&j,
com o autovalor, ou multiplicador A = f'(z*).

Claramente, |g;11| < |gi| se =1 < A < 1 e diremos que z* é assintoticamente estavel. Se 0 < A < 1
as distancias entre as iteracoes (g, z1,...) diminuem monotonicamente, ja se —1 < A < 0, os valores
£0,€1, ... alternam de sinal e a aproximacao ao ponto fixo chama-se “flip”. Caso |A| > 1, x* é instavel
e se |A| = 1, é necessario considerar os termos de ordem superior na aproximacao (3.2) para obter
alguma conclusao sobre a estabilidade de x*. Observe que (3.2) é exata caso f seja linear em x. A

seguir, daremos a versao n-dimensional destas conclusoes.
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Teorema 3.2. Sejam \; os autovalores da lineariza¢io de um mapa x**1 = f(x*) em torno do
ponto fizo x*, ou seja, \; sao os autovalores da matriz jacobina da fungao £ = (fi,..., fn) em relagao
ao vetor x = (x1,...,xy) aplicada em x* = (x7,...,2},),

=[]
x=x
A estabilidade do ponto fixzo x* € dada por: (a) se |\i| <1 para todo i, entio x* é estdvel; (b) se
|IAi| > 1 para algum i (mas nao para todos), entdo x* é um ponto de sela hiperbdlico (instdvel), e se

|Ai] > 1 para todo i, entao x* é um nd (instdvel).

Além de pontos fixos - érbitas que se reduzem & um unico ponto - os mapas também admitem

orbitas periddicas, que sao aquelas que se reduzem a um conjunto finito de pontos.

Definigao 3.3. Um ponto x* é dito periddico de periodo m (ou m-periddico) do mapa £(x) se for

um ponto fizo da m-ésima composicdo do mapa
X" = £7(x"),

de modo que os pontos {x*,f(x*), f(x*), ..., Y(x*)} sdo todos distintos. Este conjunto é chamado

de atrator (ou repulsor, dependendo da estabilidade) de periodo m ou apenas de m-ciclo.

Em outras palavras, um m-ciclo ¢ um conjunto de m pontos m-periédicos { &}, @3, ..., €, } tais que

xi . =f(x5), (1=12,..,m—1),

x) = f(x},).

Assim como para os pontos fixos, analisaremos também a estabilidade de um m-ciclo. Para tanto,
retomaremos as notagoes unidimensionais. Um m-ciclo {z], 3, ...,z } é assintoticamente estavel
se, dada uma condicao inicial suficientemente préxima a um dos pontos, digamos z], as iteragoes
subsequentes aproximam-se, alternadamente, dos pontos peridédicos. Cada um desses m pontos sao
pontos fixos do mapa m vezes iterado f™(z), ou seja, 7 = f™(x;),i = 1,...,m, e é claro que a

andlise da estabilidade do m-ciclo resume-se a estabilidade de qualquer um de seus pontos. Assim,

consideremos z7 e calculemos \,, = df:;iz(x) K
I:II
L _dr@| _dfe | U@ di@) dfm ()
" de | _ . dx - dx . dr | _im 1y dx o
T=x] T=x] r=z] z=f (x7) r=z]

Considerando que f™~!(x%) = 2}, _, e repetindo o processo por mais m — 1 vezes, temos

_df (@)

Am
dx

: (3.3)

— .
T=Ty 1=0

e as conclusoes seguem as mesmas para o caso de pontos fixos.
Uma técnica muito 1util para encontrar e analisar a estabilidade de pontos fixos em um mapa

unidimensional é o diagrama de teia. O recurso permite realizar iteragbes graficamente e consiste
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em tragarmos em um mesmo plano cartesiano, a funcdo y = f(x) que define o mapa x;+1 = f(z;)
e a bissetriz y = x. Qualquer ponto de intersecao entre estas duas curvas representa claramente
a existéncia de um ponto fixo e sua estabilidade, como ja sabemos, é descrita pelo comportamento
de érbitas inicialmente préximas. Graficamente, escolhemos um ponto (xg, f(x¢)) préximo ao ponto
(z*, f(z*) = z*) e tracamos um segmento de reta horizontal em dire¢ao & bissetriz até ocorrer o
encontro. Em seguida, tracamos outro segmento, agora vertical, em direcao ao grafico de f. Dado
o novo encontro, estd determinado o ponto (x1, f(z1)), onde x; = f(x(), e 0 processo se repete. As
abscissas dos pontos obtidos definem uma 6rbita com a qual podemos analisar a estabilidade de z*.
Na figura (3.2) vemos um exemplo de ponto fixo assintoticamente estdvel * (atrator) e um instével

z* (repulsor).

y=X

y=f(x)

Figura 3.2: O ponto x* é instavel e o ponto z* é assintoticamente estavel.

O diagrama de teia também pode ser utilizado para encontrar um m-ciclo. Veja na figura (3.3), que
no caso do 2-ciclo, existe um atrator periddico que atrai 6rbitas préximas e o ponto fixo representado
pela intersecao da bissetriz com a parabola é instavel.

’ ’
’ ’
09 s 09 ’

Figura 3.3: (a) 4-ciclo e (b) 2-ciclo.
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3.3 Estabilidade estrutural

O conceito de estabilidade estrutural apresentado para sistemas dinamicos com tempo continuo
continua tendo sentido para mapas. Se um mapa depende de um ou mais coeficientes, a medida que
estes variam, os pontos fixos ou orbitas descrevem trajetorias no espaco de fase. Toda vez que ocorre
uma mudanca qualitativa do retrato de fase temos uma bifurcagao.

As classificagoes dessas bifurcagoes seguem o padrao apresentado no caso continuo. A figura (3.4)

mostra as analogias e as diferentes nomenclaturas usuais para sistemas continuos e discretos.

Sistemas Sistemas . . 3 .
. . Caracteristica no diagrama de bifurcacdes
continuos discretos
Tangente

Pode aparecer

Sela-nd (fold) na forma
inversa
(figura da
direita)
Transcritica Transcritica

Tipo garfo
Duplicacdo de /

Apresenta-se periodo (flip) g (
na forma (figura da _

subcritica ou direita) e | \

supercritica h

Figura 3.4: Analogias e as diferentes nomenclaturas usuais para sistemas continuos e discretos.

27



Capitulo 4
O mapa logistico

4.1 Introducao

Em 1798 o economista britdnico Thomas Malthus publica seu primeiro artigo sobre dinamica
populacional e observa que muitas populagoes bioldgicas crescem a uma taxa proporcional a populagao

langando o famoso modelo Malthusiano,

dpP
—=(N-M)P
= (N-M)P,

onde P é a populagao e N e M sao, respectivamente, a taxa de natalidade e mortalidade. Note que
o modelo é linear e no entanto sugere um (de)crescimento exponencial da populagdo. De fato, este

sistema (unidimensional) possui solucao geral
P(t) = PyeN=M)t,

onde Py = P(0).
E claro que este modelo nao descreve apropriadamente o comportamento de populagoes em tempos
longos e uma alternativa proposta pelo matemaéatico belga Pierre Verhulst em 1838 era de que a

mortalidade seria proporcional ao quadrado da populacao e o modelo tomaria a forma

% = (N — MP)P, (4.1)

que é conhecido como equacao de Verhulst ou equagao logistica. O modelo nao pode ser testado na
época por conta dos dados imprecisos do censo, mas em 1930 foi comprovado experimentalmente por
Raymond Pearl para uma populacao de moscas.

O modelo logistico de Verhulst sugere que nao havera variacao da populagao P, ou seja, % =0
para P = 0, o que ¢ trivial, e para P = % = K. O ntmero K é conhecido como capacidade de
sustentagao do meio. Assim, a equagao (4.1) se escreve

C;—]; =N <1 - ;) P. (4.2)
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O que Robert May fez, em 1976, foi partir da forma discreta da equacao logitica

P,
Pui1=N (1 - K> P,

e escrever X, = % € [0,1]. Assim, dividindo ambos os membros da equagao acima por K, obtemos a

seguinte forma canoénica da equacao (4.1):
Tnt1 = N(1 — xp)zp.

Portanto, o mapa logistico é o mapa z,+1 = f(z,), onde f = f, é uma funcao controlada pelo

parametro p, com
f(@) = fu(@) = pe(l — ). (4.3)

4.2 Analise do mapa

Nossa primeira preocupacao é a respeito do conjunto de valores no qual o parametro p pode variar.
Graficamente é facil perceber que a funcao (4.3) s6 mapeia o intervalo [0,1] para 0 < p < 4. Veja a
figura (4.1).

f(x)=x (1 - x) f(x)=4x (1 - x) f(x)=4.15x (1 - x)

...........................................................................................................................................................................

(a) (b) (c)

Figura 4.1: Para valores u ¢ [0, 4], a funcao definida em (4.3) ndo mapeia o intervalo [0, 1]

Pontos fixos sao facilmente previstos ao sobrepor, em um mesmo sistema de coordenadas, o grafico
da funcao f(x) que define o mapa logistico e a bissetriz y = . Como vimos anteriormente, o diagrama
de teia pode nos auxiliar no estudo da estabilidade destes pontos. A figura (4.2) sugere a existéncia
de dois pontos fixos, um repulsor z}; e um atrator xj.

A existéncia dos dois pontos fixos pode ser constatada analiticamente. Partindo da definicao de

ponto fixo (defini¢ao 3.1) temos

*

r=fx")Yer=p(l-2")ss* (p—1-—p") =0z
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04

03

02

01

f(x)=2.8x (1 - x)

01 02 03 04 05 06 g 07

08 09 \

*

Figura 4.2: Existem dois pontos fixos z}; (repulsor) e x} (atrator).

E claro que z; existe apenas para valores convenientes de p para os quais xj estd no intervalo de

definicao do mapa, ou seja, z; € [0,1]. Sendo assim,

1
0<z;<1e0<l--<l&
"

p> 1.

Esta restrigao também pode ser observada graficamente, veja a figura (4.3). Note que na parte (b)

é possivel ver o ponto fixo z} fora do intervalo de definicao do mapa.

1f(x)=0.7x (1 - x)

1f(x)=0.95x (1 - x)

1f(x)=2x (1 - x)

(@)

(b)

\

(c)

Figura 4.3: (a) Para p < 1 o gréfico de f intersecta a bissetriz dentro de seu intervalo de defini¢ao em

apenas um ponto, ja para (c) u > 1, os dois pontos fixos ficam evidentes.

Além da mudanca do numero de pontos fixos, o valor do parametro p = 1 marca também a

mudanca na estabilidade dos mesmos. Veja a figura (4.4).

Esta caracteristica da bifurcagao também pode ser verificada analiticamente (teorema 3.2) lem-

brando que a estabilidade de um ponto fixo estd relacionada com A = f/(z*). Logo, como p > 0
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f(x)=0.9x (1 - x)

0.25-

0.15-

on
NP
o
N
&

03 0.35

f(x)=1.15x (1 - x)

f(x)=1.38x (1 - x)

Figura 4.4: O valor do parametro g = 1 é um ponto de bifurcagao do sistema.

31



Fal) = pl(1 =) = o],y = [l —2a],_y =,
a condi¢do —1 < A < 1, implica que x} seja estavel, apenas para p € [0, 1].

Ja para o outro ponto fixo, tem-se

f/(:EZ) = H [1 - 2x]3€::p§:17l =2- L.

i

Assim, —1 < A< 1paral < pu<3.
Com o que temos até aqui, se tragassemos um diagrama de bifurcagoes do mapa logistico, ele
teria uma bifurcacao transcritica em (z = 0, = 1) como na figura (4.5), na qual os tracos continuos

representam estabilidade (assintética) enquanto que os pontilhados representam instabilidade.

X

Figura 4.5: O mapa logistico apresenta uma bifurcacao transcritica em seu diagrama de bifurcagoes.

Também estamos interessados em atratores de dimensoes maiores, os m-ciclos. Comecemos pelo
caso mais simples, o 2-ciclo.

Como ja vimos, um 2-ciclo é um conjunto {z},z3} cujos elementos sdo 2-periédicos, ou seja, sao
pontos fixos da segunda composicao da funcao f que define o mapa, desde que ja nao sejam pontos
fixos de f. Assim,

ot =) e @t = pf)(1 - fah)
= ppx’(l—z7)(1 - pa*(l —27))
_ MQ(*Mﬂf*Zl + 2Mx>k3 - (1 + M)x*Q + LE*)
Ou seja, procuramos as raizes do polinémio p(z) = p?(—px** + 2uz*® — (1 + p)a*? + 2*) —z* = 0.
E claro que os pontos fixos x, =0 e x; =1 — — sao raizes de p, assim,
]
p(x) = (z — ) (x — xp)q(x),

com ¢(x) = — (,uQmQ —px(l4+p)+1+ u), cujas raizes sao os pontos ] e x5 que estamos procurando.
A saber,

1
x’{72:ﬂ(u+1:&\/u2—2u—3).

No entanto, devemos observar que tais solugoes nao existem (nao sao reais) para quaisquer valores
de u, ou seja, o 2-ciclo sé existe para os valores de p nos quais o discriminante da equagao g(x) =0 é

estritamente positivo. Logo,

A>06 A 4p)? 40 +p) >0 1> —2u—-3>02p< —1 ou p>3,
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mas como u € [0, 1] concluimos que o 2-ciclo {z7, x4} determinado existe apenas para p > 3.
Diante do exposto temos que p = 3 é uma nova bifurcacdo mas antes de classifica-la devemos

estudar a estabilidade do 2-ciclo {z},z5}. Para tanto, analisemos, segundo a condicao (3.3), A, =

i=0 dx -
ﬁ?:Ii

Hm—l df (z)

Ao = fl@))f (23)
= (= 2e)p(1 — 203)
= p? (1 —2(x} + 23) + 4atah)
= —p+2u+4,

observando que (x] + %) e (x]x3) sao, respectivamente, a soma e o produto das raizes de ¢(z). Sendo
assim,

Mol <le|—p2+2u+4/<lepell—v6,-1U[3,1+ 6]

Considerando que p € [0,1], concluimos que o 2-ciclo {z},z5} ¢é assintoticamente estével para
3 < pu < 14+/6, o que indica que a bifurcacdo em p = 3 é do tipo duplicacdo de perfodo e o diagrama

de bifurcagoes do mapa logistico deve ser qualitativamente como o da figura (4.6).

X

1 3 1+/6
Figura 4.6: Além da bifurcacao transcritica em p = 1, o diagrama de bifurcagoes do mapa logistico

apresenta uma duplicagao de periodo em p = 3.

O 2-ciclo também pode ser constatado graficamente como sendo as intersecoes do grafico de f2(z)
com a reta y = x que nao coincidem com as do grafico de f e sua estabilidade pode ser verificada pelo
diagrma de teia como mostra a figura (4.7.b). Observe que na parte (a) fica claro que para p < 3 o
2-ciclo nao existe e que x; é um atrator, enquanto que na parte (b) verificamos que z; passa a ser
instavel.

Uma outra caracteristica da bifurcacao de duplicacao de periodo é que, sendo p. o valor do

parametro onde ela ocorre e x; o m-ciclo que terd seu perfodo duplicado para 2m, entao

(Fm) @) =-1 e (£2m) (25) = +1.

Note que z; = “771 é um ponto fixo (m = 1) e terd seu periodo duplicado em p. = 3. Ainda,

3—-1

o) = elt - 207) =3 (122 1) =1
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1f(x)=2.9x (1 - X) - Af(X)=3.2x (1 - X) ,
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X, b X, Xy X, X
(a) (b)

Figura 4.7: As intersecoes do gréfico de f? com a reta y = x sugerem um possivel 2-ciclo, mas aquelas

que coincidem com as intersegoes de f com a reta devem ser desprezadas.

2 (@}) = —p2 (22} — 1) (2pe(ay — Dy +1) = 1.

A figura (4.8) ilustra o desenvolvimento anterior.

y =-0.95x + 1.29 x4 1.33 y =-1.05x + 1.38
y=-Ix+1.

f(x)=3x (1 - x)
f2 f

Figura 4.8: Na duplicacao de periodo, para o valor u. no qual ocorre a bifurcacao, temos ( fﬁl), (x) =

—le (fizn)/ (xf) = +1, onde x} é o m-ciclo que tera seu perfodo duplicado.

A busca analitica por m-ciclos torna-se infrutifera a partir deste ponto sem que fixemos o valor do
parametro u, pois até mesmo os softwares matematicos retornam solucoes implicitas para as equagoes
f™(z) = x, com m > 2.

Prosseguindo com o objetivo de reunir mais informagoes a respeito do mapa logistico e esbocar seu
diagrama de bifurcac¢oes, uma outra maneira de encontrar m-ciclos (lembre-se de que um ponto fixo
é um ciclo de periodo unitédrio) é analisar em um sistema (i, x) as curvas dadas implicitamente pelas

equagoes f(x) = x. A figura (4.9) mostra os casos m = 1,2,3 e 4.
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x  @f(x)=x x Bf*(x)=x

0,94 094

0.8 0.8
0.7 0,74
0.6 0.6
0.5 0,54
0.4 044
034 034
0.2+ 0,24

o e T I AT
x ©Of°(x)=x x @rtx)=x

—

0,9
0,94

0.8
0.8

0,74
074

0.6 07

0.5+ 057
0,4 049
03 031
02

0.2
0,14 : 0,1

0

N

Figura 4.9: Graficos das curvas dadas implicitamente pelas equagoes f™(z) = x, para m = 1, ..., 4.

Apesar de este método também se tornar rapidamente invidvel pelo fato de que os graus dos
polinémios que definem as equagoes f"'(z) = x crescem exponencialmente a cada composigao, ele
permite fazer interessantes observacoes, como por exemplo, o fato de que todo ponto fixo pode ser
confundido com um m-ciclo (na verdade, todo p-ciclo pode ser confundido com um m-ciclo, desde que
p divida m). Como j& observamos, é claro que uma solugao de f(x) = x serd também solucao de

f™(x) = x. De fato, por indugao temos,
fl@) =a* = (%) = f(@*) = fP(@*) =a2" = .. = [T (") =27,

que justifica o fato de que na figura (4.9), a curva que representa a equacao f"(z) = x contém a que
representa fP(x) = x sempre que p divide m.

A figura (4.9) nao exibe tragos continuos e pontilhados para mostrar a estabilidade dos ramos, mas
ficam claras as bifurcagoes. Como ji previmos, na parte (a) fica evidente uma bifurcagdo em p = 1
na qual antes (p < 1) s6 havia uma solugao z; = 0 para a equacao f(x) = z, ou seja, um unico ponto
fixo, e depois (i > 1) existem duas, z; e x;. Na parte (b) vemos que ocorre a duplicacao de periodo
em p = 3. Veja que na parte (c) a bifurcagdo transcritica em g = 1 aparece mas a duplicagao de
periodo em p = 3 nao. Isso porque 1 divide 3, mas 2 nao divide 3. Ainda na parte (c) vemos um novo
tipo de bifurcacao para algum valor 3,5 < u < 4, que claramente nao é uma transcritica e nem uma
duplicacao de periodo. Este tipo de bifurcacao chama-se tangente e é o analogo discreto da sela-né

(ver figura 3.4). A figura (4.10) explica porque ela recebe este nome e mostra também a existéncia de
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um 3-ciclo. Note que a curva da parte (d) da figura (4.9) contém a curva da parte (b), isso porque 2

divide 4, mas nao contém a da parte (c), ja que 3 nao divide 4.

N

f)=37x(1-x) ¢ e f(x)=3.8284x (1 - x) % 1§(x)=3.95x (1. x) ~

3 , ’ A
y f . o £3 . o .
, ’ f3 ’
. . ,
, , p

1% G O T O CHN P CR CR | P o oz 5 9 o 9 o7 o8 o P (S Y R TR T |

Figura 4.10: Em p ~ 3,8284 o mapa logistico apresenta uma bifurcacao tangente e um 3-ciclo.

Por nao verificarmos analiticamente esta conclusao nao podemos testar a estabilidade do 3-ciclo
como fizemos com o 2-ciclo anteriormente (ver figura 4.6). Para continuar com as investigagoes partire-
mos para uma abordagem computacional do diagrama de bifurcagoes do mapa logistico. O método
com menos restricoes consiste em programar o seguinte algoritmo para a construgao da sequéncia
Tny1 = f(zn) = pxy(l — x,) (neste caso em linguagem FORTRAN, mas qualquer outra pode ser

utilizada bem como softwares matematicos como o Maple, Mathematica, Matlab entre outros).
1. Fixe um valor para u € [0,4],
2. Fixe um valor para z,
3. & — f(z) = pz(1 — ),
4. Imprima o ponto (u,x),
5. Repita 3 e 4 o suficiente para que ocorra a convergéncia, se houver,
6. Recomece com outro valor de p.

A figura (4.9) sugere que a dinamica do mapa logistico deve ser bastante complicada para valores de
i € [3,5;4], assim como a figura (4.11) mostra como a sequéncia dos x,, é, pelo menos aparentemente,
aperiodica para u = 3,9. Sendo assim, comegaremos tentando verificar numericamente as conclusoes
que temos até o momento.

A figura (4.12) foi gerada utilizando o algoritmo para u € [0;3,4] com uma variagao de 0,0005
entre os valores de u, g = 0,9 e foram impressas no grafico 100 iteracoes do mapa para cada valor de
[

Note que, como esperavamos, para g < 1 as iteragoes se acumulam em z} = 0, que é um ponto

fixo estavel (atrator), e que para pu € [1,3] a acumulacao ocorre no outro atrator zj. Observe também
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f(x) = 3.9x(1-x) /

Figura 4.11: Para valores de p € [3,5;4] o mapa parece apresentar um comportamento aperiédico.

Xn
1,0 4

0.8 4

0.6+

0.4 4

0.0 4

—r—r—r—r—r—r—r—r—tr—r—r—r—rr— |l
0.5 0.0 05 1.0 1.5 20 25 3.0 35

Figura 4.12: Resultado da implementacao do algoritmo com 100 iteragoes para cada valor de p €

[0; 3,4] com variagao de 0,0005 entre eles.

que = 0 nao deixa de ser um ponto fixo do sistema para p > 1, mas apenas perde a estabilidade
(portanto agora o chamamos repulsor) e a auséncia desta informacao (assim como a da perda da
estabilidade de z; para p > 3) no diagrama sera discutida adiante. Também é possivel constatar o
2-ciclo estdvel que existe para p € [3,1 + v/6].

Embora seja possivel verificar que as acumulacoes ocorreram exatamente onde previmos, as primeiras
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iteragoes deixam o diagrama com um aspecto confuso. Na literatura elas sao chamadas de transientes
e para evita-las basta considerar apenas a partir de um certo valor para n e dizemos que estamos
utilizando apenas os valores assintoticos da variavel x.

Voltando a discussao anterior sobre a falta das informagoes a respeito das perdas de estabilidade,
basta analisar o algoritmo para perceber que apenas os atratores ficarao evidentes, mas se dermos uma
condigao inicial extamente sobre um ponto fixo (ou sobre algum elemento de um m-ciclo), as iteragoes
permanecerao constantes (ou alternando entre os elementos do m-ciclo), seja ele estavel ou nao. Veja
a figura (4.13), que foi gerada com p € [0,4] com variacao de 0,001 entre cada valor e com zy = 0.

Xn
0,05

0.00

-0,05 4

T ¥ T ' T T T " T U
0 1 2 3 4

Figura 4.13: Se a condi¢ao inicial for dada sobre um ponto fixo, mesmo que seja instével (repulsor),
as iteragoes permanecem sobre ele.

Um cuidado que temos que tomar na hora de interpretar os resultados obtidos numericamente é
de considerar os erros proveninentes de aproximagoes. Por exemplo, para gerar a figura (4.14) foram
usados valores de p € [1;3,4] com variagao de 0,0001 entre cada um. As primeiras 300 iteragoes
foram desprezadas para anular o efeito dos transientes e as préximas 200 foram utilizadas. Para cada
escolha de pu, a condigao inicial escolhida era zo = “T_l e por isso esperavamos que apesar da perda
da estabilidade de z;, as iteracoes permanecessem sobre o ramo correspondente mesmo para p > 3.

Ao invés disso, vemos, juntamente com o ramo correpondente a xj, o garfo que sugere o 2-ciclo. Isso
p—1
I

. . u—1 . ~
mesmo um pequeno distanciamento do valor real de o provocado pela aproximacao faz com que as

é resultado das aproximagoes no céalculo de xg = pois para p > 3, o ponto fixo z; ¢ instavel e
iteracoes convirjam para o ponto fixo estavel presente no sistema, no caso, o 2-ciclo.

Feitas as ressalvas do método, vamos, de fato, utilizd-lo para tracar um diagrama de bifurcagoes
do mapa logistico para p € [0,4]. A figura (4.15) foi gerada com uma variagao de 0,001 a cada valor
de p (e dizemos que o passo utilizado foi de 0,001) e zy = 0, 3. Podemos constatar experimentalmente
que o valor escolhido para xg nao altera qualitativamente o diagrama e por isso negligenciaremos este
detalhe adiante. As primeiras 100 iteracoes foram desprezadas e as proximas 100 foram utilizadas e
consideraremos, daqui para frente, que o mesmo foi adotado para todas as figuras sempre que nada
for comentado.

Para p € [0; 3,4] a tinica novidade é que sem os transientes a leitura fica menos confusa e para p €
[3,4; 4] j& podemos confirmar, como suspeitavamos, que a dinamica do mapa fica bastante complicada.
Nesta regido, a figura (4.15) deixa a desejar pela falta de detalhes e sendo assim, vejamos a figura
(4.16.a), a qual foi gerada com um passo de 0,0001. Ela mostra uma pequena parte do 2-ciclo originado
da primeira duplicagdo de periodo em p = 3 e podemos notar uma sequéncia de tais bifurcagoes até

que a partir de um valor pe, = 3,5699456 o atrator parece ser aperiédico, ou pelo menos ter um
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Figura 4.14: Mesmo tentando colocar xg = x; para pu > 3, os erros de aproximacao fazem com que
as iteragoes sejam levemente desviadas do ramo correpondente, que é instavel e por isso repele ainda

mais as proximas iteragoes, que acumulam-se no 2-ciclo estavel.

xn
1,0 - 1: Program logistico
2: real x,u
3: integer 1i,J
0.8 4 4: OPEN (unit=25,file="logistico.dat", status="unknown")
5: i=0
! 6: J=0
08 < 7: do u=0.001,4.0000,0.001
8: x=0.3
9: do i=0,100,1
044 10: x=u*x* (1.-x)
11: enddo
12: do j=0,100,1
0,2 - 13: x=u*x* (1l.-x)
14: write(25,*)u,x
15: enddo
0.0 - 4 16: enddo
; . . : 175 end

Figura 4.15: O diagrama de bifurcagoes do mapa logistico e o algoritmo utilizado.

periodo muito grande.

A figura (4.16.b) mostra uma aproximacao ainda maior do diagrama de bifurcagées do mapa
logistico. Observamos que para isso, o algoritmo foi utilizado com passo de 0,000001 e as primeiras
6000 iteracoes foram desprezadas. Outra caracteristica do diagrama que pode ser percebida nesta
figura é a auto afinidade! (note que a regido da parte (b) estd destacada na parte (a)).

Um importante resultado, atribuido a Feigenbaum[5], é que a sequéncia (u,) das bifurcagoes
(referida na literatura por cascata de duplicagdo de periodo), que é claramente convergente, satis-

faz

lim ATl s 4 6692016091029..,

1<<n<oo ,u/TL+1 — ILLn

e 0 mais impressionante é que o limite §, chamado nimero de Feigenbaum, é o mesmo para qualquer

'Uma estrutura é dita auto afim quando uma fracdo da mesma apresenta as mesmas caracteristicas que o todo.
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Figura 4.16: O diagrama de bifurcacoes do mapa logistico.

mapa unimodal (mapas continuamente diferencidveis que mapeiam o intervalo [0, 1], apresentam um
tnico maximo em z = 0,5 e s@o monotonicos tanto em [0;0,5] quanto em [0,5;1]). Em seu livro
Nonlinear Dynamics and Chaos, S. H. Strogatz sugere que esta constante estd para a duplicagao de
periodo assim como 7 estd para os circulos, ressaltando a universalidade da mesma.

Passaremos a discussao a regiao do diagrama onde os ramos estaveis dos m-ciclos dao lugar a
uma grande nuvem de pontos para p > . Nestas regioes a dindmica do mapa apresenta um
comportamento cadtico. Apesar de nao darmos uma definicdo rigorosa de caos, observamos que
para que ele se caracterize, é necessario que exista uma dependéncia sensivel as condicOes iniciais
(DCI) mas este aspecto serd tratado adiante. E importante salientar que o oposto de deterministico é
probabilistico. Um comportamento cadtico pode ser observado em um sistema deterministico e quando
isso ocorre nao é garantida a previsibilidade do comportamento futuro do sistema.

Na figura (4.16.a), estd destacada a segdo em p ~ 3,58 para o qual, os valores assintéticos de x
visitam periodicamente quatro regides distintas do intervalo [0, 1] como um ciclo, mas a cada vez que
uma regiao é visitada, nao sabemos qual dos seus pontos sera atingido. Por este aspecto cadtico, nos
referimos a tais atratores por ciclos ruidosos. A medida que 1 aumenta, estas regioes vao se fundindo
e cada vez menos regioes (cada vez maiores) vao compondo o diagrama até que a partir de um valor
Le = 3,68 do parametro, existe apenas uma grande regiao e acaba por completo a previsibilidade das
futuras iteracoes.

A sequéncia de fusoes nos ciclos ruidosos terminando em uma unica grande regiao fica evidente
na figura (4.17.a) assim como as janelas de periodicidade, que sao as faixas claras em meio as regioes
cadticas. Nelas, a auto afinidade do mapa sugere a nova cascata de duplicacoes de periodo que leva o
sistema ao caos novamente. Para a maior delas, em p & 3,83, a diferenca é que apds uma bifurcagao
tangente, o sistema apresente um 3-ciclo e por isso, a cada duplicacao, o periodo passa a 3-2™ e nao

a 2™ como antes.
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Figura 4.17: Mesmo para p > [ existem infinitos pontos fixos de diferentes periodicidades, e in-

finitos m-ciclos. Existem também incontdveis pontos zo que levam a trajetérias aperiédicas (porém

limitadas).

A figura (4.17.b) foi gerada sobrepondo a parte (a) ao grafico da curva dada implicitamente pela
equacio f8(x) = z. Nela, é possivel perceber, como Robert M. May afirma em seu artigo Simple
Mathematical Models With Very Complicated Dynamics (1976), ...[para p > o] there are an infinite
number of fixed points with different periodicities, and an infinite number of different periodic cycles.
There are also an uncountable number of initial points xy which give totally aperiodic (although
bounded) trajectories; no matter how long the time series generated by f(x) is run out, the pattern
never repeats.” Robert M. May (1976). Em uma tradugao livre: mesmo para p > i existem infinitos
pontos fixos de diferentes periodicidades, e infinitos m-ciclos. Existem também incontéveis pontos g
que levam a trajetérias aperiddicas (porém limitadas).

A fusao das regides cadticas citada anteriormente bem como o retorno abrupto do caos apds uma
janela de periodicidade e até mesmo a limitacao p < 4 sao efeitos das crises, que podem ser melhor

visualizadas na figura (4.18) e serao exploradas mais adiante.

4.3 Expoentes de Lyapunov

Diante do exposto até aqui, a pergunta que surge é como podemos afirmar, com certeza, que
existe comportamento cadtico no sistema? E a resposta repousa na dependéncia sensivel as condigoes
iniciais (DCI), que implica que duas condigoes iniciais infinitesimalmente préximas podem se afastar
exponencialmente conforme as iteragoes vao sendo calculadas. A seguir tentaremos quantificar esta
dependéncia. Sejam xg, yo = xg + dg € I, de tal maneira que y, — x,, = d,. Definimos o expoente de
Lyapunov para a érbita iniciando em xy como sendo o valor X tal que |6,| — |dp|e™ quando n — oo.
Mas é claro que esta definigao nao favorece os cdlculos computacionais e assim devemos tentar escrever

o expoente A em termos mais convenientes. Note que as igualdades abaixo sao validas apenas no limite
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Figura 4.18: O efeito de algumas crises. Em (a) vemos a fusdo dos intervalos disjuntos de um ciclo
ruidoso em uma tunica regiao cadtica e em (b), a maior janela de periodicidade. Apesar da cascata de
duplicacoes de periodo, o ciclo ruidoso de periodo 3 subtamente da lugar uma tnica regiao cadtica em
w~ 3,858.

n — 00, embora este serd calculado apenas ao final.

n)\ | |
e =nA=1In
ool

e assim

1 On
A=—In|—
nn (50

Yn—Tn)| _ 1

_ L [f (@o+d0) — fM(zo) |
do

n (50

1
=—1
nn 50

In ‘ f"(yo) — f" (o)

Fazendo g — 0 a fim de que as condig¢oes iniciais xg e Yo sejam infinitesimalmente proximas, temos
1 n\/
A:ﬁln’(f )(1‘0)|,

mas sabemos (equagao 3.3) que

e assim,

= —1In
n

n—1
Hf’(xl) :—lnH|f x;)| = Zln|f x;)]
i=0

Finalmente, o expoente de Lyapunov para uma orbita comegando em z( (e para um valor de p

fixo) é dado por

n—1

A= lim —Zln|f x;)|

A expressao acima é mais facilmente programével e o diagrama da figura (4.19) foi obtida através

de um algoritmo que deprezou as primeiras 300 iteragoes do mapa e utilizou as préximas 1000 para o
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1.0 1: Program lyapunov
A 2: real x,u,s,1l
3: integer 1i,J
4: OPEN (unit=26,file="1yapunov.dat", status="unknown")
il 5: 1i=0
0.5 - ;\“'."Jrq 1 6: J=0
e 7: do u=3.4,4,0.001
i | ] 8: s=0.
i | 9: 1=0.
i ‘] | 10: x=0.3
0.0+ 1 i 11:  do i=0,300,1
| I 12: X=U*x* (1.-Xx)
| | 13: enddo
. | 14:  do j=0,1000,1
05 15: X=u*x* (1.-x)
! 16: s=s+ALOG (ABS (u-2.*u*x) )
17: enddo
18: 1=s/1000.
19: write(26,*)u, 1l
-1.0 T ' T - r - T . ; = - - ; -l 20: enddo
34 35 38 3.7 38 39 40 21: end

Figura 4.19: Diagrama dos expoentes de Lyapunov para o mapa logistico e o algoritmo utilizado.

calculo do expoente A\ para cada valor de pu, cujo passo utilizado foi de 0,001 e foram utilizados todos
os pares (u, \) para a confecgao do diagrama. O valor da condigao inicial z( foi escolhido igual a 0,3.

Note que da maneira como sao definidos os expoentes de Lyapunov, o valor A mede a taxa ex-
ponencial de expansao das distancias entre as itera¢oes do mapa (x, e y,), dadas duas condigoes
iniciais muito préximas (xg e yo). Sendo assim, A > 0 implica DCI e assim, a existéncia de um atrator
cadtico. Outra propriedade dos expoentes de Lyapunov é que A = 0 nos valores de p onde ocorrem
as bifurcagoes. A figura (4.20) permite observar todas estas propriedades. Note que mesmo para os
valores de u para os quais o sistema apresenta ciclos ruidosos, temos A > 0, com exce¢ao apenas nas

janelas de periodicidade.
Hops

384

364

0,0

Figura 4.20: Os expoentes de Lyapunov se anulam nos pontos de bifurcagao e sao positivos para os

valores de p nos quais o sistema apresenta comportamento cadtico.
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Capitulo 5

Crises

Como ja discutido, o mapa logistico segue uma rota para o caos conhecida como cendrio de
Feigenbaum via duplicagcdo de periodo mas ainda nos questionamos sobre o que acontece com o atrator
cadtico depois que ele nasce. Ele continua a existir indefinidamente ou com a variagdo do parametro
de controle o sistema pode voltar a apresentar ordem? Ele pode aumentar ou diminuir de tamanho?

E claro que algumas destas perguntas podem ser facilmente respondidas ao analisarmos os dia-
gramas gerados numericamente no capitulo anterior, mas neste iremos nos dedicar exclusivamente as
ja citadas crises. Elas foram primeiramente caracterizadas por Celso Grebogi [6] e de acordo com
Ananthkrishnan[1], hoje reconhecemos trés tipos de crises e todos estao presentes no mapa logistico.

Sao eles:

1. Crise de fusao: intervalos disjuntos de um ciclo ruidoso se fundem fazendo com que seu periodo
caia pela metade e o atrator aumenta de tamanho suavemente como na figura (5.1). Note que
antes da crise, ja nao existia ordem no sistema, porém o intervalo inferior mapeia o superior e

vice-versa. Apds a crise acaba por completo a previsibilidade do sistema.

1.0
Xn
1%n
0.9
0,8
©
0.8 o5 | o8
" oa
07 3| T ¥ & & ¢ § ¢T3
. 0,2
0.6 0
0,5 1 Xn
0,8 _
ot ™1 o6
0,4
034 3|9 3 ¢
02 < <
0.2 T T Y T J T J T J |“’ 0
363 364 365 366 367 368 369

Figura 5.1: Para p = 3,6 o atrator é um ciclo ruidoso de perido 2 e para u = 3,7 um tnico intervalo

é visitado pelas iteragdes. A crise de fusao ocorre em p = 3, 68.

2. Crise interior: Aumento abrupto do tamanho do atrator como na figura (5.2). Note que como
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na crise de fusao, um ciclo ruidoso deu lugar a um atrator composto por um unico intervalo,

mas agora o periodo nao foi apenas reduzido a metade e o aumento no tamanho do atrator nao

%, —~

2o i
08+ 304"1f#4#4f17fif1ff1
. g
04 4 08 | ¢ ' '

2| oe [JH4 ! y ,l
0.2 4 2_“2:_4_ +3 T Ty p T
00 —— i o H 0

Figura 5.2: Para p = 3,855 o atrator é um ciclo ruidoso de perido 3 e para p = 3,86 um tnico
intervalo é visitado pelas iteracoes além de que o tamanho do atrator aumenta abruptamente. A crise

interior ocorre em p ~ 3, 858.

3. Crise de fronteira (ou exterior): siibita extingao do atrator caético.

Antes de prosseguirmos com o estudo dos diferentes tipos de crises voltemos nossa atencao para as
curvas mais escuras imersas nas regioes cadticas do diagrama de bifurcagdes do mapa logistico. Estas
curvas sao a chave para entendermos o padrao que rege as crises e estao relacionadas com as iteracoes
do ponto xp = 0,5. De fato, na regido cadtica elas coincidem exatamente com as f*(0,5) e sdo uma
aproximagao das mesmas na regiao periédica do diagrama como podemos perceber na figura (5.3). E
claro que aqui estamos considerando os valores de f%(0,5) em funcdao do pardmetro p. Veremos nas

secoes seguintes que as crises ocorrem nas intersecoes destas curvas.

1(0.5)

£(0.5)
0.5
0.5
fio.5)
fos)
f(0.5)
fios)

a5 38 37 38 33 40 35 38 a7 38 39 40
(a) ()
Figura 5.3: (a) As oito primeiras iteragoes de zp = 0,5 e em (b) temos uma sobreposi¢ao das mesmas

com o diagrama de bifurcagoes do mapa logistico ao fundo.
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5.1 Crise de fusao

Uma crise de fusao ocorre sempre que intervalos disjuntos de um ciclo ruidoso se fundem fazendo
com que seu periodo seja divido ao meio e o atrator cadtico aumenta de tamanho suavemente. Na
figura (5.4.a) vemos uma sequéncia de tais crises entre o valor s, &~ 3,57 e a mais notavel delas em
@ =~ 3,68 onde um ciclo ruidoso de periodo 2 da lugar um atrator cadtico composto por apenas um
grande intervalo. Um outro exemplo é a que ocorre em p = 3,593 onde um ciclo ruidoso de periodo

4 da lugar a um de periodo 2 e note que a cada crise de fusao o tamanho do atrator cadtico aumenta

suavemente.
1,0~ xn
0,8 — o fi0.5)

| :
0.8 o (05
0.7 o fos)

o f(0.5)
06 = Jd
0.5
04 <
0.3 4
02 T N T N T N T T T N | T . 'IH 0.2 TR DRSS R e TSR SN T Bt P S T e Ty | -“’
358 358 3,80 362 364 3,68 368 37 354 3,58 358 .60 362 364 3,65 3.68 3,70
(a) ()

Figura 5.4: (a) Algumas crises de fusd@o. A mais notdvel ocorre em p ~ 3,68 e (b) nesta crise temos a

intersecao de todas as iteracoes de xg = 0,5 a partir da terceira.

Na figura (5.4.b) podemos notar que, na crise de fusio em p ~ 3,68, todas as f%(0,5),i > 3
se intersectam naquele ponto. Notemos que sempre que f(0,5) e f"*1(0,5) se cruzam, todas as
seguintes também o farao.

De fato, seja f*(0,5) = p = f1(0,5). Como f"1(0,5) = f(f™(0,5)), temos que p = f(p), ou

seja,

0,5 f(0,5) = oo = f7(0,5) = p = fHH(0,5) = p o f172(0,5) = f(f"11(0,5)) = f(p) = p > ..

Da conclusao f(p) = p obtida anteriormente segue que p é um ponto fixo (1-ciclo) do mapa e vemos
que |f'(p)] > 1, ou seja, pelo critério de estabilidade (teorema 3.2) esperamos que 6rbitas iniciando
em pontos préximos a p se afastem dele. No entanto, ndo é o que acontece com a Orbita iniciando
em o = 0,5 como podemos observar na figura (5.5.a). Chamamos estas érbitas de eventualmente

L neste caso, de periodo 1 pois converge para o ponto fixo p.

periodicas
Na figura (5.5.b) vemos a origem do ponto fixo instdvel p. Ele é o ponto x} da figura (4.6), isto é,

o ramo instavel proveniente da duplicacdo de periodo que ocorre em p = 3. As outras crises de fuséo

'BEsta denominacio é uma traducio livre da utilizada por Ananthkrishnan[1] - eventually periodic orbits.
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Figura 5.5: Em (a) vemos a dérbita que inicia em zg = 0,5 para u = 3,6788 e o critério de estabilidade
nao sendo satisfeito embora as iteracoes convirjam para p =~ 0,73. Esta é uma érbita eventualmente

periddica de periodo 1. Em (b) vemos a origem do ponto fixo instavel p.

também sao causadas pela colisao entre os ciclos ruidosos e os ramos instaveis gerados nas duplicagoes
de periodo.

Comparando as figuras (5.4.b) e (5.5.a) percebemos que elas sdo redundantes pois a primeira
mostra que todas as f¢(0,5) se intersectam na crise para i > 3, o que implica que, a partir da terceira,
todas as iteragoes de o = 0,5 coincidem com p, que é justamente a interpretagao da figura (5.5.a).

Vejamos um outro exemplo: desta vez exploraremos a crise de fusao que ocorre em p = 3,593, na
qual um ciclo ruidoso de periodo 4 tem seu periodo reduzido & metade. A figura (5.6.a) mostra as
duplicagoes de periodo que originaram os ramos instéveis causadores da crise e em (5.6.b) vemos que
parai = 1,2,3,4 as f/(0,5) ndo passam pela crise, mas a excecio destes, para i impar, todas as (0, 5)
se intersectam na fusdo dos dois intervalos superiores do atrator e, para ¢ par, na dos inferiores.

Assim, podemos esperar a existéncia de uma Orbita eventualmente periddica de periodo 2 que
converge para o 2-ciclo instavel {0,41;0,87} apds a quarta iteragao do ponto xg = 0,5. A figura (5.7)
confirma esta previsao. Lembremos que a andlise da estabilidade de um m-ciclo envolve um produto
(expressao 3.3).

Aparentemente, um padrao rege os valores de ¢ para os quais as fi(O, 5) se intersectam em uma
crise de fusao e, para formalizé-lo, usaremos alguns termos e conceitos da algebra elementar. Sejam a e
b inteiros, dizemos que a divide b, e escrevemos a | b, se existe um inteiro ¢ tal que b = ac. Dizemos que
a € congruo a b mddulo m, m inteiro positivo, se m | (a — b) e neste caso escrevemos a = b (mod m).

Notemos que na crise de fusao em p ~ 3,68 (figura 5.5) um ciclo ruidoso de periodo 2 deu lugar a
um de “periodo 1”7, observamos a existéncia de uma érbita eventualmente peridédica de periodo 1 que
convergiu para um ponto fixo (I1-ciclo). Além disso, os inteiros i tais que as f%(0,5) se intersectam na
crise sao, dois a dois, “congruos médulo 1”7. As utilizagoes das aspas aqui destacam situacoes extremas
no contexto pois na primeira, o periodo 1 deteriora o ciclo ruidoso transformando-o em um atrator

cadtico sem nenhuma previsibilidade, nem mesmo aquela de intervalos que observamos nos outros
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Figura 5.6: Em (a) vemos os ramos instaveis causadores da crise e em (b) vemos como as f*(0,5)

influenciam esta crise de fusao.
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Figura 5.7: Como ja esperdavamos ao analisar a figura (5.6.b), para p = 3,593 vemos a existéncia
de uma érbita eventualmente periddica de periodo 2 que converge para um 2-ciclo, mesmo este nao

satisfazendo o critério de estabilidade.

ciclos ruidosos. Na segunda, é claro que para qualquer par de inteiros a e b tem-se a = b (mod 1).
Na crise de fusdo em p &~ 3,593 um ciclo ruidoso de periodo 4 deu lugar a um de periodo 2 (seus
4 intervalos disjuntos fundiram-se dois a dois), observamos uma Orbita eventualmente periédica de
perfodo 2 pois converge para um 2-ciclo. Além disso, os inteiros i tais que as f(0,5) se intersectam
em cada fusao desta crise, sao (dois a dois) congruos médulo 2.
Veja na figura (5.8) que existe uma crise de fusao para p =~ 3,575 e embora sua escala nao permita
concluir, o periodo do ciclo ruidoso passa de 8 para 4 observando que os inteiros ¢ para os quais as

f%(0,5) se intersectam em cada uma das quatro fusoes desta crise sdo (dois a dois) congruos médulo
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4, a saber, f2(0,5) com f'3(0,5) e f11(0,5) com f!5(0,5) (sdo as interseces visiveis na figura).
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Figura 5.8: Uma ampliacao da figura (5.6).

E o padrao que parece reger estas intersecoes é o seguinte: em uma crise de fusao, o periodo do
ciclo ruidoso passa de 2m para m e as f(0,5) se intersectam de modo que os inteiros i sdo, dois a

dois, congruos modulo m.

5.2 Crise interior

Uma crise interior ocorre em cada janela de periodicidade quando um ciclo ruidoso de qualquer
periodo d& lugar a um de periodo 1, isto é, uma unica regiao passa a ser visitada aperiddicamente
pelas iteragoes x,,, e o tamanho do atrator aumenta abruptamente. Nestas situagoes, diremos que o
ciclo ruidoso deteriorou. As janelas de periodicidade do mapa sao criadas por bifurcagoes tangentes e
a crise ocorre na colisao de seus ramos instdveis com o ciclo ruidoso, como ilustra a figura (5.9).

A figura (5.10.a) é uma sobreposicao da figura (5.2) com as quinze primeiras f(0,5). Nela podemos
perceber o mesmo padrao observado na crise de fusao: um ciclo ruidoso de periodo 3 sera deteriorado
e os inteiros ¢ para os quais as f%(0,5) se intersectam nesta crise interior sdo, dois a dois, congruos
modulo 3. Nas partes (b), (c) e (d) da figura (5.10) temos as amplia¢oes em cada intervalo do ciclo
ruidoso na crise.

Note que nesta crise interior, para o intervalo superior, as f%(0,5) que se intersectam sdo tais
que ¢ € {4,7,10,13}. Para o do meio temos ¢ € {6,9,12,15} e para o inferior, i € {5,8,11,14} e a
congruéncia médulo 3 fica evidente.

Aparentemente, o padrio que se observa nos valores de i tais que as f*(0,5) se intersectam em uma
crise interior é que se o ciclo ruidoso que sera deteriorado tiver periodo m entao os i serao congruos
modulo m.

Na figura (5.10.a) estao destacados os valores de p =~ 3,851 e u ~ 3,854. No primeiro vemos uma

crise de fusao onde o periodo do ciclo ruidoso cai de 6 para 3. Veja nas ampliagoes (5.10.b-d) que,
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Figura 5.9: A crise interior é dada pela colisao do ciclo ruidoso com o ramo instavel da bifurcagao

tangente que gerou a janela de periodicidade.
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Figura 5.10: (a) A maior janela de periodicidade do mapa e as primeiras quinze f%(0, 5) e as ampliacoes

no intervalo superior (b), do meio (c) e inferior (d) do ciclo ruidoso de perfodo 3.
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como esperavamos, os interios i tais que fi(O, 5) se intersectam nesta crise sao congruos médulo 3. Em
1~ 3,854 vemos outra crise interior e mesmo as ampliagbes nao sendo suficientes, podemos concluir
que trata-se da deterioracao de um ciclo ruidoso de periodo 9 pois inteiros ¢ agora sao congruos médulo
9, a saber, f* com f13 e f! com f'° na figura (b), f6 com f1° e f3 com f!? na figura (c) e ainda, f°
com f4 e f2 com f!! na figura (d).

Analisar o valor de m na congruéncia para descobrir o periodo de um ciclo ruidoso envolvido
em uma crise pode ser um método bastante util, pois além de simples, é facilmente programavel no
aspecto precisao. Por exemplo, a figura (5.8), apesar de bastante ampliada, mostra uma janela de
periodicidade, e consequentemente uma crise interior, muito estreita em p ~ 3,597 e é muito facil
perceber que o perfodo do ciclo ruidoso deteriorado é 14, uma vez que vemos f!(0,5) intersectar
f12(0,5) e 1 = 15 (mod 14). Por outro lado, se tentarmos constatar este fato usando o algoritmo
da figura (4.15) ja nos aproximamos do limite de precisao dos equipamentos e softwares utilizados.
A figura (5.11) foi gerada com um passo de 1075, as primeiras 2.10? iteracoes foram desprezadas e
as proximas 10° foram utilizadas pois verificou-se experimentalmente que o niimero de pontos era
insuficiente para uma figura representativa e por isso o passo teria que ser refinado, porém o software
utilizado nao retornou resultados com passo de 10~7. Comparando estes valores com os utilizados no

capitulo 4 podemos esperar prejuizos no tempo reservado para as simulacoes.

1.8574 <

1 5873

35572 o

Xn

a3 o8 =X ]

Figura 5.11: O ciclo ruidoso que é deteriorado na crise interior em u ~ 3,597 tem periodo 14. Observe

que nesta figura o eixo vertical é o dos p.

5.3 Crise de fronteira

O tnico exemplo de crise de fronteira (ou crise exterior) no mapa logistico ocorre em p = 4 na qual
o atrator cadtico subitamente deixa de existir. Para p < 3 o mapa apresenta apenas os dois pontos
fixos x; =0exy =1— % e apos a bifurcagao transcritica em p = 1, x} torna-se instavel e sua colisao
com o atrator cadtico em p = 4 causa a crise de fronteira como mostra a figura (5.12.a). Por atrator
cadtico aqui, nos referimos a um ciclo ruidoso de periodo 1 e desta maneira, para que se mantenha o

mesmo padrao observado nas outras crises, esperamos que as f*(0,5) se intersectem de modo que os
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inteiros ¢ sejam congruos modulo 1, o que pode ser comprovado na figura (5.12.b) na qual vemos uma
érbita eventualmente periddica de periodo 1 pois converge para o ponto fixo (1-ciclo) instavel =} = 0.

Note que com excecdo da primeira (i = 1), todas as f*(0,5) intersectam-se na crise de fronteira.

xn
1 1,2000 X1
0,8 - 1,0000 -
06 - 0,8000
0,6000
0.4 -
0,4000
0.2 =
0,2000
0.0 =
1 | 0,0000 -—MW“Wn
L] T T L] L ¥
o 1 2 3 4
(a) (b)

Figura 5.12: (a) O ramo instavel da bifurcagao transcritica colide com o atrator cadtico causando a

crise de fronteira em p = 4 e (b) uma érbita eventualmente periédica de periodo 1.

Finalmente observamos que m-ciclos instaveis continuam a existir para p > 4 e apenas as orbitas
iniciando fora deles é que divergem (veja a figura 5.13). No entanto, como na figura (4.14), é com-
putacionalmente impossivel de seguir érbitas iniciando em ciclos instaveis utilizando o algoritmo da
figura (4.15).
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1,0000 A

0,0000 /\
-1,0000 -.\\
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-6,0000 x
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Figura 5.13: Para p > 4 as drbitas que nao se iniciam sobre m-ciclos instaveis divergem.

52



Capitulo 6

Conclusao

Foi alcangado o objetivo central deste trabalho de identificar o funcionamento das crises por meio
do estudo da dinamica do mapa logistico x,+1 = px(1 — x). A figura (4.17.a) mostra o diagrama de
bifurcagoes do mapa para u € [3,4;4]. Nela, podemos perceber algumas curvas mais escuras imersas
nas regioes onde o mapa apresenta comportamento caético. Experimentalmente, verificamos que estas
curvas representam as iteragoes do valor inicial xg = 0, 5, isto é, tais curvas sao os graficos dos valores
f%(0,5) em funcdo de p onde f? é a i-ésima composicao da funcio f(x) = pz(1 — ) que define o mapa
e as crises ocorrem nas intersecoes destas curvas.

Antes de apresentar o comportamento cadtico o mapa passa por varias bifurcagoes e cada uma
delas gera ramos instaveis (veja figura 3.4). Cada vez que um desses ramos colide com o atrator
cadtico ocorre uma crise e sua classificagdo depende do tipo de bifurcacao que gerou o ramo, mas este
nao é o unico padrao que rege as crises. Nas crises de fusdo, em que um ciclo ruidoso tera seu periodo
reduzido a metade, e nas interiores, em que um ciclo ruidoso tera seu periodo reduzido a 1, podemos
determinar o periodo do ciclo ruidoso que sera afetado pela crise identificando o conjunto dos ¢ tais
que as f%(0,5) se intersectam nela.

Finalmente, destacamos que o referido método de determinagao do periodo do ciclo ruidoso afetado
por uma crise mostrou-se muito 1til pois apesar de simples, é melhor programével no aspecto precisao.
Veja, por exemplo, que para gerar a figura (5.11) o limite de precisdo do algoritmo da figura (4.15) foi
atingido mas o periodo do ciclo ruidoso deteriorado pode ser facilmente determinado observando na
figura (5.8), que é muito menos ampliada, que nesta crise ocorre a intersecao de f1(0,5) com f15(0,5)

e, portanto, tal periodo é 14.
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