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RESUMO 

 

 

Um quadrotor é um veículo aéreo não-tripulado (VANT). Diversos estudos sobre o 

controle de seu voo foram conduzidos nos últimos anos. As técnicas de domínio da 

dinâmica de voos são assuntos interessantes em diversas áreas em que podem ser 

aplicadas e a maioria das pesquisas é realizada em ambiente interno com a presença 

de sensores. A aplicação em ambiente externo ainda é pouco estudada devido à falta 

de autocontrole de voo do próprio quadrotor. Nesse cenário, foi encontrada a 

motivação para a confecção da proposta apresentada no trabalho, cujo principal 

objetivo é aplicar o método da decomposição de Adomian e analisar as soluções com 

outros métodos aplicados, por meio de simulações computacionais, para se ter uma 

solução que pode ser implementada no autocontrole de voo. Nas simulações 

realizadas, obtêm-se os resultados bons e significativos em relação às velocidades 

angulares, cuja eficiência é melhor do que outros métodos comparados. Portanto, a 

utilização do método da decomposição de Adomian nas equações da dinâmica de 

voos apresenta um bom desempenho. 

 

Palavras-chave: Quadrotor. Veículo aéreo não-tripulado. Método da decomposição 

de Adomian.  



 

ABSTRACT 

The quadrotor is an unmanned aerial vehicle (UAV). Several studies on the control 

of its flight have been conducted in recent years. The domain techniques of dynamic 

flights are interesting subjects in the various areas where they can be applied and 

most research is carried out in the indoor environment with the presence of sensors. 

The outdoor applications are still little studied due to lack of self-control quadrotor 

own flight. In this scenario, the motivation to develop this work was found, whose 

aim is to apply the Adomian decomposition method and analyze the solutions with 

other methods applied through computer simulations to have a solution that can be 

deployed in flight self. In the simulations, we obtain the good and significant results 

in relation to the angular velocity, whose efficiency is better than other methods 

compared. Therefore, the use of the Adomian decomposition method in equations of 

dynamic flight has a good performance. 

 

Keywords: Quadrotor. Unmanned aerial vehicle. Adomian decomposition method. 
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Capítulo 1 
Introdução 

1.1 Considerações Iniciais 

O desenvolvimento de Veículos Aéreos Não Tripulados (VANTs), ou do inglês 

Unmanned Aerial Vehicles (UAV), teve grande expansão nas últimas duas décadas, 

visto a grande evolução em áreas como telecomunicações, sensores e 

microprocessadores. Essa terminologia se aplica às aeronaves que operam sem 

intervenção humana e que possuem certa capacidade resolutiva para cumprir 

objetivos (NETO, 2008). 

Existem diversos tipos de VANTs, como de asas fixas, como aviões; de asas 

móveis, como helicópteros e multicópteros; entre outras categorias, como balões; e 

dirigíveis. Cada uma destas categorias apresenta certas características que define sua 

faixa de aplicação (COSTA, 2012). 

Aviões normalmente são utilizados para vistorias de grandes áreas, por 

possuírem boa velocidade de cruzeiro e autonomia. Contudo, para se manterem no ar, 

é necessário que haja uma velocidade mínima de sustentação. Varreduras mais 

detalhadas, que demandem velocidades menores, são, portanto, inviáveis. Outra 

característica deste tipo de aeronave é a necessidade de locais apropriados de pouso e 

decolagem, que limita-se o local de vistoria para áreas próximas às condições 

exigidas. 

Balões e dirigíveis autônomos possuem excelente autonomia, pois necessitam 

de pouca energia para flutuar, pelo fato de serem leves. Existem aeronaves deste tipo 

que têm autonomia de dias, até meses, devido ao baixo consumo de combustível. 

Além disso, possuem baixa velocidade e por serem de grande volume são muito 

susceptíveis às intempéries climáticas, como chuvas e ventos, o que não lhes permite 

uma boa precisão e manobrabilidade. Sua utilização está relacionada à vistoria de 

áreas extensas e climatologia (ELFES, 1998). 

Os helicópteros e multicópteros são uma variedade de VANTs que podem pairar 

e fazer vistorias mais detalhadas. Possuem grande manobrabilidade e precisão. 

Portanto, sua aplicação está voltada para inspeções em que precisão e detalhamento 
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técnica de controle de voo no ambiente interno foi bastante desenvolvida, mas o 

desafio atual é fazer os voos em ambiente externo, sem presença de sensores, ou até 

mesmo sem rádio controle. Para isso, o bom entendimento sobre as equações de 

dinâmica de voos e a aplicação de solução melhor para as equações, é parte 

fundamental para o desenvolvimento de pesquisas e tecnologias nessa área.  

O objetivo desse trabalho é apresentar os conceitos sobre as equações da 

dinâmica de voos, sendo uma base para aprofundar o método da decomposição de 

Adomian e implementar os métodos numéricos, como Runge-Kutta e NDSolve do 

Mathematica para fazerem as simulações das velocidades angulares e analisar os 

resultados. Devido ao tempo necessário de alteração das velocidades nos quatro 

propulsores de quadrotores é pequeno, os resultados obtidos nas simulações são 

esperados que comprovem a efetividade do método da decomposição de Adomian. 

O uso do método da decomposição de Adomian é uma abordagem inovadora 

para o estudo da dinâmica de voos, que apresenta uma rápida convergência para uma 

solução adequada. 

1.3 Organização da dissertação 

O trabalho foi dividido em 6 Capítulos.  

No Capítulo 1 apresentam-se os conceitos iniciais, as tarefas desempenhadas 

por VANTs, e as as linhas de pesquisa desenvolvidas atualmente.  

No Capítulo 2 apresentam-se os principais conceitos envolvendo matrizes de 

rotação, bem como a apresentação de frame de coordenadas do quadrotor, equação 

de Coriolis, cinemática e dinâmica, e forças e momentos, além dos modelos 

inerciais. 

No Capítulo 3, é feita a apresentação dos dois métodos aplicados no trabalho, a 

decomposição de Adomian e o método de Runge-Kutta de quarta ordem. 

No Capítulo 4, desenvolve-se a modelagem matemática aplicada via 

decomposição de Adomian. 

No Capítulo 5, são apresentadas as simulações para determinarem as 

velocidades angulares em diversas condições iniciais e nos métodos apresentados 

anteriormente. O capítulo são feitas comparações dos resultados obtidos.    

No Capítulo 6 finalmente apresentam-se as conclusões obtidas durante a 

realização do trabalho. Ao fim deste trabalho, é proposta a continuação natural dos 

procedimentos utilizados, para melhoria do desempenho e aplicação em tarefas mais 

específicas.  
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Capítulo 2 
Fundamentação Teórica 

Neste capítulo, baseado no trabalho feito pelo (BEARD, 2008), detalha-se a 

modelagem dos quadrotores, tanto na forma cinemática quanto dinâmica. Em 

princípio, apresenta-se todo a matemática envolvida para a determinação física do 

modelo. Os modelos matemáticos são desenvolvidos em diferentes referenciais, 

nesse contexto chamados de frames de referência. 

As transformações lineares de translação e rotação oferecem as coordenadas em 

diferentes frames, para que ao fim do processo possa se ter um modelo que se possa 

usar para construir, dentre outras, as leis de controle para os ângulos de rolagem 

(roll), arfagem (pitch) e guinada (yaw) que são as rotações ao redor das coordenadas 

x, y e z respectivamente. 

2.1 Frames de Referência 

Um sistema de coordenadas de um frame é transformado em outro por meio de 

duas operações básicas: rotações e translações. Nos desenvolvimentos a seguir 

descrevem-se as matrizes de rotação e o seu uso na transformação entre frames. Com 

isso, são apresentadas as coordenadas dos frames usados em sistemas de 

micro-veículos aéreos. 

2.1.1 Matrizes de Rotação 

Considere dois sistemas de coordenadas apresentados na Figura 2.1. 

O vetor p pode ser expresso tanto no frame ℱ଴ (especificado por (ଓ̂଴, ଔ̂଴, ෠݇଴)) 

quanto no frame ℱଵ (especificado por (ଓଵ̂, ଔଵ̂, ෠݇ଵ)). No frame ℱ଴ tem-se  

p = ௫଴ଓ̂଴݌ + ௬଴ଔ̂଴݌ + ௭଴݌ ෠݇଴.  (2.1) 

Alternativamente em ℱଵ tem-se 

p = ௫ଵଓଵ̂݌ + ௬ଵଔଵ̂݌ + ௭ଵ݌ ෠݇ଵ. (2.2) 
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Utilizado-se a fórmula da rotação, tem-se ܙ଴ 	= 	 (1 − cos p)(ߠ ∙ ො݊) ො݊ + cos ߠ p − sen ߠ ( ො݊ × 	(ܘ
							= 	 (1 − cos p௭଴(ߠ ൭001൱ + cos ߠ ቌܘ௫଴ܘ௬଴ܘ௭଴ቍ − senߠ ቌ−ܘ௬଴ܘ௫଴0 ቍ	
							= ൭ cos ߠ senߠ 0− senߠ cos ߠ 00 0 1൱ܘ଴								= ܴ଴ଵܘ଴. 

Note-se que a matriz de rotação ܴ଴ଵ pode ser interpretada de duas maneiras 

diferentes. A primeira interpretação é que transforma o vetor fixo p de uma 

expressão no frame ℱ଴ em uma expressão no frame ℱଵ, em que ℱଵ foi obtido de ℱ଴ por uma rotação anti-horária. A segunda interpretação é que a matriz rotaciona o 

vetor p, ߠ graus, para um novo vetor q, no sentido horário, em relação ao mesmo 

frame de referência. Rotações de vetores no sentido da regra da mão direita são 

obtidas por (ܴ଴ଵ)். A partir de ferramental matemático apresentado anteriormente, 

encontra-se, a seguir, a aplicação para quadrotores. 

2.1.2 Frame de Coordenadas do Quadrotor 

Diversos sistemas de coordenadas importantes podem ser utilizados para 

modelar os quadrotores. O objetivo desta seção é definir e descrever os seguintes 

frames de coordenadas: o frame inercial, o frame do veículo, o frame 1 do veículo, o 

frame 2 do veículo, e o frame do corpo. No presente trabalho, assume-se a Terra 

plana e estacionária, o que é uma suposição válida para quadrotores. 

2.1.2.1 O frame inercial ऐ࢏ 
O sistema de coordenadas inercial é um sistema de coordenadas fixo à Terra, 

com a origem definida no local de partida. Como pode-se observar na Figura 2.4, o 

vetor unitário ଓ̂௜  é apontado para o norte, ଔ̂௜  aponta para leste, e ෠݇ ௜  aponta para o 

centro da Terra. 



Figu

2.1.2.2 O f

A ori

eixos de ℱ
vetor unit

centro da T

2.1.2.3 O f

A ori

de gravid

ângulo de 

então ଓ̂௩ଵ 

direita, e 

veículo 1 é

ura 2.4: Co

frame do v

igem do fraℱ௩ são alin

tário ଓ̂௩  apo

Terra, como

F

frame do v

igem do fra

dade. Contu

guinada ߰
apontará p෠݇௩ଵ  alinha

é mostrado 

ordenadas d

veículo ऐ࢜
ame do veíc

nhados com 

onta para o

o mostrado 

igura 2.5: C

veículo 1, ऐ
me do veícu

udo, ℱ௩ଵ é߰ tal que se 

para a hélic

ado com ෠݇௩
na Figura 2

෠݇ ௜
ℱ௜	

21

do frame ine

culo é o ce

os eixos do

o norte, ଔ௩̂
na Figura 2

Coordenada

ऐ࢜૚ 

ulo 1 é idên

positivame

o frame da

ce dianteira௩  apontand

2.6. 

ଓ̂௜ (N

ଔ̂௜ (Le

௜ (para dent

෠݇௩

ऐ࢜

1 

ercial. (adap

entro de ma

o frame iner

 aponta pa

2.5 

s do frame 

ntico ao fram

ente rotacio

a aeronave n

a da aerona

do para o c

Norte)

este)

tro da Terra
 

ptada de BE

ssa do quad

rcial ℱ௜. Em

ara leste, e 

do veículo. 

me do veícu

onado ao re

não estiver r

ave, ଔ௩̂ଵ ap

centro da T

a)

ଓ̂௩	

ଔ̂௩	

EARD, 200

drotor. Con

m outras pa෠݇௩  aponta

 

ulo, isto é, d

redor de ෠݇௩
rolando ou 

ponta para 

Terra. O fr

	

8) 

ntudo, os 

lavras, o 

a para o 

do centro ௩  de um 

arfando, 

a hélice 

frame do 



A tra

onde 

2.1.2.4 O f

A ori

rotacionan

ângulo de

para a hél

ser verific

 

ansformação

frame do v

igem do fra

ndo o frame

e rolagem f

lice direita, 

cado na Figu

Figu

Figura

o entre ℱ௩

ܴ௩௩ଵ(߰)
veículo 2, ऐ
ame do veíc

e do veículo

for zero, en

e ෠݇௩ଶ apon

ura 2.7: 

ura 2.7: O fr

 

ऐ࢜

22
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A transformação entre o frame do veículo e o do corpo é dada por: ܴ௩௕(߶, ,ߠ ߰) = ܴ௩ଶ௕ 	(߶)ܴ௩ଵ௩ଶ(ߠ)ܴ௩௩ଵ(߰) 
= ൭1 0 00 cos߶ sen߶0 −sen߶ cos߶൱൭cos ߠ 0 − sen 0ߠ 1 0sen ߠ 0 cos ߠ ൱൭ cos߰ sen߰ 0− sen߰ cos߰ 00 0 1൱ 

=൭ ߰ܿߠܿ ߰ݏߠܿ ߰ܿߠݏ߶ݏߠݏ− − ߰ݏ߶ܿ ߰ݏߠݏ߶ݏ + ܿ߶ܿ߰ ߰ܿߠݏ߶ܿߠܿ߶ݏ + ߰ݏ߶ݏ ߰ݏߠݏ߶ܿ − ߰ܿ߶ݏ  ൱  (2.16)ߠܿ߶ܿ

onde denota-se ܿ߶ ≜ cos߶	e	ݏ߶ ≜ sen߶. 

2.1.3 Equação de Coriolis 

Agora será construída uma derivação da equação de Coriolis (BEARD, 2008). 

Esta equação é utilizada para descrever a relação das velocidades entre os dois 

sistemas de coordenadas. Neste caso relaciona a velocidade do corpo expressada no 

frame de corpo com a velocidade expressada em coordenadas no frame inercial. 

Suponha que são dados dois frames coordenados ℱ௜  e ℱ௕ como os mostrados 

na Figura 2.9. ℱ௜  pode representar o frame inercial, e ℱ௕ o frame de corpo do 

quadrotor. Suponha que o vetor p está se movendo em ℱ௕  e que ℱ௕  está 

rotacionando e transladando em relação a ℱ௜. O objetivo é encontrar a derivada no 

tempo de p em relação ao frame ℱ௜. 
Serão encontradas as equações apropriadas por meio de dois passos. Assume-se 

primeiro que ℱ௕ não esteja rotacionando em relação a ℱ௜. Denotando a derivada de 

p no frame ℱ௜  como 
ௗௗ௧೔  tem-se ܘ

௜ݐ݀݀ p = ௕ݐ݀݀  (2.17)																																																					.ܘ

Por outro lado, assume-se que p é fixo em ℱ௕, mas ℱ௕ está rotacionando em 

relação a ℱ௜, e considera ̂ݏ o eixo de rotação instantâneo e ߜ߶ o ângulo de rotação 

(anti-horária). Pela fórmula de rotação (2.12) tem-se 

p+δp = (1 − cos(−ߜ߶))̂ݏ̂)ݏ ∙ p) + cos(−ߜ߶)p − sen(−ߜ߶)̂ݏ × p. (2.18) 
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2.2.2 Cinemática do Quadrotor 

A cinemática do quadrotor serve para determinar as equações do deslocamento, 

da velocidade e da aceleração angular. 

As variáveis de estado ݌௡ ௘݌ ,  e −ℎ  são quantidades no frame inercial, 

enquanto que as velocidades u, v e w são quantidades no frame do corpo. Portanto, a 

relação entre posição e velocidade é dada por 

௜ݐ݀݀ ቆ݌௡݌௘−ℎቇ = ܴ௕௩ ቆݓݒݑቇ = (ܴ௩௕)் ቆݓݒݑቇ	
																			= ൭ܿ߰ܿߠ ߰ܿߠݏ߶ݏ − ߰ݏ߶ܿ ߰ܿߠݏ߶ܿ + ߰ݏߠܿ߰ݏ߶ݏ ߰ݏߠݏ߶ݏ + ܿ߶ܿ߰ ߰ݏߠݏ߶ܿ − ߠݏ−߰ݏ߶ܿ ߠܿ߶ݏ ߠܿ߶ܿ ൱ቆݓݒݑቇ. 

A relação entre os ângulos absolutos ߶ ߠ ,  e ߰ , e as taxas de variação 

angulares p, q e r é também complicada pelo fato destas quantidades serem definidas 

em relação a diferentes sistemas de coordenadas. As taxas angulares são definidas no 

frame ℱ௕, contudo o ângulo de rolagem ߶ é definido em ℱ௩ଶ, o ângulo de arfagem ߠ é definido em ℱ௩ଵ, e o ângulo de guinada ߰ é definido no frame do veículo ℱ௩.  

É necessário relacionar p, q, e r a ߶ሶ ሶߠ ,  e ሶ߰ . Uma vez que ߶ሶ ሶߠ , , ሶ߰  assumem 

valores mínimos (BEARD, 2008) e nota-se que ܴ௩ଶ௕ ൫߶ሶ ൯ = ܴ௩ଵ௩ଶ൫ߠሶ൯ = ܴ௩௩ଵ൫ ሶ߰ ൯ =  ܫ
tem-se 

ቆݎݍ݌ቇ = ܴ௩ଶ௕ ൫߶ሶ ൯ ൭߶ሶ00൱ + ܴ௩ଶ௕ (߶)ܴ௩ଵ௩ଶ൫ߠሶ൯ ൭0ߠሶ0൱+ܴ௩ଶ௕ (߶)ܴ௩ଵ௩ଶ(ߠ)ܴ௩௩ଵ൫ ሶ߰ ൯ ൭00߰ሶ൱	
= ൭߶ሶ00൱ + ൭1 0 00 cos߶ sen߶0 −sen߶ cos߶൱൭0ߠሶ0൱ + ൭1 0 00 cos߶ sen߶0 −sen߶ cos߶൱൭cosߠ 0 −sen0ߠ 1 0senߠ 0 cosߠ ൱൭00߰ሶ൱	
= ൭1 0 −sen0ߠ cos߶ sen߶cos0ߠ −sen߶ cos߶cosߠ൱ቌ߶ሶߠሶ߰ ሶቍ, (2.22) 

que se invertendo torna-se 
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 ቌ߶ሶߠሶ߰ ሶቍ = ൭1 sen߶ tan ߠ cos߶ tan 0ߠ cos߶ − sen߶0 sen߶ sec ߠ cos߶ sec  ቇ. (2.23)ݎݍ݌൱ቆߠ

2.2.3 Dinâmica de Corpos Rígidos 

A dinâmica de corpos rígidos serve para determinar forças necessárias para 

iniciar, finalizar e controlar o movimento. 

Seja v a velocidade do quadrotor. As leis de Newton apenas se aplicam a 

referenciais inerciais, portanto a aplicação ao movimento translacional é 

݉ ݀v݀ݐ௜ =  (2.24)        																																				          		܎

em que m é a massa do quadrotor, f é a força total aplicada ao quadrotor, e 
ௗௗ௧೔ é a 

derivada no tempo no frame inercial. Da equação de Coriolis tem-se 

݉ ݀v݀ݐ௜ = ݉ ൬݀ݐ݀ܞ௕ + ߱௕ ௜⁄ × ൰ܞ =  (2.25)																																							܎

em que ߱௕ ௜⁄  é a velocidade angular do frame aéreo em relação ao frame inercial. 

Uma vez que a força de controle é computada e aplicada nas coordenadas do corpo, e 

uma vez que ߱ é medida também nestas coordenadas, será expressa a Equação 

(2.25) em função do frame do corpo, em que v௕ ≜ ,ݑ) ,ݒ e ߱௕ ,்(ݓ ௜⁄௕ ≜ ,݌) ,ݍ  .்(ݎ

Portanto, em coordenadas do corpo, a Equação (2.25) torna-se 

൭ݑሶݒሶݓሶ ൱ = ൭ݒݎ − ݓ݌ݓݍ − ݑݍݑݎ − ൱ݒ݌ + 1݉ ቌ ௫݂݂௬݂௭ቍ 																																			(2.26) 

onde f ௕ ≜ ൫ ௫݂, ௬݂, ௭݂൯். 

Para o movimento de rotação, a segunda lei de Newton diz que ݀h௕݀ݐ௜ =  (2.27) 																																																							ܕ

onde h é o momento angular e m é o torque aplicado. Usa-se a equação de Coriolis, 

tem-se ݀h݀ݐ௜ = ݀h݀ݐ௕ + ߱௕ ௜⁄ × ܐ =  (2.28)																																										.ܕ
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Novamente, a Equação (2.28) é mais facilmente solucionada nas coordenadas do 

corpo onde h௕ = I߱௕ ௜⁄௕ , onde I é a matriz constante de inércia dada por 

۷ =
ۈۉ
ଶݕ)නۇۈ + (ଶݖ ݀݉ −න݉݀ݕݔ −න݉݀ݖݔ−න݉݀ݕݔ න(ݔଶ + (ଶݖ ݀݉ −න݉݀ݖݕ−න݉݀ݖݔ −න݉݀ݖݕ න(ݔଶ + (ଶݕ ۋی݉݀

ۊۋ

≜ ቌ ௫ܫ ௫௬ܫ− ௫௬ܫ−௫௭ܫ− ௬ܫ ௫௭ܫ−௬௭ܫ− ௬௭ܫ− ௭ܫ ቍ .																																															(2.29) 

Como mostrado na Figura 2.11, o quadrotor é essencialmente simétrico em 

relação aos eixos, portanto ܫ௫௬ = ௫௭ܫ 	= ௬௭ܫ = 0, o que implica em 

۷ = ቌܫ௫ 0 00 ௬ܫ 00 0  ௭ቍ (2.30)ܫ

e sua inversa é 

1I = ۈۉ
ۇۈۈ
௫ܫ1 0 00 ௬ܫ1 00 0 ۋی௭ܫ1

ۊۋۋ .																																														(2.31) 

Ao considerar o peso de um quadrotor, pode-se dividir em duas partes: corpo 

principal e os quatro rotores. Para determinar o peso de corpo principal, considera-se 

como uma esfera sólida. A inércia para uma esfera sólida é dado por ࡵ =  ଶ/5ܴܯ2

(BEARD, 2008). Portanto, na Figura 2.11 é apresentado um modelo para uma esfera 

sólida: 
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൭݌ሶ௡ݍሶ௘ℎሶ ൱ = ൭ܿ߰ܿߠ ߰ܿߠݏ߶ݏ − ߰ݏ߶ܿ ߰ܿߠݏ߶ܿ + ߰ݏߠܿ߰ݏ߶ݏ ߰ݏߠݏ߶ݏ + ܿ߶ܿ߰ ߰ݏߠݏ߶ܿ − ߠݏ߰ܿ߶ݏ ߠܿ߶ݏ− ߠܿ߶ܿ− ൱ቆݓݒݑቇ  (2.34) 

൭ݑሶݒሶݓሶ ൱ = ൭ݒݎ − ݓ݌ݓݍ − ݑݍݑݎ − ൱ݒ݌ + 1݉ ቌ ௫݂݂௬݂௭ቍ                                  																											(2.35) 

ቌ߶ሶߠሶ߰ ሶቍ = ൮1 sen߶ tanߠ cos߶ tan 0ߠ cos߶ − sen߶0 sen߶cos ߠ cos߶cos ߠ ൲ቆݎݍ݌ቇ 																																						(2.36) 

൭݌ሶݍሶݎሶ൱ = ۈۉ
ۇۈۈ
௬ܫ − ௫ܫ௭ܫ ௭ܫݎݍ − ௬ܫ௫ܫ ௫ܫݎ݌ − ௭ܫ௬ܫ ۋیݍ݌

+ۊۋۋ
ۈۉ
ۇۈۈ
௫ܫ1 ߬థ1ܫ௬ ߬ఏ1ܫ௭ ߬టۋی

ۊۋۋ .																																																												(2.37) 

2.2.4 Princípio de funcionamento 

Para ganhar ou perder altitude, basta um aumento ou uma diminuição 

proporcional das velocidades dos rotores, conforme mostrado na Figura 2.12(b). Um 

par de rotores opostos gira no sentido horário, enquanto que o outro par gira no 

sentido anti-horário para equilibrar o momento angular. Assim, para fazer o 

movimento de guinada em torno do eixo z é necessário diminuir proporcionalmente a 

velocidade dos rotores frente e atrás e aumentar correspondentemente a velocidade 

nos rotores direito e esquerdo ou vice-versa. Desta forma, o empuxo ascendente é 

mantido enquanto que um torque diferencial é gerado, produz-se a guinada conforme 

mostrado na Figura 2.12(c). Para fazer rotação em torno dos eixos x e y, rolagem e 

arfagem respectivamente, basta aumentar a velocidade de um rotor e diminuir 

proporcionalmente a velocidade do seu par oposto. Desta forma, gera-se um torque 

diferencial que produz as inclinações desejadas. Ver Figura 2.12(d). Tendo um 

ângulo de rolagem ou arfagem definido, surge uma componente horizontal do 

empuxo que é responsável pelo deslocamento do veículo ao longo dos eixo x e y da 

Terra. 
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diretamente proporcional ao comando de modulação por largura de pulso enviado ao 

motor. Portanto, a força e o torque de cada motor pode ser expressa como: ܨ∗ = ݇ଵߜ∗ ߬∗ = ݇ଶߜ∗ 
onde ݇ଵ e ݇ଶ são constantes que precisam ser determinadas experimentalmente, ߜ∗ 
é o sinal de comando do motor, e ∗ representa f, r, b, l. 

Portanto, as forças e torques no quadrotor podem ser escritas na matriz como 

ቌ థ߬ఏ߬టቍܨ߬ = ൮݇ଵ ݇ଵ0 −݈݇ଵ ݇ଵ ݇ଵ0 ݈݇ଵ݈݇ଵ 0−݇ଶ ݇ଶ −݈݇ଵ 0−݇ଶ ݇ଶ൲൮
௟൲ߜ௕ߜ௥ߜ௙ߜ ≜ ℳ൮ߜ௙ߜ௥ߜ௕ߜ௟൲. (2.42) 

O real comando dos motores pode ser encontrado com 

൮ߜ௙ߜ௥ߜ௕ߜ௟൲ = ℳିଵ ቌ  థ߬ఏ߬టቍ.  (2.43)ܨ߬

Note que é necessário que o comando de modulação por largura de pulso esteja 

entre 0 e 1. 

Adicionalmente à força exercida pelo motor, a gravidade também exerce força 

no quadrotor. No frame ℱ௩, a força da gravidade atuante no centro de massa é dada 

por 

f௚௩ = ൭ 00݉݃ ൱. (2.44) 

Contudo, uma vez que v na Equação (2.35) é expresso em ℱ௕ , deve-se 

transformar o frame do corpo para chegar à 

f௚௕ = ܴ௩௕ ൭ 00݉݃ ൱ = ൭ −݉݃ sen݃݉ߠ cos ߠ sen߶݉݃ cos ߠ cos߶൱. (2.45) 

Portanto, as Equações (2.34), (2.35), (2.36) e (2.37) podem ser expressas como: 
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൭݌ሶ௡ݍሶ௘ℎሶ ൱ = ൭ܿ߰ܿߠ ߰ܿߠݏ߶ݏ − ߰ݏ߶ܿ ߰ܿߠݏ߶ܿ + ߰ݏߠܿ߰ݏ߶ݏ ߰ݏߠݏ߶ݏ + ܿ߶ܿ߰ ߰ݏߠݏ߶ܿ − ߠݏ߰ܿ߶ݏ ߠܿ߶ݏ− ߠܿ߶ܿ− ൱ቆݓݒݑቇ (2.46) 

൭ݑሶݒሶݓሶ ൱ = ൭ݒݎ − ݓ݌ݓݍ − ݑݍݑݎ − ൱ݒ݌ + ൭ −݃ sen ݃ߠ cos ߠ sen߶݃ cos ߠ cos߶൱ + 1݉ ൭ ൱ܨ−00 																											(2.47) 

ቌ߶ሶߠሶ߰ ሶቍ = ൮1 sen߶ tanߠ cos߶ tan 0ߠ cos߶ − sen߶0 sen߶cos ߠ cos߶cos ߠ ൲ቆݎݍ݌ቇ 																																					(2.48) 

൭݌ሶݍሶݎሶ൱ = ۈۉ
ۇۈۈ
௬ܫ − ௫ܫ௭ܫ ௭ܫݎݍ − ௬ܫ௫ܫ ௫ܫݎ݌ − ௭ܫ௬ܫ ۋیݍ݌

+ۊۋۋ
ۈۉ
ۇۈۈ
௫ܫ1 ߬థ1ܫ௬ ߬ఏ1ܫ௭ ߬టۋی

ۊۋۋ 																																																												(2.49) 

2.3 Modelos inerciais 

As Equações (2.46) à (2.49) são as equações de movimento do quadrotor. Para 

determinar as velocidades angulares, nas literaturas encontram diversos modelos com 

considerações diferentes. Nesta seção apresenta três modelos que serão aplicados nas 

simulações. 

2.3.1 Primeiro modelo inercial 

Derivando-se a Equação (2.46) e desprezando a matriz de rotação ሶܴ ௕௩, chega-se 

a 

൭݌ሷ௡ݍሷ௘ℎሷ ൱ = ൭ܿ߰ܿߠ ߰ܿߠݏ߶ݏ − ߰ݏ߶ܿ ߰ܿߠݏ߶ܿ + ߰ݏߠܿ߰ݏ߶ݏ ߰ݏߠݏ߶ݏ + ܿ߶ܿ߰ ߰ݏߠݏ߶ܿ − ߠݏ߰ܿ߶ݏ ߠܿ߶ݏ− ߠܿ߶ܿ− ൱൭ݑሶݒሶݓሶ ൱. (2.50) 

Negligenciando os termos Coriolis, e combinando as Equações (2.50) e (2.47) 

൭݌ሷ௡ݍሷ௘ℎሷ ൱ = ൭00݃൱ + ൭ܿ߶߰ܿߠݏ + ߰ݏߠݏ߶ܿ߰ݏ߶ݏ − ߠܿ߶ܿ−߰ܿ߶ݏ ൱ ܨ݉ .																															(2.51) 
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Portanto, a Equação (2.51) pode ser expressada como: 

۔ۖەۖ
ሷݔۓ = ߰ܿߠݏ߶ܿ) + ሷݕU1݉(߰ݏ߶ݏ = ߰ݏߠݏ߶ܿ) − ሷݖU1݉(߰ܿ߶ݏ = −݃ + U1݉(ߠܿ߶ܿ)

																																								(2.52) 

onde U1 = ܨ = ܾ൫Ω௙ଶ + Ω௥ଶ + Ω௕ଶ + Ω௟ଶ൯ é responsável pela decolagem do quadrotor. 

Combinando as Equações (2.52) e (2.49) se obtém o primeiro modelo inercial 

ەۖۖ
ۖۖۖ
۔ۖ
ۖۖۖ
ሷݔۓۖ = ߰ܿߠݏ߶ܿ) + ሷݕU1݉(߰ݏ߶ݏ = ߰ݏߠݏ߶ܿ) − ሷݖU1݉(߰ܿ߶ݏ = −݃ + U1݉߶ሷ(ߠܿ߶ܿ) = ൬ܫ௬ − ௫ܫ௭ܫ ൰ ݎݍ + U2ܫ௫ߠሷ = ቆܫ௭ − ௬ܫ௫ܫ ቇ ݎ݌ + U3ܫ௬ሷ߰ = ൬ܫ௫ − ௭ܫ௬ܫ ൰ ݍ݌ + U4ܫ௭

																																								(2.53) 

O sinal de controle do sistema são apresentadas em (2.54). 

۔ۖەۖ
ۓ ܨ = U1 = ܾ൫Ω௙ଶ + Ω௥ଶ + Ω௕ଶ + Ω௟ଶ൯߬థ = U2 = ݈ܾ(−Ω௥ଶ + Ω௟ଶ)߬ఏ = U3 = ݈ܾ൫−Ω௙ଶ + Ω௕ଶ൯߬ట = U4 = ݀൫−Ω௙ଶ + Ω௥ଶ − Ω௕ଶ + Ω௟ଶ൯ (2.54) 

onde b é o constante de empuxo, l é a distância entre o centro do quadrotor e o centro 

de propulsor e d é o coeficiente de arrasto. Ω௜ , ݅ = ݂, ,ݎ ܾ, ݈  são respectivas 

velocidades dos motores.O sinal de controle U1 é responsável pela decolagem do 

quadrotor. O sinal de controle U2  e U3  são responsáveis pelo movimento de 

rolagem e arfagem, respectivamente. E o sinal de controle U4 é responsável pelo 

movimento de guinada. Percebe-se que todos os sinais de controle dependem 

diretamente da velocidade dos motores. 
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2.3.2 Segundo modelo inercial 

Existe outro modelo que inclui a resultante dos efeitos giroscópicos da rotação 

do corpo rígido no espaço e a rotação dos quatro propulsores. Uma vez que dois 

deles (dianteiro e traseiro / esquerdo e direito) são rotativos no sentido horário e os 

outros dois para o anti-horário, existe um desequilíbrio total quando a soma algébrica 

das velocidades do rotor não é igual a zero. Se, além disso, as taxas de rotagem ou de 

arfagem também são diferentes de zero, o quadrotor exercita-se um torque 

giroscópico de acordo com a Equação (2.55) (BRESCIANI, 2008). 

௉்ܬ ቌቆݎݍ݌ቇ × ൭001൱ቍΩ = ௉்ܬ ቆ−0݌ݍ ቇΩ, (2.55) 

onde Ω = −Ω୤ + Ω୰ − Ωୠ + Ω୪ e ்ܬ௉ é a inercia rotacional. 

Portanto, pode ressaltar que o modelo apresenta um comportamento não linear. 

ەۖۖ
ۖۖۖ
۔ۖ
ۖۖۖ
ۓۖ ሷݔ = ߰ܿߠݏ߶ܿ) + ሷݕU1݉(߰ݏ߶ݏ = ߰ݏߠݏ߶ܿ) − ሷݖU1݉(߰ܿ߶ݏ = −݃ + U1݉߶ሷ(ߠܿ߶ܿ) = ൬ܫ௬ − ௫ܫ௭ܫ ൰ ݎݍ − ௫ܫ௉்ܬ Ωݍ + U2ܫ௫ߠሷ = ቆܫ௭ − ௬ܫ௫ܫ ቇ ݎ݌ + ௬ܫ௉்ܬ Ω݌ + U3ܫ௬ሷ߰ = ൬ܫ௫ − ௭ܫ௬ܫ ൰ ݍ݌ + U4ܫ௭

																																		(2.56) 

2.3.3 Terceiro modelo inercial 

Algumas hipóteses serão consideradas, para linearizar o sistema e tornar os 

controladores mais simples sem que haja perda significativa de desempenho 

(BEARD, 2008). Assumindo que os ângulos ߶ e ߠ são pequenos, a Equação (2.36) 

pode ser simplificada como 

ቌ߶ሶߠሶ߰ ሶቍ = ቆݎݍ݌ቇ. (2.57)



38 

De modo similar, considerando as velocidades angulares são pequenas. Por essa 

razão, os termos de Coriolis ݎ݌ ,ݎݍ e ݍ݌ são pequenos, pode-se simplificar a 

Equação (2.37), de modo a se obter 

൭݌ሶݍሶݎሶ൱ = ۈۉ
ۇۈۈ
௫ܫ1 ߬థ1ܫ௬ ߬ఏ1ܫ௭ ߬టۋی

ۊۋۋ .																																																			(2.58) 

Combinando (2.57) e (2.58) se obtém 

ቌ߶ሷߠሷ߰ ሷቍ =
ۈۉ
ۇۈۈ
௫ܫ1 ߬థ1ܫ௬ ߬ఏ1ܫ௭ ߬టۋی

ۊۋۋ .                                          	(2.59) 

Portanto, o modelo inercial simplificado é dado por 

ەۖۖ
ۖۖۖ
۔ۖ
ۖۖۖ
ሷݔۓۖ = ߰ܿߠݏ߶ܿ) + ሷݕU1݉(߰ݏ߶ݏ = ߰ݏߠݏ߶ܿ) − ሷݖU1݉(߰ܿ߶ݏ = −݃ + U1݉߶ሷ(ߠܿ߶ܿ) = U2ܫ௫ߠሷ = U3ܫ௬ሷ߰ = U4ܫ௭

																																							 (2.60)	 

2.4 Considerações finais 

Na teoria de controle, o conhecimento do comportamento dinâmico de um dado 

sistema pode ser adquirido através dos seus estados. Para o sistema quadrotor, a 

altitude em torno dos 3 eixos de rotação, x, y e z, é conhecida por 6 estados: os 3 

ângulos de Euler que são φ rolagem, θ arfagem e ψ guinada respectivamente, e as 3 
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velocidades angulares que são p, q e r, velocidades estas também conhecidas por 

taxas angulares. Os 6 estados anteriores descrevem a atitude do quadrotor. Para 

controlar também a sua posição, outros 6 estados são necessários: a posição do 

centro gravítico, x, y e z, e as velocidades lineares, u, v e w, que são relativas ao 

referencial móvel. Assim, são 12 estados no total que descrevem os 6 graus de 

liberdade do quadrotor. 

Determinar as 3 velocidades angulares com melhor eficiência será uma pesquisa 

interesante tanto na simulação quanto na prática. Por isso, no capítulo 3 são 

apresentados os métodos numéricos que vão sendo aplicados nos modelos 

mencinados anteriormente. 
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Capítulo 3 
Métodos Numéricos 

3.1 Considerações iniciais 

Neste capítulo serão apresentados os métodos numéricos da decomposição de 

Adomian e de Runge-Kutta de quarta ordem, utilizados no presente trabalho, bem 

como formas de suas aplicações. O uso do método da decomposição de Adomian na 

solução dinâmica de voo é uma aplicação inovadora. E por meio do método de 

Runge-Kutta de quarta ordem pode-se fazer uma comparação nos resultados obtidos. 

3.2 Método da decomposição de Adomian 

Recentemente, com o método da decomposição de Adomian tornou-se possível 

evitar os métodos de discretização que conduzem a requisitos computacionais 

pesados na resolução de equação diferenciais parciais não lineares. Este método 

conduz a soluções computáveis, exatas, convergentes e que podem ser verificadas 

teoricamente a qualquer grau de aproximação. 

O método da decomposição de Adomian foi introduzido por George Adomian, 

na década de 1980, para resolver equações lineares e não lineares. Sua convergência  

foi provada por Cherruault (CHERRUAULT, 1989) e sua estrutura matemática foi 

estabelecida por Abbaoui (ABBAOUI, 2001). 

O objetivo do método da decomposição de Adomian é tornar possíveis, 

fisicamente, as soluções realistas de sistemas complexos sem compromisso com a 

solução e a modelagem usual para alcançar a tratabilidade. 

Verificou-se ainda que o método da decomposição de Adomian é utilizado na 

investigação de diversas aplicações científicas, requer menos trabalho em 

comparação com as técnicas tradicionais, é fácil de programar em problemas 

aplicados e fornece soluções imediatas e convergentes sem qualquer necessidade de 

linearização ou discretização. 

Atualmente, este método tem sido utilizado por muitos autores nas mais 

diversas áreas, tanto para resolver problemas envolvendo equações diferenciais nos 
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problemas de valor inicial ou de contorno, quanto para resolver sistemas de equações 

diferenciais. 

Dehghan investigou a aplicação do método da decomposição de Adomian para 

resolver equações diferenciais parciais bidimensionais parabólicas lineares, com 

especificações não locais de fronteira, substituindo as condições clássicas de 

fronteira (DEHGHAN, 2004).  

Dehghan e Tatari utilizaram o método da decomposição de Adomian para 

resolver problemas de Cálculo Variacional, com o objetivo de encontrar a solução 

para uma equação diferencial ordinária originada de um problema variacional. Eles 

apresentaram resultados numéricos para mostrar a eficiência do método, 

especialmente de sua convergência (DEHGHAN; TATARI, 2006). 

Kaya e Yokus utilizaram o método da decomposição de Adomian para resolver 

a equação do calor e a equação não linear de Burgers, com condições iniciais 

apropriadas. Demonstraram que a aplicação do método com a solução parcial em 

relação à x exige maior trabalho computacional em comparação com a solução em 

relação à t, porém a solução numérica em relação à x é interessante em termos de 

precisão e eficiência (KAYA; YOKUS, 2002). 

Pereira aplica o método da decomposição de Adomian à interação 

fluido-estrutura de um cabo (PEREIRA, 2010). 

A solução pelo método da decomposição é uma aproximação, mas que não 

altera o problema dado. A solução obtida por decomposição é geralmente uma série 

infinita, porém uma aproximação de n termos, em que ߶௡ normalmente é uma 

solução bastante precisa, sendo que sempre se pode aumentar n para atingir a 

precisão desejada. Ainda, o método da decomposição tem a vantagem que, em geral, 

para pequenos valores de n é possível uma solução significativa. 

Para descrever o método de Adomian considera-se 

(ݐ)ݑܣ  =  (3.1) ,(ݐ)݂

em que A é um operador qualquer, isto é, envolvendo uma parte linear e outra não 

linear. Este operador é dividido em ܮ + ܰ, onde ܮ é a parte linear, facilmente 

invertida, e ܰ é o restante desde operador ou uma não linearidade. Logo, tem-se: 

ܮ)  + (ݐ)ݑ(ܰ =  (3.2) .(ݐ)݂

Reescrevendo a equação acima, pois ݑܮ é facilmente invertível, obtém-se 



42 

(ݐ)ݑ  = (ݐ)ଵ݂ିܮ −  (3.3) .(ݐ)ݑଵܰିܮ

Como u é solução do problema, pode-se expandi-lo como ݑ = ଴ݑ + ଵݑ ଶݑ+ + …, isto é, 

෍ݑ௡ஶ
௡ୀ଴ =  (3.4)																																																											ݑ

e pode-se escolher ݑ଴ = (ݐ)ଵ݂ିܮ . Por outro lado, o termo não linear ܰݑ  é 

expandido em termos dos polinômios de Adomian, como: 

ݑܰ = ෍ܣመ௡ஶ
௡ୀ଴ 																																																									(3.5) 

Estes polinômios serão discutidos adiante. Com este procedimento pode-se, 

reescrever a Equação (3.3) como 

෍ݑ௡ஶ
௡ୀ଴ = ଴ݑ − መ௡ஶܣଵ෍ିܮ

௡ୀ଴ .																																														(3.6) 

Consequentemente, permite-se a escolha: ݑଵ = ଶݑ መ଴ܣଵିܮ− = ଷݑ መଵܣଵିܮ− = ௡ݑ ⋮ መଶܣଵିܮ− =  መ௡ିଵܣଵିܮ−

Deve-se notar que, com esta escolha, os polinômios ܣመ௡ são gerados para cada 

não linearidade, de modo que ܣመ଴ dependa somente de ݑ଴, ܣመଵ dependa somente de ݑ଴ e ݑଵ, ܣመଶ dependa somente de ݑ଴, ݑଵ e ݑଶ e assim sucessivamente (Adomian, 

1988). Desta forma, a solução do problema pode ser encontrada como ݑ = ∑ ௜ஶ௜ୀ଴ݑ . 

Adomian definiu se a série converge, o enésimo termo da soma parcial ߶௡ = ∑ ௜ஶ௜ୀ଴ݑ  

será a solução aproximada desde que 

lim௡→ஶ߶௡ =෍ݑ௜ஶ
௜ୀ଴ =  (3.7)																																																		.ݑ
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Existem duas maneiras de calcular os polinômios de Adomian: os chamados ܣመ௡ 

acelerados e os ܣ௡ lentos (por sua convergência ser mais lenta). Neste trabalho será 

empregado o acelerado e, por isso, faz-se uma análise detalhada dessa forma de 

solução. Estes dois modos de encontrar os polinômios de Adomian resultam na 

mesma solução aproximada. A diferença está na velocidade da convergência. A outra 

forma, dita lenta, pode ser encontrada em (Adomian, 1988). 

Para obtenção dos polinômios de Adomian ܣመ௡ , deve-se considerar uma 

equação com solução (ݐ)ݑ contendo uma não linearidade 

ݑܰ = (ݑ)݂ = ෍ܣመ௡ஶ
௡ୀ଴ = ෍ܣ௡ஶ

௡ୀ଴ .																																							(3.8) 

Tomando a expansão da série de Taylor da função ݂(ݑ) em torno de ݑ଴(ݐ), 
obtemos 

ݑܰ = ෍ܣመ௡ஶ
௡ୀ଴ = (ݑ)݂ = (଴ݑ)݂ + ݑ) − (଴ݑ)଴)݂ᇱݑ + ݑ) − !଴)ଶ2ݑ ݂ᇱᇱ(ݑ଴) + ⋯ 		.			(3.9) 

Estes polinômios são definidos por ܣመ଴ = መଵܣ (଴ݑ)݂ = ଵݑ ଴ݑ݀݀ (଴ݑ)݂ + !ଵଶ2ݑ ݀ଶ݀ݑ଴ଶ (଴ݑ)݂ + !ଵଷ3ݑ ݀ଷ݀ݑ଴ଷ (଴ݑ)݂ + ⋯ 

መଶܣ = ଶݑ ଴ݑ݀݀ (଴ݑ)݂ + !ଶଶ2ݑ ݀ଶ݀ݑ଴ଶ (଴ݑ)݂ + !ଶଷ3ݑ ݀ଷ݀ݑ଴ଷ (଴ݑ)݂ + ଶݑଵݑ ݀ଶ݀ݑ଴ଶ (଴ݑ)݂ + 

+12 ଶݑଵଶݑ) + (ଵݑଶଶݑ ݀ଷ݀ݑ଴ଷ (଴ݑ)݂ + ⋯ 

e assim por diante. Nesta formulação, os subíndices de cada termo de ܣመ௡ não 

ultrapassam o n do polinômio, isto é, ܣመ଴ só tem termos com ݑ଴, ܣመଵ só tem termos 

com ݑ଴ e ݑଵ, assim consequentemente. 

3.3 Método de Runge-Kutta 

O método de Runge-Kutta é, provavelmente, um dos métodos numéricos mais 

populares. O método de Runge-Kutta de quarta ordem também é um dos mais 
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(3.11) 

em que ܿ é agora algum número entre x୬ e x୬ାଵ. 

Fazendo k = 4 na Equação (3.11): 

(௡ାଵݔ)ݕ = ௡ݔ)ݕ + ℎ) = (௡ݔ)ݕ + ℎݕᇱ(ݔ௡) + ℎଶ2! (௡ݔ)ᇱᇱݕ + ℎଷ3! (௡ݔ)ᇱᇱᇱݕ + ℎସ4! (௡ݔ)(ସ)ݕ + ℎହ5!  (ܿ)(ହ)ݕ
(3.12) 

O procedimento de Runge-Kutta de quarta ordem consiste em encontrar 

constantes apropriadas de tal forma que a fórmula: ݕ௡ାଵ = ௡ݕ + ܽ݇ଵ + ܾ݇ଶ + ܿ݇ଷ + ݀݇ସ 

Considerando: ݕ(ݔ௡ାଵ) = ௡ݕ + ℎ߮(ݔ௡, ;௡ݕ ℎ) 
onde: ݇ଵ = ℎ݂(ݔ௡, ௡) ݇ଶݕ = ℎ݂(ݔ௡ + ,ଵℎߙ ௡ݕ + ଵ݇ଵ) ݇ଷߚ = ℎ݂(ݔ௡ + ,ଶℎߙ ௡ݕ + ଶ݇ଵߚ + ଷ݇ଶ) ݇ସߚ = ℎ݂(ݔ௡ + ,ଷℎߙ ௡ݕ + ସ݇ଵߚ + ହ݇ଶߚ +  (଺݇ଷߚ
coincide com um polinômio de Taylor de grau quatro. 

(ݔ)ସ݌ = (ܽ)ݕ + ݔ)(ܽ)′ݕ − ܽ) + !ᇱᇱ(ܽ)2ݕ ݔ) − ܽ)ଶ + !3(ܽ)′′′ݕ ݔ) − ܽ)ଷ + !4(ܽ)(ସ)ݕ ݔ) − ܽ)ସ 

Isso resulta em 11 equações de 13 incógnitas, ou seja, possui infinitas soluções. 

O mais popular é o método abaixo: 

௡ାଵݕ = ௡ݕ + 16 (݇ଵ + 2݇ଶ + 2݇ଷ + ݇ସ) ݇ଵ = ℎ݂(ݔ௡,  (௡ݕ
݇ଶ = ℎ݂ ቀݔ௡ + ଵଶ ℎ, ௡ݕ + ଵଶ ݇ଵቁ (3.13) 

݇ଷ = ℎ݂ ൬ݔ௡ + 12ℎ, ௡ݕ + 12݇ଶ൰ 
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݇ସ = ℎ݂(ݔ௡ + ℎ, ௡ݕ + ݇ଷ) 
Ao se observam as Equações em (3.13); percebe-se que ݇ଶ depende de ݇ଵ, ݇ଷ 

depende de ݇ଶ  e ݇ସ  depende de ݇ଷ.  Além disso, ݇ଶ  e ݇ଷ  envolvem 

aproximações às inclinações no ponto do intervalo entre ݔ௡  e ݔ௡ାଵ  (VALLE, 

2012). 
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Capítulo 4 
Modelagem do Quadrotor 

4.1 Considerações iniciais 

Neste capítulo é apresentada a modelagem realizada para o quadrotor, segundo 

o método da decomposição de Adomian. Dos três modelos apresentados no capítulo 

3, os primeiros são não lineares que serão aplicados pelo método da decomposição 

de Adomian. Nas equações de calcular as velocidades angulares separam em duas 

partes, uma é linear e a outra é não-linear. A parte não-linear será construida pela 

série de descomposição de Adomian, e depois são acopladas as duas partes para 

encontrar as soluções. 

4.2 Decomposição de Adomian para calcular as equações da velocidade angular 

nos modelos inerciais. 

O primeiro passo é buscar as soluções possíveis para as velocidades angulares ݍ ,݌ e ݎ com a série de decomposição aproximada de funções explicitamente 

dependentes do tempo, ݐ. 
݌ =෍݌௜(ݐ)ே

௜ୀ଴ ݍ					, =෍ݍ௜(ݐ)ே
௜ୀ଴ ݎ					, =෍ݎ௜(ݐ)ே

௜ୀ଴ .																										(4.1) 

Em seguida, substituir essas séries de decomposição nas equações adequadas 

dos modelos que são sendo simulados, Equações (2.53) e (2.56). Depois de aplicar o 

operador de integração definido com relação ao tempo, obtem-se o resultado a 

seguir: 
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1º Modelo sem efeitos giroscópicos: 

݌ = (଴ݐ)݌ + න ଵܭ ൭෍ݍ௜(߬)ே
௜ୀ଴ ൱ቌ෍ݎ௝(߬)ே

௝ୀ଴ ቍ݀߬௧
௧బ + U2ܫ௫ න ݀߬௧

௧బ  

ݍ = (଴ݐ)ݍ + න ଶܭ ൭෍݌௜(߬)ே
௜ୀ଴ ൱ቌ෍ݎ௝(߬)ே

௝ୀ଴ ቍ݀߬௧
௧బ + U3ܫ௬ න ݀߬௧

௧బ 																											(4.2) 

ݎ = (଴ݐ)ݎ + න ଷܭ ൭෍݌௜(߬)ே
௜ୀ଴ ൱ቌ෍ݍ௝(߬)ே

௝ୀ଴ ቍ݀߬௧
௧బ + U4ܫ௭ න ݀߬௧

௧బ  

2º modelo com efeitos giroscópicos: 

݌ = (଴ݐ)݌ + න ଵܭ ൭෍ݍ௜(߬)ே
௜ୀ଴ ൱ቌ෍ݎ௝(߬)ே

௝ୀ଴ ቍ݀߬௧
௧బ − න ௫ܫ௉Ω்ܬ ൭෍ݍ௜(߬)ே

௜ୀ଴ ൱௧
௧బ+ U2ܫ௫ න ݀߬௧

௧బ  

ݍ = (଴ݐ)ݍ + න ଶܭ ൭෍݌௜(߬)ே
௜ୀ଴ ൱ቌ෍ݎ௝(߬)ே

௝ୀ଴ ቍ݀߬௧
௧బ + න ௬ܫ௉Ω்ܬ ൭෍݌௜(߬)ே

௜ୀ଴ ൱௧
௧బ+ U3ܫ௬ න ݀߬௧

௧బ 																																																																																							(4.3) 

ݎ = (଴ݐ)ݎ + න ଷܭ ൭෍݌௜(߬)ே
௜ୀ଴ ൱ቌ෍ݍ௝(߬)ே

௝ୀ଴ ቍ݀߬௧
௧బ + U4ܫ௭ න ݀߬௧

௧బ  

em que  

ଵܭ = ௬ܫ − ௫ܫ௭ܫ ଶܭ					, = ௭ܫ − ௬ܫ௫ܫ ଷܭ					, = ௫ܫ − ௭ܫ௬ܫ 																										(4.4) 

e U2 = ݈ܾ(−Ω௥ଶ + Ω௟ଶ), U3 = ݈ܾ൫−Ω௙ଶ + Ω௕ଶ൯, U4 = ݀൫−Ω௙ଶ + Ω௥ଶ − Ω௕ଶ + Ω௟ଶ൯. 
Pode ser facilmente demonstrado que a série de decomposição, para os termos 

de Coriolis ݎ݌ ,ݎݍ e ݍ݌ nas equações acima, pode estar diretamente relacionada 

com os polinômios de Adomian para produtos não-lineares (ݍ଴ + ଵݍ + ଶݍ + ଴ݎ)(⋯ + ଵݎ + ଶݎ + ⋯) = ଴ܣ + ଵܣ + ଶܣ +⋯ 

onde os polinômios de Adomian ܣ௜ são dados por 
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଴ܣ = ଵܣ ,଴ݎ଴ݍ = ଴ݎଵݍ + ଶܣ ,ଵݎ଴ݍ = ଶݎ଴ݍ + ଴ݎଶݍ + ଷܣ ,ଵݎଵݍ = ଷݎ଴ݍ + ଴ݎଷݍ + ଶݎଵݍ + ସܣ ,ଵݎଶݍ = ସݎ଴ݍ + ଴ݎସݍ + ଷݎଵݍ + ଵݎଷݍ + ேܣ ⋯ ,ଶݎଶݍ = ேݎ଴ݍ + ଴ݎேݍ + ேିଵݎଵݍ + ଵݎேିଵݍ + ⋯+⋯, 
para cada polinômio de Adomian. Depois de substituir ݌ por sua expansão, em 

termos de uma série decomposição em Equações (4.2) e (4.3), e de acordo com as 

regras do método da decomposição de Adomian, as identificações que definem um 

conjunto de relações recursivas dos dois modelos são: 

1º modelo sem efeitos giroscópicos: ݌଴ = (଴ݐ)݌ + U2ܫ௫ ଵ݌ ,ݐ = න ଴݀߬௧ܣଵܭ
௧బ = න ଴݀߬௧ݎ଴ݍଵܭ

௧బ , 
ଶ݌ = න ଵ݀߬௧ܣଵܭ

௧బ = න ଴ݎଵݍ)ଵܭ + ଵ)݀߬௧ݎ଴ݍ
௧బ , 

ଷ݌ = න ଶ݀߬௧ܣଵܭ
௧బ = න ଴ݎଶݍ)ଵܭ + ଶݎ଴ݍ + ଵ)݀߬௧ݎଵݍ

௧బ , 
ସ݌ = න ଷ݀߬௧ܣଵܭ

௧బ = න ଴ݎଷݍ)ଵܭ + ଷݎ଴ݍ + ଵݎଶݍ + ଶ)݀߬௧ݎଵݍ
௧బ ே݌ ⋯ , = න ேିଵ݀߬௧ܣଵܭ

௧బ . 
Usa-se uma abordagem semelhante, as relações equivalentes podem ser 

determinadas por ݍ e ݎ, de tal modo que ݍ଴ = (଴ݐ)ݍ + U3ܫ௬ ଵݍ ,ݐ = න ଴݀߬௧ܤଶܭ
௧బ = න ଴݀߬௧ݎ଴݌ଶܭ

௧బ , 
ଶݍ = න ଵ݀߬௧ܤଶܭ

௧బ = න ଴ݎଵ݌)ଶܭ + ଵ)݀߬௧ݎ଴݌
௧బ , 

ଷݍ = න ଶ݀߬௧ܤଶܭ
௧బ = න ଴ݎଶ݌)ଶܭ + ଶݎ଴݌ + ଵ)݀߬௧ݎଵ݌

௧బ , 
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ସݍ = න ଷ݀߬௧ܤଶܭ
௧బ = න ଴ݎଷ݌)ଶܭ + ଷݎ଴݌ + ଵݎଶ݌ + ଶ)݀߬௧ݎଵ݌

௧బ ேݍ ⋯ , = න ேିଵ݀߬௧ܤଶܭ
௧బ , 

e ݎ଴ = (଴ݐ)ݎ + U4ܫ௭ ଵݎ ,ݐ = න ଴݀߬௧ܥଷܭ
௧బ = න ଴݀߬௧ݍ଴݌ଷܭ

௧బ , 
ଶݎ = න ଵ݀߬௧ܥଷܭ

௧బ = න ଴ݍଵ݌)ଷܭ + ଵ)݀߬௧ݍ଴݌
௧బ , 

ଷݎ = න ଶ݀߬௧ܥଷܭ
௧బ = න ଴ݍଶ݌)ଷܭ + ଶݍ଴݌ + ଵ)݀߬௧ݍଵ݌

௧బ , 
ସݎ = න ଷ݀߬௧ܥଷܭ

௧బ = න ଴ݍଷ݌)ଷܭ + ଷݍ଴݌ + ଵݍଶ݌ + ଶ)݀߬௧ݍଵ݌
௧బ ேݎ ⋯ , = න ேିଵ݀߬௧ܥଷܭ

௧బ . 
2º modelo com efeitos giroscópicos: ݌଴ = (଴ݐ)݌ + U2ܫ௫ ଵ݌ ,ݐ = න ଴݀߬௧ܣଵܭ

௧బ − න ଴ݍ ௫௧ܫ௉்ܬ
௧బ Ω݀߬ = න ଴݀߬௧ݎ଴ݍଵܭ

௧బ − න ଴ݍ ௫௧ܫ௉்ܬ
௧బ Ω݀߬, 

ଶ݌ = න ଵ݀߬௧ܣଵܭ
௧బ − න ଵݍ ௫௧ܫ௉்ܬ

௧బ Ω݀߬ = න ଴ݎଵݍ)ଵܭ + ଵ)݀߬௧ݎ଴ݍ
௧బ − න ଵݍ ௫௧ܫ௉்ܬ

௧బ Ω݀߬, 
ଷ݌ = න ଶ݀߬௧ܣଵܭ

௧బ − න ଶݍ ௫௧ܫ௉்ܬ
௧బ Ω݀߬ = න ଴ݎଶݍ)ଵܭ + ଶݎ଴ݍ + ߬݀(ଵݎଵݍ − න ଶݍ ௫௧ܫ௉்ܬ

௧బ Ω݀߬௧
௧బ , 

ସ݌ = න ଷ݀߬௧ܣଵܭ
௧బ − න ଷݍ ௫௧ܫ௉்ܬ

௧బ Ω݀߬
= න ଴ݎଷݍ)ଵܭ + ଷݎ଴ݍ + ଵݎଶݍ + ߬݀(ଶݎଵݍ − න ଷݍ ௫௧ܫ௉்ܬ

௧బ Ω݀߬௧
௧బ ே݌ ⋯ , = න ேିଵ݀߬௧ܣଵܭ

௧బ − න ேିଵݍ ௫௧ܫ௉்ܬ
௧బ Ω݀߬. 
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Usa-se uma abordagem semelhante, as relações equivalentes podem ser 

determinadas por ݍ e ݎ, de tal modo que ݍ଴ = (଴ݐ)ݍ + U3ܫ௬ ଵݍ ,ݐ = න ଴݀߬௧ܤଶܭ
௧బ + න ଴݌ ௬௧ܫ௉்ܬ

௧బ Ω݀߬ = න ଴݀߬௧ݎ଴݌ଶܭ
௧బ + න ଴݌ ௬௧ܫ௉்ܬ

௧బ Ω݀߬, 
ଶݍ = න ଵ݀߬௧ܤଶܭ

௧బ + න ଵ݌ ௬௧ܫ௉்ܬ
௧బ Ω݀߬ = න ଴ݎଵ݌)ଶܭ + ଵ)݀߬௧ݎ଴݌

௧బ + න ଵ݌ ௬௧ܫ௉்ܬ
௧బ Ω݀߬, 

ଷݍ = න ଶ݀߬௧ܤଶܭ
௧బ + න ଶ݌ ௬௧ܫ௉்ܬ

௧బ Ω݀߬ = න ଴ݎଶ݌)ଶܭ + ଶݎ଴݌ + ଵ)݀߬௧ݎଵ݌
௧బ + න ଶ݌ ௬௧ܫ௉்ܬ

௧బ Ω݀߬, 
ସݍ = න ଷ݀߬௧ܤଶܭ

௧బ + න ଷ݌ ௬௧ܫ௉்ܬ
௧బ Ω݀߬

= න ଴ݎଷ݌)ଶܭ + ଷݎ଴݌ + ଵݎଶ݌ + ଶ)݀߬௧ݎଵ݌
௧బ + න ଷ݌ ௬௧ܫ௉்ܬ

௧బ Ω݀߬, ⋯ ݍே = න ேିଵ݀߬௧ܤଶܭ
௧బ + න ேିଵ݌ ௬௧ܫ௉்ܬ

௧బ Ω݀߬, 
e ݎ଴ = (଴ݐ)ݎ + U4ܫ௭ ଵݎ ,ݐ = න ଴݀߬௧ܥଷܭ

௧బ = න ଴݀߬௧ݍ଴݌ଷܭ
௧బ , 

ଶݎ = න ଵ݀߬௧ܥଷܭ
௧బ = න ଴ݍଵ݌)ଷܭ + ଵ)݀߬௧ݍ଴݌

௧బ , 
ଷݎ = න ଶ݀߬௧ܥଷܭ

௧బ = න ଴ݍଶ݌)ଷܭ + ଶݍ଴݌ + ଵ)݀߬௧ݍଵ݌
௧బ , 

ସݎ = න ଷ݀߬௧ܥଷܭ
௧బ = න ଴ݍଷ݌)ଷܭ + ଷݍ଴݌ + ଵݍଶ݌ + ଶ)݀߬௧ݍଵ݌

௧బ ேݎ ⋯ , = න ேିଵ݀߬௧ܥଷܭ
௧బ . 
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Capítulo 5 
Implementação e Resultados 

5.1 Considerações iniciais 

Neste capítulo é apresentado o algoritmo do método da decomposição de 

Adomian implementado nas equações dinâmicas de voo para calcular as velocidades 

angulares de quadrotor. 

Vale ressaltar, que o método da decomposição de Adomian para o estudo de 

dinâmica de voos de quadrotor ainda não foi implementado, o que toma o presente 

trabalho inovador. 

Posteriormente, implementou-se o algoritmo desenvolvido no software 

Mathematica e realizou-se as simulações com os valores de entrada em diversos 

situações e com dois modelos apresentados em Equações (2.53) e (2.55). Além disso, 

fez-se as mesmas simulações pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem e por 

própria função NDSolve do software Mathematica, incluindo o modelo simplificado 

(Equação (2.59)). 

5.2 Algoritmo do método da decomposição de Adomian 

Segundo o método da decomposição de Adomian, desenvolveu-se o algoritmo 1 

a seguir para encontrar as soluções iniciais das equações da dinâmica de voo. 

Algoritmo 1 Processo de calcular velocidade angular do quadrotor pelo método da 

decomposição de Adomian 

Entrada: ܫ௫, ܫ௬, ܫ௭, ்ܬ௉, ݈, ܾ, ݀, Ωଵ, Ωଶ, Ωଷ, Ωସ, tempo 

Sejam ݌௧଴ = ௧଴ݍ = ௧଴ݎ = 0; 

Calcular U1, U2, U3, U4, ܭଵ, ܭଶ, ܭଷ, Ω; 

ENQUANTO (n=0; n<4) FAÇA 

Calcular ݌௡, ݍ௡, ݎ௡, ܣ௡, ܤ௡, ܥ௡; ݊ = ݊ + 1; 

FIM ENQUANTO 

Calcular ݌ସ, ݍସ, ݎସ; 
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p=݌଴ + ଵ݌ + ଶ݌ + ଷ݌ +  ;ସ݌

q=ݍ଴ + ଵݍ + ଶݍ + ଷݍ +  ;ସݍ

r=ݎ଴ + ଵݎ + ଶݎ + ଷݎ +  ;ସݎ

ENQUANTO (t<tempo) FAÇA 

Calcular ݐ ;ݎ ,ݍ ,݌ = ݐ + 0.1; 

FIM ENQUANTO 

Calcula-se o polinômio de Adomian até quarta ordem, porque com o aumento 

de expoentes nas equações obtidas em cada passo, os coeficientes correspondentes 

aproximam-se de 0. Por isso, nas simulações o polinômio de Adomian é calculado 

até quarta ordem, garantindo-se eficiência e corretudo nos resultados. Devido à 

eficiência do procedimento e como o tempo observado é curto, ecolheu-se 0,1 

segundo como a escala do tempo. 

5.3 Simulações 

Desconsiderou-se os fatores externos, por exemplo, densidade do ar, as 

simulações foram feitas em condições ideais. Na primeira etapa de simulação, são 

apresentados os resultados de velocidades angulares obtidos pelo método da 

decomposição de Adomian. Na segunda etapa, são apresentados os resultados de 

velocidades angulares obtidos pela NDSolve de software Mathematica, o método de 

Runge-Kutta de quarta ordem e o método da decomposição de Adomian. Os valores 

positivos obtidos nas simulações representam a rotação no sentido horário ao redor 

do eixo correspondente. 

5.3.1 Desempenho das velocidades angulares nos três modelos do método da 

decomposição de Adomian. 

Nesta subseção são apresentadas as simulações com alterações de velocidade de 

quatro propolsores do quadrotor nos três modelos do método da decomposição de 

Adomian apresentados na seção 2.3.  
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Tabela 5.1: Parâmetros do Quadrotor na simulação 

Parâmetro valor ܫ௫ 0,0081 kg.mଶ. ܫ௬ 0,0081 kg.mଶ. ܫ௭ 0,0142 kg.mଶ ்ܬ௉ 0,000104 kg.mଶ 

m 1 kg 

l 0,2 m 

b 0,0000542 N.m. sଶ 

d 0.0000011 N.m. sଶ 
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(a)  

  

(b) 

  
(c) 

Figura 5.1: Resultado da velocidades angulares em rolagem (a), arfagem (b) e 

guinada (c) com velocidade de propulsores Ωf=219, Ωb=215, Ωl=215 e Ωr=215.
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(a) 

  
(b) 

  

(c) 

Figura 5.2: Resultado da velocidades angulares em rolagem (a), arfagem (b) e 

guinada (c) com velocidade de propulsores Ωf=215, Ωb=215, Ωl=219 e Ωr=215. 
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(a) 

 

(b) 

 

(c) 

Figura 5.3: Resultado da velocidades angulares em rolagem (a), arfagem (b) e 

guinada (c) com velocidade de propulsores Ωf=219, Ωb=219, Ωl=215 e Ωr=215. 
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Considera-se as velocidades angulares iniciais nos três eixos são 0 (rad/s), e as 

velocidades dos propulsores do quadrotor, no estado pairado, são 215 rad/s. Os 

aumentos de velocidade dos propulsores são 4 rad/s, para observar o comportamento 

nos três eixos. 

Pode-se observar na Figura 5.1(b), com aumento da velocidade no propulsor 

dianteiro do quadrotor, apresenta-se o comportamento da arfagem dos três modelos. 

E pelos modelos com efeito giroscópico e sem efeito giroscópico, além da arfagem, 

apresenta-se, na Figura 5.1(a), uma rolagem que tem a velocidade angular alta no 

sentido horário ao redor do eixo x a partir do sexto segundo. Isso aconteceu também 

nos resultados da Figura 5.2(b) que se fez um aumento da velocidade no propulsor 

esquerdo do quadrotor. Na Figura 5.2(a) apresenta-se o comportamento da rolagem 

nos três modelos. As simulações mostram que o comportamento de guinada dos três 

modelos é linear. 

Faz-se o aumento de velocidade nos propulsores dianteiro e traseiro, apresenta a 

guinada anti-horária na Figura 5.3(c). Nas Figuras 5.3(a) e 5.3(b) mostram-se os 

comportamentos esperados na rolagem e arfagem nas simulações, verifica-se que o 

modelo com efeito giroscópico tem eficiência melhor do que o modelo sem efeito 

giroscópico em tempo determinado. 

Na seção 5.3.2, adota-se o modelo com efeito giroscópico nas simulações para 

se comparar os resultados obtidos pelos método da decomposição de Adomian, o de 

Runge-Kutta de quarta ordem e a função NDSolve de software da Mathematica. 

  



59 

5.3.2 Desempenho das velocidades angulares nos três métodos . 

 

(a)  

 

(b) 

 

(c) 

Figura 5.4: Resultado da velocidades angulares em rolagem (a), arfagem (b) e 

guinada (c) com velocidade de propulsores Ωf=219, Ωb=215, Ωl=215 e Ωr=215.
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(a)  

 

(b) 

 

(c) 

Figura 5.5: Resultado da velocidades angulares em rolagem (a), arfagem (b) e 

guinada (c) com velocidade de propulsores Ωf=219, Ωb=215, Ωl=215 e Ωr=217. 
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(a) 

 

(b) 

 

(c) 

Figura 5.6: Resultado da velocidades angulares em rolagem (a), arfagem (b) e 

guinada (c) com velocidade de propulsores Ωf=229, Ωb=215, Ωl=215 e Ωr=215. 
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Considerou-se as velocidades angulares iniciais nos três eixos são 0 (rad/s), e as 

velocidades dos propulsores do quadrotor, no estado pairado, são 215 rad/s.  

Com o aumento de velocidade 4 rad/s no propulsor dianteiro, apresentam-se na 

Figura 5.4(b) os comportamentos da arfagem nos três métodos. Pode ser observado 

que o resultado do método de Runge-Kutta de quarta ordem é idêntico com a 

NDSolve, tanto na arfagem quanto nas rolagem e guinada. 

Pode-se observar na Figura 5.4(b), com aumento da velocidade no propulsor 

dianteiro do quadrotor, o resultado da arfagem mostrada pelo método da 

decomposição de Adomian é bem aproximado dos outros métodos antes do 4º 

segundo. Isso acontece o mesmo resultado na rolagem observando na Figura 5.4(a). 

Baseado na simulação anterior, faz-se mais o aumento de velocidade 2 rad/s no 

propulsor direito. Nas Figuras 5.5(a) e 5.5(b), os comportamentos de rolagem e 

arfagem pelo método da decomposição de Adomian ficam quase idênticos dos outros 

métodos em tempo maior, aproximadamente 6 segundos. 

Com o aumento de velocidade 14 rad/s no propulsor dianteiro, aceleram-se às 

velocidades de rolagem e de arfagem mais rapidamente. Pode-se observar nas 

Figuras 5.6(a) e 5.6(b) que o tempo dos resultados cujas as velocidades angulares são 

quase idênticos diminui até 2 segundos. 

A fidelidade do método da decomposição de Adomian pode ser verificada nos 

resultados. Além disso, o método possui uma convergência mais rápida do que os 

outros métodos testados. Assim, além de ser um método que facilita a modelagem 

matemática, também é eficiente sob o ponto de vista computacional. 

5.4 Considerações finais 

Nas simulações, o método da decomposição de Adomian apresentou bons 

resultados. Embora houve o pico na aceleração da velocidade angular depois de certo 

tempo, o que é mais interessante é obter uma velocidade angular desejada em um 

curto tempo, o que mostra-se mais eficiente em relação aos outros métodos 

apresentados neste trabalho. Isto ajuda muito no controle de velocidade dos 

propulsores para ter velocidade desejada e posição desejada do quadrotor quando 

está em voo. 
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Capítulo 6 
Considerações Finais e  
              Trabalhos Futuros 

6.1 Considerações finais 

O principal objetivo deste trabalho foi realizar a implementação do método da 

decomposição de Adomian para calcular as velocidades angulares em rolagem, 

arfagem e guinada de quadrotor. Além da implementação do método da 

decomposição de Adomian ser uma abordagem inovadora, os resultados obtidos das 

simulações foram muito satisfatórios. Na realidade, o tempo necessário de fazer a 

alteração de velocidades angulares é muito curto, e o método da decomposição de 

Adomian apresenta um desempenho bom, superior, em muitos casos, em relação aos 

outros métodos utilizados nos testes. Portanto, é viável aplicar o método da 

decomposição de Adomian nas equações dinâmica do voo. 

A simulação realizada no Mathematica apresentou desempenho satisfatório para 

conseguir ter o resultado compatível em determiando tempo com outros métodos 

experimentados.  

6.2 Trabalhos futuros 

Baseado nos resultados obtidos com este trabalho, pode-se sugerir alguns 

ajustes para trabalhos futuros, tais como: 

 Completar as equações dinâmica do voo na implementação e na simulação. 

 Determianar os ângulos, as velocidades e as posições do quadrotor com a 

aplicação do método de decomposição de Adomian. 

 Implementar o controlador diretamente em uma plataforma real para validar 

seu desempenho.  
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