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RESUMO

Um quadrotor ¢ um veiculo aéreo nado-tripulado (VANT). Diversos estudos sobre o
controle de seu voo foram conduzidos nos ultimos anos. As técnicas de dominio da
dindmica de voos sdo assuntos interessantes em diversas dreas em que podem ser
aplicadas e a maioria das pesquisas ¢ realizada em ambiente interno com a presenca
de sensores. A aplicagdo em ambiente externo ainda ¢ pouco estudada devido a falta
de autocontrole de voo do proprio quadrotor. Nesse cenario, foi encontrada a
motivacdo para a confeccdo da proposta apresentada no trabalho, cujo principal
objetivo ¢ aplicar o método da decomposicdo de Adomian e analisar as solugdes com
outros métodos aplicados, por meio de simulagdes computacionais, para se ter uma
solucdo que pode ser implementada no autocontrole de voo. Nas simula¢des
realizadas, obtém-se os resultados bons e significativos em relacdo as velocidades
angulares, cuja eficiéncia ¢ melhor do que outros métodos comparados. Portanto, a
utilizacdo do método da decomposi¢cdo de Adomian nas equacdes da dindmica de

voos apresenta um bom desempenho.

Palavras-chave: Quadrotor. Veiculo aéreo ndo-tripulado. Método da decomposi¢do

de Adomian.



ABSTRACT

The quadrotor is an unmanned aerial vehicle (UAV). Several studies on the control
of its flight have been conducted in recent years. The domain techniques of dynamic
flights are interesting subjects in the various areas where they can be applied and
most research is carried out in the indoor environment with the presence of sensors.
The outdoor applications are still little studied due to lack of self-control quadrotor
own flight. In this scenario, the motivation to develop this work was found, whose
aim is to apply the Adomian decomposition method and analyze the solutions with
other methods applied through computer simulations to have a solution that can be
deployed in flight self. In the simulations, we obtain the good and significant results
in relation to the angular velocity, whose efficiency is better than other methods
compared. Therefore, the use of the Adomian decomposition method in equations of

dynamic flight has a good performance.

Keywords: Quadrotor. Unmanned aerial vehicle. Adomian decomposition method.
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Capl'tulo 1

|ntroducao

1.1 Consideracdes I niciais

O desenvolvimento de Veiculos Aéreos Nao Tripulados (VANTS), ou do inglés
Unmanned Aerial Vehicles (UAV), teve grande expansao nas ultimas duas décadas,
visto a grande evolugdo em 4reas como telecomunicagdes, sensores €
microprocessadores. Essa terminologia se aplica as aeronaves que operam sem
intervengdo humana e que possuem certa capacidade resolutiva para cumprir
objetivos (NETO, 2008).

Existem diversos tipos de VANTSs, como de asas fixas, como avides; de asas
moveis, como helicopteros e multicopteros; entre outras categorias, como baldes; e
dirigiveis. Cada uma destas categorias apresenta certas caracteristicas que define sua
faixa de aplicacao (COSTA, 2012).

Avides normalmente sdo utilizados para vistorias de grandes areas, por
possuirem boa velocidade de cruzeiro e autonomia. Contudo, para se manterem no ar,
¢ necessario que haja uma velocidade minima de sustentagdo. Varreduras mais
detalhadas, que demandem velocidades menores, sdo, portanto, inviaveis. Outra
caracteristica deste tipo de aeronave ¢ a necessidade de locais apropriados de pouso e
decolagem, que limita-se o local de vistoria para areas proximas as condicdes

exigidas.

Baldes e dirigiveis autdbnomos possuem excelente autonomia, pois necessitam
de pouca energia para flutuar, pelo fato de serem leves. Existem aeronaves deste tipo
que tém autonomia de dias, até meses, devido ao baixo consumo de combustivel.
Além disso, possuem baixa velocidade e por serem de grande volume sdo muito
susceptiveis as intempéries climaticas, como chuvas e ventos, o que ndo lhes permite
uma boa precisdo e manobrabilidade. Sua utilizacdo estd relacionada a vistoria de

areas extensas e climatologia (ELFES, 1998).

Os helicopteros e multicopteros sao uma variedade de VANTSs que podem pairar
e fazer vistorias mais detalhadas. Possuem grande manobrabilidade e precisdo.

Portanto, sua aplicag@o esta voltada para inspe¢des em que precisdo e detalhamento
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sd0 mais importantes que sua autonomia. Mais baratos ¢ mais precisos que os
helicopteros, os multicopteros sdo alternativas viaveis para inspegdes mais criteriosas.
Os multicopteros controlam sua posigdo, altitude e inclinagdo com combinagdes
entre as velocidades entre os propulsores, diferentemente dos helicopteros, que o
fazem com complexos sistemas de angulacdo nas hélices superior e traseira. O
resultado disso é que os multicopteros tém um custo operacional inferior,
manuten¢do mais barata, e maior robustez estrutural. Um contraponto, porém, ¢ que
normalmente possuem uma menor capacidade de carga. Como exemplo de aplicagao,
podem ser utilizados para inspecdo de linhas de transmissdo de energia (COSTA,
2012).

O quadrotor ¢ um tipo de veiculo aéreo ndo tripulado composto de quatro
rotores distribuidos nas extremidades de uma estrutura mecanica simples em forma
de “X”. E capaz de fazer decolagens e pousos verticais bem como pairar em uma
determinada posi¢do a uma determinada altitude. As aplicagdes para quadrotor sdo
inimeras. Por exemplo, pelo seu alto grau de mobilidade e simplicidade mecanica o
torna apto a realizar as tarefas de supervisdo de ambientes de dificil acesso ou
perigosos a seres humanos. Na Figura 1.1 pode ser um observado um exemplar de
quadrotor (GUIMARAES, 2012).

Figura 1.1: Exemplo de um VANT do tipo quadrotor.
(Fonte: http://spectrum.ieee.org/automaton/robotics/military-robots/

aeryon-scout-quadrotor-spies-on-bad-guys-from-above)

1.2 Motivagdo e Objetivos

Os quadrotores tornaram-se equipamentos de muito interesse nas pesquisas e
aplicagdes em diversas areas. Assim, a melhoria no dominio de controle de voo

desses equipamentos ficou cada vez mais exigente e necessaria. Nos ultimos anos, a
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técnica de controle de voo no ambiente interno foi bastante desenvolvida, mas o
desafio atual ¢ fazer os voos em ambiente externo, sem presenga de sensores, ou até
mesmo sem radio controle. Para isso, o bom entendimento sobre as equacdes de
dindmica de voos e a aplicacio de solucdo melhor para as equagdes, ¢ parte

fundamental para o desenvolvimento de pesquisas e tecnologias nessa area.

O objetivo desse trabalho ¢ apresentar os conceitos sobre as equagdes da
dinamica de voos, sendo uma base para aprofundar o método da decomposi¢do de
Adomian e implementar os métodos numéricos, como Runge-Kutta ¢ NDSolve do
Mathematica para fazerem as simulagdes das velocidades angulares e analisar os
resultados. Devido ao tempo necessario de alteragdo das velocidades nos quatro
propulsores de quadrotores € pequeno, os resultados obtidos nas simulagdes sao

esperados que comprovem a efetividade do método da decomposi¢ao de Adomian.

O uso do método da decomposicdo de Adomian ¢ uma abordagem inovadora
para o estudo da dindmica de voos, que apresenta uma rapida convergéncia para uma

solucdo adequada.

1.3 Organizacao da dissertacao

O trabalho foi dividido em 6 Capitulos.

No Capitulo 1 apresentam-se os conceitos iniciais, as tarefas desempenhadas
por VANTSs, e as as linhas de pesquisa desenvolvidas atualmente.

No Capitulo 2 apresentam-se os principais conceitos envolvendo matrizes de
rotacdo, bem como a apresentacao de frame de coordenadas do quadrotor, equagao
de Coriolis, cinematica e dinamica, ¢ for¢as e momentos, além dos modelos
inerciais.

No Capitulo 3, ¢ feita a apresentagao dos dois métodos aplicados no trabalho, a
decomposi¢cdo de Adomian e o método de Runge-Kutta de quarta ordem.

No Capitulo 4, desenvolve-se a modelagem matematica aplicada via
decomposi¢cao de Adomian.

No Capitulo 5, sdo apresentadas as simulagdes para determinarem as
velocidades angulares em diversas condi¢des iniciais € nos métodos apresentados
anteriormente. O capitulo sdo feitas comparagdes dos resultados obtidos.

No Capitulo 6 finalmente apresentam-se as conclusdes obtidas durante a
realizagdao do trabalho. Ao fim deste trabalho, ¢ proposta a continuagdo natural dos
procedimentos utilizados, para melhoria do desempenho e aplicagdo em tarefas mais

especificas.
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Capl'tulo 2

Fundamentacao Teorica

Neste capitulo, baseado no trabalho feito pelo (BEARD, 2008), detalha-se a
modelagem dos quadrotores, tanto na forma cinemadtica quanto dindmica. Em
principio, apresenta-se todo a matematica envolvida para a determinacdo fisica do
modelo. Os modelos matematicos sdo desenvolvidos em diferentes referenciais,

nesse contexto chamados de frames de referéncia.

As transformagdes lineares de translagdo e rotacdo oferecem as coordenadas em
diferentes frames, para que ao fim do processo possa se ter um modelo que se possa
usar para construir, dentre outras, as leis de controle para os angulos de rolagem
(roll), arfagem (pitch) e guinada (yaw) que sdo as rotagdes ao redor das coordenadas

X, y € z respectivamente.

2.1 Frames de Referéncia

Um sistema de coordenadas de um frame ¢ transformado em outro por meio de
duas operagdes basicas: rotacdes e translacdes. Nos desenvolvimentos a seguir
descrevem-se as matrizes de rotacdo e o seu uso na transformagao entre frames. Com
isso, sdo apresentadas as coordenadas dos frames usados em sistemas de

micro-veiculos aéreos.

2.1.1 Matrizes de Rotacéo
Considere dois sistemas de coordenadas apresentados na Figura 2.1.

O vetor p pode ser expresso tanto no frame F° (especificado por (2, j°, k°))

quanto no frame F1 (especificado por (i%, j1, k1)). No frame F° tem-se
p = pRi® + pyi® + pPk°. 2.1)
Alternativamente em F! tem-se

p = pitt + pift + pik. (2.2)

16



70 — 1.1 l -
Sl pg 0

Figura 2.1: Rotagdo em 2D. (BEARD, 2008)
Igualando as duas expressdes
pxl" +pyj* +pik' = pRi® + pyj® + pRk®. (2.3)

Tomando o produto interno de ambos os lados com (i1, j1, k1) e representando o
resultado na forma matricial

0

~>
[uey

&)
o

Px i e 2
pralpy | =0 Je R By
le k1.1 k1 -jO k1-kO pg
Pela geometria apresentada na Figura 2.1, tem-se:
p! = RZ}p° (2.4)
onde
cos@ senf O
RZ} 2| —sen@ cos6 0. (2.5)
0 0 1

A notagio RZ} é usada para denotar uma matriz de rotagdo de coordenadas do

frame F° para o frame F'.Esta é uma matriz de rotagdo ao redor do €ixo z.

Do mesmo modo, uma rotagdo pelo sentido da regra da mao direita no eixo y

resultara em

cos@ 0 -—send
RYg2( 0 1 0 (2.6)

senf 0 cos@
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€ no €eixo x

1 0 0
R} 2 (0 cosf® sen 6?). (2.7)
0 —sen@ cosO

As matrizes, RZ}, RY} e RX}, das Equacdes (2.5), (2.6), (2.7) anteriormente
apresentadas, sdo exemplos de uma classe mais geral de matrizes de rotagdo que
possuem as seguintes propriedades:

C.1. (RE)™t = (RHT =RY
C.2. RERE =R¢

C.3. detR2 =1

Na obtencao da Equagdo (2.4), deve-se notar que o vetor p permanece constante,

e as novas coordenadas em F! foram obtidas rotacionando F° em um angulo 6.

Com o que foi apresentado at¢é o momento, é possivel demonstrar o
desenvolvimento da formula denominada formula de rotacdo, que executa uma
rotacdo contraria a regra da mao direita no vetor p ao redor de um vetor 7 com um

angulo u. Para isso, considere o modelo apresentado na Figura 2.2.

Figura 2.2: Rotacdo anti-horaria de um vetor p ao redor do vetor unitario i de um
angulo u, para obter um vetor . (BEARD, 2008)

18



O vetor p ¢é rotacionado sobre o vetor unitario 7 com um angulo u para
produzir um novo vetor . O angulo entre p e q ¢ u. Considerando-se as

propriedades geométricas, tem-se:
q = ON + NW + WQ. (2.8)

O vetor ON pode ser encontrado por meio da projecdo p sobre o vetor unitario
1, e na dire¢do de 7:

ON = (p - A)A. (2.9)

O vetor NW esta na diregdo p — ON, com o comprimento NQ cosu. Nota-se

que o comprimento NQ ¢ igual ao de NP, que ¢ igual a ||p — WH, tem-se:
_ - - ﬁ ﬁ
NW p—(p- ) NQcosu=(p—(p-A)it) cosu. (2.10)

“ o= (p-A)all

O vetor WQ ¢ perpendicular a p e 71, e tem comprimento NQ sen u. Note-se
que NQ = ||pll sen ¢, entdo:

Wg = 2= n NQ A x 2.11)
=————NQsenyu = —i seny. :
pllseng < " ¥ prenk
Portanto, a Equacao (2.8) torna-se,
g=0-cosp)(p-A)fi+cosup—senu (it X Pp) (2.12)

que ¢ conhecida como FOrmula de Rotacao.

Como exemplo de aplicagdo da Equagdo (2.12), considere uma rotacdo no
sentido oposto da regra da mio direita de um vetor p°, em um frame F°, ao redor do

eixo z, como mostrado na Figura 2.3.

3;0

EO — Z.:l -0

0
p &I QIO L
Figura 2.3: Rotagdo de p ao redor do eixo z. (BEARD, 2008)
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Utilizado-se a formula da rotagdo, tem-se

0

q° = (1 —cosB)(p-A)fi +cos@p—send (i X p)
0 Px -p)
= (1 —cos8)p? <O> + cos 6 p?, —senf p°
1 0
| 0

cosf senf O
= <— senf cos@ 0) p°
0 0 1
= Rop®.

Note-se que a matriz de rotagio R} pode ser interpretada de duas maneiras
diferentes. A primeira interpretacdo ¢ que transforma o vetor fixo p de uma
expressdo no frame F° em uma expressdo no frame F, em que F?! foi obtido de
F° por uma rotagio anti-horaria. A segunda interpretagdo ¢ que a matriz rotaciona o
vetor p, 8 graus, para um novo vetor ¢, no sentido horario, em relagdo ao mesmo
frame de referéncia. Rotagdes de vetores no sentido da regra da mao direita sao
obtidas por (R3)T. A partir de ferramental matematico apresentado anteriormente,

encontra-se, a seguir, a aplicagdo para quadrotores.

2.1.2 Frame de Coor denadas do Quadrotor

Diversos sistemas de coordenadas importantes podem ser utilizados para
modelar os quadrotores. O objetivo desta secdo ¢ definir e descrever os seguintes
frames de coordenadas: o frame inercial, o frame do veiculo, o frame 1 do veiculo, o
frame 2 do veiculo, e o frame do corpo. No presente trabalho, assume-se a Terra

plana e estacionaria, o que ¢ uma suposi¢do valida para quadrotores.

2.1.2.1 O frameinercial F¢

O sistema de coordenadas inercial ¢ um sistema de coordenadas fixo a Terra,
com a origem definida no local de partida. Como pode-se observar na Figura 2.4, o
vetor unitario ¥ é apontado para o norte, j aponta para leste, ¢ k' aponta para o
centro da Terra.
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i (Norte)

Ti
7t (Leste)

ki (para dentro da Terra)

Figura 2.4: Coordenadas do frame inercial. (adaptada de BEARD, 2008)

2.1.2.2 O framedo veiculo F?

A origem do frame do veiculo ¢ o centro de massa do quadrotor. Contudo, os
eixos de FV sdo alinhados com os eixos do frame inercial F'. Em outras palavras, o
vetor unitario i¥ aponta para o norte, j¥ aponta para leste, ¢ kY aponta para o

centro da Terra, como mostrado na Figura 2.5

(para dentro da Terra)

Figura 2.5: Coordenadas do frame do veiculo.

2.1.2.30 framedo veiculo 1, F¥1

A origem do frame do veiculo 1 ¢ idéntico ao frame do veiculo, isto €, do centro
de gravidade. Contudo, F¥! ¢ positivamente rotacionado ao redor de k¥ de um
angulo de guinada vy tal que se o frame da aeronave ndo estiver rolando ou arfando,
entio i¥! apontard para a hélice dianteira da aeronave, j! aponta para a hélice
direita, ¢ k! alinhado com kY apontando para o centro da Terra. O frame do

veiculo 1 ¢ mostrado na Figura 2.6.
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1l

Figura 2.6: O frame do veiculo 1.

A transformacdo entre F¥ e F¥! ¢ dada por

p"' = Ry (Y)p

onde

cosyp seny O
). (2.13)

RIY(Y) = (— seny cosy O
0 0 1

2.1.2.4 O framedo veiculo 2, Fv2

A origem do frame do veiculo 2 ¢ novamente o centro de gravidade, e ¢ obtido
rotacionando o frame do veiculo 1 ao redor j¥! por um angulo de arfagem 6. Se o
angulo de rolagem for zero, entdo {V? aponta para a hélice dianteira, j¥> aponta

para a hélice direita, e kV? aponta para a parte inferior da aeronave, conforme pode
ser verificado na Figura 2.7:

R L L LT T TS

Figura 2.7: O frame do veiculo 2. (BEARD, 2008)
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A transformacdo entre F¥1 e F? ¢ dada por
p” = Ryi(6)p”

onde

cos@ 0 —send
) (2.14)

R5§(9)=< 0 1 0
senf 0 cosf

2.1.2.5 0O frame do corpo, F?

O frame do corpo ¢ obtido rotacionando o frame do veiculo 2 em um angulo de
rolagem ¢, no sentido da regra da mio direita, ao redor de i”?. Portanto, a origem ¢é
o centro de gravidade, i” aponta para a hélice dianteira da aeronave, j” aponta para

a hélice direita, e k” aponta para a barriga do veiculo. O frame do corpo ¢ mostrado
na Figura 2.8.

A transformacio entre FV? e F? ¢ dada por

p’ = RS, (¢)p™?

onde

1 0 0
RY(¢) = (o cos¢  sen ¢>. (2.15)
0 —sen¢ cos¢

1\
}\"'_r

Figura 2.8: O frame do corpo. (COSTA, 2012)
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A transformagdo entre o frame do veiculo e o do corpo ¢ dada por:

Ry (¢,0,%) = Ry, (IR (OIRY ()
1 0 0 cos@ 0 —send cosyp senyp O
= (0 cos¢  sen ¢7> ( 0 1 0 ) (— seny cosy O>
0 —sen¢ cos¢p/ \sen® 0 cos6 0 0 1

s¢psOcyY — cpsyp  spsOsyP + cpcy  spch
cpsOcy + spsy  cpsOsy — spcyp  cpch

onde denota-se c¢ £ cos ¢ e s¢p £ sen ¢.

cOcy cOsy —s6
=< ) (2.16)

2.1.3 Equacdo de Coriolis

Agora sera construida uma derivagdo da equacao de Coriolis (BEARD, 2008).
Esta equagdo ¢ utilizada para descrever a relagdo das velocidades entre os dois
sistemas de coordenadas. Neste caso relaciona a velocidade do corpo expressada no

frame de corpo com a velocidade expressada em coordenadas no frame inercial.

Suponha que sdo dados dois frames coordenados F' e FP como os mostrados
na Figura 2.9. F! pode representar o frame inercial, ¢ F? o frame de corpo do
quadrotor. Suponha que o vetor p estd se movendo em F? e que FP esta
rotacionando e transladando em relagdo a F:. O objetivo é encontrar a derivada no

tempo de p em relacdo ao frame F.

Serdo encontradas as equagdes apropriadas por meio de dois passos. Assume-se

primeiro que F” ndo esteja rotacionando em relagio a F*. Denotando a derivada de
; d
p no frame F' como - P tem-se
i

d d

i (2.17)

Por outro lado, assume-se que p é fixo em F?, mas F? estd rotacionando em
relagdo a F', e considera § o eixo de rotagdo instantaneo ¢ d¢ o angulo de rotacao

(anti-horaria). Pela formula de rotagao (2.12) tem-se

p+6p = (1 —cos(—6¢))S(5-p) + cos(—d¢p) p —sen(—=dp)s X p. (2.18)
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Figura 2.9: Derivacdo da Equagdo de Coriolis. (BEARD, 2008)

Usa-se a aproximacdo para pequenos angulos e divide-se ambos os lados da

igualdade por 6t:

ép ¢,

E’VESXP. (219)

Seja o limite 6t — 0 e define-se a velocidade angular de F? em relagéo a F*
cComo wp/; & $¢ chega-se a

d

d_ti = Wpyi X p. (220)

Uma vez que a diferenciagdo ¢ um operador linear, pode-se combinar as
Equacdes (2.17) e (2.20) para obter

d _ 4 + X 221
dtip—dtbp Wp/i X P, (2.21)

que € a equagdo de Coriolis.

2.2 Cinemética e Dinamica

Uma vez descrito o ferramental matematico para dar suporte ao método, serdo
derivadas as expressdes de cinematica e dindmica de um corpo rigido para descrever
a dinamica de voos (COSTA, 2012). Enquanto as expressoes obtidas nessa subse¢io
sdo gerais para qualquer corpo rigido, serdo usadas notagdes e frames coordenados
que sdo mais tipicos nos trabalhos relacionados a problemas aeronauticos (BEARD,
2008). Em particular, serd definida, a seguir, a notagdo usada para as variaveis de
estado do quadrotor. Depois disso, serdo obtidas as expressdes para cinematica, €

entdo a dindmica.
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2.2.1 Variaveisde Estado do Quadrotor

As variaveis de estado do quadrotor s3o as 12 seguintes grandezas:
p,, = a posicio inercial (norte) do quadrotor ao longo de ¥ em F?!
p. = a posi¢do inercial (leste) do quadrotor ao longo de ji em F!
h = a altitude da acronave medida ao longo de —k! em F!
u = a velocidade do firame do corpo medida ao longo de ? em F?
v = a velocidade do frame do corpo medida ao longo de j? em F?
w = a velocidade do frame do corpo medida ao longo de k? em F?
¢ = o angulo de rolagem definido em relagdo a F2
6 = o angulo de arfagem definido em relagio a FV?
Y = o angulo de guinada definido em relagdo a FV
p = velocidade angular de rolagem medida ao longo de i em F?
g = velocidade angular de arfagem medida ao longo de j? em F?

r = velocidade angular de guinada medida ao longo de k? em F?

As variaveis de estado sao mostradas esquematicamente na Figura 2.10. A
posi¢cao (P, Pe, ) do quadrotor ¢ dada no frame inercial, com A positivo ao longo
do negativo do eixo z do frame inercial. A velocidade (u, v, w) e a velocidade angular
(», g, r) sao dadas em relacdo ao frame do corpo. Os angulos de Euler (¢, 8, ) sdo
dados em relacdo ao frame do veiculo 2, frame do veiculo 1, e frame do veiculo,

respectivamente.

(-l...\ (w ¢.p)
Eixo de rolagem

v, 6 9)
Eixo de arfagem

Eixo de guinada

Figura 2.10: Definicao dos eixos.
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2.2.2 Cinemética do Quadrotor

A cinematica do quadrotor serve para determinar as equagdes do deslocamento,

da velocidade e da aceleracao angular.

As variaveis de estado p,, p. € —h sdo quantidades no frame inercial,
enquanto que as velocidades u, v € w sdo quantidades no frame do corpo. Portanto, a

relacdo entre posi¢ao e velocidade ¢ dada por

d (Pn u u
_ — DV — b\T
() =re ()= (o)

cOcy s¢psOcy —cpsyp  cpsOcy + spsyP\ ,u
= (CQSI/) s¢psOsyY + cpcyp  cpsOsy — Cngl/)) ( )

—s6 s¢co cpch w

A relagdo entre os angulos absolutos ¢, 8 e Y, e as taxas de variagdo
angulares p, g e r ¢ também complicada pelo fato destas quantidades serem definidas
em relacdo a diferentes sistemas de coordenadas. As taxas angulares sdo definidas no
frame FP contudo o angulo de rolagem ¢ ¢é definido em F¥2, o angulo de arfagem

0 ¢ definido em FY1, e o Angulo de guinada 1 ¢é definido no frame do veiculo FV.

E necessario relacionar p, ¢, e ra ¢, 6 e 1. Uma vez que ¢, 6, ¥ assumem
valores minimos (BEARD, 2008) e nota-se que

Ru2(6) = Ry2(0) = Ry () =1

tem-se

p N L (0
<q> = Rb,() <0> + RE,(¢)R22(6) (e) +RE, (P)RZZ (OIRV (4) (0)
0

r 0 Y
é 1 0 0 0 1 0 0 cos§ 0 —send\ /0
= (0> + <0 cos¢ send)) (9) + (0 cos¢ send)) ( 0 1 0 ) (0)
0 0 —sen¢ cos¢p/ \0 0 —sen¢ cosp/ \senf 0 cosb (0
1 0 —send q.’>
= <O cos¢ senqbcosH) o | (2.22)
0 —sen¢ cos¢pcosh P

que se invertendo torna-se

27



61=10 cos ¢ —sen ¢ q). (2.23)

) (1 sen ¢ tan 0 cos¢tan9)<p>
P 0 seng¢secH cospsecO/ \r

2.2.3 Dindmica de Cor pos Rigidos

A dinamica de corpos rigidos serve para determinar forcas necessarias para

iniciar, finalizar e controlar o movimento.

Seja v a velocidade do quadrotor. As leis de Newton apenas se aplicam a

referenciais inerciais, portanto a aplicagdo ao movimento translacional ¢

dav

ma = f (2.24)

. . . d
em que m é a massa do quadrotor, f é a for¢a total aplicada ao quadrotor, e - ¢a
i

derivada no tempo no frame inercial. Da equagao de Coriolis tem-se
dv ( dv

R - . X = .
mdti mdtb+wb/l v) f (2.25)

em que wp/; € a velocidade angular do frame aéreo em relagdo ao frame inercial.
Uma vez que a for¢a de controle ¢ computada e aplicada nas coordenadas do corpo, e
uma vez que w ¢ medida também nestas coordenadas, sera expressa a Equagdo
(2.25) em fungdo do frame do corpo, em que vj, £ (u,v,w)", ¢ wp,; = (p,q,7)".

Portanto, em coordenadas do corpo, a Equacao (2.25) torna-se

u v—qw\ 4 [f
(v) = (pw - ru) +— 5 (2.26)

W qu—pv/) ™\f

onde f? 2 (fx,fy,fz)T.

Para o movimento de rotagao, a segunda lei de Newton diz que

dh”
d_tl- =m (2.27)
onde h é o momento angular e m ¢ o torque aplicado. Usa-se a equagdo de Coriolis,
tem-se
dh dh
d—ti=d—tb+wb/i><h=m. (2.28)
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Novamente, a Equagdo (2.28) ¢ mais facilmente solucionada nas coordenadas do

corpo onde h? = lw? si> onde I ¢ a matriz constante de inércia dada por

f(y2 + z2)dm —fxydm —fxzdm
1= —jxydm f(xz +z%)dm —fyzdm
\ —fxzdm —fyzdm f(x2 + y?) dm/
Ix _Ixy _Ixz
al-n, 1, -L,]|. (2.29)
_Ixz Iyz Iz

Como mostrado na Figura 2.11, o quadrotor ¢ essencialmente simétrico em

relagdo aos eixos, portanto I, = I, =I,, = 0, 0 que implica em

I, 0 0
I=(0 I, 0 (2.30)
0 0 I,

€ sua inversa €

-=|0 — 0. 231
0 O !
I

Ao considerar o peso de um quadrotor, pode-se dividir em duas partes: corpo
principal e os quatro rotores. Para determinar o peso de corpo principal, considera-se
como uma esfera solida. A inércia para uma esfera solida ¢ dado por I = 2MR?/5
(BEARD, 2008). Portanto, na Figura 2.11 ¢ apresentado um modelo para uma esfera

solida:
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-

m

4

=

.
raio R

massa M

Figura 2.11: Modelagem simplificada das massas do quadrotor como esferas.
(adaptada de BEARD, 2008)

X

Iy

z

onde m ¢ a massa de propulsores

centro de propulsores.

Assim, tem-se

2MR?
-~ s

2MR?
-~ s

2MR?
-~ s

e [/ é a distancia entre o centro do quadrotor e o

+21°m

+212m (2.32)

+ 41°m

1
o)
. I
p 1 0 r —q\(lk 0 0\ p T¢
q:OI—O—rOp01y0<q>+Te
P S | Ay AN RS A7 S
0 0 —
I
I, —1, 1
I qr (Erq,\
I, —1 1
= ZI xpT' + I—Tg . (233)
y y
L,—1, 1
ARV

O modelo dos seis graus de liberdade para a cinematica e dinamica do quadrotor

pode ser resumido pelas equacdes (2.34), (2.35), (2.36) e (2.37) como a seguir:
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cOcy s¢psOcy —cpsy cpsOcy + spsyP\ ,u
( ) (cesw s¢psOsyY + copcy cpsOsyY — sqbcz,b) <v> (2.34)
w

—s¢ch —c¢pch
u v—qw\ 4 [f
(v) (PW - ru) +—| fy (2.35)
W qu —pv fx
é 1 sen¢tanf cos¢tand »
.1 _[O cos ¢ —sen ¢
0= sen ¢ cos ¢ (q) (2.36)
) r
cos O cos 6

I —I 1
y —
< ) IZ
pr | —Tg .
T

) \L)
1, pq Izw

2.2.4 Principio de funcionamento

(2.37)

Para ganhar ou perder altitude, basta um aumento ou uma diminui¢do
proporcional das velocidades dos rotores, conforme mostrado na Figura 2.12(b). Um
par de rotores opostos gira no sentido horario, enquanto que o outro par gira no
sentido anti-horario para equilibrar o momento angular. Assim, para fazer o
movimento de guinada em torno do eixo z € necessario diminuir proporcionalmente a
velocidade dos rotores frente e atrds e aumentar correspondentemente a velocidade
nos rotores direito e esquerdo ou vice-versa. Desta forma, o empuxo ascendente ¢
mantido enquanto que um torque diferencial ¢ gerado, produz-se a guinada conforme
mostrado na Figura 2.12(c). Para fazer rotagdo em torno dos eixos x e y, rolagem e
arfagem respectivamente, basta aumentar a velocidade de um rotor e diminuir
proporcionalmente a velocidade do seu par oposto. Desta forma, gera-se um torque
diferencial que produz as inclinagdes desejadas. Ver Figura 2.12(d). Tendo um
angulo de rolagem ou arfagem definido, surge uma componente horizontal do
empuxo que ¢ responsavel pelo deslocamento do veiculo ao longo dos eixo x e y da

Terra.
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ESQUERDA FRENTE <\ ienpa ” FRENTE

Q)H"'A;‘ QH_+--'3A QH_"\A 0 3 QH'“AB
-‘-"

TRASEIRA DIREITA TRASEIRA DIREITA

£2—|"-A\A QH+AA S)H_"-\S QH"“AQ

(b)

ESQUERDA (]) FRENTE ESQUERDA FRENTE
Q. +A, ‘ Q4 (810 Qu+A,
«
TRASEIRA DIREITA TRASEIRA DIREITA
Qy Qu-Ag Qu—As Q.

(c) (d)
Figura 2.12: Movimento do quadrotor. (a) Movimento ascendente vertical.
(b) Guinada horério. (c) Movimento de rolagem. (d) Movimento de arfagem.
(adaptado de BRESCIANI, 2008)

2.2.5 Forcas e Momentos

Nesta se¢do descrevem-se as forcas e torques que agem sobre o quadrotor. Uma
vez que ndao hd superficies aerodindmicas de elevagdo (aerodynamics lifting
surfaces), sera assumido que as forcas e momentos aerodindmicas sao despreziveis.
As forcas e momentos sdo primeiramente devidos a gravidade e aos quatro

propulsores.

Na Figura 2.13 mostra-se uma vista superior do sistema do quadrotor. Como
pode ser visto na Figura 2.14, cada motor produz uma for¢a F' e um torque 7. O total

de forgas agindo sobre o quadrotor ¢ dado pela Equacgao (2.38).

O torque de rolagem ¢é produzido pelas forcas dos motores da direita e esquerda

como

1y = I(F, — F,.). (2.39)
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freqte _Ff, Tf

direita

esquerda
Fd' Ta

F, T

traseira F, 7,

Figura 2.13: A vista superior do quadrotor. (adaptada de BEARD, 2008)

Fy
Tf
F roll positivo ¢

.
RN o™
]

Fy,

pitch positivo &

Th
yaw positivo
Figura 2.14: Defini¢do das forgas e torques que atuam sobre o quadrotor. (adaptada
de BEARD, 2008)

De maneira similar, o torque de arfagem ¢ produzido pelas forcas dos motores

traseiro e dianteiro

Devido a terceira lei de Newton, o arrasto dos propulsores produzem um torque
de guinada no corpo do quadrotor. A dire¢do do torque vai ser oposta a direcdo de

movimento do propulsor. Portanto, o torque de guinada total ¢ dado por
Ty =T+ T =T — Tp (2.41)

A sustentacdo e o arrasto produzido pelos propulsores ¢ proporcional ao

quadrado da velocidade angular. Serd assumido que a velocidade angular ¢
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diretamente proporcional ao comando de modulacgdo por largura de pulso enviado ao
motor. Portanto, a for¢a e o torque de cada motor pode ser expressa como:

F, = k16*

T, = k,0,

onde k; e k, s3o constantes que precisam ser determinadas experimentalmente, &,

¢ o sinal de comando do motor, e * representaf, r, b, /.

Portanto, as forgas e torques no quadrotor podem ser escritas na matriz como

F kq kq ki Kk 5f 5f
o\ [0 —lky O Ik 5.\ . 5,
To | "\ lky, 0 —lky 0 [\6,]|” Sy | (2.42)
Tw _kz kz _kz kz 51 51

O real comando dos motores pode ser encontrado com

Sy F
6r — -1 T¢
5 | = M7 7, ) (2.43)
5, Ty

Note que ¢ necessario que o comando de modulagdo por largura de pulso esteja

entre O e 1.

Adicionalmente a forga exercida pelo motor, a gravidade também exerce forga

no quadrotor. No frame FV, a forca da gravidade atuante no centro de massa ¢ dada

0
fy = ( 0 > (2.44)
mg

Contudo, uma vez que v na Equagio (2.35) é expresso em F?, deve-se

por

transformar o frame do corpo para chegar a

0 —mg sen 6
f) =R} ( 0 > = (mg cos @ sen qb), (2.45)

mg mg cos 0 cos ¢

Portanto, as Equacgdes (2.34), (2.35), (2.36) e (2.37) podem ser expressas como:
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cOcy s¢psOcy —cpsy cpsOcy + spsyP\ ,u
( ) (cesw s¢psOsyY + copcy cpsOsyY — sqbcz/)) <v> (2.46)
w

—s¢ch —c¢pch
u v —qw —gsen@ 1/0
v pw—r1u|+|gcosfsene |+—| 0 (2.47)
w qu —pv g cos 6 cos ¢ M\—F
(]5 sen¢gtanf cos¢tanb

i cos ¢ —sen ¢ p 5 48
o sen ¢ cos ¢ 1 (2.48)
) r
cos 6 cos 6

~
><

I 1
y
Iz

T | —Tg

) i)

(2.49)

2.3Modelosinerciais

As Equagdes (2.46) a (2.49) sdo as equacdes de movimento do quadrotor. Para
determinar as velocidades angulares, nas literaturas encontram diversos modelos com
consideragdes diferentes. Nesta se¢dao apresenta trés modelos que serdao aplicados nas

simulagdes.

2.3.1 Primeiro modelo inercial

Derivando-se a Equagdo (2.46) e desprezando a matriz de rotagio R, chega-se

Dn cOcy spsOcyp — cpsy cpsOcy + spsyP\ /1
<c’1’e> = (CQSI/) s¢psOsyY + cpcyp  cpsOsy — sgbcgb) <v> (2.50)
h s6 —s¢ch —coch w
Negligenciando os termos Coriolis, e combinando as Equacdes (2.50) e (2.47)

Dn 0 cpsOcy + s¢psyp F
<i1'e> = (0> + (C¢595¢ - S¢C¢>—- (2.51)
3 g —cpch m
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Portanto, a Equacdo (2.51) pode ser expressada como:

(% = (cpsOcw + spsi) %

15 = (cpstsy — spey) ! (2.52)

. U,
| Z= g+(c¢c€)m

onde U =F = b(Q]% + Q2+ Q% + le) ¢ responsavel pela decolagem do quadrotor.

Combinando as Equacgdes (2.52) e (2.49) se obtém o primeiro modelo inercial
( U
% = (cpsOcy + spsy) El
, U,
y = (cpsbsyp — spep) —
U,

. g)—L

7= =g+ (cgct)—!
T . <1y — IZ> U, (2.53)

L

¢ = qr+z

. (=1 U
9=<Z x>pr+—3
Iy Iy

. (L1, U,
Y= <_Iz )pq +Z

\

O sinal de controle do sistema s3o apresentadas em (2.54).

F=U; =b(0} + 02+ 03 +0F)
19 = Us = Ib(—QF + Q3)
Ty = Uy = d(—0F + Q2 - Qf + 0F)

(2.54)

onde b ¢ o constante de empuxo, / ¢ a distancia entre o centro do quadrotor e o centro
de propulsor e d ¢ o coeficiente de arrasto. (;, i = f,r,b,l sdo respectivas
velocidades dos motores.O sinal de controle U; ¢ responsavel pela decolagem do
quadrotor. O sinal de controle U, e U; sdo responsaveis pelo movimento de
rolagem e arfagem, respectivamente. E o sinal de controle U, ¢ responsavel pelo
movimento de guinada. Percebe-se que todos os sinais de controle dependem

diretamente da velocidade dos motores.
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2.3.2 Segundo modelo inercial

Existe outro modelo que inclui a resultante dos efeitos giroscopicos da rotagao
do corpo rigido no espago e a rotagao dos quatro propulsores. Uma vez que dois
deles (dianteiro e traseiro / esquerdo e direito) sdo rotativos no sentido horario e os
outros dois para o anti-horario, existe um desequilibrio total quando a soma algébrica
das velocidades do rotor ndo ¢ igual a zero. Se, além disso, as taxas de rotagem ou de
arfagem também sdao diferentes de zero, o quadrotor exercita-se um torque
giroscopico de acordo com a Equagao (2.55) (BRESCIANI, 2008).

p 0 —q
Jrp <Q> X (0) Q :]TP< p >Q, (2.55)
r 1 0

onde QO =—Q¢+ Q. —Qp, +Q; e Jrp ¢éainercia rotacional.

Portanto, pode ressaltar que o modelo apresenta um comportamento nao linear.

. U,

i = (cpsOcy + spsy) py
U

j = (cpsbsp — spep) —

U
Zi=—-g+ (cgbc@)zl

.oy, =1 U (2.56)

d):(y Z)qr_'/T_PqQ+_2
I P I
5 I, — Ix) Jrp Us;
0 = pr +—pQ+—
Iy Iy Iy

Ix — Iy) U4

= + —

| ¥ ( , /P97

2.3.3Terceiro modeloinercial

Algumas hipdteses serdo consideradas, para linearizar o sistema e tornar os
controladores mais simples sem que haja perda significativa de desempenho
(BEARD, 2008). Assumindo que os angulos ¢ ¢ 68 sdo pequenos, a Equagdo (2.36)
pode ser simplificada como

¢ p
0 |= <q>. (2.57)
1/', T
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De modo similar, considerando as velocidades angulares sdo pequenas. Por essa

razdo, os termos de Coriolis qr, pr e pq sao pequenos, pode-se simplificar a
Equacao (2.37), de modo a se obter

T
LY

p 1
<q)= I—’l'g . (2.58)
")

Combinando (2.57) e (2.58) se obtém

1

Lt
1

¢
6|=]77e | (2.59)
# I,
¥ 1
I,V
Portanto, o modelo inercial simplificado ¢ dado por

(56 = (cpsOcy + spsy) %
. U,
j = (cgpsosy - spey) —

U
Zi=-g+ (cd)c@);l
{ .U, (2.60)

2.4 Consideragdesfinais

Na teoria de controle, o conhecimento do comportamento dindmico de um dado
sistema pode ser adquirido através dos seus estados. Para o sistema quadrotor, a
altitude em torno dos 3 eixos de rotagdo, x, y e z, ¢ conhecida por 6 estados: os 3

angulos de Euler que sdo ¢ rolagem, @ arfagem e i guinada respectivamente, e as 3
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velocidades angulares que sdo p, g e r, velocidades estas também conhecidas por
taxas angulares. Os 6 estados anteriores descrevem a atitude do quadrotor. Para
controlar também a sua posi¢do, outros 6 estados sdo necessarios: a posicdo do
centro gravitico, x, y e z, e as velocidades lineares, u, v € w, que sdo relativas ao
referencial mével. Assim, sdo 12 estados no total que descrevem os 6 graus de

liberdade do quadrotor.

Determinar as 3 velocidades angulares com melhor eficiéncia serd uma pesquisa
interesante tanto na simulagdo quanto na pratica. Por isso, no capitulo 3 sdo
apresentados os métodos numéricos que vao sendo aplicados nos modelos

mencinados anteriormente.
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Capl'tulo 3

M étodos Numéricos

3.1 Consideracfesiniciais

Neste capitulo serdo apresentados os métodos numéricos da decomposicao de
Adomian e de Runge-Kutta de quarta ordem, utilizados no presente trabalho, bem
como formas de suas aplicagdes. O uso do método da decomposicdo de Adomian na
solu¢do dindmica de voo ¢ uma aplicacdo inovadora. E por meio do método de

Runge-Kutta de quarta ordem pode-se fazer uma comparagao nos resultados obtidos.

3.2 Método da decomposicao de Adomian

Recentemente, com o método da decomposi¢do de Adomian tornou-se possivel
evitar os métodos de discretizagdo que conduzem a requisitos computacionais
pesados na resolucdo de equagdo diferenciais parciais nio lineares. Este método
conduz a solugdes computaveis, exatas, convergentes e que podem ser verificadas

teoricamente a qualquer grau de aproximagao.

O método da decomposi¢do de Adomian foi introduzido por George Adomian,
na década de 1980, para resolver equagdes lineares e ndo lineares. Sua convergéncia
foi provada por Cherruault (CHERRUAULT, 1989) e sua estrutura matematica foi
estabelecida por Abbaoui (ABBAOUI, 2001).

O objetivo do método da decomposicdo de Adomian ¢é tornar possiveis,
fisicamente, as solucdes realistas de sistemas complexos sem compromisso com a

solugdo e a modelagem usual para alcangar a tratabilidade.

Verificou-se ainda que o método da decomposicdo de Adomian ¢ utilizado na
investigacdo de diversas aplicagdes cientificas, requer menos trabalho em
comparagdo com as técnicas tradicionais, ¢ facil de programar em problemas
aplicados e fornece solugdes imediatas e convergentes sem qualquer necessidade de

linearizacao ou discretizagao.

Atualmente, este método tem sido utilizado por muitos autores nas mais

diversas areas, tanto para resolver problemas envolvendo equagdes diferenciais nos
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problemas de valor inicial ou de contorno, quanto para resolver sistemas de equagdes

diferenciais.

Dehghan investigou a aplicagao do método da decomposi¢ao de Adomian para
resolver equagdes diferenciais parciais bidimensionais parabdlicas lineares, com
especificagdes nao locais de fronteira, substituindo as condi¢des cléassicas de
fronteira (DEHGHAN, 2004).

Dehghan e Tatari utilizaram o método da decomposicdo de Adomian para
resolver problemas de Calculo Variacional, com o objetivo de encontrar a solug¢ao
para uma equacdo diferencial ordinéria originada de um problema variacional. Eles
apresentaram resultados numéricos para mostrar a eficiéncia do método,
especialmente de sua convergéncia (DEHGHAN; TATARI, 2006).

Kaya e Yokus utilizaram o método da decomposi¢ao de Adomian para resolver
a equagdo do calor e a equagdo nao linear de Burgers, com condigdes iniciais
apropriadas. Demonstraram que a aplicagdo do método com a solugdo parcial em
relagdo a x exige maior trabalho computacional em comparagdo com a solugdo em
relagdo a ¢, porém a solucdo numérica em relagdo a x ¢ interessante em termos de
precisao e eficiéncia (KAYA; YOKUS, 2002).

Pereira aplica o método da decomposicio de Adomian a interacdo
fluido-estrutura de um cabo (PEREIRA, 2010).

A solugdo pelo método da decomposicdo ¢ uma aproximagdo, mas que nao
altera o problema dado. A solu¢do obtida por decomposicao ¢ geralmente uma série
infinita, porém uma aproximacdo de » termos, em que ¢, normalmente ¢ uma
solucdo bastante precisa, sendo que sempre se pode aumentar n para atingir a
precisao desejada. Ainda, o método da decomposicdo tem a vantagem que, em geral,

para pequenos valores de n € possivel uma solucao significativa.
Para descrever o método de Adomian considera-se
Au(t) = f (0, (3.1)

em que 4 ¢ um operador qualquer, isto €, envolvendo uma parte linear e outra ndo
linear. Este operador ¢ dividido em L + N, onde L ¢ a parte linear, facilmente

invertida, e N ¢ o restante desde operador ou uma nao linearidade. Logo, tem-se:

(L + N)u(t) = f(t). (3.2)

Reescrevendo a equagdo acima, pois Lu ¢ facilmente invertivel, obtém-se

41



u(t) = L71f(t) — L7INu(e). (3.3)

Como u ¢ solugdo do problema, pode-se expandi-lo como u = uy +uy +

U, + ..., isto €,
z U, =u (3.4)
n=0

e pode-se escolher uy, = L™1f(t). Por outro lado, o termo ndo linear Nu ¢

expandido em termos dos polindmios de Adomian, como:

Nu = Z A, (3.5)
n=0

Estes polindbmios serdo discutidos adiante. Com este procedimento pode-se,

reescrever a Equacao (3.3) como

z w, = ug — L1 z A (3.6)
n=0

n=0

Consequentemente, permite-se a escolha:

u1 == _L_lAO

U, = _L_lAAl

u?) = _L_lAZ
Un = _L_lAn—l

Deve-se notar que, com esta escolha, os polindmios A, sdo gerados para cada
ndo linearidade, de modo que A, dependa somente de u,, A; dependa somente de
u, e u;, A, dependa somente de u,, u; ¢ u, e assim sucessivamente (Adomian,
1988). Desta forma, a solugdo do problema pode ser encontrada como u = )72, u;.
Adomian definiu se a série converge, o enésimo termo da soma parcial ¢,, = X.72, u;

serd a solucao aproximada desde que
(o]

lim ¢, = Z — (3.7)

n—oo
i=0
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Existem duas maneiras de calcular os polindmios de Adomian: os chamados 4,
acelerados e os A, lentos (por sua convergéncia ser mais lenta). Neste trabalho sera
empregado o acelerado e, por isso, faz-se uma andlise detalhada dessa forma de
solucdo. Estes dois modos de encontrar os polindmios de Adomian resultam na
mesma solucdo aproximada. A diferenca esta na velocidade da convergéncia. A outra

forma, dita lenta, pode ser encontrada em (Adomian, 1988).

Para obtencdo dos polindmios de Adomian A,, deve-se considerar uma

equagdo com solu¢do u(t) contendo uma nao linearidade

Nu=f(u) = i“i" = iAn. (3.8)
n=0 n=0

Tomando a expansdo da série de Taylor da fungdo f(u) em torno de u,y(t),

obtemos

= Ay = 1) = ) + =) o) + L g+ 9)

n=0
Estes polindomios sao definidos por

Ao = f(uo)

2 g2 3 43

d ui d uy d
A et JR— _— _— oo
1= Uy duof(uo) + 2! du2 fuo) + 31 dud fuo) +

2 3 3 2

_d d d
4, uzd fu 0)+ dzf( o)"‘ dgf(uo)+u1u2d Zf(u0)+

1 5 5 d3
+§(u1u2 + u2u1)d_u(3)f(uo) + -

e assim por diante. Nesta formulagdo, os subindices de cada termo de A, ndo
ultrapassam o n do polinémio, isto €, A, s6 tem termos com uy, A; s6 tem termos

com U, € uq, assim consequentemente.

3.3 Método de Runge-K utta

O método de Runge-Kutta ¢, provavelmente, um dos métodos numéricos mais

populares. O método de Runge-Kutta de quarta ordem também ¢ um dos mais
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precisos para obter solugdes aproximadas de valor inicial. Desta forma o método foi

escolhido para comparagdo com o método de Adomian.

O método de Runge-Kutta consiste em comparar um polindmio de Taylor
apropriado para eliminar o célculo das derivadas, fazendo-se varias avaliacdes da
funcdo f'a cada passo. Estes métodos podem ser construidos para qualquer ordem a.
Conforme Figura 3.1, pode-se verificar resultados obtidos com método de
Runge-Kutta comparando com outras abordagens. Verifica-se a excelente qualidade

de suas solucoes.

Y
5 A P f
meétodo de /
4k Runge-Kurta
solugao
3L exata
2 —
1 _(0’ 12 método de
Euler
> X
=1 1 1 1 L
i 1 2 3 4 5

Figura 3.1: Grafico da comparag¢do de resultados dos métodos de Euler
e de Runge-Kutta (VALLE, 2012).

Pelo polindmio de Taylor com resto, se uma fungdo y(x) tiver k+1
derivadas continuas em um intervalo aberto contendo @ e x, pode-se escrever

a)k

+ ...+y(k)(a)(T

X (x _ a)(k+1)
1!

(k+1)! "’

y(x) =y(a) +y'(a) +y% ()

(3.10)

em que ¢ € algum numero entre a € Xx.

3.3.1 Runge-Kutta de quarta ordem

Ao se substituir o por X, € X por X,,1 = X, + h, a Equagao (3.10) se torna

2 k+1

h
y(xne1) =y, + h) = y(x,) + hy'(x,) + 5yu(xn) 4ot |y(k+1)(c)

(k+1)
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(3.11)
em que c¢ ¢ agora algum numero entre X, € Xpy4q-
Fazendo k = 4 na Equacao (3.11):

2 3 4

h h h E
YGtnen) = yQn + 1) = y () + hy' () + 575" (o) + 577" Gen) + Ey(‘*) () + gy(” (©

(3.12)

O procedimento de Runge-Kutta de quarta ordem consiste em encontrar
constantes apropriadas de tal forma que a formula:

Yn+1 = VYn + aky + bk, + cks + dk,
Considerando:
Y(Xn41) = Y + hp(Xn, yus B)
onde:

ky = hf (xn, yn)
ky, = hf (x, + a1h, y, + B1k1)
ks = hf (xn + azh, v + Boky + Bsks)
ky, = hf (x, + ash,y, + Pski + sk, + Beks)

coincide com um polindmio de Taylor de grau quatro.

y"(a)
2!

yll!(a)
3!

y®(a)

)
P = ¥(@ +¥/ (@ = @) + 75 (= ) + 5 (x — @) + = (v - @)

Isso resulta em 11 equagdes de 13 incdgnitas, ou seja, possui infinitas solucdes.

O mais popular ¢ o método abaixo:
1
Yne1 = Yn T g(kl + 2ky + 2k + ky)
ky = hf (xn, yn)

1 1
ky = hf (xn +3h Y0 + 3k ) (3.13)

1 1
ks = hf(xn +5hy, +§k2)
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ky = hf(xn +h,y, + k3)

Ao se observam as Equacdes em (3.13); percebe-se que k, depende de kq, ks
depende de k, e k, depende de k;. Além disso, k, e k3 envolvem
aproximagdes as inclinagdes no ponto do intervalo entre x, e x,,1; (VALLE,
2012).
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Capl'tulo 4

M odelagem do Quadrotor

4.1 Consideracfesiniciais

Neste capitulo ¢ apresentada a modelagem realizada para o quadrotor, segundo
o método da decomposi¢do de Adomian. Dos trés modelos apresentados no capitulo
3, os primeiros sdo ndo lineares que serdo aplicados pelo método da decomposicao
de Adomian. Nas equacdes de calcular as velocidades angulares separam em duas
partes, uma ¢ linear e a outra ¢ ndo-linear. A parte ndo-linear serd construida pela
série de descomposi¢do de Adomian, e depois sdo acopladas as duas partes para

encontrar as solugoes.

4.2 Decomposicaéo de Adomian para calcular as equacgdes da velocidade angular
nos modelosinerciais.

O primeiro passo ¢ buscar as solugdes possiveis para as velocidades angulares
p, q ¢ r com a séric de decomposicado aproximada de fungdes explicitamente

dependentes do tempo, t.

N N N
p=)p®, q=) a®, r=) n®. (4.

i=
Em seguida, substituir essas séries de decomposi¢ao nas equacdes adequadas
dos modelos que sdo sendo simulados, Equagdes (2.53) e (2.56). Depois de aplicar o
operador de integragdo definido com relagdo ao tempo, obtem-se o resultado a

seguir:
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1° Modelo sem efeitos gir oscopicos:

t

N N
p =p(to) + j;o K, (; Qi(T)) jzorj(f) dT'*‘[IJ_xZ t:dT
t N N Us [t
g =qto) + f & (Z m(r)) ]Zorj(r) i+ | do (42)
t N N t
r=r(t0)+ftoK3 (;pi(r)> ;qj(r) dr+% todr

2° modelo com efeitos gir oscopicos:

p=p)+ [ tm(iqi@)) 3o Jae - | t]TfQ(iqi(r))
to = . to 1x

j=0 1=0
U t
+—=| dr
I ).,
‘N N Jrel (N
a=a)+ [ K D@ || Yn@ |dr+ [ TN p@
to i=0 7=0 to Y \i=o
Us (¢
+—| dt (4.3)
I, to
t N N U4 t
r=r(ty) + j K5 Z p; (1) Z q;(r) |dr + T dt
to i=0 j=0 Z Yt
em que
I, —1 I,—1 I, —1
K1: y] Z’ K2: ZI x' K3: xI y (4'4)
x y z

e Uy =1b(—0Q2+Q7), Uy = 1b(—0F +QF), Uy =d(—0QF + Q2 — Qf + 0F).

Pode ser facilmente demonstrado que a série de decomposicao, para os termos
de Coriolis qr, pr e pq nas equacdes acima, pode estar diretamente relacionada

com os polindmios de Adomian para produtos ndo-lineares
(Go+qr+az+-)o+n+r+-)=A4 +A4; +4;+

onde os polindmios de Adomian A; sdo dados por
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Ay = qoTo,
Ay = q110 + Qo1
Ay = qorz + qo1o + i1,
Az = qo73 + q31o + q172 + o1y,
Ay = oty + qa7o + @173 + Q311 + a7,

Ay = qory + qnTo + q17v—1 + 1Ty + -+ -+,

para cada polinomio de Adomian. Depois de substituir p por sua expansido, em
termos de uma série decomposicao em Equacdes (4.2) e (4.3), e de acordo com as
regras do método da decomposicdo de Adomian, as identificagdes que definem um
conjunto de relagdes recursivas dos dois modelos sao:

1° modelo sem efeitos gir oscopicos:

U
Po=plte) + -1,
X

t t
P1 = -]- K]_Aod‘[ = j KlqorodT,
t t

0 0

t t
p2 = f KiAdt = j Ki(qi7o + qor1)dr,
t t

0 0

t t
p3 = f KiAydt = j K1(qz7o + qor2 + q111)dr,
t t

0 0

t t
Py = J. K Azdt = f K1 (q3ro + qors + qz11 + q172)dT,
t t

0 0

t
Py = f KiAy-_,dt.
to
Usa-se uma abordagem semelhante, as relacdes equivalentes podem ser
determinadas por g e r, de tal modo que
U;
qo = q(to) + ¢,

Iy

t t
q1 == f KzBodT = f szorodf,
t t

0 0

t t
q; = f K,;B;dt = f K, (p110 + por1)dr,
t t

0 0

¢ t
qz = f K;B,dt = f K, (pa1y + Dotz + pi11)dr,
t t

0 0
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t ¢
qs = f K;Bsdt = f K, (psry + pot3 + pory + pi12)dr,
¢ t

0 0

¢
dn = f K;By_,drt,
¢

0

U
ro = 1(to) + —t,

I
t t
T‘1 S f K3COdT S f K3p0q0dT,
to to

t t
T, = f K;Cydt = f K3(p190 + Poq1)dT,
t t

0 0

t t
Ty = f K;Cydt = f K3(p290 + Poq2 + P191)dz,
t t

0 0

t t
= f K3Csdt = f K3(p3qo + poqs + p2q1 + P192)dr,
t t

0 0

t
TN == f K3CN_1dT.
t

0

2° modelo com efeitos gir oscopicos:

U,
po = p(ty) + I_t'
X

t t ]TP t t ]TP
pl == f KledT - f qo I_QdT = f Klqorod‘[ - f qo _QdT,
t to t t

0 x 0 0 Ix

t
quﬂﬂdr,
0

t t t
J

p2 = f K1A1d'f_f %%QdT = f K1 (q17o +q01‘1)d‘r—f ]

t t t x

0 0 x 0 t

t t t t
Pz = f KiAzdt — f QZ]IEQdT = f K;(qa10 + qor2 + qi11)d7 —f qZJEQdT'
t t t ¢

0 0 x 0 o Ix

_ ‘ e
p4 —_ K1A3dT - q3_QdT
t t

0 0 Ix
t e
= | Ki(qsro + qor3 + qo11 + qi1p)dt — | q3=—Qdr,
t t

0 0 Ix

_ [ © o T
bn = KiAy_q1dt — dn-1 I—.Q.d’l.’.
t t

0 0 x
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Usa-se uma abordagem semelhante, as relacdes equivalentes podem ser

determinadas por g e r, de tal modo que

U;
qo = q(to) +I_t'

y
t t ]TP t t ]TP
ql = f KzBodT + f pO_QdT = f szorodT +f pO_QdT,
to to Iy to to Iy
t t ]TP t t ]TP
qz = f KzBldT + f pl_QdT = f Kz(plro + porl)d‘[: + f pl_QdT,
t t Iy t t Iy
0 0 0 0
t t ]TP t t ]TP
q3 = f K;B,dt +f p; 7 Qdt = f K3 (pa1o + potz + pi)dr +f p; 7—dr,
t t Iy t t Iy
0 0 0 0
t t ]TP
q4 = f K2B3dT+ f p3_QdT
to to Iy
t t ]TP
= | Ky(psro + por3 + pori +pir)dr + | ps I_QdT'
to to y
t t ]TP
an = f K;By-1dt +f Pn-1——dT,
t t Iy
0 0

U
ro = 1(to) + —t,

I
t t
T‘1 S f K3COdT S f K3p0q0dT,
to to

t t
T, = f K;Cidt = f K3(p190 + Poq1)dt,
t t

0 0

t t
Ty = f K;Cydt = f K3(p290 + Poq2 + P191)d7,
t t

0 0

t t
= f K3Csdt = f K3(p3qo + poqs + P2q1 + P192)dr,
t t

0 0

t
TN == f K3CN_1dT.
t

0
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Capl'tulo 5

| mplementacao e Resultados

5.1 Consideracgdesiniciais

Neste capitulo ¢ apresentado o algoritmo do método da decomposi¢dao de
Adomian implementado nas equagdes dinamicas de voo para calcular as velocidades

angulares de quadrotor.

Vale ressaltar, que o método da decomposicdo de Adomian para o estudo de
dindmica de voos de quadrotor ainda nao foi implementado, o que toma o presente

trabalho inovador.

Posteriormente, implementou-se o algoritmo desenvolvido no software
Mathematica ¢ realizou-se as simula¢des com os valores de entrada em diversos
situacdes e com dois modelos apresentados em Equagdes (2.53) e (2.55). Além disso,
fez-se as mesmas simulagdes pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem e por
propria fungdo NDSolve do software Mathematica, incluindo o modelo simplificado
(Equagdo (2.59)).

5.2 Algoritmo do método da decomposic¢éo de Adomian

Segundo o método da decomposi¢ao de Adomian, desenvolveu-se o algoritmo 1

a seguir para encontrar as solugdes iniciais das equagdes da dindmica de voo.

Algoritmo 1 Processo de calcular velocidade angular do quadrotor pelo método da

decomposi¢cdo de Adomian

Entrada: I, I, I, Jrp, I, b, d, Qq, Q,, Q3, Q4, tempo
Sejam Peo = qro = 1o = 0;
Calcular U;, U,, Uz, Uy, K;, Ky, K3, £;
ENQUANTO (n=0; n<4) FACA
Calcular py,, Qn, T, An, Bn, Cp;
n=n+1;
FIM ENQUANTO

Calcular py, qa4, 14
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P=Po + P1+ P2+ P3 + Py

4=qo t 41+ g4z + 43 + qa;

r=ro+nr +1r,+1r3+71y;

ENQUANTO (t<tempo) FACA
Calcular p, q, 1;
t=t+0.1;

FIM ENQUANTO

Calcula-se o polindmio de Adomian até quarta ordem, porque com o aumento
de expoentes nas equagdes obtidas em cada passo, os coeficientes correspondentes
aproximam-se de 0. Por isso, nas simulagdes o polindmio de Adomian ¢ calculado
até quarta ordem, garantindo-se eficiéncia e corretudo nos resultados. Devido a
eficiéncia do procedimento e como o tempo observado ¢ curto, ecolheu-se 0,1

segundo como a escala do tempo.

5.3 Simulacdes

Desconsiderou-se os fatores externos, por exemplo, densidade do ar, as
simulagdes foram feitas em condigdes ideais. Na primeira etapa de simulagdo, sdo
apresentados os resultados de velocidades angulares obtidos pelo método da
decomposicdo de Adomian. Na segunda etapa, sdo apresentados os resultados de
velocidades angulares obtidos pela NDSolve de software Mathematica, o método de
Runge-Kutta de quarta ordem e o método da decomposi¢do de Adomian. Os valores
positivos obtidos nas simulagdes representam a rotagdo no sentido horario ao redor

do eixo correspondente.

5.3.1 Desempenho das velocidades angular es nos tr és modelos do método da
decomposicdo de Adomian.

Nesta subse¢do sdo apresentadas as simulagdes com alteracdes de velocidade de
quatro propolsores do quadrotor nos trés modelos do método da decomposi¢cdo de

Adomian apresentados na sec¢ao 2.3.
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Tabela 5.1: Parametros do Quadrotor na simulacao

Parametro valor
L, 0,0081 kg.m?.
L, 0,0081 kg. m?.
I, 0,0142 kg.m?
Jrp 0,000104 kg.m?
m 1 kg
/ 0,2 m
b 0,0000542 N. m. s?
d 0.0000011 N. m. s?
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Figura 5.1: Resultado da velocidades angulares em rolagem (a), arfagem (b) e
guinada (c) com velocidade de propulsores Q=219, Q,=215, Q=215 ¢ Q,=215.
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Figura 5.2: Resultado da velocidades angulares em rolagem (a), arfagem (b) e
guinada (c) com velocidade de propulsores Q=215, Q,=215, =219 ¢ Q=215.
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Figura 5.3: Resultado da velocidades angulares em rolagem (a), arfagem (b) e
guinada (c) com velocidade de propulsores Q=219, Q,=219, Q=215 ¢ Q,=215.

57



Considera-se as velocidades angulares iniciais nos trés eixos sdo 0 (rad/s), e as
velocidades dos propulsores do quadrotor, no estado pairado, sdo 215 rad/s. Os
aumentos de velocidade dos propulsores sdo 4 rad/s, para observar o comportamento

nos trés eixos.

Pode-se observar na Figura 5.1(b), com aumento da velocidade no propulsor
dianteiro do quadrotor, apresenta-se o comportamento da arfagem dos trés modelos.
E pelos modelos com efeito giroscopico e sem efeito giroscopico, além da arfagem,
apresenta-se, na Figura 5.1(a), uma rolagem que tem a velocidade angular alta no
sentido horario ao redor do eixo x a partir do sexto segundo. Isso aconteceu também
nos resultados da Figura 5.2(b) que se fez um aumento da velocidade no propulsor
esquerdo do quadrotor. Na Figura 5.2(a) apresenta-se o comportamento da rolagem
nos trés modelos. As simulagdes mostram que o comportamento de guinada dos trés
modelos ¢ linear.

Faz-se o aumento de velocidade nos propulsores dianteiro e traseiro, apresenta a
guinada anti-horéaria na Figura 5.3(c). Nas Figuras 5.3(a) e 5.3(b) mostram-se os
comportamentos esperados na rolagem e arfagem nas simulacdes, verifica-se que o
modelo com efeito giroscopico tem eficiéncia melhor do que o modelo sem efeito

giroscopico em tempo determinado.

Na secao 5.3.2, adota-se o modelo com efeito giroscopico nas simulagdes para
se comparar os resultados obtidos pelos método da decomposi¢ao de Adomian, o de

Runge-Kutta de quarta ordem e a fungdo NDSolve de software da Mathematica.
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5.3.2 Desempenho das velocidades angulares nos trés métodos.

S
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-10
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6 8 10

- = NDSolve
Método da decomposicdo de
Adomian
Método de Runge-Kutta de
quarta ordem

(a)
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s
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m—|\|étodo da decomposic¢do de
5 Adomian
Método de Runge-Kutta de
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A\ t(s)
8 1
-5
(b)
rad
(=
s
‘ t(s)
6 8 10
== == NDSolve
-05 m— \étodo da decomposigdo de
Adomian
Método de Runge-Kutta de
quarta ordem
-1.0
-15
()

Figura 5.4: Resultado da velocidades angulares em rolagem (a), arfagem (b) e
guinada (c) com velocidade de propulsores Q=219, Q,=215, Q=215 ¢ Q,=215.
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Figura 5.5: Resultado da velocidades angulares em rolagem (a), arfagem (b) e
guinada (c) com velocidade de propulsores Q=219, Q,=215, Q=215 ¢ Q=217.
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Figura 5.6: Resultado da velocidades angulares em rolagem (a), arfagem (b) e
guinada (c) com velocidade de propulsores Q=229, Q,=215, Q=215 ¢ Q,=215.
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Considerou-se as velocidades angulares iniciais nos trés eixos sdo 0 (rad/s), e as

velocidades dos propulsores do quadrotor, no estado pairado, sdo 215 rad/s.

Com o aumento de velocidade 4 rad/s no propulsor dianteiro, apresentam-se na
Figura 5.4(b) os comportamentos da arfagem nos trés métodos. Pode ser observado
que o resultado do método de Runge-Kutta de quarta ordem ¢ idéntico com a

NDSolve, tanto na arfagem quanto nas rolagem e guinada.

Pode-se observar na Figura 5.4(b), com aumento da velocidade no propulsor
dianteiro do quadrotor, o resultado da arfagem mostrada pelo método da
decomposicdo de Adomian ¢ bem aproximado dos outros métodos antes do 4°

segundo. Isso acontece o mesmo resultado na rolagem observando na Figura 5.4(a).

Baseado na simulacao anterior, faz-se mais o aumento de velocidade 2 rad/s no
propulsor direito. Nas Figuras 5.5(a) e 5.5(b), os comportamentos de rolagem e
arfagem pelo método da decomposi¢cdo de Adomian ficam quase idénticos dos outros

métodos em tempo maior, aproximadamente 6 segundos.

Com o aumento de velocidade 14 rad/s no propulsor dianteiro, aceleram-se as
velocidades de rolagem e de arfagem mais rapidamente. Pode-se observar nas
Figuras 5.6(a) e 5.6(b) que o tempo dos resultados cujas as velocidades angulares sdo

quase idénticos diminui até 2 segundos.

A fidelidade do método da decomposi¢ao de Adomian pode ser verificada nos
resultados. Além disso, o0 método possui uma convergéncia mais rapida do que os
outros métodos testados. Assim, além de ser um método que facilita a modelagem

matematica, também ¢ eficiente sob o ponto de vista computacional.

5.4 Consideragdesfinais

Nas simulagdes, o método da decomposicdo de Adomian apresentou bons
resultados. Embora houve o pico na acelera¢do da velocidade angular depois de certo
tempo, o que ¢ mais interessante ¢ obter uma velocidade angular desejada em um
curto tempo, o que mostra-se mais eficiente em relagdo aos outros métodos
apresentados neste trabalho. Isto ajuda muito no controle de velocidade dos
propulsores para ter velocidade desejada e posi¢do desejada do quadrotor quando

esta em voo.
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Capl'tulo 6

ConsideracOes Finaise
Trabalhos Futuros

6.1 Consider acdesfinais

O principal objetivo deste trabalho foi realizar a implementa¢do do método da
decomposicdo de Adomian para calcular as velocidades angulares em rolagem,
arfagem e guinada de quadrotor. Além da implementagdio do método da
decomposicao de Adomian ser uma abordagem inovadora, os resultados obtidos das
simulagdes foram muito satisfatorios. Na realidade, o tempo necessario de fazer a
alteracdo de velocidades angulares ¢ muito curto, e 0 método da decomposi¢do de
Adomian apresenta um desempenho bom, superior, em muitos casos, em relagdo aos
outros métodos utilizados nos testes. Portanto, ¢ viavel aplicar o método da

decomposicao de Adomian nas equagdes dindmica do voo.

A simulagdo realizada no Mathematica apresentou desempenho satisfatério para
conseguir ter o resultado compativel em determiando tempo com outros métodos

experimentados.

6.2 Trabalhos futuros

Baseado nos resultados obtidos com este trabalho, pode-se sugerir alguns

ajustes para trabalhos futuros, tais como:
® Completar as equacdes dindmica do voo na implementacdo e na simulagao.

® Determianar os angulos, as velocidades e as posi¢cdes do quadrotor com a

aplica¢do do método de decomposicao de Adomian.

® Implementar o controlador diretamente em uma plataforma real para validar

seu desempenho.
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