AVAVAV UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA
u nes 4JULIO DE MESQUITA FILHO”
Faculdade de Ciéncias e Tecnologia

Campus de Presidente Prudente

Andlise de Estabilidade de Escoamentos do
Fluido Viscoelastico Giesekus

Laison Junio da Silva Furlan

Orientadora: Prof*. Dr?. Analice Costacurta Brandi

Programa: Matematica Aplicada e Computacional

Presidente Prudente, Agosto de 2018






UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

Faculdade de Ciéncias e Tecnologia de Presidente Prudente

Programa de Pos-Graduacao em Matemaética Aplicada e Computacional

Andalise de Estabilidade de Escoamentos do
Fluido Viscoelastico Giesekus

Laison Junio da Silva Furlan

Orientadora: Prof*. Dr®. Analice Costacurta Brandi

Dissertagao apresentada ao Programa de
Pés-Graduacao em Matematica Aplicada e
Computacional da Faculdade de Ciéncias e
Tecnologia da UNESP para obtencao do ti-
tulo de Mestre em Matematica Aplicada e
Computacional.

Presidente Prudente, Agosto de 2018



Ficha catalografica elaborada pela Secdo Técnica de Aquisigéio e Tratamento da Informag#o - Diretoria Técnica
de Biblioteca e Documentagiio - UNESP, Campus de Presidente Prudente

Furlan, Laison Junio da Silva.

Fo84a Analise de estabilidade de escoamentos do fluido viscoelastico Giesekus /
Laison Junio da Silva Furlan. - 2018
78 f

Orientador: Analice Costacurta Brandi

Dissertagfo (mestrado) - Universidade Estadual Paulista. Faculdade de
Ciéncias e Tecnologia, Presidente Prudente, 2018

Inclui bibliografia

1. Transig8o laminar-turbulenta. 2. Fluido Giesekus. 3. Simulagio
numeérica direta. 4. Teoria de estabilidade linear. I. Brandi, Analice
Costacurta. II. Universidade Estadual Paulista. Faculdade de Ciéncias ¢
Tecnologia. 111. Titulo.

Alessandra Kuba Oshiro Assungiio
CRB-8/9013



vy UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

u n e S p e Campus de Presidente Prudente

CERTIFICADO DE APROVAGAO

TiTULO: ANALISE DE ESTABILIDADE DE ESCOAMENTOS DO FLUIDO VISCOELASTICO
GIESEKUS

AUTOR: LAISON JUNIO DA SILVA FURLAN
ORIENTADORA: ANALICE COSTACURTA BRANDI

Aprovado como parte das exigéncias para obtengao do Titulo de Mestre em MATEMATICA
APLICADA E COMPUTACIONAL, pela Comissao Examinadora:

Profa. Dra. ANALICE COSTACURTA BRANDI
Departamento de Matematiea-e.Computagdo / Faculdade de Ciencias e Tecnologia de Presidente Prudente

7

Profa. Dra. GILCILENE SANCHEZ DE PAULO
Departamento de Matematica e Computagao / Faculdade de Ciencias e Tecnologia de Presidente Prudente

|, o

Dr. MARCIO TEIXEIRA MENDONCA
Divisdo de Propulsdo Aeronautica / Instituto de Aeronautica e Espago

Presidente Prudente, 02 de agosto de 2018.

Faculdade de Ciéncias e Tecnologia - Cdmpus de Presidente Prudente -
Rua Roberto Simonsen, 305, 19060900, Presidente Prudente - Sdo Paulo
http:fiwww.fct.unesp.bripos-graduacao/--r ica-apli putacionallCNP.J: 48.031.918/0009-81.




A minha familia e meus amigos,
por sempre estarem ao meu lado.



Agradecimentos

Quero primeiramente agradecer aos meus pais, José Roberto e Lidia, meu irmao Dex-
ter, e aos meus demais familiares que sempre me apoiaram.

A Professora Analice Costacurta Brandi pela orientacio, paciéncia e dedicacdo, com-
partilhando seus conhecimentos e experiéncias para que a minha formacao fosse além da
académica.

Aos Professores Leandro Franco de Souza e Méarcio Teixeira de Mendonca pela dispo-
sicao e colaboragao no desenvolvimento desta dissertagao, a Professora Gilcilene Sanchez
de Paulo e também aos alunos do ICMC-USP, Arianne e Matheus.

Aos meus amigos, da vida, da graduacao e da pods, pois a nossa jornada é repleta de
dificuldades e obstaculos, mas quando temos pessoas com quem possamos contar, tudo
se torna mais facil, mais simples. Alexander Supertramp disse que, “a felicidade s6 é
plena quando compartilhada”, e eu escolhi compartilhar a minha com as pessoas que me
rodeiam pois sei que é reciproco.

Em especial, aos meus amigos Rodrigo, Jéssica e Leticia, amizade essa que se fortaleceu
durante o desenvolvimento desse mestrado, pois sofremos juntos, batalhamos juntos e
conseguimos vencer juntos.

A Coordenacio de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior - Brasil (CAPES) -
Codigo de Financiamento 001 e & Fundacao de Amparo a Pesquisa do Estado de Sao
Paulo (FAPESP), processo n® 2017/11068-6, pelo apoio financeiro no desenvolvimento
deste trabalho.

E a todos que contribuiram, diretamente ou indiretamente, para o sucesso deste tra-
balho.



“ 0 sucesso € ir de fracasso em fracasso sem perder entusiasmo.”
Winston Churchill



Resumo

O presente trabalho investiga a transicao laminar-turbulenta devido a ondas de Tollmi-
en-Schlichting para o escoamento de Poiseuille incompressivel, bidimensional, de um fluido
viscoelastico, utilizando a equacao constitutiva Giesekus. A Teoria de Estabilidade Linear
e a Simulacao Numérica Direta sao utilizadas para verificar a estabilidade de escoamentos
de fluidos viscoelasticos a perturbacoes nao estacionarias. Na anélise LST a equacao de
Orr-Sommerfeld ¢ modificada para um fluido viscoelastico e resolvida pelo método da
estimativa (Shooting). Enquanto que, na formulagdo DNS, as equagoes de Navier-Stokes,
juntamente com a equacao constitutiva Giesekus, sao resolvidas utilizando métodos de
diferencas finitas compactas de alta ordem. Com o objetivo de avaliar as curvas neutras
de estabilidade e as taxas de amplificacao, diferentes simulacoes numeéricas sao realiza-
das variando-se os parametros adimensionais no modelo Giesekus e comparando com o
fluido Newtoniano. As técnicas LST e DNS mostraram-se ferramentas eficientes na ané-
lise espacial da estabilidade de escoamentos viscoelasticos do tipo Giesekus, permitindo
uma melhor compreensao da influéncia dos parametros adimensionais desses escoamen-
tos e contribuindo com resultados originais na verificacao da estabilidade de escoamentos
viscoelasticos utilizando o fluido Giesekus.

Palavras-Chave: Transicao Laminar-Turbulenta, Fluido Giesekus, Simula¢cio Numé-
rica Direta, Teoria de Estabilidade Linear.






Abstract

The present work investigates the laminar-turbulent transition due to Tollmien-Schlich-
ting waves for the incompressible two-dimensional Poiseuille flow of a viscoelastic fluid,
using the Giesekus constitutive equation. Linear Stability Theory and Direct Numerical
Simulation are used to verify the stability of viscoelastic fluid flows to unsteady disturban-
ces. In the LST analysis, the Orr-Sommerfeld equation is modified to a viscoelastic fluid
and solved by Shooting method. Whereas, in the DNS formulation, the Navier-Stokes
equations with the Giesekus constitutive equation are solved using high-order compact
finite difference methods. In order to evaluate the neutral stability curves and the ampli-
fication rates, different numerical simulations are performed by varying the dimensionless
parameters in the Giesekus model and their results are compared with the Newtonian
fluid. The LST and DNS techniques proved to be efficient tools to the spatial stability
analysis of viscoelastic fluid flows of the Giesekus type, allowing a better comprehension of
the dimensionless parameters influence of those flows, contributing with originals results
to verification of the viscoelastics fluid flows stability using Giesekus fluid.

Keywords: Laminar-Turbulent Transition, Giesekus Fluid, Direct Numerical Simu-
lation, Linear Stability Theory.
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CAPITULO

Introducao

Em muitas aplicagoes industriais os produtos estao relacionados diretamente com a
dinamica dos fluidos e se investe grande quantidade de recursos para desenvolver novas
tecnologias nessa area. Dentre as aplicagoes o comportamento das propriedades reologicas
de fluidos nao-Newtonianos sao de grande importancia no processamento e fabricagao de
produtos poliméricos. Muitos materiais e formulacoes de uso comum exibem propriedades
reolégicas complexas, cuja viscosidade e viscoelasticidade podem variar dependendo das
condigoes externas aplicadas. Cada vez mais os polimeros estao substituindo outros mate-
riais, logo, é imprescindivel que o produto polimérico apresente um desempenho mecanico
satisfatorio durante a vida util projetada para uma determinada aplicacao.

Dentre a classe dos fluidos nao-Newtonianos estao os fluidos viscoelasticos, que sao
fluidos que obedecem a Lei de Hooke (lei da fisica relacionada a elasticidade de corpos) e
também a lei de Newton para a viscosidade. Uma caracteristica importante desses fluidos
é que podem recuperar parte da deformacao ao serem removidas as tensoes aplicadas,
quando ocorrem deformacoes durante o escoamento. Sendo assim, um fluido viscoelastico
dissipa um pouco de enegia e armazena o restante.

Um fluido viscoeléstico nao tem a forma padrao universalmente valida para cada fluido
em todas as situacoes do escoamento. Esta realidade ¢ uma das razoes pelas quais o tema
da viscoelasticidade é tao desafiador. Por tal motivo, o procedimento usual na escolha de
equacoes constitutivas é buscar aquela equagao que é mais adequada para a descri¢ao do
processo de interesse, bem como o conjunto de parametros que maximiza a adequacao da
equacao escolhida ao tipo e condicoes de processo em estudo.

Os modelos viscoelasticos nao lineares sao complexos e tem grande aplicacao na mo-
delagem de escoamentos poliméricos por serem capazes de descrever os fendémenos nao
lineares e por este motivo vem sendo muito pesquisado nas ultimas décadas. Entre os
principais modelos viscoelasticos nao lineares encontrados na literatura podem ser ci-
tados os modelos Oldroyd-B ([5],[24],[26],]27]), Giesekus [10], White-Metzner [40], PTT
(125],]27]), FENE [3], Leonov [18], Pom Pom [14], K-BKZ ([19],]20]), entre outros.

Com o passar do tempo, estudos sobre o comportamento dos fluidos foram mais elabo-
rados devido a evolugao da tecnologia para o auxilio das pesquisas e experiéncias tornando
possivel simular escoamentos de fluidos dentro de laboratérios para observar o compor-
tamento de diferentes tipos de fluidos sobre diferentes situacoes, como por exemplo, es-
coamentos laminares (¢ um escoamento onde existe um minimo de agitacao das varias
camadas do fluido), escoamentos turbulentos (¢ um escoamento de um fluido em que as
particulas se misturam de forma nao linear, isto é, de forma caotica com turbuléncia e
redemoinhos, em oposi¢io ao escoamento laminar), o fenémeno chamado de transi¢ao de
escoamento laminar para turbulento, entre outros.
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1. Introducao 16

No final do século X1X, Reynolds estudou o escoamento dentro de tubos e investigou
o fenémeno de transicao de um escoamento laminar para um escoamento turbulento, e
verificou que, de acordo com um parametro adimensional (mais tarde chamado de nimero
de Reynolds), o escoamento poderia ser laminar ou turbulento. Com base nos estudos
de Reynolds, Rayleigh verificou que a instabilidade de um escoamento estd associada a
existéncia de um ponto de inflexao no perfil de velocidade desse escoamento.

Os pesquisadores Orr e Sommerfeld, desenvolveram estudos independentes voltados
a propagacgao de perturbagoes em uma camada limite E], e esses estudos deram origem a
equacao de Orr-Sommerfeld [29]. Posteriormente, Tollmien e Schlichting [30] demonstra-
ram que essa equacao possui perturbacoes instaveis sem que hajam pontos de inflexao, e
as ondas que se propagam sobre a camada limite foram denominadas ondas de Tollmien-
Schlichting.

A teoria de estabilidade hidrodinamica tem como objetivo investigar se essas pertur-
bacoes sao amplificadas ou amortecidas, e qual a relacao da evolucao dessas perturbacoes
com o fenémeno de transicao para o escoamento turbulento. O desequilibrio entre as
forcas de inércia e o campo de pressao pode levar a instabilidade se nao houver efeitos
viscosos dissipativos. Porém, a viscosidade também tem um efeito desestabilizador devido
4 difusao de quantidade de movimento.

Em geral, o aparecimento de instabilidades em escoamentos Newtonianos é uma con-
sequéncia direta da presenca do termo convectivo nao linear na equacao de quantidade
de movimento, que tem a fungao de amplificar com o aumento do nimero de Reynolds.
Entretanto, em escoamentos viscoelasticos as nao linearidades entram nao s através da
convecgao na equacao de quantidade de movimento, mas também através da conveccao
na equacao do tensor, oriunda da equacao constitutiva. Assim, nao é impossivel imaginar
que instabilidades viscoelasticas podem apresentar diferencas qualitativas daquelas cor-
respondentes observadas com fluidos Newtonianos e/ou decorrem em condi¢oes para que
esta dltima nunca teria sido observada, ou seja, instabilidades puramente elasticas.

Nos tltimos anos, varias instabilidades puramente elasticas tém sido relatadas cor-
respondendo a trabalhos experimentais ou teoéricos através da analise de estabilidade li-
near ([16], [32],[15]). E, ainda, ha muitos trabalhos de escoamentos em canais de fluidos
viscoelasticos na literatura. Os escoamentos de Poiseuille e de Couette sao geralmente
utilizados como testes de benchmark para as novas equacoes constitutivas, havendo muito
interesse em instabilidades nesse tipo de escoamentos viscoelasticos (ver [2], [38],[21],[9],
[42], [35],[33]). No entanto, ainda hoje, o escoamento de Poiseuille ndo foi amplamente
estudado, tendo algumas questoes sem respostas, principalmente na area de establidade
de fluidos viscoelésticos, despertando assim o interesse para o estudo desse problema para
o fluido Giesekus.

A Teoria de Estabilidade Linear (LST, do inglés Linear Stability Theory), é suficien-
temente simples para ser realizada em varias geometrias e ainda eficiente para permitir
uma investigacao paramétrica sobre o limite de estabilidade em escoamento primaério.
Além disso, os autovetores criticos resolvidos podem ser usados para inferir a estrutura
(padrdes) do escoamento secundério apos o inicio da instabilidade (|11],]12]).

O método da Simulagdo Numérica Direta (DNS, do inglés Direct Numerical Simu-
lation) resolve as equagoes de Navier-Stokes diretamente em todas as escalas espaciais
e temporais presentes no escoamento. A vantagem deste método é a possibilidade de se
chegar mais proximo dos tltimos estégios da transicao, onde as interacoes nao lineares sao
fortes, permitindo um estudo mais aprofundado dos processos que levam um escoamento
a turbuléncia.

LA camada limite é a camada de fluido nas imediacoes de uma superficie delimitadora, fazendo-se
sentir os efeitos difusivos e a dissipacao da energia mecanica.



1. Introducao 17

A importancia do projeto proposto esta no desenvolvimento de um diagrama de curvas
neutras de estabilidade para escoamentos viscoelasticos utilizando a Teoria de Estabilidade
Linear e na avaliacao de taxas de amplificacao dos escoamentos viscoeléasticos utilizando a
Simulacdo Numérica Direta. A contribuicao da pesquisa cientifica é inovadora, pois visa
agregar conhecimentos e promover o aprimoramento cientifico e tecnologico de transicao
laminar-turbulenta, desenvolvimento de codigos e a construgao de técnicas eficientes na
simulacao de escoamentos incompressiveis de fluidos viscoelasticos.

Além disso, até onde se tem conhecimento da literatura, nao ha resultados sobre cur-
vas neutras de estabilidade utilizando o fluido viscoelastico Giesekus. Sendo assim, este
trabalho vem contribuir com resultados atuais no sentido de disponibilizar uma ferra-
menta importante na verificacao de estabilidade de escoamentos bidimensionais utilizando
o fluido Giesekus.

Neste contexto, este trabalho tem como principal objetivo estudar o fen6meno de tran-
sicao para a turbuléncia, do escoamento de Poiseuille incompressivel, bidimensional, de um
fluido viscoelastico, do tipo Giesekus. A investigacao desse fenomeno é realizada através
da analise da convecgao de ondas de Tollmien-Schlichting para o escoamento considerado,
utilizando as técnicas de Teoria de Estabilidade Linear e de Simulacao Numeérica Direta,
a fim de analisar a estabilidade do escoamento do fluido viscoelastico do tipo Giesekus e
comparar com a de fluidos Newtonianos.

O trabalho esta organizado da seguinte forma:

No capitulo 2 sao apresentadas as equagoes governantes para escoamentos bidimen-
sionais, incompressiveis, isotérmicos, de um fluido Newtoniano e nao-Newtoniano. A
equacao considerada no escoamento viscoelastico é a equacao constitutiva do tipo Gie-
sekus. Todas essas equacgoes estao apresentadas nas formas dimensional e adimensional.
Neste mesmo capitulo, sao apresentadas as equacoes utilizadas na formulacao vorticidade-
velocidade utilizada na simulagao numérica direta, bem como a deducao da equacao de
Orr-Sommerfeld modificada para um fluido viscoelastico e as equacoes utilizadas na teoria
de estabilidade linear.

Em seguida, no capitulo 3 sao apresentados os métodos numeéricos que sao utilizados
para a solucao das equagoes governantes obtidas utilizando a simulacao numérica direta
e a teoria de estabilidade linear.

No capitulo 4 sao apresentados os resultados numéricos obtidos utilizando a teoria
de estabilidade linear, como a verificacao da implementagao das equacoes de estabilidade
utilizando resultados ja verificados para o modelo Oldroyd-B, a apresentacao de curvas
neutras de estabilidade para o modelo Giesekus e, também, a comparacao entre os resul-
tados obtidos pelas técnicas LST e DNS.

E, por fim, sao apresentadas as conclusoes do trabalho, assim como as perspectivas de
continuidade da pesquisa.






CAPITULO

2

Formulacao Matematica

Neste capitulo sao apresentadas as equacoes governantes para escoamentos incompres-
siveis e isotérmicos para fluidos Newtoniano e nao-Newtoniano. Também sao apresenta-
das as equacoes presentes na formulagao vorticidade-velocidade, utilizada na Simulacao
Numérica Direta, e ainda, a deducao da equacao de Orr-Sommerfeld para um fluido vis-
coelastico utilizando a Teoria de Estabilidade Linear. A equacao que modela o fluido
viscoelastico considerada ¢ a equacao constitutiva Giesekus.

2.1 Equacoes Governantes

As equacdes que modelam escoamentos incompressiveis e isotérmicos sao as equacoes
da continuidade (conservacao de massa) e a conservacdo de momento (quantidade de
movimento), que sdo dadas da seguinte forma:

V-u=0, (2.1)

0
pa—ltl+v~(uu) =V.o, (2.2)

onde u é o vetor velocidade, ¢t é o tempo, p é a densidade do fluido e o é o tensor tensao
total, definido por

oc=71—-pl (2.3)

em que p é a pressao, I é o tensor identidade e T o tensor simétrico das tensoes, deter-
minado a partir da equacao constitutiva do fluido considerado. No caso bidimensional,
u=[u o] representa as componentes da velocidade nas dire¢des x e y, respectivamente,
7T ray ‘|

e o tensor simétrico das tensoes é definido por T = [ R
T T

2.1.1 Modelos Newtoniano e Nao-Newtoniano

Algumas caracteristicas dos fluidos relacionadas com as suas propriedades fisicas ser-
vem para classifici-los como Newtoniano e nao-Newtoniano. Essas caracteristicas influen-
ciam alguns fatores relevantes em um escoamento, como por exemplo, o fluxo do material,
a taxa de deformacao e etc.

19



2. Formulagcao Matemética 20

Em modelos de fluidos Newtonianos, o tensor simétrico das tensdes é linearmente
proporcional ao tensor taxa de deformacao (chama-se Newtoniano pois essa propor¢ao é
conhecida como lei de Newton para a viscosidade), que é dado por

T = 2n,D, (2.4)

em que 7, € a viscosidade dinamica do fluido e D é o tensor taxa de deformacao, escrito
por

1
D = J(Vu+ (Vu)). (25)
No caso bidimensional, pode-se escrever da seguinte forma
L s e ey ] om (%)
Dzﬁ([$%]+[% %D:ﬁ oo, ou o (2.6)
dx Oy dy Oy <% + 8_y) 28_1/

Calculando o divergente da equagdo (2.3) para um fluido Newtoniano, tem-se que

Vio=V-(r—pI)=V-2nD —pI)=2n,V-D -V -pl =

ou ov  Ju
1o o 20r oz "y o 9 1[p o0
=25 52 a0 | | o0 0 B | 5 5 =
2| dr Oy _U+_U 9 v dr oy | |0 p
or 0Oy Ay
o [oPu, 0 (e o B o any o] [ n )
L R oy \Ox Oy/) Ox \Ox Oy Oy? | 0r Oy |
B 0%u N v 0*u N Pv ]| [ Ip Op
— | o oy? 0x?  Oy? oxr Oy |

Logo, em coordenadas cartesianas bidimensionais, as equagoes da continuidade ([2.1))
e a da quantidade de movimento (2.2)), para um fluido Newtoniano, tornam-se

ou Ov
ooy = (2.7)
Ou  O(uu) O(uv)|  Jp Pu  u
p[(‘)t Y or Ty | T "o T o T o (28)
ov  O(uv) O(wvv)]  Ip v 0%
P [(% o "oy | T "oy T e T o (2.9)

Os fluidos que nao apresentam uma linearidade entre a taxa de deformacao e a ten-
sao de cisalhamento sao chamados de fluidos nao-Newtonianos. O valor da viscosidade
dinamica nao é constante, ou seja, varia de acordo com a taxa de deformagao aplicada.

No modelo de fluido nao-Newtoniano para um fluido viscoelastico, o tensor das ten-
soes é definido pela soma da contribui¢gdo Newtoniana (viscosa) e da contribuigao nao-
Newtoniana (elastica), ou seja,

T=2nD+T, (2.10)

onde 7, é a viscosidade do solvente Newtoniano, D é o tensor taxa de deformacao defi-
nido em (2.5), T é o tensor extra-tensao (simétrico) que representa a contribuigdo nao-
Newtoniana (polimérica), dado por
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TrT Ty
T= [ Tzy  TYY ] :

Logo, calculando o divergente do tensor tensio total (2.3) para um fluido nao-Newtoniano,
tem-se
Vio=V-(r—pl)=V-2nsD+T —pI)=20,V-D+V -T -V -pl =

ou ov Ou

2~ 4 =
o, L[2 2 gror oy | [0 O[T TV,
s v Ou ov or dy Ty TYY

ar oy oy

a 0 p 0 Pu 0 (v  Ou d (Ov  Ou 0%v
‘[% a—yHo p}:"{%*a—y(a—ﬁa—y) %(%*a—y)”a—ﬂ*
oT=  9T™ 9T™v  ITW ap Op
+[ Ox * dy Ox - dy ]_[ _]

O oy
B Pu  0*u 0*v 0% ore N orsy ory N orv 1 [ dp Op
| a2 * oy?  0x? * Oy? ox dy ox dy ox Oy |’

Portanto, em coordenadas cartesianas, as equacoes de continuidade (2.1)) e de quanti-
dade de movimento ([2.2), para um fluido nao-Newtoniano se tornam

ou Ov

i T, 2.11
3x+8y 0, (2.11)
ou  O(uu)  O(ww)]  Jp [0%u  O*u] OT** 9T
”[at "o T oy | T Tor a2 o] T Tar Ty (2.12)
ov  O(uwv)  O(vv)]  Ip [0?v  O*v]  OT™  OT%
p[@t "o oy | T ey T e T T ar T oy (2.13)

2.2 Modelo Giesekus

Neste trabalho é utilizada a equacao constitutiva do modelo Giesekus [10] que é escrita
da seguinte forma:

\Y A
T+M\NT+ac2(T-T) =2n,D, (2.14)

Tlp
onde 7, ¢ o coeficiente de viscosidade polimérica e A\, ¢ o tempo de relaxacao do fluido. A
constante ag representa o parametro de mobilidade que regula o comportamento “shear
thinning” (decrescimento da viscosidade com o aumento de uma pressao exercida, exem-

v
plo, creme dental) do fluido (0 < ag < 1), T.T denota o produto tensorial, T é a derivada,
convectada dada por

v DT
DT . . .
em que — ¢é a derivada material de T', que pode ser descrita por

Dt
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bpTr 0T
Dt Ot
Reescrevendo a equacdo (2.14)) em coordenadas cartesianas bidimensionais, tem-se

+ V- (uT). (2.16)

v A
T+ \T + ac—=(T.T) = 2n,D,

Tlp
DT
T4, | 0~ T (V)T = (Vu) - | + a6 (TT) = 22,D.
p
oT Ap
T+ )\, v V-@uT)-T - (Vu)' — (Vu) - T| + Oécn—(T-T) =2n,D.
P

Apo6s manipulacoes algébricas sao obtidas as equacdes dos tensores nao-Newtonianos
para o modelo Giesekus

- or=s  o(uT*)  O(vT*™) o OU 2y OU
T +Ap( T o T e )
/\p 2 2 ou
— (T +T% | =2n,— 2.1
tagl (1 + 1) = 2, (2.17)
or=y  J(uT*v)  I(vT™) ov ou
Y _rr— ~ Yy~
T +Ap(at R T T T )
Ap v Ou
2 (pev(pee 4 qunyy = (20 4 S 2.1
i (e + ) =y (G0 51 ) (218
orvy  O(uT¥)  O(vTY) v v
Tyy _ 2T55y_ _ 2Tyy_
* Ap( o or oy 0z ay) "
+agle (Twyz n TW) e (2.19)
Tlp dy

Vale ressaltar que, se o termo ag na equacao (2.14) for igual a zero, este modelo
reduz-se ao modelo de fluido viscoelastico do tipo Oldroyd-B [5].

2.3 Adimensionalizacao

Uma maneira comum de tratar um problema em mecanica dos fluidos computacional
é a utilizacao das equacoes que modelam esse problema de forma adimensional. Este tra-
tamento possibilita mostrar os efeitos fisicos além de ser possivel formular o modelo para
o problema independente do sistema de unidades de medidas. Utilizando esse tratamento,
surgem algumas constantes adimensionais conhecidas na literatura, como por exemplo,
nimero de Reynolds, namero de Weissenberg, constante 3, entre outros [§].

Considerando as seguintes mudancas de variaveis abaixo nas equacgoes governantes

T u tU p T
m* — -, u* = -, t* _= -, * = =5 T* . Ty 220
L U L P PiE (2:20)
onde L representa o comprimento do canal, U a velocidade e p a densidade, aparecem os
niimeros adimensionais:
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e Niamero de Reynolds (Re): Representa a razdo entre as forcas inercias e as forgas
viscosas do escoamento e é definido por
~pUL

Re , 2.21
no (2.21)

onde 7y ¢ a viscosidade total do fluido, dada por 7y = 75 + 7,, sendo que 7, é a
viscosidade do solvente e 7, a viscosidade do polimero.

e Numero de Weissenberg (Wi): Para um fluido viscoelastico, é a razao entre uma
escala de tempo caracteristica do fluido e uma escala de tempo do escoamento,
MU

= ) 2.22
W1 7 ( )

e Constante §: A constante § € (0,1) é uma quantidade que controla a contribuigao
do solvente Newtoniano, definida por

8= % (2.23)

A deducao das equacoes de conservacao e dos tensores nao-Newtonianos na sua forma
adimensional é realizada substituindo as variaveis adimensionais [2.20| e manipulando os
termos algebricamente.

Para a obtencao da equacgao da continuidade em sua forma adimensional, realiza-se as
seguintes manipulacoes:

£0
ou ov__oww) owv) U [ow o)
or Oy O(Lz*)  O(Ly*) L [0z  Oy*|
ou*  Ov*
= + oy 0. (2.24)

Para obtencao da equacao de quantidade de movimento na direcao z, em sua forma
adimensional, realiza-se as seguintes manipulagoes:

du n O(uu) N Iwv)] _ Op N 0*u N 0*u or+” N or+y

Plat ™ o ay |~ or  losz T T ar | oy
N o(Uu*)  O(Uu*u*) N O(Uu*v*) _9(pU?p*)
PVokey T oL a(Ly") o(Lz")

N ?(Uu*)  0*(Uu*)]  O(pUT*)**  9(pU>T*)™
Tlo(La)? T O(Ly*)? O(Lx*) O(Ly*)
2
Dividindo ambos os lados da equacgao pelo termo pT, tem-se

®
ou* N O(u*u*) N O(u*v*) op* Ns [821[" Bzu*] oT*e  9T*v

ot* Ox* Oy* e + pUL | Ox*2 + Oy*2 Ox* * oy*

Aplicando as seguintes manipulacoes ao termo ® nota-se que



2. Formulagcao Matemética 24

Tls

ns _m-—mp L m 1 my—nm 1 I—gr 11— 3

® = = .
pUL pUL Re pUL Re  pUL Re % Re Re Re
0
Observe que a notagio (*) nas variaveis adimensionais é omitida por questao de simpli-
cidade, visto que as constantes adimensionais denotam que a equacao estd em sua forma
adimensional. Entao, a equagao de quantidade de movimento na dire¢ao x em sua forma
adimensional é escrita por

Ou  Ouww) O(w)  9dp B 82u+32u 8T“+8T“"3y
ot Ox dy  Ox Re |0x2  Oy? Ox oy

De forma anéloga, é obtida a equagao de quantidade de movimento na dire¢ao y, em
sua forma adimensional

(2.25)

2 2 wy vy
dv  Ouv) Owv)  dp P {av 0“} oT or (2.26)

- =—=+ 5 + + .
ot ox dy Oy Re |0x?  Oy? ox oy
Para obter as equacgoes dos tensores nao-Newtonianos em sua forma adimensional,
realiza-se as seguintes manipulacoes:

or  o(uT*)  I(vT™*) ou ou
T 4+ \ —2T% — — 27" —
T ( o or oy 8z ay) "
Ap ou
P ((TE 2 Y 2\ _ I, —
b 2 (1) + (7)) = 25
A(pUT***)  I(Uu*pU?T***)  9(Uv*pU?T***) oUu*
= UZT*:J::J: A ) UQT*:m
g T ( okt) el oLy P oL
oUu* A d(Uu*)
-9 U2T*my p U2T*zm 2 U2T*33y 2\ _ 2
p —8Ly*) +aanp ((r )’ + (p )?) Y (Lae)
= pUT** + =2 — 2T — — 2T ——
& L7 < o T o oy pre o) "
+O[G)\p p2U4 <T*xx2 + T*:pr) — 2%@
Mp L oz
Dividindo todos os termos da equacao pelo termo pU?, tem-se
TET P o __ QY —
T ( o o oy 0z oy ) "
®
A\,pU? 0
Qg Pp (T*za:2 T*zy2> =9 7710 _U
" Ty * pUL Oz

Considerando o termo ®, apresentam-se as seguintes manipulagoes:

achpU? _ aLWillp _ agWi(LUp) _ acWillUp)ss  agWiRe

Tl Tp o = Ns 1— e 1-p
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Substituindo esta manipulagao, juntamente com as consideracoes utilizadas para as
equacoes de Navier-Stokes, obtém-se a equacao do tensor T%*, em sua forma adimensional

- (o1 O(uT*™)  O(vT™™) o OU 2y OU
T +Wz( TR 27" 2= — 2T o)
aGWz'Re o) xy?\ _ (1 - B) ou
W(T 4T >_2 2 (2.27)

Procedendo de forma analoga, sao obtidas as equacgoes dos tensores nao-Newtonianos
T e TY, em sua forma adimensional

T 4 Wi (ag:y + 8(%7?) + a(zg:y) - T”g—z - Tyyg—;‘) +
+ ac{#@?e (T™(T* +T%)) = (lR;eﬁ) (g—i + Z—Z) : (2.28)

T 4 Wi (8§:y + a%zyy) + @(%Zyy) - QTW% - 2Tyyg—;’) +
—oz(iV[_/i;?e (T‘”yQ + TW) = 2(1};35)%' (2.29)

As equagoes (2.24)—(2.29) modelam um escoamento incompressivel, isotérmico e bidi-
mensional, para um fluido viscoelastico utilizando o modelo Giesekus em qualquer regime
do escoamento.

2.4 Simulacao Numérica Direta

A Simulacao Numérica Direta resolve as equacgoes de Navier-Stokes empregando es-
quemas de diferencas finitas de alta ordem, em que todas as escalas do escoamento sao
simuladas. A principal restricao desta técnica estd relacionada com seu custo computa-
cional, por isso, no Capitulo [3| sao descritos métodos eficientes que sao utilizados para
resolver o problema usando esta formulacao.

Com o intuito de simplificar o problema e eliminar o tratamento da pressao nas equa-
coes de quantidade de movimento, opta-se pela formulacao vorticidade-velocidade. Defi-
nindo a vorticidade w, bidimensional como

_8u @

- - _ 2.

Wy

e derivando esta equagao em relacao a x, obtém-se

®
—

dw,  J%u _(921) _ 0 (0u _@ 0 ov _(921) _8211_(921)
oxr  0xdy 0x2 Oy \dx) 022 Oy oz Oy?  Ox?’

ou ov

onde ® da equacao 1) tem-se — = ——.
ox dy

Assim, é obtida a equacao de Poisson para a componente v da velocidade

v v O(w.)

02 Tar T ox

(2.31)



2. Formulagao Matematica

26

Para obter a equagao de transporte de vorticidade bidimensional, realiza-se as seguintes

manipulacoes

g 2.26 0

— —(2.25
Ox oy ’

9*v N 0?(uv) N Pv)  Pp B[P N OB ] N O* T N O*TvY
Oxot 0x? Ordy ~ 0xdy Re |0x3  0x0y? 0x? Oxdy’

Pu  Pluw) Plw)  Pp B[ Pu O] T OPT™

oyol | oyor 0 oyor | Re |oyor T o] T ogor T o

Subtraindo as equacoes, obtém-se

9 {@ B %] N O (uv)  9*(uv) N *(vv) 9 (uu)
ot |0x Oy 0x? oy? 0xdy Jyox
B [830 N Fov  Pu 83u] *PT OPT™ N R

Re | 0x3  0x0y? Oyox®  0Oy3 0x? Oy? Oxdy  Oyox

Simplificando as derivadas, é obtida a equacao de transporte de vorticidade bidimen-

sional

Ow, ow, ow, B [0Pw, 0O*w, o*’T*  9*T*  Q2>Tv  9*T*=
+Tu +v = o= + - + - .
ot ox dy  Re | 0z 0y? ox? Oy? oxdy  Oyox

O seguinte sistema de equacoes adimensionais ¢ considerado neste trabalho

@ + @ =0
oxr oy
0% N v _O(w2)
oz oy Ox
ow, ow, ow, B [0Pw, 0O*w, o*T*  9*T*  Q2>TYv 9T
+u +v = — + — + - ;
ot Ox dy  Re | 022 oy? 0x? 0y? Jxdy  Oyox
(o7  O(uT*™)  O(WT™) ou Ju
I ( o o oy oz ay) "
acWiRe [ .. w2\ o (1= B)ou
-5 (T ) =2 2
(oT*  O(uT™)  O(vT™) v ou
Ty _rxr— - _ Tyy
T +Wz(8t M ek e i A v
acWiRe _virwe | gy (L= B) (Ov  Ou
+—1_5 (T"(T** +T ))——Re 8x+0y ;
(O0TY  O(uT¥)  O(vTW) ov ov
vy _ Ty vy ___
T +Wz< TR e 275 — 2T o)
acWiRe (1—-05)0v

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)



2. Formulagao Matematica 27

Neste trabalho é considerado o problema do escoamento de Poiseuille plano nao-
Newtoniano, em que é necessario empregar trés tipos de condigoes de contorno: condic¢ao
de entrada de fluido no dominio de solu¢ao (inflow), condi¢ao de saida de fluido do dominio
de solucao (outflow) e condi¢ao sobre uma superficie rigida (parede solida).

e Entrada de fluido (Inflow): A posi¢do do contorno de entrada é estabelecida, a
velocidade tangencial (v) no contorno é considerada nula e a velocidade normal (u)

é prescrita
u=U(y) e v=0. (2.39)

A contribuicao nao-Newtoniana T é determinada considerando que o fluido nao
recebe interferéncia desta propriedade:

T =0. (2.40)

e Parede (fronteira solida): Nestes tipos de contornos, é comum considerar a condigao
de nao-escorregamento e impermeabilidade, que é considerada como

u=0 e v=0. (2.41)

e Saida de fluido (Qutflow): Considera-se a condi¢gao de Neumann homogénea na dire-
¢ao normal a fronteira (diregao ), para a velocidade e também para a contribuigao
nao-Newtoniana, como segue

0%u 0% 0*T

2.5 Teoria de Estabilidade Linear

Nesta secao ¢ apresentada a analise de estabilidade linear para escoamentos de fluidos
viscoelasticos, utilizando a equacgao constitutiva do tipo Giesekus. O objetivo ¢ deduzir a
equacao de Orr-Sommerfeld para um fluido viscoelastico do tipo Giesekus e estudar sua
solucao numérica.

O primeiro passo é assumir que o escoamento principal (base) é invariante na dire¢ao
x, ou seja,

u = Uly),
v = 0,

p = lf(x,y),
T = T(y)

Considerando que o escoamento instantaneo pode ser decomposto em um escoamento
principal (base) mais um escoamento perturbado, as variaveis dependentes podem ser
decompostas da seguinte forma:

= Uly) +u(z,y,1),

= 0(x,y,t), (2.43)
= P(z,y) +p(z,y,1),

= T(y)+T(z,y,1).
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Substituindo essas varidveis decompostas nas equacoes de continuidade, de Navier-
Stokes e dos tensores nao-Newtonianos, sao obtidas as equacoes para as perturbacoes.
Pode-se observar que, por hipotese, o escoamento principal (base) é solugao das equa-
coes de Navier-Stokes, entao as perturbacgoes também devem satisfazer esse sistema de
equacoes.

Continuidade:

———
ou ov  OU(y)+ u(x,y,t)) N o(v(x,y,t)) OU(z,y,t) +8ﬂ(x, y,t) N ov(z,y,t)

%Jr@_y - Ox oy - Ox Ox oy =0
Logo,
oun  ov
— 4+ —=0. 2.44
ox + Jy 0 ( )
Equacao da quantidade de movimento na diregao z:
Ju  Ouu) Ovu)  dp B (Pu N 0*u N ors N Ty
ot Ox dy  Ox Re\0xz2 0y? Ox oy
Substituindo as variaveis nessa equacao, tem-se
OUW) +ufz,y,t) | O(Uy) +alz,y, ) ({Uly) +alz,y,1) |
ot ox
+3((U(’y) +a(,y, )i,y t) _ OPr.y) +p(x.y.t) B *(U(y) +ﬂ($,y,t))+
dy ox Re 0x?
n 0*(U(y) + a(z,y, 1)) N (T (y) + T (x,y,1)) n O(T™(y) + T (x, y,1))
oy? Ox oy '

Ou, simplificando, torna-se

oU(y) ou  dU(y)U(y)) OU)Y) | oluv) _
ot ot ox ox + ox dy dy

_JE_@+£_WW@MQ%+mww+%z+MW+MW+WW+ﬁw
- Oxr 0O0r Re Ox? Ox? Oy? Oy? ox Ay o oy

Usando a hipotese de que o escoamento base satisfaz as equagoes de Navier-Stokes, é
obtida a equacao de quantidade de movimento em z perturbada:

ot ouw _oU _0u  _0u
—+U—+0—+ |[U—+0V+—
ox dy

O B (0 P N oT* 9T
ot ox oy

8_x+§ 8x2+8y2 Ox + oy

Equacao da quantidade de movimento na diregao y:

v Od(uwv) = I(vv) dp B [(0*v D% or+ — o1Tvw

=+ + = + + +—

ot ox Ay Jdy  Re \0x? 0y? ox dy
Substituindo as variaveis (2.43)) nessa equagao, tem-se

0, y,1)) | O(UW) +a(@.y,1)ox.y.t))  O0(z,y,1)0(z,y, 1))
ot ox oy
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_ 0Py +p@y.t) B 0*(0(z,y, 1)) N 0*(0(z,y,1)) N
oy Re Ox? 0y?

AT (y) + T (w, y,1)) N O(T™ (y) + T"(x,y, 1))
Ox dy '
Ou, simplificando, torna-se
o, AUWI,yD) | o) | o0)
ot ox ox oy
oP dp B (&% o\ 9T 9T 9T 9TW
+— (5 + - - + .
dy Oy Re\0dx? 0y ox ox dy Ay
Usando a hipotese de que o escoamento base satisfaz as equacgoes de Navier-Stokes, é
obtida a equacao de quantidade de movimento em y perturbada:

+

v ov [.o6 o0l  0p B (9% 0% oT*v 9T
ot ox

— +U— — HU— | =—=+ — .
* * u8x+v(9y 8y+Re 8x2+8y2 ox + dy

Os termos que estao entre colchetes nas equagoes da quantidade de movimento na
direcao x e na diregao y perturbadas sao os termos nao lineares. Usando a hipodtese
de Schlichting [30], que afirma que as perturbacdes devem ser pequenas no sentido de
que os termos nao lineares possam ser desprezados quando comparados com o0s termos
lineares, assume-se que as amplitudes das perturbacgoes sao pequenas, logo esses termos
nao lineares podem ser desprezados, fornecendo assim, um sistema simplificado para o
escoamento perturbado:

o b
9z oy 0, (2.45)
on . on  _OU  9p B (&a  0a\  oT* 9T
ar . o T T AL T oo 2.4
ot Vo Ty T Tor T Re <8x2+8y2 o T (249
v oo op B (90 0% oT=v 9T
5 Vs = a_erﬁ(ax?Jray? o Ty (2.47)

Equacao do tensor nao-Newtoniano 7%":

oT™  O(uT™)  O(vT*) Ju Ju
T _ o9 _ gy 91
+WZ( o T or oy oz ay) "
aGWiRe 2 2 (1 - 5) ou
T T2y — i
oy T AT =,

Substituindo as variaveis (2.43) nessa equagao, tem-se

AT +T**) (U +a)(T* +T*)) (T 4 T*"))
+ + +
ot ox dy

(U + i)

pe (T + 1)

dy (1-25)
(1-03)0U + a)
Re or '

U + a)) acWiRe

(I 4 T)2) =2
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new | oT=s or* QUT*™) o@@l™) oUT™) @l
T“+T”+W¢< LT W) | aat) | o) | oul)

o ot oz BE or " ox
o(oT=r) 9Ty . U ou - OU - O aU
A S A et
oy Ty B oz B oz oy
. O -~ oU ou &GWiRe A2 A ~ ~ 2 A2
o @l o P2 oay Q) | QCWIE (w2 | opweder e e |
dy oy 31/) (1-2) (

S - 2(1—-p5) (OoU  0u
2 vy TW) _ A= p)fov ou
* * Re (6:1: * Ox
Usando a hipotese de que o escoamento base satisfaz as equacoes de Navier-Stokes e

também, as equacoes dos tensores para o escoamento base, entao, ¢ obtida a equacao do
tensor 17" perturbada:

T + Wi (85:36 +U 85; + @8(?: 97w gz 27 gZ 2T$yg—g+
+ aagj + 1782; 27 gz 27 gz ) + % <2szsz + 27T
sl ) g2
Equacao do tensor nao-Newtoniano 77Y:
T 4 Wi (ag:y + a(u;;y) + a@g;y) - T”g—z - Tyyg—Z) +

agWiRe (1=p) (Ov  Ou
STV (pey(pee o)) = =) .
v (T 4 ) ot

-5 TR
Substituindo as variaveis (2.43]) nessa equacao, tem-se

. N Ty 1 Ty D(T®Y 1 Ty STy o Ty
(T + T) + Wi o + ) + (U +a)( + ) 1 a(o( + )
ot ox oy

v (U +u) aWiRe . - . -
TT TT Yy Yy Ty Ty TT TT
(T +T )ax (T +T ) By )—1-(1_5) ((T +7T >(T + T+

PYy Y _M @ M
T >>_ Re (8:c+ Jy >’

~ ~ [y Ty [Ty ~ iy Ty ~ Py
Twy+Twy+Wz'<aT LT o) | 0Ty | UT™) | aal)

ot ot ox ox * ox + ox +
A(oT™)  A(vT™) o 0D oU o ~, U ol
wx 00 pax vy oy Py O gy I8
* y * dy -7 o o =T dy T Jy g Jy T Jy +
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WiRe / - . ~ A ~ ~ . S . S

+—O‘(G1 Z 5)6 (o (T 4 e 4 T T 4 o0 (T 4 T T 4 ) ) =

1— ov 0U  0Ou

= -5 —+=—+=.
Re or Oy Oy

Usando a hipotese de que o escoamento base satisfaz as equagoes de Navier-Stokes e
também, as equacgoes dos tensores para o escoamento base, é obtida a equacao do tensor
T*Y perturbada:

. orrv T _9T™ .. 9b , 01 oU
T + Wi U b — T W T
N Z( ot * Ox U oy Oz y 8y+
9T 9T ov -~ Ou acWiRe [+ - - Lo )
— T T | | (T (T 4 TYY) + T (T + T
+ |+ o 5 9y >+(1—6) ( (T +T%) + T™(T™ +T%)+
L (1-8) (06 o
Ty (T TYY — ]
HIT + )]) Re Ox * oy

Equacao do tensor nao-Newtoniano 7%Y:

(OTY  O(uT¥)  O(vTW) ov v
™ — 2T — — 2T —
+W’( o or oy oz ay) "
OéG'WiRG 2 2 ( B) ov
TG Y ey oyt 9\ )
1 p (" +17) =2 3y’

Substituindo as variaveis (2.43) nessa equacao, e usando a hipotese de que o esco-
amento base satisfaz as equacoes de Navier-Stokes e também dos tensores, é obtida de
forma anéloga a equacao do tensor 7% perturbada:

. T oTw 9TV . 9 o0
T + Wi U b DY e ) 4
* 2( ot U ox oy o dy
o1V oTY v v acWiRe (_ ~.. ~ N
i T o 9w “C T (o ey 4 o v vy
T Ty 0z @)*(1-5)( + +
N . 2(1 — B) 0
Ty w1} — -
+ + ]> Re 0y

Os termos entre colchetes do lado esquerdo das equacoes dos tensores T%%, T*Y e TY
perturbadas, sao os termos nao lineares dessas equagoes. Assumindo que as amplitudes
das perturbacoes sao pequenas, esses termos nao lineares podem ser desprezados, for-
necendo assim, um sistema simplificado de equagoes para os tensores nao-Newtonianos
perturbados:

~ or= 9T 9T . Jh oi _~ U
T + Wi b Y R L o b
+W2< o "V Ty, o dy 0y>+
agWiRe (_ .~  ~ . 2(1—p5)0ou
B o A S iy ) I S 2.4
L) ( + )= "% o (2.48)
~ (oT™ 9T 9T 0 ., 00~ OU(y)
Tffy W _ Tfmc _ Tyy_ _ Tyy—
i Z( ot +Uax U oy Ox oy dy )+
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acWiRe [ +.. .~ ~ e . (1-p) (00 Ou
T (1T 4+ TW) 4+ T™(T™ +TY)) = —+ — 2.4
(1-0) ( (T +T) + T (I + )> Re 8:L’+8y ’ (2.49)
~ orw 9Tw - _9Tvw . Ob . 9D
™ ‘ 0 — 2T~ 2T
+W7,< 5 +U o +v 3y E 8y)+
acWiRe [~ ~ I 2(1—-p3) 00
S (2T 2T ) = 2.
1= 5) ( + ) Re 0y (2:50)

As condicoes de contorno adotadas para o problema de Poiseuille ndo-Newtoniano sao

u=0=0 para y=-1 e y=1, (2.51)

que correspondem a condi¢do de nao escorregamento na parede (no-slip).

Como as equacoes resultantes sao lineares e os seus coeficientes nao dependem de x
e t, entao, pode-se buscar solugoes utilizando algum método para este tipo de equacao,
como por exemplo, o método de separagao de variaveis, da seguinte forma:

cc

.y, = SE)E + Ty ),
o(x,y,t) = %[@(y)ei(ax—wt) +B(y) et (2.5
p(z,y,t) = %[_(y)ei(af”_“’t) 4 p(y)tei—an)],
Tv(»’”a y,t) = %[T(y)ei(‘m“’t) + T(y)*el@t=o2)],

onde i = /—1. Estas equacoes indicam que as perturbacdes se propagam como ondas
com frequéncia w, comprimento de onda A = %’T, velocidade de onda ¢ = €, em que o € 0
nimero de onda na direcdo = e W, 7,p e T as amplitudes das perturbacoes.

Pode-se observar que, somar um nimero complexo com o seu complexo conjugado
(cc), ¢ o mesmo que procurar o valor da variavel em questao apenas no dominio real. Na
pratica, resolve-se as equacoes perturbadas complexas, para encontrar o valor de a,w e
u, por isso, o complexo conjugado é desprezado ao efetuar as substituicdes das variaveis
nas equagoes perturbadas.

Substituindo as variaveis [2.52| nas equacoes de Navier-Stokes perturbadas, é obtido
um novo sistema de equacoes, como apresentado a seguir. Observa-se que as equacoes
perturbadas estao representadas por derivadas parciais, porém, apds algumas substitui-
coOes os termos das equacoes dependem unicamente de uma varidvel, entao, simplifica-se
as derivadas parciais por derivadas ordinarias.

Equacao da Continuidade perturbada:

0u 0%

-0
Ox * oy ’
0 (1 e 9 (1_ . 1_ . o d0(y)
R (azx wt)) _(_ i(ax wt)) - i(ar—wt) i(az—wt) —
ax(2u(y) + By 2v(y)e 2u(y)zae + 5¢ 2 0,
1. d
= 561(0‘2 wi) [zoﬂ(y) + Z;y)} =0,
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dv(y)
dy
Equacao da Quantidade de Movimento na diregao = perturbada:

= iau(y) +

= 0.

ou  ,0u  OU _ 9 B [0 O aTm+aTry
ot Ox oy  Ox Re |0x2 Oy? Ox oy
0 /1 . o /1 4 1 , ou
R it i(az—wt) I et i(az—wt) o= i(laz—wt) \ 7Y
~ ot <2u(y)e > U (2“(y)€ ) - (2”@)6 ) dy
o1 . BTo® 1 . o 1.
—_ 2 (=5 i(az—wt) et B et i(az—wt) I i(ar—wt)
32 (7000 55 [ (57000 + 5 gweter—) | +
1 —2a

5 (T ) g (T e o),

' - onon dU |
= —iwt(y)e' ) +iam(y)Ue e +5(y)el(“"”_m)@ = —iap(y)e’ ™+

6 2— i(az—wt) i(az—wt) d2ﬂ<y)
+§ —a’u(y)e +e T

— g
+ ZCKTMZ <y)ei(ax7wt) + ei(axfwt) dTl’ (y) ’
dy

m i (y)+

—iwt(y) +iot(y)U+o(y)—— = —iaﬁ(y)—i—% |:—Oé2ﬂ(y) n dQﬂ(y)l i ()4 L)

dy?

Substituindo w por ca, é obtida a equagao de quantidade de movimento na direcao =,
da seguinte forma:

_ 7 (= _ 27
Y dy  Re \ dy? ad

dU raw AT 4%
ia(U — c)u + Ed— +iap —iad — b ( ° ) :
Equacao da Quantidade de Movimento na direcao y perturbada:

9 00 9p B [0% o] oTm  oTw
ot Or Oy Re|0z% Oy? Ox oy’

> 3 ) 0 () - )

ﬁ 0? 1_ i(ax—wt) 0 1_ i(az—wt)
2 [ ) 2 ()]

= _iw@(y)ez(ax—wt) + io{@(y)Uez(ax—wt) _ _ez(am—wt) ];yy) + % [_a2@(y)€z(am—wt)+

‘ d*v(y) _—
i(az—wt) . Y
+e —dy2 +

dy Re

= —iwt(y) +iav(y)U = _dpy) + £ [_oﬂ@(y) + d*v(y) LT dTyy(y)'
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Substituindo w por ca, é obtida a equacao de quantidade de movimento na direcao y,
da seguinte forma:

dp ey AT d*v
ioU — g+ P _ i~ 9T 5(“ )

dy dy ~ Re\dg? "
Portanto, reescrevendo o sistema das equagoes de conservacao é obtido
05
ioi(y) + Z(yy) ~0, (2.53)
a(U )—+—dU +iap —ial IT7_ B (Pu_ o (2.54)
ia(U — c)u+v— +iap — i« ——=—|—-——au .
dy b dy Re \ dy? 7

_ _dp . awy AT B (T,

ZC)&(U—C)U—i—d—y—ZO{T _d—yzﬁ d—y2—OZ’U . (255)

Para a deducao da equagao de Orr-Sommerfeld, considera-se esse novo sistema escrito
em funcao das auto-funcoes u,v,p e T e realiza-se as seguintes manipulacoes.

Derivando a equagao de quantidade de movimento na dire¢ao z (2.54)) em relagéo a y,
tem-se

ia(U—c)

du . -dU  dvdU +_d2U+_ dp . dT° &T B (d*u  ,du
—+iau—+——4+7——5 +ila— —ia———— =—|-—-a"—).
dy dy dy dy dy? dy dy dy? Re \ dy? dy

Multiplicando a equagao de quantidade de movimento na direcao y (2.55)) pela cons-
tante i, obtém-se

- dr”’ 2y
—a*(U = c)v + md_]; +a’T" —ia 0 = % (ia—v + ia%) . ®®

Fazendo ® — ®®, tem-se

ia(U — c)d—ﬂ + z‘aad—U + (U =)t + dvdt + @dQ—U + i ar” — —dTm +
dy dy dy dy — dy? dy dy
—y ATV B [(du du d?v
2FATY . 2 . . 3
—a T — e _E(d_y?’_&d_y_md_y?—i_mv)'
. o _idv
Usando a equagao da continuidade, que fornece o resultado u = a_y’ tem-se
ia(U—c)i i dv +ia£@d—U+a2(U—c)@+@d—U+ﬁd2—U—l—ia AT —dLm +

dy \ ady ady dy dy dy dy? dy dy

—y ATV B (B [idv d [idv d2v
. 2T:cy . _r “w L ev 2% L av Y . 3 )
¢ dy*>  Re (dy3 (a dy) “ <a dy) e e U>

Simplificando os termos apés algumas manipulagoes, tem-se
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 d'v d*v
_B (i—” —2ia2 Y 4 m%) .
Re

Multiplicando por —a, é obtida a seguinte equagao diferencial ordinéria

dy dy

a(U —c)— — a*(U — )0 — av— + i«

d*v d? ar*  dr”’ e 2T
v 7 Z 2 ( +a°T Y + «
Yy

i (d'%v v,
=——|—-——22"— v .
e (dy4 «Q dy2+ocv

Logo, a equacao de Orr-Sommerfeld para um fluido viscoeslastico do tipo Giesekus, é
dada por

2— 2 2ty I Yy
a(U —c¢) (%—a%)—aﬁd(]%—adT +ia® (dL—dL>+a3TW:
Y

dy? dy? dy dy
i (d*% v,
— T 9422 = . 2.56
Re (dy4 @ dy? taw (2:56)

Como o modelo viscoelastico considerado é o Giesekus, entao, as equagoes dos tensores
nao-Newtonianos presentes na equacao de Orr-Sommerfeld sao

=TT =TT =TT wa -~ v il ] 2_ —X
T Wi [ =T 4 UiaT™ + 792 4 g @ gy L0 oedU )
dy dy o dy? dy
QOZGWiRe A TS LT ] 2 (1 — /6) dv
ZOGIENE (paaT ™ | pev > _ P 2.57
(1-5) ( + Re dy (2:57)

- o ey AT —ydU i d%
T + Wi | —iwT” + UidT"” +v _Tmm@_Tyy__Tyyi_v +
dy dy a dy?

Oé0WiR€ (—xy ~ ~ ~ —rr ==Yy (1 — B) . i d*v
QCIVUNC (Fwy pww 4 Puwy 4 Fay(T° LT ) _L=0 Lav 9.
- Ty R ~ =
T + Wi | —iwT"” + UiaT” + vdT — 2T™iap — 2Tyy@ +
dy dy
QOZGWZ.RG A LY ~ o ERYY 2 (1 — /6) dv
LA VE (g fuvT ) _ A% 9.59
* (1-75) ( * Re dy (2:59)

E, as derivadas das equacoes dos tensores nao-Newtonianos sao dadas por

o—T' ol —— + — 2 —
dy —l—wzdy + 1 dy +dy dy +v dy2 + dy dy—l—

dT™ ( AT AU —sa AT dvdl* 2T 47 dp
+ Wi | —iw
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- d*D i dT™ &%
2T — — 2—
+ dy? a dy dy?

1
(6%

206WiRe (dT”_m dT ) 2aGWzRe (T T | Txydey) _
2

Ty——z

1—=p) \ dy dy dy
dz_
= 2.
Re a7 (2.60)
dar"’ wi dar"’ Ui dar*’ L AU —ay N dv dT=v +_d2Tmy AT
a0 i| —iw a0 i i ia— a0 0y v 07 0 v
7YY 2 . Ayy 92— ) . 73—
_medj _ar”dv Tyyﬂ _ pdTvdT Tyyid_v +
dy dy dy dy?> o dy dy? o dy3
040W1:R€ dey ~ ~ dey FET FYY
+ T 4+ T%) + T +T +
(1-7) ( 1y gy )
acWiRe (— dT** dTvw . dT""°  dT" (1-8) (. dv id7v
e T, Tyt %y ) o
* (1-7) ( ol dy * dy)+ <dy + dy) Re ZOédijozdy
(2.61)

dr?” . AT dv (dTv . (T AT
i + Wi ((zaU—zw) Ty + 2iaT™ | +v P — i 0 +

20— . REY - RYY a
d v) 2aWiRe (Tfy AT eydD™ | G, dT +TyydTyy> _

dU
. 7YY
i TV == oy
dy dy? (1-0) dy dy dy dy
2(1 — B) d*v
St S it 2.62
PT + Wi | (iaU —iw)—dQTw —i—z’adeyd_U—i— A7 — i1 d%—i—
dy? dy? dy dy dy dy?
> 2T AT\ dv (BT 2T d2TY du 2dTyy d2ﬂ+
dy? “ dy | dy ! dy? “ dy? dy* dy dy dy?
_ Yy
U ATV PU U N
dy>  dy dy? dy?
acWiRe [ mae  —yyy 2T dar* dT" \ dT™v 2T PTV\ .
(T 4T 2 Ty
Ta-p) (( ) e N\ ay T ay ) Ty T\ CaE i
. N\ 2T dre=  diw\ dT" .y [ 2T Q2T
ki Tyy) 2 T -
+( * dy? + (dy + dy) dy + dy? + dy?

1-8) (. d&v idw
= T Zad—y2+ad—y4 . (263)
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2.6 Escoamento Base

Para calcular o escoamento base do problema de Poiseuille, assume-se que todas as va-
ridveis sao dependentes apenas do eixo y, exceto para a pressao cujo gradiente é constante
na dire¢ao z. O dominio na diregdo y é compreendido entre [—1,1].

Considerando a equacao da continuidade, pode-se observar que a componente v do
vetor velocidade é nula. De fato,

ov
i 0 = v(z,y,t) = constante, (2.64)
Y
COMO Vparede = 0 entdo v(z,y,t) = 0.
Ainda, considerando o escoamento no canal no estado estacionario, totalmente desen-
volvido, pode-se escrever as hipoteses impostas sobre o escoamento da seguinte forma

(% =0; 2 =0; Vp=constante; v=0; u=u(y); T= T(y))

Dadas as equacoes adimensionalizadas para o modelo de fluido viscoeléastico do tipo
Giesekus, tem-se o seguinte sistema

@ + @ =0
or oy
du N O(uu) N (uv) — Jp N B [0Pu N 0*u N oT* N oTy
ot Ox dy  Or Re |0x2  0y? Ox oy’
v n O(uv) n wv)  Op B 0*v N 0*v N Ty N orvy
ot Ox dy Oy Re|0z? 0y? Ox oy’
(0T DT 0T ou . Ou
T —|—Wz(at e TR - - K
acWiRe (. o w2\ o (1= B)ou
i p () =2 Re 0z
(o7 O(uT™)  O(vT™) Jv Ju
Ty _rxxr— ~ Yy~
T +Wz( 5 + B + By T e T Dy +
acWiRe (1=p) (Ov  Ou
G (Y (T TYW)) = ) (22 e
tamy T AT = ey )
(o1 O(uTY)  O(WTwW) v ov
vy _oqey?Y oy Y
T —|—Wz< T PR e A b A B
aGWz'Re 2 2 (1 - B) ov
QGIWITE (pav? 4 o) = 9 @
LT ( * ) Re 0y

Aplicando no sistema as hipoteses impostas, é obtido um novo sistema de equacgoes
simplificadas que descrevem o escoamento do fluido viscoeslastico para o modelo Giesekus,
da seguinte forma

B U AT

L 2 0Y , 2.
t et = (2.65)
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_ aa_]; n ddT;y 0, (2.66)

oo — QWﬁW% - % (T”Q + TW2> , (2.67)
T“yzzlwijyggf-f%?izg%i(Tmy(fﬂn+ffwﬂ) +—££éé§2€%§, (2.68)
oy — —% (Txyz + Tyy2> . (2.69)

O sistema de equagoes — nao possui uma solucao analitica completa dispo-
nivel na literatura. H& solucoes semi-analiticas que dependem da resolucao de equacoes
nao-lineares para que seja possivel obter as componentes do escoamento base [7], [28],
[39], [41].

Uma solucao semi-analitica para o escoamento de Poiseuille para o modelo viscoelastico
Giesekus foi desenvolvida por professores colaboradores dessa pesquisa, em especial, pela
Profa. Dra. Gilcilene Sanchez de Paulo, utilizando como referéncia [3I]. No entanto,
essa solucao ainda estd em fase de verificacao e validacao do problema, e em breve seré
publicada no trabalho intitulado “An Algorithm for Solving an Implicit Solution for Fully
Developed Flow in a Channel of a Giesekus Fluid” no 17th Brazilian Congress of Thermal
Sciences and Engineering (ENCIT 2018).

Sendo assim, neste trabalho o escoamento base foi gerado numericamente com o c6-
digo de Simulacao Numeérica Direta bidimensional, com auséncia de perturbacgoes e as
simulacoes sao executadas até o escoamento atingir o estado estacionério. E ainda, as
variaveis para o escoamento base sao consideradas no meio do canal. Para a técnica LST,
vale ressaltar que é necessario os valores até da terceira derivada das componentes do es-

coamento base, entao, a partir do valor de w, por exemplo, as derivadas sao aproximadas
. L . : du d*u d’u

utilizando a técnica de diferencas finitas compactas para se obter —, — e —.

dy dy*  dy®



CAPITULO

3

Método Numérico

Neste capitulo sao descritos os métodos numéricos utilizados para obtencao das solu-
coes das equacoes utilizando as técnicas da Simulacao Numérica Direta e da Teoria de
Estabilidade Linear. Além disso, é descrita a sequéncia de céculo (algoritmo) efetuada
para obtencao da solugao para cada técnica utilizada.

3.1 Simulacao Numérica Direta

Nesta secao sao descritos os métodos utilizados na formulacao de Simulacao Numé-
rica Direta. A formulacao depende de varios métodos empregados, desde a discretizacao
espacial e temporal das equacoes diferenciais até a solucao de uma equacao de Poisson.

Todos os métodos utilizados sao baseados em referéncias da literatura que garantem
a eficiéncia desses métodos, para que o problema seja resolvido de maneira eficiente com-
putacionalmente, a fim de se obter resultados satisfatérios. Em decorréncia do uso desses
métodos numeéricos e de computadores com alto poder de processamento, pode-se calcular
todas as escalas de turbuléncia de um escoamento pela completa resolucao das equacoes
governantes.

3.1.1 Introducao de Perturbacoes

De acordo com Fasel [6], a introducao de perturbagdes temporais é realizada através
de injecao e sucgao de massa na parede para geracao de ondas de Tollmien-Schlichting.

No método implementado, assume-se que no tempo ¢ = 0, o escoamento nao possui
perturbacoes. No tempo ¢+ 0t, sao inseridas as perturbacoes através da técnica de injecao
e succao de massa na parede em uma determinada regiao, como pode ser observado na
Figura (3.1

Esta perturbagao é representada por meio de uma funcao polinomial f(z) de grau 9
para a velocidade v

v=A,f(x)sen(wt), x1 <z < w9, (3.1)

v=0, x<z; ou x> I, (3.2)

onde A, representa uma constante utilizada para ajustar a amplitude das perturbacoes,
wy € a frequéncia temporal da perturbacao e t o tempo. Os coeficientes do polindémio

39
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L,

X

LY

X X, VX, X3 Xy Ximax

Figura 3.1: Dominio computacional do escoamento de Poiseuille 2D.

sao escolhidos convenientemente com o objetivo de anular o valor da funcao e das suas
primeira e segunda derivadas nos pontos x; e x5, suavizando a introducao de perturbacoes
no escoamento.

3.1.2 Aproximagao Numérica de Derivadas Temporais

O método numérico utilizado para discretizacao temporal das equagoes que modelam o
escoamento e dos componentes do tensor extra-tensao das equacoes do fluido viscoelastico,
é um esquema classico de quatro etapas na integracao de Runge-Kutta de quarta ordem
[8]. O sistema linear resultante da equacao de Poisson é resolvido usando um esquema
completo de aproximacao multigrid (FAS) [37]. Esse sistema linear foi resolvido por meio
de um ciclo V composto por 4 niveis. Uma vez que o objetivo é a resolucao de um
problema eliptico, optou-se, de acordo com o trabalho de Brandt [4], por uma razao de
engrossamento igual a 2.

O avanco temporal é realizado por meio da aplicagao de um método Runge-Kutta
classico de quarta ordem de precisao, citado em [§]. O método Runge-Kutta empregado
é do tipo Previsor-Corretor onde, os métodos de Euler explicito e implicito sao utilizados
como previsor e corretor, respectivamente, para um avanco temporal de t a t + %. O
avango para t + At é realizado pela aplicagdo de um previsor baseado na regra do ponto
médio e um corretor baseado na regra de Simpson. Os quatro passos do método sao
descritos como segue:

1) At
wi *2) :w?—k?g(tn,w?),
S S At n+1)x
W S gt W),

2

n41 )k
wgn+1)* _ W? —l—Atg(t"Jr%,wi +5) >’

WD = w4 = gl ) 4+ 2908 W) gl W) g4 )
onde
O(w,) ow,) B [(Pw, 0w,
tw.) = — = s
9lt,w2) “or 7 oy +Re 8x2+8y2 *

o¥r=y  9*T™  9*Tv  9*T*®
ox2  Oy? + dxdy  Oydx
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3.1.3 Aproximagao Numérica de Derivadas Espaciais

As derivadas espaciais sao calculadas usando diferencas finitas compactas de alta or-
dem ([I3], [17], [34], [36]). O uso das diferencas finitas compactas utilizadas para a
estimativa da primeira e segunda derivada espacial, requer a solucao de sistemas lineares
tridiagonais. O uso dessa técnica faz com que as aproximagoes numeéricas das derivadas
tenham quinta e sexta-ordem de precisao [36].

Para o calculo da aproximacao referente a primeira derivada de uma funcao em f,
tem-se

14 11 f ]
16 2 f
1 3 1 fi | =

2 6 1| fiy

I 4111 £

— 1 ]
57 (CT4f 162+ 723 — 16fs + 2f5)
1
T30 (—406f1 = 300f, + 7605 — 80f + 30fs — 4o)
| 1 |
= E(—fi_g —28fi_1 + 28fip1 + fir2) , (3.4)

1
_(4O6fn + 3Oofn—l - 760fn—2 + 8Ofn—3 - 30fn—4 + 4fn—5)

120
ﬂ(74fn - 16fn—1 - 72fn—2 + 16fn—3 - 2fn—4)
em que h representa o espacamento e n representa o niimero de pontos discretizados. De
forma similar, o calculo da segunda derivada resulta no sistema

" 13 137 11 £
1 12 3 fs

3 12 1 £
137 13] | f
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1
oo (97751 — 202855 + 111705 — 550, — 145f5 + 365)

1
%(4834]% — 8424 fy 4+ 1890 f5 + 2320 f4 — 810f;5 + 216 f5 — 26 f7)

) :
=72 Z(Sfi—2 +48fi—1 — 102f; + 48 fir1 + 3 fitr2)

1
5 (4834fs — 8424f, 1 + 1800f, s +2320f, s — 810f, s + 216f,s — 26f,-0)

(97750 — 20285y + 111T0f, oy — 550fu s — 145f,—s + 36.£,5)

(3.5)

O sistema linear obtido foi resolvido utilizando o método multigrid com um esquema

FAS (Full Aprozimation Scheme), utilizando um esquema de ciclo V composto por 4
niveis.

3.1.4 Amortecimento de Reflexoes na Entrada do Escoamento

Com o intuito de evitar possiveis reflexdes, uma zona de amortecimento proxima a
entrada é adotada e o componente de vorticidade é ponderado por meio de uma funcao
da forma

fi(x) = fi(e) = 66 — 15¢* + 10¢€°, (3.6)

onde e é uma fungao dependente dos pontos (i) de discretizagdo na dire¢ao longitudinal
() definida como

1 —1
= 3.7
1 .7
onde 1 <7 <i;. Assim, a funcao fi(x) é aplicada no intervalo da seguinte forma
w.(z,y,t) = fi(z)w,(z,y,1t). (3.8)

O termo w,(z,y,t) representa o componente de vorticidade que sai do integrador
temporal e w,(x,y,t) é o valor do componente obtido apés a aplicacao do amortecimento.

3.1.5 Relaminarizagao do Escoamento

Assim como na regiao de entrada do escoamento, efeitos nao fisicos associados a re-
flexao numérica de perturbacoes convectivas presentes na regiao de saida do escoamento
podem comprometer a qualidade dos resultados numeéricos. Os estudos de Kloker [13],
Meitz [22] e Souza [34] fornecem uma técnica de relaminarizacao no sentido de eliminar
tais efeitos de reflexao de onda, no qual é adotada neste trabalho.

A técnica consiste em, considerando um intervalo proximo a saida do escoamento,
impoe-se que as perturbagoes dos componentes de vorticidade decaiam a zero. Neste
sentido, considerando um intervalo x3 < x < x4 em correspondéncia com os pontos de
malha i3 e i4, utiliza-se uma funcao fo tal que fo(x3) =1 até fo(zy) = 0. Assim,

wZ(:U7y7t> = fg(l')é:)z(x?y,t), (39)
para todo o intervalo anteriormente definido. Ressalta-se que @,(x,y,t) representa o

componente da vorticidade que sai do integrador temporal e w,(z,y,t) é tomado como
valor obtido apés a relaminarizacao.
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Kloker [13] utiliza um polinémio de 5* ordem para a fungdo fa(x). Esse polinomio
assegura que a variagdo da funcao e sua derivada sejam suaves para evitar reflexdes. O
polinémio adotado é

fo(z) = fo(e) =1 —6€° + 15" — 10€°, (3.10)

onde € = (i —i3)/(iq — i3), para iz < i < i4.

Meitz [22] realizou um estudo mais aprofundado dessa técnica e verificou que os efeitos
de se aplicar a técnica de relaminarizacao n vezes, a cada passo do integrador temporal,
pode ser escrito como

wz('rayﬂf) = f;l(.ilf)(sz(af,y,t). (311)

Testes realizados por Meitz [22], voltados & aplicagao da equagao a uma funcao
w,(z,y,t) constante, com n = 1,50,100 e 150, mostraram que a repetida aplicacdo da
fungao fo(x) gera um decaimento brusco. Este decaimento pode causar reflexdes de onda
na regiao de relaminarizacao. A fim de evitar este comportamento brusco, Meitz [22]
propos a utilizacao da seguinte fungao

Fo(@) = fale) = e (1 — SO, (3.12)

Neste trabalho, é utilizada a func¢do proposta por Meitz [22]. Souza [34] ainda ressalta
que, para o bom funcionamento da técnica, as seguintes restricoes devem ser respeitadas

Qg — i3 > 2, (3.13)
Z‘macz: - 2.4 Z /\7 (314)

onde A\ é um comprimento de onda de Tollmien-Schlichting.

3.1.6 Calculo da Vorticidade na Parede

Adam [I] utilizou o método de Padé classico e fez comparagoes utilizando diferentes
condi¢oes de contorno. Ainda, mostrou que a vantagem em se calcular a derivada no
contorno através de aproximacoes compactas ¢ a de manter o esquema estavel, prevenindo
qualquer instabilidade numérica proveniente do contorno.

Os célculos dos componentes de vorticidade na parede sao efetuados apos a resolugao
das equacoes de Poisson e da continuidade para os componentes de velocidade. O célculo
da vorticidade é realizado em y = —1 ou y = 1, segundo Souza [34], efetuando-se os
seguintes passos:

a) Calcula-se

0P 0%
02 * oy?’
A segunda derivada na direcao z, no intervalo entre x; e x5, é obtida considerando
a mesma fungao utilizada para a insercao das ondas de Tollmien-Schlichting. Além
disso, toma-se como nula a derivada nos demais pontos. Na direcao y, a aproximacgao
explicita e descentrada abaixo apresentada é utilizada.

J (3.15)

O = L [L134.800, + 2160, — 13505+ 80 (3.16)
8@}2 y——1 = 185y2 .O0JU1 (%) V3 V4 .

—33.75v5 + 8.64v5 — v7] + O(33°).
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Emy =1, urr21a aproximacao similar é empregada. FEssas aproximacoes reforcam o

v
fato de que a—yz\yzparede = 0.

b) Tendo os valores do laplaciano da velocidade, o componente de vorticidade é entao

obtido por meio da equacao:
Oow,

ox
As aproximagoes numéricas empregadas, também propostas por Souza [34], sdo:

= (3.17)

para 1 =2:

_ 1 ! I ! / / < 3 6)_
ey = oo [6z(251w], + 646w, — 264w, + 106w, — 19w’ ) + 720w, |+O T O(c;xlg),

para 3 < i < imaxr — 2:

! 1,
- = [M(lOwLH 5T, 240 — ol )+ 33w+ 24@1_71} +O<ﬁ5$ >;

(3.19)

Wy
para ¢ = imax — 1 : uma aproximacao similiar a ¢ = 2 é utilizada.

3.1.7 Algoritmo Computacional

A estratégia para filtragem a qual foi adotada, decorre do estudo de Lele [I7]. Dentre
os diversos métodos compactos de filtragem proposto pelo autor, opta-se pelo uso de um
método compacto de 4* ordem. A filtragem é aplicada ao final de cada iteracao temporal
e consiste em recalcular a distribuicao dos componentes de vorticidade por meio de um
sistema pentadiagonal, apresentado por Souza [34], onde @, representa a vorticidade antes
da aplicacao desse filtro computacional.

Por fim, com o proposito de eliminar oscilacoes numéricas, um filtro é aplicado apds o
ultimo passo de Runge-Kutta. Este filtro requer a solu¢ao de um sistema pentadiagonal,
e é aplicado na componente vorticidade na diregao do escoamento e nas componentes do
tensor extra-tensao nao-Newtoniano.

Resolve-se numericamente as equacoes — através da aplicacao do seguinte
algoritmo:

1. Aplicar um passo do integrador de tempo para a vorticidade e para os tensores
nao-Newtonianos;

2. Aplicar as funcoes responsaveis pelas zonas de amortecimento e relaminarizacao do
escoamento;

3. Introduzir as perturbagoes por succao e injecao nas paredes;

4. Calcular o lado direito da equacao de Poisson, dada pela equacao (2.34);
5. Calcular a velocidade v, resolvendo a equacgao de Poisson ([2.34));

6. Calcular o valor da velocidade u através da equagao ;

7. Calcular a vorticidade w, através da equacao ;

8. Calcular os componentes do tensor extra-tensao nao-Newtoniano através das equa-

coes (230) - (239
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9. Atualizar o valor da vorticidade w, nas paredes;

10. Aplicar o filtro apos o tltimo passo do integrador de tempo.

Apos o ultimo subpasso do integrador temporal, aplica-se o filtro computacional. O
método numérico é finalizado quando atinge-se o tempo limite da simulacao imposto.

3.2 Teoria de Estabilidade Linear

Nesta secao é apresentada o método de solucao da equacao de Orr-Sommerfeld para
um fluido viscoelastico do tipo Giesekus. Além disso, é apresentado o algoritmo utilizado
para obtencao da solucdo dessa equacao, bem como a classificacao das instabilidades
através da abordagem LST.

3.2.1 Solucao Numérica da Equacao de Orr-Sommerfeld

A solucao da equacgao de Orr-Sommerfeld modificada corresponde a um problema de
autovalor, cuja solugao estd vinculada aos valores dos parametros «, w, Re, Wi, 3, ag,
e depende do perfil de velocidade do escoamento base. As perturbacoes correspondentes
sao denominadas ondas de Tollmien-Schlichting.

De maneira geral, a equacao de Orr-Sommerfeld pode ser reescrita por

o'V + A(y)t + B(y)o + C(y) = 0, (3.20)
onde
Aly) = —2a2 — ZR;O‘(U — o), (3.21)
i Rea® iRea d2U
B(y) = o + U—¢) + = 3.2
(v) 3 ( ) 5 dp (3.22)
Rea? (dT™" dT”” iRea [ &®T" —
Cly) = - — — 2T |. 3.23
) 5 ( dy dy ) 5 ( dy? (3:23)
Pode-se escrever
" =—A(y)v — B(y)v+ C(y), (3.24)

desde que C' ndo contenha termos v/". Caso contrario, se escreve
(14 Cy)o"Y = —A(y)v" — B(y)v + C4 (3.25)

ou .
GV — —A(y)v — B(y)v + 01'

(1+Cy)
A manipulacao que foi utilizada para a equacao de Orr-Sommerfeld modificada para

um fluido ndo Newtoniano ser resolvida esté descrita no Apéndice [A]
Reescrevendo a equagao (3.20) na forma matricial V' = MV, tem-se

(3.26)

—/

v 0 1 0 0 v
v 0 0 1 0 v’
" 0 0 0 1 0"
otV —=B(y) 0 —A(y) 0] [ "
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Para y = —1, uma combinagao linear de
=11

Inicia-se o calculo pela parede inferior.
"]

solugoes deve satisfazer as condi¢oes v = v' = 0. Assim, o vetor solugao V = [0, 7', 0",

pode ser escrito usando a base canoénica

‘7(?4:—1) =

oSO O
_l’_
=
[\
o O = O
_l’_
<
w
o = O O
_ o O O

onde é necessario que a; = as = 0, para que a condicao de nao escorregamento e imper-
meabilidade seja satisfeita. Tem-se entao, para o contorno inferior

azVi +a Vir = a3

O = O O
_— o O O

Integra-se a equagao de Orr-Sommerfeld a partir das condigoes de contorno Vi
[0,0,1,0]" e Vi; = [0,0,0,1]7 até o contorno oposto y = 1. O resultado da integracao
fornece em y = 1 os valores V; e V; cuja combinacao linear deve ser compativel com a

condicao de contorno, tal que

0 0
~ ~ 0 0
biVi + baVir = b3 LT by 0l
0 1
que na forma matricial é dada por
Ur 17} 1_)}/ T)’I” by
U U U5 U by | _

0 0 -1 0 b3
0O 0 0 -1 by

o O O O

Para o sistema linear acima admitir uma solugao nao trivial, é necessario que

or oy o) oY

v Urp U Ui |
R ) (3.27)
0 0 0 -1

E utilizado um processo computacional implementado por Mendonca [23], adotando o
método da estimativa, para resolver a equacao de Orr-Sommerfeld modificada, para um

fluido viscoelastico do tipo Giesekus, com os seguintes passos:
1. Considera os valores iniciais para os autovalores dados «, w ,Re, Wi, ag e 3;

Integra a equacgao de Orr-Sommerfeld, por meio de um método de Runge-Kutta de

2.
quarta ordem, partindo-se do contorno inferior;

3. Verifica se a condi¢do de contorno no contorno superior é satisfeita, ou seja, se a

restricao (3.27)) & respeitada;
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4. Altera o valor de w (ou « dependendo da anéalise — temporal ou espacial), de forma
que o mesmo esteja proximo do valor anterior;

5. Integra novamente a equagao e verifica se a restri¢ao é satisfeita E];

6. Se a restricao nao for respeitada, interpola-se w por meio das tltimas duas aproxi-
magoes. Neste ponto, o algoritmo retorna ao item (5.).

Para a integracao da equagao de Orr-Sommerfeld utilizou-se o método de Runge-Kutta
de quarta ordem, e em cada passo dessa integracao é necessario verificar se os vetores V;
e Vi sao ortogonais e chamar uma rotina de ortonormalizagao de Gramm-Schmidt caso
nao sejam.

3.2.2 Anadlise Espacial e Temporal de Instabilidades

A equacio de u em ((2.52)), possui a autofun¢do @, e as constantes w e «, complexos.
Neste caso, a solucao do sistema é expressa como

iz, y,t) = u(y)el-awtwit) gilare—wrt), (3.28)

onde os indices r e 7 representam componentes real e imaginaria, respectivamente.

Observa-se que, quando w é um nimero real e a é um nimero complexo, a amplitude
da perturbacao cresce na direcao do escoamento médio em x. Neste caso, a formulacao
em questao ¢ chamada de formulacao espacial. Os componentes w,, a,. e «; representam,
respectivamente, a frequéncia, o nimero de onda e a taxa de amplificacao espacial.

Por outro lado, na formulacao denominada temporal, o é tomado como um nimero
real e w como sendo um niimero complexo. Neste caso, a amplitude da perturbacao cresce
diretamente em funcao do tempo. A taxa de amplificacao, para esta formulacao, é dada
por w;. Dessa forma, a Tabela apresenta a classificacao das instabilidades, utilizando
as analises temporal e espacial.

Tabela 3.1: Classificagao de instabilidades.

Tipo de andlise  taxa de amplificagao amplitude  classifica¢ao

w; <0 decresce estavel
analise temporal w; = constante neutro
w; >0 cresce instavel
a; <0 cresce instével
analise espacial o = constante neutro
a; >0 decresce estavel

10 uso dos valores de w*~! e w¥, no sentido de se estimar w

Secantes.

k+1 & caracterizado pelo método das






CAPITULO

z

Resultados

Neste capitulo sao apresentados os resultados numeéricos para a andalise da estabilidade
espacial de um escoamento bidimensional entre placas planas paralelas para um fluido
viscoelastico do tipo Giesekus. Os resultados dessa analise de estabilidade estao apresen-
tados em trés subsecoes, na primeira subsecao é realizada a verificagao do cédigo LST,
na segunda sao apresentados alguns resultados da analise da estabilidade linear espacial
para o modelo Giesekus e na tltima sao realizadas simulagoes numéricas comparando
os resultados obtidos utilizando a técnica da simulagao numérica direta com a teoria da
estabilidade linear.

4.1 Verificagao do Cédigo LST

Nesta secao é realizada a verificacdo do codigo LST implementado para o problema
de Poiseuille plano, bidimensional, incompressivel e isotérmico, utilizando o modelo de
fluido viscoelastico Giesekus. O dominio computacional do problema pode ser visto na
Figura A verificacao foi realizada comparando o codigo desenvolvido neste trabalho
considerando ag = 0 na equacgao que representa o modelo Giesekus com o que
ja havia sido desenvolvido para o modelo Oldroyd-B [9]. Vale ressaltar que, quando
ag = 0 na equagao , a equacao constitutiva obtida é do modelo Oldroyd-B. Enfatiza-
se, ainda que, o codigo LST implementado com o modelo Oldroyd-B foi verificado com
resultados da literatura de Zhang et al. [42], conforme pode ser visto em [35].

Os métodos numéricos utilizados nas simulacoes numéricas estao descritos no Capitulo
Bl e os detalhes da resolu¢ao da equagido de Orr-Sommerfeld modificada para o modelo
Giesekus esta descrita no Apéndice [A]

Para a verificacao do codigo LST utilizando o modelo Giesekus foram analisados resul-
tados para diferentes valores da constante S e do ntimero de Weissenberg, e comparados
com o coédigo do modelo Oldroyd-B. Nessas simulacoes numéricas foram considerados
doze casos, de forma que para cada § = 0.25,0.50 e 0.75, foram consideradas variacoes de
Wi =2.0,6.0,10.0 e 14.0. Os valores de Reynolds simulados sao Re = 2000 a Re = 8000.
As curvas neutras de estabilidade que foram geradas para esses casos utilizando os dois
diferentes codigos estao apresentadas na Figura [4.1}

A Figura [4.1] apresenta os resultados da comparacao entre o modelo Oldroyd-B e o
modelo Giesekus considerando ag = 0 no cédigo desenvolvido. Na Figura (a), foi
fixado § = 0.25 e foram simulados diferentes valores de W+i. Pode-se observar que o
comportamento do escoamento nao ¢ monotonico com a variacao de Wi. Nota-se ainda
que, para o modelo Oldroyd-B (considerando Giesekus com ag = 0), para Wi = 6 o

49
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Figura 4.1: Comparacao de curvas neutras para os modelos Oldroyd-B (o) e Giesekus
(—) para os valores de Wi = 2.0,6.0,10.0 e 14.0 e fixados f = 0.25 (a), § = 0.50 (b) e

B=0.75 (c).

5000 5500 6000 6500 7000 7500 8000

escoamento apresenta uma regiao de instabilidade maior que os demais valores de Wi.

No entanto, nas Figuras (b) e (¢), considerando fixos os valores de 8 = 0.50 e

£ = 0.75, respectivamente, os dois modelos viscoelasticos apresentaram uma regiao de
estabilidade maior, conforme o ntmero de W4 aumentou.
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A partir das curvas neutras da Figura observa-se uma boa concordancia entre os
modelos viscoelasticos Oldroyd-B e Giesekus. Sendo assim, a verificacao realizada ¢ um
indicativo de que o coédigo implementado, estd apto a simular e analisar a estabilidade
de escoamentos bidimensionais com o modelo Giesekus, encorajando a resolver outros
escoamentos com diferentes parametros adimensionais do modelo.

4.2 Estudo dos Parametros Adimensionais do Modelo
Giesekus

Nesta secao sao apresentadas as componentes do escoamento base para diferentes
parametros adimensionais do modelo Giesekus adotados nas simulacdes numéricas. E,
ainda, com o objetivo de observar o comportamento das solucoes numeéricas do escoamento
de Poiseuille quando varia-se os parametros adimensionais presentes no modelo Giesekus,
sao apresentados resultados de analise de estabilidade linear espacial através de curvas
neutras de estabilidade.

4.2.1 Escoamento Base

Nesta subsecao sao apresentadas algumas componentes do escoamento base do pro-
blema de Poiseuille viscoelastico, como a velocidade na diregdo do escoamento (u) e os
tensores nao-Newtonianos representados por T%*, T* e TY. O comportamento da com-
ponente de velocidade u do modelo Giesekus, para diferentes valores de a(, foi comparado
com a velocidade do fluido Newtoniano. E ainda, para o modelo Giesekus, sao apresenta-
das as componentes dos tensores nao-Newtonianos T%%, T% e TY do escoamento base para
os seguintes parametros adimensionais: Re = 8000 e Wi = 2.0 fixos, / = 0.25,0.50,0.75
e ag = 0.25,0.50 e 0.75, como podem ser observadas nas Figuras e

Nas Figuras|4.2| (a), [4.3| (a) e 4.4] (a) observa-se que, como esperado, a velocidade u do
escoamento base para o fluido Giesekus, com diferentes valores de a, apresentam uma
diferenca em relacao ao fluido Newtoniano. Analisa-se ainda que, conforme aumenta o
valor de § (ver Figural4.4] (a)), mais a velocidade u do escoamento base para o fluido Gie-
sekus se aproxima do fluido Newtoniano. Isso esta coerente com a literatura, pois quando
[ se aproxima de 1 no modelo considerado, maior a quantidade de solvente Newtoniano
no fluido [31I]. Por outro lado, analisando a velocidade u apenas para o modelo Giesekus,
pode-se verificar que, independentemente do valor de ag, o modelo nao apresenta grandes
variacoes dessa componente no escoamento base.

As Figuras - (b), - (c), - (d) apresentam o comportamento
dos tensores nao-Newtonianos T, T"Y e TY, respectivamente, do escoamento base para
diferentes valores de 3. Percebe-se que o perfil de solucao dos tensores nao-Newtonianos
decresce com o aumento da constante S. Como ja explicado acima, isto esta de acordo,
uma vez que, quando 3 esti proximo de 1 o fluido esta proximo ao fluido Newtoniano e,
portanto, a tensao no escoamento tende a ser menor.

Ainda analisando essas figuras, pode-se observar a influéncia do parametro ag nos
tensores nao-Newtonianos T%% T™ e T%. As Figuras [£.2] - 4.4 (b) e [4.2] — {.4] (¢), que
correspondem aos tensores 177" e T™Y, respectivamente, apresentam um mesmo comporta-
mento, ou seja, a medida que aumenta o valor de ag, para um valor de [ fixo, as tensoes no
escoamento diminuem. Por outro lado, para o tensor 7% mostrado nas Figuras [£.2] -
(d), conforme o valor de ag aumenta, para um valor de 3 fixo, as tensées no escoamento
também aumentam.
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Re = 8000, Wi = 2,8 = 0.50 e diferentes valores de ag.
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Para uma melhor visualizagao das Figuras - (a) que representam o perfil de
velocidade u nos escoamentos foram realizadas ampliagoes dessas figuras como pode ser
visto na Figura Esta figura mostra a influéncia das forgas elasticas nao-Newtonianas
no perfil de velocidade, comparando com o perfil de velocidade do fluido Newtoniano.
E, ainda, é possivel notar a influéncia do parametro ag nos perfis de velocidade dos
escoamentos para o modelo Giesekus. Observa-se que ha uma pequena diferenca entre as
curvas do modelo Giesekus, e quanto maior o valor de 3, menor essa diferenca, e as curvas
estao mais proxima da curva do fluido Newtoniano.
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4.2.2 Andalise de Estabilidade utilizando LST

Os resultados da anélise espacial através do codigo LST sao apresentados nesta subse-
¢ao. Nesta andlise considera-se w real e a complexo, conforme Tabela[3.1] Com o objetivo
de avaliar as curvas neutras de estabilidade, diferentes simulacoes numéricas foram rea-
lizadas variando-se os parametros adimensionais para o escoamento do fluido Giesekus
e comparando com o escoamento de fluido Newtoniano. Neste trabalho, os parametros
estudados sdo o numero de Reynolds (Re), o nimero de Weissenberg (W) e as constantes
6 e Qgqg.

Para cada simulacao é possivel determinar a curva neutra, ou seja, onde os valores
de a; = 0. Esta curva apresenta um formato caracteristico de “banana”. As taxas de
amplifica¢do maiores do que zero («; > 0), ou seja, regido estavel, estdo do lado de fora
da banana, e as taxas de amplificagdo menores do que zero («; < 0), regido instavel, estao
no interior da banana. Simulagoes numéricas foram realizadas para encontrar os valores
de «a; para diversos valores de Reynolds e frequéncia wy.

Considerando o escoamento de Poiseuille viscoelastico, utilizando o modelo Giesekus,
a influéncia do parametro ag, que pode ser visto na equacao constitutiva , foi ini-
cialmente analisada. Quando avalia-se as curvas neutras de estabilidade, foca-se somente
nas perturbacoes bidimensionais e compara-se os resultados do fluido Giesekus com os
fluidos Oldroyd-B e Newtoniano, para diferentes valores de parametros adimensionais
desses modelos. A influéncia dos parametros ag e [ foram estudados para diferentes
valores de Wi, considerando os valores de Reynolds Re = 2000 a Re = 8000. As Figuras
[4.6]-[£.1T)mostram os resultados obtidos das curvas neutras de estabilidade para a variagao
dos parametros citados.

Na Figura sao apresentadas curvas neutras de estabilidade para trés diferentes
valores de ag: ag = 0,0.25 e 0.50, mantendo-se fixos os valores de § = 0.25 e Wi = 2.0.
Nesta figura também é apresentada a curva neutra para o fluido Newtoniano. As curvas
neutras do modelo Giesekus foram comparadas com a curva neutra do modelo Oldroyd-
B (g = 0), e também com a curva neutra do fluido Newtoniano. Observa-se que o
comportamento do escoamento nao ¢ monotdnico com a variacao de ag. E, ainda, o
escoamento para o modelo Oldroyd-B (ag = 0) apresenta uma regiao instavel muito
maior do que os escoamentos para maiores valores de ag (g = 0.25 e 0.50) e do fluido
Newtoniano. Vale destacar que neste caso o escoamento de fluido Newtoniano é mais
estavel que os escoamentos do fluido Giesekus.

0.4 b

03 Newtoniano
ag = 0.00

toos | g =0.25
ag =050

02

01f ) B
3=0.25Wi=2

05 I I I I I
2000 3000 4000 Re 5000 6000 7000 8000

Figura 4.6: Curvas neutras para os valores de § = 0.25 e Wi = 2.0 fixos e diferentes
valores de ag.
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Seguindo a mesma ideia, para os valores fixos de = 0.50 e Wi = 6.0 e 10 e consi-
derando quatro diferentes valores de ag: ag = 0,0.25,0.50 e 0.75, as curvas neutras de
estabilidade estao apresentadas na Figura Nesta figura o escoamento do fluido New-
toniano também é mais estavel que os escoamentos do fluido Giesekus, como na Figura
[4.6] Entretanto, para estes parametros adimensionais o escoamento do modelo Oldroyd-B
(g = 0) ndo apresentou a maior regido instavel como na Figura Na Figura (a)
observa-se que a medida que aumenta o valor de o maior a regiao de instabilidade dos
escoamentos. Aumentando o valor de Wi para 10 e mantendo-se os outros parametros
adimensionais iguais como ser visto na Figura (b), observa-se que, as curvas neutras
para os diferentes valores de ag apresentam uma regiao instavel muito maior do que as
curvas neutras considerando os mesmos valores de o apresentados na Figura (a). E,
ainda, nesta figura nota-se que a medida que aumenta o valor de o nas simulacdes menor
a regiao de instabilidade dos escoamentos.

04 F Newton‘iano i
ag = 0.00
ag = 0.25
ag= 0.50
ag = 0.75

03[

0.25 -

02

=050, Wi=6

0.1 I I I I I
2000 3000 4000 R 5000 6000 7000 8000
e

041 3=0.50, Wi=10

02

2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

Figura 4.7: Curvas neutras para os valores de § = 0.50 e Wi = 6.0 e 10 fixos e diferentes
valores de ag.

Aumentando o valor da constante 3, deixando o fluido mais proximo do fluido New-
toniano, considerando agora os valores fixos de § = 0.75 e Wi = 2.0,6.0 e 10, para os
valores de ag = 0,0.25,0.50 e 0.75, as curvas neutras de estabilidade estao apresentadas
na Figura[d.8] Nas Figuras[4.8|(a) e (b) os escoamentos do fluido Newtoniano também séo
mais estaveis que os escoamentos do fluido Giesekus, como apresentados nas Figuras e
[£.7 No entanto, diferentemente de todos os casos apresentados até aqui a Figura (c)
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apresentou o escoamento para o modelo Oldroyd-B (ag = 0) com a regido estavel maior
do que todas as curvas apresentadas nesta figura. Nas Figuras (a) e (b) observa-se que
a medida que aumenta o valor de ag maior a regiao de instabilidade dos escoamentos. E,
assim como no caso da Figura (b), para Wi = 10, é visto que & medida que aumenta
o valor de ag nas simulagoes menor a regiao de instabilidade dos escoamentos.
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Analisando as Figuras - nota-se que as curvas neutras de estabilidade para os
casos de ag = 0 e 0.25 apresentam um deslocamento, que em muitos casos é razoavelmente
grande. Com intuito de avaliar esse deslocamento das curvas neutras para o modelo Gie-
sekus, diferentes valores de ag foram simulados, ag = 0,0.001, 0.005,0.01,0.05,0.10, 0.15,
0.25 e 0.50, enfatizando aqui os valores de 0 < ag < 0.25 e considerando fixos os seguintes
parametros adimensionais nas simulagoes numéricas S = 0.50 e Wi = 2.0. Observando a
Figura [4.9] pode-se verificar que, pequenas variacoes no parametro o apresentam gran-
des variacoes na estabilidade do escoamento do modelo considerado. Este exemplo ilustra,
para este caso, a nao monoticidade da estabilidade do modelo Giesekus.

0.36
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032 b
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0 =025
1 =01
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Figura 4.9: Curvas neutras para os valores de § = 0.50 e Wi = 2.0 fixos e diferentes
valores de ag.

A Figura também mostra os valores de Reynolds critico, ou seja, o menor valor
de Reynolds onde o escoamento ainda é estavel a perturbacoes nao estacionarias. Sendo
assim, esta andlise pode ser vista na Tabela[f.I]e na Figura[d.10| que apresentam a varia¢ao
dos valores de Reynolds critico para cada caso considerado nas simulacoes variando o
parametro ag.

Essa andlise auxilia a entender como a regiao de estabilidade varia de acordo com
o parametro ag para os valores fixos de § = 0.50 e Wi = 2. A Tabela mostra os
valores aproximados do nimero de Reynolds critico para cada caso simulado, conforme o
parametro ag aumenta.

Tabela 4.1: Valores de Re critico referentes as curvas neutras da Figura 4.9

ag | Re critico
0.00 4061.6
0.001 4874.0
0.005 6453.9
0.01 7099.1
0.05 6621.0
0.10 5948.5
0.15 5561.3
0.25 5133.5
0.50 4641.8

Observando a Tabela pode-se verificar que, a regido de instabilidade diminui
de forma significativa quando se varia ag igual a zero (modelo Oldroyd-B) até 0.01.
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No entanto, quando varia o parametro ag = 0.05 até 0.50, percebe-se que a regiao de
instabilidade aumenta conforme o valor de o aumenta. A Figura mostra em detalhes
esse comportamento do nimero de Reynolds critico de acordo com a variagao do parametro

aqg.

05 —e—3=050,Wi=2 |

0.4 -

03[

(},G

02

0.1

ofF

01 I I I I I I I
3500 4000 4500 5000 Re 5500 6000 6500 7000 7500

Figura 4.10: Valores de Reynolds critico para diferentes valores de «, considerando fixos
B=05eWi=2.

Para verificar a influéncia da constante  na estabilidade do escoamento de Poiseuille
do fluido Giesekus foram realizadas simulacoes numéricas considerando fixos os parame-
tros Wi = 2e ag = 0.25 e 0.50, para cinco diferentes valores de 8: § = 0.25,0.50,0.70,0.75
e 0.90. Ainda, utilizando o c6digo LST desenvolvido para o modelo Giesekus, foram obti-
das as curvas neutras de estabilidade para cada caso e estao apresentadas na Figura[4.11
juntamente com a curva neutra para o modelo do fluido Newtoniano.

Analisando a Figura [4.11] nota-se que as curvas neutras de estabilidade do modelo
Giesekus vao se aproximando da curva neutra do modelo Newtoniano, conforme o valor
de ¢ aumentado. E possivel verificar também que, com o aumento do valor de g
(Figura [4.11] (b)), a regido de instabilidade também aumentou. Esse aumento foi mais
significativo nos menores valores de (3, quanto mais proximo de 1 o valor de 3, menor foi
o aumento da regiao instavel do modelo Giesekus.

Os valores do niimero de Reynolds critico também foram analisados na Figura [4.11] a
fim de observar a regiao de estabilidade conforme a variacao do parametro 8, mantendo-se
fixos dois diferentes valores de a. A Tabela apresenta os valores de Reynolds critico
para os valores fixos de Wi =2 e ag = 0.25 e 0.50 e os valores de = 0.25,0.50,0.70,0.75
e 0.90. A Figura [£.12) mostra em detalhes esse comportamento do niamero de Reynolds
critico de acordo com a variagao do parametro (3.

Tabela 4.2: Valores de Re critico referentes as curvas neutras da Figura [4.11

ag =0.25 | ag =0.50
B | Re critico | Re critico
0.25 5230.1 4317.0
0.50 5133.5 4641.8
0.70 5334.6 5068.6
0.75 5397.2 5178.8
0.90 5615.7 5531.1
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Figura 4.11: Curvas neutras para os valores de Wi = 2.0 e ag = 0.25 e 0.50 fixos e
diferentes valores de (3.

Na Tabela[1.2] pode-se observar que a variagao da regido de instabilidade é maior para
ag = 0.50, e que essa regiao tem um aumento consideravel, se comparado com a regiao
de instabilidade para ag = 0.25 para os valores de 8 < 0.50. Para melhor compreensao
dos valores mostrados na Tabela pode-se observar a Figura [4.12

1 T T
—e—a,=025Wi=2
091 o —ay=050,Wi=2 T
0.8 b
0.7 |- 1
0.6 [~ 1
ﬁ 0.5 1
0.4 r B
03[ 1
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4200 4400 4600 4800 Rg 5000 5200 5400 5600 5800

Figura 4.12: Valores de Reynolds critico para diferentes valores de 3, considerando fixos
ac=025¢e¢050e Wi =2.
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Ainda com relacao a analise de estabilidade linear espacial para o problema de Poi-
seuille utilizando o fluido Giesekus foi verificada a influéncia do ntimero de Weissenberg
nas simulacoes numéricas. Nessas simulagoes foram considerados os valores de Reynolds
Re = 2000 a Re = 8000, dois diferentes valores de S e ag: = 0.70,0.90 e ag = 0.25,0.50,
e ainda, seis diferentes valores de Weissenberg: Wi = 2,4,6,10,12,14. As Figuras [4.13]e
mostram os resultados obtidos para as curvas neutras de estabilidade, utilizando os
parametros mencionados acima, e também a curva neutra para o fluido Newtoniano.

Observando a Figura [4.13] para um valor de 8 = 0.70 fixo, e considerando os valores
de ag = 0.25 (Figura[1.13](a)) e ag = 0.50 (Figura [4.13] (b)), nota-se um comportamento
monotonico do crescimento da regiao de instabilidade com o aumento do niimero de
Weissenberg. E, ainda, conforme é aumentado o valor de ag, a regiao de instabilidade
aumenta para os valores de Wi < 6 e diminui para os valores de Wi > 6. Nestes casos
o escoamento do fluido Newtoniano é mais estavel que todos os escoamentos do fluido
Giesekus.
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Figura 4.13: Curvas neutras para os valores de § = 0.70 e ag = 0.25 e 0.50 fixos e
diferentes valores de W7i.

Aumentando o valor da constante [, considerando agora S = 0.90 fixo, deixando
o fluido mais proximo do fluido Newtoniano e considerando os valores de ag = 0.25
(Figura [4.14] (a)) e ag = 0.50 (Figura [£.14] (b)), observa-se que a varia¢do na regido de
instabilidade ¢ menor do que a variagao para 5 = 0.70 (Figura[4.13)), mas ainda ¢ possivel
perceber analisando apenas o grafico das curvas. Por outro lado, o escoamento torna-se
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mais instavel com o aumento do nimero de Weissenberg. E, ainda, o escoamento do fluido
Newtoniano é mais estavel que todos os outros escoamentos do fluido Giesekus.
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Figura 4.14: Curvas neutras para os valores de § = 0.90 e ag = 0.25 e 0.50 fixos e
diferentes valores de Ws.

As Figuras e[f.I4]também mostram os valores de Reynolds critico, ou seja, o menor
valor de Reynolds onde o escoamento ainda é estavel a perturbacoes nao estacionarias.
Sendo assim, esta andlise pode ser vista na Tabela e na Figura 4.15] que apresentam
a variacao dos valores de Reynolds critico para cada caso considerado nas simulacoes
variando o nimero de Weissenberg.

A Tabela [4.3] apresenta o numero de Reynolds critico para cada caso simulado de
acordo com os parametros adimensionais especificados. Vale ressaltar que o nimero de
Reynolds critico para o fluido Newtoniano é igual a 5778.2. Observando esta tabela nota-
se que o maior valor de Re critico é igual a 5615.7 (8 = 0.90, ag = 0.25 e Wi =2) e o
menor valor de Re critico é igual a 3236.9 (5 = 0.70, ag = 0.25 e Wi = 14). E, ainda,
comparando os valores dessa tabela com o Re critico do fluido Newtoniano, nota-se que os
valores de Re critico para S = 0.9 mais se aproximam do Re critico do fluido Newtoniano,
o que era esperado, uma vez que este fluido é mais préoximo do fluido Newtoniano.
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Tabela 4.3: Valores de Re critico referentes as curvas neutras das Figuras eld.14]

=070 | =070 | =090 | £=0.90
ag =025 ag=050| ag=0.25| ag=0.50
Wi | Re critico | Re critico | Re critico | Re critico
2 5334.6 5068.6 5615.7 5531.1
4 4690.6 4519.4 5411.2 5355.1
6 4301.7 4219.1 5286.7 5257.7
10 3721.5 3801.2 5106.3 5125.2
12 3470.5 3630.2 5031.3 5072.3
14 3236.9 3473.3 4961.6 5024.3

Analisando a Figura nota-se com mais clareza a diminuicao da regiao de instabi-
lidade para os valores de W+i > 10 conforme o parametro o aumenta.

——/3=0.70, a, =0.25 |
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—=—£=0.90, a =025 |
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——3=0.90, a, =0.50

0r-

3000 3500 4000 e 4500 5000 5500 6000

Figura 4.15: Valores de Reynolds critico para diferentes valores de Weissenberg W4, con-
siderando fixos 5 = 0.70e 0.90 e ag = 0.25 e 0.50.

4.3 Comparacao LST e DNS

Nesta secao as técnicas da simulacao numérica direta e da teoria de estabilidade linear
foram utilizadas para investigar a conveccao de ondas de Tollmien-Schlichting no pro-
blema de Poiseuille para o fluido viscoeléstico Giesekus, a fim de analisar a estabilidade
do escoamento. Detalhes da técnica de simulagao numérica direta para o problema de
Poiseuille para um fluido viscoeléstico podem ser encontrados em [9).

Simulacoes numéricas foram realizadas com o objetivo de obter as taxas de amplifi-
cacao denotadas por «;, uma vez que neste trabalho é realizada a analise de estabilidade
espacial. De acordo com a Tabela quando «; < 0 tem-se um escoamento instavel,
quando «; = 0 um escoamento neutro, e por fim, quando «; > 0 tem-se um escoamento
estavel.

Neste trabalho foi estudada a variacao dos parametros adimensionais ag, Re, Wi e [
para diferentes parametros adimensionais do modelo Giesekus. Diante da classificagao
acima, a comparagao entre os resultados obtidos para taxa de amplificacdao utilizando
ambas as técnicas de analise de estabilidade estao apresentados nas Tabelas a
Vale ressaltar que a frequéncia w; utilizada para as simulacoes numéricas foi w; = 0.2.
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As Tabelas e mostram a variagao do parametro ag do modelo Giesekus, consi-
derando ag = 0.0,0.2,0.4 e 0.6 e os seguintes parametros fixos Re = 5200 e 8000, 8 = 0.9
e Wi =1 e b, respectivamente. Observa-se uma boa concordancia dos resultados obti-
dos para a taxa de amplificacao entre as técnicas analisadas, diferindo apenas em casas
decimais.

Tabela 4.4: Classificacao de estabilidade variando ag para Re = 5200, 3 =0.9e Wi = 1.

Re B  ag Wi classificacao  a; - DNS o; - LST
5200 0.9 0.0 1 estavel 2.07 x 1072 2.06 x 1072
5200 0.9 0.2 1 estavel 1.90 x 1072 1.89 x 1072
5200 0.9 04 1 estavel 1.85 x 1072 1.84 x 1072
5200 0.9 0.6 1 estavel 1.82x 1072 1.81 x 1072

Tabela 4.5: Classificacao de estabilidade variando ag para Re = 8000, 5 =0.9 e Wi = 5.

Re [ ag Wi classificagao a; - DNS a; - LST
8000 0.9 0.0 5 instavel —9.13 x 1072 —9.22 x 1073
8000 09 0.2 5 instavel —8.99 x 1072 —9.03 x 1073
8000 09 04 5 instavel —8.87x 1073 —9.20 x 1073
8000 0.9 0.6 5 instavel ~ —9.00 x 1073 —9.27 x 1073

Os resultados apresentados nas Tabelas e foram obtidos para os parametros
fixos B = 0.50, ag = 0.75 ¢ 0.6, Wi = 6 e 2 e variando o ntimero de Reynolds para
Re = 3000, 4000, 5000, 6000 e 7000, respectivamente. Estes resultados apresentam maior
diferenca entre os valores da taxa de amplificacao, entretanto, o resultado da estabilidade
do escoamento utilizando ambas as técnicas estao em concordancia, tornando o resultado
satisfatorio.

Tabela 4.6: Classificacao de estabilidade variando Re para 8 = 0.50, ag = 0.75 e Wi = 6.

Re 1G] ag Wi classificagao a; - DNS «; - LST
7000 0.50 0.75 6 instavel —1.59 x 1072 —1.80 x 1072
6000 0.50 0.75 6 instavel —-1.22x 1072 —1.14 x 1072
5000 0.50 0.75 6 estavel 6.00 x 1073 5.40 x 1073
4000 0.50 0.75 6 estavel 3.40 x 1073 3.93 x 1073
3000 0.50 0.75 6 estavel 1.90 x 1072 2.71 x 1072

Tabela 4.7: Classificacao de estabilidade variando Re para § = 0.50 , ag = 0.6 e Wi = 2.

Re 6] ag Wi classificacao a; - DNS a; - LST
7000 0.50 0.60 2 instavel —6.30 x 107%  —6.81 x 1073
6000 0.50 0.60 instavel —4.10 x 107*  —4.59 x 1074

2
5000 0.50 0.60 2 estavel 7.00x 1073 7.23x 1073
4000 0.50 0.60 2 estavel 2.00 x 1073 251 x 1073
3000 0.50 0.60 2 estavel 3.54 x 1072 3.60 x 1072

O efeito do nimero de Weissenberg na estabilidade do escoamento é mostrado nas
Tabelas e para os parametros fixos Re = 3000 e 4000, 5 = 0.60 e ag = 0.2 e 0.0,
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respectivamente. A Tabela mostra a variacao de altos valores de Weissenberg como
Wi = 17,10 e 12, enquanto que a Tabela mostra baixos valores de Weissenberg como
Wi =1,3 e 5. Os resultados dessa tabelas mostram o mesmo comportamento dos casos
anteriores das Tabelas [£.6] e .7

Tabela 4.8: Classificacao de estabilidade variando W+ para Re = 3000, 8 = 0.60 e
ag = 0.2.

Re B ag Wi classificacao  «; - DNS a; - LST
3000 0.60 0.2 7 estavel 3.04 x 1072 3.95 x 1072
3000 0.60 0.2 10 estéavel 2.00 x 1072 2.54 x 1072
3000 0.60 0.2 12 estavel 3.00 x 1072 3.77 x 1072

Tabela 4.9: Classificacao de estabilidade variando W+ para Re = 4000, 8 = 0.60 e
ag = 0.0.

Re B ag Wi classificacao  «; - DNS a; - LST
4000 0.60 0.0 1 estavel 2.18 x 1072 2.34 x 1072
4000 0.60 0.0 3 estavel 3.28 x 1072 3.84 x 1072
4000 0.60 0.0 5 estavel 477 x 1072 4.33 x 1072

Para verificar a variacao da constante 3 na estabilidade do escoamento foram realizadas
simulacoes numéricas considerando os parametros fixos Re = 6000 e 7000, ag = 0.75 e
0.25 e Wi = 2, que estdo mostradas nas Figuras e [£.11] respectivamente. Os valores
da constante § considerados nas simulacoes numéricas foram g = 0.25,0.50 e 0.75. Os
resultados dessas tabelas apresentam uma pequena diferenca entre os valores da taxa de
amplificacao, observando que os resultados mais distantes podem ser vistos para 5 = 0.75.
Todavia, o resultado da estabilidade do escoamento utilizando ambas as técnicas estao
em concordancia, tornando o resultado satisfatorio.

Tabela 4.10: Classificacao de estabilidade variando [ para Re = 6000, ag = 0.75 e
Wi = 2.

Re 15} ag Wi classificacao  «; - DNS a; - LST
6000 0.25 0.75 2 estavel 1.06 x 1072 1.00 x 1072
6000 0.50 0.75 2 estavel 6.20 x 1073 6.53 x 1073
6000 0.75 0.75 2 estavel 3.30 x 1073 8.70 x 1072

Tabela 4.11: Classificacao de estabilidade variando [ para Re = 7000, ag = 0.25 e
Wi = 2.

Re 15} ag Wi classificacao  «; - DNS a; - LST
7000 0.25 0.25 2 estavel 3.70 x 107* 3.3 x107°
7000 0.50 0.25 2 estavel 1.01 x 1072 1.82 x 1072
7000 0.75 0.25 2 estavel 1.00 x 1072 8.1 x 1072

Por fim, para todos os casos simulados, os resultados sao satisfatérios, mostrando que
ambas as técnicas, DNS e LST, sao coerentes nas analises de estabilidade dos escoamentos
de fluidos viscoelasticos. Analisando os resultados obtidos presentes nas Tabelas[d.4]a
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pode-se observar que a diferenca dos resultados entre as técnicas estao apenas nos valores
encontrados para a taxa de amplificacao.
Os detalhes do codigo implementado para a técnica DNS estao descritos em [33].






CAPITULO

5

Conclusao

Neste trabalho foram apresentadas as equacoes que modelam escomentos incompres-
siveis, isotérmicos, bidimensionais, para um fluido nao-Newtoniano do tipo viscoelastico,
utilizando a equacao constitutiva Giesekus. Essas equacoes foram apresentadas em suas
formas dimensional e adimensional, em detalhes.

As técnicas de Teoria de Estabilidade Linear e Simulagao Numeérica Direta foram
utilizadas para investigar a estabilidade dos escoamentos a perturbacgoes nao estacionarias
de fluidos viscoelasticos, em particular, no problema de Poiseuille plano.

Utilizando a Teoria de Estabilidade Linear foi apresentada a deducao detalhada da
equacao de Orr-Sommerfeld para o fluido viscoelastico do tipo Giesekus, e as equacoes
dos tensores nao-Newtonianos presentes nesta equacao. A solucao da equacao de Orr-
Sommerfeld corresponde a um problema de autovalor, que foi resolvido utilizando o mé-
todo da estimativa. E, ainda, detalhes da resolucao desta equacao pode ser encontrado
no Apéndice [A]

Neste trabalho foi utilizada somente a andlise espacial para investigar a estabilidade de
escoamentos de fluidos viscoelasticos utilizando a Teoria de Estabilidade Linear, através
das curvas neutras de estabilidade. As componentes do escoamento base também foram
apresentadas para diferentes parametros adimensionais do modelo Giesekus adotados nas
simulagoes numéricas.

As curvas neutras de estabilidade foram avaliadas somente através das perturbacoes
bidimensionais e, ainda, os resultados do fluido Giesekus foram comparados com os resul-
tados dos fluidos Oldroyd-B (ag = 0) e Newtoniano, para diferentes valores de parametros
adimensionais desses modelos. Além disso, a influéncia dos parametros adimensionais pre-
sentes no modelo Giesekus tais como ag, [ e Wi foram estudados, considerando os valores
de Reynolds de Re = 2000 a Re = 8000.

Os resultados numeéricos obtidos variando-se o parametro ag foram realizados para
quatro diferentes valores de ag, ag = 0,0.25,0.50 e 0.75 e diferentes valores de 3 e
Wi. A maioria das curvas neutras de estabilidade mostraram que o escoamento do fluido
Newtoniano é mais estavel que os escoamentos do fluido Giesekus, exceto para o caso em
que foram considerados os parametros 5 = 0.75 e Wi = 10.

Além disso, analisando os resultados numéricos da variagao do parametro o percebeu-
se que as curvas neutras para os casos de ag = 0 e 0.25 apresentaram um desloca-
mento consideravel, em que simulagoes numeéricas foram realizadas para os valores de
0 < ag < 0.25 e constatou-se que pequenas variacoes no parametro o apresentaram
grandes variacoes na estabilidade do escoamento do modelo considerado. E, ainda, foi
realizada uma analise do niimero de Reynolds critico, variando-se o parametro ag, em
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que essa andlise auxiliou a compreender como a regiao de estabilidade varia com este
parametro.

A influéncia da constante 3, que controla a contribuicao do solvente Newtoniano no
fluido, também foi estudada para analisar a estabilidade do escoamento de Poiseuille do
fluido Giesekus e foram realizadas simulagoes numeéricas considerando cinco diferentes
valores de 3, f = 0.25,0.50,0.70,0.75 e 0.90, para diferentes valores de ag e Wi. Os
resultados numéricos mostraram que as curvas neutras de estabilidade do modelo Giesekus
foram se aproximando da curva neutra do modelo Newtoniano, conforme o valor de 3 foi
aumentado, o que estd coerente com a literatura, pois quando 3 se aproxima de 1 no
modelo considerado, maior a quantidade de solvente Newtoniano no fluido. E, também,
os valores do nimero de Reynolds critico foram analisados para observar a regiao de
estabilidade conforme a variacdao do parametro 5.

O efeito das forgas elasticas, dada pelo namero de Weissenberg (Wi), na estabili-
dade do escoamento foi simulado para seis diferentes valores de Weissenberg, a saber
Wi = 2,4,6,10,12,14 e diferentes valores de ag e B. As curvas neutras de estabili-
dade mostraram que o escoamento tornou-se mais instavel com o aumento do nimero de
Weissenberg. E, também, pode-se concluir que o escoamento do fluido Newtoniano foi
mais estavel que todos os outros escoamentos do fluido Giesekus. Neste caso, os valores
do nimero de Reynolds critico também foram avaliados com a variacao do ntmero de
Weissenberg.

Diante da dificuldade em comparar os resultados obtidos neste trabalho com resultados
da literatura, uma outra técnica de analise da estabilidade, a Simulacao Numérica Direta,
foi utilizada neste trabalho. Com intuito de investigar a conveccao de ondas de Tollmien-
Schlichting no problema de Poiseuille para o fluido viscoelastico Giesekus, avaliando as
taxas de amplificacao, diferentes simulagoes numéricas foram realizadas variando-se os
parametros adimensionais para o escoamento de fluido viscoelastico e comparando com o
escoamento de fluido Newtoniano.

Os resultados numéricos obtidos utilizando ambas as técnicas DNS e LST foram satis-
fatorios e importantes na analise da estabilidade de escoamentos viscoelasticos, visto que
nao existem muitos resultados na literatura para o modelo de fluido viscoeléstico Giesekus.
Sendo esta a principal contribuicao cientifica deste trabalho, disponibilizando resultados
atuais a partir de uma ferramenta numeérica importante na verificagao da estabilidade de
escoamentos bidimensionais utilizando o fluido Giesekus.
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APENDICE

A

Resolucao da Equacao de
Orr-Sommerfeld para o fluido Giesekus

Neste apéndice é descrito em detalhes o tratamento necessario para obtencao da solu-
cao da equacgao de Orr-Sommerfeld modificada para um fluido do tipo Giesekus.

Para obter a solucao da equagao de Orr-Sommerfeld é utilizado um método numé-
rico para solucao de equacoes diferenciais ordinarias, no entanto, as componentes que
correspondem ao escoamento presentes na equacgao precisam ser conhecidas, ou seja, as

dr® A>T dT** dT% ) )
componentes 17, , , e necessitam ser calculadas para que seja pos-
dy © dy* " dy o dy

sivel resolver a equacao de Orr-Sommerfeld a cada passo do método da estimativa,

dv [ Re ,| @v [ Read*U  Rea? e
d—w—[z(aU—w)F—FZa}d—yQ—i—{z 3 dy2+l 3 (Ua—w)—i—a}v—k
Re | ,dT"  &T" sy  ,dT”
+F o 0 — i 0 — T —ad—y = 0. (A1)

Portanto, a equacio de Orr-Sommerfeld necessita do valor dos tensores T, T~ e T
A dificuldade surge justamente pelo fato de que as equagoes dos tensores para o fluido
Giesekus formam um sistema, visto que as equagoes sao dependentes uma da outra. Logo,
¢ necessario realizar uma manipulacao para que seja possivel tratar essa dependéncia e

obter os valores para os tensores sem maiores dificuldades. Considerando as equacoes

_— o _ 2aWiRe . 2(1 — ) dv AT _
T (1- SO ) - 22OV EY _
( wWi +1aUWe + =5 > Re dy ) 0 v
I ) - 20 ==ttt 2 ) ~ =14
_owitr D oLy Y | gy WUy _ 2aclVikie 4y, [T y}, (A.2)
dy Q dy? dy (1-7)

Uh WiRe oy | o+ —  d*0 T
T (1 — iwWi +iaUWi + %(T“ +Tyy)> _ | eﬁ) (zaméd—;)—m o
X d 2D iRe .. [ ot
+iaWiT™ s + Wi [T"y] U L w0 _ acWikie 4, [(T + Tyy)] . (A3)
L ldy a dy* (1-5) )
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= o . 2acWiRe - 2(1-0)dv dTwy
7 (1 _ SaGWlRe 5y \
( wWi+iaUWi + (1= B) ) ~he  du a0 - Wi 0 v+
2 —
+ 2aWiT™s + 2W@T9y? - MT@ [T y] . (A.4)
y  (1-75) L 1

Os termos marcados [ } precisam ser isolados para permitir o calculo de T%Y em

funcao de T"" e TY.
A fim de simplificar a notacao sao realizadas as seguintes mudancas de variaveis:

2 ~
oz = (1 — iwWi +iaUWi + %T“)

agWiRe

o = | 1 — wWi+iaUWi+ ————
Gy < (1—53)

(sz + Tyy)> ’

2 A
Gy = (1 — iwWi + iaUWi + MT?J@)
(1-5)
e
2(1—06)do dTe dv d*v
loyg=——F5—5 Wi — oWl 4ol WTxy 5
/ Re dy ! dy v ! dy * o dy?
dU  2agWiRe -
[2up = 2Wi— — =S oy,
dy — (1-p)
(1-5) i d*v dTy . d*v
flyy = 7(20&1 + a@) - Wi i T+ iaWil™7 + WzaTyydyZ,
dUu
f2$y = Wld—y
aGWiRe A
[3uy = ——F/—= T,
! (1-5)
e
2(1 - B) dv arvw_ e dT
fly, = Td—y - Wi 0 U+ 2iaWiT™ v + QW’LTyyd—y
20cWiRe -
2, = — 2 Uy,
2 =="07p)

Essas mudancas tornam as equacoes dos tensores como

LT 1x:1: zxxTwy
7 - et S , (A.5)
Yza

gmmiy = flacy + fQchTyy + fgzvy(Tfm + Tm/)? (AG)
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Jlyy + fznyw
yy

. ~ =TT
Pode-se agora calcular as derivadas das expressoes dos tensores, uma vez que T’
—yy .. . .
e T°° aparecem explicitamente na equacao de Orr-Sommerfeld somente como derivada
primeira. Portanto, tem-se

T = (A7)

—zy

dr™ 1 / P dT g dgye 1

—=— | fl, + 2.7 " + 20— | — (flox + [2..T —_, A8
dy Yo ( dy ( ) dy g, A8
dTyy 1 ’ —] T —xy dg 1

— = f1,, +f2. T 4 20— | = (fly, + f2,, T ) =Z—. A9
dy Gy ( Yy Yy vy dy ( Yy Yy ) dy 9§y ( )

Utilizando as equacoes 1} e 1) na equacao (A.6) para isolar o termo 7" do lado
.. ~ —IT —yy ..
esquerdo, de modo que o lado direito nao contenha os termos 7" e 1" explicitamente,
tem-se a equacao

e 1,, + £2,,T"
T = Fl 4 f2 (f v+ 20 )+
Gyy
low + 2.1 1 2.,
. (f +f ) ‘s (f nt I > |

Reagrupando os termos que contém 7Y do lado esquerdo da equacao, tem-se

(g o f2xyf2yy . fgzvyf2zx . f?)acyfzyy> le _
Ty -
Gyy 9z yy
_ fl + f2:(:yf1yy + fgxyflxx + fgxyflyy‘ (AlO)
Y Gyy Gz Iyy

2 . rY ~ <z ~ 2 .
Para o célculo da derivada de 7"~ deve-se usar a equacgao 1} que ja nao esta mais
. =TT FRYY ..
escrita em termos de 7" e 17" explicitamente.

Reescrevendo a equagao (A.10) como

_ 1

Tﬂﬁy _ f2:vyf1yy + f3$yf1:v:c + fgzyflyy

1., +
(gxy 22y f2yy  f32yf220 f3zyf2yy) |:f v Gyy Gz Gyy

9yy Jzzx 9yy

Os termos que contém a derivada segunda de v sao os termos que geram a derivada
P - . Ty
quarta, apos efetuar o calculo da segunda derivada de 7" . Como esses termos devem ser
isolados na equacao de Orr-Sommerfeld, reescreve-se as equagoes de f1,, e f1,, para que
seja possivel isolar as segundas derivadas de v. Assim, tem-se que

d*v

et (A.11)

onde

2(1 — ) dv AT g AT
lay, = ———7——-W — 2WiT™ —,
fla Re dy ! dy v ! dy
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Flbyy = 22 WiT™,
(8}

e
d*v
flay = flag, + flbfcyd_y27 (A.12)
onde
1— ATy A
flaz, = ( 1ov — Wi v+ iaWiT* v,
Re Y
e (1—-05)1
1by, = Wi—T% 4+ ————~=—.
S 102y Zoz + Re «
Reescrevendo a equacao de 7Y com essas mudancas, tem-se
Txy _ 1 foyflyy + fgxyflyy +
gmy yy xx Gyy
1 3z
+ flag, + uflam +
( _ J2ayf2yy  f3ayf2ze f3myf2yy) Gz
gzy 9yy Gxx Gyy
1 13 d*v
1b, Y by | —. A13
+ ( 23y f2yy  f32yf220 f3zyf2yy> |:f y+ Gzx f :| dy2 ( )
Yy Gyy Gz Jyy
Com o intuito de simplificar o calculo das derivadas, realiza-se a seguinte mudanga
— d*v
T =hl +h2—. A.14
2 (A14)
Calculando as derivadas, tem-se
ar*  dhl  dh2d’T d*v
= — + h2— A.15
dy dy dydyp Ty (A-15)
e
PTY  &Phl Ph2d*T _dh2d%T d*v
T L S, Ry (A.16)
dy® dy>  dy* dy*  dy dy? dy*
ou
T 34 (A17)
dy? dy*’ '
Na equacao de Orr-Sommerfeld, obtém-se
d*v 1 { [ Re ] d*v [ Rea d*U Rea?
— = i(aU —w) = + 22| — — |i +1 Ua—w)+a*|T
dy4 (1 _ Z'Oa%hQ) ( ) 6 dy2 ﬁ dy2 6 ( )
R ar _— ar”’
~ e k3 — T — o : (A.18)
g dy dy

Apos essa manipulacao é possivel resolver a equacao de Orr-Sommerfeld para os pa-
rametros desejados, a partir dos valores das varidveis do escoamento base.



