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Resumo

Neste trabalho apresentamos os Fundamentos da Teoria Qualitativa. Realizamos uma
andlise detalhada do retrato de fase de sistemas polinomiais planares usando variedades in-
variantes e processos de desingularizagao.

Além disso, fazemos uma analise do retrato de fase no infinito representando o mesmo no
Disco de Poincaré.

Finalmente exibimos um algoritimo no programa P4 para retratos de fase.

Palavras-chave: Compactificacao, Desingularizagao, Variedades Invariantes, Fluxos e Re-

tratos de Fase.




Abstract

In this work we present basic effects of Qualitative Theory of Differential Equations. We
give a detailed analysis of the phase portrait of planar polinomial differential systems using
invariant manifolds and blow-ups.

Moreover, we analise the phase portrait at infinity using the Poincaré Disc.

Finally we exibe an algorithm used by P4 program to draw the phase portrait.

Keywords: Compactification, Blow-up, Invariant Manifolds, Flows, Phase Portrait.
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Introducao

A Teoria Qualitativa das Equagoes Diferenciais Ordinarias foi inaugurada por H. Poincaré no
memordvel trabalho “Sur les courbes définies par une équation différentielle” [P].

A Teoria Qualitativa estuda o Retrato de Fase de sistemas de equagoes diferenciais or-
dindrias auténomas, determinando os diferentes tipos de drbitas e de conjuntos limites e ainda
investigando a configuragao em torno de pontos singulares.

Neste projeto vamos nos restringir ao estudo de sistemas de equagoes diferenciais polinomiais
planares
e &= p(.ﬁ'}, y) :

y=q(z,y)
Iremos concentrar nossa atengao no esbogo do retrato de fase em torno dos pontos singulares,
ja que em torno dos pontos regulares o Teorema do Fluxo Tubular pode ser aplicado.

Vamos supor, sem perda de generalidade, que o campo apresenta uma singularidade na
origem (0, 0).

Para analisarmos o retrato de fase em uma vizinhanga da origem, inicialmente consider-
amos a parte linear do campo JX(0,0) e verificamos se a singularidade é ou nao hiperbdlica,
calculando os autovalores. Caso seja aplicamos o Teorema de Grobman-Hartman.

O primeiro caso onde nao temos a hiperbolicidade ocorre quando um dos autovalores da
parte linear é nao nulo e o outro é nulo: A\; =0 e Ay # 0. Nesse caso utilizamos o Teorema da
Variedade Central e o Principio da Redugao a Variedade Central para analisarmos o retrato de
fase. Neste trabalho nao trataremos o caso em que ambos os autovalores sdo imagindrios puros.

Para completarmos a analise precisamos tratar do caso onde ambos os autovalres sao nulos.
Neste caso usaremos o processo de desingularizagao conhecido como "BLOW UP”.

Outra questao de grande importéancia para o entendimento do retrato de fase é o estudo do
comportamento do campo no infinito. Para campos de vetores polinomiais, isto pode ser feito
de pelo menos duas maneiras: uma delas utilizando a Compactificacdo de Poincaré e a outra
utilizando a Compactificacao de Poincaré-Lyapunov.

O estudo de campos de vetores polinomiais planares é um estudo riquissimo. Em uma

primeira leitura sobre o assunto poderiamos julgar extremamante restritiva essa abordagem,
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mas logo nos convencemos da complexidade dos problemas no plano. Por exemplo, a questao

da finitude do nimero de ciclos de sistemas polinomiais planares e o 16° Problema de Hilbert

sao problemas que ainda nao atingiram seu desenvolvimento definitivo. Podemos ainda relatar

estudos sobre problemas relacionados a dinamica de populagoes (modelo predador x presa ou
o comportamento da populagdo de virus em algum organismo) na érea da biologia, além de
diversos problemas na area da Fisica.

Além da natureza intrinseca do assunto outro fator que nos fez escolhermos este tema foi a
recente publicagdo de um artigo, escrito por Freddy Dumortier e Chris Herssens [DH], sobre um
programa computacional, chamado de P4, que essencialmente possibilita a anilise detalhada
das singularidades e o esbogo do retrato de fase de campos polinomiais planares, no Disco de
Poincaré.

O programa P4 foi elaborado por 4 matematicos: Jaume Llibre e Freddy Dumortier, re-
sponséaveis pelo suporte matematico e Joan Carlos Artés e Chris Herssens, responsaveis pela
elaboragdao do programa computacional. (Ver [DH]).

Julgo ser de grande valia para o estudo o conhecimento deste programa, pois além de
estudar resultados matematicos profundos, também irei aprender a utilizar uma ferramenta

computacional de grande utilidade no meu futuro como pesquisador.
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Capitulo 1

Fundamentos da Teoria Qualitativa

1.1 Fluxos no Plano

Neste capitulo apresentaremos os resultados basicos da Teoria Qualitativa das Equagoes Difer-
enciais Ordinédrias (EDQO). Como nosso intuito é chegar em um algoritimo que nos auxilie no
esboco do retrato de fase de um campo polinomial, restringiremos nosso estudo a classe dos cam-
pos de vetores polinomiais planares. Para isto necessitamos de algumas definigées e teoremas
que desenvolveremos a seguir.

Um campo de vetores polinomial em R? é uma aplicacdo X : R? — R? tal que X(z,y) =
(p(z,y),q(z,y)), com p,q sendo polindémios.

Uma trajetdria de um campo de vetores polinomial X : R? — R? é uma curva diferencidvel

v : I — R? definida em um intervalo real nao degenerado, tal que
A(t) = X(7(t)),Vt € I.

Uma trajetéria mazimal de um campo de vetores polinomial é uma trajetériay : I C R — R?

tal que, se ¥ : J C R — R? for outra trajetéria, entao:
Jied v/J = .

O estabelecimento da existéncia e unicidade de trajetérias de um problema de valor inicial

¢ dado pelo resultado seguinte.

Teorema 1.1 (Picard). Sejam (zo,4) € R, r >0, M >0,k >0e X : B((z0,%0),7) C
R? — R?, satisfazendo:

(@)X (z,y)| <M, Y(z,y) € B((zo,%),7);

ONIX (21, 31) = X (22, 32)[| < kll(z1, 1) — (22, 32)[| V(21,31), (22, %2) € B((%0,%0),7);

15
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entdo, para 0 < a < 37 e tp € R, existe uma trajetdria v : [ty — a,to + a] — B((Zo, %), 7) tal
que
e Y(to) = (o, Yo)-

Observemos que um campo de vetores polinomial satisfaz as condigdes do Teorema de

Picard.
De fato,
(a) Do Teorema de Weierstrass, temos que a imagem de uma fungao continua X definida

em um compacto B((zoyo),r) é limitada em B((zq,v),7), isto é,
M >0, || X(z,y)|| £ M, Y(z,y) € B((zo, %), 7).

(b) Da Desigualdade do Valor Médio segue que se U C R? U aberto, X : U — R? é

diferenciavel e se o segmento de reta fechado [a,a + h] C U, entdo

| X (a+ h) — X(a)| < |h| sup |JX(a+ th)|.
0<t<1

Dai, temos:

[ X (z2, y2) = X (21, 91)|| £ ((fg‘lgl |JX[(@1,91) + t((22, 42) — (-Tl,yl))”) (1, 31) = (22, 32) [ =

= k| (z1,51) = (@2, 32)]l.

Assim sendo, dado um ponto em R?, sempre existe uma trajetéria maximal passando por
este ponto. Prova-se que o intervalo de definicdo da trajetéria maximal é sempre aberto. A
demonstragdo completa deste teorema esta feita em [S2].

Seja QX = {(¢,(z,y)) € R x R%,t € I(z,y)}. O fluzo de X é a aplicagdo ¢ : Q@ — R?
definida por

o(t, (2,9)) = Pay(t),
onde (., € a trajetéria que no tempo 0 estd em (z,y), avaliada no tempo ¢. Conforme ([S1],
pg-20, corolario 4) se I(z,y) = (a, B) # R, entdo ¢(t,(z,y)) — oo quando t — 3,se f # o0 e
o(t, (z,y)) — oo quando t — a se & # —oo. Agora dado (z,y) € R?, a imagem ¢, (I (z,y))

da trajetéria maximal de X por (z,y) é denominada drbita de (x,y) e denotada por

O(J:‘ 3';') = Lp(z,y)(-((w! y))

O espago de fase de X é o R%. O retrato de fase de X é o espaco de fase munido da

decomposi¢ao em érbitas do campo.
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Considerando (z,y) € R? um ponto dado, dizemos que este ponto (z,y) é um ponto reqular
de X se X ((x,y)) # (0,0); (x,y) é uma singularidade de X se X ((z,y)) = (0,0). Analisando as
orbitas, temos que O(z,y) é uma drbita reqular de X se ¢ ) € injetiva, O(z,y) é uma drbita
singular de X se (z,y) é uma singularidade e O(z,y) é uma drbita periddica de X se @z y) é
periddica (Teorema 2, pg 217, em [S2]).

Vamos fazer um breve comentério histérico. O estudo classico das Equacdes Diferenciais
Ordindrias (EDO “s) propunha resolver explicitamente as equagdes do tipo

dx

E::ﬁ:f(t,:t)

d™x
dtm
e ao longo dos séculos, foi desenvolvida uma quantidade enorme de técnicas para resolver varios
tipos de EDO “s. E interessante lembrar, por exemplo, que a fungdo exponencial nasceu como

=z™ = f(t,2,%,...,2™D)

solucao do Problema de Cauchy auténomo:
g=lz. 20)=1.

Teorias desenvolvidas para resolver algumas equagoes, como a da Transformada Integral, em
particular a Transformada de Laplace, transformam a EDO em uma equagéao algébrica: se esta
for solivel entdo a Transformada Integral Inversa produz as solugoes da EDO. Abel (1802-
1829), por exemplo, entre tantas outras coisas, trabalhou em tais transformadas; acontece que
se a equagao algébrica resultante da transformada for de grau maior ou igual a 5, Abel mostrou
que nao se pode encontrar solugoes explicitas por meio de radicais, o que invalida esse tipo de
abordagem do problema. Intimeros casos de EDO ‘s continuam sendo estudados até hoje, mas
foi Poincaré (1854-1912) que unificou a teoria das EDO s, desenvolvendo o que se passou a
denominar a Teoria Qualitativa. O problema de Poincaré era que para as EDO s da Mecanica
Celeste que estudava, os métodos quantitativos nao eram suficientes sequer para comegar o
estudo. O que Poincaré detectou é que, se por um lado a quantidade de EDO s que se pode
resolver no sentido estrito é relativamente pequeno, por outro lado, em compensagao, com novos
conceitos de andlise, geometria e topologia, pode-se estudar uma equagao no sentido qualitativo,
ou seja, entender as leis gerais do comportamento das solugoes, mesmo quando estas nao sao

obtidas explicitamente.
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1.2 Primeiros Exemplos: Campos de Vetores Lineares

no Plano

Nesta se¢@o, vamos estudar, inicialmente os campos de vetores da forma X : R? — R? dados por
X(z,y) = (ax + by, cx + dy) onde a, b, ¢, d sdo constantes reais. Tais campos sao denominados

Lineares.

Encontrar trajetérias de campos de vetores deste tipo é equivalente a resolver o sistema de

EDO’s lineares com coeficientes constantes

T = azx + by
g=cr+dy

Exemplo 1.2. O sistema linear
T=12%
y=-y

¢ : R x R?* - R?

tem fluxo dado por

o, (z,y)) = (ze*,ye™).
A \nica singularidade é o ponto (0, 0).

Exemplo 1.3. O sistema linear
azx

By

tem fluxo dado por
¢:R x R? - R?

o(t, (z,y)) = (xem‘.’ yeﬁt)'

(i)a=0,8>00ua=0,8 < 0: neste caso o eixo 0.X é composto de singularidades do sistema.

Wl

—_—— e - - ——

Fipura 1.1: a¢=0,0> 0ea=0,8< 0.

18

cm 1 2 3 4 5 6 7 unespm.l 12 18 14 15 16 147

18



(i) a > 0,8 =0o0ua < 0,3 =0: neste caso o eixo 0Y é composto de singularidades do

sistema.

Figura1l.2: a>0,8=0ea < 0,8 =0.

(i) a =0 >00ua >0 >00ul < a < (3 neste caso a origem (0,0) é a unica
singularidade. O primeiro é conhecido como fonte e os seguintes nds repulsores. Se a > 3 > 0
as trajetorias (exceto as que possuem trago contido no eixo 0X) tangenciam o eixo 0Y e se
0 < a < (3 as trajetérias (exceto as que possuem trago contido no eixo 0Y) tangenciam o eixo
0X.

o e ——

\
\
\
A

O

e U LY A

b N [ g

‘N-..“\.\\!J////
Ll

e ALY N e

P P S R S W

7 Y NN

—— e
— =i o]
—— -

Figural3: a=0>0,a>>0el0<a<f.

(ivia=f8<0oua < f<0ouf <a < 0: neste caso a origem (0,0) é a tnica
singularidade. O primeiro é conhecido como pogo e os seguintes nds atratores. Se a < 3 < 0
as trajetérias (exceto as que possuem trago contido no eixo 0X) tangenciam o eixo 0Y e se
B < a < 0 as trajetérias (exceto as que possuem trago contido no eixo 0Y’) tangenciam o eixo
0X.
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Figural4: a=06<0,a<f8<0ef8<a<0.

(v) 3<0< aoua<0<f: neste caso a origem (0,0) é a tinica singularidade. Este caso
é conhecido como sela. No primeiro caso as trajetérias aproximam-se do eixo 0Y quando o
parametro ¢ aproxima-se de —oo e aproximam-se do eixo 0.X quando o pardmetro ¢ aproxima-
se de 0o0; no segundo caso as trajetdrias aproximam-se do eixo 0X quando o parametro ¢
aproxima-se de —oco e aproximam-se do eixo 0Y quando o parametro ¢ aproxima-se de co.
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Figura 1.5: f<0<aea<0<f.

A NOTACAO MATRICIAL

Para simplificar a notagao representaremos os sistemas lineares na forma vetorial, tomando-

a b
c d

X =

(1.1)

Nosso objetivo é estudar todos os tipos possiveis de sistemas lineares no plano. Para isso é
necessario que facamos uma classificagao das matrizes 2 x 2. O polinémio caracteristico de A
¢ o polinomio dado por

a—Xx b

A) = =\ — (trA)\ + det A.
=", (tr A\ + de

20




Assim as solugoes de p(A) = 0 podem ser: duas rafzes reais e distintas, A;, A2; uma raiz real

dupla A ou um par complexo conjugado a + i3, a — /3.
No primeiro caso dizemos que A;, A sao auto-valores e podemos encontrar uma base B do

plano formada por autovetores de tal forma que

[A]B=l)“ 0]

0 X

No segundo caso temos duas possibilidades. Se a multiplicidade geométrica de A for igual a 2
entao podemos encontrar uma base B do plano formado por autovetores de tal forma que

A0
Alp = .
(2]
Se a multiplicidade geométrica de A for igual a 1 entdao podemos encontrar uma base B do

plano formada por vetores i e ¢ obtidos da seguinte maneira
At = \i
Av = U4 + A\U.

[A]B=lg i]

No terceiro caso encontramos um vetor de C? satisfazendo A(u + iv) = (o +i8)(u + iv). Além

A matriz de A nesta base é:

disso B = {u,v} é uma base do plano satisfazendo

a —f
[Alp = l } :
0 «a
Considerando o sistema (1.1), tem-se entao os seguintes casos possiveis.

(i) Se [A]p = [ A

, entdo o fluxo de (1.1) é dado por
0 X

¢:RxR?— R?

o(t, (z,y)) = (ze™,ye*).

cm 1 2 3 4 5 6 7 unespm.l 122 13 14 1% 1o 17 18



Al
(ii) Se [A]p = [ k! }, entdo o fluxo de (1.1) é dado por

¢:R xR? - R?

o(t, (z,9)) = ((z +yt)eM, ye).

Se A < 0, a unica singularidade (0,0) é chamada de né impréprio atrator:

oy

Figura 1.6: campoz=y=1,A=-lz=y=-1,A= -1

Se A > 0, a tnica singularidade (0,0) é chamada de nd imprdprio repulsor:

-1 =13 -1 -3
1 2 3

Figura 1.7: campoz=y=1,A=lz=y=-1,A=1

(iii) Vamos analisar o caso [A] = g A :|
I QI

Vamos utilizar coordenadas polares para encontrarmos explicitamente o fluxo. Comegamos
com a mudanga x = rcosf e y = rsend.

Assim temos )
T = rcos = = = rcost — rlsend (12)

y = rsenf = § = rsenf + rfcosb.

Multiplicando a primeira linha por (cosf) e a segunda por (senf) e em seguida somando as

duas linhas obtemos
icost) + ysend = 1. (1.3)

22
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Multiplicando a primeira linha por (—senf) e a segunda por (cosf) e em seguida somando

as duas linhas obtemos

—isend + ycosd = 0. (1.4)

Substituindo (1.2) em (1.3) e em (1.4) obtemos

r=ar
6=03

A solucao do sistema acima é dada por

r = rget
0=0,+06t
Voltando para z e y, temos

z(t) = e*(zocosBt — yosenft)
y(t) = e**(yocosBt + zgsenft).

O fluxo entao é dado por
¢ :RxR? > R?
o(t, (z,y)) = e*(xcosft — ysenft, ycosft + xsen3t).
Se a = 0 a singularidade (0,0) é chamada de centro.

Se > 0 o campo de vetores é do tipo mostrado na figura 1.8
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§

Figura 1.8: campo e (cost — sent, cost + sent)
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Se # < 0 o campo de vetores é do tipo mostrado na figura 1.9

wd L)

PP C

VPR U NN
P s NN

Frrz2~ v vn)

14 v of-

Figura 1.9: campo e (cost + sent, cost — sent)

Note que a diferenca entre as dérbitas ou solugdes mostradas nas figuras 1.8 e 1.9 estd na
orientacao.

Se a > 0 a singularidade (0,0) é chamada foco repulsor, no sentido anti-horario se 3 > 0 e
no sentido horario se 3 < 0.

Se # > 0 o campo de vetores é do tipo mostrado na figura 1.10

Figura 1.10: campo e e'(cost — sent, cost + sent)

Se B < 0 o campo de vetores é do tipo mostrado na figura 1.11

Figura 1.11: campo e €*(cost + sent, cost — sent)

Se a < 0 a singularidade (0,0) é chamada de foco atrator, no sentido anti-hordrio se 3 > 0
e no sentido horario se § < 0.
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Se 3 > 0 o campo de vetores é do tipo mostrado na figura 1.12

Figura 1.12: campo e e~*(cost — sent, cost + sent)

Se # < 0 o campo de vetores é do tipo mostrado na figura 1.13

Figura 1.13: campo e e~!(cost + sent, cost — sent)

Observe que o sinal de a determina se a singularidade é atratora ou repulsora. Ja o sinal

de [ estd relacionado com o sentido da rotacao.

Exemplos onde A nao esta na forma canodnica:

5o 8 ot |
50

1) Considere o seguinte sistema

Seu polinémio caracteristico é dado por p()\) = A2 — X\ — 2, e as raizes deste polindmio sdo 2 e

—1. Os autovetores associados aos autovalores sao respectivamente (1, —1) e (1,2).
Considerando a base formada por estes autovetores: B = {(1,—1),(1,2)}. Temos entdo

Yz[m]zPX=P “J, P*:’l ll
Y2 T3 =1 2

cm 1 2 3 4 5 6 7 unespm.l 12¢ 18 314 15 1o A7 18



Assim,

Logo,
(11(t),32(t)) = (ae*,be™).

E o fluxo é dado por

¢:R x R? - R?

20 —Y 0  BHY _; 2T =Y, T oy |
t,(z, L d a2t ] Je il A
R e

LA A A B
LT Y
- owN

ST

2
&

—— et A S
~—mm e )

e PV

[ B

277 7 g1-

P A g g B
S s -~
//////fd"‘--—

N oA -

Figura 1.14: campo e e !(cost + sent, cost — sent)

X=[O_1X
1 2

Seu polinémio caracteristico é dado por p(\) = A =2\ + 2, e as raizes deste polinémio sao 1+

2) Considere o seguinte sistema

e 1 —i. O autovetor complexo associado ao autovalor 1 + 7 é (1 + 1, —1).

Consideramos a base formada pelas partes real e imagindria: B = {(1,0),(1,—1)}. Temos

4 T 1 1
el lapPr=p|™ |l pe .
Y2 T2 0 -1

entao

Assim,
0 -2

Poprep 0 T pap
1 2

1 -1
Bty Y
1

(y1(t),y2(t)) = (ae'cost — be'sent, betcost + ae'sent)).
(21(t), 22(t)) = ((a + b)e'cost + (a — b)etsent, —betcost — ae'sent)
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e o fluxo é dado por
v : R x R? - R?

o(t, (z,y)) = (ze'cost + (x + 2y)e'sent, yetcost — (x + y)e'sent).

-140 -120 -100 -0 Ve

Figura 1.15: campo e e~*(cost + sent, cost — sent)

Classificagao dos Sistemas Lineares

Dado um sistema linear no plano

X = AX

podemos classificar a singularidade (0, 0), supondo qua esta é a tnica singularidade, a partir

do polinémio caracteristico de A (detA # 0).

p(A) = A = (trA)X + detA
A = (trA)? — 4detA

A det tr (0,0)

>0 <0 €R SELA

>0 >0 <0 NO ATRATOR
>0 >0 >0 NOREPULSOR
<0 eR =0 CENTRO

<0 €R <0 FOCO ATRATOR
<0 €R >0 FOCO REPULSOR
=0 €eR >0 NOREPULSOR
=0 €eR <0 NOATRATOR

Nosso interesse neste trabalho é o estudo de campos de vetores do tipo

X(z,y) = (p(z,y), q(z,y))

27
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onde p e ¢ sao polinémios de grau m qualquer.
Equivalentemente, queremos estudar o comportamento das solucoes do sistema auténomo

{ T =p(z,y)
y=q(z,y)

Alguns casos particulares podem ser resolvidos explicitamente. No entanto, ndo existe nenhum

método geral de solugao como no caso linear.

1.3 O Teorema do Fluxo Tubular

Nesta secao veremos que o esbogo do retrato de fase é trivial numa vizinhan¢a de um ponto

regular. Assim podemos concentrar nossa atengao no estudo em vizinhancas de singularidades.

Defini¢ao 1.4. Dado (o, o) € R?, uma secgdo transversal local (STL) de X em (g, o), de
classe C*, é uma aplicagio diferencidvel £ : A — R? de classe C* tal que A C R é aberto, 0 € A,

£(0) = (zo, %) € [€'(1)] ® [X(£(2))] = R?, vt € A.
Definigao 1.5. Dois campos de vetores polinomiais X,Y definidos em U,V C R?, com U,V
sendo abertos, sao ditos topologicamente equivalentes quando existir um homeomorfismo h :
U — V que leva 6rbitas de X em orbitas de Y preservando a orientagao. Se denotarmos ¢ e
os fluxos de X e Y, respectivamente, dizemos que h é uma conjugacio topolégica entre X e Y
se
h(e(t, (z,y))) = ¥(t, h(z, y)).
Vamos enunciar e demonstrar um lema que sera utilizado na demonstrac¢ao do nosso préximo

teoremas:

Lema 1.6. Se (z9,%) € R? é um ponto regular de um campo vetorial polinomial X, entdo
existe uma STL de X em (zo, yo).
Demonstragao: Sejam (g, yo) = vo # (0,0) e m = [vg]*.

Como dimm = 1, existe um isomorfismo
s:R—-om
de modo que a transformacao
T:R—R? T(y) = (%0, %) + s(y)

é de classe C*® e é um homeomorfismo sobre sua imagem T'(R) = (xq, yo) + 7.
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Afirmamos que existe A C R, A aberto, 0 € A tal que £ = T/A é uma STL de X em

(:rﬂl yﬂ)
De fato, seja
n: R— R% 7?(9) 5 t’U?X(T(y)) >

continua com 7(0) =< vy, X (T(0)) >=< vy, X (0o, Yo) >=< vg,vg >= |vp|> # 0.
Dai,
J0e ACR A: aberto tal que 7(y) #0,Vy € A.

Mas, para y € R, temos:
T'(y) = s'(y) = s,

ou seja,
Im(T'(y)) = Im(s) =,

de modo que, para algum y € A, temos:
X(T(y)) ¢ [v]* =,

ja que 0 # n(y) =< vo, X(T(y)) >, ou seja,

Im(T'(y)) ® [X(T(y)] = 7 ® [X(T(y))] = R

Assim, € = T/A é uma STL de X em (zg, yo)-

Agora, vamos enunciar e demonstrar o Teorema do Fluxo Tubular, que é o nosso objetivo

neste momento:

Teorema 1.7 (Fluxo Tubular). Sejam X : R?> — R? um campo vetorial polinomial e
(20, y0) € R? um ponto regular de X. Entao existe um difeomorfismo de classe C*® que conjuga
X em uma vizinhanga de (zo,yo) com o campo constante Y = (1,0) restrito a uma vizinhanga

da origem (0, 0).
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Geometricamente, temos:

Figura 1.16: interpretacao geométrica do Teorema do Fluxo Tubular

Demonstragao: Dados X : R? — R? e (z9,4) € R? um ponto regular, sabemos pelo Lema
1.6, que existe £ : A — R? uma STL de X em (zo,0) € R

Seja 0 € C C A, um aberto e limitado, com C C A. Entdo £(C) C R? é compacto e
podemos encontrar um intervalo 0 € J C R tal que J x £(C) C Q¥ de modo que a aplicacio

H:JxC, H(sy)=w(sE®y))
estd bem definida e é de classe C*, com

Além disso,

0
3_9:(01 (z0,%0)) = X (20,%0)

OH
a5 )=

H(0,y) = ¢(0,€(y)) =&(y), Yy € C

temos que "
H '
5, 00 =¢0).

Logo,
H’(O,U)()\, '-',') = /\X(.’ﬁn,yg) + EF(U)'I.’

o que significa que
Ime(U, 0) T [X('Tﬂr yO)] 4+ Im(f'(y)) = R2s
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ou seja, H'(0,0) : R x R — R? é uma transformagcao linear sobrejetiva, e portanto um isomor-
fismo. Do Teorema da Aplicagao Inversa decorre que H é um difeomorfismo de classe C*™ em
(0,0), isto €, existem um intervalo I = (—4,6) C J C R, uma vizinhanca0 e BCCC ACR

e uma vizinhanca W, de (x, 1) em R? tal que
h:IxB— W, definida pela restrigao h(s,y) = H(s,y)

é um difeomorfismo de classe C*.

Dai, temos que:
h(U. U) = (3301 y(])a

h(0,y) = &(y),
h({0} x B) = £(B).

Agora como

(s, )Y (5,9) = H'(5,5)(1,0) = 2 (5,9) = 92(0,6(s)) =

= X(p(s,£(y))) = X (h(s,y)), V(s,y) € I x B

temos que h conjuga X e Y.

1.4 Estrutura Local dos Pontos Singulares Hiperbdlicos:

Teorema de Grobman-Hartman

Pelo Teorema do Fluxo Tubular, sabemos que existe um difeomorfismo (de classe C") que
conjuga X em uma vizinhanca de um ponto regular (o, y9) com o campo constante Y = (1,0).
Dai, dois campos X e Y sao localmente conjugados em torno de pontos regulares. Por esse
motivo, temos um conhecimento satisfatério das érbitas de um campo vetorial polinomial planar
em torno dos pontos regulares, visto que existe apenas uma classe de conjugagao diferencial
local.

Se (z9,y0) é uma singularidade, a situa¢do é bem mais complicada. Vamos entdo anali-
sar nesta se¢do as singularidades hiperbdlicos, isto é, os pontos onde todos os autovalores da
JX(x9,y0) tem parte real diferente de 0 e também o Teorema de Grobman-Hartman:

Teorema 1.8 (Grobman-Hartman). Seja X : R?> — R? um campo vetorial polinomial e
(zo,%0) um ponto singular hiperbélico. Entao existem V C R? com (zg,y) € V e W € R?,
com (0,0) € W tal que X/V é topologicamente equivalente a JX (zo,yo)/W.
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Geometricamente, temos:

\Y

o

e

Figura 1.17: Interpretagao geométrica do Teorema de Grobman-Hartman

Como a demonstracao deste teorema é demasiadamente extensa e além disso nao é um dos
nossos objetivos neste trabalho, demos apenas uma interpretacao geométrica do que ele esta

dizendo. O leitor encontraré a demonstragao em [Pa].

1.5 Estrutura Local de Orbitas Periédicas e Ciclos

Limites no Plano

A transformagdo de Poincaré associada a uma orbita fechada v de um campo vetorial polinomial
planar X é um difeomorfismo 7, o qual vamos definir mais a frente. Esta transformacao descreve
o comportamento do campo X em uma vizinhanga de 7.

Sejam v = {¢(t,(p,q)),0 < t < 79} uma 6rbita periddica de periodo 79 de um campo
vetorial polinomial planar X e ¥ uma sec¢ao transversal a X em (p, q).

Como o fluxo de X, ¢, é continuo, para todo ponto (p;,q1) € £ préximo de (p, ) a trajetéria
o(t, (p1,q1)) esta préxima a -y, com t € I, com I um intervalo pré-estabelecido.

Definiremos 7(pi, q;) como sendo o primeiro ponto onde esta érbita ird interceptar £. Sendo
¥y o dominio de , teremos que (p,q) € Iy e 7(p,q) = (p,q).

Muitas propriedades de X perto de -y se refletem em 7. Por exemplo, as érbitas periddicas
de X préximas de 7y correspondem aos pontos fixos de 7, que sdo pontos (p;,q1) € Xy para os
quais m(p1,q1) = (p1,q1). O comportamento assintético das érbitas de X préximo de y também
é descrito por 7.

Assim,

Lim 7" (py, 1) = (p, g) = limd(e(t, (p1, 1)), 7) = 0.
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Prova-se que 7 : ¥ — ¥o é um difeomorfismo de classe C" sobre sua imagem X;.(Ver [S1]).

Definigao 1.9. Seja X : R? — R? um campo vetorial polinomial. Uma érbita periédica v de

X é chamada ciclo limite se existe uma vizinhanca V' de 7 tal que 7 é a tnica érbita fechada

de X que intercepta V.

Proposigao 1.10. Os ciclos limites sao do seguinte tipo:

(a) Estéavel, quando

tll_’lllod(tp(t, (plaql)):FY) = 01 V(?l:‘?l) € V’

(b) Instével, quando
lim d((t, (p1,01)),7) = 0,Y(p1, 1) € V;

t——co

(¢) Semi-estdvel, quando

lim d(p(t, (p1, ¢1)),7) = 0,Y(p1, 1) € V Next(7)

Jim d(e(t, (p1,91)),7) = 0,¥(p1, @1) € V Nint(y),

ou o contrario.

n(p;,q,)

Figura 1.18: Caso (a), ciclo limite estédvel

Demonstragao: Suponha que a vizinhanga V' nao contenha pontos singulares. Sejam (p, q) €
7y, 3 uma seccao transversal a X em (p,q) e 7 : £y — X a transformacao de Poincaré.

Suponha que ¥ esteja ordenada, sendo o sentido positivo do exterior de () para o interior
de ~.

Dado (p1,q1) € £ Next(y), temos 7(p1,q1) > (p1,q1) ou ©(p1,q1) < (p1,q1). Suponhamos
que 7(p1, q1) > (P1,q1)-

Considere a regido A limitada por 7, pelo arco de trajetéria (py, q1)7(p1, 1) e pelo segmento
(p1,q1)7(p1,q1) € Lo. A é positivamente invariante, isto é, dado (z,y) € A, ¢(t, (z,y)) € A,

33

cm 1 2 3 4 5 6 7 unespm.l 120 13 214 15 16 17

18



para todo ¢ > 0.
Ainda ¢(t, (z,y)) intercepta ¥ em uma sequéncia estritamente monétona de pontos (z,, y,)
que converge para (p, q).

Dai concluimos que

lim d(p(t, (z,9)),7) = 0

Agora, se m(p1,q1) < (p1,q1), considere o campo —X que ficard provado que

lim d(p(t, (z,v)),7) =0, V(z,y)e A

t——o00

Podemos provar de maneira andloga se tomarmos (p;,q;) € o N int(y). Assim, combinando

estas possibilidades provamos a proposigao. ]

Podemos observar que  é um ciclo limite se, e somente se, (p,¢) é um ponto fixo isolado
de 7.

Note ainda que:

(a) v é estavel se, e somente se, |7(z,y) — (p,q)| < |(z,y) — (p,q)|, qualquer que seja
(z,y) # (p, q), préximo de (p, q);

(b) v é instével se, e somente se, |7(z,y) — (p,q)] > |(z,y) — (p,q)|, qualquer que seja

(z,y) # (p, q), préximo de (p, q);
(c) v é semi-estavel se, e somente se, |7(z,y) — (p,q)| < |(z,y) — (p,q)|, qualquer que seja
(z,y) € ENext(y), proximo de (p,q) e |7(z,y) — (p,q)| > |(z,y) — (p,q)|, qualquer que seja

(z,y) € L Nint(7y), préximo de (p, g), ou o contrario.

Figura 1.19: (a) estavel; (b) instavel e (c) semi-estavel

O teorema que iremos apresentar agora vai estabelecer uma condigao suficiente para que

uma 6rbita periédica seja um ciclo limite estavel. Vejamos o que ele nos diz.

Teorema 1.11. Sejam X = (X;, X3) : R? — R? um campo vetorial polinomial planar, v uma

érbita periddica de X de periodo T e 7 : £y — ¥ a transformacao de Poincaré em uma seccao

transversal ¥ em (p,q) € v.
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w(p,q) = exp (/: di'vX('r(f))dt) :

6,
divX (z,y) = 6—$X1(m,y) + %Xz(:r,y).

Em particular, se

7
/ divX(y(t))dt < 0, 7y é estével;
0

T
/ divX(y(t))dt > 0, ~y é instével.
0

Demonstragao: Ver [S2] pg 229.

Um problema bastante interessante e muito famoso que podemos encontrar dentro desta
teoria e que ainda nao foi resolvido é o 16° Problema de Hilbert. Na virada do século, o
famoso matematico mundial David Hilbert apresentou uma lista com 23 notaveis problemas
matematicos para o Segundo Congresso Internacional de Matemética. O 16° Problema de
Hilbert pede a determinagao do nimero maximo de ciclos limites, H,,, em um sistema polinomial

de n-ésimo grau

n
i Z aijxiyj
R (1.5)
g= ) bya'y
i+§=0
Para um dado (a,b) € R+ seja H,(a,b) o nimero de ciclos limites de n-ésimo
grau do sistema polinomial (1.5) com coeficientes (a,b). Um teorema devido a Dulac afirma
que H,(a,b) < co. O nimero de Hilbert H, é entdo igual ao supH,(a,b) para todo (a,b) €
R(n+1)(n+2)
Agora, como sistemas lineares em R? ndo tem nenhum ciclo limite, segue que H;
Entretanto, mesmo para as classes mais simples de sistemas nao lineares, (1.5) com n
o numero de Hilbert H,, nao foi determinado. Em 1962, o matematico russo N. V. Bautin
provou que qualquer sistema quadratico, (1.5) com n = 2, tem no méaximo trés ciclos limites.
E por algum tempo acreditou-se que H, = 3. Contudo, em 1979, os matematicos chineses S. L.
Shi, L. S. Chen e M. S. Wang produziram exemplos de sistemas quadraticos com quatro ciclos
limites. Entao, H, > 4. Baseado nestas varias evidéncias, acreditou-se que Hy = 4 e em 1982,
X. Y. Chin declarou ter provado este resultado, entretanto, foram encontrados erros em seu
trabalho por Y. L. Cao.
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1.6 Conjuntos o-limites e w-limites de uma Orbita: O

Teorema de Poincaré-Bendixson

Sejam X : R? — R? um campo vetorial polinomial e p(t) = (¢, (p,q)) a trajetéria de X
passando pelo ponto (p, g) definida no seu intervalo maximal /(4 = (w-(p, q),w+(p, q))-

Se wi(p, q) = oo, definimos o conjunto

w(p, Q) T {(pls ql) € Rz;a(tn)stn — 00 e (,O(t,t, (p1 Q)) = (pI:QI)an — OO}

como sendo o conjunto w-limite de (p, q).
Se w_(p,q) = —o0, definimos o conjunto

a(p,q) = {(p1, 1) € R%3(tn), ta — —00 € @(tn, (p,q)) = (P1,q01),n — 00}

como sendo o conjunto a-limite de (p, q).

Observemos que, em termos de a-limites e w-limites, podemos definir os ciclos no plano
como as Orbitas periddicas que sao a-limites ou w-limites de todas as trajetérias passando por
pontos suficientemente proximos.

No entanto, se y(,q) € a 6rbita de X pelo ponto (p,q) e (p1,91) € Y(p.q €ntdo w(p,q) =
w(p1, q1)-

De fato,

(P1,@1) € Ypg) = Ic € R: (2, (p1,q1)) = (t + ¢, (p, 9))-

Da mesma forma, temos que a(p, q) = a(p1, q1).

Dai, temos que o conjunto w-limite de uma érbita fechada v é o conjunto w(p,q), para
qualquer (p,q) € v e o conjunto a-limite de uma érbita v é o conjunto a(p, ), para qualquer
(p,q) € 7-

Notemos que se ¢(t) = ¢(t, (p, q)) é a trajetéria do campo vetorial polinomial X pelo ponto
(p,q) ese (t) =(t, (p,q)) é a trajetéria do campo vetorial polinomial —X pelo ponto (p, q),
temos que ¥(t, (p,q)) = ¢(—t, (p,q)).

Logo, temos que

w-limite de ¢(t) = a-limite de ¥(t)

w-limite de ¥(t) = a-limite de ©(t).

Por isso iremos restringir nosso estudo das propriedades gerais dos conjuntos a-limites e w-
limites ao conjunto w-limite. Faremos isto para facilitar e enunciar o teorema que vem a seguir

de uma forma mais resumida.
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Teorema 1.12. Sejam X : R? — R? um campo vetorial polinomial, (p, ¢) tal que [0,00) C I(,q),

Yo = 1#(t: (p,9)),t > 0} a semi-6rbita positiva do campo X pelo ponto (p, q). Se Vo) ESta

contida em K C R?, K compacto, entao:

(a) w(p,q) # 0;

(b) w(p, q) é compacto;

(¢) w(p, q) é invariante por X, isto é, se (p1,q1) € w(p, q), entdo a trajetéria de X por (p1,q1)
esta contida em w(p, q);

(d) w(p, q) é conexo.

Resultado andlogo pode ser obtido para a(p, q).

Indicamos [Pa] para a prova do teorema acima.
Vamos apresentar nesta se¢ao o Teorema de Poincaré-Bendixson. Mas antes, para facilitar

a demonstragao deste teorema, vamos estudar alguns lemas.
No que segue, estamos assumindo que (p,q) € R? ¢ tal que [0,00) C I(,q)-

Lema 1.13. Sejam X : R? — R? um campo vetorial polinomial, ¥ uma secgao transversal a
X e v = {p(t)} uma érbita de X. Se (p,q) € ¥ Nw(y), entdo (p,q) pode ser expresso como
limite de uma seqiiéncia de pontos de X, ¢(t), onde ¢, — oo.

Demonstragao: Suponhamos que v = {¢(t)} = {¢(t, (p1,q1))} e (p,q) € ZNw(7).
Consideremos uma vizinhanca V' de (p, q) e a aplicacdo 7: V — R tal que T(VNX)=0.

Como (p,q) € w(p,q) existe uma seqiiencia (£,) tal que £, — oo e ¢(f,) — (p,q) quando

n — oQ.

Figura 1.20: interpretacdo geométrica do Lema 1.13

Logo, existe ng € N tal que ¢(f,) € V, qualquer que seja n > ng. Se t, = £, + 7(¢(tn)),

qualquer que seja n > ng, temos
( n) = ( ns (P1, QI)) (tn + 7( ( 1)) (pl:QI)) = Lp(T((p(f")],f,O(fn))

e por definicdo de 7, temos que ¢(t,) € L.

AAA
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Como 7 é continua, temos que

lim o(t,) = lim o(7(p(tn)), p(En)) = @(0, (p, 9)) = (. q)

I,O(fn) = (P, q) € T(‘}O(fn)) —3 ’T(p, Q) = 0, n — 0Q.

Lema 1.14. Sejam X : R? — R? um campo vetorial polinomial e ¥ uma secco transversal a
X. Se v é uma érbita de X e (p,q) € £ N+, entdo 7;;@) = {¢(t, (p,q));t > 0} intercepta &
numa seqiiéncia monétona (py, q1), (P2, @2), - (Pn, Gn), ----

Demonstracao: Seja D = {t € R*, (¢, (p,q)) € £}. Como D é discreto (pelo Teorema do

Fluxo Tubular), podemos ordenar o conjunto
D=A0i<dh s/ < e ily < isis

Seja (p1,q1) = (p,q). Definamos, caso exista, (pa,g2) = ¢(t, (p1,¢1)). Por indugao, definiremos
(Pny qn) = @(tn-1, (P, 9))-

Se (p1,q1) = (p2, q2), entdo v é uma trajetéria fechada de periodo 7 = t;, e (p,q) = (Pn, @n),
para todo n.

Se (p1,q1) # (p2,q2), digamos (p1,q1) < (p2,q2) e se existir (ps,gs) vamos mostrar que

(p3, a3) > (P2, q2)-
De fato, vamos entdo orientar ¥ conforme a figura 1.21(a). Observemos que devido ao fato

de ¥ ser conexo e pela continuidade do campo X, as érbitas de X cruzam a seccdo sempre no

mesmo sentido, digamos da esquerda para a direita, conforme a figura 1.21(b).

@ = (o)

/

z

Figura 1.21: (a) orientacao de X, (b) érbitas de X cruzando .

Como em R? vale o Teorema da Curva Fechada de Jordan, que diz o seguinte: "Se J é uma
curva fechada, continua e simples (J é a imagem homeomorfa de um circulo), entdo R?/J tem
duas componentes conexas; S; (limitada) e S, (ndo-limitada), as quais tem J como fronteira co-
mum”, consideremos entdo a Curva de Jordan formada pela unido do segmento (py, q1)(p2, g2) C
¥ com 0 arco (pl,m,@) da orbita, temos que (pl,m,qg) = {p(t, (p1,q1));0 < t < t;},
da figura 1.22.
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(p.g)=(p.q,)

Figura 1.22: Curva de Jordan

Em particular, a érbita v, a partir de (p2, ¢2), isto é, para valores de t > t,, fica contido em
Si .
De fato, ela nao pode interceptar o arco (p1, ¢1)(p2, ¢2) devido & unicidade das érbitas e nao

pode interceptar o segmento (py, q1)(ps, ¢2), pois iria contrariar o sentido do fluxo.

Dai, caso (ps,q3) exista, devemos ter (p1,q1) < (p2,q2) < (p3,q3). Seguindo este raciocinio,
obteremos (p1,q1) < (P2, q2) < ... < (Pnyqn) < ...

Portanto, {(pn, )} é uma seqiiéncia monétona.

Caso (p2,42) < (p1,q1) a demonstragao é andloga. a

Lema 1.15. Sejam X : R? — R? um campo vetorial polinomial, ¥ uma seccdo transversal ao
campo X em (p,q) € R% Entdo ¥ intercepta w(p,q) no maximo em um ponto.

Demonstragao: Pelo lema anterior, o conjunto de pontos de 7(:. g €M 3 tem no maximo um
ponto limite, pois 0 mesmo forma uma seqiiéncia monétona. Dai, o resultado segue do primeiro

lema, pois X Nw(p,q) = (p,q). L

Lema 1.16. Se o w-limite de uma trajetéria y nao contém singularidades, entdo w(vy) é uma
6rbita fechada. Se (p,q) € 7, as dérbitas por pontos préximos a (p,q) tem esta mesma érbita
fechada como w-limite.

Demonstragao: Seja (p1,q1) € w(y). Mostremos que a 6rbita de (p;, q;) é fechada. Tomemos
(z,y) € w(p1,q1) e, portanto, (z,y) ndo é uma singularidade. Consideremos uma secgio
transversal ¥ contendo (z,y). Sabemos por lema anterior que a 6rbita positiva de (p1,q1)
intercepta ¥ segundo uma seqiiéncia monétona, com (pn, ¢,) — (z,y). Como (pn,q,) € w(7),
temos que (pn,q.) = (z,y), para todo n, isto pelo lema anterior. Logo, a érbita de (p1,q1)
é fechada. Tomando agora um segmento transversal contendo (p;,q;), concluimos, pelo lema
1.12, que w(7y) se reduz & 6rbita de (p1,q1). [

Vamos agora enunciar e demonstrar o Teorema de Poincaré-Bendixson.

Teorema 1.17 (Poincaré-Bendixson). Sejam X : R? — R? um campo polinomial e ¢(t) =
©(t, (p,q)) uma trajetéria de X, definida para qualquer ¢ > 0, tal que 'y(‘;’q} esteja contida num
compacto K C R2.
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Suponha que o campo X possua um nimero finito de singularidades em w(p,q). Entédo
temos as seguintes situagoes:

(a) Se w(p, ¢) contém somente pontos regulares, entdo w(p, q) é uma 6rbita periédica,;

(b) Se w(p, q) contém pontos regulares e singulares, entao w(p, q) é formado por um conjunto
de érbitas, onde cada uma delas tende a um desses pontos singulares quando ¢ — o0;

(c) se w(p, ¢) nao contém pontos regulares, entdo w(p, q) é um ponto singular.

Demonstragao: (a) Por hipétese, temos que w(p,q) tem somente pontos regulares e se
(P1, q1) € w(p, q), entdo a dérbita v, q) € w(p, q).

Sendo w(p, q) compacto, temos que w(Y(p,,q,)) # @. Dai, do lema 1.14, temos que w(p,q) =
Y1.a1), Que é uma orbita fechada e conseqiientemente periédica.

(b) Como, por hipétese, temos que w(p, g) contém pontos regulares e singulares, seja v uma
trajetdria regular contida em w(p, ¢). Afirmamos que w(+y) é uma singularidade. Se w(y) possui
algum ponto regular (p;,q:), tomemos uma sec¢ao transversal ¥ a X, passando pelo ponto
(p1,q1)- Como v C w(p,q), temos pelo lema 1.13, que 7y intercepta apenas um ponto. Pelo
lema 1.14, v é uma trajetéria fechada e w(p,q) = 7. Isto é um absurdo, pois w(p,q) possui
singularidades. Logo, w(7) é uma singularidade.

(c) Se w(p, q) nao contém pontos regulares, entdao w(p,q) é uma singularidade, pois X tem

um nimero finito de singularidades e w(p, q) é conexo. |}
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Capitulo 2

Variedades Invariantes

2.1 O Teorema da Variedade Estavel Local

O Teorema da Variedade Estavel é um dos mais importantes resultados da teoria qualitativa

local de EDO “s. Ele mostra que perto de um ponto hiperbdlico (zg, o), 0 sistema nao linear
(2,9) = X(z,9) = (p(2,9), 4(z,9)) (2.1)

tem variedades estavel e instavel S e U tangentes em (zg, yo) aos subespagos estével e instdvel

ES e EV do sistema linearizado
(&,9) = A(z,y) (2.2)

onde A = JX(xg, ).
Mas vamos primeiramente definir subespacos estavel, instdvel e central ES,EV e E€, res-
pectivamente, para um sistema linear do tipo (2.2) acima.
Seja w; = u; + tv; um autovetor generalizado da matriz A correspondente a um autovalor
Aj = a;j +ibj, com j = 1,2. Note que se b; = 0, entdo v; = 0 e [u,v1] = [ug,v2] se b; # 0. E
seja
B = {uy,n}

uma base de R2.

Definigao 2.1. Sejam \; = a; + ib;, w; = u; + iv; e B descritos como acima. Entao,
E* = [{uj,v;}/a; < 0]

EC = [{u;,v;}/a; = 0]
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EY = [{u;,v;}/a; > 0]

isto 6, ES,EV e EC sao os subespacos de R? gerados pelas partes real e imagindrias dos au-
tovetores generalizados w; correspondentes aos autovalores A; com partes real negativa, nula e

positiva, respectivamente.

As variedades S e U tem a mesma dimensido de ES e EY, e se p é o fluxo do sistema nao
linear (2.1), entdo S e U sdo positiva e negativamente invariantes por ¢, respectivamente e
satisfazem

Jimp(t, (e1,¢2)) = (20, %0), V(e ¢2) € S

lim (t, (c1,¢2)) = (@0, Y0), V(c1,¢2) € U.

t——00
Vamos apresentar estas idéias com um exemplo. Assumiremos que a singularidade (zg, yo) esté

localizada na origem. Se este nao for o caso, podemos transladar (zg,yo) para a origem.

Teorema 2.2 (Variedade Estavel). Seja X : R?> — R? um campo vetorial polinomial e
¢ o fluxo do sistema néo linear (2.1) associado a X. Suponhamos que X(0,0) = (0,0) e que
JX(0,0) tenha k autovalores com parte real negativa e 2—k autovalores com parte real positiva.
Entéo, existe uma variedade k-diferencidvel S tangente ao subespago E° do sistema linear (2.2)

na origem tal que para todo t > 0, ¢;(S) C S e para todo (z,y) € S
lim (¢, (z,y)) = (0,0).

Analogamente, existe uma variedade (2 — k)-diferencidvel U tangente ao subespago EY do
sistema linear (2.2) na origem tal que para todo ¢t < 0, ¢,(U) C U e para todo (z,y) € U

dim o(t, (z,y)) = (0,0).

Exemplo 2.3. Consideremos o sistema

& =p(z,y) = az + by + ¢(x,y)
g =q(z,y) = cx +dy+¥(z,y)

)0 (E)
c d Yy lb(x!y)
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Mais precisamente, vamos tomar o sistema

¥ =Xy +9P(z,y)

onde A\; <0e Ay > 0.

Assim,
2 VRS i ST ¢ T i o(z,y)
y 0 X )\ ¥(z,y) )
Notemos que se (z,y) é solucao de (2.3), entdo

z(t) = eMizy + /0. M=) (x(s), y(s))ds

t
y(t) = ey +f =3y (2(s), y(s))ds.
0

De fato, vamos escrever z(t) de uma maneira diferente

z(t) = eMzy + /t M= (x(s), y(s))ds =

0

t
ze)nt:rn_i_] e)qte—)nsqf)(.’},‘(s),y(S))ds =
0

t
= g+ M [ e (a(s), y(5)ds.
0

Derivando z(t) em relacao a t, temos:

t
E(t) = MeMizg + eMteMp(z(t), y(t)) + Alc)‘”/ e M3 (2(s),y(s))ds =
0

= AeMizo + ¢(z(t), y(t)) + )\le)‘”/o e~ M2p(z(s), y(s))ds =

= Mi(eMzo + e’”‘/ e M (x(s), y(s))ds) + d(x(t), y()) =

0

=A1@»%m+fkhw”mdﬂﬂwn@1+ﬂﬂwmun

0

.

2(t)
z(t) = Mz(t) + p(z(t), y(2)).

43
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Portanto, temos que z(t) = e*Mtz, + fot eM =9 g(z(s), y(s))ds é realmente uma solugio de (2.3).
Vamos verificar agora que y(t) = ey, + fnt e*2(=)y)(2(s), y(s))ds também é uma solucao do
sistema (2.3).

t
y(t) = ety + / (=(2(s), y(s))ds =
0

t
oty [ e,y =
0

t
= ey, + Cha/. e 2*9P(z(s), y(s))ds.
0

Derivando y(t) em relagao a t, temos:

t
J(t) = Agetyp + eMte~22b(2(2), y(t)) + )\ge)‘?t/ e 2% (z(s), y(s))ds =
0

t
= Apeyo + P(x(t), y(t)) + /\ge’\"t_/. e 2%y (z(s), y(s))ds =
0

= o€y + € /{,f e~ Y(x(s),y(s))ds) + ¥(x(t), y(t) =

=i (e*'*yn v e*ﬂ*-”w(:c(s),y(s))ds) F(a(t), u(1)).

0

]

yz)
Isto é,
Y(t) = Aay(t) + (z(¢), y(¢))-
Portanto, temos que y(t) = e*2tyy + [ eX2(=2)yp(z(s), y(s))ds é solugio de (2.3).

Afirmacao: Se (z(t),y(t)) é uma solugao contida em WS entao
vt) == [ u(a(s), )i,
¢

De fato, se (z(t),y(t)) € WS entdo y(t) — 0 quando ¢ — co. Assim,

ly@Il = Hewyﬁl eX2(=y(a(s), y(s))ds|| =

= 1l lyo + fn e=%y(a(s), y(s))ds|| =
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”c-l,\g:” llvo + /0 e % Y(z(s), y(s))ds||.

Agora quando t — oo, temos que ”—,;\2—! — 00. E como llm’t y(t) = 0, temos que

Yo+ / =05 (a(s), y(s))ds = 0.
0

Logo,
_ s Ag(t—8).1 1.
= —/ e Y(z(s),y(s))ds
0

o que verifica a afirmacao.

Assim,

z(t) = eMtag + /t M=) g(x(s), y(s))ds
y(t) = e (‘ /nwe‘“‘w(x(s),y(sn@) " ]f, 20y (a(s), y(s))ds =

A / " =y (a(s), y(s))ds + f &-9)4(z(s), y(s))ds.

Entao,

‘f " -9 (a(s), y(s))ds = - fnm 29 (x(s), y(s))ds + f;e""““’w(x(s),y(s))ds.

Logo,

| Ih e,\1t 0 T t e/\1(t—s) 0 Cb i < | 0 ¢
c,/(t,(:{.‘,y))-n[ 0 0]|:y]+./o[ 0 U]ds[qp] _[ lo eAz(:—s)jldsld)

Agora, vamos tomar um caso particular, onde A} = =1, Ao =1, ¢ = —y? e ¥ = 2°.

Dal, temos o seguinte sistema:

Portanto, temos

eMt T t] ehlt—
go(t,(x,y)>=[ : 0][y]+“ i
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Temos que o primeiro valor é dado por
@°(t, (z,)) = (0,0).

Continuando o processo, podemos obter o restante dos valores substituindo [

valores encontrados nas préximas iteragoes.

Logo,temos

et : t| e—(t—s o0
99(1}(¢:(m,y))=[0 EII;J-'_/{;[ 0) d ]—/ [0

A préxima iteragao sera

..fO

‘19(2)@: (J?, y)) = ,: 60

) 2] )

Para melhorarmos a aproximacao, vamos fazer ainda mais duas iteracoes

’ -t 0 T e—txé t 858_43 o0
Ot (z,)) = | © / - ”/
e (t, (z,9)) !0 0”3;]+ 5 n{ . st ¢a’ | [

e~tyd { —14e% J 22t [ 0 ]
- e—3t =
9.3 0 5
[ —(e~tz?) + e~*2 } {
0

e—tr + %(e““ —e~t)z? ]

e—2t.a.2

3
A préxima sera

oW(t, (z,y)) = [8; EJ [;J Jerl
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e‘:t:2 0

_ . ds =
R l 2723 (e=2 + 2.27e~5(e~% — 1)a® + (€7 — 2e~5 + ¢~2%)¢F) }

:L.ﬂet 0

T 973 2 - 1, 227 e3¢
27 [27 3’(5+~3—(T

_[ “(1+227(‘—3‘—1

%

Figura 2.1: Variedades do exemplo 2.3

As variedades estavel e instdvel S e U sao definidas somente em uma pequena vizinhanga
da origem na prova do Teorema da Variedade Estavel. S e U sdo além disso referidas como as
variedades estdvel e instdvel locais de (2.1) na origem ou simplesmente as variedades estével e
instavel da origem. Definimos as variedades estavel e instavel globais de (2.1) em (0, 0) deixando

os pontos de S correrem o tempo no passado e aqueles de U correrem o tempo no futuro.

Definicao 2.4. Seja ¢ o fluxo do sistema néo linear (2.1). As variedades globais estdvel e
instavel de (2.1) no (0,0) (na origem) sao dadas por

50,0) = Jot,5)

t<0

wY(0,0) = (¢, U)

t>0

47
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respectivamente. Pode ser mostrado que as variedades estdvel e instdvel globais, W¥(0,0) e
WY(0,0), sdo tinicas e invariantes pelo fluxo ¢.
Além disso,
V(z,y) € W(0,0), limp(t, (z,y)) = 0

V(z,y) € wY (0,0), rl}r_n e(t, (z,y)) = 0.

Pode também ser mostrado (como na prova do Teorema da Variedade Estdvel) que numa
pequena vizinhanga, N, de uma singularidade hiperbédlica na origem, as variedades locais estavel

e instdvel, S e U, de (2.1) na origem sao dadas por

S = {(z,y) € N/p(t,(z,y)) — 0 quando t — oo e ¢(t, (z,y)) € N,Vt > 0}

U ={(z,y) € N/p(t,(z,y)) — 0 quando t — —o0 e ¢(t, (z,y)) € N,Vt < 0},

respectivamente.

N\

6}( \
Figura 2.2: trajetdria para o sistema no exemplo (2.3).

A figura 2.2 mostra uma trajetoria computada numericamente para o sistema no exemplo
(2.2). A variedade estavel global e a variedade instavel global para este exemplo é mostrada na
figura 2.3. Note que W¥5(0,0) e WY(0,0) se interceptam em um lago homoclinico.
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\

w'(0) w o)
Figura 2.3: A variedade instével global e a variedade estdvel global para o exemplo 2.2

Com as hipéteses do Teorema da Variedade Estdvel, se S e U sao as variedades estdvel
e instdvel de (2.1) na origem e se Re(\;) < —a < 0 < B < Re(\,) para j = 1,....k e
m=k+1,...,2 entdo dado € > 0 existe § > 0 tal que

(zo,y0) € N5(0,0) NS = |l¢(t, (z0,%0))|| < ee™®,Vt >0

(%0, ¥0) € N5(0,0) N U = ||(t, (zo, ¥0))|| < €€®,Vt <0

onde N;5(0,0) é uma bola aberta de centro (0,0) e raio 4.

2.2 Singularidades Hiperbdlicas e Nao Hiperbdlicas

2.2.1 Selas, No6s, Focos e Centros

Como vimos, um sistema linear
(4,9) = Az,y), (z,y) € R? (2.4)

apresenta uma sela, um nd, um foco ou um centro na origem se existe uma transformacao linear
nao singular que reduz a matriz A a uma matriz candénica B = P~' AP apresentando uma das

SEHE

seguintes formas
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Definicao 2.5. Uma singularidade (zg, yo) do sistema nao linear
(#,9) = X(z,y), (z,y) €R?

¢ chamada de pocgo se todos os autovalores da matriz JX (zo,y) tem parte real negativa; é
chamada de fonte se todos os autovalores da matriz JX (z¢,yo) tem parte real positiva; e é
chamada de sela se JX(xg,yo) tem um autovalor com parte real positiva e um autovalor com

parte real negativa.

Agora, vamos definir o conceito topoldgico de sela para o sistema nao linear (2.5) com
(z,y) € R? e mostrar que se (g, yo) é uma singularidade hiperbélica de (2.5) entdo ele é uma
sela topoldgica se, e somente se, é uma sela de (2.5); isto é, uma singularidade hiperbdlica
(zo,yo) € uma sela topolégica para (2.5) se, e somente se, a origem é uma sela para (2.4) com
A = JX(zo,y0)-

Podemos refinar a classificagdo dos pogos do sistema nao linear (2.5) para nds estaveis e
focos, e podemos mostrar que uma singularidade hiperbélica (zg,yo) é um né estavel ou um
foco para o sistema (2.5) se, e somente se, ele é respectivamente um né estavel ou um foco para
o sistema linear (2.4) com A = JX (29, yo). Similarmente, uma fonte de (2.5) pode ser tanto um
no instavel quanto um foco de (2.5) como definiremos abaixo. Finalmente, definiremos centros
e centro-focos para o sistema nao linear (2.5) e mostraremos que com a adigao de termos nao
lineares o centro do sistema linear (2.4) pode se tornar um centro, um centro-foco, uma sela ou
um foco instavel de (2.5).

Vamos entao dar defini¢goes geométricas precisas para um centro, um centro-foco, um foco

estdvel e instdavel, um no estdvel e instavel e para uma sela topoldgica de um sistema nao linear

y=q(z,y)

{ & =p(,y) ‘ (2.6)

Vamos assumir que (g, y9) € R? é uma singularidade isolada do sistema (2.6) que foi transladada

para a origem. As solugoes do sistema nao linear

7 = p(rcosf, rsenfl)cost + q(rcosb, rsenfl)send 2.7)
6 = q(rcosh, rsenB)cosh — p(rcosh, rsend)send ‘

ou seja,
dr _ 7[p(rcos, rsend)cosh + q(rcost, rsend) senb)]

o~ = q(rcos, rsenb)cosd — p(rcos, rsend)send

serdo denotadas por r(t, 7o, 6p) e 6(t, 1o, 6p), com r(0) = ry e 6(0) = bp.
Escrevendo o sistema de equagoes diferenciais (2.7) em coordenadas polares vamos revelar

(2.8)

50
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a natureza da singularidade na origem. Isto é ilustrado pelos trés exemplos seguintes

T=-y—2zy
y =z + 2

em coordenadas polares. Para r > 0 temos,

Exemplo 2.6. Escreva o sistema

_wi+yy —zy—zly+ay+aly

0

T T

g_xy—y:i:_:c2+:1:3+y2+.ty2

= - =14+x2>0

para x > —1. Assim, ao longo de qualquer trajetéria deste sistema no semi-plano z > —1, r(t)
é constante e 0(t) cresce sem limite quando ¢ — 0o. Isto é, o retrato de fase numa vizinhanga

da origem é um centro para este sistema nao linear.

Exemplo 2.7. Considere o sistema

i =—-y—2z°—xy?
y=z -y —z?y

em coordenadas polares. Para r > 0 temos,

Assim, 7(t) = ro(1 + 2r2t)~"/2 para t > —1/(2r2) e 0(t) = 6p +t. Vemos que r(t) — 0 e
6(t) — oo quando t — oco. O retrato de fase para este sistema nao linear em uma vizinhanga

da origem é um foco estavel.

Exemplo 2.8. Considere o sistema

&= —y+z+z1°
y=x+y+2%

em coordenadas polares. Para r > 0 temos,
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6=1.

Assim, r(t) = ro(1—2r2t)~"/2 para t < 1/(2r2) e 6(t) = fp+t. Vemos que r(t) — 0e |0(t)| — oo
quando t — —oo. O retrato de fase para este sistema nao linear em uma vizinhanga da origem

¢ um foco instavel.

Vamos agora dar as definigoes geométricas precisas de um centro, um centro-foco, um foco
estavel e instdvel, um né estavel e instavel e de uma sela topoldgica para o sistema nao linear
(2.7). Iremos assumir que (zo,yo) € R? é uma singularidade isolada do sistema (2.7) que foi
transladada para a origem; r(t, 7o, 0) e 6(t, 79, 6p) vao denotar as solugdes do sistema néo linear
(2.8) com 7(0) = r9 e 8(0) = bq.

Definigao 2.9. A origem é chamada de centro para o sistema nao linear (2.5) se existe um
d > 0 tal que toda trajetéria de (2.5) numa determinada vizinhanga Nj(0,0) — {(0,0)} é uma

&)
Lol

Figura 2.4: centro para (2.5).

curva fechada com (0, 0) no interior.

Definicao 2.10. A origem é chamada de centro-foco para (2.5) se existe uma seqiiéncia de
trajetérias fechadas 7, com 7,4, no interior de 7, tal que v, — 0 quando n — oo e tal que

toda trajetdria entre 7, e 7,41 se espirala na dire¢do de 7, ou y,4+1 quando ¢ — Fo0.

10.0

a)
N=mpy

Figura 2.5: centro-foco para (2.5).
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Definigao 2.11. A origem é chamada de foco estével para (2.5) se existe § > 0 tal que para
0<rg<édedy €R, r(t,re,00) — 0 e |0(t,rg,0)) — oo quando t — oo. E chamado foco
instavel se r(t,79,600) — 0 e |0(¢,79,6p)| — oo quando t — —oco. Qualquer trajetéria de (2.5)
que satisfaz r(t) — 0 e |#(t)| — oo quando t — +o0 é dita espiral na direcdo da origem quando

t — Fo0.

)

R
=2

Figura 2.6: foco estdvel para (2.5).

Definigao 2.12. A origem é chamada de né estavel para (2.5) se existe § > 0 tal que para
0<rg<dedy €R, r(t,rg,bp) — 0 quando t — oo e tlirgc 0(t,ro,00) existe; isto é, cada
trajetoria em uma dada vizinhanca da origem se aproxima da origem ao longo de uma tangente
bem definida quando ¢t — oo. A origem é chamada né instdvel se 0 < rp < d e §y € R,
r(t,r0,60) — 0 quando t — —o0 e tEiinm 0(t,ro,0p) existe para qualquer ro € (0,6) e 6 € R.
A origem é chamada de né préprio para (2.5) se é um né e se todo raio através da origem é

tangente a alguma trajetéria de (2.5).

L

Figura 2.7: né estavel para (2.5).

Definigao 2.13. A origem é uma sela topoldgica para (2.5) se existirem duas trajetérias 1, e
72 que se aproxima de (0,0) quando ¢ — oo e duas trajetérias v3 e y4 que se aproximam de
(0,0) quando t — —oo e se existir um § > 0 tal que qualquer outra trajetéria que comece numa
vizinhanga determinada da origem N;(0,0) — {(0,0)} afasta-se de N;s(0,0) quando ¢t — *oo.
As trajetérias 7;, ¢ = 1, ...,4 sao chamadas de separatrizes.
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Figura 2.8: sela topolégica para (2.5).

Para uma sela topoldgica, a variedade estdvel na origem é S = v, U~ U{(0,0)} e a variedade
instdvel na origem é U = y3U~v,U{(0,0)}. Se a trajetdria -y; se aproxima da origem ao longo de
um raio fazendo um angulo 6; com o eixo-z onde 6; €] —m, 7|, parai = 1,...,4, entdo 6, = 0, £
e 0y = 03 £ . Isto segue por consideramos as possiveis diregoes nas quais a trajetéria de (2.5),
escritas em formas polares (2.7), pode se aproximar da origem.

Os seguintes teoremas, provados em [A], sdo titeis nesta observagdo. O primeiro teorema é

devido a Bendixson [B].

Teorema 2.14 (Bendixson). Seja X : R? — R? um campo vetorial polinomial. Se a origem é
uma singularidade isolada de (2.5), entdo ou toda vizinhanga da origem contém uma trajetoria
fechada com (0,0) no seu interior ou existe uma trajetéria se aproximando de (0,0) quando

t — too.

Teorema 2.15. Suponhamos que p(z,y) e g(z,y) em (2.6) sejam polinémios de x e y contendo
a origem e que a Expansdo de Taylor de p e ¢ sobre (0,0) comecem com termos de grau m

pm(Z,y) € gm(z,y) com m > 1. Entdo qualquer trajetéria de (2.6) que se aproxima da origem

quando ¢ — oo ou se espirala em dire¢ao a origem quando ¢ — oo ou tende para a origem numa
direcao definida § = 6, quando t — 00. Se zqm(z,y) — ypm(z,y) ndo é identicamente nulo,

entdo todas as diregoes, 6y, satisfazem a aquagao
cosbyq, (costy, senbly) — senbopm (cosby, senby) = 0.

Além disso, se uma trajetéria de (2.6) se espiraliza em dire¢ao a origem quando ¢ — oo entao
todas as trajetérias de (2.6) numa determinada vizinhanga da origem se espiralizam na diregao

de (0,0) quando t — oo.
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Segue deste teorema que se p e ¢ comegam com termos de grau um, isto é,
n(z,y)=ax+by e qz,y)=cr+dy

com a,b,c,d # 0, entdo as unicas direcoes possiveis na qual as trajetérias podem se afastar da

origem sao dadas por diregoes que satisfazem
bsen?6 + (a — d)senfcosf — acos*6 = 0. (2.9)
Para cosf # 0, isto é, se b # 0, esta equacao é equivalente a

btg*0 + (a — d)tgd — c = 0. (2.10)

Esta equagdo tem ao menos duas solugées 6 € (‘7”, ’5‘] e se 0 = 0; é uma solugdo, entdo

0 = 6, £ m também sao solugbes. Encontrar as solugoes de (2.10) é equivalente a encontrar as

direcoes determinadas pelos autovetores da matriz

a b
A= :
cid
O préximo teorema segue imediatamente do Teorema da Variedade Estavel e do Teorema de
Grobman-Hartman. Ele estabelece que se a origem é um ponto hiperbélico para o sistema nao
linear (2.5), entao existe uma sela topolégica para (2.5) se, e somente se, é uma sela para a sua

linearizagéo na origem. Além disso, as diregoes #; ao longo de cada separatriz 7; que se afasta

da origem séao solugdes de (2.9).

Teorema 2.16. Seja X : R? — R? um campo polinomial vetorial do sistema néo linear (2.5),
com a origem sendo uma singularidade hiperbdlica. Entao a origem é uma sela topolégica para

(2.5) se, e somente se, a origem é uma sela para o sistema linear (2.4) com A = JX(0,0).

Exemplo 2.17. De acordo com o teorema anterior, a origen é uma sela topolégica ou uma sela

para o sistema nao linear

i =x+2y+ 2z — >
y=3z+ 4y — 2zy

visto que o determinante da parte linear é —2. Além disso, as dire¢oes nas quais as separatrizes

se aproximam da origem quando { — oo sdo dados pelas solugdes de (2.10):

2tg*0 — 3tgh —3 =0
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4

6 = tg_l (@)

e temos ) » 65,42°, 03 « 34,46°. Em qualquer ponto do eixo positivo z perto da origem, o
campo de vetores é definido por este sistema de pontos acima. Desde que y > 0. Isto determina
as direcoes do fluxo definido pelo sistema acima. O retrato de fase local para a parte linear

deste campo de vetores, bem como a parte nao linear, esta mostrado na figura abaixo.

77

AN

Figura 2.9: Uma sela para o sistema linear e uma sela topoldgica para o sistema nao linear no
exemplo 2.17.

O comportamento qualitativo numa vizinhanca da origem é o mesmo para cada sistema.

O préximo teorema, provado em [A], mostra que como p(z,y) e q(z,y) séo dois polinémios
e por isso tem derivadas parciais de segunda ordem continuas numa vizinhanca da origem,
podemos notar que nés e focos de um sistema linear persistem com a adicao de termos nao

lineares.

Teorema 2.18. Seja X : R? — R? um campo vetorial polinomial. Suponhamos que a origem
¢ uma singularidade hiperbdlica de (2.5). A origem é um né estdvel (instével) para o sistema
nio linear (2.5) se, e somente se, 6 um né estavel (instdvel) para o sistema linear (2.4) com
A = JX(0,0). E a origem é um foco estavel (instdvel) para o sistema néo linear (2.5) se, e

somente se, é um foco estavel (instdvel) para o sistema linear (2.4) com A = JX(0,0).

Observagao 2.19. De acordo com o teorema anterior, segue que a origem é um né préprio

para o sistema ndo linear (2.5) se, e somente se, é um né préprio para o sistema linear (2.4)
com A = JX(0,0).

Os exemplos de 2.5 a 2.7 acima mostram que um centro para um sistema linear pode tanto

continuar um centro quanto pode se tornar um foco estdvel ou instdvel com a adi¢do de um
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termo nao linear. Além disso, podemos encontrar exemplos onde a adigao de termos nao lineares
faz com que o centro se torne um centro-foco; e o proximo teorema mostra que estas sao as

tinicas possibilidades. (Provado em [P])

Teorema 2.20. Seja X : R? — R? um campo vetorial polinomial com X(0,0) = (0,0).
Suponhamos que a origem é um centro para o sistema linear (2.4) com A = JX(0,0). Entao a
origem pode ser um centro, um centro-foco, ou um foco para o sistema néo linear (2.5).

Demonstragao: Podemos assumir que a matriz A = JX(0,0) tenha sido transformada na

-7

com b # 0. Assuma b > 0; caso contrario, podemos aplicar a transformacao linear t — —t. O

seguinte forma canodnica

sistema nao linear (2.6) entao tem a forma

&= —by + p(z,y)
g=br+q(z,y)

Como X é diferencidvel, segue que ‘@| —0e “(—Irl"-l — 0 quando r — 0; isto é, p = O(r) e

q = O(r) quando r — 0. Assim, em coordenadas polares temos,

F=0(r)ef=b+0(r)

quando 7 — 0. Por isso, existe um § > 0 tal que 6 > g > 0 para 0 < r < 4. Assim,

para0 < rg < d e Oy € R, 6(t,79,6p) > "’?t+ 8y — oo quando t — oo; e O(t,rg,6p) é uma

fungao mondtona crescente de ¢. Seja t h(€) a inversa desta fungao mondtona. Defina
7(60) = r(h(6),70,6p) para 0 < 1y < § e 6y € R. Entao 7 satisfaz a equagao diferencial (2.8) que

tem a seguinte forma

dr _ F(r.6) = cosbp(rcosb, Fsen) + senbq(rcosb, 7send)
dd ~ "7 T b+ (cosf/7)q(Fcosh, Fsend) — (send /7)p(Fcosh, Fsenb)

Suponha que a origem ndo é um centro nem um centro-foco para o sistema (2.6). Entao para
d > 0 suficientemente pequeno, ndo existem trajetdrias fechadas de (2.6) numa determinada
vizinhanca N;(0,0) — {(0,0)}. Assim, para 0 < 7y < § e 6y € R, tanto 7(6p + 27) < 7(6y)
quanto 7(fy + 27) > 7(6y). Vamos assumir que o primeiro caso ocorre. O segundo caso é
tratado de maneira semelhante. Se 7(6y + 27) < 7(6p) entdo 7(6p + 2kw) < 7(6p + 2(k — 1)7)
para k = 1,2,3, ... Por outro lado, teremos trés trajetérias de (2.6) passando pelo mesmo ponto,

o que é impossivel. A seqiiéncia 7(fy + 2k7) é mondtona decrescente e limitada inferiormente
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por zero; além disso, o seguinte limite existe e é nao negativo:

7 = lim #(6 + 2k).
k—oo

Se 7; = 0, entdo § — 0 quando @ — oo: isto é, r(t,79,600) — 0 e 6(t,r9,0y) — oo quando t — oo
e a origem ¢ um foco estével para (2.6). Se 7; > 0, entdo tomando |F'(r,0)] < M para0 <r < §
e 0 < 0 < 2, a seqiiéncia 7(6y + 6 + 2k) é equicontinua em [0, 27].

Além disso, pelo Lema de Ascoli e pelo Teorema 7.25 em [R] existe uma subseqiiéncia
convergente uniforme 7 (6 + 6 + 2km) convergindo para uma solugao 71 () que satisfaz 7;(8) =
71(6p + 2k); isto é, r1(#) é uma solugdo periédica ndo nula de (2.8). Isto contradiz o fato de
que nao existem trajetérias de (2.6) em N;(0,0) — {(0,0)} quando a origem nao é um centro
ou um centro foco de (2.6). Portanto, a origem nao é um centro ou um centro-foco de (2.6),

71 = 0 e a origem é um foco para (2.6). m

Definigao 2.21. O sistema (2.6) é dito simétrico com respeito ao eixo-z se ele é invariante
pela transformacao (t,y) — (—t, —y), em outras palavras, (t, (z,y)) = —p(—t, (z, —y)); ele é
simétrico com respeito ao eixo-y se ele é invariante pela transformacao (t,z) — (—t,—z), em

outras palavras, p(t, (z,y)) = —¢(—t, (—z,y)).

Note que o sistema no exemplo (2.4) é simétrico com respeito ao eixo-z, mas nao com

respeito ao eixo-y.

Teorema 2.22. Seja X : R? — R? um campo vetorial polinomial com X (0,0) = (0,0). Se o
sistema nao linear (2.5) é simétrico com respeito ao eixo-z ou ao eixo-y, e se a origem é um
centro para o sistema linear (2.4) com A = JX(0,0), entdo a origem é um centro para o sistema

nao linear (2.5).

A idéia da prova deste teorema que pode ser vista em [Pe| é a mesma do teorema anterior:
qualquer trajetéria de (2.6) em Ns(0,0) que cruza o eixo positivo  vai sempre cruzar o eixo
negativo x. Se o sistema (2.6) é simétrico com respeito ao eixo-z, entao as trajetérias de (2.6)
em N;(0,0) vao ser simétricas com respeito ao eixo-z e dai, todas as trajetérias de (2.6) em

N;(0,0) vao ser fechadas; isto é, a origem vai ser um centro para (2.6).
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2.2.2 Singularidades Nao Hiperbélicas no R?

Nesta secao vamos apresentar alguns resultados sobre singularidades nao hiperbdlicos de sis-
temas planares. Este trabalho originou-se com Poincaré [P] e foi estendido por Bendixson [B]
e mais recentemente por Andronov em [A]. Vamos assumir que a origem é uma singularidade
isolada do sistema planar
{ ;t:zp(:!:, y) (2.11)
y=q(z,y)
onde p e ¢ sdo polinomios. Aqui daremos alguns resultados estabelecidos em [A] para o caso
em que a matriz A = JX(0,0) tenha um ou dois autovalores zero, mas A # 0.
Primeiramente, notemos que se p e ¢ comecam com termos de grau m, p,, € ¢, entao segue

do teorema 2.15 da subsecao anterior que se a fungao
9(0) = cos0qy,(cost, senf) — senbpy,(cost, senf)

nao é identicamente nula, entdo existe ao menos 2(m + 1) diregdes 6§ = 6, tangenciando tra-
jetérias que se aproximam da origem. Estas diregoes sao dadas por solugdes da equagio g(#) = 0.
Suponhamos que g(#) nao é identicamente nula, entao as trajetérias de (2.11) que se aproximam
da origem ao longo destas linhas tangentes dividem a vizinhancga da origem em um nimero finito
de regides abertas chamadas sefores. Estes setores serdo de trés tipos e vamos descreve-los em
definigoes mais a frente. As trajetdrias que "morrem”nas limitacoes de um setor hiperbdlico

sao chamdas separatrizes.

Definigao 2.23. Um setor que é topologicamente equivalente ao setor da figura na parte (a) é
chamado de setor hiperbdlico. Um setor que é topologicamente equivalente ao setor mostrado
na figura na parte (b) é chamado de setor eliptico. E um setor que é topologicamente equivalente

ao setor mostrado na figura na parte (c) é chamado de setor parabdlico.

Figura 2.10: (a) um setor hiperbélico. (b) um setor eliptico. (c) setores parabdlicos.

Na “defini¢ao” acima, o homeomorfismo estabelecendo a equivaléncia topolégica de um dos
setores da figura (2.11) ndo precisa preservar a diregéo do fluxo; isto é, cada setor da figura (2.11)
com as flechas reversas sao setores do mesmo tipo. Por exemplo, a sela tem uma determinada
vizinhanca consistindo de quatro setores hiperbdlicos e quatro separatrizes. E um né préprio
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tem uma determinada vizinhanca consistindo de um setor parabdlico. De acordo com o teorema

2.14 da subsecao anterior, o sistema

T=y
Y= —23 + dxy

tem um setor hiperbélico na origem. O retrato de fase para este sistema é mostrado na figura
2.11. Toda trajetoria que se aproxima da origem é tangente ao eixo-z.

Uma vizinhanca préxima da origem consiste de um setor eliptico, um setor hiperbélico, dois
setores parabdlicos e quatro separatrizes. Este tipo de singularidade é chamada singularidade

com um dominio eliptico.

Figura 2.11: Uma singularidade com um dominio eliptico na origem.

Um outro tipo de singularidade nao hiperbédlica para um sistema planar é uma sela-nd. Uma

sela-né consiste de dois setores hiperbdlicos e um setor parabdlico (bem como trés separatrizes

e a singularidade por si mesma). De acordo com o teorema 2.13 anterior, o sistema

T
Y

tem uma sela-né na origem. Mesmo sem o teorema 2.13, este sistema ¢é de facil discussao pois
ele pode ser resolvido de forma explicita z(t) = (m’_t) e y(t) = yoe'. O retrato de fase deste

sistema é mostrado na figura 2.12 abaixo.
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Figura 2.12: Uma sela-né na origem.

Um outro tipo de comportamento que pode ocorrer em uma singularidade nao hiperbdlica

=y
g =2

O retrato de fase deste sistema é mostrado na figura 2.13. Vemos que uma determinada vizin-

é ilustrado pelo seguinte exemplo

hanga da origem consiste de dois setores hiperbdlico e duas separatrizes. Este tipo de singula-

ridade é chamada de cuspide.

7,

x

Figura 2.13: Uma cuspide na origem.

Como podemos ver, além dos tipos familiares de singularidades para sistemas polinomiais
planares discutidos na subsegao anterior, isto é, focos, nds, selas topolégicas e centros, os
outros unicos tipos de singularidades que podem ocorrer para (2.11) quando A # 0 sdo selas-
nod, singularidades com dominios elipticos e cuspides. Primeiramente consideramos o caso em
que a matriz A tenha autovalores diferentes de zero, isto é, quando detA = 0, mas trA # 0.
Neste caso e como mostrado em [A] na pag 338, o sistema (2.11) pode ser colocado na forma,

{?:”@ﬂ) (2.12)
y=y+q(r,y)
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onde p; e g, sdo polinémios e tem expressoes que comegam com termos de segundo grau em z

e y. O préximo teorema é provado na pagina 340 em [A].

Teorema 2.24. Consideremos a origem uma singularidade isolada para o sistema (2.12). Seja
y = 0(z) a solugao da equagdo y + ¢2(z,y) = 0 em uma determinada vizinhanca da origem
e seja a expansao da fungdo ¥ (xz) = pa(z,6(z)) em uma vizinhanca de = 0 com a forma
Y(z) = apz™ + ... onde m > 2 e a,, # 0. Entéo,

(1) para m impar e a,, > 0, a origem é um né instavel,

(2) para m fmpar e a,, < 0, a origem é uma sela topoldgica,
3) para m par, a origem é uma sela-né.

(

Agora, vamos considerar o caso em que A tenha dois autovalores nulos, isto é, detA = 0,
trA = 0, mas A # 0. Neste caso ¢ mostrado em [A], pg.356, que o sistema (2.11) pode ser

colocado na forma matricial,

T =y 2.13
{ y = axz¥[1 + h(z)] + byz"y[l + g9(z)] + ¥*R(z, ) G

onde h(0) = g(0) =0, k > 2, ar # 0 e n > 1. Os dois préximos teoremas estdo provados nas
pgs.357 — 362 em [A].

Teorema 2.25. Seja k = 2m +1 com m > 1 em (2.13) e seja A = b,* + 4(m + 1)a;. Entio,
se a; > 0 a origem € uma sela topoldgica; se ar < 0 a origem é

(1) um foco ou um centro se b,, =0 e também se b, #0en >mousen=me X <0,

(2) um né se b, # 0, n é um niimero par e n < m e também se b, # 0, n é um niimero par,
n=mei>0,

(3) uma singularidade com dominio eliptico se b, # 0, n é um nimero impar e n < m e

também se b, # 0, n é um nimero impar e A > 0.

Teorema 2.26. Seja k = 2m com m > 1 em (2.13). Entao a origem é
(1) uma cuispide se b, = 0 e também se b, # 0 e n > m,

(2) uma sela-né se b, # 0 e n < m.

Vimos que se JX(0,0) tem um autovalor zero, entdo a singularidade (z¢, ) ¢ um né, uma
sela topoldgica, ou uma sela-né; e se JX(0,0) tem dois autovalores zero, entao a singularidade
(20,y0) € um foco, um centro, um né, uma sela topoldgica, uma sela-né, uma cuspide, ou uma
singularidade com dominio eliptico.

Finalmente, e se a matriz A = 0?7 Neste caso, o comportamente préximo da origem pode
ser muito complexo. Se p e ¢ comegam com termos de grau m, entdo as separatrizes podem
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dividir uma vizinhanga da origem em 2(m + 1) setores de vérios tipos. O ntimero de setores
elipticos menos o niimero de setores hiperbélicos é sempre um nimero par.

Por exemplo, o sistema quadratico homogéneo

=2+ ay
y=3y°+ay

tem o retrato de fase mostrado na figura 2.14 abaixo. Existem dois setores elipticos e dois
setores parabdlicos na origem. Todos os tipos possiveis de retratos de fase para sistemas
quadréticos homogéneos foram classificados pelo matemético russo L.S. Lyagina [Ly]. Para

maiores informagoes sobre o assunto, ver [N/S].

Figura 2.14: Uma singularidade nao-hiperbdlica com dois setores elipticos e dois setores
parabdlicos.

2.3 Teoria da Variedade Central

Vamos agora adicionar um resultado importante que estabelece a existéncia de uma variedade

central W€ (0,0) tangente a E€ na origem.

Teorema 2.27 (Variedade Central). Seja X : R? — R? um campo vetorial polinomial.
Suponhamos que X (0,0) = (0,0) e que JX(0,0) tem k autovalores com parte real negativa; j
autovalores com parte real positiva e m = 2 — k — j autovalores com parte real zero. Entao
existe uma variedade central m-dimensional W¢(0,0) tangente ao subespago central E¢ do

sistema ndo linear (2.5) em (0,0), uma variedade estével k-dimensional W9(0,0) tangente

ao subespaco estavel ES do sistema néao linear (2.5) em (0,0) e uma variedade instavel j-
dimensional WY (0,0) tangente ao subespaco instavel EV do sistema nao linear (2.5) em (0,0).
Além disso, W€(0,0),W5(0,0) e WY(0,0) sdo invariantes pelo fluxo ¢ do sistema linear (2.4).
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Exemplo 2.28. Considere o sistema

. e : 2
Tk (2.14)
§=—y

Cada equagao deste sistema pode ser integrada separadamente, a partir das condicdes iniciais
z(0) = zo e y(0) = yo, resultando nas solucoes

Lo
z(l) =
T() 1—3320

t

y(t) = yoe™".

Combinando estas duas expressoes de maneira a eliminar ¢, obtemos a férmula y = y(z), que

resultam nas trajetérias descritas no espago de fases

y(z) = (yoe;_ﬂl) ex.

Essa formula permite esbogar o retrato de fase do sistema (2.14). A expressio y(t) mostra que
para qualquer valor de yy, ¥ — 0 quando ¢ — co. A expressdo z(t) revela que se zq < 0, temos

que z — 0 quando t — o0; e se &y > 0, entdo z — oo quando ¢ — "xlE

w*(0,0)

Figura 2.15: retrato de fase do sistema (2.14).

A singularidade desse sistema é o ponto (0,0). A matriz jacobiana calculada nesse ponto é
tal que os autovalores sao A\; = 0 e A\, = —1. Portanto, como existe um autovalor com parte

real nula, nao deve haver equivaléncia topoldgica com relagao ao sistema linear correspondente.

Teorema 2.29 (Variedade Central Local). Seja X : R? — R? um campo vetorial polino-
mial. Suponhamos que X (0,0) = (0,0) e que JX(0,0) tenha um autovalor nulo e um autovalor
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negativo. Como (z,7) = X(z,y) = (p(z,y),q(z,y)), temos

&= p(z,y)
¥ =q(z,y)

mas ele pode ser escrito na forma

&= f(z,y)
y=—ay+g(z,y)

onde f(0,0) = g(0,0) = 0.
Além disso, existe h € C%(V;(0,0)) que define a variedade central local W¢,.(0,0) =
{(z,y)/y = h(z), |z| < &} e satisfaz

b (z)[f(z, h(z))] + ah(z) — g(z, h(z)) =0 (2.16)

com fluxo na variedade central
i = f(2,h(z)). (2.17)

Exemplo 2.30. Considere o sistema

i = 2%y — x5
y=-y+a®

Neste caso, temos f(z,y) = 2%y — 2° e g(z,y) = 2%. Vamos substituir a expansao
h(z) = az® + b2® + o(z*) e Dh(z) = 2az + 3bz? + o(2?)
na equagao (2.16) para obter
(2azx + 3bz® + ..)(az* + b2 + ... —2°) +az? + b2* + ... —2* =0

Fixando os coeficientes de mesmo grau de x igual a zero, segue que a —1=0,b=0,c=0,...

Entao,
h(z) = 2* + o(2®).

Substituindo este resultado na equagao (2.17), temos entao

& =1z +o(z").




E=w’(0)

Y
|

Figura 2.16: retrato de fase do sistema do exemplo 2.30.
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Capitulo 3

Blow-up Polar e Blow-up Direcional

No estudo das singularidades existe uma técnica poderosa, o “blow-up”. O “blow-up”é utilizado
quando temos singularidades ndo elementares, isto é, quando ambos os autovalores sao nulos e
o principio de redugéo ao comportamento central néo se aplica. Ele também serve para estudar
pontos fixos de difeomorfismos, mas vamos apresentar essencialmente para singularidades de
campos de vetores.

Seja X : R? — R? um campo vetorial polinomial com X (0,0) = (0,0). Consideremos a
aplicacao

d: S!'xR — R?
(0,r) +— (rcosf,rsend).

Entao podemos definir um campo de vetores X em S! x R com <I>,(X) = X, de modo que
Do, (X(B, 7)) = X(®(6,7)). Isto é chamado de pull back de X por ®. Nao é nada mais do que
X escrito em coordenadas polares. Se o k-jato (polinémio de Taylor de ordem k) ji,(X(0,0)) é
zero, entédo jx(X(0,0)) = (0,0) para qualquer (8,0) € S* x {0}.

Na prética, contudo, em vez de utilizarmos coordenadas polares, usamos o chamado “blow-
up”direcional.

Na diregao do eixo-z:

(z,9) — (z,§%) denotado por X*. (3.1)

Na direcao do eixo-y:
(z,9) — (Zy,7) denotado por XV, (3.2)

Quando {z # 0}, (3.1) é 0 mesmo que o “blow-up” polar, a menos de uma mudanca analitica

de coordenadas: 6 # 3, T,

(0,7) — (rcosb, tgf) — (rcosb,tgfrcost) = (rcosb, rsend).
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Quando {y # 0}, (3.2) também serd o mesmo que o “blow-up”polar, a menos de uma

mudanga analitica de coordenadas: 6 # 0, .
(60,7) — (cotgh, rsenf) — (cotgbrsend, rsend) = (rcost, rsend).

Neste caso, com j;(X(0,0)) = (0,0) e jr+1(X(0,0)) # (0,0) podemos ganhar informacdes

considerando X como
1

K= :‘._;.X
Entdo X também é um campo de vetores sobre S* x R. Esta divisdo ndo altera as érbitas
de X, nem os seus sentidos, mas somente a parametrizacao por ¢.
Para o “blow-up”direcional usamos % X* no caso (3.1) e ??,1,;)2'-’*’ no caso (3.2). Quando
{z #0}, %X e X X" siio os mesmos a menos de uma mudanga analitica de coordenadas e de
uma multiplicagao por uma fungao analitica positiva.

Vamos analisar dois exemplos.

Exemplo 3.1. Neste exemplo, onde vamos utilizar um “blow-up”, obteremos facilmente o

retrato de fase numa vizinhanca da singularidade.

T =1z%-2zy
y=y"-azy

Tomando @ = rcosfl e y = rsend, no sistema acima, teremos

& = rcost — rsenbf
y = rsenf + reosfd

Agora substituindo = rcosf e y = rsenf no sistema (3.3), teremos

& = r’cos®0 — 2r?cosfsend
y = r2sen®d — r?senfcos
Assim, igualando (3.4) a (3.5), temos

{ rcost — rsenff = r2cos60 — 2r2cosfsend

rsenf + rcos8 = r?sen?6 — r2senfcost

O que precisamos é encontrar 7 e §. Para encontrarmos 7 multiplicamos a primeira equacao

acima por cosf e a segunda por senf. E para encontrarmos ¢ multiplicamos a primeira equagao
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por senfl e a segunda equacao por —cosfl. Assim, obtemos o sistema

{ 6 = cosfsend(3send — 2cosb)

7 = (cos®0 — 2cos*@send — cosfsen®d + sen®d)r

Vamos analisar as singularidades. As singularidades com r = 0 estao localizados em 6 =
2

5

De fato, quando r = 0, temos

0,%,m, % etgd =

6 = 0,7 = cosOsen0(3sen0 — 2cos0) = 0
0=3,3 = cossen}(3sen] — 2cos%) =0

0#0,m, 7, % = cosfsenb(3send — 2cosf) = 0 = 3senf = 2cosl = % =tgh = %

Agora, como tgf = %, temos que os valores destes angulos, em radianos, sao: 8 = 0, 5880 ou
6 = 3,7295.

O autovalor relacionado a direcao r é dito radial e a direcao 6 angular. Eles sdo obtidos
encontrando a matriz jacobiana JX(r, ), para todos os valores de 6 obtidos de (3.1) e (3.2) e
com r = 0 anteriores. Vamos calcular, primeiramente JX (0, #) e depois substituimos os valores

de ¢ que temos:
JX(0,6) = { o _] =

c0s30 — 2cos%0send — cosOsen?d + sen3d 0
0 —3sen’6 + 6cos*fsenb + dcoshsen?d — 2cos>0

Para 0 = 0, temos:

Para 6 = 7, temos:

JX(%):“ _03]-

Para 6 = m, temos:

JX(0,7) = [_01 2]

Para 0 = %ﬁ, temos:
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Para 6 = 0, 5880, temos:
JX(0;0,5880) =

Para 6 = 3, 7295, temos:

JX(0;3,7205) = | %33

Assim encontramos,

Ly

«
L

Figura 3.1: retrato de fase apés o “blow-up”.

A figura 3.2 representa o retrato de fase apés o “blow-down”. Todas as singularidades sio

hiperbdlicas, tipo sela.

Vi

Figura 3.2: retrato de fase apés o “blow-down”.

Agora vamos exibir um exemplo onde um “blow-up”néo é suficiente para desingularizar a
singularidade, mas onde nés precisamos repetir a construgéo (“blow-up”sucessivo).

Exemplo 3.2. Consideremos o sistema nao linear

=y
g=al+zy
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Um “blow-up”na direcao do eixo-y ndo vai gerar nenhuma singularidade em {y = 0}; na
verdade, as singularidades (assim como seus autovalores) dependem somente do 1l-jato nao

nulo, portanto em = = y. Nos iremos realizar um “blow-up”na direcao do eixo-z, ou seja,

T
y=yx

Vamos encontar entdo Z e ¢ a partir desta mudanga.

vamos tomar

Assim,

Logo, temos
T=: Y
Jy=T+z5— 9

Vamos analisar as singularidades. Para § = 0, temos que = 0 e para £ = 0 temos que § = 0.

Portanto a tnica singularidade é (0,0). Assim,

JX(0,0) = [(l] U]

0

e os autovalores sao A> — 0 = 0 o que implica em A = 0. Mostrando que a singularidade néo é
elementar.

Como a singularidade ndo ¢ hiperbdlica (com uma possivel reducdo & variedade central)
vamos realizar um “blow-up”extra para estuda-la. Com um “blow-up”na dire¢ao do eixo-z nao

obteremos singularidades. Vamos entdo fazer um “blow-up”na dire¢éo do eixo-y, tomando

A Ne—
E={I 1]
o
i~ | l~]T]
=N

Vamos encontar entao Z e y a partir desta mudanga.

Assim,
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Logo, temos

Vamos analisar as singularidades. Para T =

[

Z(-Z -y +2y) =0

Tomando —& — yZ + 2y = 0 obtemos a seguinte relagao: & = 1—24_-'."—. Se substituirmos este valor
de Z em y = 0 obteremos que § = —1 e este valor nao pode ser substituido em Z. Portanto o
tinico valor que podemos tomar para Z é zero. Dai, temos que § = 0.

Logo, a unica singularidade é (0,0). Assim,

%00 0]

e os autovalores sao A2 — 0 = 0 o que implica em A = 0. Mostrando que a singularidade nao é
elementar.

O 2-jato é agora

j=T—

{:1=-52+2§§

Como vimos (exemplo anterior), esta singularidade pode ser estudada com um “blow-up”polar.

A sucessao de “blow-ups”é a seguinte:

Figura 3.3: retrato de fase no plano (Z, ).

A figura 3.3 representa o retrato de fase no plano (Z,y) apds o “blow-up”polar.
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%
3

d

Figura 3.4: retrato de fase no plano (z, ).

Na figura 3.4 encontramos o retrato de fase no plano (Z, §), obtido do anterior pela aplicacio

G

(Z = cotgh,y = rsenb).

Figura 3.5: retrato de fase no plano (z,y).

Ja na figura 3.5 estd representado o retrato de fase no plano (z,y) obtido do anterior pela

s
\

Figura 3.6: retrato de fase apds o “blow-down”.

aplicacdo (T = rcosf, § = tg6).

Por fim, a figura 3.6 representa o retrato de fase apés o “blow-down”. Esta é uma singula-
ridade do tipo cispide.
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3.0.1 Blow-up Quase-homogéneo e o Diagrama de Newton

Definicao 3.3. Um campo de vetores X : R? — R? satisfaz a Desigualdade de Lojasiewicz em
(0,0) se
3k € N* e 3¢ > 0 tal que | X (z,9)| > c||(z,y)|*

em alguma vizinhanga de (0, 0).

Um campo de vetores analitico sempre satisfaz a Desigualdade de Lojasiewicz em uma
singularidade isolada. Conforme [Du], foi provado que se X satisfaz uma Desigualdade de
Lojasiewicz, entdo existe uma seqiiéncia finita de “blow-ups”produzindo um campo de vetores
X" com todas as singularidades elementares.

Como estamos trabalhando com campos polinomiais, todas as conclusoes acima sao satis-

feitas.

Além disso, a posic¢ao e as propriedades das singularidades mencionadas acima dependem
somente de um jato finito de X.

O “blowing-up locus”é dividido em um nimero finito de zonas, as quais, depois de um
“blow-down”, proporcionam uma decomposi¢ao de uma vizinhanga da singularidade em setores

hiperbolicos (ou selas), setores elipticos e setores parabdlicos do tipo atratores ou repulsores.

Nl Y Y

Figura 3.7: setor hiperbdlico, setor eliptico e setor parabdlico.

Na figura 3.7 temos uma representacao topoldgica dos possiveis setores.

As linhas invariantes C* na fronteira destes setores, incluindo a singularidade, sao chamadas
orbitas caracteristicas (ou linhas caracteristicas), as quais tendem para a singularidade com uma
inclinacao bem definida quando o tempo tende para +oco ou —oo.

As linhas C*° tendo um contato finito com o “blowing-up locus”dao origem a linhas carac-
teristicas de tipo finito; isto significa que as linhas caracteristicas possuem uma parametrizagao
C*, v:[0,€) = R? com j,7(0,0) # (0,0) para algum r € N.

Apesar do método do “blow-up”sucessivo ser eficiente no estudo das singularidades iso-
ladas, apresentaremos um método que revela-se mais eficiente no momento da implementagao
computacional: o “blow-up”quase-homogéneo.

Definicao 3.4. Uma func¢do f : R? — R é chamada de quase-homogénea do tipo (a, 3) € N?
e grau k se

Flrozrfy) =rtf(z,y), VreR
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Um campo de vetores X = (fi(z,y), f2(z,y)) é chamado de quase-homogéneo do tipo (a, 3) e
grau k+ 1 se f) é quase-homogénea do tipo (a, 8) e grau k + a e f> é quase-homogénea do tipo
(o, B) e grau k + 3.

Exemplo 3.5. O campo de vetores

& =x%—2zy
y=y’—ay

é quase-homogénea do tipo (1,1) e grau 2.
De fato, da definiciao anterior temos que f;(z,y) = 2% — 2zy e fo(z,y) = y® — 2y.
Dali,
filrz, ry) = r’z? — 2r’zy = r¥(2? — 2zy) = rfi(z,y)

é uma fungdo quase-homogénea do tipo (1,1) e grau 2.
Agora,
fa(rz,ry) = r’y* — r’zy = (4 — zy) = r* fo(z,v)

também é uma fungao quase-homogénea do tipo (1,1) e grau 2.

Logo, o campo de vetores X é quase-homogéneo do tipo (1,1) e grau 2.

Exemplo 3.6. O campo de vetores

T=y
y = x?

é quase-homogeéneo do tipo (2, 3) e grau 2.
De fato, da defini¢do anterior temos que fi(z,y) =y e fo(z,y) = 2°

Assim,
filrz,ry) = r’y = r’fi(z,y)

é uma func¢ao quase-homogénea do tipo (2, 3) e grau 3.
E

b

fo(rz,ry) = (T2$)2 =rip? = ?”4f2(117'y)

também é uma func¢ao quase-homogénea do tipo (2, 3), mas de grau 4.
Logo, o campo de vetores X é quase-homogéneo do tipo (2,3) e grau 2.

No caso quase-homogéneo do tipo (@, ) tentaremos o seguinte “blow-up”:

U: SIxR — R?
((,9),r) — (r°z,7°p)
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com 7% + % = 1.
Vamos testar isto no campo vetorial X (z,y) = (y,2%); usando a versio direcional.

Na diregéo do eixo-z, T = 1: (z,y) = (r%,r3y)

2

Como estamos usando a mudanga (z,y) = (r2,737), temos também que

3= 2
g =3r2gr + 135

=t =y=rgf=>7=

g+ =g=at=risrj=r' -3l = = (1—
Logo, o novo sistema fica

2
{z?=(l—%ﬂ2)r'

E como o campo de vetores é de grau 2, dividimos por r e encontramos o sistema

{-.' =

As singularidades deste sistema sao: (0, —+/0,6) e (0, /0, 6).
E calculando a sua matriz jacobiana, temos

o [§§]-(2 4]

Agora, substituindo os valores das singularidades nesta matriz temos,

JX(U,—\/Q_G)=[_2‘({U’_6 3\/%_6J e JX (0,1/0,6) = !2‘/5—6 _3\(;&_6].

Assim, temos o seguinte retrato de fase para o sistema
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Figura 3.8: retrato de fase do “blow-up”na direcao do eixo-z.

Na diregao do eixo-y, § = 1: (z,y) = (r*z,r®)

=y
y=2?

Como estamos usando a mudanca (z,y) = (r?z, r?), temos também que

{ T = 2rrT + r2%

v = 3ri

i ; = g ; T
Irr=g=22= () =r=>r=

it +rit=t=y=r1=>r’t=

Logo, o novo sistema fica

A singularidade deste sistema é : (0; /1, 5).




Calculando a sua matriz jacobiana, temos

dar ar -9
s ? vt I J:"
xen-|§ &%
dr  0F

Substituindo o valor da singularidade nesta matriz obtemos,

o _ 3T o
JX(U,\/G)=[ : —2(6/1,_5)2]'

Logo, o retrato de fase para o sistema é dado por

G

i =

Figura 3.9: retrato de fase do “blow-up”na direcao do eixo-y.

X

Em contraste com o caso homogéneo onde estes calculos bastariam, nds agora também
precisamos olhar para o blow-up na diregdo {Z = —1}. A dire¢do {§ = —1} ndo precisamos
analisar, pois podemos olhar para a dire¢io {§ = 1} mas para r < 0 que serd analoga.

Na direcdo do eixo-z, z = —1: (z,y) = (—r%,77)

=y
g=%

Como estamos usando a mudanca (z,y) = (—r?,r%j), temos também que

&= =257
g =3rgr +1r%
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Logo, o novo sistema fica

F= T3
j=(1+37)r

Dividindo este sistema por r, encontramos o campo de vetores

sem singularidades em r = 0.

= by

&

Figura 3.10: retrato de fase do “blow-up”na direcao do eixo-z.

A figura completa (em ((Z,7y),r)) resulta na figura 3.10, e as singularidades sao ambas

hiperbdlicas. Temos uma desingularizacao depois de um “blow-up”.

=y
y=x?+zxy

vemos que a situacao nao se altera. De fato, no lugar de usarmos o “blow-up”direcional

Aplicando ¥ para

poderiamos ter trabalhado diretamente com ((z,9),r) ou
(r,0) — (r%cosf, r>send).
Depois de uma divisao por r, teriamos

(2c0s%0 + 3send)ri = rcosfsend(1 + cosd) + O(r?)

(2c05°0 + 3sen?0)0 = (—3sen?0 + 2cos0) + O(r)

e poderiamos eliminar (2cos?0 + 3sen?f) para estudos mais a frente.
A seguir apresentamos um método, formulado por Liapunov para a andlise de campos de

vetores quase-homogéneos do tipo (o, ).
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Consideremos o problema de Cauchy

T = _y:?cr—l
,y — 1:2)3—1
com z(0) =1 e y(0) = 0 e chamemos as solugoes (analiticas) C'sf e Sné, isto é,

%Csf} = —Sn%e-1g
4.Snf = C's?9-1

com Cs(0) =1 e Sn(0) = 0.
Claramente,
BSn**0 + aCs*6 = a.

De fato,
1

d &
d_:.: - _y20
dy _ ..28-1
F=z
Dai temos que
dy z2h-1
é = —y20-1 = 7" ldp = -y 'dy.
Integrando de ambos os lados, obtemos

228 2o 28 42 3 :
— At ==t —+—=c= oz + 0y =c
BRI T vonne e o e by
Como z(0) = 0 e y(0) = 1, temos que ¢ = . Logo, temos a igualdade.
Temos também que Cs e Sn s@o periddicas, ja que parametrizam os niveis de f(z,y) =

az?® + By**. Usamos entdo a “quase-coordenada polar”

z=r"Csl
y=r%Snl

Exemplo 3.7. No caso

T=1y
y =2’

usamos (z = r2Csf,y = r3Sn#) com 3Sn*6 + 2Cs% = 2, e vamos ver o que encontramos

(depois de dividirmos por 7).

AVA, |
cm 1 2 3 4 5 6 7 unespw.l 120 43 14 1% 16 17 18



Como z = r2C's# e y = r®Sn#, temos que

& = 2riCsf + r*(—Sn6)d
= 3r2rSnf + r3Cs°00

Agora, substituindo estes valores de & e § que acabamos de encontrar nos valores que tinhamos
antes, ja substituindo (z,y) por (r*Csé,r3Snf), obtemos o seguinte sistema

r3Snd = 2rirCs6 — r2Sn366
r4Cs%0 = 3r2+Snf + r3Cs°00

Vamos encontrar 7 e §. Para encontrarmos 7 multiplicamos a primeira equagao acima por
rCs°0 e a segunda por Sn#. J4 para encontrarmos 6 multiplicamos a primeira equacao por

—3rSnf e a segunda equagao por 2Csfl. Fazendo isso temos o seguinte sistema

i = 125n0Cs*0(C%0 + Sn?6)
6 =r (#%Sngﬁ? + 0339)

Dividindo ambas as equagoes por r, obtemos a relagao

7 = 3rSnfCs*0(Cs*0 + Sn?0)
6 = Cs°0 — 3Sn?0 '

Encontramos, é claro, o mesmo retrato que anteriormente. O método nao ¢ necessariamente

um melhoramento; ele definitivamente sera no préximo exemplo.

Exemplo 3.8. Consideremos o campo de vetores

T=-y
y=a
ele é quase-homogéneo do tipo (1,2) e grau 2.
Usando agora (z = rCsf,y = r2Snf) com 25n?0 + Cs'6=1e

LCsf = —Snb
%Sn(y’ = Cs%0

com Cs(0) =1 e Sn(0) = 0, vamos encontrar qual sera a redugao do campo.

AV
cm 1 2 3 4 5 6 7 unespw.l 120 43 14 1% 16 17 18



Como z = rCsf e y = r2Snb, temos que

& = rCs0 + r(—Snb)d
Y = 2r7-Snf + r2Cs*00

Agora, substituindo estes valores de & e § que acabamos de encontrar nos valores que tinhamos
antes, ja substituindo (z,y) por (rCs6,r2Sn#), obtemos o seguinte sistema

—1r28n6 = +Cs6 — rSnéb
r3Cs*0 = 2rrSn + r2Cs%00

Vamos encontrar 7 e . Para encontrarmos 7 multiplicamos a primeira equacio acima por 7C's30
e a segunda por Snf. J4 para encontrarmos ¢ multiplicamos a primeira equagao por —2rSnf

e a segunda equacao por Csf. Fazendo isso temos o seguinte sistema

=
§=r

Dividindo ambas as equagoes por r, obtemos a relagao

F=0
=1

Se usdssemos, (x = rcosf,y = r?send), irfamos encontrar

(cos®8 + 2sen?0)i = —r?cosfsend
r2(cos®0 + 2sen0)0 = 1°(2sen®6 + cos*d)

Multiplicando por (cos?0 + 2sen?6) e dividindo por r encontramos:

7 = 2sen?d + cos*6
6 = —rcosfsen

Este campo de vetores também nao possui singularidades em r = 0 mas é mais complicado do
que o obtido na reducgao anterior.
Para usarmos (z = rcosf,y = rsenf) introduziriamos singularidades e necessitariamos de

“blow-up”sucessivos.

Nos dois exemplos a parte quase-homogénea é determinada de modo que o retrato de fase do
“blow-up”nao se altera quando adicionarmos termos de “grau maior”, onde o grau é calculado
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usando a substitui¢do (z = r*Z,y = rPz). Em ambos os casos os termos nio irdo afetar a
posi¢ao das singularidades nem os autovalores das singularidades.

A maneira de detectar se alguma parte quase-homogénea pode ser interessante é baseada
no Diagrama de Newton.

Para introduzirmos este conceito, é mais conveniente trabalharmos com a forma dual w ao

invés do préprio campo de vetores X. Seja

) = a;; 'y dr + bty dy.
R i LY
520 $i20
itji>1 i+i21

Em R?, o suporte de w (que é igual ao suporte de X) é definida como
§={(+17)/a;; #0} U{(ij+1)/b; # 0}.
O poliedro de Newton de w ou de X é o fecho convexo do conjunto

P= U ({(r,5)} + R%).
(r,s)eS
O Digrama de Newton de X é a unido y das faces compactas 4 do Poliedro de Newton T,

que enumeramos da esquerda para a direita.

A “parte principal” de w é definida por

wa = Z aij:z:ifdx+ Z b,-jxiyjdy.

(i+1,5)evy (i,j+1)evy

Foi provado em [Bru] que a componente quase-homogénea determina, a menos de uma
conjugacao topoldgica, o retrato de fase do campo original quando a origem é uma singularidade
isolada e o campo possui Orbitas caracteristicas, isto é, drbitas tais que a derivada do vetor
tangente possui limite quando ela se aproxima da singularidade.

Vejamos alguns exemplos de campos de vetores tendo uma componente quase-homogénea

com uma singularidade isolada
Exemplo 3.9. Consideremos o seguinte sistema de equacoes

i =z? -2y
y=y* -y
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Passando este sistema de equagoes para a forma dual, temos
w = (y* — zy)dz — (2% — 2zy)dy.

Dai, os coeficientes nao nulos sao: agz, aiy, bag € byy.

Logo, o conjunto S é dado por
S ={(1,2),(2,1)}u{(2,1),(1,2)} = {(1,2),(2, 1)}

e o conjunto P é
P={(1,2)+Ri}U{(2,1)+R%}.

Assim, temos

Figura 3.11: Poliedro de Newton e Diagrama de Newton.

Temos que sua componente quase-homogénea é

i =z% -2y

Y=y’ —zy

Xon(x,y) = {

E o seu retrato de fase é dado pela figura 3.12 abaixo.

/

Figura 3.12: Retrato de fase do campo de vetores do exemplo 3.9.
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Exemplo 3.10. Consideremos o campo de vetores
T=
X 58 q '
y=2z*+zy
Passando este campo de vetores para a forma dual, temos
. :
w = z°dz — ydy.

Portanto, os coeficientes nao nulos sao: ag; € bp;.

Logo, o conjunto S é dado por
S ={(3,0}u{(0,2)}
e o conjunto P é dado por

P={(3,00+R%}u{(0,2) + R%}.

Assim, temos

Figura 3.13: Poliedro de Newton e Diagrama de Newton.

Temos que sua componente quase-homogénea é

=y
2 :

Xon(2,y) = {

y=z




E o seu retrato de fase é dado pela figura 3.14 abaixo.

/

Figura 3.14: Retrato de fase docampo de vetores do exemplo 3.10.

Exemplo 3.11. Considerando o campo de vetores
T =~y
Passando este campo de vetores para a 1-forma, temos
w = z3dz + ydy.

Portanto, os coeficientes nao nulos sao: asg e by;.
Logo, o conjunto S é dado por

S ={(4,0}u{(0,2)}

e o conjunto P é dado por

P={(4,0)+R2}U{(0,2) + R%}.

Assim, temos

Figura 3.15: Poliedro de Newton e Diagrama de Newton.




Temos que a componente quase-homogénea é

Xﬁ"’l(‘r! y) =
Y

Neste tltimo exemplo, a componente quase-homogénea é um centro e depois de um “blow-
up”quase-homogéneo nao encontramos singularidades em {r = 0}. Os termos de “ordem
superior” irao decidir se lidaremos com um centro ou com um foco atrator (ou repulsor). No
Diagrama de Newton podemos também ver o tipo (a,) da componente quase-homogénea
definida por 7. Ela corresponde as coordenadas relativamente primas do vetor ortogonal a
face .

Como a origem é uma singularidade isolada, temos ao menos que um dos pontos (0, s) ou
(1,s) é um elemento de S e também (r,1) ou (r,0) é um elemento de S para algum r. Entdo
sempre existe uma face ; no Diagrama de Newton.

Suponhamos que 7, tem equagao ar + s = d, com mdc(e, 3) = 1. Para um primeiro passo
no processo de desingularizagao, usamos um “blow up” quase-homogéneo de grau (a, 3).

Denotemos X5 = ij com X;(z,y) = (pj(x,y),gj(z,y)) a componente quase-homogénea
jzd
do tipo (a, 3) e grau (quase-homogéneo) 7, isto é,

p;(roz, rPy) = 17*p;(z,y) e ¢;(r°x,r’y) = r’*Pq;(z,y).

4 Na pratica, primeiro fazemos o blow-up no eixo-z positivo do

campo de vetores resultando, depois de multiplicarmos o resultado por az~¢,

F=Y " Bt

X . =
= j= Z z0-4(ags(1,7) — Byps(1,7))
5>d

Dividimos depois por r

Determinamos as singularidades na linha {Z = 0}.
(1) Se aqy(l,y) — Bypa(1,5) # 0, os pontos (0,7p) satisfazendo a equagdo agy(1l,7) —
Biypa(1,7) = 0 sdo singularidades isoladas de Z na linha {Z = 0}, para as quais

pa(1, %o) 0 )

x  a%4(1,5) — B(pa(l,90)) + Yo Bt (L, o)

JXT(0,%) = (

determinando imediatamente os autovalores na diagonal. No caso das singularidades serem
hiperbdlicas, aplicamos o Teorema de Grobman-Hartman. No caso delas serem semi-hiperbdlicas,

temos que determinar o comportamento através da variedade central. No caso delas serem nao
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elementares, introduzimos § = § — %, e fazemos um novo “blow-up”’no eixo-z positivo para
este campo de vetores, bem como na direcao do eixo-y positiva e negativa com um certo grau
(o', 3"), determinado do Diagrama de Newton associado ao campo de vetores.

(2) Se aqq(1,7) — Bypa(1,7) = 0, temos uma linha de singularidades. Como

JX*(0,50) = ( pa(1,%) O ) ,
* 0

todas as singularidades sdao semi-hiperbdlicas, exceto aquelas singularidades (0, §jy) para as quais

pa(1, o) = 0. Estas, mais tarde, irdo precisar de um outro “blow-up”.

Depois faremos um “blow-up”no eixo-z negativo do campo de vetores e o estudaremos da
mesma maneira do caso positivo.

Finalmente, teremos que fazer um “blow-up”no eixo-y nas dire¢oes positiva e negativa do
campo de vetores, e determinarmos quando (0,0) é uma singularidade ou nao, desde que as
outras tenham sido estudadas nos casos anteriores.

E fécil vermos que (0,0) é uma singularidade se v, estd completamente no semi-plano {r >
0}. Se este for o caso, entdo a singularidade (0, 0) é elementar. Dessa forma, fazemos um “blow-
up”na dire¢ao do eixo-y positivo do campo de vetores resultando, depois de multiplicarmos por
By,

=Y 7Bps(z,1) — aZigs(z,1))

§>d

j = Z gH-dg(2,1)

§>d

XY =

Assim, (0,0) é uma singularidade se p4(0,1) = 0, isto é, se ps(z,y) = xF(x,y), implicando que
v estd completamente no semi-plano {r > 0}. Suponhamos agora que (0,0) é uma singulari-

dade de XY, entao temos:

ﬁ%%‘l(o, 1) — agq(0, 1) *
0 94(0,1) )

JXY(0,0) = (
Seja (0, s) a intersecgao da linha v, com r = 0, entao
pa(e,y) = azy’ + G(a,y) e qule,y) = byt + H(z,y)

com a? + b% # 0, o grau = de G(z,y) > 2 e o grau z de H(z,y) > 1.
Assim, 5
ﬁ%({], 1) — aqq4(0,1) = aff — ba.

Entdo, se af — ba # 0, temos que (0,0) é uma singularidade elementar; se a8 — ba = 0, temos
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que g4(0,1) = b # 0, e que (0,0) também é uma singularidade elementar.

Em [Pel] foi provado que o algoritimo, como apresentado aqui, é mais eficiente que o usual.

Utilizando o programa P4 podem ser estudadas as singularidades no infinito, além das
singularidades existentes nas partes compactas do R2.

No préximo capitulo vamos descrever como um campo de vetores polinomial pode ser estu-
dado no infinito.




Capitulo 4

Compactificacao de Poincaré e de

Poincaré-Liapunov

Quando estudamos um campo de vetores, em muitos casos é importante analisar o seu com-
portamento no infinito. No caso de campos de vetores polinomiais este estudo pode ser feito
de duas maneiras, mais especificamente, podemos estender o campo de vetores em um Disco
de Poincaré ou em um Disco de Poincaré-Liapunov. No primeiro caso compactificamos o R?
acrescentando um circulo, ja no segundo estendemos o campo de vetores polinomial para um
campo analitico definido em uma esfera. Vamos descrever primeiramente como estender o R?

por uma Esfera de Poincaré.

4.1 Projecao Estereografica e Compactificacao de Poincaré

O comportamento de trajetorias distantes da origem pode ser estudado considerando o com-
portamento de trajetérias proximas de um ponto no infinito, isto é, proximas do pélo norte da
esfera unitdria utilizando-se a Projegdo Estereografica (ver figura 4.1). Tal ponto geralmente

representa uma singularidade muito complicada para o fluxo induzido na esfera.

Figura 4.1: Projecao Estereogréfica.
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A idéia de analisar o comportamento global de sistemas dinamicos planares usando a
projecao estereogréfica se deve a Bendixson; deste fato diz-se que a esfera, incluindo a sin-
gularidade no infinito, é chamada de Esfera de Bendizson.

Entretanto, a melhor forma de estudar o comportamento de trajetérias “no infinito” é

usando, a Esfera de Poincaré, onde a projecao é feita do centro da esfera
SP={(X,Y,2)eR%X?+Y?+ 722 =1}

no plano (z,y) tangente a S? em um de seus pélos.

Figura 4.2: Projecao Central.

Este tipo de projecao central foi introduzido por Poincaré e tornou-se melhor porque as

singularidades no infinito sao estendidas ao longo do equador da esfera e sdo, por essa razio, de

natureza mais simples de que o tinico ponto no infinito da Esfera de Bendixson; mas salientamos

que mesmo assim, o comportamento dos pontos no equador da Esfera de Poincaré pode ser

complicado.
Se o plano (z,y) estiver tangenciando o pélo norte da esfera S?, entdo por uma relagio de

congruéncia de tridngulos, teremos que (ver figura 4.4)

(4.1)

Da mesma forma
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Figura 4.3: Projecao Central do hemisfério superior de S? sobre o plano (z, y).

Essas equagoes estabelecem uma correspondéncia biunivoca entre os pontos (X,Y, Z) do
hemisfério superior de S?, onde Z > 0, e os pontos (z,y) do plano.

A origem (0,0) € R? corresponde ao polo norte (0,0, 1) € S?; pontos no circulo 22 +y* = 1
correspondem a pontos no circulo X? +Y? = 7 onde Z = %; e 0s pontos no infinito do R?

correspondem aos pontos no equador de S2.

X

Figura 4.4: Seccao da Esfera.

Quaisquer dois pontos antipodas (X,Y, Z) e (X’,Y’, Z') pertencentes a S?, que nao estao
no equador, correspondem ao mesmo ponto (z,y) € R E por essa razao que consideramos
quaisquer dois pontos antipodas no equador de S* como sendo oriundos do mesmo ponto no
infinito.

Consideremos um fluxo definido por um sistema dindmico em R?

{ :i,‘:p(:lf,y) (42)
y=q(z,y)

onde p e ¢q sao fungoes polinomiais de z e y.
Seja m o grau maximo de p e q. Esse sistema pode ser escrito como uma equagao diferencial
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da forma
dy _ q(z,y)

dz ~ p(z,y)
ou ainda
q(z,y)dz — p(z,y)dy = 0. (4.3)

Observe que, em virtude de termos eliminado o tempo, as duas tltimas equagoes fazem com
que percamos a dire¢ao do fluxo ao longo das trajetorias de (4.2), pois as informacgoes relativas
ao tempo sao perdidas.

Segue entédo de (4.1) que

_ ZdX — XdZ 4y 24Y —YdZ

dx 72 72

Logo, temos que (4.3) pode ser escrito como

a(ZdX — XdZ) — p(ZdY — YdZ) =0

X Y
p=p(z,y)=p (~Z—,—Z—)

i=a)=a(57)-

Com o objetivo de eliminar Z dos denominadores, multiplicamos toda a equagao acima por

Z™ e obtemos

ZqdX - Zp'dY — (Yp' + Xq")dZ =0 (4.5)

. e
p (X,Y,Z)—Z p(Z!Z)

X Y
"X,Y,2)=2"q| =, =
7 (X,Y,2) q ( 7 Z)
sao polinémios em (X,Y, Z).
Essa equagao pode ser escrita na forma de um determinante, como segue

dX dY dZ
X Y 2Z |=0

*

p*q 0
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A equacao diferencial (4.5) define uma familia de trajetérias ou um fluxo em S?. Cada tra-
jetdria no hemisfério superior de S* definida por (4.5) corresponde a exatamente uma trajetéria
do sistema (4.2) em R2.

Mais ainda, o fluxo na Esfera de Poincaré definido por (4.5) nos permite estudar o compor-
tamento do fluxo definido por (4.2) no infinito, isto é, podemos estudar o fluxo definido por

(4.5) nas vizinhancas do equador de S2.

O equador de S? consiste de trajetérias regulares e singularidades de (4.5). Isso segue do

fato de que para Z = 0 em (4.5), temos
(Yp*— Xq*)dZ =0
donde temos os seguintes casos
(Yp*—-Xq")#0=dZ =0.
Neste caso temos uma trajetéria regular no equador de S2.

Yp*— Xq*=0. (4.8)

Teremos as singularidades de (4.5) no equador de S? onde Z = 0.
Observamos que o que caracteriza uma singularidade é a nulidade das coordenadas em
relagdo a base {dX,dY,dZ}.
Se
p(z,y) = pi(z,y) + ... + pm(z,y)

q(z,y) = q1(z,y) + ... + gm(z, ),

onde p; e g; sao polindmios homogeéneos de grau j em z e y, entao
Yp*' - Xq"' =
XY X ¥ XY o
1 (E E) + ...+ ZmYpm (—Z—, "2) — Zqul (?‘ *-Z“‘) - =7 Xf_hn ( )

s Zm_IYpl(X,Y) g Ypm(X, },’) - Zm_lX{h(X! Y) —_—. = qu(X,Y) =

- Ypm(X‘ y) - qu(X, Y)
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onde fizemos Z = 0 na ultima passagem, donde temos também que
X rY* =1
Desse modo, para Z = 0, X = cosfl e Y = senf, (4.8) é equivalente a
senbfppy (cost, senfl) — coslqn,(senb, cost) = 0.

Fica entdo provado o seguinte resultado visto em [Pe].

Teorema 4.1. As singularidades no infinito de um sistema polinomial de grau m ocorrem nos
pontos (X, Y, 0) sobre o equador da esfera X2 +Y?=1e

Ypm(X= y) P qu(X,Y) =0, (4.9)
ou equivalentemente em coordenadas polares, teremos que encontrar angulos 6 tais que
Gm+1(0) = senbp,,(cos, senf) — cosfqm(senb, cosd) = 0. (4.10)

Esta equacdo tem m + 1 pares de raizes 6; e §; + 7 se G,,4+1 nao for identicamente nulo.
Se G,+1 nao é identicamente nulo, entao o fluxo no equador da Esfera de Poincaré é orientado
no sentido anti-hordrio se, quando escrito em coordenadas polares, a funcao G,,;; é tal que
Gm+1(0) > 0 e caso Gpp41(0) < 0 a orientagao serd no sentido horério.

O comportamento das singularidades no equador da esfera, ou seja, das singularidades “no
infinito,” pode ser determinado projetando a vizinhanca deste ponto num plano tangente a S*
por este ponto. Na realidade, é necessario projetar apenas o hemisfério com X > 0 sobre o
plano X =1 e projetar o plano Y > 0 sobre o plano Y = 1 para determinar o comportamento

do fluxo em tal singularidade. Isto acontece porque o fluxo em S? definido pela equagao (4.5)

é topologicamente equivalente em pontos antipodas de S? se m é impar e é topologicamente

equivalente, com a dire¢ao do fluxo invertida, se m é par.
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Figura 4.5: Proje¢ao de S? nos planos X =1leY = 1.

Teorema 4.2. O fluxo definido pela equacao (4.5) em uma vizinhanga de uma singularidade
no equador da Esfera de Poincaré S?, exceto os pontos (0, £1,0), é topologicamente equivalente

a singularidade definida pelo sistema

+y= y2"p(3,%) - z’“q(%, 1) (4.11)
4z = 2”‘“1}(%,’5) 3 i

sendo que o sinal é determinado pelo fluxo no equador de S? segundo o comentério apds o
Teorema 4.1. Da mesma forma, o fluxo definido pela equagao (4.5) em uma vizinhanga de uma
singularidade no equador de S?, exceto nos pontos (£1,0,0), é topologicamente equivalente ao

fluxo definido pelo sistema

]

{ ti= wmp(d,5) - 2"g(, %) 412)

tz= 2mp(L,2)

sendo que o sinal é determinado como acima.

Demonstragao: Para demonstrar este teorema basta observar que se projetarmos o fluxo em
S? definido pela equacdo (4.5) sobre o plano X =1 teremos que X =1 e dX = 0 e da mesma
forma, a projegao do fluxo sobre o plano Y = 1 acarreta que Y = 1 e que dY = 0; dai entao

basta operarmos com a expressao (4.5) para obtermos as expressoes (4.11) e (4.12) ]

Exemplo 4.3. Descreva o fluxo na Esfera de Poincaré S? definido pela projeciao do sistema

=
y=-y

Este sistema linear tem uma sela na origem, a qual corresponde a tnica singularidade do

planar
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sistema. A sela estd localizada na origen do sistema planar (z,y) e conseqiientemente no pélo
norte da esfera; disso concluimos também que h& uma outra sela no pélo sul da esfera, por ser
este o ponto antipoda, na esfera, do pélo norte.

De acordo com o Teorema 4.1, as singularidades no infinito sao determinadas pelas solugoes

de
Xa(X,Y)=Ypi(X,Y) = X(=Y)—YX = —2XY =0,

ou melhor,
costq, (cosb, sen@) — senbp;(cost, senf) = —2senbcost = 0.

Donde temos que X = cosf =0e Y = senf = &1 ou X = cosf = +1 e Y = senfl = 0. Logo,
as singularidades no equador de S? sao:

+(1,0,0) + (0, 1,0).

Podemos ver também, diante de discusséo ja feita, que para pontos no equador de S? onde
XY > 0 devemos orientar o fluxo no sentido horério e para pontos onde XY < 0 o sentido sera
anti-horério. Usando a relagdo X = cosfl e Y = senf), temos que para 0 < 6 < § a expressdo
—2XY é negativa e portanto o sentido é horario; procedendo de maneira andloga, descobrimos

que o comportamento do fluxo em todo o equador de S?, como vemos na figura 4.5.

Figura 4.6: exemplo 4.3.

Exemplo 4.4. Determine, na esfera de Poincaré, o retrato de fase do sistema quadratico

t=xt+y* -1
y=5xy—-1)

Usando o Teorema 4.1, temos que o comportamento no equador é dado por

X@p(X,Y)=Yp(X,Y) = X(5XY)-Y(X?+Y?)=Y(4X*-Y?) =0

e também temos que X? + Y2 = 1 pois estamos sobre o equador.

97

AV
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unespw.l 12 43 14 1k 16 1

18



Disto concluimos que os pontos criticos no infinito sao:

1 1
£1:0.0), +——(1,2.0 Lt tieo gy
( ) \/5( ) \/5( )
Também temos que para X = 0 a quantidade acima é negativa se Y > 0 e positivase Y < 0,
com isso podemos orientar o equador de S2.
De acordo com o Teorema 4.2 o comportamento dos pontos criticos (1,0,0), %(1, 2,0) e
%(17 —2,0) é determinado segundo o comportamento dos pontos criticos do sistema
Y =4y — 522 — 3 = y2?
z=—z—z2y* +2°

os quais sao (0,0), (2,0) e (—2,0), respectivamente. Examinando o comportamento destes

pontos, segundo o Teorema de Grobman-Hartman, temos

JX(O,U):(z _01) e JX(:EQ‘O)z(_OS _05).

Como o comportamento de cada ponto critico no equador de S? é topologicamente equivalente,
a menos de orientag¢ao, ao respectivo ponto descrito acima e usando a observacao feita de que
para sistemas de grau par os pontos antipodas tém orientacdo reversa, temos que o sistema

original apresenta comportamento semelhante ao descrito na figura 4.6 como segue

Figura 4.7: exemplo 4.4.

Resumindo, para estendermos algo no infinito para um disco de Poincaré, essencialmente

usamos

cosf senf
("E: y) = (_: ) )

F4 4

e multiplicamos o campo de vetores resultante por s™~1, onde m é o grau do campo de vetores.

E é esta descrigao que utilizaremos no programa P4.
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4.2 Compactificacao de Poincaré-Liapunov

As vezes, ¢ melhor trabalharmos com a Compactificagio de Poincaré-Liapunov, isto é, uti-
lizamos uma compactificagao quase-homogénea no infinito, essencialmente dada ”préximo”ao

infinito por
cost

N
send (4.13)
¥=—3
2

para alguma boa escolha de (o, 3) € N* x N*. As vezes preferimos nao utilizar a fungéo usual

(cosB, senfl), mas utilizarmos as fungées periédicas C'sf e Sn#, solucdes do Problema de Cauchy

d 2a-1
@CSH = —S,n 0
4.5nf = Cs*~10

(4.14)

1

com Cs(0) = 1, Sn(0) = 0 e satisfazendo a real¢io 35n**6 + aCs*@ = a. Usando tal trans-
formagao para uma boa escolha de a e 3, faz-se possivel em diversos casos que ao invés de
tomarmos uma singularidade nao elementar no infinito (numa Compactificagdo de Poincaré)
encontramos somente singularidades elementares. Para fazermos estes calculos é melhor fazer-

mos com cartas diferentes e isto sera feito no préximo capitulo.
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Capitulo 5

O Programa P4

O programa P4 é um software usado no estudo de campos polinomiais planares (ver [DH]). O
programa desenha o retrato de fase tanto no Disco de Poincaré quanto no Disco de Poincaré-
Liapunov, ou ainda préximo de uma singularidade, dependendo da necessidade de cada usuério
do programa.

Primeiramente ele checa quando o campo de vetores tem um conjunto continuo de singula-
ridades ou nao, isto é, quando as duas componentes do polinémio do campo de vetores tem um
fator comum ou nao. Se eles tem um fator comum, ele divide este campo de vetores por este
fator comum e estuda o novo campo de vetores. As vezes, o pacote computacional algébrico
usado nao consegue encontrar este termo comum. Nestes casos o P4 trabalhard incorretamente.
Se o usuario sabe o fator comum (por intuigdo ou por um outro pacote computacional algébrico
tal como o Maple, Mathematica, Axion,...), ele pode evitar este problema dando este fator,
juntamente com o campo de vetores reduzido (isto é, o campo de vetores depois de dividido
pelo fator comum), para o P4.

Entao, no que segue, seja

T = p(.’r, y)
y=q(z,y)
com mdc(p, q) = 1.

Agora, o programa determinara as singularidades isoladas finitas. Isto pode ser feito por
métodos algébricos ou por métodos numéricos. Se o grau do campo de vetores é alto, determinar
estas singularidades pode levar muito tempo, nestes casos é melhor utilizar métodos numéricos.

Para cada singularidade (zg,%), 0 P4 determina o retrato de fase da seguinte maneira.

Primeiramente ele calcula a matriz jacobiana em cada singularidade, isto é,

gdg(xﬂa yU)

JX(J:O: yﬁ) =
gg(ﬁ'?u,yo)




e calcula o valor de seus autovalores A; e A;. Ele distingue diferentes casos, dependendo quando
ambos os autovalores sao reais, ambos os autovalores sao imaginarios puros ou quando ambos
os autovalores sao complexos.

1) A1 e Ay sdo reais. Se \; e Ay tem o mesmo sinal, entdo (g, yp) € um né estédvel (instavel)

e estd resolvido o problema. Se eles tem sinais diferentes, entdo (xo, ) é uma sela, e ele calcula

uma aproximagao de Taylor de ordem n das variedades estavel e instavel como segue.

Considere as transformagoes

T=I—xg

T = wyu + wav
g = WU + Woa

com (w1, ws) ( respectivamente (wo;, woz)) um autovetor associado ao autovalor A; (respecti-

vamente Az).
Usando estas transformacoes ele obtem o campo de vetores

{ i = Au+ p(u,v) (5.1)

0 = Av + q(u,v)

com gr p > 2 e gr q > 2. Escrevendo as variedades invariantes como um grafico (u, f(u)) e

usando a invariancia do fluxo, resultara em
n
f(u) = Z a;u' + o(u"), (5.2)
i=2

b; .
(X =)o
onde b; é o coeficiente de u' na expressao q(u, f(u)) — f'(u)p(u, f(u)). A variedade (v, g(v)) é
calculada de forma analoga.

Se A\; =0 e A2 # 0 entdo a singularidade (o, yo) é semi-hiperbdlica. Neste caso existe uma

a; = DL, ;)

variedade central que é tangente & linha vy(z — 2¢) — v1(y — ¥o) = 0, com (v, v2) um autovetor
associado ao autovalor nulo. Para calcular a variedade central, ele simplifica o campo de vetores

da mesma forma que no caso da sela. Entao o novo campo de vetores satisfaz

u = p(u,v)
{ v = A + q(u,v) 5

com gr p > 2 e gr ¢ > 2. Ele escreve a variedade central como um grafico de (u, f(u)), e
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utilizando a invariancia do fluxo, resulta em

f(u) = Zn: a;u* + o(u™),
i=2

onde a; é o coeficiente de u' na expressao —[q(u, f(u)) — f'(u)p(u, f(u))]/A2. Isto resulta no
comportamento

o= cpu™ + o(u™).

Usando estas informagoes a origem sera

(7) um né estavel se ¢,, < 0, m impar e Ay < 0,

(i1) um né instavel se ¢,;, > 0, m impar e Ay > 0,

(7it) uma sela-n6 se m é par,

(iv) uma sela se ¢, > 0, m impar e A, < 0 ou ¢, < 0, m impar e Ay > 0.

Se a singularidade é uma sela-n6 ou uma sela, entao ele pode calcular uma aproximacao de
Taylor para as variedades instavel e estavel.

No caso dos dois autovalores serem nulos, o ponto (xg, o) é nao elementar. Para estudar
o campo de vetores préximo a singularidade, ele desingulariza a singularidade fazendo um
“blow-up” quase-homogéneo.

O algoritimo da desingularizagao consiste na construcdo de uma lista S de singularidades
elementares, junto com a variedade invariante, no “blow-up locus”que sera ordenado no sentido

anti-hordrio. Cada elemento de S é da forma
[[TI: ety T‘m]s T, vy, Y1 sep, fypf‘]‘

onde (z,y) é uma singularidade elementar no “blow-up locus”, Y é o campo de vetores apds
o “blow-up”. A varidvel m é o niimero de “niveis de desingularizagéo” que ele precisara e
Ty, ..., T,y sdo as transformacoes, isto é, T; é da forma (z,y) — (c;z%y® +x;_1, cox @y +y;1),
com (z;_1,¥i-1) a singularidade nao elementar no “nivel de desingularizagao”i — 1. A variedade
sep é a aproximacao de Taylor da variedade invariante e type é o tipo da singularidade que

temos (ver figura 5.1)
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Figura 5.1: diferentes tipos de singularidades no “blow-up locus”.

Na seguinte construgao usaremos “Gosub” seguida por um niimero romano, significando que
primeiramente ele elaborara o procedimento indicado pelo nimero romano, depois continuara

com a proxima linha. A construgao de S é como segue:

I. Entre com o campo de vetores X com uma singularidade nao elementar (zo, o).

e Se (z9,y0) # (0,0) entdo considere a transformacio T = z — xo, § = ¥ — Yo.

e Determine o Diagrama de Newton e v, : ar + s = d, com mde(a, 8) = 1.

e SejaN,=0,l=1eT: (z,y) — (2*+ 29,2°y + W)

e Faca um “blow-up”na direcao do eixo-z positivo. Resultando em um campo de vetores

e Gosub II
eSeja N, =0,l=1eT;:(z,y) — (—z% + 0, 2%y + yo).
e Faca um “blow-up”na dire¢ao do eixo-z negativo. Resultando em um campo de vetores

e Gosub III

e Se 7, estd completamente no semi-plano {r > 0}, entdo

- Seja T : (z,y) — (zy* + 0, ¥® + yo).

- Faca um “blow-up”na dire¢ao do eixo-y positivo. Resultando em um campo de vetores

Y com (0,0) uma singularidade elementar. Da mesma maneira como em II construa a lista
V =[[T],0,0,Y, sep, type].

- Seja T : (z,y) — (zy™ + To, —¥® + wo)-

- Faga um “blow-up”’na dire¢ao do eixo-y negativo. Resultando em um campo de vetores
Y com (0,0) uma singularidade elementar. Da mesma maneira como em II construa a lista
V =[[T],0,0,Y, sep, type].

-S=W,L,.., L}, V, L, ..., L}, ).
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sendo S = [LY,..., Ly , LY, ..., Ly, .

e Imprima todas as separatrizes e o tipo de setores como segue.

- Para ¢ = 2 até o comprimento de (5) faca

* Se S[i — 1][6] € {1,7,10} e S[i][6] € {2,6, 12} entdo serd um setor hiperbdlico.

* Se S[i — 1][6] € {2,6,11} e S[:][6] € {1,7,9} entdo serd um setor hiperbélico.

* Se S[i — 1][6] € {3,5,9} e S[i][6] € {4, 8,11} entdo serd um setor eliptico.

* Se S[i — 1][6] € {4,8,12} e S[i][6] € {3, 5,10} entdo serd um setor eliptico.

* Se S[i — 1][6] € {2,6,11} e S[i][6] € {4, 8, 12} entdo serd um setor atrator.

* Se S[i — 1][6] € {4,8,12} e S[i][6] € {2,6, 12} entdao serd um setor atrator.

x Se S[i — 1][6] € {1,7,10} e S[i][6] € {3,5, 10} entdo serd um setor repulsor.

* Se S[i — 1][6] € {3,5,9} e S[i][6] € {1,7,9} entdo serd um setor repulsor.

- Determine o tipo de setor entre o 1ltimo elemento de S e o primeiro.

e Fim.

II. Entre com o campo de vetores Y, o nivel de desingularizacao [ e a lista [T}, ..., T}).

(1) Se = 0 ndo é uma linha de singularidades entdo determine as singularidades em Y na
linha z = 0.

e Classifique as singularidades de tal forma que [y, ..., y»] estejam em ordem crescente.

e Para i =1 até n faca

- Sejam A; e A2 os autovalores de JY (0, y;).

- Translade o ponto (0, ;) para a origem. Resultando no campo de vetores Y.

- Se A\; = X2 = 0 entdo é necessério fazer um “blow-up”em Y na origem. Gosub IV.

Senao

* Se \; > 0 e Ay < 0 entdo sep é a aproximacgao de Taylor da variedade instavel e tipo 1.

* Se \; < 0e A\ >0 entao sep é a aproximagao de Taylor da variedade instavel e tipo 2.

* Se A\; = 0 entao sep é a aproximacao de Taylor da variedade central. Dependendo do
comportamento da variedade central serd tipo 5 ou 6 (respectivamente 7 ou 8) se Ao > 0
(respectivamente Ay < 0).

*x Se Ay = 0 entao sep é a aproximacao de Taylor da variedade instavel (respectivamente
estavel) de tipo 1, 3,9 ou 10 (respectivamente 2,4, 11 ou 12) se A\; > 0 (respectivamente A\; < 0).

x Se A\; > 0 e Ay < 0 serd tipo 3. Se A\; # A, entao sep é a aproximacao de Taylor da érbita
que é tangente com a linha y = vz, com v um autovetor associado ao autovalor A;. Se A\ = Ay
entdo sep € a linha y = 0.

* Se A\; > 0 e Ay < 0 serd tipo 4. Se A\; # A, entao sep é a aproximacao de Taylor da érbita
que é tangente com a linha y = vz, com v um autovetor associado ao autovalor A\;. Se A; = Az
entdo sep é a linha y = 0.

* Ny = N, + 1, L’;Vp = ([T, ...,T}],0,v:;, Y, sep, type).
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e Volte

(2) Se x = 0 é uma linha de singularidades entao determine todas as singularidades nao
elementares na linha z = 0.

e Classifique as singularidades de tal forma que [y, ..., Y| estejam em ordem crescente.

e Para i =1 até n faga

- Translade o ponto (0, y;) para a origem. Resultando no campo de vetores Y.

- Determine o Diagrama de Newton de Y e 7, : ar + 35 = d.

- Seja Trya(2,9) — (2%, 2% + 3).

- Faga um “blow-up”na dire¢ao do eixo-z.

- Gosub Il com | — [ + 1.

e Volte

III. O mesmo que II, mas classifique as singularidades em ordem decrescente. Troque as
variaveis IV, e Lf,’\,p com N, eLy ,ellelVcomlIlleV.

IV. Entre com o campo de vetores Y, o ponto (0,¥;) e T3, ..., T}].

e Determine o Diagrama de Newton e y; : ar + 3s = d.

e Faca um “blow-up”’na diregao do eixo-z. Resultando no campo de vetores Y?.

e Determine o comportamento de Y? perto da origem.

e Se 0 comportamento perto da origem é como na figura 5.2(a) entéo

= ﬁ\*‘<
(a)
L %
(b)

Figura 5.2: segundo “blow-up”na diregado eixo-y.

- tipo 4 e sep é a linha y = x.

-Np=N,+1.

- LR = ([T, Ty (2, y) = (29, 9° + 1:)),0,0, 3, Y?, sep, type].
e Se o comportamento da origem é como na figura 5.2(b) entéo
- tipo 3 e sep é a linha y = z.

-N,=N,+ 1.
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= Lfi\,p = ([T, ..., Ty, (z,y) — (zy*,¥° + 1:)], 0,0, yi, Y7, sep, type].

o Seja Tiy1 : (2,9) = (2%, 2%y + i)

e Faca um “blow-up”na dire¢ao do eixo-z. Resultando no campo de vetores Y.
e Gosub Il com | — [ + 1.

e Faca um “blow-up”na diregao do eixo-y. Resultando no campo de vetores Y.
e Determine o comportamento de Y™ perto da origem.

e Se o comportamento perto da origem é como na figura 9(a) entao

- tipo 4 e sep é a linha y = z.

-Ny, =N, + 1.

- LY, = [[Th, ..., Th, (2, y) = (2y*, —¥° + :)],0,0,3:, Y7, sep, type].

e Se o comportamento da origem é como na figura 9(b) entao

- tipo 3 e sep é a linha y = z.

-N,=N, +1.

- Ly = ([T, -, T, (2,9) = (297, y? +v:)],0,0, yi, Y, sep, type].

e Volte

V. O mesmo que IV, mas primeiramente faca um “blow-up”na direcao do eixo-y negativo

e depois na direcao do eixo-y negativo. Troque as variaveis N, e Lﬁ;p com N, e L} , eIl com

III.

2) Se os autovalores sao imaginarios puros, entao o ponto (zg, ) € um foco fraco ou um cen-
tro. Para determinar seu tipo, calcula-se as constantes de Liapunov usando a técnica atribuida
a Torregrosa [To]. No caso de um campo de vetores quadratico ou de um campo de vetores
linear somado a um homogeéneo cubico, P4 esta pronto para determinar quando o ponto é um
centro, um foco fraco estavel ou instavel de uma certa ordem ou nao. Em todos os outros casos
o P4 calcula o valor pela auséncia das quatro primeiras constantes de Lyapunov. Se elas sao
todas nulas o ponto é um foco fraco indeterminado, no outro caso tem-se um foco fraco estavel
ou instdvel. O algoritmo estd escrito em linguagem C entdo os célculos sao feitos numerica-
mente. Entao as constantes de Lyapunov sao calculadas sob uma certa precisao. Diz-se entao
que a constante de Lyaponov V é nula se |V| < 1078,

3) No caso dos autovalores serem complexos mas nao imaginarios puros, o ponto (zo, o) €
um foco forte estével (instével) se T7(J X (z94,)) < 0 (respectivamante T7(J X (z,4,)) > 0).

Agora determinam-se as singularidades no infinito, estudando-se o campo de vetores no
Disco de Poincaré. Primeiramente transforma-se o campo de vetores usando a transformacao
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Isto resulta no campo de vetores (depois de multiplicar o resultado por 2~!)

¢=2ﬂ—ap($,%))+q($,%))
?} et —zg+P (z_lg'a %))

com d o grau do campo de vetores. Suponha que gq4(1, 2;) — z1p4(1, z;) # 0. O ponto (z1,0)
que satisfaz g4(1, 21) — 21p4(1, z1) = 0 séo as singularidades no infinito de X. Estes pontos sdo
estudados da mesma forma que nos casos finitos. No caso que gq(1, z1) — z1p4(1, z1) = 0, a linha
no infinito é uma linha de singularidades. Para estudar as singularidades no infinito dividi-se
o campo de vetores por 29, e estuda-se este campo de vetores perto da linha 2z, = 0.

Depois transforma-se o campo de vetores usando a transformacao

=
y:

Com isso obtem-se o campo de vetores (depois de multiplicar o resultado por zg‘l)

a=x-ap(2,1)+a(2,1)
3.2 —~ —zg+q %1 i )
Falta somente determinar quando (0, 0) é uma singularidade ou nao, desde que as outras tenham
sido estudadas nas primeiras cartas.
Se existe uma singularidade no infinito que é nao elementar, é melhor, as vezes, estudar o
campo de vetores em um Disco de Poincaré-Lyapunov de algum grau (e, 3), isto é, usar uma

transformagao da forma
cost
Ir =

T{'t’
senf

U=
y=—3

para o estudo “no infinito”, que resulta (depois de multiplicar o resultado por r°)

F= —TC+IZT_6(0039}J5(COSH, senfl) + senfgs(cosb, senf))
d<c
6 = rCZr—a(—ﬁsenﬁp‘;(cosé‘, senf) + acosfqs(cost, send)

§<c

& = ps(z,y)
y = QJ(J::y)

a componente quase-homogénea do tipo (o, 3) e grau quase-homogéneo §; c é escolhido de
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forma a ser o maximo de 6.
Com uma escolha apropriada de (a, 3) encontra-se apenas singularidades elementares no
infinito. Para simplificar os célculos ele prefere trabalhar com cartas.

Primeiramente transforma-se o campo de vetores usando a transformacao

o=

i =

2

Com isso obtem-se o campo de vetores (depois de multiplicar o resultado por az§)

Z; = 252(256(0(](1, 21) o= 631p6(11 zl))

é<c .
. . : (5.5)
Z= -2 (27%ps(1,21))

<c
Se agc(1, 21) — Bz1pc(1, z1) # 0, entdo o ponto (z1,0) que satisfaz aq.(1, 21) — Bz1pc(1,21) =0
sao singularidades no infinito de X. Estes pontos sdo estudados da mesma forma que nos casos
finitos. Nos casos em que aq(1,z) — Bz1ps(1,2;) = 0, a linha no infinito é uma linha de
singularidades. Para estudar o comportamento “no infinito” dividi-se o campo de vetores por
29 e estuda-se este campo de vetores na linha z, = 0.
Depois transforma-se o campo de vetores usando a transformacao

Com isso obtem-se o campo de vetores (depois de multiplicar o resultado por «z§)

1=25) (2°(ag(~1,21) + Bzrps(—1, 21))

d<e

2 = =251 (2°ps(~1,2))

é6<e

Este campo de vetores pode ser estudado da mesma forma que o anterior.

Finalmente consideremos as duas transformagoes

5
z
4
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T ==
Y=

Para estes dois campos de vetores é necessario somente determinar quando o ponto (0,0) é uma
singularidade ou nao, desde que os outros tenham sido estudados nas duas primeiras cartas.

Neste estagio pode-se ja desenhar uma grande parte do retrato de fase do campo de vetores.
Primeiro desenha-se as separatrizes invariantes da seguinte maneira. No caso das singularidades
serem uma sela ou uma sela-néd, utiliza-se a aproximagao de Taylor da variedade invariante até
encontrar-se a fronteira de um circulo de raio €, para um certo € > 0. A partir deste ponto,
integra-se as separatrizes com o método de Runge-Kutta de ordens 7 e 8. Para prevenir um
“overflow” numérico na aproximacao de Taylor, normaliza-se os campos de vetores (5.1) e (5.3)
antes de calcular a aproximacao de Taylor como segue.

Seja a o maior coeficiente em valor absoluto do campo de vetores. Reescalona-se o tempo de
tal forma que este coeficiente se torne igual a 1000.sign(a). No comego da integragdo numérica
das separatrizes tem-se um erro que vem da aproximagao de Taylor. Tomamos € = 0,01 e uma
ordem de aproximac¢do n = 6. Entdo tem-se um erro de ordem 10~!4. Para o programa ter
certeza que este erro nao é tao grande, faz-se um teste para decidir quando a aproximacao de
Taylor “aproxima-se”’da variedade invariante real ou nao. Seja f(t) a aproximagao de Taylor

da variedade invariante, que é tangente a linha v = 0. Suponha que 3 + f(t)* = €* e considere

o ponto (ih, f(ih)), i = 1,...,100, com h = t,/100. Considere o angulo oy = arctg(f(ih))
e B; = arctg (%:—%i%), i = 1,..,100. Se ||a; — G| < 107'8,Vi = 1,...,100, aceita-se a

aproximagao de Taylor, caso contrario, calcula-se a aproximagao de Taylor de uma ordem

maior e faz-se o teste outra vez. Tomamos por ordem maxima n = 20. Neste caso, o erro
é de ordem 10742, Este teste funciona muito bem para as variedades estdvel e instdvel, mas
para a variedade central pode falhar as vezes, especialmente se o autovalor nao nulo, em valor
absoluto, é grande.

Se a singularidade é nao elementar, dividi-se o ponto em diversas singularidades elementares.
Para cada um destes pontos desenha-se a variedade invariante (que corresponde a uma separa-
triz da singularidade nao elementar) como segue. Primeiro utiliza-se a aproximagao de Taylor
na carta do “blow-up”que corresponde a singularidade elementar, a uma distancia ¢ da singu-
laridade. Entao estende-se a separatriz nesta carta por integragdo numeérica, a uma distancia 1
da singularidade. Depois estende-se, por integra¢ao numeérica, para o plano real. O nimero de
passos tem que ser decidido de um modo interativo pelo usuario.

Para prevenir um “overflow” numérico quando o programa tiver integrando o campo de
vetores, nem sempre integra-se o campo de vetores no plano real e projeta-se na Esfera de
Pincaré, ele utiliza cartas diferentes para cobrir a Esfera de Poincaré, como segue. Seja (X, Y, Z)
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um ponto da Esfera de Poincaré com Z > 0, e seja (0, ¢) uma coordenada esférica do ponto,
isto é, X = cosfsenyp, Y = senflseny e Z = cos.
Se 0 < ¢ < 7 transformamos o ponto para o plano real, isto é, considera-se o ponto (Z i

e integra-se o campo de vetores original. Se ¢ > % entao considera-se os 4 casos seguintes
(Y Z

¥, £) e integra-se o campo de vetores

(i) Se =% < 6 < %, considera-se o ponto (21, zz)

2':2 — d+1p(22: Z,j;)

{ 4= (-ap(s, 2) +a(d,2) (5
(i) Se £ <6 < JT considera-se o ponto (21, z2) = ({}, é) e integra-se o campo de vetores

; Ld+1 g
Zy=—zp" p(Z

22’1.2

{ 4 zg(p(,,z, si-nd(E) (58)

< 0 < 5, considera-se o ponto (21,22) = (¥, £) e integra-se o campo de vetores

4= (-1)*""2(-zap(,2) +q(1,2)) (5.9)
22_( l)d d+l (z,;;_ ' i

< 0 < I, considera-se o ponto (21,22) = (3, £) e integra-se o campo de vetores

{ g =D alpCl o) —aq(2i)) (5.10)

Zy = (-1)%5""p(2, L)

O modelo de singularidades, tanto as finitas como as infinitas, juntamente com as separa-
trizes, dardo uma boa idéia do retrato de fase global (ver [Ma] e [Ne]). E claro que néo vé-se o
nimero exato e a localizagao das drbitas fechadas, mas tem-se a regido em que os ciclos limites
ou anéis de orbitas fechadas podem ocorrer. Se tem-se a impressao de que 6rbitas fechadas ou,
especialmente, ciclos limites vao ocorrer, pode-se pedir ao P4 para localizar estes ciclos limites
como segue. Primeiramente devemos selecionar dois pontos = e y. Estes dois pontos devem
estar proximos a regiao onde pretende-se encontrar ciclos limites, e a linha L conectando ambos
os pontos deve cortar o ciclo limite esperado. O P4 tenta determinar o ciclo limite como segue.
Primeiro ele divide a linha em segmentos [p;, p;+1] de comprimento h e comegamos integrando
pelo dltimo segmento da linha L até o primeiro. Toda érbita préxima ao ciclo limite suposta-
mente corta a linha L outra vez. Desta forma, detecta-se a existéncia do ciclo limite quando
encontra-se uma mudanga na aplicacao retorno de Poincaré. O P4 detecta tal mudanga como
segue. Suponha que a integracao comeca de um ponto p; em L, e que a drbita corta a linha L

outra vez em um ponto ¢; com p; < ¢;. O P4 toma agora o ponto p; mais préximo de ¢; com
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pj > ¢; e comega a integragao na mesma diregao. Se esta orbita corta L em um ponto ¢; com
g; < p; entao existe um ciclo limite entre os pontos ¢; e g;. Tomamos h = 10~4. E claro que,
desta forma, a nica coisa que podemos dizer é que em uma regiao de comprimento 10~ existe
pelo menos um ciclo limite. As vezes é possivel que o P4 nao encontre nenhum ciclo limite. A
razao é que nestes casos a aplicagdo retorno de Poincaré é muito préxima da identidade.

No caso em que estuda-se o campo de vetores em um Disco de Poincaré-Liapunov de grau

(o, 8), o P4 desenha as érbitas do campo de vetores como segue

/x
5

Figura 5.3: representagao do disco de Poincaré-Liapunov de grau (a, 3).

Seja (z,y) € R%. Se z? + y* < 1, entdo (z,y) vai ser esbocada no interior do circulo
unitario em torno da origem, por integracdo do campo de vetores original (¢ claro que fazendo
a analise detalhada das singularidades finitas como apresentadas no caso da Compactificagao
de Poincaré). Se 2 + y* > 1, o P4 faz a seguinte transformagio, = cosf/r® e y = senf/r?,
para esbogar no anel limitado pelos ciclos limites de raio 1 e pelos ciclos no infinito, integrando
o campo de vetores (5.4), para estender a informagao préximo das singularidades. Infelizmente,
orbitas cruzando o circulo de raio 1 dao a impressao de terem uma derivada descontinua. Isto é
devido ao fato do programa P4 estar usando duas transformacées diferentes que nao se encaixam

no caminho diferenciavel no circulo unitdrio.

5.1 Tratamento dos exemplos

Vamos considerar o campo de vetores

X : L=y
y=—-z—y(l+2z)

Primeiro o programa P4 estuda este campo de vetores no Disco de Poincaré. Assim, a origem é

uma singularidade do campo de vetores que é um foco estavel forte. Para o estudo no infinito,
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o P4 primeiro considera o campo de vetores em uma carta U;. Este campo de vetores tem a

equagao
s =D 5 2
Z 2z) — 20 — 2120 — 2529

o = i w2

.Xl .
Dai, a origem é uma singularidade que é uma sela semi-hiperbélica. Depois ele vai considerar

o campo de vetores em uma carta U, que tem a equagao

Zy =2y + 2120 + 2z§ + zfzg

X . : p
Zo = 22129 + 25 + 2125

cuja origem é uma singularidade nao-elementar. Para saber o comportamento préximo da
origem deve-se fazer uma desingularizagao na origem, usando um “blow-up”quase-homogeéneo

de grau (1,2). Este procedimento é descrito na figura 5.4.

A

Figura 5.4: “Blow-up”do campo de vetores X, proximo a origem.

Usando esta informagao, pode-se desenhar o retrato de fase no Disco de Poincaré (ver figura
5.5).

Desde que exista uma singularidade nao-elementar no infinito, pode-se estudar o campo de
vetores no Disco de Poincaré-Liapunov. Usando um Disco de Poincaré-Liapunov de grau (1, 2)

encontra-se 4 singularidades no infinito, dois nés e duas selas semi-hiperbdlicas. Usando esta

informacgao, pode-se agora desenhar o retrato de fase no Disco de Poincaré-Liapunov de grau
(1,2) (ver figura 5.6)
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Figura 5.5: Retrato de fase do campo de vetores X no disco de Poincaré.

Figura 5.6: Retrato de fase do campo de vetores X no disco de Poincaré-Liapunov de grau

(1,2).

Considere o campo de vetores

2

T=yY—2=I
X-z:{ yl 9

Y=—g—n—0

Estudar este campo de vetores no Disco de Poincaré-Liapunov de grau (1,2). Usando o P4
encontra-se que ((5 + v/30)/10, (11 + 2v/30)/20) é um ponto de sela e ((5 — v/30)/10, (11 —
24/30)/20) é um foco instavel forte.

No infinito encontram-se 4 singularidades, dois pontos na carta U;, o ponto (0,0) que é um

né repulsor e (1,0) que é uma sela-n6 e dois pontos na carta Us, (0,0) que é um né atrator e

(1,0) que é uma sela-né.
Usando esta informagao, pode-se agora desenhar o retrato de fase no Disco de Poincaré-

Liapunov de grau (1,2) (ver figura 5.7). Também descobre-se que o campo de vetores tem
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um ciclo limite na circunferéncia menor (ver figura 5.8).

Figura 5.7: Retrato de fase do campo de vetores Y no disco de Poincaré-Liapunov de grau
(1,2).

Figura 5.8: Ciclo limite do campo de vetores Y.
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