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Resumo

Esta tese aborda a conexao entre modelos integraveis e as equacoes de Painlevé.
Comecamos estendendo o método do truncamento modificado afim de encontrar
transformacoes de Bécklund para a hierarquia mKdV-Liouville e sua reducao por
auto-similaridade. Com este método, resolvemos parcialmente a conjectura de Ku-
dryashov. Em seguida, estudamos o modelo misto AKNS-Lund-Regge estendido e
mostramos que este modelo pode ser reduzido as equagoes PIV e PV para valores
particulares dos parametros. Nos também construimos o modelo PIII-PV simétrico
afim de unificar alguns casos da equacao PIII com a equagao PV. Posteriormente,
buscamos os vinculos canonicos apropriados que reduzem o modelo 4-bdsons ao
modelo PIII-PV simétrico. Para isso, elaboramos o método do ansatz de vinculos.
Complementarmente, apresentamos um método para encontrar solugoes de equagoes

diferenciais em D dimensoes no adendo e aplicamos ao modelo \¢?.

Palavras Chaves: modelos integraveis; equagoes de Painlevé; vinculos; modelos
exatamene soliveis; mKdV-sinh-Gordon; mKdV-Liouville; AKNS-Lund-Regge; mo-

delo simétrico; \¢*
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Abstract

This thesis studies the connection among integrable models and Painlevé equa-
tions. We begin by extending the modified truncation approach in order to find
Backlund transformations for the mKdV-Liouville hierarchy and its self-similarity
reduction. With this method, we solve Kudryashov’s conjecture partially. Then
we study the extended mixed AKNS-Lund-Regge model and show this model can
be reduced to PIV and PV equation for particular values of the parameters. We
also construct the symmetric PIII-PV model in order to unify some cases of the PIII
equation with the PV equation. After, we search for canonical constraints for reduce
the 4-bose model to the symmetric PITII-PV model. For find the correct constraints,
we construct the method of ansatz of constraints. In addition, we show a method
for finding solutions for differential equations in D dimensions in the addendum.
We also apply this method for the A¢* model.
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Capitulo 1
Introducao

As equacoes de Painlevé foram descobertas na virada para o século XX pelo ma-
tematico frances Paul Painlevé enquanto analisava as singularidades de equagoes

diferenciais nao-lineares de segunda ordem no plano complexo do tipo
Uy, = F(z,u,u,) (1.1)

sendo F' analitico em z e racional em u e wu,.

As singularidades das solugoes de uma equacao diferencial podem ser classificadas
por duas propriedades: o comportamento da solucao ao redor da singularidade e a
sua dependéncia pelas condigoes iniciais. O comportamento da solucao ao redor
de uma singularidade pode ser classificado como: pdlo, singularidade essencial ou
ponto de ramificagao; enquanto que a dependéncia com as condigoes iniciais pode ser
classificada como mével ou fixa. Pontos de ramificagao sao pontos do dominio de uma
funcao definida no plano complexo, tal que a funcao seja descontinua se consideramos
uma pequena trajetéria circular em volta deste ponto. Pdlos sao singularidades onde
a funcao possui um comportamento continuo ao seu redor e que podem ser removidas
pela multiplicagao de um polindmio; enquanto que singularidades essenciais sao
similares a Pdlos, mas nao podem ser removidas pela multiplicacao de polinomios.
A fim de explicar melhor o que seria um ponto de singularidade movel, considere as

duas equagoes diferenciais nao-lineares de primeira ordem a seguir:

. 2 _ 1
i) w,+2z2w*=0 = u= s
11) uz+ﬁ20 = U:—%.

No primeiro caso, a condigao inicial u(z = 0) = uy determina o local da singulari-

dade, sendo assim uma singularidade moével; enquanto que temos uma singularidade
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fixa em z = « no segundo caso, isto €, independentemente da condi¢ao inicial.

O interesse pelo estudo das singularidades das equacoes diferenciais surgiu devido
a uma questao levantada por L. Fuchs e H. Poincaré no final do século XIX. Eles no-
taram que algumas fungoes especiais podiam ser definidas a partir de EDO (equacoes
diferenciais ordindrias) lineares. Em vista disso, eles conjecturaram que certas EDO
nao-lineares pudessem definir novas fungoes transcendentais*analogamente ao caso
linear. Afim de selecionar EDOs que fossem boas candidatas para se definir tais
funcoes, Painlevé e colegas de sua época buscaram classificar todas as equagoes do
tipo (1.1) cujas solugdes nao possuissem pontos de ramificacdo méveis. Esta propri-
edade ficou conhecia posteriormente como propriedade de Painlevé e se estendeu a
equagoes diferenciais nao-lineares de ordens superiores a 2. A motivacao para bus-
carmos EDO que satisfazem esta propriedade é que as solugoes gerais das equagoes
podem ser extendidas analiticamente para todo plano complexo, excluindo os pontos
de singularidades.

Para as EDOs de segunda ordem, foi mostrado que existem 50 equagoes na forma
canonica que satisfazem a propriedade de Painlevé (uma exposicao detalhada pode
ser vista em [1]) e entre elas, apenas 6 equagdes nao podem ser reduzidas em ou-
tras EDOs cujas solugoes sao conhecidas. Estas equagoes ficaram conhecidas como
equagoes de Painlevé e sao mostradas na tabela 1.1. No final dos anos 90, H. Ume-
mura [2] mostrou que as solugoes gerais das 6 equagoes de Painlevé, de fato, nao
podiam ser expressas em termos de fungoes ja conhecidas, embora houvesse uma
funcao analitica que as descrevessem. Assim, definiram-se novas fungoes transcen-
dentais a partir das solugoes gerais destas equacoes. Atualmente, as equacoes de
Painlevé desempenham na fisica nao-linear o mesmo papel que outras fungoes es-
peciais, como Bessel e Airy, desempenham na fisica linear e tém sido aplicadas em
diversas areas, como: matrizes aleatérias [3], gravitacdo quantica em 2 dimensoes
[4], fungao de correlagao [5], cosmologia [6], transporte quantico [7], entre outros.

Em meados dos anos 70, o estudo das equacoes de Painlevé passou por um
renascimento devido a descoberta de M. J. Ablowitz e H. Segur [8] de que a equagao
PIIé obtida através de uma reducao de auto-similaridade (através da qual elimina-se
uma varidvel do problema) do modelo mKdV. O estudo da conexao entre modelos
integraveis e equagoes com a propriedade de Painlevé, levou Ablowitz, Ramani e

Segur [9] a formular a seguinte conjectura

Conjectura 1 (Ablowitz-Ramani-Segur). Toda redu¢io a uma EDO de uma EDP

*Funcgao transcendental é toda funcao que nao é algébrica.
fIdentificaremos as equacoes de Painlevé por Pn; ou seja, equacao PI, equacao PII e assim por

diante.
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Tabela 1.1: Equagoes de Painlevé

PI Uyy = 6U? + 2
PII | u,, =z2u+2u®+«

PIII | w.. = 1u? — % + L(au? 4+ b) + cu® + ¢

g~

PIV | u.. = 5-u? + 30’ + 420 + 2(22 — a)u + g

PV |u., =22 — Ly, + w(au + g) Loquy Sulutd)

22 z u—1

z—1 u—z U

PVI [ = B a2 — (B 2+ b e + 252050 (04 53
1

(equagao diferencial parcial) integravel por algum método espectral, terd a proprie-

dade de Painlevé apos uma transformacao de coordenadas apropriadas.

Esta conjectura conduziu ao estudo das hierarquias de modelos integraveistcom
o objetivo de buscar EDOs de ordens maiores que 2 e que possuissem a propriedade
de Painlevé ([10], [11], [12], [13], [14], [15], [16], [17], [18]). Em [12], Kudryashov
encontrou uma hierarquia de EDOs cuja primeira equacao se reduzia as equacoes

PII e PIII para valores particulares dos parametros, isto é

1 3
5(:‘/2 + Zyzz) _|_ Eo(yzzzz - §yzy22) + Aey + Beiy = O (12)

Na expressao (1.2), temos a equagao PII quando A = B =0e ¢y = —1/2 através da
transformagao v = y,/2; enquanto que temos um caso particular da equacao PIII

quando €y = 0 através da transformacao y = Inv, ou seja

V., = 20 + 20° + C, C = constante de integracao (PII)

2

v, = %= — % — 2(Av® + B), (PIIT)

v

A partir deste modelo, Kudryashov conjecturou que a equagao (1.2) com A, B
e €y arbitrarios poderia ser uma boa candidata para se definir uma nova funcao
transcendental. Em [19], foi mostrado que a equac@o (1.2) era a reducdo por auto-

similaridade do modelo integravel bi-dimensional mKdV-sinh-Gordon generalizado,

tHierarquias de modelos integravéis sdo conjuntos de equacdes diferenciais que sdo construidas

a partir de alguma propriedade algébrica do modelo.
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isto é

0 . 1 2 Y -y _
o(t) 5= (5= + 9o ) La 73000 = 592] + 1y + BB + 3B =0 (L)
quando n = 1, sendo que L,[z;u] é obtido a partir da relacao de recorréncia de
Lenard (apéndice A). Um modelo misto para o modelo mKdV que também incluisse
o modelo sinh-Gordon foi originalmente proposto em [20] e, posteriormente, este
modelo misto se mostrou adequado para descrever pulsos em um meio transparente
com poucos ciclos 6pticos [21]. O modelo (2.15) foi chamado de mKdV-sinh-Gordon
generalizado, pois ele se reduz ao modelo mKdV-sinh-Gordon quando §(t) = —f(t)
e ao modelo mKdV-Liouville quando 6(t) = 0.

A abordagem do truncamento modificado foi introduzida em [22] como uma
técnica para encontrar transformacoes de Béacklund para a hierarquia de EDOs da
equagao PII (apresentada no apéndice A). No capitulo 2, apresentaremos o traba-
lho [23] onde estendemos o método do truncamento modificado afim de obtermos
transformacoes de Backlund para a hierarquia de EDPs do modelo mKdV-Liouville.
Além disso, encontramos solucoes para o modelo mKdV diferentes das ja conhecidas
na literatura [24, 25, 26, 27]. N6s também estudamos a redugao de auto-similaridade
do modelo mKdV-Liouville e resolvemos a conjectura de Kudryashov para um caso
particular da equacao (1.2). No capitulo 3, apresentamos o trabalho [19] onde estu-
damos o modelo misto AKNS-Lund-Regge estendido. Este modelo de dois campos
pode ser reduzido as equagoes PIV e PV para diferentes valores dos parametros.

No capitulo 4, apresentamos um modelo simétrico afim de unificar alguns casos
da equacao PIII e a equagao PV em um tnico modelo. A relagao da equagao PIII
com cd # 0 (ver tabela 1.1) e a equagdo PV com ¢ = 0 (ver tabela 1.1) é conhecida
na literatura [28]; no entanto, o modelo PIII-PV simétrico do capitulo 4 unifica a
equagao PV com ¢ # 0, a equacao PIII com b = d = 0, a equagao PIII com cd # 0 e
a equacao PV com § = 0 no mesmo modelo. Diferentemente de um modelo misto, o
modelo PIII-PV simétrico nao possui nenhuma regiao em seu espago de parametros
que nao esteja conectada com a equacgao PIII ou PV. Chamaremos esta propriedade
de quebra espontanea de simetria para equagoes de Painlevé.

No capitulo 5, apresentamos o método do ansatz de vinculos. Este método é
capaz de encontrar os vinculos corretos para se reduzir um sistema hamiltoniano a
outro usando a abordagem de Dirac. Usando este método, mostramos que o modelo
integravel de 4-bdésons pode ser reduzido ao modelo PIII-PV simétrico através da
imposi¢ao de dois conjuntos de vinculos diferentes.

Complementarmente aos topicos desenvolvidos ao longo da tese, apresentamos
também um algoritmo para encontrar solugoes de equacoes diferenciais em D di-

mensoes no capitulo 6. Tal algoritmo foi apresentado em [29] afim de simplificar
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o médodo das multiplas exponenciais [30]. Por fim, aplicamos esta técnica para

encontrar solucoes exatas do modelo A\¢* em 4 dimensdes.



Capitulo 2

Hierarquia mista

mKdV-sinh-Gordon generalizada

2.1 Construcao algébrica do modelo misto mKdV-

sinh-Gordon generalizado

O par de Lax é um elemento central para garantir a integrabilidade espectral de um
modelo matematico em duas dimensoes. Nesta secao, consideremos a construcao
do par de Lax para o modelo mKdV-sinh-Gordon generalizado. Para isso, consi-
dere a algebra de Lie G = sl(2) cujos geradores satisfazem as seguintes relagoes de

comutacao:
[H, Eia] = :EQEiom [Eaa Efa] =H.

Usando o operador de graduacao () = 2)\%+%H , podemos construir uma algebra
de Lie afim correspondente a G cujos elementos sejam divididos em subespagos

graduados. Desta forma, temos a algebra de Lie afim G = D, G, com os subespacos

Goms1 = {EV™) = N™(E, + AE_,), B = \™(E, — AE_,)},
Gom = {H®™ = \"H},
tal que todo elemento g™ € G, satisfard a relagao
(Q, g™ = mg™, m=0,+1,42, ...

Observe também que

[H(le) Efm2+1)] — 9 pR(mitma)+1) [E5L2m1+1) E(2m2+1)] — 9 2(mitm2)+2)
) F ) y = —
Agora considere o sistema linear
o A o 5
— =BV — = —ByVv
ax 1 Y atN N Y
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onde B; e By formam o par de Lax, ty é o tempo da n-ésima equacao da hierar-
quia generalizada mKdV-sinh-Gordon e ¥ ¢ uma fungao vetorial auxiliar. Afim de

construirmos a hierarquia do modelo, vamos parametrizar o par de Lax como

Bl = E_(,_l) + UH(O)
By = DY +Dy ™+ DY 4+ DY + DY + DY

tal que
DSV = ag EPY 4 by BV, DY = ey HY,

sendo v = v(x,tn), Gokr1 = op+1(2,tN), boakt1 = bart1 (2, tN) € cop = con(, t).
A condigao para que as derivadas de ¥ nas varidveis x e ty comutem, isto é
i R
8x8tN N 8tN83:’

da origem a equagao de curvatura nula

00+ B, 0y + ByE = [0, + BV +0H®, 8, + DY) + DIV 4+ D 44+ DY
+ DV 4+ DiYd =0 (2.1)

A equagao (2.1) pode ser decomposta em elementos de mesma graduagao, dando

origem ao seguinte sistema:

EY, DM =0 (2.2)
(B, DY)+ o1, DY)+ 255 o (2.3
(N-1)
(B4, DY) o[ HO, DY)+ 22— = 0 (24
B, DY) + ol DY) + 225 o (25
1 -1 0 oD
B, D]+ o, DY) 4+ 75 — v 1O =0 26)
o[HO, DY) + 2B~ — ¢ (2.7)
Independentemente do valor escolhido para N, a equacao (2.7) gerara o sistema
8CL_1 ab—l
2vb_1 =10 2ua_1 = 0. 2.8
o + 2vb_4 R B + Z2va_y ( )
Este sistema também pode ser desacoplado em
0%a_y v, Oa_, 9%b_, v, Ob_4
_ = —M%a_ =0 - = —4v*h_, =0 2.9
Ox? v Ox v ’ Ox? v Ox v ’ (29)

cuja solucao geral é dada por

a = (B = alte ) b= (B b)),
(2:10)
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sendo ((ty) e d(ty) fungoes arbitrarias dependentes apenas de ty. Desta forma, a

equagao (2.6) se reduzird a

Uty — —O—i-—(ﬁ(tN)le ”—i—’Y(tN)efo U) =0 (2.11)
or 2
Para N = 3, o sistema (2.2)-(2.5) gerara:
graduagao 4) by =0,
graduagcao 3) a3 — _2ub, %5 = —2(vag — c),
graduagao 2) % = 2by,
graduagao 1) % = —2vby, % = —2(vay — ¢p),
cuja solucao é
a; = 2U2€0(t3> + 61(t3), b1 = —22};360@3), Co = —4U€0(t3>, as = —4€0<t3),

b3 = 0, Co — —60(t3)<’l}$x — 2U3> -+ €1<t3)1},

sendo €(t3) e €1(t3) fungoes arbitrarias dependentes apenas de t3. Substituindo
a solugao acima em (2.11) e fazendo a transformagao v = y,/2, temos a equacao

mKdV-sinh-Gordon generalizada, isto é

3
€o (t3) <yxxxac - —?mei> + yx,t;a — €1 <t3)yxx + /B(t?))ey + 7(t3)e_y =0 (212)

2

Se consideramos N = 4, a equagao resultante sera (2.12) novamente. No entanto,

se consideramos N = 5, (2.2)-(2.5) gerara o sistema

graduagao 6) bs =0,

graduagao 5) a5 — —2uby, & = —2(vas — cq),
graduagao 4) % = 2b3,

graduagao 3) % = —2uvbs, % = —2(vag — c3),
graduagao 2) % = 2by,

graduagao 1) 901 — —2uby, 91 = —2(vay — ),

cuja solucao é

ay = €ots)(—6v* + 4vvg, — 202) + 2e3(ts)v? + € (t5),

by = €o(t5)(120%0; — 20400) — 2€3(t5) Vs,

co = 4eg(ts)(20° — vp) — des(ts)v, az = 8v en(ts) — des(ts),
cy = —16veg(ts), a5 = —16€o(t5), bs =0,

co = €o(ts) (10002 + 100%v4y — 6V° — Vypuy) —

by = —8uy€o(ts),

e3(t5) (Vaw — 20°%) + €1(t5)0,

sendo €y(t5), €1(t5) e e3(ts) fungoes arbitrarias dependentes apenas de t5. Substi-
tuindo a soluc¢do acima em (2.11) e fazendo novamente a transformacio v = y,/2,
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temos a segunda equagao da hierarquia, isto é
15 D ) 3
60(t5) <8y§y:€$ - 53/%;5 — 10YsYzaYzar — iygymcxx + yacacaza::cx> + 63(t5) <ya;ac:c$ - 2%5:1:3/3)
FYats — €1(t5)Yza + B(ts5)e? +y(ts)e™ =0 (2.13)

Continuando o célculo para N maiores veremos a mesma estrutura da hierarquia
mKdV com a adi¢ao dos termos de graduagao negativa. Desta forma, a hierarquia

pode ser escrita com a ajuda da relagao de recorréncia de Lenard*, isto é

0 ok 0
%Enﬂ[x, u] = (— +2u— + um)ﬁn[ﬁ, ul, Lo[z;u] =1,

ox3 ox
de tal forma que

0\“2n+1 81’ 8x T n y Yxx 2 T k?l 2k+1\t2n+1 8[E E)x
1
+yx> ['k |:£L‘, Yz — 595] + yxt2n+1 — € (t2n+1)yx:c + 6(t2n+1)€y + 6(t2n+1)6_y = Oa

(2.14)

O termo € (t2,+1)y. da expressao acima pode ser absorvido na derivada de tg, 1
através da transformacao y(z, ta,11) — y(x — ftQ"’“ e1(t)dt', tan1). Logo, podemos
considerar €;(te,+1) = 0 sem perda de generalidade. De acordo com a nomencla-
tura usada em [23], chamaremos de hierarquia mKdV-sinh-Gordon generalizada a
hierarquia (2.14) com €gyy1(t2n+1) = 0 para todo k = 1,...,n — 1. Assim, omitindo
o indice do tempo (isto é ta,.1 — t), temos
0 /0 1, _
By ot), B(0), 50)) - colt) - (-0 ) £ [ e 592 et B +5(0)e ™ = 0

(2.15)

2.2 Propriedades da hierarquia mKdV-sinh-Gordon

generalizada

Nesta secao, mostraremos que a hierarquia mKdV-sinh-Gordon generalizada pode
ser reduzida a dois casos mais simples, isto é, a hierarquia mKdV-sinh-Gordon e a
hierarquia mKdV-Liouville. Afim de mostrarmos isto, vamos dividir £, [z; Y., — %yz]

em duas partes, de modo que

1 1 1
/Cn [l’; Yxa — éyi} - ‘nge) [l’; Yxa — éyi} + ‘67(10) [ZL‘; Yo — 5%%]7 (216)

*ver apéndice A.1 para mais detalhes sobre a relagio de Lenard empregada a hierarquia mKdV
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onde definiremos £ [2; yur — Y2 e L Yw — +y2] como sendo as partes de
L2 Ypw — %yi] com dimensoes pares e impares do campo, respectivamente. Por

exemplo

1

1 1 . 1 1 i
Ly [x;ym—iyi] = ym—§y§ = Eﬁ)[w;ym—iyi] = —§y§, ﬁﬁ)[w;ym—éyi} = Y-

Da definicao da expressao (2.16), observe que

1 1
E(E)[; xx__2:|:£(6)[;_xx__2]
n |5 Y 2% n | Y 2yx
1 1
£(0)|: s Yz — 3 2] = _‘C(O)|: y Yz — 3 2:|
n | LY 2?‘/,7; n | T ~Y 2?/;5

Portanto, a relagao de recorréncia de Lenard ¢é equivalente ao seguinte sistema:

8%431 [x;ym — %yi] = < 88;3 yx% — %(yﬁ)x> £l [a:; Yo — %yi} + <2ym%
+ ym> LY [:c; Yaz — %yi} (2.17)
O e e = (L2~ L) e [ervee — 2] + (20
+ ym>£5{”) [x; Yo — %yi} (2.18)

Com a ajuda da propriedade acima, podemos provar a seguinte transformacao

do tipo auto-Backlund:

Teorema 1. Considere y = y(z,t) sendo uma soluc¢ao de E,(y;eo(t), B(t),d(t)) em
(2.15), entao § = —y serd uma solucao de E,(7;€(t), —0(t), —5(t)).
Demonstracdo. Considere a hierarquia

0 ( 0

B (550(t), B0, 000) - e0(t) 5 (54 ) Lo [ B 72+ BT +5(0)e T = 0

Ox
(2.19)
Pela transformacao y = —y, temos
€ 3 3 : 12 3(H) e~V L S(+) eV —

Vamos assumir &(t) = e(t) # 0, B(t) = —6(t) a 6(t) = —B(t). Afim de
mostrarmos que y satisfaz (2.15), precisamos mostrar que

<(% — yx> L, [93; Yz — %yﬁ] = —<(% + yx)ﬁn [ZE; Yow — %yﬂ (2.20)
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Observe que podemos reescrever a equacao (2.20) como

0 1 1
-—d@[-m——Q} xd@[-m__2}:0 2.21
5 Ln T3 Yee = 5Yn| T YL | Yer — S¥a (2.21)
Derivando duas vezes a equacao acima, temos
o3 1 1 0 1
_‘C(e) |: s Yo — 3 2] zxx'C(O)[ yYex — 3 2:| 2 zx_'c(o) |: s Yz — 3 2:|
O3 Ty 2.% +y n |T3Y 2%; + 2y o " Ty Z?Jm
+ 82£@[ 12] 0 (2.22)
T o T Ypx — JYy| = .
Yoy 2L’ |5 Yo = S

Verificaremos a expressao (2.21) por inducdo. Podemos facilmente verificar que

(2.21) vale paran =0en =1, isto é

1 e 1 o 1
EO [szymx - _y§i| =1 = E((] ) |:1;,ym; - _yi] = 17 'CE) ) [xvym:r — §y:?::| =0

2 2
1 1 . 1 1 o 1
Ly [5’53 ym:_iy?c] = ywz_§yi = L‘g ) [553 ym:_iy?c] = _Eyfm Eg ) [xQ yﬂ?ﬁ_éyi} = Yz

Agora assumiremos que (2.21) é valida para n = k — 1. Usando (2.17) e (2.18)

na expressao (2.21) com n = k, temos

P 5 0 Lo, (e) 1, 0 (o) L,
(% - yz% - é(yz>z)£k—1 [377 Yza — éyxi| + (2ywxa_x + ymcz>£k_1 |:x7 Yoz — §yz] +

y{<ﬁi_yﬁ£@[my —lf}+y £, [a:y _lf]+
T aLL’Z T k—1 y Yz 97z zrM~Ep—1 y Yra 9 Jx
@ 8 1 . 1
Portanto, usando (2.21) e (2.22) com n = k — 1, a expressao acima ¢ verificada.

]

Teorema 2. Considere y = y(x,t) sendo uma solu¢iao de E,(y;e€o(t), 5(t),d(t)),

entdo a transformacao

G =y D)+ In f (D), E:/t%

gerard uma solucao para E, <gj; 1, ’B(E';)égt), f(tgs)g())(t)>’ com t = t(t), desde que ey(t) # 0
e f(t) #0.

Demonstracao. E uma substituicao direta. ]

Usando teorema 2 com f(t) = +i %, podemos reduzir a hierarquia (2.15),

com ¢€y(t), B(t) e 0(t) ndo nulos para a hierarquia mKdV-sinh-Gordon usual, isto é
s - 2i4/(t)B(t)

0,0 1, i

—_— _— : _—— g 1 h = ::I':

52 g o) o iiee = 32| + et nBsiohg =0, &olt)
(2.23)



CAPITULO 2. HIERARQUIA MISTA MKDV-SINH-GORDON GENERALIZADA13

A hierarquia (2.15) com 6(t) = 0 chamaremos de hierarquia mKdV-Liouville.
Pelo teorema 2, podemos reduzi-la a
0 ( 0

p)f(t)
R (2.24)

€0 (t)

Observe que o caso quando a expressao (2.15) possui f(t) = 0 e §(t) # 0 pode

N 1. N = g =
+ yx)ﬁn [x; oo — 53/2} + . + B(t)e? =0, B(t) =
ser mapeados na hierarquia (2.24) pelo teorema 1.

2.3 Transformacao para a hierarquia mKdV-Liouville

Vamos considerar a hierarquia (2.15) com §(¢) = 0 e €y(t) # 0. Devido ao teorema 2,
podemos escolher €y(t) = 1 sem perda de generalidade. Desta forma, consideraremos

a hierarquia mKdV-Liouville como

0 /0 ' L, Y
ox (8 yx) Ln [:c, Yaz = 5%} Yot + B(t)e 0 (225)
Definindo

y = Infg(t)os], (2.26)

sendo ¢(t) uma fungao arbitraria, a expressao L, [x; Yoz — %yi} se torna um elemento

invariante de Mobius. Assim, a hierarquia (2.25) se torna

+5(Z) +sgto =0 0

’ (ﬁ 2 di

(5 + 2 ) Lalas S(o)] +

ox oy

onde S(o) é a derivada Schwarziana, isto é

d (0 1 (042
s@) =7 (5) —3(55)
Fazendo a transformacao de Mobius o = —1/¢ e definindo § = In[g(t)¢.], obte-

mos a relacao
y_ln[ ()‘22] — Infg(t)ps] — 2Inep = j — 2In . (2.28)

Usando (2.28) a hierarquia (2.27) é transformada em

a a T X T X X
o (o + 2 — 22 a0 + (22 —2%) 4 (090 % =0, (229)

que pode ser reescrita como

8850 (88:75 + Y — 2%)&Z [x; Yoz — 1%] ;i(yx — 2%;”) + 6(t)g(t)% =0 (2.30)

Nas segbes seguintes, usaremos a expressao (2.30) para construir solugoes de

(2.25) assim como de sua redugao por auto-similaridade.
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2.3.1 De solucoes do tipo sdliton da hierarquia mKdV a
solucoes da hierarquia mKdV-Liouville
Observe que g(t) aparece apenas multiplicando 3(t) em (2.30). Como podemos rede-

finir 5(t) usando o teorema 2, podemos assumir g(t) = 1 sem perda de generalidade.

Assumindo ¢, = 2v de modo que v satisfaca a hierarquia mKdV, isto é
g0
s ((% + 2v> L, [x; 2(v, — 02)} + 20, = 0, (2.31)

entdo a expressao (2.30) gerard a seguinte condi¢do sobre ¢
wa L~ 1 ~9 ¢a: gbx .
0x< s [x’ym EyIDert( ¢>)+5<)¢2_ (2:32)

Integrando a expressao acima em x, temos

260L0 [ ae — 5] + 200+ B+ alt) =0, (2.33)

onde «a(t) é uma fungao arbitraria de t. A condigao (2.33) é similar a encontrada em
[31] para a equacao mKdV, embora nao tenha sido obtida nenhuma solugao explicita
14.

A fim de verificar que a equagao (2.33) é compativel com (2.31), vamos isolar

L, [ZB; Tz — %gg], isto é

1 \ ' '
A expressao acima, juntamente com a definicdo g = In[¢,], resulta em
a ~ 1 ~ (bxt ¢t¢mz ﬁ t + t ¢ Qba:x t
D [ L] ot 8, GO0 1)
[ 2] R 202 (236)
Somando (2.35) e (2.36), temos
0 1

que resulta em (2.31) através de uma derivagao e da transformacao g, = 2v. Observe

que y ¢ dado em termos de v por

g=2 /xv(:p',t)dx' +T'(t) (2.38)
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onde I'(#) é uma funcao arbitraria. Se considerarmos uma soluc¢ao do tipo séliton
para v, precisamos escolher a(t) = —2I"(¢) para (2.31), (2.37) e (2.38) serem com-

pativeis. Assim, podemos reescrever equagao (2.33) como

9 —I'(t) 5(t)6_r(t) _ §-T@®) .~ L,
a(e gb) + — = —e L, [x, gz — 5%1 (2.39)

Como o lado direito da equagao (2.39) é expresso em termos de elementos co-

nhecidos, nés podemos integrar afim de determinar ¢, isto é
e 1 t T
= —e'® ( / I e, [a:; - 53}3} dt’ + / B<)+dt’ + CI)O(x)> (2.40)

onde ®y(x) precisa ser determinado tal que (2.40) seja consistente com a definigao

g = In¢,. Vamos derivar (2.40) em z e usar (2.37) de modo que

06 _ _ro( [ grer(9 o rela e
5 = ()T gy )i — ]+ 0li)
_ eg_er(t)< lim eﬂ(x,t/)—F(t’)+(I)6($)>‘ (2.41)
t'——o0

Usando a definicao de g, a expressao acima da origem a condicao
xX
. YA ’
Oy(x) = —/ lim VT gol 4 ¢y, c; = constante
t/——o0

Observe que toda solucao do tipo séliton da hierarquia mKdV gera a condicao
®y(x) = —x + ¢1. Vamos analisar trés exemplos da hierarquia mKdV dando origem
a solugoes da hierarquia mKdV-Liouville:

Ezemplo 1) A solugao de vécuo da hierarquia mKdV, v = 0, gera

t a(p o—T(#)
_ o [ &),
p=e </ 5 dt’ + x cl>

y = —21n<— /t wdt/ +x— Cl) —I'(t) (2.42)

Ezemplo 2) As solugoes 1-séliton da hierarquia mKdV,

0 2 — ¢l
- () = ka — k2,
v &cn 2+ en " .

geram

4en EB(t)e T
— LB _ _ L S 1 —
o =¢ ( k(2 + en) / ;e Cl)

y = zln(Q_GZ) —2111(—% —/twdt’ﬂ—q) “T(t) (243)

2+
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Ezemplo 3) As solugbes 2-sélitons da hierarquia mKdV,

2
ky—k
44+2(e" +e"2)+ g) enitn2
v—ﬁln : ) <k1+k2 n; = kjx — k2" 7=12
= 5 = ; =
ax ky kg ) ] ¥ i 9 9
4—2(eM +e"2)+ T entn2
geram

4(k1 + k
b = el ® (_ ( l:;—'k—; 2) </{;fe"2(em — 2) = 2kiko(e™ + €™ 4 M) 4 k;em(e’h _ 2))/
1R2

(kf(e”l —2)(e™ — 2) — 2k ko (2e™ + 2™ + emtnz _ 4) + /{;S(em —2)(e™ — 2))
t n,—IL()
— / %dt'—l—x—cl)

2
4+2(e"1+e’72)+<’“1’k2> entng Ak - k
y = 2In fithe —21n(——( 1+ ho)

s <k?em(e"1 —2)

2
4-2(eM +em2)+ <E;:§ ) enitn2

— 2kiky(e™ + ™ 4 €n1+n2) + k%em(em _ 2))/(1{7%(6”1 —2)(e™ — 2) — 2k ko (2e™

t t/ —F(t/)
+ 2e™ 4 M 4)  k2(e™ — 2)(e™ — 2)) - / %dt’ +x— cl> —I'(¢)
(2.44)

Se escolhermos £(t) = 0, o formalismo desta secao d4 origem a uma trans-
formacao da hierarquia mKdV nela mesma. Desta forma, definindo o = y,./2, temos
solucdes novas para a hierarquia mKdV'. Abaixo, mostramos as solucoes da hierar-

quia mKdV que sao obtidas a partir dos exemplos que usamos acima:

1
Cl — X

Exemplo 1) @

k[4 + 4e"(k(z — ¢1) — 2) — €]
4k(cr — x) + 8e + e?1(k(x — ¢1) — 4)

Exemplo 2) 0

Exemplo 3) 0= {—4 +4e™ (ky(x —c1) — 2) + 4™ (ka(z — ¢1) — 2) 4 2™ 4 22

4 21.2 4 2 2)2
8(ky — kik3 + k2)6n1+n2 _ (kd_—]@)[klem"f?’??(klkg(aj —c)

k1k2<k’1 + k2)2 klkg(]ﬁ + k2)2

_ 4
—dky — 2ks) + koe®" T2 (kyko(z — 1) — 2k — 4ko)] — Me%"ﬁm)}/

e 8¢ 4 4
A(x — - 2m — - 2n2 — -
[ (x—c1) + I + " +e <C1 x+kl>+e (01 x+k2>

fQue seja do conhecimento do autor, tais solucdes foram apresentadas pela primeira vez em
[23].
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(a) Exemplo 1 (b) Exemplo 2 (c) Exemplo 3

Figura 2.1: Foi mostrado que podemos obter solugoes da hierarquia mKdV-Liouville
a partir de solugoes da hierarquia mKdV. Nestas figuras, ilustramos algumas solugoes
para a primeira equagao da hierarquia mKdV-Liouville (n = 1) com §(t) = 1. Figura
2.1a mostra a solugao (2.42) com I'(t) = 0 e ¢; = 1. Figura 2.1b mostra a solugao
(2.43) com I'(t) = 0, ¢ = 1 e k = —2. Figura 2.1c mostra solugdo (2.44) com
['(t)=0,c1=1,k =—-1eky=—-2.

8](:1]{12(01 — I) + 2(k‘1 + kg) 2(]61 — k2)2

em+nz _ 2\ Me) m+2n2
(k1 + k2)? k1 (ky + k2)?
_ 2(1{31 — k2)2 627]1+772 n (]{71 - k2)4(l{31k2(l‘ — Cl) - 4(l€1 + kz))eQ(nl'H?Q)
kg(lﬁ + k2)2 4k1]€2(k1 + k2)4

2.3.2 Reducao por auto-similaridade

Vamos considerar a expressao (2.31) novamente. Pelo teorema 2, podemos escolher
B(t) = Bol(2n + 1)t)~ Er 2/,

Desta forma, assumindo a reducao por auto-similaridade

2= z[(2n + 1))~/ 4D y(z,t) = y(2),
1 1
Ly [wy - 593] = [(2n + 1)t 2L, [z; Yer — §y§},
podemos reduzir a hierarquia mKdV-Liouville para
00 1, y
a. \ 9. z n|Z3Yzz — 3 - z)z = 2.4
(2 0:) La29es = 5u2] = () + e = 0 (2.45)

A hierarquia (2.45) é um caso particular da hierarquia proposta em [12]. Se
escolhermos ¢(t) = [(2n + 1)}/ 1 a defini¢io (2.28) se reduz a

gz, t) = y(2), ¢(x,1) = ¢(2).
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Assim, a redugao de auto-similaridade de (2.30) resulta em

00 R - 1. d( . ¢z o8
e12)e s 1] - (52 ) a0
ax&+ (ﬁﬁzy o¥:) = g B0 =2 +%& (2.46)
que pode ser integrado e a constante de integragao definida como 2(a — 1), isto é
a ~ ¢z ~ 1 ~ ¢z 60
9 Z_g_)n[;u__ ] L4222 -2 —1)=0 (247
(5 + 9 =25 ) Ealzstiee = 5] = 2 #2250 = 4 2(a =) (247)
Vamos assumir que g satisfaca
1
(prieln-jo-mmmn e
tal que (2.47) seja simplificada a
sz ~ 1 ~2 ¢z 60
ﬁ[;z,——z}+%—_~—+22 —1)=0 2.49
23 Yoz = 50 s % ( ) (2.49)

A fim de verificar a compatibilidade entre (2.48) e (2.49), vamos isolar L,, | z; 7., —

92|, isto ¢

~ 1 ~2 50
e — =52 = 2 — 20— 1)— 2.
Lols9e = 50) =2 = 5+ o= 1) (2.50)
tal que
0 L~ 1 ~2 ﬁo¢zz ¢¢zz

~ o~ ]-~2 o 60¢zz o ¢¢zz

Nao é dificil verificar que a equagao (2.48) é satisfeita com a ajuda das expressoes

acima. A transformacao
G- 2/ o(2)d' +C

mapeia a hierarquia (2.48) na hierarquia PII (ver apendice A.2), isto é

(% + 21}) L, [2; 2(v, — vz)] —2zv—2a=0. (2.51)

De (2.49), temos

ev (Cn [z; Usr — %gjg} — Z) + 5o/2
¢= 2a—1) ’

desde que a0 # 1/2. Portanto, a solugao para (2.45) estd relacionada com a solugao

da hierarquia PII pela transformacao

y = 2/2 v(2")dZ' +C+2In(2a—1)—21In {eg (/Jn [z; 2(v, —02)} —Z) +ﬁo/2} (2.52)



CAPITULO 2. HIERARQUIA MISTA MKDV-SINH-GORDON GENERALIZADA19

Observe que a primeira equacao da hierarquia (2.45) é uma equagao de quarta

ordem, isto é

3
Yzzzz — éyzyzz —RYzz — Y2 + 5062] - Oa (253)

que é uma forma particular da equacao proposta em [12] como sendo uma possibi-
lidade para se definir novas funcoes transcedentais.

A solugao geral da equagao PII define uma funcao transcedental com duas cons-
tantes arbitrdrias mais um parametro . A solugdo (2.52) para n = 1 possui as
constantes arbitrarias C, a e duas constantes de integracao da solucao geral da
equagao PII. Assim, a solucao (2.52) representa a solugao geral da equagao (2.53).

Como exemplos, mostraremos algumas solugoes da equagao (2.53) baseando-se

em solucoes racionais da equagao PII na tabela 2.1.

Tabela 2.1: Solugdes da equagao (2.53) a partir de solugoes racionais da equagao PII

a=-2|p=2"2 y=C—21In

2e (2642023 —80)—Bo =
z(z3+4)

10(z3+4)

a=—1 v:% y=C—2Iln —260(23:4)_5>

a=2 v:—% y=C—2In




Capitulo 3

Modelo misto AKNS-Lund-Regge

estendido

3.1 Construcao algébrica do modelo AKNS-Lund-
Regge estendido

Nesta secao, vamos construir o modelo misto AKNS-Lund-Regge baseando-se na
algebra de Lie G = sl(2) e usando um operador de graduac¢ao homogéneo, @) = A%.

Desta forma, a algebra de Lie afim G = D, G, serd formada pelos subespagos
G = {H™ = \"H, E(™ = N"E,, E™) = \"E_,},
cujos elementos satisfarao as seguintes relagoes de comutacao:
[H™), Bm2)] = $opimitme) [Eim), Bm2)] = fimitm),

« —Q

Agora considere o par de Lax

o - ov A
— =B — = —ByV¥
O 1%, atN N ¥,
sendo B; e By parametrizados por
B, = HW 4 A (3.1)
By = DY+ Dy "+ ..+ DY + DY + DY, (3.2)
tal que
Ay = ¢qEO +rE© (3.3)
DY = o;EY +B,EY) + o;HY, (3.4)

20
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r=r(zt), ¢ = q(z,t2), aj = aj(x,t2), B; = Bj(x,t2), 0; = oj(x,t3). Vejamos o
caso N = 2 primeiro. A decomposicao da equacao de curvatura nula, isto é

[0, + HY + Ay, 8, + D + DIV + DI + DS V)10 = o, (3.5)

em elementos de mesma graduacgao, d& origem ao sistema

[HO), Df)] —0 (3.6)
[H®, D] + [Ag, D @)1 D (3.7)
O ] Ay, D] + “’”—o (3.8)
[HO, DyV] + [Ag, D] + 5= — Gl =0 (3.9)
[AO, ] S ) (3.10)

A pIOJe(;ao do sistema (3.6)-(3.10) nos elementos da édlgebra resulta no sistema
graduagao 3) g = Py =0,

graduagao 2) Opry = 2(02q — 1), 0,P2 = 2(P1 — gor),
a:rUQ =Tray — qﬂ?a
graduagao 1) 01 = 2(01q — o), 0uP1 = 2(By — o1r),

Oy01 = 1oy — qf31,

graduagao 0) O, q = Ozg — 2009 + 20—y, Opr = O0.f0 + 2007 — 251,
000 = 19 — qf,

graduagao -1) Oy_1 = 20_14, 0.B_1 = —20_4r,

0,01 =ra_1 —qB_1.

A solucao do sistema proveniente da graduagao positive é

az =0, ay = ca(ta)g, o = 62(;2)% + c1(t2)q,
B2 =0, Bi = ealta)r, Bo= 2L, 4 i (ta)r,
oy = o(tz), o1 =ci(t2), o00= —62(;2)7“61 - —CO(;Q),

sendo ¢o(t2), ¢1(t2) e co(ta) fungoes arbitrarias de t9, juntamente ao sistema

Qi — co(t2)q — c1(t2)qe + CQ(QtQ) [Goe — 2¢°7] + 2021 =0 (3.11)
T, + co(ta)r — c1(te)ry — Q(Q&)[rm —2qr?] —2B_1 =0, (3.12)

Independentemente do valor escolhido para IV, os coeficientes do elemento de gra-
duaci@o negativa sempre serao determinados por (3.10), cujas projecoes em relagao

aos elementos da algebra sao equivalentes ao sistema

8xoz,1 = 2071(], 3936,1 = —20',17", 8360',1 =roa_, — Qﬁfl. (313)
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Nas coordenadas r e ¢, o sistema acima nao pode ser resolvido. Assim, baseando-

se na referéncia [32], introduziremos os campos ¥ e ¥ de tal modo que
B = Bhest® Y g~ (9,B)B~Y, DY =yBHYB L (3.14)

Para encontrar a relagao entre os campos r e ¢ com x e \i/, precisaremos usar a
relagao
1 1
elTe ™ =T+ [L,T) + o 5 ILL (L. T + 3 —[L,[L,[L,T]]] + ...,

de modo que a expressao 0, B possa ser calculada como

- 0) < 0§ (0) (0) (0) ~ o) (0) 3 2(0)
8,B = xxE(_o)éexE—aed’H eVEa” | 4 oXE- o FJ(0) goH©) [V E, 40 eNEmaetH Ego)e‘l’Ea

= WEYB 1 0, O XEN B 4§, XE e 0O pO) ol —3EC g

X

= ( B0+ 0B + (B, HO) +

a’ -

2
+ ¢[HO EY) ¢+ ¢2)' ES ,[H<0>,E<0>]]+...)e—>?E(—°i>B

_ ( EO 1 o, (1O 4 27E) + \i/xe%e*E(oiE&O)e—*Emi) B

X

- ( B+ 00(HO + 238 ) + Uoe® (ED + X(BY), EP) + 5

—a —a —a

+ ---))B = (x EY 4 ¢, (HO +2yEY) + ¥,e20(BO — yH©O — <0>)>B
B ((% = XU ) H O + (W™ ED + (X + 20 - xQ@xew)E(_O&)B

A compatibilidade da defini¢ao de Ay entre as expressoes (3.3) e (3.14) da origem
a transformacao
qg=—U,e*, r=—’0,e% — {, (3.15)

e a condicao
¢x - >~<®er¢ = 0. (316)

O campo ¢ é um campo auxiliar que sera eliminado do calculo posteriormente;
logo, precisamos buscar uma relacao para ¢,. Substituindo Ag = qE(O) + TE(O) =
—(0,B)B™!, Dé_l) =nBH"YB e Déo) 0B + ByE) 400 HO em (3.9), temos

g[HY, BHYB™ Y + [¢E® + rEY, agEQ + BB + 0o HO] + 8, [0 EL)
+50EC) + 0o HO] + 8,,[(8,B)B~] = 0 =

n(HYBHY B — BHCYBTHW) 4 (8,00 — 2q00) E®) + (8,80 + 2ro0) B
+(8200 + qBo — ran) H + 8,,(B) (0. B™") + B(8;,0,B™") = 0

(B [EC, HOJ 4 .) + §,eXE% (EQ)

l
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Em seguida, multiplicamos a expressdo acima por B pela direita e B~! pela

esquerda, tal que podemos manipular a expressao da seguinte forma:

n[B~'HY B, HY] + (8,00 — 2qo0) B 'EY B + (9,6 + 2ro9)B'E)B
+(0200 + qBy — 1) B*HY B + 0,(B 1@23) =0. (3.17)

Agora observe que B! =

B'HM™pB

B lEYp

e VE —oH© 3B . Assim, temos

o~ VEY ,—oH©® —xBC), pr(m) XEC) oH©® YEL
- ~2
VIS o=l (grom) _ 3EQ) g 4+ X (5O (B H))

—Q) 2' —Q) —Q?

5 (0) 5 (0) 5 5 (0)
e VBT — o m B o H O (pr(m) _ g pm)y oo H® (W B

e—ingm(H(m) _ 2>~<E(_TZ) _ gb[H(O), Hm _ 2)23(—72)]

2 -
%[H(O), [HO, g — oy B 4 ..)e¥Es
e*q’Eg‘O)(H( m _ 9geX B ))

H™ —23e* B — U[EO, H™ — 23¢* E™)

P2
o [E&O),[Eé),H(m) 2>~<e2¢E(_TZ)H_|_

(1+ 2\11X62¢)H<0> + 2(\11 + \If2>~<e2¢)E( ™ _23e®E™ m=0,1

o)

i ~2
e_WE‘g‘O)e_(bH(O)(EéO) . )Z[E(O) E(gO)] + X—[E( ) [E(O) E(O)H

—Q) 2‘ —Q)

)OI = VY O (O 4 g O 2 0o P
e V(B 4 HO — P2EC) — g[HO, EO + yHO — 2E)]

¢2
91
—GED [ 26 12(0) | ~77(0) _ ~2 24 1~(0)
e (B9 4 YHY — y2e*E5))e"
e 2EQ + xHO — 22 EC) —GED, 2 EO 4+ xHO

LHO [HO EO + yHO — 2EO) + . )etE

o)

P2
SO, (B, e 20 + xHO — e EO) +

(X4 VU HO 4 (672 4 230 + 2022 EO — 2> E)
—@Eéo)ewH(O)e—xEﬁ(’iE(_c)ﬁ KB, oH© JTE

~2€2¢E@;]

e

30 _ 0 0) i)

e~ VEs o ¢H( >E(700)£6¢H(> VEY,

¢2

2!
A i 72(0) A0 5 72(0)

2o~ VB RO VBT — (1 4 9¢)e VB pO) B

C[HO, [HO, EO) + . )e"E

«

o 5 (OR5(0)

—Q

[ED,[EQ, EQ] + ..)

. U2
(B, — H{ED, B + 2
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_ 2RO _ GH0) _ 2§2E0)

Usando a seguinte representacao da algebra de Lie:

1 0 0 1 0 0
H: 3 Ea: ) E—a
(0 —1) <0 0) (1 0)

podemos ver facilmente que tr(EL H©®) = tr(EYH©®) = 0 e tr(HOH©) = 2.
Assim, apds usarmos as relagdes acima, podemos multiplicar a expressao (3.17) por

H©O pela direita e calcular o traco. Desta forma, nés obtemos a equacio
Do (b1, — U1, €29) + (Dpcg — 2q00) X (1 + W) — (9,50 + 2rog)Te? = 0. (3.18)
As expressoes (3.16) e (3.18) nos levam a considerar as coordenadas
T = Ue?, Y = xe’.

Nas coordenadas ¥ e y, os campos r e ¢ sao escritos como

v, o0
1+Wy

q=- r=—xze " (3.19)

Substituindo (3.19) em (3.13), podemos verificar que a solugao dos coeficientes de

graduacgao negativa ¢é

a_y = —2n(ty) We?, By = 2n(t) (x + Ux*)e ?, o1 =1(t2), (1 +2¥x)

sendo 7)(ty) uma funcao arbitraria de t5. Assim, de (3.11) e (3.12), ficamos com o
sistema

Oy q — colta)q — c1(t2)ge + 2482 (g, — 2¢%7] + dn(ta) Wed = 0 (3.20)
Oy + colta)r — ea(t2)re — 252 ry — 2q0%) + An(t2) (X + ¥xP)e™® =0, (3.21)

que chamaremos de modelo AKNS-Lund-Regge estendido. No sistema acima, os
campos 7, ¢, ¥, x e ¢ estao misturados apenas para podermos comparar com 0s

modelos bem conhecidos. As condigoes (3.16) e (3.18) em termos de ¥ e y tornam-se

XV,

¢cc -
14+ x¥
Ui, Uy XV, — Ux,

, = o) (1) ta® ()
o8 T+ \IJ—FCo(z) 15\ + ci(t2) L+ U
N ( (14 4¥x)x ¥y — (1+X‘1’)(Xm\1’+x\lfm)>
2(1 4 x )2
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Nas referencias [32, 33|, as equagdes (3.20) e (3.21) foram tratadas com co(t) =
ci(t) = 0, co(t) = co e n(t) = n. Entretanto, as solugdes podem ser facilmente
estendidas. Por exemplo, a solugao do tipo 1-séliton*sera

b ap; 6 1+ IZ—;FPUOEI

U = —, X=—F—, e?=—=—"-" (322
pa(1+ 2T p1py ") L+ 2Tpipy ! 1+Tpipy!

com
to to to t2
pi:exp2<ki£€+k;1/ n(t)dt—i—/ co(t)dt+ki/ cl(t)dt+k§/ c2(t)dt>

ea, b, k;, I' = % constantes. Observe que ¥ e y sao os campos mais funda-
mentais e de suas solucoes podemos obter solugoes de 7 e gq.

Este é o modelo misto AKNS-Lund-Regge estendido, pois impondo cq(ts) =
c1(ta) = n(ta) = 0 e co(ta) = —2, teremos o modelo AKNS. Por outro lado, se

pusermos ¢o(t2) = c1(t2) = ca(t2) = 0 e fizermos a transformacao

U = —ie"?sin (a/2), x = —ie""®?sin (a/2),
teremos
tan?(a /2
i, — dn(t) sina — P 5 5 g (3.23)
sin «

Bﬂfitz + CSCO[(Oéxﬁ,gQ + O‘tzﬁz) - 07 (324)
que é o modelo Lund-Regge relativistico quando 7(ts) = —1/4, em concordancia
com [34, 35].

3.2 Reducao por auto-similaridade do modelo AKINS-
Lund-Regge extendido

Nesta secao, trabalharemos o modelo AKNS-Lund-Regge com coeficientes arbitrarios.
Observe que « e [ sao os campos mais fundamentais, logo, escreveremos as equagoes

em termos deles. Pela transformacao

A

— N —¢
1+‘IJX6 ’ r zX€

q:

U = —ie??sin (a/2), x = —ie 2 sin (a/2),

*aqui, usaremos o termo séliton em um sentido generalizado, de modo que a redugao de ondas

viajantes nao precisard ser necessariamente linear em ts.
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as equagoes (3.20) e (3.21) se tornam

Oapy = 222 g 6, 4 dn(ty) sina + ico(ty) PECD 3 4 e (¢ )( tan(a/2) g2 | am)

s o« sin v

__fealta) tan(a/2)a2 83, + <1_3ﬂ> tan(a/2) 52 + 2(1 + 2 cos @) s B

I(1tcos ) T+cosa
+2(2 + cos &)y By + 2 sin aﬁm}
(3.25)
e

Bty = — csca(ay B, + au, Be) — 2icy(ts) csc aay, + ¢1(ts) (2 csc o, By + ﬁm>

ico(t —3cosa cos & Bra
+# csc aal + ay (3(%) cscaf? + 20zm> % + 2 cot(a/Z)ozzm] )
(3.26)

Quando as condicoes

n(ta) = (nt2)"" ", co(t2) = (nt2) ™" pco, c1(ta) = (nt2) ™"/ ey,
co(te) = (ntQ)_zﬂ/n_lliC%

forem satisfeitas, poderemos usar a transformacao por auto-similaridade

2 = a(nt)"'", a(r,tz) = a(z), Bla,t2) = B(2)
para reduzir as equagoes (3.25) e (3.26) a

a, + zor,, — Ztan (a/2) 52 Ansin o — QZ.COtan (a)2) 8, — ( tan®(a/2) 52 I azz>

Rilge? s @« sin «

S [tan(oz/2)oz§ﬁz + (1;3—;) tan(a/2) 82 + 2(1 + 2 cos a)a. .

+2(2 + cos ), B, + 2sin aﬂzzz] =0
(3.27)
e

B, + zB.. + 2cscaa, B, + 2icycsc aa, — ¢q (2 csc a3, + Bzz>
— ez [CSC aad + a, (3(1’3&) cscaff? + 2azz> Gcosafsfez 4 9 cot(a/2)a,.,| = 0.

4 T+cosa T+cosa

(3.28)

Afim de transformar o sistema de equagoes acima em uma forma racional, faze-
mos a mudanga y = — cot?(a/2). Nosso sistema se escreve entao como

dp + () (G - @EB[g )y — (3.29)
+i02<<9y;(—y7_yl+)g;%§6z (= 1>§5+2> Dy o lfeentfente) | fae ) 0

=Bz icoys | . (15y2—17y+6)y>  3(y+2)y=B2  (9y—5)y:y=-
ﬁz (Cl -z <y Bzz Zy +1c = — = —

8(y—1)3y2 8y? 4(y—1)2y
(y+1)/8zﬁzz Yzzz
2t 0eee s )) 0.

(3.30)
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Podemos multiplicar (3.30) por y~! e integrar, tal que

(z—c1)B: | ic . (3=5y)yz | 3(y+1)B2 2z _
0 1 ieo oy (G o S e ) 4 O =0, (3.31)

sendo C' uma constante de integragdo. A partir do sistema (3.29) e (3.31), vemos
que a constante ¢; pode ser absorvida por uma transformacao nas variaveis indepen-
dentes. Desta forma, usaremos ¢; = 0 sem perda de generalidade. Quando ¢, = 0,

as equacoes (3.29) e (3.31) resultam em

_Yz (By—1)y2 _ (y—1)82 _ Yzz 8y dco(y—=1)Bs __

(1-y) - Z(Zy(y—l)Q 2y (y—l)) (y—1) Y =0 (332)
2B: |y ico _
ST+t C=0. (3.33)

Estas equagoes podem ser desacopladas em

By—Dy2 y. , =1 C g\ (=8
Yez 2y —1) =z * P2 ( 2/ 2y> * P (3:34)
C '
B, = Y @7 (3.35)
2 2

onde a equagao para y ¢ a quinta equacao de Painlevé com uma das constantes nula.
Entretanto, quando ¢y # 0, o sistema (3.29) e (3.31) pode se desacoplar em

Ao(u2 — 2uu..) + Ayuu, + Asud + Azu? uy
——— =0 3.36
( A+ Asu NETIEEY (3.36)
dizy uy
=+ 22Uy | 7/, 3.37
g Be(y+ 1) T\ By—1) (3:37)

sendo = £1. A, e u sao

w o= gyt (5y —3)y?  42%(y— Dy | 2(y — D(iCy — co)
Tyl -1 38yt 1) e

Ay = 953 (y* —1)?

A = 98yy.(5y" +2¢° — 4y* — 2y — 1)

Ay = 12¢y(y* + 3y +2)(y — 1)°

As = 36c3y°(20° + 7 — 2y — V)y=. — 9e3y(15y° + 13y* + 9y — 1)y
+72c3y(y — 1) (y + 1)* + 48c22%(y — 1)%y°

Ay = T2d2y(y —1)°(y + 1)

As = =T2¢3zy(y — 1)°(3y° + 4y + 1)y... + 18632(27y" — 24y° + 2y° — 8y + 3)
—288¢5y° (y — 1)*(y + 1)y: + 14dcocozy(y + 1)*(y — 1)*
—864ciny*(y + 1)3(y — 1)? +322%%(2y + 1) (y — 1)*.
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Observe que u e A; nao dependem de .. Portanto, a equacao (3.36) é uma
EDO de quarta ordem e segundo grau. De acordo com a conjectura de Ablowitz-
Ramani-Segur, estd equacao possui a propriedade de Painlevé a menos de uma
transformagao. Embora estudos adicionais sejao necessarios sobre (3.36), existem
poucos exemplos na literatura de equagoes de quarta ordem e segundo grau com
a propriedade de Painlevé (por exemplo, temos a equacao (3.17) da referéncia [16]

com tal propriedade).



Capitulo 4

Modelo PIII-PV simétrico

4.1 Modelo PIII-PV simétrico

Nos capitulos 2 e 3, estudamos modelos que poderiam ser reduzidos a duas equagoes
de Painlevé distintas para valores particulares de seus parametros. Tais modelos
seriam bons candidatos para definir novas fungoes transcendentais pela conjectura
de Kudryashov [12]. Neste capitulo, construiremos um modelo afim de unificar as
equagoes PIIT e PV em um tnico modelo e estudaremos suas propriedades. Diferen-
temente do que ocorre nos modelos mistos dos capitulos 2 e 3, o modelo PIII-PV
simétrico nao possui nenhuma regiao em seu espaco de parametros que nao esteja
conectada com a equacao PIII ou PV. Chamaremos esta propriedade de quebra
espontanea de simetria para equacoes de Painlevé.

Consideremos o seguinte sistema simétrico:

tcg—]? = fofo(i = f3) + (% - 042) +apfo +e1(fi + f3), (4.1)
Cizftl = fifs(fa=fo) + (%— )f1+@1f3—60(fo+f2), (4.2)
Cgf = fafo(fs — f1) + (1 _ ao) fo+asfo —el(f1+ f3), (4.3)
t% = fshilfo—f2) + <— — al) fa+ asfi + eo(fo + fo) (4.4)

tal que ag + a3 + as + a3 = 1. Se somarmos a equagao (4.1) com (4.3) e (4.2) com

(4.4), nés podemos integrar as expressoes de modo que

td(fodj; o %(fo + /) = fo+ fo = Covt, (4:5)
AL _Lhvr) = Ath=0WE ()

29
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sendo Cy e C] as constantes de integracao. Além dissso, se somarmos as equagoes

(4.1)-(4.4) e integrarmos, temos

td(fo + fi+ fo+ f3)

— Uit h) = fotfthetfs= CVE € =CotCy

Com a ajuda de (4.5) e (4.6), o sistema (4.1)-(4.4) é invariante pelas seguintes
transformacoes de Backlund:

V2 cos ( (%Zl)W) €i+1Ci—1

o @ o
si(o) = —a; — 2\/§COS<(2Z Z 1)7T> Ei+gifl, si(it2) = @iy,

si(ay) :ai+ozj+ﬁc0s<(zzzl)ﬂ>€i+§i_l (J=1£1),  si(e) = ¢,

s:(Cj) = Cj,

m(aj) = aji1, m(f;) = fit+1, m(e;) = (=1)€jqq, m(Cj) = Cjt1,

sendo, i = 0,...,3, 7 = 0,...,3, €j42 = €¢j e Cjpo = (. Estas simetrias satisfazem as
relagoes fundamentais do grupo de Weyl afim Aél), que sao:
s; =1, sisj =858 (j=1+2), 5i858; = 8;8i8; (j=1i%1),

=1, TSj = Sj41T.

Observe também que o sistema (4.1)-(4.4) possui a seguinte invariancia por es-

cala:

€0 1

t—vt, € — 2 € — pler, o = ay,  for = fifok,  forrr — ;f2k+17 k=01

Assim, podemos usar esta invariancia para reduzir o modelo com Cj e C arbitrarios

as seguintes quatro possibilidades irredutiveis:

(Z C():Cl:l

) fot fo=Vt, fitfs=V1,
(ZZ) C(]: 1 and 01 =0

)

)

(
fot+t o=Vt fi+fs=0, (
fot+ f2=0, fi+fi=V1, (
fo+fo=0, fi+f3=0. (4.10

Co=0and ¢y =1
Co=C;=0

(idi

G

(v

Quando C; # 0 para j = 0,1, podemos escolher = /Cy/Cy e v = 1/(CoCh)
tal que o sistema transformado por escala seja equivalente a um sistema com Cy =
Cy = 1. Similarmente, quando Cy = 0 ou C; = 0, podemos escolher y = 1/C4 ou

1 = Cy, respectivamente, para simplificar o modelo.
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Agora, vamos definir coordenadas canonicas ¢ e p como

= %(Coter), fi=Vte, fo= —%, fs = VH(Cy —q),

tal que as expressoes (4.5) e (4.6) sejam satisfeitas. Nestas varidveis, o sistema
(4.1)-(4.4) se reduz a

fo

td = —CoCitq—2C1qp — (a1 + a3)q + ¢*(Cot + 2p) + a1C1 — 0Co (4.11)
tp = CoCitp —2Cotqp + (1 — g — a2)p + p2(01 —2q) + (Cre1 — Chaz)t (4.12)

Podemos interpretar (4.11) e (4.12) como um sistema proveniente do hamiltoni-

alno

1
H,= n —qp(l—ozo—a2+COC’1t~|—C’1p)~I—q2p(Cgt+p)+(oz101—Coeo)p+(00a2—0161)tq],
(4.13)

tal que
, OH. , 0H,

Das equagoes (4.11) e (4.12), nés também obtemos relagoes que serdao usadas para

eliminar uma das coordenadas canonicas do sistema nas secoes a seguir, ou seja

Q(Oéo +ay—1-— C(]Clt + Cot(]) — tq' + 05101 — EQCO

_ 4.14

p 2q(Cy —q) ( )

4= PLGoCit+ 1= ag = ay + Cup) — HasCo — Ci +7) (4.15)
2p(Cot + p)

Quando consideramos o caso mais simples com Cy = C} = 0, as equagoes (4.11)

e (4.12) se desacoplam em
P R
q t’ p t
Como estas equagoes possuem solugoes gerais bem conhecidas, isto é

qg=p=at’ a,b = constantes arbitrarias;

portanto, nés nao trataremos este caso adiante.
. . 1 . .
Devido as propriedades do grupo de Weyl afim A( ) recisamos considerar em
3
detalhes apenas as transformacoes sy € m quando C 0. pois as demalis trans-
G 0 0 )
formacoes serao:

s1 = lim (7°som), sy = lim (m%som?), s3 = lim (mwsem?),
(Co,C1) (Co,C1) (Co,C1)
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onde definimos lim ¢, ;) como sendo o limite das constantes Cy and € para algum
dos casos (4.7)-(4.10). Por outro lado, quando Cy = 0 e C; # 0, precisaremos

considerar apenas s; e m, pois as demais transformagoes serao:

so = lim (msy7m s3 = lim (mw2sy7° So = lim (wsy7®
0 (00701)( 1 )7 3 (Co,ol)( 1 )7 2 (00701)( 1 )7

Nas coordenadas ¢ e p, as transformacoes de Backlund sq, s; e 7 sao:

B (C()Oé() + 0161) B 2(000(0 + 0161)(01 — q)q
SU(Q)—Q+——Q_ 7
Co(Cot + p) Co[Coeo — Craq + q(Cotqg — CoCrt + a1 + ag) + tq']
so(p) =p, so(eo) =e€o, sole1) =e€1, s0(Co) = Co, s0(Ch)=C
2C € Cie

so(a0) = —a0 = =&, solon) =ag+ a1+ 5, so(az) = o,

0 0

C
80(0&3) = ag+ a3+ 11

Co
(Coep — Crov) 2(Coeg — Cra1)(Cot + p)p

S = —|— —_—_—m + s
ip)=p Ciq PTCl(Crer — Coan)t + p(1 — ag — az + CoCht + Cip) — t]
s1(q) = q, si(e0) =0, si(e1) = €1, s51(Co) = Co, s1(C1) =4

Coe 2Cpe Coe
s1(ap) = g+ o — %10, si(an) = —aq + C?1 0 si(on) = a1 +ag — 60‘10’
s1(og) = a3
’/T((]) . _]_) . C(]Go — 01061 —+ Q(Coclt — Cotq + oy + ag) + tq’

t 2t(C1 — q)q
t[01p2 + (C()Clt —f- (7)) —f- g — 1)]? + t(COO[Q — 0161 +pl)]

m(p) =t(g—C1) = — 2p(Cot + p) g

7T(Oéj) = Qj1, 7T(€j) = (—1)j€j+1, 7T<Cj) = Cj+1

4.1.1 Caso (i)

Vamos considerar o caso (i), isto é Cy = C; = 1. Se eliminamos p do sistema
(4.11)-(4.12) e fazemos a transformagao q = ﬁ, teremos a equacao PV com os

parametros

o = (061—60)2/2, 5 = —(@0+061+@2—60—1)2/2, v = Oéo—a2—|—2€1, 0 = —1/2,

(4.16)
ou seja,
3y — 1 L =1 (o~ w)? + oy 4y —ep— 1)2
y” — w( /)2_2+ (y . ) ((al 60) y— (Oéo a1+ oy — € ) )
2y(y — 1) t t 2 2
4 (o — g+ 261)y B yly + 1). (4.17)
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A transformacao sy aplicada a coordenada y é
so(y) = <y[a0 —op — g+ 6+ 26 + 1+ ty +y(—ag + 2a1 + ay — 269 — 261 — 1
+ (e —ai)y+ t)])/(—ao —ap —as+ €+ 1+t +y(Bag + 201 + as — 2¢
+ 26 —1—yQ2a+ a1 — € + 261) +t)>7
tal que os novos parametros da equagao PV sao escritos em termos dos parametros
antigos como

so(ar) = é[w 1= pv2a — uzx/—_%r, so(8) = —é v+ 1 +u1\/ﬁ+u2\/—_25]2,

so(7) = —p V20 + 12/ —28 — 1,

sendo p; = 1. A transformacao 7 aplicada a y é

2ty
ty' + (g — a)y? — g —ag —as + 1+ 6o + y(ap + 200 + g — 269 — 1 — 1)’

m(y) = 1+

tal que os parametros para a equagao PV se transformam como

m(a) = é[’y—1+u1\/ﬁ+uzv—2ﬁr, m(5) :—% 7+1—u1\/ﬁ—u2v—25r,

m(y) = V20 — pay/—28.

Similarmente, se eliminamos ¢ do sistema (4.11)-(4.12) e fazemos a transformagao

p=1t/(w—1), teremos a equagao PV novamente, mas desta vez com os parametros

04:(042—61)2/2: 5:—(040-1-61)2/27 y=ap+20 +ay—1—2¢, 06=-1/2,

(4.18)
isto ¢é
/. (Bw B 1) n2 ﬂl (w B 1)2 (a2 - 61)2 . (a’O + 51)2
e Y (S L A < 2 ¢ 2w >
(ap+2a1 +ap — 126w  w(w+1) (4.19)

t 20w —1)"
A transformacao sg aplicada a coordenada w nao gera nenhuma mudanca, i. e.
So(w) = w, enquanto que a transformagao 7 é expressa como

2tw
tw' + (61 — ag)w? + g + €1 + w(—ap + ag — 2¢; — 1)’

m(w) =1+

sendo que os novos parametros da equagao PV sao escritos em termos dos parametros
antigos como

() = %[V-HM\/EHQ\/—_?BT, ©(8) :_é 7+1—u1\/ﬁ—u2\/—_25r,

() = —puV2a + pa/—2B.



CAPITULO 4. MODELO PIII-PV SIMETRICO 34

As transformacoes de Bécklund sy e m acima foram construidas a partir do
sistema simétrico (4.1)-(4.4), mas podemos compara-las também com as trans-
formagoes de Béacklund da equagao PV (presentes no apéndice B). Desta forma,

é possivel verificar que a simetria 7 atua sobre a equagao (4.17) da mesma forma

que ’7'1 a1, €nquanto que ela age sobre (4.19) como S [FV] T[PV] Sl[PV] Por sua
vez, a simetria sy atuando sobre (4.17) ¢é equivalente a ﬂpv] 07—1PV] 71[12/]1 7;[552’

4.1.2 Caso (ii)

Vamos considerar agora o caso cujas constantes de integracao sao: Cyp =1e C; = 0.

Se eliminamos p do sistema (4.11)-(4.12) e fazemos a transformagao

= Vi g =20

ficaremos com a equagao PIII com os parametros a = 4(ap—ay), b = 4eg(ag+as—1),
c=4ed= —4€e, ou seja

s Aoy —an)y? deglag+an — 1
Ypr = &_y_+(0 2)y+ o(@0 + @ )+4y3_

Yy T T T

2
4e;
Y

Quando €y = 0, a equagao PIII acima possui uma solugao geral conhecida (ver

péginas 146-148 de [28]). Portanto, consideraremos apenas o caso €y # 0. Fazendo

7

as transformagoes 7 = /e Y= Ve(T), a equagao PIII é simplificada em
72 U 200 —a)y? 2(ap+as—1 1
_-T-?Zy__T_yT‘i_ (0_2)y+ (0 _2 )+g3_t7 (420)
) T T )

de modo que os parametros desta equacao PIII agora sao:
a=2(ag — az), b=2(ap+ az—1), c=1, d=—1. (4.21)

Neste caso, as transformacoes 7, s; e s3 nao sao mais simetrias nem de PIII nem
de PV, mas 72, sy e sy permanecem sendo simetrias. As transformacoes sq e 72

atuando sobre 3 e os parametros (4.21) serao

ylT + 7U- + 5200 — 205 + 1) + T2
T+ 70 + y(—200 — 200 + 1) + 72’

so(Yy) =

(7)) = —ig(—i7),  w*(a)=—a,  w(0b) =0

Se ao invés de p, eliminamos g do sistema (4.11)-(4.12) e fazemos a transformacao

p=t/(w—1), temos a equagdo PV com os parametros

a=a3/2, B=-al/2, y=—c, 0=0; (4.22)
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isto é

W' = (3w —1) (w/>2 _ E/ + (w— 1)2 (Oé_% Oé(%) oW
t 2 2w

o - -2 (4.23)

A equagao PV com 6 = v = 0 possui uma solugao geral bem conhecida (ver pagina
179 de [28]) enquanto que podemos fixar 7 = +1 quando 6 = 0 e 7 # 0 por uma
transformacao de escala sobre t. Portanto, podemos considerar ¢ = 0 ou ¢y = *+1
sem perda de generalidade quando estudarmos as transformacoes de Bécklund da
equacao PV acima.

Ao examinarmos sy na coordenada w, vemos que esta transformacao deixa w

2

invariante, isto é so(w) = w. Entretando, a aplicagdo 7 sobre w e os parametros

da (4.23) resulta em

Comparando as transformacoes acima com as transformacgoes de Backlund do
apéndice B, vemos que sg e 72 transformam as solugoes de (4.20) de forma equiva-
[PIII) [PIII] [PIII] . . . o

lente a S o7, e 87,7, respectivamente; enquanto que a transformagao m

transforma as solugoes de (4.23) da mesma forma que S£PV].

Observe que também podemos usar (4.14) para expressar a transformacao de
(4.20) para (4.23) como
T(gr +1) — (200 + 205 — 1)y + 75

Ve T =2Veot 4.24

ou usar (4.15) para expressar a transformacao de (4.23) para (4.20) como

y(7)

~twy + (1 —w) (oo + aow)

2\/60tw ’

7 =2Vt (4.25)

4.1.3 Caso (iii)

No caso (iii) (Cy =0 e C = 1), podemos eliminar p do sistema (4.11)-(4.12) e fazer

uma transformacao g = ﬁ afim de obtermos a equacao PV com os parametros

2
1
0‘:%> f=—Zlw+tmta—1)7°  y=a,  §=0,  (426)
ou seja,
"_ 3y —1) (/)2 — y_/ —i—M(a—%y— (ap+0q + g — 1>2) 4_%. (4.27)
2y(y — 1) t 2 \2 2y t
Pelo mesmo argumento apresentado na secao 4.1.2, podemos considerar ¢; = 0

ou ¢, = *+1 sem perda de generalidade quando estudarmos as transformacoes de

Backlund da equacao PV acima.
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Similarmente, podemos eliminar ¢ e fazer as transformacdes 7 = v/t e p(t) =
Tw(T) para obtermos a equacao PIII com os parametros a = 4(1 — ag — 207 — ),
b=de (g + az), c=4ed= —4e, isto é

w?  w, w?  der (o + ag)

Wrr = — — — +4(1 — g — 201 — ag)— + + 4w
w7 T T w

2
3_461

Se €1 # 0, podemos fazer também a transformacao w = \/ew(7) e 7 = 7/(2,/€1)
tal que a equacao PIII seja simplificada em

2

02 Ws 0?2 1
e = B _ 0T 01 g — 20y —ap) Ly A0 L g
w T T T w
sendo que os parametros desta equagao PIII ficam:
a=2(1—ay— 201 — ay), b=2(ap + a2), c=1, d=—-1. (4.29)

A transformacao s; agindo sobre y nao altera a forma da solucao de (4.27), ou seja

Sl(y) =Y, enquanto que a transforma(;éo 7T2 gera
7T2<y) = 7T2(Oé> = _B> 7T2<5) = —qQ, 7-‘-2(7) ==,

que é equivalente a transformacao Sg[PV} do apéndice B. A transformacao 72 agindo

sobre as solugoes de (4.28) e os parametros da equagao PIII resulta em
2 (w(7)) = —iw(—iT), 7(a) = —a, (b)) =b

, : X ~ PIIT N
que é equivalente a transformacao S[_i _i] do apéndice B. Por sua vez, a trans-

formagao s; agindo sobre as solugoes de (4.28) resulta em

o w[T(wr — w?) + (200 + 4oy + 200 — 1w — T
= =2-b b) =2—
s1(1) 7(wr —w?) + 200 + 209 — ) —7 s1(a) - i) “
que é equivalente a transformacao SéPIH] o E[PIH] da equacao PIII.

Similarmente ao caso da se¢ao anterior (ii), podemos usar (4.14) para escrever a

transformacao da equagao (4.27) para e equagao (4.28) como

:tyt—i-(y—1)(a0+a1+a2—1—a1y)

2/ €1ty ’

Também podemos usar (4.15) para expressar a transformagao de (4.28) para (4.27)

w(T)

T=2 Elt.

CcOo1mo

27w

t)=1-
y(t) 7(1 — w; + 0?2) + w(1 — 209 — 2003)’

Rl
Il
[\
@)
_
~
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4.2 Simetrias ocultas

4.2.1 Casoii) Ch=1eC; =0

Embora temos uma quebra espontanea de simetria quando C; = 0, o modelo
simétrico PIII-PV também possui simetrias ocultas que evitam o colapso de s; e

s3 neste limite. Se definimos a simetria py = hm(co—n,cl—m)(8153808153), temos

pola) =q - (02 = D
’ g0 +az — 1+ qp) + (tg* — &)’
_ (ay — 1)2%¢g (ag — D[g(ag —ag — 1) +2¢9]  2(an — 1)
plb) = pt [4(a0 +ap) + (tg? —€)]* ~ qla(ao + gp) + (t¢* — €0)] q
polan) = g, polan) =ar+az—1, polaz) =2—az, polaz) = —ag — .

Esta transformacao atua na coordenada ¢ da segao 4.1.2 e nos parametros (4.21)

da equagao PIII, isto é a = 2(ag — az) e b = 2(ap + ap — 1), como

4(0&2 — 1)@2

) = [)—27 b) = _|_27
(g + 72 — 1) + (200 + 200 — 3)j po(a) po(b) = a

(4.30)
Similarmente, a transformacao py atua sobre a coordenada w e os parametros

(4.22) da equagao PV, isto é a = a3/2, B = —a2/2 e v = —¢j, como

po(y) = y—

po(w) = |—w[trw] — 2t(w — 1)(1 — ag + asw)w; + (w — 1)(ap(ag + 209 — 2)
+ w(—ag + 2(ay — ap)(ag — 1) + apw(2 — 3ay + axw) — 4et))][t2w?
— 2t(w — 1)(1 — ay + apw)w; + (w — 1)(ag(ag — 209 — 2) + w(—af + 2(ay

+ ao)(az = 1) + azw(2 = 30 + agw) — det))]| /| ~thwi + 4bw(w — 1)
+ w8t eo(w — 1w + 2t*(w — 1)*(af + 3(ay — 2)aw? — 2(ag — 1)*w)]
+ w162 cqw?(w — 1)? — dtw(w — 1)*[ad + asw(az(2as — 3)w — 2(ay — 1)2)]]
— 167w (w — 1) — Steqw(w — 1)*(af + (ag — 2)auw?) + (w — 1) (auw — ap)
(ow + ap) g + a(3ay — 4)w? — 4(ay — I)Qw]] (4.31)
po(@) = a — 2uvV2a + 2, po(B) =B, po(v) =7

Se compararmos py com as transformagoes de Backlund do apéndice B, vemos

que a transformacao (4.30) é equivalente & combinacao S, P11 E[PIH S[PlIlH],
enquanto que (4.31) é equivalente & combinagao Tlpvl ,Jf’,‘fj quando €y = +1.
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4.2.2 Caseliii) Cp=0e () =1

Quando Cy = 0 e (] = 1, temos uma simetria oculta que evita o colapso de sg e s5.

Tal simetria é o¢ = lime, 0.0, -1(S052515052), ou seja,

[p(ao + a2 + qp) — eit][(gp — o) (o + aq + g + qp) — entq]
[p(a1 — gp) + ert]?

oo(q) =

~ plgp® — arp — &t)
Uﬁ(p) - )
plag + as + qp) — et
00(040) = —01 — Qg, J0(041) = 01, 00(042) = —0Qp — Oy,

0'0(013) = —|— aq + (6] + ]_

po(ej) = pj,

Esta transformacao atua na coordenada y da segao 4.1.3 e nos parametros (4.26)
da equacio PV, isto é a = a?/2, B = —(ag + a; +as — 1)2/2 e 7y = €1, como

ooly) = |ty — 4y — Dyyi +yi 8y — Dy’ + 262y — 1)°y[-3(a0 +
+ s —1)(ag+ar +az+ 1)+ 2y(ag + g + a)? — ady?]] + ye[4t(y — 1)3
y[— (200 + 201 4 29 4 1) (g + a1 + g — 1)% + 2y(ag + a1 + az2)?(ag
+ o Fag — 1)+ ady?] — 16t% (y — 1)%°] + 16623 (y — 1)%y° — Ster(y — 1)3
y’l(ao + a1 +a2)? = 1+ afy?] + (y — D'y((ao + a1 + a2 — 1)* — afy?)

[—(ao+ a1 + a2 —1)(Bag + 3aq + 3ag + 1) + 4y(ap + a1 + a2)2 — a%yﬂ]/

[y2[—5ad — 2a0(4a + 5ag — 3) — Sagas — 2(a1 — 3)a — 5as + 6as
+ 2t + a1 + az)yr + 4te; — 1] + 2y (20 + 201 + 20 — 1) (ap + g + o
— 1—ty) — (ap+ a1 + ag — 1 — ty)? — 2y°(—ad — 2a0as + ao + 207 +
— 03+ ag + 2ter) + a1 (200 + 3o + 200)y [P [~5ad — 200(6a1 + 5ag — 3)
— 120009 — 6(a1 — 1)y — 504% + 6ag + 2t(ap + aq + a2)y: + 4ter — 1] + 2y(2a0

+ 2014 2as — 1)(ag+ o1 +as —1—ty) — (ap + g + ag — 1 —ty)? + 253 (ad
+ ap(dar +2a3 — 1) + a1 (200 + das — 1) + ag(ag — 1) — 2ter) — a1 (20
+ a1+ 2a2)yY|,

oo(a) = o, o0(B) = B+ 2u2\/—28 — 2, oo(v) =1- (4.32)

Similarmente, a transformacao oy atua sobre a coordenada w e os parametros
(4.29) da equagao PIII mostrados na secao 4.1.3, isto é a = 2(1 — ag — 207 — az) €

b=2(ap + az), como

4’(1_12(040 + oy + 062)
T(w? —wz — 1) + (200 + 209 + 1w’

oo(w) = w—

oo(a) = b+2, oo(b) = a—2
(4.33)
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Se compararmos oy com as transformacoes de Backlund do apéndice B, vemos
. , : N\ L PV PV
que a transformacao (4.32) é equivalente a combinagao 7:[171] o ,L[wg}, enquanto que

(4.33) é equivalente & combinagao SQ[PHH o 7;)[PIH] o S[_Pllll 1] quando €; = +1.



Capitulo 5

O método do ansatz de vinculos

5.1 Vinculos canonicos genéricos

No método de Dirac para sistemas hamiltonianos com vinculos [36, 37, 38], o ponto
de partida é um lagrangiano L(q, q,t), onde ¢ = (q1,...,qp) € ¢ = (¢1, ---,{4p), cujo

determinante da matriz hessiana seja nulo, ou seja*

2
det(aiéj) = 0.

Este lagrangiano daria origem a vinculos primarios e secundarios que modificariam
as equagoes de Hamilton. Um conjunto de N vinculos independentes ¢x(q, ¢,t) =0
também poderia ser imposto ”a priori”a um lagrangiano regular Lg(q, q,t) (isto é,
o determinante da matriz hessiana nao é nulo) usando multiplicadores de Lagrange

(ver [39]) como

N
k=1

Aqui, A = (A, ..., \xy) é considerado um conjunto de coordenadas independentes,
tal que o determinante da matriz hessiana de L(q, ¢, \,t) é nulo. Afim de preparar-
mos os fundamentos para o método da segao 5.2, mostraremos que podemos impor
um conjunto genérico de vinculos ¢x(q,p,t) = 0 diretamente ao formalismo hamil-
tonianof, de modo que ainda teremos um lagrangiano satisfazendo o principio de

Hamilton.

~ 2 .
*Na notacdo que estamos usando, ( 83 anv) representa uma matrix formada pelos elementos
10q;
9’L
9q;0q;
fchamaremos tais vinculos de vinculos canénicos

na i-ésima linha e j-ésima coluna.

40
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5.1.1 Imposicao dos vinculos canonicos

Vamos considerar um sistema descrito pelo lagrangiano regular Ly(q, ¢, t), tal que a

transformacao de Legendre deste lagrangiano gere o hamiltoniano

O0Lg

D
HO((Lpa t) = ZQJPJ - LO(QJdat)a Pk = a_(.Ik,

=1

sendo p = (p1,...,0p) € {¢,p;} = d;;. Observe que o lagrangiano L(q, ¢,t) pode ser
considerado um funcional de um sistema de coordenadas maior do que ¢ de forma
auto-consistente; isto é, se definimos um conjunto de coordenadas independentes

A= (A1, ..., \an) que seja ortogonal a ¢ = (qy, ..., ¢p), podemos escrever

~

LO(Q;Q., )‘7t) = L()(Q,d,f), (52)

tal que as equagoes de Euler-Lagrange das coordenadas A resultam obviamente em
0 = 0. Esta generalizacao das coordenadas sera justificada adiante. Uma trans-

formacao de Legendre sobre o lagrangiano j}o(q, 4, A\, t) é igual a

D 2N 2N
H0<Q7p7 /\7 , t) - Z QJp] + Z /\]ﬂ-] - LO(Q: q.7 )‘7 t) = HO(QaP? t) + Z /\jﬂ-ja
j=1 j=1 j=1
dLg dLg
= =) T = — — O, 5.3
P aq}c g 8>\k ( )

onde 7, = 0 sao vinculos que surgem naturalmente e serao chamados de vinculos

primdrios. Veja também que a dinamica de Hy nio depende de forma explicita de

A pois ) )
0H, 0Ly
—_— = 7Tj _ — =
O\ OMn

No entanto }\j depende de ¢, p, A e t; assim, definiremos a notacao
}\j = )‘j(Q>pa )\7 t) (54)

Considere agora o espago vetorial V de dimensao 2(D+2N) composto por fungoes
de classe C? no dominio ¢ € [t1,t]. Assim, sendo f = (fi,..., fapyan)) € g =

(91, --» 92(D+2n)) dois elementos de V, vamos definir o produto interno como

2(D+2N

) o
=1 “h
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Nesta notacao, o principio de Hamilton nas coordenadas canonicas pode ser escrito

como
t D 2 ~ 2N ~
_ [ . OHo\, (. OHo\, i OHoN sy
= /tl [;K P 0y )6% i <qz Ipi )51)1] +;[< Sy )5/\Z
. 9H, B B
<)\l = o >57r1”dt =< x,0p >=0, (5.5)
sendo 0p = (dq1, .., 0qD, OP1, -, OPD, ON1, -y SN, 01, .., OTToN ) €
. ( . 8ﬁ0 . 8ﬁ0 . 8FIO . 8ﬁ0 . 81ﬁ[0
= (-p1— —,...,—Pp — — - =T = =, ...
X P aql y ey —PD an » 41 (9]91 y s dD apD’ 1 8)\1 PREEY
8H0 )\ 8H0 )\ 8]—10)
—ToN — =——— 3 A1 — ——, ... — )
2N 8)\2]\/’ 1 8771 y eeey N2N 871'2]\/'

Agora considere um conjunto de 2N vinculos linearmente independentes ¢y (q, p,t) =

0. Isto é, se definimos 2N vetores em } como

_ (99 O¢r O¢ Oy
Dy, = (aql’”" S By apD,o,...,o), k=1,..,2N,
entao os vinculos ¢, = 0 serao linearmente independentes no sentido de que
2N
Zakaqﬁk = <— «a = 0 para todo k.
k=1

Estes vinculos, juntamente com m, = 0, restringem as possibilidades de dp pois

temos as seguintes condicoes:

oL Pk
Sy, = ( 5q; + 22k 5p ~)=0, omp =0,  k=1,..2N.
jzl 0q; op; bi
Assim, ao invés de dp poder ser qualquer vetor no espaco V), ele pertence a um
subespago de dimensao 2(D + 2N) — 4N = 2D.

Primeiramente, vamos mostrar que a imposicao ”a priori”dos vinculos canonicos
or(q,p,t) = 0 sobre Hy é equivalente a definir o hamiltoniano

2N

H(qap7 )‘7 ™, t) = HO(Q>p7 t) + Z <)\k¢k(Q7p7 t) + j‘k(Q7p7 )\7 t)ﬂ-k> . (56)
k=1

Para isto, considere um conjunto de 4N funcoes u; de classe C? e defina 65, = ¢y,
para k =1,...,2N, e 6 = mp_on, para k = 2N + 1,...,4N, de modo que podemos

construir a integral

to 2N a¢ ¢
/ Z[Mk(scﬁk + fronOTE]dt = / Z Mk ks 8 k5p;> + Nk+2N57Tk} dt
k=1 t1

t1
4N

= < Zukaak, Sp>=0, (5.7)

k=1



CAPITULO 5. O METODO DO ANSATZ DE VINCULOS 43

onde foi usado a notagao

(5.8)

Jdo, =
ok (8(11’ 73QD7<9P1’ 78PD’a)q7 TONon Om T Oman

Como nés supomos os vinculos ¢, = 0 sendo linearmente independentes, entao os
vetores doy, também serao. Logo, os vetores 0oy, formam uma base para o subespaco
vetorial de dimensao 4N ortogonal a dp. Agora observe que x também deve ser
ortogonal a dp devido a expressao (5.5). Logo, a trajetéria no espago V determinada
por x serd qualquer combinacao linear dos vetores doy, e de funcoes oy, de classe C?,

ou seja,
X = Z CkkaO'k. (59)

As componentes de (5.9) formam o sistema

oH, & 96y , OH,

—p; — — = p— = PN —— — ag—, j=1,....,D 5.10
7 g ; dq; / Jq; ; dq; (5:10)
Oy, <& 96y My N 9
g — 20 _NT,, D0 j=1,...D 5.11
T Op; 1 ; Op; K apy ; *op; Ip;’ ( )
OHy, <~ 95
iy R0 akﬂ = i ~0, j=1,..2N  (5.12)
O\
. 0H, & 80k .
A — el Z Mt = o =0, j=1,..,2N,  (5.13)

onde o simbolo &~ é chamado de ”fracamente igual”, que significa que a expressao
sera igual quando 7 = 0.

Note que, até aqui, as coordenadas A\ e m foram introduzidas de forma auto-
consistente e sem interferir na dinamica do sistema de coordenadas ¢ e p; por isso,
temos liberdade para definir A de forma apropriada. Como a dinamica de (5.10)
e (5.11) vale para qualquer conjunto de aj, podemos escolher ay, = A\ para k =

1,...,2N sem perda de generalidade; ou seja, usando (5.13) temos

X = Moy (5.14)

Portanto, a dindmica do hamiltoniano Hy definido no espago (¢, p) = (q1, .-, qp, P15 ---

com a imposi¢ao dos vinculos ¢ (g, p,t) = 0 sera fracamente equivalente*a dinamica

7pD)
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do hamiltoniano

H((Lpa )\77T7t) = -HO(q7p7 >‘77T7t)+z/\k¢k(q7pvt>

2N

= Ho(g,p.t) + 3 (Mrlap,t) + M(a.p A D) (5.15)

k=1
definido no espaco (¢, p, A\, m) = (1, -, @Dy D1y ooy DDy ALy ooy A2N, T, ooy Moy ) COIML A
imposicao dos vinculos 7, = 0, de modo que as condicoes de consisténcia 7 =~ 0
geram os vinculos ¢r(q,p,t) = 0. Assim, ao considerarmos A\ como um conjunto
de coordenadas independente, conectamos o formalismo desta secao ao formalismo
de Dirac apresentado no apéndice C. Observe que a imposicao apenas dos vinculos

7, = 0 é equivalente a redefinir ¢ — 0 = (0, ..., 04n) em (5.8), tal que
op=0, k=1,..2N ¢  o,=may, k=2N+1,..4N. (516)

Assim, a imposi¢ao dos vinculos m;, = 0 sobre H gera o sistema

4N 2N
. oH dop, . oH 0Hy 0oy, .
—pi— — = E Qp— = pi=—— - — E ar—, j=1,...,D (5.17)
J aqj' 1 8qj J 8qj 8(]j el 8%'
4N 2N
. OH do . OH 0Hy 0Py .
77 op; kzzl " op; 7" Op; oy kzzl “op; (519
AN
. OH 0o}, ) oH .
k=1
. 0H X 80k .
Aj— om; Zo‘k = agnij =0, j=1,..,2N (5.20)

Observe também que os vinculos 7, = 0 nos dao liberdade para redefinir H com

a adicao de uma combinacao linear de 7y, isto é

2N 2N
g =H + Z xk(Q?]j? )\7 t)’/rk = HO + Z |:>\k¢k + <5\k(Q7p> )\a t) + uk(Qapv )\7 t)>7rk]7
k=1 k=1

(5.21)
onde ug(q,p, A, t) sdo funcionais arbitrarios. Isto porque podemos considerar uma

definigao alternativa a (5.3) como

Ho(g,p, A\, m,t) = Ho(q,p, A, 7,t) = Ho(q, p,t +Z( (¢:p: A, t) + uy(q, p, A, t))

(5.22)

tO termo ”fracamente equivalente”significa que as equacdes de movimento serdo equivalente

quando 7; =0
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No entanto, esta ambiguidade nao interfere na dinamica e podemos considerar
u;(q,p, A\, t) = 0 sem perda de generalidade.
Assim, definindo o parénteses de Poisson de duas quantidades dinamicas A e B

CcOo1mo

0AOB OBOA\ <L,0A0B OB 0A
4.8} = Z(aqjap] aqjap)J“Z(aAjawj_aAjaw)’

temos que a evolugao temporal de uma variavel dinamica A serd

9A
A={AHY + 50

A evolugao temporal dos vinculos primérios pelo hamiltoniano H devem ser

fracamente nula por consisténcia, logo temos
7 =A{mj, H} =~ —¢; = 0. (5.23)

Os vinculos que nao sao vinculos primadrios, como ¢; = 0, serao chamados de vinculos
secundarios. Estes vinculos secundarios também precisam ter a evolugao temporal

nula, ou seja

= {¢;, H} + 90 {¢;, Ho} + Z Me{ s, o} + - (%J =0 (5.24)

k=1

Desta forma, precisamos definir os seguintes vinculos secundarios adicionais:

vy = {6, Ho} + Z Ml 00} + O, J=1,..2N.  (5.25)

A evolucao temporal dos vinculos ¢; também devem ser fracamente nula, ou seja

S o
wj - {wij}_‘_a_tJ

Q

{{¢j7 H0}7 HO} + Z )‘k‘({{¢J7 HO}’ ¢a} + {{¢jv ¢a}7 HO})

2N 2N

+ 3> {05 6ud o} + ZAk 0.0 M D{6500) + 92 =0 (5.26)

k=1 m=1

Para dois conjuntos genéricos de vinculos © e = com 2N vinculos cada, vamos

definir a notacao
{61,211} {©1, Ean}
{e,5}) = : : : (5.27)
{O2n, 1} {O2n, Ean}
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Assim, se det({¢,¢}) = 0, a expressao (5.26) daria origem a mais vinculos se-
cundéarios e deveriamos continuar checando a consisténcia dos vinculos. Aqui, su-
poremos det({¢, ¢}) # 0 para aplicar o método desenvolvido na préxima se¢ao. Os
vinculos ¢y, e 1, precisam ser introduzidos no hamiltoniano usando multiplicadores

de Lagrange diferentes. Desta forma, definiremos o hamiltoniano total

2N
Hy=Hy+ Y [(/\k + Aesan (4,0, A, t)) O+ M@ 0\ )T+ Nean (0,9, X 1)
k=1

(5.28)
Definindo o COIljU.HtO ¢ = (q)l, ...,(I)GN) = (71'1,...71'2]\],@51, "'7¢2N7w1a ---,@Z@N), a

equacao de movimento para uma varidavel dinamica A ser’

oA
ot

0A
a5
(5.29)
Note que usando a expressao acima temos }\j = j\j(q, p, A\, t), que é consistente com

2N 6N
A= {A, Hr} + {A Ho} + > M{A dkd + D Algp A {A, @) +
k=1 k=1

a defini¢do que haviamos feito em (5.4).
Para os vinculos serem consistentes, a evolugao temporal por Hr para todos os
elementos do conjunto ® precisam ser nulos, isto é

2N 6N

< 0D
~{D,; H ox D, P 1 0.
{ R 0} +;)‘k{ jv¢k}+;)‘k(Q7p7)\at){ 'K k}+ ot 0

. 0.
b = {®;, Hr} + éTfJ

(5.30)
Desde que det({®,®}) # 0, nés podemos determinar todos ;\k(q,p, A, t) para (5.30).

Agora observe que podemos dividir a matriz ({®,®}) em blocos como

{®,2}) = | (o)) ({0} (o, ¢}) Oonxan | ({0, 01)  ({6,4})

(.7 ({v.0}) (¥, ¢}) ({e,0}) | (v.0}) (v, 9})

Considere uma matriz anti-diagonal D™ de dimensao Ny x Ny, cujos elementos

sejam dados por Dg-vd) = 0iN,+1-i € det(DWa)) = £1 dependendo do valor de N.

N6s podemos manipular det({®,P}) usando a seguinte propriedade de matrizes

(({Wﬂf}) ({m, ¢}) ({m/f})) (Ozzvsz | Oanson ({6,0}) )

divididas em blocos:

A‘ Oan
det ( ) = det(A) det(C),
B| C

onde A, B e C sao matrizes genéricas de dimensoes m X m, m X n e n X n respec-

tivamente. Usando esta relagao, obtemos

det({®,®}) o det[({P, ®})DOV]

§Na evolucdo temporal do hamiltoniano Hy, o simbolo = significard que temos uma igualdade

quando ¢ = 0.
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Oan xan

({¢7 ¢})D (2N) 02N><2N
({6,v})DPEY) ({¢,¢})D! Oanxon
({v, v})DCY)  ({,6})D 2N>\ ({6, ¢})DN)

_ e <{¢7 ¢})D (2N) ‘ O2N><2N e (2N)
‘ t( {6, ¢)DV) | ({4, 6})DEV) )d His,eH P

det

= det[({o, p})D*V]? o det[({¢, 9})]* # 0

Logo, a condigao det({¢, ¢}) # 0 é suficiente para det({®,P}) # 0. De (5.30),

temos

6N

Mg p 0 0) = = S0 BP ({0, Hoh + D0 Al 00} + 50). (531

j=1
para k =1,...,6 N. Substituindo (5.31) em (5.29), temos

0A

D
A {A HY + 50,

(5.32)

onde definimos

[AHr} = {4 Ho}+ZAk{A o} - 3 (a0, 0)) ({®;, Ho}

k,j=1
0.
+ Z An{®;, b} + a—tﬂ) (5.33)
m=1

Observe também que os vinculos ¢, sao usados para eliminar 2N coordenadas

(¢,p), enquanto que os vinculos 1 sdo usados para eliminar as coordenadas Ay.

5.1.2 Nota sobre o formalismo lagrangiano

Na se¢ao 5.1, elaboramos uma abordagem para a imposicao de vinculos canonicos
diretamente no formalismo hamiltoniano. No entanto, esta abordagem também tera
uma correspondéncia no formalismo lagrangiano. Abordaremos brevemente esta
correspondéncia nesta segao.

Se compararmos a lagrangiana obtida de (5.22) com Ly, vemos que a dinamica

do lagrangiano Lg(q, ¢, t) seria fracamente equivalente a do lagrangiano

2N

D 2N R
LO = ZQJPJ + ZAJTFJ - HO(Q7pa >\77T7t) = LO - Zuk(Qapa Avt)ﬂ-k ~ LO'

Jj=1 Jj=1 Jj=1
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Aqui usaremos ug(q, p, A, t) = 0 sem perda de generalidade. Se os vinculos ¢(q, p,t) =

0 forem tais que’

0 H
det( o apj) £0, (5.34)

entdo podemos definir um lagrangiano para (5.15) como

D 2N 2N
L(q“ Qm /\iu t) = Z ijj + Z /\jo - H(q7p7 >\7 ™, t) = LO((L QJ t) - Z >\k¢k((bp7 t)v
j=1 j=1 k=1

(5.35)
onde as coordenadas p; = p;(¢, ¢, A, t) no lado direito da expressao acima sao obtidas
do sistema SH

1 =—1(q,p, A\ 1), =1,...,D.
q 8pj(q P, A t) j
O lagrangiano L(q, ¢, A, t) possui a propriedade Lo(q, ¢,t) = limy, 0 L(q, ¢, A, t),
mas ele nao ¢é necessariamente igual a (5.1), pois ndo é necessariamente linear nas

coordenadas . A equacao de Euler-Lagrange para o lagrangiano (5.35) resulta em

oL d (8L

dg;  dit\dg;
oL d ;0L\ 0L -
(a) = =0 N =0, k=1,..2N, (537

) —0, j=1,..D (5.36)

o\, dt

onde qgk(q, 4, A\, t) = 0 sdo vinculos que também dependem das coordenadas A. Os
momentos canonicamente conjugados definidos por esta lagrangiana sao

oL | oL

pA:_QaQ7A7t; :1,...7D, T = —— —

: 0, k=1,..,2N,
dq;

Assim, vemos que a imposi¢ao de um conjunto de vinculos canonicos ¢y (q, p,t) =

0 sobre um hamiltoniano Hy é equivalente a um conjunto de vinculos que podem

acoplar as coordenadas (¢, p) com A no formalismo lagrangiano.

5.2 Ansatz de vinculos

Quando tentamos reduzir um hamiltoniano polinomial Hy com 2D coordenadas
candnicas e um conjunto Sy de parametro a outro hamiltoniano H, com 2(D — N)
coordenadas canonicas e um conjunto S, de parametros, nés normalmente encontra-

mos dois desafios: encontrar a transformacgao canonica correta e os vinculos corretos.

~ 2 .
YNa notacdo que estamos usando, ( 62 gj -) representa uma matrix formada pelos elementos
K J

3%H
OpiOp;

na i-ésima linha e j-ésima coluna.
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Nesta secao, apresentaremos um método pratico para obter o conjunto de vinculos
desejados.

Na secao anterior, nés mostramos que podemos comecar com um conjunto bas-
tante geral de vinculos canonicos, desde que as condigoes (5.34) e det({¢, ¢}) # 0
sejam satisfeitas. Assim, vamos selecionar N pares de coordenadas canonicas de
H,. Podemos renomear estas coordenadas sem perda de generalidade, tal que estes
pares formem o conjunto (¢,p)c = (¢gp-N+1, -, 4Dy PD-N+1, -, Pp)- Agora vamos

considerar um ansatz na forma polinomial para os 2N vinculos canénicos

&k = qo-n+k + Fr(ql,....,qp-~,D1,...,pD-N,t) =0
Gk+N = DPpo-N+k + Gi(ql,....,qp-n,pl,...,pp-N,t) =0, k=1,...,N,
onde
Ry Rp_n Si Sp—nN D-N

'Fk - Z Z Z Z Ak;re,...P DN ,51,0es 5D7N<t) qu”plSl
=1

r1=0 TD,NZO s1=0 SD,NZO

Ry Rp-n & Sp_nN D—-N

_ 1, 81

gk - Z Z Z Z ka’I7~-~77"D—N751:--~75D—N(t) q, P
r1=0 rp_n=0s1=0 sp-N=0 =1

ey orpnostnspn (L) € Okry o rpnos1onsp () 880 coeficientes indeterminados, cujo
conjunto chamaremos de /. Os valores IR e S; sao escolhidos. Se impusermos que os
coeficientes indeterminados de ¢y sejam tais que as condigoes (5.34) e det({¢, ¢}) # 0
sejam satisfeitas, nés podemos construir o hamiltoniano (5.28). As equagoes de
movimento para ¢; e p; (para j = 1,...,D — N) obtidas de (5.32) precisam ser

equivalentes as equagoes obtidas eliminando as coordenadas canonicas (g, p). de Hy,

isto é
q] = {Q_%H} ~ {qj7HT}Da p] = {p]’H} ~ {pj7HT}Da
sendo H = Ho|ap_n.v= -7, . Portanto, afim de determinarmos os elementos de U,
PD—N+k = —9k

precisamos comparar H com H,. tal que

D—N
H—Hetg(t)=> o Y D> o D Mrrnystvsnn U:S0.8et) ] ') =
=1

r1=0 rp_nNy=0s1=0 sp_n=0
(5.38)

onde ¢(t) é um termo dependente apenas de t que nao altera as equagdes de mo-

vimento. Embora o termo ¢(¢) nao seja importante para a forma particular dos

vinculos, ele é crucial para ignorarmos o termo independente das coordenadas canonicas.

As projecoes sobre as coordenadas canonicas, isto é

Ak;m,...,TD_N,51,...,SD_N (ua 807 Sca t) = 07 (539)

0
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formam um sistema de equagoes algébricas dependentes dos coeficientes indetermi-
nados e dos parametros. Normalmente, o sistema (5.39) possui mais equagoes do que
coeficientes indeterminados; logo, precisamos resolver (5.39) em dois passos. Pri-
meiro determinamos todos os elementos de U e g(t). As equagoes restantes formarao

um sistema menor dependente apenas dos parametros e de t, isto é

§ m o __
Akrl: TD—N381,--sSD—N 807807t Ak‘rl,...rD N,S1 sD,N(‘gO?SC)t *07

.....

de modo que as projecoes em todas as poténcias de t formam o sistema algébrico

Al (S0, S.) = 0. (5.40)

ki1, s’ D—NS1,--sSD—N
Resolvendo o sistema (5.40), podemos determinar as relagoes entre os parametros
Sp e S.. Se os sistemas (5.39) e (5.40) nao puderem ser resolvidos, significa que nao
existe um conjunto de vinculos na forma proposta que possa relacionar Hy e H..
Em tal caso, deve-se considerar um ansatz diferente ou uma transformacgao canonica

conveniente para H,.

5.3 Do modelo 4-b6sons ao modelo PIII-PV simétrico

Nesta se¢ao, mostraremos que o modelo 4-bdésons pode ser reduzido ao modelo

simétrico PIII-PV, cuja Hamiltoniana é

1
H, = n —qip1(1 — ap — ag + CoCit + Cipr) + qip1(Cot + p1) + (a1Ch — Coeo)pr
+ (O()CYQ — Clﬁl)tql s (541)

através da imposicao de vinculos apropriados.
O modelo bi-dimensional 4-bésons é dado pelos campos e; = e;(z,t) e ¢; =

ci(x,t), para i = 1,2, e possui um Lax pseudo-diferencial dado por
L= (D — 62)(D — €1 — C2)(D — C1 — C2)(D — €1 — C1 — CQ)il(D — €y — C2)71,
sendo D operadores diferenciais. Em [42], foi mostrado que este modelo pode se

reduzir a equacao PV através da imposigao de certos vinculos. O sistema de equacoes

deste modelo é

2—2 = (,% (cm — —2e101 +2c0, — 20102) (5.42)
Z_Z = (;% <_€1,z — e —2e10; — 26102> (5.43)
g_z = % (CZZ’ —c - 26202> (5.44)
Z_Z — (% (—62’1 —e5 — 2epco — 2(e1 5 + C1€1)> (5.45)
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Afim de reduzirmos o modelo a uma dimensao, vamos fazer a reducao de auto-

similaridade
Z:i C’(J} t2):6j(z) 6-(ZE t2):éj(z)
\/57 vl ) \/E, i ) \/t_g )

de modo que temos o sistema

261

—3-=5u—ﬁ—%@+%u—%@+h (5.46)
—%; = 6, — =268 — 26,6+ (5.47)
—%zzém—%—%@+b (5.48)
—%3: by, — & — 2858 — 261, + E161) + B, (5.49)

onde ki, ko, k1 e ko sao constantes de integracaos. Vamos introduzir as variaveis
canobnicas Y7 = €, + ¢ + 262 e Yo = €3+ ¢, tal que {¢;,Y;} = §;;. Esta transformacao

resulta no sistema

1, = —a@ﬁ—@l—g—zﬁ+a@y+h
Yi. = (ﬁ—g)(ﬁ—%l —2}724—252)—1-/_@1 —ky
€2, = —52(2372 — €y — g) + 251(?1 - %) + k1 + ko

~ 2.~ ~ s z - T
Yoo = (Yo—5)(Ya=28) +26(Y) = 5) + kit ks — ko

AW JIes
~’z:—~47 YZ:_ ~4 ) :172
6]7 a}/; .77 aej j
com a Hamiltoniana
2 o~ Z. o~ . o~ Z. ~ . o~ _ o~
Hyuo = — Z;ejm— — ) =) + 26V = D) (Vo = @) + kaYi + (b + Fa)Ya
j:
— (ky — Kk1)éy — (ky + kg — ko)és. (5.50)

Além dos vinculos que buscamos nesta secao para reduzir o modelo 4-bdsons ao
modelo PIII-PV simétrico, também temos a liberdade de fazer uma transformacgao
canonica e de coordenadas sobre os modelos. Estas transformacgoes sao importantes,
mas requerem um poder computacional muito grande para serem deduzidas de forma
sistematica. Portanto, apresentaremos as transformacoes corretas sem deduzi-las.
Assim, considere a transformagao canonica

8@ =19 fm=frae),  a@=-22 %))
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Esta transformacgao possui uma funcao geratriz dada por

2

2
F:F4(p17p27}/17)/27z)+z<ej}/}_pJQj)v F(plup%}/l;}/% Z

Jj=1

Y_fﬂ
27

tal que as transformagoes (5.51) sdo equivalentes ao sistema

L OB OR
J 81/37 7 apja J y “

Fazemos também a transformacio z = v/t e redefinimos §;(2) = ¢;(t) e p;(z) =

p;(t), de modo que a nova Hamiltoniana se torna

2
1 € 2 y % ! P1
Hy = 2_\/7_5HA‘(‘1>(€j =€;(qi,pi,t),Y; = Y(qi,pi, ), 2 = Vi) — gj;%’pj T

1 _ _
+ 2tq5 — (t+ 2)ga] + tk1(2q1 + 292 + 1) + 2kago] + 2q1p7 + p5 (22 — 1)]

(5.52)

Afim de determinarmos os vinculos corretos que reduzem o modelo 4-bésons ao

modelo PIII-PV simétrico, vamos propor o seguinte ansatz para os vinculos:

¢1:Q2+~7:1(Q17p1,t) =0, ¢2=P2+91(Q1ap17t):0 (5'53)
sendo
1 1 .
1(q1,p1,t) Z 611]71, Gi(q1,p1,t) = Z bij(t)qipi- (5.54)
=0 i,5=0

Substituindo estes vinculos em Hj e comparando com (5.41) por meio da ex-

pressao (5.38), temos as seguintes projegoes nas coordenadas ¢; e ps:

—ago(2boo + (1 4 2bgo) (ago + boot)) + 2agoka + (—2ano + (1 — 2bgo)t)k1 — (ago + boot)ka

A p—
00 ym
+ g(t)=0
T
A = % 2a30b10 + 2a00((1 + 2bgo)aio + bio) + ago(1 + 4boo)biot + a10boo(2 + (1 + 2bgo)t)
+  4t(Coaz — Crey) +2((ky + ko — k + 2)aio + (k1 + ko)tbig — kl)t} =0
T
Ay = I aio(aio + 2a10boo + 2b10 + 4apobio) + bio(aio + 4aioboo + 26000510)75} =0
i
Asg = —27 aloblo(alo + bl()t) =0
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Aoy

Aoz

A12

Ao

Asz

A3

A23

+ o+ 4+l

1
I [1 + 2a01(aoo + boo + 2aooboo) + 2a0o(1 + ago)bo1 + (@oobo1 + boo(@o1 + 2ao1boo

4apobor))t — 2ao1ks + 2(ao1 + boit)kr + 2(ao1 + bo1t)ka + 4C1aq — 4Coan + 2ky — 2k1| =0

1

U [—2 + 2(a11boo + a10bo1 + ao1(a1o + 2a10boo + b10)) + 2a(2)0b11 + 2ag0(—2 + a1
2a11boo + 2a10bo1 + 2a01b10 + b11) — t + ago(4bo1b1o + b11 + 4boob11)t + (a10bor + ao1bio
boo(—4 + a11 + 2a11boo + 4a10bor + 4ap1b1o) — 4CoC1)t + 4o + a2) — 2a11k2 + 2(a1:

bint) (s + 152)} —0

LT
T 2a3obo1 + 2a10(—2 + a11 + 2a11boo + 2a01b10 + b1 + 2ag0bi1) + aro(4bo1bio + b1y

4boob11)t + 2(—1 + ap1bio + 2ap0b11) + 2Co)t + a11b10(2 + 4ago +t + 4b00t)} =0

T
—ﬂ a%obn + anbiot + 2a10b10(a11 =+ bllt) =0

T
I ao1(ao1 + 2ap1boo + 2bo1 + 4aoobor) + bo1(ao1 + 4agiboo + 2000501)4 =0

1
I 2 — 2((1 + 2ago)a11bor + ag bio + ao1 (=2 + 2a11 + 2a11boo + 2a10bo1 + bi1 + 2agobi1))

4C7 — (bor(—4 + a11 + 4a11boo + 2a10bo1 + 4ao1bio) + (o1 + 4aoiboo + 4aoobo1)b11)t} =0

LT
I 4+ a%l(l + 2bgg) + 2b11(—2 + 2a10bo1 + aoob11)t + 4ap1b11 (a0 + bigt) + a11(—4
4a10bo1 + 4ag1bio + 4bo1biot + b11(2 + 4ago + (1 + 4500)))} =0

LT
727t a%lblo + alobflt + 2&111)11(@10 + b20t)i| = 0

L aorbor(aos + bort)| =0

o _a01 01(@01 01 =

T
~o agbir + a1 bt + 2a01bo1 (a1 + bnt)} =0

1 -
o a?ibo1 + ap1bi; + 2a11b11(apr + boﬂ)} =0

l_a bi1(a11 +b1it)| =0

2 | 11b11(a1n +0111) | =

Resolvendo o sistema acima, conforme foi explicado em (5.39) e (5.40), com as

condigoes (5.34) e det({¢, ¢}) # 0 sendo satisfeitas, temos duas solugoes possiveis

que podem ser vistas na tabela 5.1.
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Tabela 5.1: Solucgoes do sistema A,,,, = 0 para determinacao dos coeficientes dos

vinculos

Solugao (i)

gy = _(% + 0001) + [3—2]52—6(ao+((142é-0‘r_0(6))(21a0—2)+4C’151]’
alOZCO_%a G01:—%, auz%
boo = 0, bio =0, bor = 0, by =0

by — 3+12C1 a1 +8C2e9—2C0 (1+6a2+4C1 (a1 +a2)+6€0)+12C1 €1 +8CZe1 —4(Co+Ch ) k2
1 4Cy—6

I_C o 40161—4000424-(1—200)];)2
1 2CH—3

Solugao (ii)

_ _1 _ _ —
apgo = — 75, ajp =0, ag =0, a;; =0

1 24k —ka—3(ap+a2)+Co(200—1)+2C1 €1
boo = (7 — CoCh) + ( ), (
4 2CH—3

bio = <CO - %)t, by = — 24D by =1

kl o 3+2(1+6(a1+61))01—80001 (Ocl+O¢2)—12(O¢2+60)C()+4(Co+01)(kz—%2)+8cgeo+801261
- 4CH—6

by — (2C0—1)(14-2ka—2k2)—8Cpaa+8C1 €1
1 4Co—6
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5.4 Parénteses de Dirac para solugao (i) da tabela
5.1

Nesta se¢ao, usaremos os coeficientes da solugao (i) da tabela 5.1 para obter as
equagoes de movimento do modelo via os parénteses de Dirac (5.33). Substituindo

estes coeficientes nos ansatz (5.53)-(5.54), temos

[3 — 2/2}2 — 6(0&0 + CYQ) + Co(4C(0 — 2) + 40161]
(4Cy — 6)1

1
P11 = G2 — (5 + CoCh) + +q1 <Co

pr 1) @G+ Dp
Ty T ot =90,
P2 = p2

sendo os parametros dos modelos 4-bdsons e PIII-PV simétrico relacionados por

1
ki = 06 [3 + 12C a4 + 800260 —2C5(1 + 6ay + 4C) (ay + an) + 66o) + 12016
) —
b SCha — (G + CORy 5.55)
2 4C1e1 — 4Coas + (1 — 2Co) ko
kil = _ '
' 2C, — 3 (5.56)

Observe que os vinculos ; nao sao necessarios para obter ¢;. Entretanto, se
quisermos calcular os parénteses de Dirac, precisaremos calcula-los. Lembrando que

os vinculos 9; foram definidos em (5.25) como

00,

— =1,..,2N.
at’ ] ) )

2N
vy ={¢5, Hot + > My, 1} +
k=1

Para os vinculos ¢; = 0 que estamos considerando nesta segao, os vinculos 1; = 0
terao a seguinte forma explicita:

(2Cy — 1) (2Cy — 1) 2 <_+ (1_200)(]1)q2+q%+ 1 ((1+201) 9
4

P = a1+ 1 a1 5 5 T2 1 D1

8
(—3 + 2]272 + 00(2 — 40&0) + 6(&0 + 062) — 40161)
4Cy — 6

142C p?
- (21)p1p2 + (=1 + )+

1 B
+ —— (—3 + 2ky — 80860 + 200(1 + 29 + 01(2 +4aq + 4042) + 660) — 201(3
1

(8Cy — 12)
_ 207 + 1 2 1 1—2C,
— 2ko + 607 + 2¢1 + 40161)>p1> + - <( 1+1) ap1 + ( + (O)(h)m

t g 1Ty 2 2
(—3 — 2ky + 400(2 —Cp+ ko + 2042) — 80161)
8Co — 12 a

+ <(—1 +Co+Ci)p1 +

<1 (1+20C1)

-5 N +P2>QQ+ (

1 _
9 9 m <(3 - 200)]{52 - k?Q + 30]_0[1 - 40360
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208(042 + 201(051 + 042) + 460) + 01(7 + 601)61 — 00(7042 + 3eg + 201(4041 + 3a
€1 + 2C1€1))>> +A=0

D2 p2(1 —p2 ky + 2Coan — 2C1 e
o = — +p1q1 — p2g2 + ( )+( )

— A\ =
A ot 2C, — 3 1=0

Para calcular (5.32), nés também precisamos da matrix ({®,®})~!, cujos ele-
mentos sao:

({e, )y = 0
1

(e, e}, = m@(—i’) +2C0)pi (4tCF — 6C1ps — t(1 + 2q1) — p2(3 + 2q1))

4+ p1(4(=3 4+ 2C) (1 + 2C1)p5 — 4t(—t(3 — 8Cy + 4C2)(1 + 2C1)qy + t(—3

+ 2C0)¢E + 2Chan + 6Coeg — 4C2eq — 4C3e + kg + 201 ((—3 + 2Co)aq + 2Cpas
— €1+ k) — pa(6 + 15t + 24tqy — 12tq5 + 12tqy + 16C2(t 4 2tC + tq1 — €o)

+  200(—=2 — 17t 4 8tC? — 20tqy + 4tq? — dtqy — 2C1 (2 + 15t + 4dtqy + 4tge — 4oy
— daw) +4dag + 12¢q) — 8CF(3t + 2€1) + 4k + 2C1 (6 + 9t + 12tqy + 12tqo — 120
—  dey +4ko))) + t(4(3 — 8Cy + 4CE)pa(1 + 2C — q1) + 2tq1 (3t + 3tqy

+ 8tChqr — 12tqe — 4tC35(—1 + 3q1 + 4g2) — 8Cre1 — 2k + Co(—2tq
+ 4(=2t + 8tqy + 200 + k3))) + pa(—3t + 6q1 — 15tqy + 18tq7 + 12tqy — 12tq1qo
— 16C3(tq1 — €o) — 4C3(t — 6tq7 — 4tqa + q1(—2 — 3t + 4tqa) + 200 + 20 (¢
+  Atqy — Atge + 200 + 200) + 8eg) + 8C%e; — 201 (3t — 12tqs + 6y — 2€;
4+ 4q1 (3t + 2€1) — 4ko) + 4ky — 4qiko + 4Co(2t — 12t¢% — 8tga — iz + 3¢
+ 4C%e; + 201 (2t + 8tqy — 8tqo + 4ay — an + €1 — 2k) — 2ko + 1 (—4 4+ Tt
+  8tqy + 4o + 2k2)))))
({2, 2})y = —»2
(@, @})_41 _ 24+t+ (24 4Cy) p1 — 4p2 — 2tq1 + 4tCoq1 — 4tqo
At
({2, 2})5 = 0
({2, 2} = -1
(D, 3));} = M(—z(—s + 200)P2 (44C2 — 6Cps — t(1+2q1) — pa(3+ 2q1))

+  pr(—4(=3+2Co)(1 + 201)p3 + 4t(—t(3 — 8Cy + 4C2)(1 + 2C1 )q1 + t(—3

4+ 2C0)q} + 2Chan + 6Cheg — 4C2eq — 4C%€q + ko 4 2C1 ((—3 4 2Co) oy + 2Chas
€1 + k) 4 p2(6 + 15t + 24tq) — 12t¢% + 12tqo + 16C3E(t + 2tCy + tqy — o)

4+ 200(—=2 — 17t 4 8tC? — 20tqy + 4tq? — 4tqy — 2C1 (2 + 15t + 4tqy + 4tqe — 4oy

— o) + dag + 12¢9) — 8CF(3t + 2¢1) + 4k + 2C1 (6 + 9t + 12tq) + 12tge — 120

— dey + 4k9))) + t(—4(3 — 8Co + 4C2)p2(1 4 2C) — q1) — 2tq1 (3t + 3tq1 + 8tCqy

— 12tqo — 4tC3(—1 + 3q1 + 4qo) — 8C1e1 — 2ky + Co(—2tq + 4(—2t + 8tqo + 209
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({®, 2})5
({®, 2})a3

({2, 2})z

I m + + +

o+ o+ o+

+ o+ 4+ o+

57

k2))) + pa(3t — 6q1 + 15tqy — 18tq; — 12tqs + 12tq1go + 16C} (tqr — eo) + 4CF (¢
6tq? — 4tqy + q1(—2 — 3t + 4tqe) + 200 + 201 (t + 4tqr — Atqe + 201 + 2as)
8eo) — 8C%eq + 201 (3t — 12tqe + 6ay — 261 + 4q1 (3t + 2¢1) — 4ko) — ko

dqrky — 4Co(2t — 12tq? — 8tqo — avg + 3eg 4+ 4C%e1 + 201 (2t + 8tqy — 8tqa

4oy — ag + €1 — 2ka) — 2ka + q1(—4 + Tt + 8tgz + dag + 2k2)))))

0
2+t+ (2 + 401)])1 — 4dpy — 2tq1 + 4tCoq1 — 4tqo
4t

(15t + 6p1 + 27tpy — 18p? — 12tpy + 12p1py — 6tqr — 212y

1
- 813(—=3 + 2C))
24tpiq1 — 12pTq1 + 12tpaqy — 18t7¢5 — 12tp1g7 — 36t°q + 12tp1go + 12¢%q1go

16tC3 (tq1 — €o) + 4C2(2tC1(t + 4p1 — 4py + 4tqy — 4tqe + 201 + 2a0) + 4p1 (¢
tqr — €0) + t(t + 4pa(—1 + q1) — 6tq? — 4tqe + q1(—2 — 15t + 4tqo) + 202 + 8¢q))
8CZ(tey + p1(3t + 2€1)) — Atk + Ap1ky + 4tqrks — 2Co(—2p3 (3 + 2q1) + p1(2

21t + dpy + 20tqy — Atq? + Atgs — Ao — 12¢0) + 8tC2(—py + €1) + 2C (—6p3
p1(2 4 19t 4 4dps + 4tqy + 4tga — 4oy — dag) + 2t(2t — 8py + 8tqy — 8tqe

day — ag + €1 — 2kg)) — 2t(—4t — 8pa(—1 4 q1) + 12t¢? + 12tge + a2 — 3€g

q1(4 + 17t — 8tgy — 4ag — 2ka) + 2ko)) + 2C1 (—18p7 + (3t — 12py — 12tgs + 6y
2e1 + 4q1 (3t + 2€1) — 4ko) + p1(6 + 21t + 12py + 12tqy + 12tqo — 1201 — 4e;

4kz)))

1

0

p2

72 +t+ (2 + 401)])1 — 4py — 2tq + 4tCoq1 — 4tqo
4t

0

—1

0

0

B 2+t+ (2 + 401)])1 — 4py — 2tqy + 4tCoq1 — 4tqo
4t

1

24tp1q1 — 12pTq1 + 12tpaqr — 18t°¢F — 12tp1qf — 36t°qy + 12tp1ga + 126°q1 g2
1603 (tq1 — €0) + 4CE(2tC (t + 4py — dpy + 4tqy — 4tge + 20 + 2az) + 4p; (t
tqr — €0) + t(t + 4pa(—1 + q1) — 6tqi — 4tgs + q1(—2 — 15t + 4tqa) + 202 + 8ep))
8CT (ter + p1(3t + 261)) — 4dtka + 4p1ka + dtqiks — 2Co(—2p3 (3 + 2q1) + p1 (2
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4+ 21t + 4po + 20tqy — 4tq? + dtgy — 4oy — 12¢q) + StCE(—p1 + €1) + 2C1 (—6p?

+ p1(24 19t + 4dpe + 4tqy + 4tge — 4o — dag) + 26(2t — 8pa + 8tqr — 8tga + 4oy

— g+ ey — 2kg)) — 2t(—4t — 8pa(—1 4+ q1) + 12t¢? + 12tqo + az — 3eg + q1 (4 + 17t

—  8tqy — 4ag — 2ko) + 2k)) + 201 (—18p3 + t(3t — 12py — 12tqo + 601 — 2€;

4+ 4q1(3t + 2€1) — 4ko) + p1(6 + 21t + 12py + 12tqy + 12tqe — 120 — 4eg + 4k3)))
{0, 0}y = 1

0
{(I)’CP} 251 =0
0
0

{2.0})5 = -1

—
“Pe*
LSy
—
|
N
Il
(@) (e} (an) (@) o — (@) (@) o (@)

Assim, podemos calcular computacionalmente os parénteses de Dirac (5.33)
usando os elementos da matriz ({®, ®})~! acima, as expressoes (5.55) e (5.56), além
do conjunto de vinculos ® = (71, 7a, @1, 2, 11, 102) = 0 para eliminar as coordenadas
G2, P2, A1, A2, T € mo. Desta forma, as equacoes de movimento sao:

g1~ {q, Ho}” = 1(-0001&11 —2C1q1p1 — (1 — ap — a2)q1 + 47 (Cot + 2p1) + n Cs
- eoco> (5.57)
p1~{p, Ho}? = 1(000175}91 — 2Cotq1p1 + (1 — ag — az)p1 + p1(C1 — 2q1) + (Crex
- Coa2)t> (5.58)
G ~ {q2, Ho}" = 21? <01(1 +2C1)pt + qt(2(1 — Co)prt + Co(1 — 2Co)t?)

+ pl(C()Cl(l + 201)t — (1 + 201)0&0 — Qg — 201(051 + 052) + 20060)
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+ q(=2(1+ Cp? + Co(2C — 1)C1t% + 2p1 (1 — (Co + C1)E) + t(—1

— 200(0[0 — 1) + g + ag — 20161)) + t[Co(—Ozg + (200 — 1)60) + 201261

+ Ci(a1 —2Cy(a1 + a2) + €1)]

" (3 — 2/232 — b6ag + Co(4a0 . 2) — b6ag + 40161)
2Cy— 3
(5.59
P2~ {p2, Ho}’ = 0 (5.60
7'1'1 ~ {7T1,H0}D =0 (5.61
7y~ {my, Ho}P? = 0 (5.62

O sistema para g; e p; é o mesmo sistema canonico obtido a partir da Hamiltoni-
ana do modelo PIII-PV simétrico. Desta forma, nés conectamos o modelo 4-bdsons

com o modelo PIII-PV simétrico.

5.5 Parénteses de Dirac para solugao (ii) da ta-
bela 5.1

Nesta segao, usaremos os coeficientes da solugao (ii) da tabela 5.1 para obter as
equagoes de movimento do modelo. Substituindo estes coeficientes nos ansatz (5.53)-
(5.54), temos

1
$1 = @-5=0
1 2+ ko — ko — 3 Co(209 — 1) +2C
b = prt(E—CoCn) 4 + ko — ko — 3(ap + @) + Co(2a9 — 1) + 2C1€
4 2Cy —3
1 2C1 +1
+ q1(<00 >t+p1> — w =0
2 2
sendo os parametros dos modelos 4-bdsons e PIII-PV simétrico relacionados por
1
k‘l = 40 6 (3 —+ 2(1 + 6(0&1 + 61))01 — 80001(0[1 -+ 062) — 12(042 -+ 60)00
) —
A(Co+ C) (ks — ko) + 8C2e) + 801261) (5.63)
El _ (200 — 1)(1 + 2ky — 2/;'2) — 8Chan + 8C € (564)
4Cy — 6

Para os vinculos ¢; = 0 que estamos considerando nesta secao, os vinculos ¢; = 0
terao a seguinte forma explicita:

11 5 1—2C) — 4ka + 8Cha — 8C1e; + 4k
b = _]2_]91Q1+ P2 +@+ 0 2 02 1€1 2
2t t 2 t (12 — 8Cy)

+ X=0
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(G

+

(14+2C)p? p3 1 D1 o 1 1 (1+2C)p
S EAPUA P2 (Cy(1420,) — 2L I Sl M) 4
At o¢ T (G111 +2C0) =) +p2(3 + 2t

1 1 1 1

(5 = Co)a) + (=5 = C)p1 = p2 +1(5 = Co)ar)az + m(

40860 + 203(0[2 + 201(*1 + a1 + 012) + 460) —Cie1 + 601261 — 00(2]{32 — a9 + 3¢

_ 1 1

4C%e) 4+ 201 (-3 + 4 3 2k 1420+ —-—(1—k
i€1+2C1(=3 + 4oy + 30z + e1)) + 2k2) + pr(S(1+ 1)+t(_6+400)( 2

40360 + Co(—l + 2009 + Cl(—2 + 401 + 4052) + 660) — 401261 — 201(—1 + ko + 3oy

- - 1
€1 — ko) + k2)) + Ch(gt(—l +2CH) + (14 Co+ Cy)p1

24+ 203 + k9 — 4C1e1 — EQ + Co(*f) — 2ko + 49 + 2];52)
—6 +4C)

—1+4+ ko +3C1i1

2
b1
o) M

Os elementos da matrix ({®,®})~* serdo:

({e. 2} = 0
1
o,V = 2(—3 4 2Co)p3(1 4+ 8C? + C1(6 — 12¢2) — 6¢2 — 2q1(1
+ 2(]2)) + t(2 + 3t + 4C1 + 6tC1 + 4ko + 8C1ko — 12py — 24C1po — 4qn
+  15tq1 + 24tCrqq + 4kogr + 12pogr — 6tq% — 4qo — 18tgy — 8C1qo — 36tC1q2

—  8kaqz — 16C1k2q2 + 24p2qa + 48C1p2qe + 16q192 — 18tq192 — 48tC1G1¢2

+  8kaqiqz — 24p2qiqe + 36tq3qe + 24tqs + 48tChq5 — 24tq1qs + 12C1ay

—  24C1qan + 16C3(2tq; + qu(t — 2tgz) + (=1 + 2q2)eq) + 4CF (6tq7 (—3 + 2¢2)
dpa(1+2C1 — q1) (=1 +2g2) — q1(—1+2q2) (=2 + t(=3 + 8C1 + 4¢2))
(=14 2¢2)(t(1 +2C1)(—1 4+ 4q2) — 2(ag + 2C1 (a1 + a2) + 4€p))) — 4Cheq
— 8C%e; — 16C1qre1 + 8C1qaer + 16C2qaer — 32C 1 q1qae1 — 4k — 8C1 ko

— Aqiky + 8qoka + 16C1g2ks — 8q1q2ka + 4Co(—1 — 2t + 8pa + 3q1 — Ttqy

—  8paqu + 10tq; + 22 + 12tq2 — 16p2gz — 10q1q2 + 6tqraz + 16p2qian

—  24tqiqo — 16tq5 + 16tq1a3 — 2k (1 + g1 — 2q2 + 2q1¢2) + a2 + dqro

—  2qo00 + 8q1qa0ry — 3eg + 6gacn + 4CE(—1 + 2g)er + 201 (—1 + 2¢2)(1

+ 2t + 2ky — 8po + 8tqr — Stqo + 4oy — g + €1 — 2ka) + 2k + 2q1 ko

—  Adqgoko + 4q1qaks)) + p1(8 + 3t + 4ky — 36py + 48tq1 + 12t¢7 — 8qa — 18tqy
4+ 8kogo — 24paqe — 48tqiqe + 24tq3qe — 24tq3 + 16C2(t(1 + 3q1 + C1(2

+ 4q1 —4q2) — 2q2 — 2q1G2) + €0 + 2q2€0) — 2Co(2 + 13t — 12po + 52tqy

+  4tqi — 4g2 — 30tg2 — 8p2ge — 40tqigo + Stqi gz — 8tqs + 8tCT(—1 + 2¢9)

— 201(—2 — 11t — 36tq; + 8tq3 + 4pa(3 + 2q2) — 4oy + qo(4 + 26t + 8tqy

— 8ay — 8ag) — 4ag) + dag + 8qace + 12¢g + 24q2€p) + 8012(—315 + 6tqo

+  2e1 + 4qoer) — 4koy — 8qoky — 201 (—8 + 3t + 36pa — 36tqL + Sqo + 6tge
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+ 24pago + 24tqiqe + 24tqs — 4ka(1 + 2q2) — 120 — 24qocy — 4e; — Sqoey
+ (44 8p)ks)))
1
o N = — — (—2(=34+20)p*(3+6C, +2 —4 + 21t + 4k
({®,2})13 8t(—3+200)( (=34 2C))p1(3 + 6C1 + 2q1) + p1(—4 + 21t + 4k

— 12py — 24tqy + 12tq} — 12tqy — 16C3(t + 2tCy + tqy — €0) — 2Co(—2 — 5t

+  8tC? — dpy — 20tqy + 4tq3 — Atqy — 207 (2 + 4dpy + (3 + 4q1 + 4q) — 4y

— dow) +4dag + 12¢q) + 8CF (3t + 2€1) + C1(—8 + 54t + 8ky — 24py — 24tqy

—  24tqe + 240y + 8€1 — 8kg) — 4kg) + t(—2 — 3t — 4k + 36p2 + 8q1 — 2Ttqy
4koqy — 12paqr + 18tq3 + 12tqo — 12tqiqe — 16C3 (tq1 — €0) — 4C3(t + 4pa(—1
@) — 2q1 + tqr — 6tq} — dtqa + 4tquaa + 202 + 2C1 (t — dpa + At — dtgy

201 + 200) + 8eg) + 8C%e; — 2C1(2 + 3t + 4ky — 12po + 12tq — 12tqo + 60y
2¢1 + 8qre1 — 4ko) + 4k — Aqrke + 4Co(1 + 2t — 12pg — 2ka(—1 + q1) — 5qa
15tq1 + 8paq1 — 12t(ﬁ — 8tgo + 8tqiqo — g + 4gias + 3 + 4C1261 +2C4(1

2t + 2ko — 8po + 8tqy — 8tqo + day — g + €1 — 2];:2) — 2]232 + 2(]1];:2)))
1 2+1—2(142C1)p1 — 4p2 + 2tqr — 4tCoq1 — 4tqo

4 4t

L = 0

)
)

{<I>7 @})761 = -1
)

+ o+ o+ 4+ o+

=
w
|

o = 16t2(—;+ 2Co) (—2(=3 +2Co)pi(1 + 8CT + C1(6 — 12¢2) — 62 — 2q1 (1 + 2¢2))

— (243t +4C, + 6tC1 + 4ky + 8C1ko — 12py — 24C1py — 4q1 + 15tq; + 24tChqq
dkaqr + 12paqr — 6tq} — 4ga — 18tga — 8C1q2 — 36tC1q2 — 8kaga — 16C1 kago
24poqe + 48C1p2qo + 16g1q2 — 18tqrge — 48tC1q1q2 + 8kagiqe — 24paqiqo + 36tq%q2
24tq3 + 48tC1 g5 — 24tq1q3 + 12C1a) — 24C 1 qaay + 16C3(2tq3 + qu (¢

2tqa) + (—1 4 2q2)€0) + 4C2(6tq3 (=3 + 2g2) + 4pa(1 +2C1 — q1)(—1

2¢2) — q1(=1+2q2)(=2 + (=3 + 8C1 + 4g2)) + (=1 + 2¢2)(¢(1 + 2C4)

(=14 4q2) — 2(ap + 201 (a1 + az) + 4€y))) — 4C1e; — 8C2e; — 16C 1 q1 €

8C1g2€1 + 16CTgoer — 32C1q1q2e1 — 4ka — 8C1 ko — dqiks + 8qoks

16C1goks — 8q1g2ka + 4Co(—1 — 2t + 8psy + 3q1 — Ttq1 — 8paqr + 10tg]

2g2 + 12tgs — 16pago — 10g1g2 + 6tq1g2 + 16paqiqo — 24tq2qs — 16tq2

o+ o+

+

+ o+ 4+ o+

16tq1q5 — 2ka(1 + q1 — 2g2 + 2q192) + @2 + dqras — 2q202 + 81 G202

—  3ep + 6qoeg +4C3H(—1 + 2g2)e1 + 201 (=1 + 2¢2) (1 + 2t + 2ky — 8py + 8tqy
— 8lgy +4an — ag + €1 — 2ko) + 2ko + 2q1k2 — 4goko + 4q1gak2)) + p1(—8

— 3t — 4ky + 36py — 48tq) — 12tq + 8qo + 18tqy — Skaqa + 24paqe + 48tq1qe
—  24tqiqe + 24tq5 — 16CF(H(1 + C1(2 + 41 — 4g2) + 1(3 — 2¢2) — 22) + €0
4+ 2q2€0) + 2C0(2 + 13t — 12py + 52tqy + 4tqs — 4qo — 30tqe — Spaga — 40tq1¢o
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+  8tgiqo — 8tqs + S8tC3(—1 4 2q2) — 2C1 (=2 — 11t — 36tq1 + Stg3 + 4p2(3 + 2g2)
— Aoy + qa(4 + 26t + 8tq1 — 8a — 8ag) — 4ave) + dag + 8qaay + 12€0 + 24q2¢€))
—  8C3(—3t + 21 + qo(6t + 4e1)) + 4k + 8qoka + 2C1 (=8 + 3t 4 36py — 36tqy

+  8qo + 6tgo + 24paga + 24tqiq + 24tq5 — dka(1 + 2¢2) — 1201 — 24gea; — 46y
— 8quer + (4 + 8q2)k2)))

({2, 2}y = 0
24t—2 (1 + 201)]?1 — 4dpy + 2tq1 — 4tCoq1 — 4tqo
4t

-1 1-2¢
24 o

1
1 2
31 St(—3 + 200)( ( 0)p1( ! Q1> pl( 2 P2

+ 24tqy — 12tq} + 12tqe + 16C2(t + 2tCy + tqy — €0) + 2Co(—2 — 5t + 8tC3

— 4py — 20tq + 4tq% —4tqe — 2C1(2 4+ 4pa + t(3 + 4q1 + 4q2) — 4ag — 4a)

4+ dag 4 12¢) — 8C2(3t + 2€1) + 4ko + C1(8 — 54t — 8ky + 24py + 24tqy + 24tqy
— 240y — 8ey + 8ka)) + t(2 + 3t + 4ko — 36p2 — 8q1 + 2Ttqr — 4kaqy + 12paqy

— 18tq} — 12tqo + 12tqigs + 16C3 (tqr — €0) + 4Ca (¢t + 4pa(—1 + 1) — 2q1 + tar
— 6tq% — 4tqo + 4tq1q2 + 2a0 4+ 2C (t — 4pg + 4tqr — 4tqa + 21 + 2a9) + 8¢p)

— 8C%e; 4 201 (2 4 3t + 4ky — 12py + 12tq1 — 12tqo + 601 — 261 + 8qreq — 4ko)
— ko + 4Aq1ko — 4CH(1 + 2t — 12py — 2ka (=1 4 1) — 5q1 + 15tq1 + 8paqr — 12t¢?
—  8tqo 4 8tqiqo — a0 + Aqrag + 3eg + 4C3e; + 2C1 (1 4 2t 4 2ky — 8py + Stqy

— 8tqy +4aq — g + €1 — 2k2) — 2k + 2q1k2)))
1 —2 —t+ (2+4C1) p1 + 4ps — 2tqy + 4tCoqy + 4tqe
L =
4t

. —2 —t+ (2+4Cy) p1 + 4ps — 2tqy + 4tCoq1 + 4tqa
L 4t

1 2(12 —1

2 2

—
e
LSy
—
=
Cﬂ!—‘
Il
(@} (@) (e} —
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1
T =
—1

5 =
-1

3 =
-1

{®, ®});
5
5
54
5
5

( )
({®, ®})
({®,@})
({®,2})
({®,2})
({®,2})
({®, ®})
( )
( )
( )
( )
( )

-1
5 =
-1

6 =
-1
=
-1

5 =
-1

6
{®,®})s
63
6
6

{0, 2}
{®, 0}
{®, 0}
{®, 0}

-1

. =
-1

5 =
-1
66

|
—_

O O O O o = O o o o

Assim, podemos calcular computacionalmente os parénteses de Dirac (5.33)

usando os elementos da matriz ({®, ®})~! acima, as expressoes (5.63) e (5.64), além

do conjunto de vinculos ® = (71, 7a, @1, ¢2, 11, 102) = 0 para eliminar as coordenadas

G2, P2, A1, Mg, m € mo. Desta forma, as equacoes de movimento sao:

Q1 =~ {Q1’ HO}D

PR {p17 HO}D

Go ~ {qQ,HO}D
P2 ~ {pQ,HO}D

1~ {m1, Ho}P

7"('2 ~ {71'2, Ho}D

+ +

1
n (—C()Clt(h —2C1q1p1 — (1 —ag — Oég)Q1 + q%(C()t + 2p1) + a1y

6000> (5.65)
1

n (Cocltpl —200tqip1 + (1 — ap — a2)p1 + pi(C1 — 2q1) + (Cre
Coag)t> (5.66)
0 (5.67)

%t(—t +2p1 + 2(—(p1 — ta1) (2p1qr + o + az) + 2tCH(H(C1 — @)

€0) + Co(—t(—2C7p1 + q1(—tqr + 2p1 (1 + @1) + 2a0) + a2 + C1(—p1
tqr +2(—=1+ a1 + az))) — (t — 2p1)eg) + 2C2(p? + ter) + C1(p3(1

2q1) = 2p1(—1+tq1 + ap + a1 + a2) + t(a1 + €1 — 2q1€1)))) (5.68)
0 (5.69)

0 (5.70)

O sistema para g; e p; é o mesmo sistema canonico obtido a partir da Hamiltoni-

ana do modelo PITI-PV simétrico. Assim, verificamos o segundo sistema de vinculos

que conecta o modelo 4-bésons com o modelo PIII-PV simétrico.



Capitulo 6

Um método para resolver
equacoes diferenciais nao-lineares
em D dimensoes: uma aplicacao

ao modelo \¢*.

6.1 Introducao

Nos tltimos anos tem havido um grande interesse no desenvolvimento de técnicas
que permitem obter solugoes de equacoes diferenciais sem a necessidade de outras
propriedades da equagao (por exemplo [43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53,
54, 30, 55, 56, 57, 58, 59]). Em [30], foi proposto o método das multiplas fungoes
exponenciais para encontrar solugoes de EDPs sem a necessidade de reduzir o modelo
a uma dimensao. Embora este método seja poderoso, ele possui um grande niimero
de parametros a ser determinado que costuma inviabilizar o uso do método para
certos modelos.

Neste capitulo, apresentaremos um algoritmo mais simples utilizando aproxi-
mantes de Padé e aplicaremos ele & equacao do modelo A\¢* com m # 0. Existem
varios artigos generalizando os aproximantes de Padé para fungoes de varias variaveis
(60, 61, 62, 63, 64, 65, 66]. Aqui, focaremos nos aproximantes de Padé homogéneos,
introduzidos em [62] (ver também [65]).

O modelo \¢* é um dos modelos escalares mais simples em teoria de campos e

¢ definido pela densidade lagrangiana
1 m? A
L= 0,00 — —¢* — ~¢* 6.1
502006 — —-¢% — o', (6.1)
sendo que estamos usando a métrica n = (— + ++) e a notacdo em que indices

64
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repetidos sao somados. A equagao de Euler-Lagrange, isto é

oL oL _ 0
“00,0 O
aplicada em (6.1) da origem a equagao
—02¢ + V2 +m2p + \¢* = 0. (6.2)

Solucoes estaticas para o modelo A\¢* em duas dimensoes j4 foram obtidas em
[67] e [68]. Aqui, obteremos algumas solugoes para a equagao (6.2) representando
uma onda viajante e o espalhamento entre duas ondas viajantes num espaco de 4
dimensoes. Na secao 6.2, faremos uma introducao ao método dos aproximantes de
Padé homogéneos para varias variaveis e apresentaremos uma nova abordagem para

se resolver EDPs. A secao 6.3 serd dedicada ao modelo \g?.

6.2 O método

6.2.1 Aproximantes de Padé homogéneos para varias variaveis

Considere uma funcao f(z) = f(z1,..., 2p) regular na origem e com uma expansao

de Taylor em z = 0 dada por

[e%¢) [o’<IINNe's) 0 D
_ J Jd
F2)=> =" s | 2
J=0 71=052=0 7p=0 d=1

Os aproximantes de Padé homogéneos para varias variaveis consistem em rear-
ranjar os coeficientes da expansao de Taylor de modo que possamos usar appro-
ximantes de Padé em uma dimensdo. Assim, através do mapeamento z — £z, a

expansao de Taylor pode ser rearranjada como

L+M

f(€z) = an(2)¢" + O

n=0
onde

. D-2 ;
n n—jJ ”*Zr:1 Jr

D—-1 b1
_ Jd n_ZTZE Jr
(@)=Y >~ Y €1 g2ip—1m— L5 G (H “d )zD
d=1

J1=0 52=0 Jp-1=0

Este arranjo dos termos nos permite calcular os aproximantes de Padé para f(£z)

usando o parametro ¢ como variavel, isto é

_ Ba§) Zf:opj(z)ﬁj
L/Ma(8) = Qzn(€) 1+ Zj\il qj(z)ﬁ’j7
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onde os coeficientes p;(z) e ¢;(z) sao determinados tal que os aproximantes de Padé
concordem com f(£z) até o grau L + M, isto é, f(£z) = [L/M],(§) + O(EFTM+L),
Para isso, precisamos resolver o sistema de equagoes

Z a,(z)qs(z) — pj(z) = 0, j=0,1,..., L+ M.

r4+s=j

Este sistema pode ser facilmente resolvido por um programa de computacao

simbdlica. Por fim, os aproximantes de Padé homogéneos para f(z) sdao obtidos

fazendo f(z) = f(£z)

g=1
6.2.2 O ansatz funcional

Considere agora um sistema de N, equacoes e N, campos em um espaco de D

dimensoes, isto é
Ek($a7¢i,aa¢i,...;80) :Oa k= ]-a"'aNev

sendo Sy o espaco formado pelo produto cartesiano do conjunto dos parametros do
sistema. Os indices p e ¢ no dominio de Ej, significam que este sistema depende
de todas as dimensoes e todos os campos. Suponha que pelo menos uma solugao
deste sistema possa ser expressa como um funcional de um conjunto de funcoes

p=(p1,.... pn,), isto é

6i(x%) = ilp1, s P, ), i=1,..,N,
onde p, = pp(2z®) para k = 1,...,N,. Além disso, suponha que a derivada de todo

pr seja conhecida em termos de p, isto é
Oapre = Far(p1, - PN, S1), w=1,..,D, k=1,..,N,, (6.3)

sendo &7 o espago formado pelo produto cartesiano do conjunto de parametros in-
troduzidos por p. A escolha de p serd o primeiro ansatz do algoritmo e gera a

transformacao
Ek(xaa ¢iaaa¢ia aSO) = E‘k(pkaqglyaka)w 780 X Sl) = 07 k= 17 seey N67 (64)

onde Ej, sera polinomial ou racional em py, ¢; e suas derivadas. Agora, o sistema
(6.4) pode ser trabalhado como um sistema em N, dimensoes. Se pelo menos uma
solucao particular para o conjunto de campos ¢; for regular na origem, entao pode-

mos considerar uma expansao de Taylor em varias variaveis em p = 0, isto é

o0 o0 [e.9] N,

Gi(p) =D D Cigigoin,

P
71=0 j2=0 ijZO d=1

ol i=1,...,N, (6.5)
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sendo Cijy gy, v, = Cijrjarin, (S0 X S1). Observe que a expansao (6.5) pode ser
dramaticamente alterada devido alguma combinagao entre os parametros no espago
formado por Sy x §;. Portanto, para obter solucoes particulares, podemos considerar
conjuntos de vinculos sobre os parametros, isto é 1; = 1;(Sp x S1) = 0, atuando
sobre p e Ek(pk, bi, Oy, ...; So X S1) = 0. Quando os vinculos ¢ s@o considerados, a
notacdo p = ply—o serd empregada.

Vamos chamar de S o espago formado pelo produto cartesiano de todos coe-

ficientes indeterminados ¢;.j, j, e definir § = § x &1 x Sy. Agora, podemos

"'7ij
usar aproximantes de Padé homogéneos para vérias varidveis em ¢;(p). Mapeando

p — &p, podemos rearranjar a expansao (6.5) como

Li+M;
f Li+M;+1 .
bilep) = Y ainlp)€" + OEMHY), =1 N,
n=0
n n—ji e g Np—1 =
. 7" 1 -]T
al” Z Z Z C,]17.727 SJNp—1,n— ZT 1 j (H >
J1=0 j2=0 Inp—1=0

Assim, podemos calcular um aproximante de Padé usando o parametro £ como

vriavel afim de obter uma aproximacao da solucao, isto é

5 P,1.(§S) Lit+Mi+1

Qﬁlé_p — P>y T +O§z+ it ) 6.6

= Gies) O o0

Por fim, podemos usar o segundo ansatz. Vamos assumir que haja um subcon-

junto Scs , tal que a expressao (6.6) gere uma solugao exata quando & = 1, isto
é .
in P, i g; S

LI

Qp,Mi (E? S) £=1

Esta idéia foi usada em [59]para um caso mais simples quando D = N, = N, =1

(6.7)

e p1 = z (onde z era a tunica variavel do modelo). Afim de determinar S, vamos
substituir (6.7) em (6.4). Isto gera

Ek(ﬂk,ﬂguamgi, 5 So X 8p) = B—(S; =0,
k
n n—ji n— Zivp12j'r N,—1 -
: 5 D r= Jr
Ekn S Z Z Z -Ek;;jl7]‘2,,,,,1']\”)717 r l ] <H p )pr 1 .
J1=0 j2=0 JNp—1=0 g

(6.8)
onde A é determinado pelas escolhas de L;, M;, do conjunto p e da equacao diferencial

em consideracao. Portanto, para determinarmos todos os elementos de S, precisamos
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resolver o seguinte sistema de equagoes algébricas:

0

-1

Erijrorin, () =0,  k=1,..Noy, n=0,..A j=0..n-> j (69)
r=1

Dy(S)#0, k=1,..,N, (6.9b)

Para a resolugao de (6.9a) pode ser necessario um grande poder computacional
dependendo do modelo, mas este sistema algébrico serd menor do que o sistema que

teriamos obtido usando o método das multiplas fung¢oes exponenciais [30].

6.3 Uma aplicacao ao modelo \¢* em 4 dimensoes

Nesta secao, aplicaremos o algoritmo apresentado na secao 6.2.2 para o modelo A\¢?,
isto é
—02¢+ V20 +m?p + \¢® =0, (6.10)

usando dois ansatz funcionais diferente:

(@) ¢(ng‘) = gg(pl)’ L= eilkr otk 1otk 2y+k1 32) (6.11)

(1) ¢(a®) = P(p1, po),  pr = eFrotthianthioythis: =) — eilkaottharrthazythes?)

(6.12)

Por simplicidade, usaremos a notacao kj = (kj1, k;2, kj3), sendo ki .k; = k; 1k, 1+
ki,ij,Q -+ k‘@gkj,g.

6.3.1 Ansatz (i)

Primeiramente, considere o ansatz (i) em (6.11). Obviamente, este conjunto para p

satisfaz a condigao (6.3), ou seja
Orp1 = tk1pp1, Opp1 = 1k1,1p1, Oyp1 = ik12p1, 0.p1 = ik13p1,
e da origem a equagao
E(pr,6,00,0,0% 6:Sox S1) = (kLo — ki) (0102 ¢+ p10p, &) +m*d+ A = 0. (6.13)

~ T ;0 [’ Vi s .
Calculando a expansao de Taylor para ¢, isto é ¢ = ) j—0 CjpP1, VEmOs que a scrie

pode comecar com ¢y = 0 ou ¢y = %, sendo 4 = +1. Sem a imposicao de um
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vinculo 1 sobre os parametros, esta expansao ird truncar e dara origem as seguintes

solugoes triviais:
~dum

¢:0 € (b_\/X

Entretanto, uma escolha conveniente para 1 nos leva a uma expansao mais in-

po==+1. (6.14)

teressante. Se for imposto que
V=—kis+ki’—m*=0 (6.15)

sobre a equacdo (6.13) e as constantes de p por meio da eliminacdo de kj, nos

ficamos com
—m*(p102,6 + p105,0) + m*$ + Ao =0, (6.16)

—_ 1 2_ 02 ~ 7
sendo py = WV (k" —mA)itkiiztkiaytkisz) o ) — 41, Desta forma, a expansao de ¢

com ¢y = 0 possuird a forma

6= ( )£+( gt ‘3)53 (CW ‘5>55+< i —7)57 £0 (6.17)
C m .
171 8m 6amt” 512ms”

enquanto que a expansao com ¢y = ’\“/T)\f permanecerd sendo truncada no termo

constante, ou seja ¢ = %
Usando o aproximante de Padé [1/1],,)(£)|¢=1 da expansao (6.17), temos que o

ansatz (6.7) serd igual a

~

¢ = cip, (6.18)
cuja substitui¢do em (6.20) nos leva a condigao:

El;g(S) = C?)\ = O,
Dy(S) = 1#0.

Aqui, podemos ver que a condigao para que (6.18) seja uma solugao de (6.16) é
c1 = 0 ou A = 0, que representa uma solucao de vacuo e o limite da equacao de
Klein-Gordon respectivamente. Agora, vamos considerar os aproximantes de Padé
12/2](p1)(€)|e=1- Neste caso, o ansatz (6.7) gera

8017712/31

¢ = (6.19)

— AP
Substituindo (6.19) em (6.16), podemos checar que a expressao (6.19) ja é uma
solugao exata sem a necessidade de condigoes extras. Nés também obtemos (6.19)

se usamos os ansatzes [3/3](p,)(§)le=1, [4/4](p1)(§)le=1 0w [5/5](p1) (§)]e=1-
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Agora, considere o vinculo
= —kio+ki* +2m° = 0.
Eliminando k; o, a equagao (6.13) fica com a forma
m*(0103,6 + P10, 8) + m*é + 1§ =0, (6.20)

— 1 2 2 . ’
sendo p; = !V KT H2mA)itkiazthiey+ki32) para p = 41. Usando este vinculo sobre
os parametros, a expansao de ¢ quando ¢y = 0 trunca no termo constante, enquanto

que a expansao com ¢y = % possui a forma

b= e (PP )e - (e (B ) mo
(6.21)

Usando os aproximantes de Padé [1/1](,,)(§)le=1 € [2/2](1)(§)|¢=1 da expansao

(6.21), o ansatz (6.7) da origem a

&= /10l = jﬁgﬁﬁ;ﬁﬁzy (6.22)

v B Aey VM2 py + ip(4m?® — Cl)‘mpl)
¢ =12/2]p)(E)le=1 = VA@AM? + N (623

Ambos (6.22) e (6.23) sao solugoes exatas sem que seja necessario nenhuma condigao
extra sobre o espago de constantes S. A solucao (6.23) também é obtida se consi-
deramos o3 ansatzes [3/3]u)()le-ts [4/41i)(€)lect 01 [5/5](pn (©)lecr.

6.3.2 Ansatz (ii)

Agora, considere o ansatz (ii) em (6.12). Obviamente, este conjunto de fungoes para

p também satisfaz a condigao (6.3), ou seja

Opr = tkipp1, Opp1 = ik1,1p1, Oyp1 = k1201, 0.p1 = ki 3p1,
Opa = tka o po, Opp2 = ka1 p2, Oypa = 1k 2p2, 0.p2 = 1tk 3p2,

e dard origem a equacao

E(ﬂlap%éa ) 780 X Sl)

(k1o — ka*) (0107, 6 + p10,,0) + (k3 — k2®) (302,0
+ 020,0) + 2(k10k0 — K1.Ka)p1p20,, 0, + M0
+ A®=0. (6.24)
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Sem que seja imposto nenhum vinculo sobre os parametros do ansatz (6.12), a
equagao (6.24) possuira apenas as solugdes triviais (6.14). No entanto, se impuser-
mos o vinculo

V1= —kig+ki?—m?=0 (6.25)

ou
Uy = —kig+ ko’ —m>=0 (6.26)

sobre os parametros, nés obtemos a solugao (6.19) a menos de uma redefinicao das
constantes arbitrarias. Entretanto, se usarmos os vinculos (6.25) e (6.26) sobre os

parametros e eliminarmos k1o € k2, a equagao (6.24) se transforma em

_m2(P%ailé‘i‘plaplé"’ﬂ%agzé‘Fmapg$)+2(/€1,0k2,0—k1-kz)mmapl ap2q3+m2$+)\$3 =0

(6.27)
Observe que nao eliminamos os termos lineares de k; e kg por enquanto afim de
evitar erros com o sinal da raiz quadrada, mas eles serao substituidos no final. A
expansao de Taylor em vérias variaveis de (6.27) é

- At opf +c§1P3)  BA(clgco,1Pip2 + c10¢51P173) \ L5
= (c1,0P p : 2 - — . (6.28
¢ = (c1,001 + co,1p2)§ + ( Fpees> 4k okzo — ke kg — m?) &+ (6.28)

para m 7é Oe 1{3170]{52’0 - kl.k2 - m2 7é 0.
O aproximante de Padé [1/1](,, p,)(€)]¢=1 da expansao (6.28) dé origem ao ansatz

¢ = crop1 + Co,1P2, (6.29)

de modo que as condigoes para que (6.29) seja uma solugao exata sao

Ei0(5) = oA =0,

Ei21(8) = 3¢; gcoa A = 0,

El;LQ(S’) = 301,00871)\ =0,

E1;073(S’) = 08,1)\ =0,
Di(S) = 1#0.

Assim, a unica possibilidade para (6.29) ser uma solu¢ao nao nula de (6.24) serd
no limite de Klein-Gordon, isto ¢ A = 0. Empregando o ansatz [2/2](,, p,)(&)]e=1,

nds obtemos

8m?(—ki koo + k1.ka +m?)(ciop1 + co1p2)
(k1,0k2,0 — kika — m2)(A(cf opi — c10c01P1p2 + ¢§1p5) — 8m?) — 6m2er oco,1 AP1 P2
(6.30)

b=
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Substituindo o ansatz (6.30) em (6.24), obtemos as condigoes

Er41(S) = 64ct gcoiNm? (ki okao — kaka — m?)? (ki ok — ka.ko +m?)
(k1oka0 — k1. kg + 2m?) = 0,
Ei35(8) = =960} o2 A2m? (k1 oka0 — kika — m?)? (ki 0ka0 — ki ko +m?) =0,
Ei5(8) = =96 gch A2m? (k1 oka0 — kika — m?)? (ki oka0 — ki ka +m?) =0,
E14(S) = 64y e Nm?(kyokop — ki ka — m?)? (ki oka — ki ko +m?)
(k1 okao — ki.kg + 2m?) = 0,
Di(S) = [(kiokap — kika — m?)(c] AP} — 10001 D152 + € 1 ADE — 8m?)
—6m*c1 oco,1 Ap1pa]° # 0.
O sistema acima possui quatro solucoes possiveis, isto é: ¢10 =0, ¢cp1 =0, A =0

ou
k170k270 — kl.k2 + m2 = 0. (631)

Podemos ver facilmente que as condigoes ¢ 9 = 0 e ¢p; = 0 geram a mesma solugao
(6.19) a menos de uma redefini¢cao das constantes, enquanto que a condigdo A = 0
gera uma solugao identica a solucdo (6.29). Podemos usar também a condigao (6.31)
e o vinculos (6.25) e (6.26) sobre os parametros para eliminar trés constants, por

exemplo

3
1
/ﬁ,o = 3 [V1k2,1 m? E (kl,j - kQ,j)Q - (k1,3k2,2 - k1,2k2,3)2
ijz k’%j —m? j=2

3
+ Va\/ k22 — m2(z ijkZQJ' - m2)] (632)

j=2

krvo = uVkay® —m? (6.33)

3
1
k’171 = k’271( lﬁ,‘kQ,‘ - m2)
Z?:z kg,j —m? ]2_; Y
3
+ i (k22 — mQ)[mQ Z(kl’j — kQ’j)2 — (1{3173]{32,2 — /{3172]{?2,3)2] (634)

7j=2

sendo v, = 1 e 1, = +1. Portanto, a expressao (6.30) é uma solugao de (6.10) com
pr = ellkrotthiazthioythiaz) 5 — eilkzotthzaztko2ythesz) além das constantes (6.32),
(6.33) e (6.34).

Agora, vamos considerar a equagao (6.24) e o onjunto de fungoes p com os se-

guintes vinculos sobre os parametros:

U1 = —kig+ki®+2m* =0, (6.35)
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vy = —kjo+ ko? +2m? = 0. (6.36)

Se considerdssemos apenas um dos vinculos acima, entao obteriamos a solugao (6.22)
novamente, a menos de uma redefinicao das constantes arbitrarias. No entanto, se
ambas as constantes forem consideradas, entao podemos eliminar os parametros k; o

e ko tal que (6.24) gere

M2 (P02, &-+p10,, &+ pa02, D+ 20, 0)+2(En okz0— K1 K2 ) p1p20), 0y G+ M2+ A* = 0.

(6.37)

Observe que nao substituiremos os termos lineares de ki e ko em (6.37), mas a

substituigao sera feita no final. A expansao de Taylor em vérias variaveis de (6.37)
é

~ium _ _ iV A 0Pt + & 1p3) 3ipumAci 0Co,101P2 9
_ _ : : 0%, . (6.38
i VA Tleroprtco1pa) ( 2m (k1,0k2,0 — k1.ko +m?) St (698)

para m # 0, A\ # 0 e kiokao — ki ko + m? # 0. Os aproximantes de Padé
12/2](p1,p2) (&) e=1 de (6.38) geram o ansatz

~

o = m((k?l,o]fz,o —kqi.ko + m2)(\/X(Ci0ﬁf + 03,1/53 + 4y pcoapr1p2) + 2imp(cropr
+ co1p2)) — 6m2\/XC1,000,1ﬁlﬁ2>/((k1,0k2,0 — kaky +m?)(ipA(ci o0 + ¢5173)

+ Qm\/X(cLoﬁl + C()Jﬁg)) + 6’i[ﬁ)\m2617oco71ﬁ1,52> . (639)
As condigoes para (6.39) se tornar solugoes exatas sao

Ei51(8) = 8¢} gcoi A *m(kiokao — kakz — m?) (k1 okao — kika + m?)?

(k1okao — ki.ka — 2m?) =0
Ero(S) = —96¢tgcg N/2m® (ki okao — ki ka + m?) (K okao — kika — 2m?) =0
Ei33(8) = 166 ocg X2 m(ky ok — ki kz + m?) (ki oka0 — kika — 2m?)

[8m? (k1 okao — ki1.Ka) — 3((k1okao — ki1.kg))? +5m?*] =0
Eyp4(S) = =96} gcs N/ 2m® (k1 oka0 — ki ka + m?) (k1 ok — kq.ka — 2m?)
Er15(8) = 8c106h 1\ m(kiokao — kaka — m?) (k1 koo — ki ka +m?)?

(k1okao — ki.ka — 2m?) =0
Di(S) = [(kiokao — kika +m?)(ipA(ci g ADr + 21 AG3) + 2mV/N(e10p1 + co1p2)
+ 6i,u)\m201700071ﬁ1ﬁ2>] £ 0.

O sistema acima possui as seguintes solucoes: ¢; o =0, ¢cop1 =0e¢

k10kao — ki.ka — 2m?* = 0. (6.40)
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As solugoes ¢1 9 = 0 e ¢p 1 = 0 dao origem a solucao (6.22) a menos de uma redefinicao
das constantes arbitrdrias, enquanto que a solugao (6.40) juntamente com (6.35) e

(6.36) eliminam trés constantes, por exemplo,

3
1
kl,O = [Vlkz,l —2m? (/‘131,‘ - kz,‘)2 - (k1,3k2,2 - k1,2k2,3)2
S22 LK+ 2m? JZ:; T
3
+ 1V k22 + 2m2(z ijkQJ‘ + 2m2)] (641)
j=2
]{3270 = UV k22 + 2m2 (642)
3
1
k = k ky ks i + 2m?
1,1 Z?ZQ ]{,‘SJ n 2m2 |: 271(; 1,525 )

3
+ 140 %] (k22 -+ 2m2)[—2m2 Z(kl’j — k‘g,j)z — (]{3173]{3272 — k172k273)2] (643)

j=2

sendo v, = £1 e vy = £1. Portanto, a expressao (6.39) é uma solugao do modelo
/\(b4 com p; = 62‘(161,015-&-/?1,196-|-k1,2y-&-/€1,32)7 Do = ei(kz,ot-i-kz,1ﬂc+k2,2y+k2,3z), juntamente com
as constantes (6.41), (6.42) e (6.43).

O algoritmo apresentado aqui pode ser usado com aproximantes de Padé maiores
ou diferentes ansatz funcionais, mas nao consideraremos tais casos devido limitacoes

computacionais.



Capitulo 7
Conclusao

Esta tese teve como objetivo o estudo da conexao entre modelos integraveis e as
equagoes de Painlevé. Ao longo do trabalho, nés estendemos o método do trunca-
mento modificado, construimos o método do ansatz de vinculos e apresentamos um
método direto para encontrar solugoes de equacoes diferenciais em D dimensoes.

No capitulo 2, apresentamos o trabalho [23] onde o método do truncamento
modificado foi estendido afim de obtermos transformagoes de Béacklund para a hi-
erarquia de EDPs do modelo mKdV-Liouville. Além disso, encontramos solugoes
para o modelo mKdV diferentes das ja conhecidas na literatura. Nés também es-
tudamos a reducao de auto-similaridade do modelo mKdV-Liouville e resolvemos a
conjectura de Kudryashov para um caso particular da equagao (1.2). No capitulo 3,
apresentamos o trabalho [19] onde foi estudado o modelo misto AKNS-Lund-Regge
estendido. Foi mostrado também que este modelo pode ser reduzido as equagoes
PIV e PV para valores particulares dos parametros.

No capitulo 4, apresentamos um modelo simétrico afim de unificar alguns casos
da equacao PIII e a equacao PV em um unico modelo. A relagao da equacao PIII
com cd # 0 e a equagdo PV com é = 0 é conhecida na literatura [28]; no entanto, o
modelo PIII-PV simétrico do capitulo 4 unifica a equagao PV com ¢ # 0, a equagao
PIIT com b = d = 0, a equacao PIII com c¢d # 0 e a equagdo PV com § = 0 no
mesmo modelo. Diferentemente de um modelo misto, o modelo PIII-PV simétrico
nao possui nenhuma regiao em seu espaco de parametros que nao esteja conectada
com a equacao PIII ou PV.

No capitulo 5, apresentamos o método do ansatz de vinculos. Este método é
capaz de encontrar os vinculos corretos para se reduzir um sistema hamiltoniano a
outro usando a abordagem de Dirac. Usando este método, mostramos que o modelo
integravel de 4-bdsons pode ser reduzido ao modelo PIII-PV simétrico através da

imposigao de dois conjuntos de vinculos diferentes.
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Complementarmente aos tépicos desenvolvidos ao longo da tese, apresentamos
também um algoritmo para encontrar solugoes de equacoes diferenciais em D di-
mensoes no capitulo 6. Tal algoritmo foi apresentado em [29] afim de simplificar
o método das multiplas exponenciais [30]. Por fim, aplicamos esta técnica para
encontrar solucoes exatas do modelo A\¢* em 4 dimensdes.

Ao longo da tese, trabalhamos com uma grande variedade de métodos ma-
tematicos interessantes e que deixaram em aberto a possibilidade de estudos adicio-
nais. Assim, como uma das linhas de continuidade, investigaremos novas abordagens
matematicas nas seguintes linha gerais: obter transformacoes de Backlund, tratar
vinculos canonicos e encontrar solugoes de EDPs. Além disso, estudaremos a co-
nexao entre os modelos 6-bdsons e 8-bdsons com as equagoes de Painlevé usando
o método do ansatz de vinculos. Complementarmente, aplicaremos o método do

ansatz funcional a outros modelos e buscaremos interpretar as solucoes fisicamente.



Apeéendice A
Hierarquia PII

Histéricamente, M.J.Ablowits and H.Segur (em [40]) foram os primeiros a sugerir a
construcao da hierarquia PII. Neste apéndice, nos basearemos na referéncia [41] e
veremos como a hierarquia PII pode ser obtida a partir do modelo mKdV através

de uma reducao por auto-similaridade.

A.1 Hierarquias KdV e mKdV

A hierarquia KdV é um modelo integravel bastante conhecido que possui uma es-
trutura bi-hamiltoniana; ou seja, ha dois parénteses de Poisson que dao origem as
equagoes de movimento. Assim, se u = u(x,t) for o campo da hierarquia KdV e ¢

for o conjunto dos tempos de todas as equagoes, as equacoes de movimento serao

ou
Otont1

= {U(I7t)7 H2n+1}1 - {U(I’, t)7 HQn—1}27 n = 07 ]-7 27
O modelo KdV possui os parénteses de Poisson

{u(z,t),u(y, ) = —0u(z —y)
{u(z,t),uly, )} = —Ooza(r —y) — 2u(®, t)0s(x — y) — us(z,1)d(z — y)

H | = /udy

{U(I, t)? H2n+1}1 = {U(LU, t)a H2n71}27

e a hamiltoniana

Desta forma, da relagao

surge a relagao de recorréncia de Lenard, isto é

O 0 V0Hyi _ 0 0Hyu  OH _

%—I—Zu%—kux ou  Ox odu ou =1

7
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Afim de simplificar a notagao, usaremos L,[z,u] = 5}1;_2,1. Assim, as equacgoes de
movimento da hierarquia do modelo KdV sao dadas por
ou 0
+ —L, 1|z, u] = 0. Al
T 1z, ul (A.1)

As primeiras equacoes da hierarquia podem ser vistas explicitamente na tabela A.1.

Tabela A.1: Hierarquia KdV

n=0 | Ly[z,u] =u Uy, + Uy =0

n=1 | Lofz,u] = uyy + 2u? U, + SUUL + Upgy = O Equacao KdV
2 3

n=2 | Ls[z,u] =ty + 20> + 32 + Sutyy | Uy + Sutgyy + 10UzU, + 20y, + usy =0

A hierarquia mKdV surge da hierarquia KdV através de uma transformacao de
Miura, ou seja
u = 2(v, — v?)

Sob esta transformacao, a relagao de recorréncia de Lenard se torna

<% B 2U> <a_2 + QUQ + 2Ux>£”[$a 2(vz — Ug)] = 2‘Cn—i-l[xa 2(vy — UQ)] (A.2)

Ox? Ox Ox
A equagao de movimento (A.1) com os campos transformados fica
0 ov 0
2 <_ —2 >— Q. ~n , 2V — ) = 0
81’ v 8t2n+1 + 8ZE£ +1[$ (U v )]

Usando (A.2), a equagao acima pode ser reescrita como

O

Assim, as equagoes de movimento da hierarquia mKdV sao dadas por

v o /0
9z \ oz 2(v, —v*)] = A
Otont1 * ox (8:U + 21}) Lz, 2(vy —v7)] =0 (A.3)

Explicitamente, as primeiras equacoes de movimento da hierarquia mKdV sao

2
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Tabela A.2: Hierarquia mKdV

n=0 | Lo[z,2(v, —v?)] =1 vy v, =0

n=1 | Li[z,2(v, — v*)] = 2(v, — v?) | vty — 600, + Vg = 0 (Equagao mKdV)

n=2 | Lo[z,2(vy — v?)] = Vpge — 20045 | Vg, + a%(vmm — 10002 — 10020, + 6v°) =0

+v2 + 3v* — 6v?,

A.2 Reducao a hierarquia PII

Veremos agora que a hierarquia PII é obtida a partir da hierarquia mKdV através

de uma reducao de auto-similaridade dada pelo seguinte lema:
Lema 1. Sob a redugao por auto-similaridade
T w(zy)

Zn = 1 3 U(x7t2n+1) = 1
[(2n + 1)tgpeq]@FD [(2n + 1)tg, 1] @D

L (A4

0s funcionais L;[x,2(v, — v?)] se transformam como

Li[z,2(v, —v?)] = ! Lilzn, 2(w., — w?)]

(249)

[(2n + 1)top41] @D

Demonstragio. A prova segue por inducio. E facil ver que o lema vale para Lo[z, 2(v,—

vH)] e Lq]x,2(v, — v?)], isto é

Lolz,2(v, — 02)] = 1= Lo[zn, 2(ws, — w2)]

L1, 2(0s — %) = 2(vs —0?) = L (w, —w?)
[(2n + 1)top41] @D

- Ll 2w, — u?)]

[(277, + 1)t2n+1] (@nt1)

Agora, supondo que o lema vale para m, usaremos (A.2) para mostrar que vale

também para m + 1, isto é

0 02 0
2y o o o 2
L]z, 2(v, — v7)] /<0x 2v> <8:U2 + QU&E + 2v$> L]z, 2(v, —v®)]dzx
d d2 d Cm [Zna 2(wzn - w2)]
- /<_d — 2w> <_d 5 + 2w—d + 2wzn> Tmia) dzy,
Zn Z5 Zn [(271 + 1)t2n+1] @n+1)
1

= (2m—+2) 'Cm-i-l[zm 2(w2n - w2)]

[(2n + 1)top41] B30
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Encerrando assim nossa demonstracao.

]

Usando o lema acima para fazer uma transformacao por auto-similaridade nas

equagoes de movimento do mKdV, isto é (A.3), obtemos

d (d
d_Zn <d_2n + 2w>£”[zn7 2(w,, — w2)] = ZpWs, + W
Integrando a equagao acima e omitindo os indices dos z,, temos a hierarquia PII,
isto é J
<d_ + 2w> L,]2,2(w, —w?)] = 2w — ay, (A.5)
z

Note que a hierarquia PII possui apenas um parametro e as primeiras equagcoes
sao dadas na tabela A.3.

Tabela A.3: Hierarquia PII

n=0 | w=zw-—qaq = w=14%

[y

n=1 | w,, = 2w + 2w —

N=2 | Wyy,, = 10ww3 + 10w?w,, — 6w’ + 2w — a9

Veja que para n = 0 obtemos uma equacao algébrica e nao uma equacao dife-
rencial, assim podemos exclui-la da hierarquia PII. Ja para n = 1, obtemos de fato

a equacao PII que caracteriza a hierarquia.



Apeéendice B

Transformacao de Backlund para a
equacao PIII e PV

Neste apéndice, listaremos as transformacoes de Backlund das equacoes PIII e PV
de acordo com [28]. Estas transformagoes sao comparadas com as transformagoes
de Béacklund do modelo PIII-PV simétrico nas secoes 4.1 e 4.2. A notacao usada
nesta secao para representar os parametros das equagoes PIII e PV serd tal que estas
equagoes sejam:

Upp = 2u? — %=+ Lau? 4+ b) + cu® + 4 (PIII)

wu,, = Su=l UQ_%uz+w<&u+§)+ﬂ+6u(u+1) (PV)

2u(u—1) 7z 22 z u—1
A equagao PIII possui as seguintes transformagoes de Béacklund quando cd # 0:

020
So[igl] (u(2)) = O1u(by2), So[igl](a) = thbsa, So[igl](b) =

0y’
(PIIT] 92 [PITI] 05d
891,92 (c) = 0i05¢, 591,92 (d) = ) (B.1)
1
PIIT 1 PIIT PIIT PIIT
&My == &M@ = b, S = —a. 8 = —d
SIPH () = —¢ (B.2)
Além destas, quando ¢ =1 e d = —1, nés também temos as transformacgoes
[PIII] 2(u, +u?) — (b+ Du+ 2 [PIIT] (PIII]
= = 2 b) =b+2
T () ulz(u, +u?) + (a+ Vu+ 2]’ Ty (@) =a+2, T, (%) +
(B.3)
[PIII] 2(u, — u2) —(b+1Du+z [PIII] [PIII)
7. () ulz(u, —u?) + (—a + Du+ 2]’ 7. (@) =a=2, 7, (b) = b+
(B.4)
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TP ) —= 81[‘,'?1]75[”” {Hfll( ), Ty =a+2, TPy =b—-2 (B.5)

7w = ST S, T @) = a2, T 0) = b2
(B.6)
A equacgao PV possui as seguintes transformacoes de Backlund independente-
mente dos valores dos parametros:

Sy =u(=2), STy =a, SB) =5 SV =—y S0 =0

(B.7)
1
&Mw=2 &) =-8 &G =-a = &) =0

(B.8)

Quando 0 =0 e v = £1, a equacao PV também possui as transformacoes

202
7;[1P€‘Q (u) =1-
’ 2zud, + % — [2zu, — 2(e1V2a — e3¢/ =25 — 2)u]P + 2zyu?
(e1vV2a — 1)? (eav/=28 + 1)?

Ty = CV2 D gy - GV e

(B.9)

sendo e; = £l e

d = zu, — 1V 2au® + (z—:l\/ﬁ—k g9/ —2B)u — g9/ =28 # 0

Além destas, quando 6 = —1/2, ndés também temos as transformagoes

2e32u

2u, — e1V/2au? + 9y/=2B + (£1V2a — £2v/—2B + €32)u
7;[52253(04) = %[’Y + €3 <1 — g9/ =28 — 51\/%)]2,
2
TEL0) = 51 —2(1- e/ 720~ 2va)] |
T () = 83< 2v/—28 — e1V2a ) (B.10)

[PV] _

7;[11738‘285 (u) =1-

sendo €; = £1. Observe que S, 7;.[;,3‘/5]3 o 72[1},)5‘253 e que a identidade pode ser
escrita como [ = T[PV] 10 7;[PV] oul = T[P‘lf]l o 7;[P Vo TPV] 7;1 -1 (conforme

1,€2,1 1,82,1
pégina 197 de [28]).
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Apéndice C

Método de Dirac para sistemas

hamiltonianos com vinculos

Neste apéndice, apresentaremos uma introducao concisa ao método de Dirac para
sistema hamiltonianos com vinculos [36, 37, 38]. Com este método, podemos cons-
truir o formalismo hamiltoniano a partir de um lagrangiano singular®.

Como ponto de partida, considere um lagrangiano L = L(q,¢,t), onde t é o
parametro de evolugao temporal, ¢ = (qi, ..., qy) sao as coordenadas generalizadas

e ¢ = (4,...,4n) sao as velocidades. Os momentos canénicamente conjugados p =

(ph 7pN) serao

oL
p] - aq]’

O hamiltoniano correspondente a este lagrangiano sera

j=1,...N. (C.1)

N
HO(qvpa t) = ij%' - L(qv qat) (CZ)
j=1

Se o determinante da matrix hessiana for nulo, isto é

2
det<6§i5Lq'j> =0,

nao é possivel determinar todas as velocidades em funcao das coordenadas canénicas
a partir de (C.1) afim de substitui-las em (C.2), ou seja ¢; = ¢;(q, p,t). Isto implica
na existéncia de vinculos primérios

¢j<Qﬂp7t) :07 j: 177M7 (Cg)

*Um lagrangiano singular é um lagrangiano cujo determinante da matrix hessiana seja nulo.
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onde M é o numero de velocidades que nao puderam ser escritas em termos das
coordenadas canonicas. Estes vinculos primarios precisam ser incluidos no hamil-
toniano afim de construirmos um hamiltoniano efetivo onde as variacoes dg; e dp;

sejam independentes. Assim, temos o hamiltoniano efetivo

M
H = H0+2Aj(qapvt)¢j(%pa t)7 (04)

i=1

onde \;(g¢,p, t) sao multiplicadores de Lagrange. A equacdo de movimento de uma

variavel dindmica A pelo hamiltoniano (C.4) sera

M
A=A+ 20 = (aH) 3 (A 0} + Alap DA ) + o
j=1
- DA
~ {A> HO} + ; )‘j(qvpv t){A’ ¢]} + E’
onde {¢;,p;} = d&;; e o simbolo ~ significa que teremos uma igualdade quando

¢j(q,p,t) = 0. Para que o sistema seja consistente, precisamos impor que a evolucao

temporal dos vinculos primarios seja nula, ou seja

: M O,
di = {on Hob + 3 Ni(a.p, ) 05} + =2 =0, (C.5)

j=1
H4& trés possibilidades que podem ocorrer na expressao (C.5):

e cla pode ser identicamente nula, de modo que os vinculos ¢; = 0 ja seriam

consistentes;
e pode também impor uma condi¢ao sobre os multiplicadores de Lagrange A;;
e ou pode definir novos vinculos secundérios

¢;(q,p,t) =0, j=M+1,.. K, (C.6)

Se for obtido vinculos secundéarios, devemos impor que a evolucao temporal deles
também seja nula. Assim, repetimos o passo acima até que nenhum vinculo novo
seja gerado. Vamos assumir que ficamos com um conjunto de 7" vinculos ao todo.
Estes vinculos também precisam ser introduzidos na dinamica do sistema para que
as variagoes dg; e 0p; sejam independentes. Logo, definimos o hamiltoniano total

usando novos multiplicadores de Lagrange como

T
HT = H()"—Z)‘j(q’p7t)¢jv <C7)

J=1
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tal que a evolucao temporal de uma variavel dinamica A por Hrp é

. 0A a DA
A={A Hr} + o~ {A Ho} + > Nla.p.t){A ¢} + e (C.8)

j=1

Todos os vinculos precisam ser consistentes com o hamiltoniano Hr; assim, impomos

que

T
Qﬁl%{(bZ,H()}+Z)\j(q,p,t){¢l,¢3}+% :0, = 1,,T (Cg)

Jj=1

Se det({¢;, ¢;}) # 0, entao podemos escrever os multiplicadores de Lagrange como

T
- 9¢i
Nilaspt) = = (16,005 (1o Hop + ) (C.10)
i=1
Por fim, substituindo (C.10) em (C.8) ficamos com
- 0A
~ D -

onde {A, Hy}P é o paréntese de Dirac, ou seja

aﬁbi)‘

{A Hr}? = {A, Hr} = Y {A 0,1 ({0. 05 ({0 Hob + 5

,j=1
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