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Resumo

Esta tese aborda a conexão entre modelos integráveis e as equações de Painlevé.

Começamos estendendo o método do truncamento modificado afim de encontrar

transformações de Bäcklund para a hierarquia mKdV-Liouville e sua redução por

auto-similaridade. Com este método, resolvemos parcialmente a conjectura de Ku-

dryashov. Em seguida, estudamos o modelo misto AKNS-Lund-Regge estendido e

mostramos que este modelo pode ser reduzido às equações PIV e PV para valores

particulares dos parâmetros. Nós também construimos o modelo PIII-PV simétrico

afim de unificar alguns casos da equação PIII com a equação PV. Posteriormente,

buscamos os v́ınculos canônicos apropriados que reduzem o modelo 4-bósons ao

modelo PIII-PV simétrico. Para isso, elaboramos o método do ansatz de v́ınculos.

Complementarmente, apresentamos um método para encontrar soluções de equações

diferenciais em D dimensões no adendo e aplicamos ao modelo λφ4.

Palavras Chaves: modelos integráveis; equações de Painlevé; v́ınculos; modelos

exatamene solúveis; mKdV-sinh-Gordon; mKdV-Liouville; AKNS-Lund-Regge; mo-

delo simétrico; λφ4

Áreas do conhecimento: Ciências Exatas e da Terra/Área: F́ısica/Subárea:
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Abstract

This thesis studies the connection among integrable models and Painlevé equa-

tions. We begin by extending the modified truncation approach in order to find

Bäcklund transformations for the mKdV-Liouville hierarchy and its self-similarity

reduction. With this method, we solve Kudryashov’s conjecture partially. Then

we study the extended mixed AKNS-Lund-Regge model and show this model can

be reduced to PIV and PV equation for particular values of the parameters. We

also construct the symmetric PIII-PV model in order to unify some cases of the PIII

equation with the PV equation. After, we search for canonical constraints for reduce

the 4-bose model to the symmetric PIII-PV model. For find the correct constraints,

we construct the method of ansatz of constraints. In addition, we show a method

for finding solutions for differential equations in D dimensions in the addendum.

We also apply this method for the λφ4 model.
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Caṕıtulo 1

Introdução

As equações de Painlevé foram descobertas na virada para o século XX pelo ma-

temático frances Paul Painlevé enquanto analisava as singularidades de equações

diferenciais não-lineares de segunda ordem no plano complexo do tipo

uzz = F (z, u, uz) (1.1)

sendo F anaĺıtico em z e racional em u e uz.

As singularidades das soluções de uma equação diferencial podem ser classificadas

por duas propriedades: o comportamento da solução ao redor da singularidade e a

sua dependência pelas condições iniciais. O comportamento da solução ao redor

de uma singularidade pode ser classificado como: pólo, singularidade essencial ou

ponto de ramificação; enquanto que a dependência com as condições iniciais pode ser

classificada como móvel ou fixa. Pontos de ramificação são pontos do dominio de uma

função definida no plano complexo, tal que a função seja descont́ınua se consideramos

uma pequena trajetória circular em volta deste ponto. Pólos são singularidades onde

a função possui um comportamento cont́ınuo ao seu redor e que podem ser removidas

pela multiplicação de um polinômio; enquanto que singularidades essenciais são

similares a Pólos, mas não podem ser removidas pela multiplicação de polinômios.

A fim de explicar melhor o que seria um ponto de singularidade móvel, considere as

duas equações diferenciais não-lineares de primeira ordem a seguir:

i) uz + 2zu2 = 0 ⇒ u = 1
z2+u−1

0

ii) uz +
u

z−α = 0 ⇒ u = − u0α
z−α .

No primeiro caso, a condição inicial u(z = 0) = u0 determina o local da singulari-

dade, sendo assim uma singularidade móvel; enquanto que temos uma singularidade

2
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fixa em z = α no segundo caso, isto é, independentemente da condição inicial.

O interesse pelo estudo das singularidades das equações diferenciais surgiu devido

a uma questão levantada por L. Fuchs e H. Poincaré no final do século XIX. Eles no-

taram que algumas funções especiais podiam ser definidas a partir de EDO (equações

diferenciais ordinárias) lineares. Em vista disso, eles conjecturaram que certas EDO

não-lineares pudessem definir novas funções transcendentais∗analogamente ao caso

linear. Afim de selecionar EDOs que fossem boas candidatas para se definir tais

funções, Painlevé e colegas de sua época buscaram classificar todas as equações do

tipo (1.1) cujas soluções não possuissem pontos de ramificação móveis. Esta propri-

edade ficou conhecia posteriormente como propriedade de Painlevé e se estendeu a

equações diferenciais não-lineares de ordens superiores a 2. A motivação para bus-

carmos EDO que satisfazem esta propriedade é que as soluções gerais das equações

podem ser extendidas analiticamente para todo plano complexo, excluindo os pontos

de singularidades.

Para as EDOs de segunda ordem, foi mostrado que existem 50 equações na forma

canônica que satisfazem a propriedade de Painlevé (uma exposição detalhada pode

ser vista em [1]) e entre elas, apenas 6 equações não podem ser reduzidas em ou-

tras EDOs cujas soluções são conhecidas. Estas equações ficaram conhecidas como

equações de Painlevé e são mostradas na tabela 1.1. No final dos anos 90, H. Ume-

mura [2] mostrou que as soluções gerais das 6 equações de Painlevé, de fato, não

podiam ser expressas em termos de funções já conhecidas, embora houvesse uma

função anaĺıtica que as descrevessem. Assim, definiram-se novas funções transcen-

dentais a partir das soluções gerais destas equações. Atualmente, as equações de

Painlevé desempenham na f́ısica não-linear o mesmo papel que outras funções es-

peciais, como Bessel e Airy, desempenham na f́ısica linear e têm sido aplicadas em

diversas áreas, como: matrizes aleatórias [3], gravitação quântica em 2 dimensões

[4], função de correlação [5], cosmologia [6], transporte quântico [7], entre outros.

Em meados dos anos 70, o estudo das equações de Painlevé passou por um

renascimento devido a descoberta de M. J. Ablowitz e H. Segur [8] de que a equação

PII†é obtida através de uma redução de auto-similaridade (através da qual elimina-se

uma variável do problema) do modelo mKdV. O estudo da conexão entre modelos

integraveis e equações com a propriedade de Painlevé, levou Ablowitz, Ramani e

Segur [9] a formular a seguinte conjectura

Conjectura 1 (Ablowitz-Ramani-Segur). Toda redução a uma EDO de uma EDP

∗Função transcendental é toda função que não é algébrica.
†Identificaremos as equações de Painlevé por Pn; ou seja, equação PI, equação PII e assim por

diante.
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Tabela 1.1: Equações de Painlevé

PI uzz = 6u2 + z

PII uzz = zu+ 2u3 + α

PIII uzz =
1
u
u2z − uz

z
+ 1

z
(au2 + b) + cu3 + d

u

PIV uzz =
1
2u
u2z +

3
2
u3 + 4zu2 + 2(z2 − α)u+ β

u

PV uzz =
3u−1

2u(u−1)u
2
z − 1

z
uz +

(u−1)2
z2

(αu+ β
u
) + γu

z
+ δu(u+1)

u−1

PVI uzz =
1
2

(
1
u
+ 1

u−1 +
1

u−z

)
u2z −

(
1
z
+ 1

z−1 +
1

u−z

)
uz +

u(u−1)(u−z)
z2(z−1)2

(
α + β z

u2

+γ z−1
(u−1)2 + δ z(z−1)

(u−z)2
)

(equação diferencial parcial) integrável por algum método espectral, terá a proprie-

dade de Painlevé após uma transformação de coordenadas apropriadas.

Esta conjectura conduziu ao estudo das hierarquias de modelos integráveis‡com

o objetivo de buscar EDOs de ordens maiores que 2 e que possuissem a propriedade

de Painlevé ([10], [11], [12], [13], [14], [15], [16], [17], [18]). Em [12], Kudryashov

encontrou uma hierarquia de EDOs cuja primeira equação se reduzia às equações

PII e PIII para valores particulares dos parâmetros, isto é

1

2
(yz + zyzz) + ε0(yzzzz −

3

2
y2zyzz) + Aey +Be−y = 0. (1.2)

Na expressão (1.2), temos a equação PII quando A = B = 0 e ε0 = −1/2 através da
transformação v = yz/2; enquanto que temos um caso particular da equação PIII

quando ε0 = 0 através da transformação y = ln v, ou seja

vzz = zv + 2v3 + C, C ≡ constante de integração (PII)

vzz =
v2z
v
− vz

z
− 2

z
(Av2 +B), (PIII)

A partir deste modelo, Kudryashov conjecturou que a equação (1.2) com A, B

e ε0 arbitrários poderia ser uma boa candidata para se definir uma nova função

transcendental. Em [19], foi mostrado que a equação (1.2) era a redução por auto-

similaridade do modelo integrável bi-dimensional mKdV-sinh-Gordon generalizado,

‡Hierarquias de modelos integravéis são conjuntos de equações diferenciais que são construidas

a partir de alguma propriedade algébrica do modelo.
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isto é

ε0(t)
∂

∂x

( ∂

∂x
+ yx

)
Ln

[
x; yxx −

1

2
y2x

]
+ yxt + β(t)ey + δ(t)e−y = 0 (1.3)

quando n = 1, sendo que Ln[x; u] é obtido a partir da relação de recorrência de

Lenard (apêndice A). Um modelo misto para o modelo mKdV que também incluisse

o modelo sinh-Gordon foi originalmente proposto em [20] e, posteriormente, este

modelo misto se mostrou adequado para descrever pulsos em um meio transparente

com poucos ciclos ópticos [21]. O modelo (2.15) foi chamado de mKdV-sinh-Gordon

generalizado, pois ele se reduz ao modelo mKdV-sinh-Gordon quando δ(t) = −β(t)
e ao modelo mKdV-Liouville quando δ(t) = 0.

A abordagem do truncamento modificado foi introduzida em [22] como uma

técnica para encontrar transformações de Bäcklund para a hierarquia de EDOs da

equação PII (apresentada no apêndice A). No caṕıtulo 2, apresentaremos o traba-

lho [23] onde estendemos o método do truncamento modificado afim de obtermos

transformações de Bäcklund para a hierarquia de EDPs do modelo mKdV-Liouville.

Além disso, encontramos soluções para o modelo mKdV diferentes das já conhecidas

na literatura [24, 25, 26, 27]. Nós também estudamos a redução de auto-similaridade

do modelo mKdV-Liouville e resolvemos a conjectura de Kudryashov para um caso

particular da equação (1.2). No caṕıtulo 3, apresentamos o trabalho [19] onde estu-

damos o modelo misto AKNS-Lund-Regge estendido. Este modelo de dois campos

pode ser reduzido às equações PIV e PV para diferentes valores dos parâmetros.

No caṕıtulo 4, apresentamos um modelo simétrico afim de unificar alguns casos

da equação PIII e a equação PV em um único modelo. A relação da equação PIII

com cd �= 0 (ver tabela 1.1) e a equação PV com δ = 0 (ver tabela 1.1) é conhecida

na literatura [28]; no entanto, o modelo PIII-PV simétrico do caṕıtulo 4 unifica a

equação PV com δ �= 0, a equação PIII com b = d = 0, a equação PIII com cd �= 0 e

a equação PV com δ = 0 no mesmo modelo. Diferentemente de um modelo misto, o

modelo PIII-PV simétrico não possui nenhuma região em seu espaço de parâmetros

que não esteja conectada com a equação PIII ou PV. Chamaremos esta propriedade

de quebra espontânea de simetria para equações de Painlevé.

No caṕıtulo 5, apresentamos o método do ansatz de v́ınculos. Este método é

capaz de encontrar os v́ınculos corretos para se reduzir um sistema hamiltoniano a

outro usando a abordagem de Dirac. Usando este método, mostramos que o modelo

integrável de 4-bósons pode ser reduzido ao modelo PIII-PV simétrico através da

imposição de dois conjuntos de v́ınculos diferentes.

Complementarmente aos tópicos desenvolvidos ao longo da tese, apresentamos

também um algoritmo para encontrar soluções de equações diferenciais em D di-

mensões no caṕıtulo 6. Tal algoritmo foi apresentado em [29] afim de simplificar
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o médodo das multiplas exponenciais [30]. Por fim, aplicamos esta técnica para

encontrar soluções exatas do modelo λφ4 em 4 dimensões.



Caṕıtulo 2

Hierarquia mista

mKdV-sinh-Gordon generalizada

2.1 Construção algébrica do modelo misto mKdV-

sinh-Gordon generalizado

O par de Lax é um elemento central para garantir a integrabilidade espectral de um

modelo matemático em duas dimensões. Nesta seção, consideremos a construção

do par de Lax para o modelo mKdV-sinh-Gordon generalizado. Para isso, consi-

dere a algebra de Lie G = sl(2 ) cujos geradores satisfazem as seguintes relações de

comutação:

[H,E±α] = ±2E±α, [Eα, E−α] = H.

Usando o operador de graduação Q = 2λ d
dλ
+ 1

2
H, podemos construir uma algebra

de Lie afim correspondente a G cujos elementos sejam divididos em subespaços

graduados. Desta forma, temos a algebra de Lie afim Ĝ =⊕i Ĝi com os subespaços

Ĝ2m+1 ≡ {E(2m+1)
+ ≡ λm(Eα + λE−α), E

(2m+1)
− ≡ λm(Eα − λE−α)},

Ĝ2m ≡ {H(2m) ≡ λmH},

tal que todo elemento g(m) ∈ Ĝm satisfará a relação

[Q, g(m)] = mg(m), m = 0,±1,±2, ...

Observe também que

[H(2m1), E
(2m2+1)
± ] = 2E

(2(m1+m2)+1)
∓ , [E

(2m1+1)
+ , E

(2m2+1)
− ] = −2H(2(m1+m2)+2)

Agora considere o sistema linear

∂Ψ̂

∂x
= −B1Ψ̂,

∂Ψ̂

∂tN
= −BNΨ̂,

7
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onde B1 e BN formam o par de Lax, tN é o tempo da n-ésima equação da hierar-

quia generalizada mKdV-sinh-Gordon e Ψ̂ é uma função vetorial auxiliar. Afim de

construirmos a hierarquia do modelo, vamos parametrizar o par de Lax como

B1 = E
(1)
+ + vH(0)

BN = D
(N)
N +D

(N−1)
N +D

(N−2)
N + ...+D

(1)
N +D

(0)
N +D

(−1)
N

tal que

D
(2k+1)
N = a2k+1E

(2k+1)
+ + b2k+1E

(2k+1)
− , D

(2k)
N = c2kH

(2k),

sendo v = v(x, tN), a2k+1 = a2k+1(x, tN), b2k+1 = b2k+1(x, tN) e c2k = c2k(x, tN).

A condição para que as derivadas de Ψ̂ nas variáveis x e tN comutem, isto é

∂2Ψ̂

∂x∂tN
=

∂2Ψ̂

∂tN∂x
,

dá origem a equação de curvatura nula

[∂x + B1, ∂tN + BN ]Ψ̂ = [∂x + E
(1)
+ + vH(0), ∂tN +D

(N)
N +D

(N−1)
N +D

(N−2)
N + ...+D

(1)
N

+ D
(0)
N +D

(−1)
N ]Ψ̂ = 0 (2.1)

A equação (2.1) pode ser decomposta em elementos de mesma graduação, dando

origem ao seguinte sistema:

[E
(1)
+ , D

(N)
N ] = 0 (2.2)

[E
(1)
+ , D

(N−1)
N ] + v[H(0), D

(N)
N ] +

∂D
(N)
N

∂x
= 0 (2.3)

[E
(1)
+ , D

(N−2)
N ] + v[H(0), D

(N−1)
N ] +

∂D
(N−1)
N

∂x
= 0 (2.4)

...

[E
(1)
+ , D

(0)
N ] + v[H(0), D

(1)
N ] +

∂D
(1)
N

∂x
= 0 (2.5)

[E
(1)
+ , D

(−1)
N ] + v[H(0), D

(0)
N ] +

∂D
(0)
N

∂x
− vtNH

(0) = 0 (2.6)

v[H(0), D
(−1)
N ] +

∂D
(−1)
N

∂x
= 0 (2.7)

Independentemente do valor escolhido para N , a equação (2.7) gerará o sistema

∂a−1
∂x

+ 2vb−1 = 0,
∂b−1
∂x

+ 2va−1 = 0. (2.8)

Este sistema também pode ser desacoplado em

∂2a−1
∂x2

− vx
v

∂a−1
∂x

− 4v2a−1 = 0,
∂2b−1
∂x2

− vx
v

∂b−1
∂x

− 4v2b−1 = 0, (2.9)

cuja solução geral é dada por

a−1 =
1

4

(
β(tN)e

2
∫ x v − γ(tN)e

−2 ∫ x v
)

b−1 =
1

4

(
β(tN)e

2
∫ x v + γ(tN)e

−2 ∫ x v
)
,

(2.10)
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sendo β(tN) e δ(tN) funções arbitrarias dependentes apenas de tN . Desta forma, a

equação (2.6) se reduzirá a

vtN −
∂c0
∂x

+
1

2

(
β(tN)e

2
∫ x v + γ(tN)e

−2 ∫ x v
)
= 0 (2.11)

Para N = 3, o sistema (2.2)-(2.5) gerará:

graduação 4) b3 = 0,

graduação 3) ∂a3
∂x

= −2vb3, ∂b3
∂x

= −2(va3 − c2),

graduação 2) ∂c2
∂x

= 2b1,

graduação 1) ∂a1
∂x

= −2vb1, ∂b1
∂x

= −2(va1 − c0),

cuja solução é

a1 = 2v2ε0(t3) + ε1(t3), b1 = −2vxε0(t3), c2 = −4vε0(t3), a3 = −4ε0(t3),
b3 = 0, c0 = −ε0(t3)(vxx − 2v3) + ε1(t3)v,

sendo ε0(t3) e ε1(t3) funções arbitrarias dependentes apenas de t3. Substituindo

a solução acima em (2.11) e fazendo a transformação v = yx/2, temos a equação

mKdV-sinh-Gordon generalizada, isto é

ε0(t3)
(
yxxxx −

3

2
yxxy

2
x

)
+ yx,t3 − ε1(t3)yxx + β(t3)e

y + γ(t3)e
−y = 0 (2.12)

Se consideramos N = 4, a equação resultante será (2.12) novamente. No entanto,

se consideramos N = 5, (2.2)-(2.5) gerará o sistema

graduação 6) b5 = 0,

graduação 5) ∂a5
∂x

= −2vb5, ∂b5
∂x

= −2(va5 − c4),

graduação 4) ∂c4
∂x

= 2b3,

graduação 3) ∂a3
∂x

= −2vb3, ∂b3
∂x

= −2(va3 − c2),

graduação 2) ∂c2
∂x

= 2b1,

graduação 1) ∂a1
∂x

= −2vb1, ∂b1
∂x

= −2(va1 − c0),

cuja solução é

a1 = ε0(t5)(−6v4 + 4vvxx − 2v2x) + 2ε3(t5)v
2 + ε1(t5),

b1 = ε0(t5)(12v
2vx − 2vxxx)− 2ε3(t5)vx,

c2 = 4ε0(t5)(2v
3 − vxx)− 4ε3(t5)v, a3 = 8v2ε0(t5)− 4ε3(t5), b3 = −8vxε0(t5),

c4 = −16vε0(t5), a5 = −16ε0(t5), b5 = 0,

c0 = ε0(t5)(10vv
2
x + 10v2vxx − 6v5 − vxxxx)− ε3(t5)(vxx − 2v3) + ε1(t5)v,

sendo ε0(t5), ε1(t5) e ε3(t5) funções arbitrarias dependentes apenas de t5. Substi-

tuindo a solução acima em (2.11) e fazendo novamente a transformação v = yx/2,
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temos a segunda equação da hierarquia, isto é

ε0(t5)

(
15

8
y4xyxx −

5

2
y3xx − 10yxyxxyxxx −

5

2
y2xyxxxx + yxxxxxx

)
+ ε3(t5)

(
yxxxx −

3

2
yxxy

2
x

)
+yx,t5 − ε1(t5)yxx + β(t5)e

y + γ(t5)e
−y = 0 (2.13)

Continuando o cálculo para N maiores veremos a mesma estrutura da hierarquia

mKdV com a adição dos termos de graduação negativa. Desta forma, a hierarquia

pode ser escrita com a ajuda da relação de recorrência de Lenard∗, isto é

∂

∂x
Ln+1[x; u] =

( ∂3

∂x3
+ 2u

∂

∂x
+ ux

)
Ln[x; u], L0[x; u] = 1,

de tal forma que

ε0(t2n+1)
∂

∂x

( ∂

∂x
+ yx

)
Ln

[
x; yxx −

1

2
y2x

]
+

n−1∑
k=1

ε2k+1(t2n+1)
∂

∂x

( ∂

∂x

+yx

)
Lk

[
x; yxx −

1

2
y2x

]
+ yxt2n+1 − ε1(t2n+1)yxx + β(t2n+1)e

y + δ(t2n+1)e
−y = 0,

(2.14)

O termo ε1(t2n+1)yx da expressão acima pode ser absorvido na derivada de t2n+1

através da transformação y(x, t2n+1)→ y(x−
∫ t2n+1 ε1(t

′)dt′, t2n+1). Logo, podemos

considerar ε1(t2n+1) = 0 sem perda de generalidade. De acordo com a nomencla-

tura usada em [23], chamaremos de hierarquia mKdV-sinh-Gordon generalizada a

hierarquia (2.14) com ε2k+1(t2n+1) = 0 para todo k = 1, ..., n − 1. Assim, omitindo

o ı́ndice do tempo (isto é t2n+1 → t), temos

En(y; ε0(t), β(t), δ(t)) : ε0(t)
∂

∂x

( ∂

∂x
+yx

)
Ln

[
x; yxx−

1

2
y2x

]
+yxt+β(t)e

y+δ(t)e−y = 0

(2.15)

2.2 Propriedades da hierarquia mKdV-sinh-Gordon

generalizada

Nesta seção, mostraremos que a hierarquia mKdV-sinh-Gordon generalizada pode

ser reduzida a dois casos mais simples, isto é, a hierarquia mKdV-sinh-Gordon e a

hierarquia mKdV-Liouville. Afim de mostrarmos isto, vamos dividir Ln[x; yxx− 1
2
y2x]

em duas partes, de modo que

Ln

[
x; yxx −

1

2
y2x

]
= L(e)n

[
x; yxx −

1

2
y2x

]
+ L(o)n

[
x; yxx −

1

2
y2x

]
, (2.16)

∗ver apêndice A.1 para mais detalhes sobre a relação de Lenard empregada à hierarquia mKdV
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onde definiremos L(e)n [x; yxx − 1
2
y2x] e L

(o)
n [x; yxx − 1

2
y2x] como sendo as partes de

Ln[x; yxx − 1
2
y2x] com dimensões pares e ı́mpares do campo, respectivamente. Por

exemplo

L1
[
x; yxx−

1

2
y2x

]
= yxx−

1

2
y2x ⇒ L(e)1

[
x; yxx−

1

2
y2x

]
= −1

2
y2x, L

(o)
1

[
x; yxx−

1

2
y2x

]
= yxx.

Da definição da expressão (2.16), observe que

L(e)n

[
x; yxx −

1

2
y2x

]
= L(e)n

[
x;−yxx −

1

2
y2x

]

L(o)n

[
x; yxx −

1

2
y2x

]
= −L(o)n

[
x;−yxx −

1

2
y2x

]
Portanto, a relação de recorrência de Lenard é equivalente ao seguinte sistema:

∂

∂x
L(e)n+1

[
x; yxx −

1

2
y2x

]
=
( ∂3

∂x3
− y2x

∂

∂x
− 1

2
(y2x)x

)
L(e)n

[
x; yxx −

1

2
y2x

]
+
(
2yxx

∂

∂x

+ yxxx

)
L(o)n

[
x; yxx −

1

2
y2x

]
(2.17)

∂

∂x
L(o)n+1

[
x; yxx −

1

2
y2x

]
=
( ∂3

∂x3
− y2x

∂

∂x
− 1

2
(y2x)x

)
L(o)n

[
x; yxx −

1

2
y2x

]
+
(
2yxx

∂

∂x

+ yxxx

)
L(e)n

[
x; yxx −

1

2
y2x

]
(2.18)

Com a ajuda da propriedade acima, podemos provar a seguinte transformação

do tipo auto-Bäcklund:

Teorema 1. Considere y = y(x, t) sendo uma solução de En(y; ε0(t), β(t), δ(t)) em

(2.15), então ỹ = −y será uma solução de En(ỹ; ε0(t),−δ(t),−β(t)).

Demonstração. Considere a hierarquia

En(ỹ; ε̃0(t), β̃(t), δ̃(t)) : ε̃0(t)
∂

∂x

( ∂

∂x
+ỹx

)
Ln

[
x; ỹxx−

1

2
ỹ2x

]
+ỹxt+β̃(t)e

ỹ+δ̃(t)e−ỹ = 0

(2.19)

Pela transformação ỹ = −y, temos

ε̃0(t)
∂

∂x

( ∂

∂x
− yx

)
Ln

[
x;−yxx −

1

2
y2x

]
− yxt + β̃(t)e−y + δ̃(t)ey = 0

Vamos assumir ε̃0(t) = ε0(t) �= 0, β̃(t) = −δ(t) a δ̃(t) = −β(t). Afim de

mostrarmos que y satisfaz (2.15), precisamos mostrar que

( ∂

∂x
− yx

)
Ln

[
x;−yxx −

1

2
y2x

]
= −
( ∂

∂x
+ yx

)
Ln

[
x; yxx −

1

2
y2x

]
(2.20)
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Observe que podemos reescrever a equação (2.20) como

∂

∂x
L(e)n

[
x; yxx −

1

2
y2x

]
+ yxL(o)n

[
x; yxx −

1

2
y2x

]
= 0 (2.21)

Derivando duas vezes a equação acima, temos

∂3

∂x3
L(e)n

[
x; yxx −

1

2
y2x

]
+ yxxxL(o)n

[
x; yxx −

1

2
y2x

]
+ 2yxx

∂

∂x
L(o)n

[
x; yxx −

1

2
y2x

]
+yx

∂2

∂x2
L(o)n

[
x; yxx −

1

2
y2x

]
= 0 (2.22)

Verificaremos a expressão (2.21) por indução. Podemos facilmente verificar que

(2.21) vale para n = 0 e n = 1, isto é

L0
[
x; yxx −

1

2
y2x

]
= 1 ⇒ L(e)0

[
x; yxx −

1

2
y2x

]
= 1, L(o)0

[
x; yxx −

1

2
y2x

]
= 0

L1
[
x; yxx−

1

2
y2x

]
= yxx−

1

2
y2x ⇒ L(e)1

[
x; yxx−

1

2
y2x

]
= −1

2
y2x, L

(o)
1

[
x; yxx−

1

2
y2x

]
= yxx.

Agora assumiremos que (2.21) é valida para n = k − 1. Usando (2.17) e (2.18)

na expressão (2.21) com n = k, temos( ∂3

∂x3
− y2x

∂

∂x
− 1

2
(y2x)x

)
L(e)k−1
[
x; yxx −

1

2
y2x

]
+
(
2yxx

∂

∂x
+ yxxx

)
L(o)k−1
[
x; yxx −

1

2
y2x

]
+

yx

{( ∂2

∂x2
− y2x

)
L(o)k−1
[
x; yxx −

1

2
y2x

]
+ yxxL(e)k−1

[
x; yxx −

1

2
y2x

]
+∫ x

yxx

( ∂

∂x
L(e)k−1
[
x; yxx −

1

2
y2x

]
+ yxL(o)k−1

[
x; yxx −

1

2
y2x

])
dx
}
= 0

Portanto, usando (2.21) e (2.22) com n = k − 1, a expressão acima é verificada.

Teorema 2. Considere y = y(x, t) sendo uma solução de En(y; ε0(t), β(t), δ(t)),

então a transformação

ỹ = y(x, t̃) + ln f(t̃), t̃ =

∫ t dt′

ε0(t′)

gerará uma solução para En

(
ỹ; 1, β(t)f(t̃)

ε0(t)
, δ(t)

f(t̃)ε0(t)

)
, com t = t(t̃), desde que ε0(t) �= 0

e f(t̃) �= 0.

Demonstração. É uma substituição direta.

Usando teorema 2 com f(t̃) = ±i
√

δ(t)
β(t)

, podemos reduzir a hierarquia (2.15),

com ε0(t), β(t) e δ(t) não nulos para a hierarquia mKdV-sinh-Gordon usual, isto é

∂

∂x

( ∂

∂x
+ ỹx

)
Ln

[
x; ỹxx −

1

2
ỹ2x

]
+ ỹxt̃ + η(t̃) sinh ỹ = 0, η(t̃) = ±2i

√
δ(t)β(t)

ε0(t)
(2.23)
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A hierarquia (2.15) com δ(t) = 0 chamaremos de hierarquia mKdV-Liouville.

Pelo teorema 2, podemos reduzi-la a

∂

∂x

( ∂

∂x
+ ỹx

)
Ln

[
x; ỹxx −

1

2
ỹ2x

]
+ ỹxt̃ + β̃(t̃)eỹ = 0, β̃(t̃) =

β(t)f(t̃)

ε0(t)
(2.24)

Observe que o caso quando a expressão (2.15) possui β(t) = 0 e δ(t) �= 0 pode

ser mapeados na hierarquia (2.24) pelo teorema 1.

2.3 Transformação para a hierarquia mKdV-Liouville

Vamos considerar a hierarquia (2.15) com δ(t) = 0 e ε0(t) �= 0. Devido ao teorema 2,

podemos escolher ε0(t) = 1 sem perda de generalidade. Desta forma, consideraremos

a hierarquia mKdV-Liouville como

∂

∂x

( ∂

∂x
+ yx

)
Ln

[
x; yxx −

1

2
y2x

]
+ yxt + β(t)ey = 0. (2.25)

Definindo

y = ln[g(t)σx], (2.26)

sendo g(t) uma função arbitrária, a expressão Ln

[
x; yxx− 1

2
y2x

]
se torna um elemento

invariante de Möbius. Assim, a hierarquia (2.25) se torna

∂

∂x

( ∂

∂x
+

σxx

σx

)
Ln[x;S(σ)] +

d

dt

(σxx

σx

)
+ β(t)g(t)σx = 0 (2.27)

onde S(σ) é a derivada Schwarziana, isto é

S(σ) =
d

dx

(σxx

σx

)
− 1

2

(σxx

σx

)2
.

Fazendo a transformação de Möbius σ = −1/φ e definindo ỹ = ln[g(t)φx], obte-

mos a relação

y = ln
[
g(t)

φx

φ2

]
= ln[g(t)φx]− 2 lnφ ≡ ỹ − 2 lnφ. (2.28)

Usando (2.28) a hierarquia (2.27) é transformada em

∂

∂x

( ∂

∂x
+

φxx

φx

− 2
φx

φ

)
Ln[x;S(φ)] +

d

dt

(φxx

φx

− 2
φx

φ

)
+ β(t)g(t)

φx

φ2
= 0, (2.29)

que pode ser reescrita como

∂

∂x

( ∂

∂x
+ ỹx − 2

φx

φ

)
Ln

[
x; ỹxx −

1

2
ỹ2x

]
+

d

dt

(
ỹx − 2

φx

φ

)
+ β(t)g(t)

φx

φ2
= 0 (2.30)

Nas seções seguintes, usaremos a expressão (2.30) para construir soluções de

(2.25) assim como de sua redução por auto-similaridade.
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2.3.1 De soluções do tipo sóliton da hierarquia mKdV a

soluções da hierarquia mKdV-Liouville

Observe que g(t) aparece apenas multiplicando β(t) em (2.30). Como podemos rede-

finir β(t) usando o teorema 2, podemos assumir g(t) = 1 sem perda de generalidade.

Assumindo ỹx = 2v de modo que v satisfaça a hierarquia mKdV, isto é

∂

∂x

( ∂

∂x
+ 2v
)
Ln

[
x; 2(vx − v2)

]
+ 2vt = 0, (2.31)

então a expressão (2.30) gerará a seguinte condição sobre φ

∂

∂x

(
−2φx

φ
Ln

[
x; ỹxx −

1

2
ỹ2x

])
+

d

dt

(
−2φx

φ

)
+ β(t)

φx

φ2
= 0 (2.32)

Integrando a expressão acima em x, temos

2φxLn

[
x; ỹxx −

1

2
ỹ2x

]
+ 2φt + β(t) + α(t)φ = 0, (2.33)

onde α(t) é uma função arbitraria de t. A condição (2.33) é similar a encontrada em

[31] para a equação mKdV, embora não tenha sido obtida nenhuma solução explicita

lá.

A fim de verificar que a equação (2.33) é compativel com (2.31), vamos isolar

Ln

[
x; ỹxx − 1

2
ỹ2x

]
, isto é

Ln

[
x; ỹxx −

1

2
ỹ2x

]
= −φt

φx

− (β(t) + α(t)φ)

2φx

(2.34)

A expressão acima, juntamente com a definição ỹ = ln[φx], resulta em

∂

∂x
Ln

[
x; ỹxx −

1

2
ỹ2x

]
= −φxt

φx

+
φtφxx

φ2x
+
(β(t) + α(t)φ)φxx

2φ2x
− α(t)

2
(2.35)

ỹxLn

[
x; ỹxx −

1

2
ỹ2x

]
= −φtφxx

φ2x
− (β(t) + α(t)φ)φxx

2φ2x
(2.36)

Somando (2.35) e (2.36), temos

( ∂

∂x
+ ỹx

)
Ln

[
x; ỹxx −

1

2
ỹ2x

]
+ ỹt +

α(t)

2
= 0, (2.37)

que resulta em (2.31) através de uma derivação e da transformação ỹx = 2v. Observe

que ỹ é dado em termos de v por

ỹ = 2

∫ x

v(x′, t)dx′ + Γ(t) (2.38)
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onde Γ(t) é uma função arbitrária. Se considerarmos uma solução do tipo sóliton

para v, precisamos escolher α(t) = −2Γ′(t) para (2.31), (2.37) e (2.38) serem com-

pativeis. Assim, podemos reescrever equação (2.33) como

∂

∂t

(
e−Γ(t)φ

)
+

β(t)e−Γ(t)

2
= −eỹ−Γ(t)Ln

[
x; ỹxx −

1

2
ỹ2x

]
(2.39)

Como o lado direito da equação (2.39) é expresso em termos de elementos co-

nhecidos, nós podemos integrar afim de determinar φ, isto é

φ = −eΓ(t)
(∫ t

−∞
eỹ−Γ(t

′)Ln

[
x; ỹxx −

1

2
ỹ2x

]
dt′ +

∫ t

−∞

β(t′)e−Γ(t
′)

2
dt′ + Φ0(x)

)
(2.40)

onde Φ0(x) precisa ser determinado tal que (2.40) seja consistente com a definição

ỹ = lnφx. Vamos derivar (2.40) em x e usar (2.37) de modo que

∂φ

∂x
= −eΓ(t)

(∫ t

−∞
eỹ−Γ(t

′)
( ∂

∂x
+ ỹx

)
Ln

[
x; ỹxx −

1

2
ỹ2x

]
dt′ + Φ′0(x)

)
= eỹ − eΓ(t)

(
lim

t′→−∞
eỹ(x,t

′)−Γ(t′) + Φ′0(x)
)
. (2.41)

Usando a definição de ỹ, a expressão acima dá origem à condição

Φ0(x) = −
∫ x

lim
t′→−∞

eỹ(x
′,t′)−Γ(t′)dx′ + c1, c1 ≡ constante

Observe que toda solução do tipo sóliton da hierarquia mKdV gera a condição

Φ0(x) = −x+ c1. Vamos analisar três exemplos da hierarquia mKdV dando origem

a soluções da hierarquia mKdV-Liouville:

Exemplo 1) A solução de vácuo da hierarquia mKdV, v = 0, gera

φ = eΓ(t)
(
−
∫ t β(t′)e−Γ(t

′)

2
dt′ + x− c1

)

y = −2 ln
(
−
∫ t β(t′)e−Γ(t

′)

2
dt′ + x− c1

)
− Γ(t) (2.42)

Exemplo 2) As soluções 1-sóliton da hierarquia mKdV,

v =
∂

∂x
ln
(2− eη

2 + eη

)
η = kx− k2n+1t,

geram

φ = eΓ(t)
(
− 4eη

k(2 + eη)
−
∫ t β(t′)e−Γ(t

′)

2
dt′ + x− c1

)

y = 2 ln
(2− eη

2 + eη

)
− 2 ln

(
− 4eη

k(2 + eη)
−
∫ t β(t′)e−Γ(t

′)

2
dt′ + x− c1

)
− Γ(t) (2.43)
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Exemplo 3) As soluções 2-sólitons da hierarquia mKdV,

v =
∂

∂x
ln

⎛
⎝ 4+2(eη1+eη2 )+

(
k1−k2
k1+k2

)2

eη1+η2

4−2(eη1+eη2 )+

(
k1−k2
k1+k2

)2

eη1+η2

⎞
⎠ , ηj = kjx− k2n+1j t, j = 1, 2

geram

φ = eΓ(t)
(
−4(k1 + k2)

k1k2

(
k21e

η2(eη1 − 2)− 2k1k2(e
η1 + eη2 + eη1+η2) + k22e

η1(eη2 − 2)
)/

(
k21(e

η1 − 2)(eη2 − 2)− 2k1k2(2e
η1 + 2eη2 + eη1+η2 − 4) + k22(e

η1 − 2)(eη2 − 2)
)

−
∫ t β(t′)e−Γ(t

′)

2
dt′ + x− c1

)

y = 2 ln

⎛
⎝ 4+2(eη1+eη2 )+

(
k1−k2
k1+k2

)2

eη1+η2

4−2(eη1+eη2 )+

(
k1−k2
k1+k2

)2

eη1+η2

⎞
⎠− 2 ln

(
−4(k1 + k2)

k1k2

(
k21e

η2(eη1 − 2)

− 2k1k2(e
η1 + eη2 + eη1+η2) + k22e

η1(eη2 − 2)
)/(

k21(e
η1 − 2)(eη2 − 2)− 2k1k2(2e

η1

+ 2eη2 + eη1+η2 − 4) + k22(e
η1 − 2)(eη2 − 2)

)
−
∫ t β(t′)e−Γ(t

′)

2
dt′ + x− c1

)
− Γ(t)

(2.44)

Se escolhermos β(t) = 0, o formalismo desta seção dá origem a uma trans-

formação da hierarquia mKdV nela mesma. Desta forma, definindo ṽ = yx/2, temos

soluções novas para a hierarquia mKdV†. Abaixo, mostramos as soluções da hierar-

quia mKdV que são obtidas a partir dos exemplos que usamos acima:

Exemplo 1) ṽ =
1

c1 − x

Exemplo 2) ṽ =
k[4 + 4eη(k(x− c1)− 2)− e2η]

4k(c1 − x) + 8eη + e2η(k(x− c1)− 4)

Exemplo 3) ṽ =

[
−4 + 4eη1(k1(x− c1)− 2) + 4eη2(k2(x− c1)− 2) + e2η1 + e2η2

+
8(k41 − k21k

2
2 + k42)

k1k2(k1 + k2)2
eη1+η2 − (k21 − k22)

2

k1k2(k1 + k2)2
[k1e

η1+2η2(k1k2(x− c1)

−4k1 − 2k2) + k2e
2η1+η2(k1k2(x− c1)− 2k1 − 4k2)]−

(k1 − k2)
4

4(k1 + k2)4
e2(η1+η2)

]/
[
4(x− c1) +

8eη1

k1
+

8eη2

k2
+ e2η1

(
c1 − x+

4

k1

)
+ e2η2

(
c1 − x+

4

k2

)
†Que seja do conhecimento do autor, tais soluções foram apresentadas pela primeira vez em

[23].
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(a) Exemplo 1 (b) Exemplo 2 (c) Exemplo 3

Figura 2.1: Foi mostrado que podemos obter soluções da hierarquia mKdV-Liouville

a partir de soluções da hierarquia mKdV. Nestas figuras, ilustramos algumas soluções

para a primeira equação da hierarquia mKdV-Liouville (n = 1) com β(t) = 1. Figura

2.1a mostra a solução (2.42) com Γ(t) = 0 e c1 = 1. Figura 2.1b mostra a solução

(2.43) com Γ(t) = 0, c1 = 1 e k = −2. Figura 2.1c mostra solução (2.44) com

Γ(t) = 0, c1 = 1, k1 = −1 e k2 = −2.

+
8k1k2(c1 − x) + 2(k1 + k2)

(k1 + k2)2
eη1+η2 − 2(k1 − k2)

2

k1(k1 + k2)2
eη1+2η2

− 2(k1 − k2)
2

k2(k1 + k2)2
e2η1+η2 +

(k1 − k2)
4(k1k2(x− c1)− 4(k1 + k2))

4k1k2(k1 + k2)4
e2(η1+η2)

]

2.3.2 Redução por auto-similaridade

Vamos considerar a expressão (2.31) novamente. Pelo teorema 2, podemos escolher

β(t) = β0[(2n+ 1)t]−(2n+2)/(2n+1).

Desta forma, assumindo a redução por auto-similaridade

z = x[(2n+ 1)t]−1/(2n+1) y(x, t) = y(z),

Lk

[
x; yxx −

1

2
y2x

]
= [(2n+ 1)t]−2k/(2n+1)Lk

[
z; yzz −

1

2
y2z

]
,

podemos reduzir a hierarquia mKdV-Liouville para

∂

∂z

( ∂

∂z
+ yz

)
Ln

[
z; yzz −

1

2
y2z

]
− (zyz)z + β0e

y = 0 (2.45)

A hierarquia (2.45) é um caso particular da hierarquia proposta em [12]. Se

escolhermos g(t) = [(2n+ 1)t]1/(2n+1), a definição (2.28) se reduz a

ỹ(x, t) = ỹ(z), φ(x, t) = φ(z).
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Assim, a redução de auto-similaridade de (2.30) resulta em

∂

∂z

( ∂

∂z
+ ỹz − 2

φz

φ

)
Ln

[
z; ỹzz −

1

2
ỹ2z

]
− d

dz

(
zỹz − 2z

φz

φ

)
+ β0

φz

φ2
= 0 (2.46)

que pode ser integrado e a constante de integração definida como 2(α− 1), isto é( ∂

∂z
+ ỹz − 2

φz

φ

)
Ln

[
z; ỹzz −

1

2
ỹ2z

]
− zỹz + 2z

φz

φ
− β0

φ
+ 2(α− 1) = 0 (2.47)

Vamos assumir que ỹ satisfaça( ∂

∂z
+ ỹz

)
Ln

[
z; ỹzz −

1

2
ỹ2z

]
− zỹz − 2α = 0, (2.48)

tal que (2.47) seja simplificada a

−2φz

φ
Ln

[
z; ỹzz −

1

2
ỹ2z

]
+ 2z

φz

φ
− β0

φ
+ 2(2α− 1) = 0 (2.49)

A fim de verificar a compatibilidade entre (2.48) e (2.49), vamos isolar Ln

[
z; ỹzz−

1
2
ỹ2z

]
, isto é

Ln

[
z; ỹzz −

1

2
ỹ2z

]
= z − β0

2φz

+ (2α− 1)
φ

φz

(2.50)

tal que
∂

∂z
Ln

[
z; ỹzz −

1

2
ỹ2z

]
=

β0φzz

2φ2z
+ 2α− (2α− 1)

φφzz

φ2z

ỹzLn

[
z; ỹzz −

1

2
ỹ2z

]
= zỹz −

β0φzz

2φ2z
+ (2α− 1)

φφzz

φ2z

Não é dif́ıcil verificar que a equação (2.48) é satisfeita com a ajuda das expressões

acima. A transformação

ỹ = 2

∫ z

v(z′)dz′ + C

mapeia a hierarquia (2.48) na hierarquia PII (ver apendice A.2), isto é( ∂

∂z
+ 2v
)
Ln

[
z; 2(vz − v2)

]
− 2zv − 2α = 0. (2.51)

De (2.49), temos

φ =
eỹ
(
Ln

[
z; ỹzz − 1

2
ỹ2z

]
− z
)
+ β0/2

(2α− 1)
,

desde que α �= 1/2. Portanto, a solução para (2.45) está relacionada com a solução

da hierarquia PII pela transformação

y = 2

∫ z

v(z′)dz′+C+2 ln(2α−1)−2 ln
[
eỹ
(
Ln

[
z; 2(vz−v2)

]
−z
)
+β0/2

]
(2.52)
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Observe que a primeira equação da hierarquia (2.45) é uma equação de quarta

ordem, isto é

yzzzz −
3

2
y2zyzz − zyzz − yz + β0e

y = 0, (2.53)

que é uma forma particular da equação proposta em [12] como sendo uma possibi-

lidade para se definir novas funções transcedentais.

A solução geral da equação PII define uma função transcedental com duas cons-

tantes arbitrárias mais um parametro α. A solução (2.52) para n = 1 possui as

constantes arbitrárias C, α e duas constantes de integração da solução geral da

equação PII. Assim, a solução (2.52) representa a solução geral da equação (2.53).

Como exemplos, mostraremos algumas soluções da equação (2.53) baseando-se

em soluções racionais da equação PII na tabela 2.1.

Tabela 2.1: Soluções da equação (2.53) a partir de soluções racionais da equação PII

α = −2 v = 2(z3−2)
z(z3+4)

y = C − 2 ln
(
2eC(z6+20z3−80)−β0z

10(z3+4)

)

α = −1 v = 1
z

y = C − 2 ln
(
2eC(z3+4)−β

6z

)

α = 0 v = 0 y = C − 2 ln
(
eCz − β0

2

)

α = 1 v = −1
z

y = C − 2 ln
(

β0z
2
− eC
)

α = 2 v = −2(z3−2)
z(z3+4)

y = C − 2 ln
(

β0(z3+4)−2eC
6z

)



Caṕıtulo 3

Modelo misto AKNS-Lund-Regge

estendido

3.1 Construção algébrica do modelo AKNS-Lund-

Regge estendido

Nesta seção, vamos construir o modelo misto AKNS-Lund-Regge baseando-se na

álgebra de Lie G = sl(2) e usando um operador de graduação homogêneo, Q = λ d
dλ
.

Desta forma, a álgebra de Lie afim Ĝ =⊕i Ĝi será formada pelos subespaços

Ĝm ≡ {H(m) ≡ λmH,E(m)
α ≡ λmEα, E

(m)
−α ≡ λmE−α},

cujos elementos satisfarão as seguintes relações de comutação:

[H(m1), E
(m2)
±α ] = ±2E(m1+m2)

±α , [E(m1)
α , E

(m2)
−α ] = H(m1+m2).

Agora considere o par de Lax

∂Ψ̂

∂x
= −B1Ψ̂,

∂Ψ̂

∂tN
= −BNΨ̂,

sendo B1 e BN parametrizados por

B1 = H(1) + A0 (3.1)

BN = D
(N)
N +D

(N−1)
N + ...+D

(1)
N +D

(0)
N +D

(−1)
N , (3.2)

tal que

A0 = qE(0)
α + rE

(0)
−α (3.3)

D
(j)
N = αjE

(j)
α + βjE

(j)
−α + σjH

(j), (3.4)

20
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r = r(x, t2), q = q(x, t2), αj = αj(x, t2), βj = βj(x, t2), σj = σj(x, t2). Vejamos o

caso N = 2 primeiro. A decomposição da equação de curvatura nula, isto é

[∂x +H(1) + A0, ∂t2 +D
(2)
2 +D

(1)
2 +D

(0)
2 +D

(−1)
2 ]Ψ̂ = 0, (3.5)

em elementos de mesma graduação, dá origem ao sistema

[H(1), D
(2)
2 ] = 0 (3.6)

[H(1), D
(1)
2 ] + [A0, D

(2)
2 ] +

∂D
(2)
2

∂x
= 0 (3.7)

[H(1), D
(0)
2 ] + [A0, D

(1)
2 ] +

∂D
(1)
2

∂x
= 0 (3.8)

[H(1), D
(−1)
2 ] + [A0, D

(0)
2 ] +

∂D
(0)
2

∂x
− ∂A0

∂t2
= 0 (3.9)

[A0, D
(−1)
2 ] +

∂D
(−1)
2

∂x
= 0. (3.10)

A projeção do sistema (3.6)-(3.10) nos elementos da álgebra resulta no sistema

graduação 3) α2 = β2 = 0,

graduação 2) ∂xα2 = 2(σ2q − α1), ∂xβ2 = 2(β1 − σ2r),

∂xσ2 = rα2 − qβ2,

graduação 1) ∂xα1 = 2(σ1q − α0), ∂xβ1 = 2(β0 − σ1r),

∂xσ1 = rα1 − qβ1,

graduação 0) ∂t2q = ∂xα0 − 2σ0q + 2α−1, ∂t2r = ∂xβ0 + 2σ0r − 2β−1,

∂xσ0 = rα0 − qβ0,

graduação -1) ∂xα−1 = 2σ−1q, ∂xβ−1 = −2σ−1r,
∂xσ−1 = rα−1 − qβ−1.

A solução do sistema proveniente da graduação positive é

α2 = 0, α1 = c2(t2)q, α0 = − c2(t2)
2

qx + c1(t2)q,

β2 = 0, β1 = c2(t2)r, β0 =
c2(t2)
2

rx + c1(t2)r,

σ2 = c2(t2), σ1 = c1(t2), σ0 = − c2(t2)
2

rq − c0(t2)
2

,

sendo c0(t2), c1(t2) e c2(t2) funções arbitrarias de t2, juntamente ao sistema

qt2 − c0(t2)q − c1(t2)qx +
c2(t2)
2 [qxx − 2q2r] + 2α−1 = 0 (3.11)

rt2 + c0(t2)r − c1(t2)rx − c2(t2)
2 [rxx − 2qr2]− 2β−1 = 0, (3.12)

Independentemente do valor escolhido paraN , os coeficientes do elemento de gra-

duação negativa sempre serão determinados por (3.10), cujas projeções em relação

aos elementos da álgebra são equivalentes ao sistema

∂xα−1 = 2σ−1q, ∂xβ−1 = −2σ−1r, ∂xσ−1 = rα−1 − qβ−1. (3.13)
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Nas coordenadas r e q, o sistema acima não pode ser resolvido. Assim, baseando-

se na referência [32], introduziremos os campos Ψ̃ e χ̃ de tal modo que

B = eχ̃E
(0)
−αeφH

(0)

eΨ̃E
(0)
α , A0 = −(∂xB)B−1, D

(−1)
2 = ηBH(−1)B−1. (3.14)

Para encontrar a relação entre os campos r e q com χ̃ e Ψ̃, precisaremos usar a

relação

eLTe−L = T + [L, T ] +
1

2!
[L, [L, T ]] +

1

3!
[L, [L, [L, T ]]] + ...,

de modo que a expressão ∂xB possa ser calculada como

∂xB = χ̃xE
(0)
−αe

χ̃E
(0)
−αeφH

(0)
eΨ̃E

(0)
α + φxe

χ̃E
(0)
−αH(0)eφH

(0)
eΨ̃E

(0)
α + Ψ̃xe

χ̃E
(0)
−αeφH

(0)
E(0)

α eΨ̃E
(0)
α

= χ̃xE
(0)
−αB +Φxe

χ̃E
(0)
−αH(0)e−χ̃E

(0)
−αB + Ψ̃xe

χ̃E
(0)
−αeφH

(0)
E(0)

α e−φH
(0)
e−χ̃E

(0)
−αB

=

(
χ̃xE

(0)
−α + φx(H

(0) + χ̃[E
(0)
−α, H

(0)] +
χ̃2

2!
[E

(0)
−α, [E

(0)
−α, H

(0)]] + ...) + Ψ̃xe
χ̃E

(0)
−α(E(0)

α

+ φ[H(0), E
(0)
−α] +

φ2

2!
[H(0), [H(0), E(0)

α ]] + ...)e−χ̃E
(0)
−α

)
B

=

(
χ̃xE

(0)
−α + φx(H

(0) + 2χ̃E
(0)
−α) + Ψ̃xe

2φeχ̃E
(0)
−αE(0)

α e−χ̃E
(0)
−α

)
B

=

(
χ̃xE

(0)
−α + φx(H

(0) + 2χ̃E
(0)
−α) + Ψ̃xe

2φ(E(0)
α + χ̃[E

(0)
−α, E

(0)
α ] +

χ̃2

2!
[E

(0)
−α, [E

(0)
−α, E

(0)
α ]]

+ ...)

)
B =

(
χ̃xE

(0)
−α + φx(H

(0) + 2χ̃E
(0)
−α) + Ψ̃xe

2φ(E(0)
α − χ̃H(0) − χ̃2E

(0)
−α)
)
B

=

(
(φx − χ̃Ψ̃xe

2φ)H(0) + (Ψ̃xe
2φ)E(0)

α + (χ̃x + 2χ̃φx − χ̃2Ψ̃xe
2φ)E

(0)
−α

)
B

A compatibilidade da definição de A0 entre as expressões (3.3) e (3.14) dá origem

à transformação

q = −Ψ̃xe
2φ, r = −χ̃2Ψ̃xe

2φ − χ̃x (3.15)

e à condição

φx − χ̃Ψ̃xe
2φ = 0. (3.16)

O campo φ é um campo auxiliar que será eliminado do cálculo posteriormente;

logo, precisamos buscar uma relação para φt2 . Substituindo A0 = qE
(0)
α + rE

(0)
−α =

−(∂xB)B−1, D(−1)
2 = ηBH(−1)B−1 e D(0)

2 = α0E
(0)
α +β0E

(0)
−α+σ0H

(0) em (3.9), temos

η[H(1), BH(−1)B−1] + [qE(0)
α + rE

(0)
−α, α0E

(0)
α + β0E

(0)
−α + σ0H

(0)] + ∂x[α0E
(0)
α

+β0E
(0)
−α + σ0H

(0)] + ∂t2 [(∂xB)B
−1] = 0 ⇒

η(H(1)BH(−1)B−1 − BH(−1)B−1H(1)) + (∂xα0 − 2qσ0)E
(0)
α + (∂xβ0 + 2rσ0)E

(0)
−α

+(∂xσ0 + qβ0 − rα0)H
(0) + ∂t2(B)(∂xB

−1) + B(∂t2∂xB
−1) = 0



CAPÍTULO 3. MODELO MISTO AKNS-LUND-REGGE ESTENDIDO 23

Em seguida, multiplicamos a expressão acima por B pela direita e B−1 pela

esquerda, tal que podemos manipular a expressão da seguinte forma:

η[B−1H(1)B,H(−1)] + (∂xα0 − 2qσ0)B
−1E(0)

α B + (∂xβ0 + 2rσ0)B
−1E(0)

−αB

+(∂xσ0 + qβ0 − rα0)B
−1H(0)B + ∂x(B

−1∂t2B) = 0. (3.17)

Agora observe que B−1 = e−Ψ̃E
(0)
α e−φH

(0)
e−χ̃E

(0)
−α . Assim, temos

B−1H(m)B = e−Ψ̃E
(0)
α e−φH

(0)

e−χ̃E
(0)
−αH(m)eχ̃E

(0)
−αeφH

(0)

eΨ̃E
(0)
α

= e−Ψ̃E
(0)
α e−φH

(0)

(H(m) − χ̃[E
(0)
−α, H

(m)] +
χ̃2

2!
[E

(0)
−α, [E

(0)
−α, H

(m)]]

+ ...)eφH
(0)

eΨ̃E
(0)
α = e−Ψ̃E

(0)
α e−φH

(0)

(H(m) − 2χ̃E
(m)
−α )e

φH(0)

eΨ̃E
(0)
α

= e−Ψ̃E
(0)
α (H(m) − 2χ̃E

(m)
−α − φ[H(0), H(m) − 2χ̃E

(m)
−α ]

+
φ2

2!
[H(0), [H(0), H(m) − 2χ̃E

(m)
−α ]] + ...)eΨ̃E

(0)
α

= e−Ψ̃E
(0)
α (H(m) − 2χ̃e2φE

(m)
−α )e

Ψ̃E
(0)
α

= H(m) − 2χ̃e2φE
(m)
−α − Ψ̃[E(0)

α , H(m) − 2χ̃e2φE
(m)
−α ]

+
Ψ̃2

2!
[E(0)

α , [E(0)
α , H(m) − 2χ̃e2φE

(m)
−α ]] + ...

= (1 + 2Ψ̃χ̃e2φ)H(0) + 2(Ψ̃ + Ψ̃2χ̃e2φ)E(m)
α − 2χ̃e2φE

(m)
−α , m = 0, 1

B−1E(0)
α B = e−Ψ̃E

(0)
α e−φH

(0)

e−χ̃E
(0)
−αE(0)

α eχ̃E
(0)
−αeφH

(0)

eΨ̃E
(0)
α

= e−Ψ̃E
(0)
α e−φH

(0)

(E(0)
α − χ̃[E

(0)
−α, E

(0)
α ] +

χ̃2

2!
[E

(0)
−α, [E

(0)
−α, E

(0)
α ]]

+ ...)eφH
(0)

eΨ̃E
(0)
α = e−Ψ̃E

(0)
α e−φH

(0)

(E(0)
α + χ̃H(0) − χ̃2E

(0)
−α)e

φH(0)

eΨ̃E
(0)
α

= e−Ψ̃E
(0)
α (E(0)

α + χ̃H(0) − χ̃2E
(0)
−α − φ[H(0), E(0)

α + χ̃H(0) − χ̃2E
(0)
−α]

+
φ2

2!
[H(0), [H(0), E(0)

α + χ̃H(0) − χ̃2E
(0)
−α]] + ...)eΨ̃E

(0)
α

= e−Ψ̃E
(0)
α (e−2φE(0)

α + χ̃H(0) − χ̃2e2φE
(0)
−α)e

Ψ̃E
(0)
α

= e−2φE(0)
α + χ̃H(0) − χ̃2e2φE

(0)
−α − Ψ̃[E(0)

α , e−2φE(0)
α + χ̃H(0)

− χ̃2e2φE
(0)
−α] +

Ψ̃2

2!
[E(0)

α , [E(0)
α , e−2φE(0)

α + χ̃H(0) − χ̃2e2φE
(0)
−α]] + ...

= (χ̃+ χ̃2Ψ̃e2φ)H(0) + (e−2φ + 2χ̃Ψ̃ + χ̃2Ψ̃2e2φ)E(0)
α − χ̃2e2φE

(0)
−α

B−1E(0)
−αB = e−Ψ̃E

(0)
α e−φH

(0)

e−χ̃E
(0)
−αE

(0)
−αe

χ̃E
(0)
−αeφH

(0)

eΨ̃E
(0)
α

= e−Ψ̃E
(0)
α e−φH

(0)

E
(0)
−αe

φH(0)

eΨ̃E
(0)
α

= e−Ψ̃E
(0)
α (E

(0)
−α − φ[H(0), E

(0)
−α] +

φ2

2!
[H(0), [H(0), E

(0)
−α]] + ...)eΨ̃E

(0)
α

= e2φe−Ψ̃E
(0)
α E

(0)
−αe

Ψ̃E
(0)
α = (1 + 2φ)e−Ψ̃E

(0)
α E

(0)
−αe

Ψ̃E
(0)
α

= e2φ(E
(0)
−α − Ψ̃[E(0)

α , E
(0)
−α] +

Ψ̃2

2!
[E(0)

α , [E(0)
α , E

(0)
−α]] + ...)
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= e2φE
(0)
−α − e2φΨ̃H(0) − e2φΨ̃2E(0)

α

Usando a seguinte representação da álgebra de Lie:

H =

(
1 0

0 −1

)
, Eα =

(
0 1

0 0

)
, E−α =

(
0 0

1 0

)
;

podemos ver facilmente que tr(E
(0)
α H(0)) = tr(E

(0)
−αH

(0)) = 0 e tr(H(0)H(0)) = 2.

Assim, após usarmos as relações acima, podemos multiplicar a expressão (3.17) por

H(0) pela direita e calcular o traço. Desta forma, nós obtemos a equação

∂x(φt2 − Ψ̃χ̃t2e
2φ) + (∂xα0 − 2qσ0)χ̃(1 + Ψ̃χ̃e2φ)− (∂xβ0 + 2rσ0)Ψ̃e

2φ = 0. (3.18)

As expressões (3.16) e (3.18) nos levam a considerar as coordenadas

Ψ = Ψ̃eφ, χ = χ̃eφ.

Nas coordenadas Ψ e χ, os campos r e q são escritos como

q = − Ψx

1 + Ψχ
eφ, r = −χxe

−φ. (3.19)

Substituindo (3.19) em (3.13), podemos verificar que a solução dos coeficientes de

graduação negativa é

α−1 = −2η(t2)Ψeφ, β−1 = 2η(t2)(χ+Ψχ2)e−φ, σ−1 = η(t2), (1 + 2Ψχ)

sendo η(t2) uma função arbitraria de t2. Assim, de (3.11) e (3.12), ficamos com o

sistema

∂t2q − c0(t2)q − c1(t2)qx +
c2(t2)
2 [qxx − 2q2r] + 4η(t2)Ψeφ = 0 (3.20)

∂t2r + c0(t2)r − c1(t2)rx − c2(t2)
2 [rxx − 2qr2] + 4η(t2)(χ+Ψχ2)e−φ = 0, (3.21)

que chamaremos de modelo AKNS-Lund-Regge estendido. No sistema acima, os

campos r, q, Ψ, χ e φ estão misturados apenas para podermos comparar com os

modelos bem conhecidos. As condições (3.16) e (3.18) em termos de Ψ e χ tornam-se

φx =
χΨx

1 + χΨ

φt2 =
Ψχt2

1 + χΨ
+ c0(t2)

( Ψχ

1 + χΨ

)
+ c1(t2)

(χΨx −Ψχx

1 + χΨ

)
+ c2(t2)

((1 + 4Ψχ)χxΨx − (1 + χΨ)(χxxΨ+ χΨxx)

2(1 + χΨ)2

)
.
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Nas referencias [32, 33], as equações (3.20) e (3.21) foram tratadas com c0(t) =

c1(t) = 0, c2(t) = c2 e η(t) = η. Entretanto, as soluções podem ser facilmente

estendidas. Por exemplo, a solução do tipo 1-sóliton∗será

Ψ =
b

ρ2(1 +
k1
k2
Γρ1ρ

−1
2 )

, χ =
aρ1

1 + k1
k2
Γρ1ρ

−1
2

, e−φ =
1 + k1

k2
Γρ1ρ

−1
2

1 + Γρ1ρ
−1
2

(3.22)

com

ρi = exp 2
(
kix+ k−1i

∫ t2

η(t)dt+

∫ t2

c0(t)dt+ ki

∫ t2

c1(t)dt+ k2i

∫ t2

c2(t)dt
)

e a, b, ki, Γ =
abk22

(k1−k2)2 constantes. Observe que Ψ e χ são os campos mais funda-

mentais e de suas soluções podemos obter soluções de r e q.

Este é o modelo misto AKNS-Lund-Regge estendido, pois impondo c0(t2) =

c1(t2) = η(t2) = 0 e c2(t2) = −2, teremos o modelo AKNS. Por outro lado, se

pusermos c0(t2) = c1(t2) = c2(t2) = 0 e fizermos a transformação

Ψ = −ieiβ/2 sin (α/2), χ = −ie−iβ/2 sin (α/2),

teremos

αxt2 − 4η(t2) sinα−
tan2(α/2)

sinα
βxβt2 = 0 (3.23)

βxt2 + cscα(αxβt2 + αt2βx) = 0, (3.24)

que é o modelo Lund-Regge relativ́ıstico quando η(t2) = −1/4, em concordância

com [34, 35].

3.2 Redução por auto-similaridade do modelo AKNS-

Lund-Regge extendido

Nesta seção, trabalharemos o modelo AKNS-Lund-Regge com coeficientes arbitrários.

Observe que α e β são os campos mais fundamentais, logo, escreveremos as equações

em termos deles. Pela transformação

q = − ∂xΨ

1 + Ψχ
eφ, r = −∂xχe−φ

Ψ = −ieiβ/2 sin (α/2), χ = −ie−iβ/2 sin (α/2),
∗aqui, usaremos o termo sóliton em um sentido generalizado, de modo que a redução de ondas

viajantes não precisará ser necessariamente linear em t2.
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as equações (3.20) e (3.21) se tornam

αxt2 =
tan2(α/2)
sinα

βxβt2 + 4η(t2) sinα + 2ic0(t2)
tan2(α/2)
sinα

βx + c1(t2)
(
− tan2(α/2)

sinα
β2x + αxx

)
− ic2(t2)
4(1+cosα)

[
tan(α/2)α2xβx +

(
1−3 cosα
1+cosα

)
tan(α/2)β3x + 2(1 + 2 cosα)αxxβx

+2(2 + cosα)αxβxx + 2 sinαβxxx

]
(3.25)

e

βxt2 = − cscα(αxβt2 + αt2βx)− 2ic0(t2) cscααx + c1(t2)
(
2 cscααxβx + βxx

)
+ ic2(t2)

4

[
cscαα3x + αx

(
3
(
1−3 cosα
1+cosα

)
cscαβ2x + 2αxx

)
− 6 cosαβxβxx

1+cosα
+ 2 cot(α/2)αxxx

]
.

(3.26)
Quando as condições

η(t2) = (nt2)
μ/n−1μη, c0(t2) = (nt2)

−1μc0, c1(t2) = (nt2)
−μ/n−1μc1,

c2(t2) = (nt2)
−2μ/n−1μc2,

forem satisfeitas, poderemos usar a transformação por auto-similaridade

z = x(nt2)
μ/n, α(x, t2) = α(z), β(x, t2) = β(z)

para reduzir as equações (3.25) e (3.26) a

αz + zαzz − z tan
2(α/2)
sinα

β2z − 4η sinα− 2ic0
tan2(α/2)
sinα

βz − c1

(
− tan2(α/2)

sinα
β2z + αzz

)
+ ic2
4(1+cosα)

[
tan(α/2)α2zβz +

(
1−3 cosα
1+cosα

)
tan(α/2)β3z + 2(1 + 2 cosα)αzzβz

+2(2 + cosα)αzβzz + 2 sinαβzzz

]
= 0

(3.27)

e

βz + zβzz + 2 cscααzβz + 2ic0 cscααz − c1

(
2 cscααzβz + βzz

)
− ic2

4

[
cscαα3z + αz

(
3
(
1−3 cosα
1+cosα

)
cscαβ2z + 2αzz

)
− 6 cosαβzβzz

1+cosα
+ 2 cot(α/2)αzzz

]
= 0.

(3.28)

Afim de transformar o sistema de equações acima em uma forma racional, faze-

mos a mudança y = − cot2(α/2). Nosso sistema se escreve então como
yz

(1−y) + (z − c1)
(
(3y−1)y2z
2y(y−1)2 −

(y−1)β2
z

2y
− yzz

(y−1)

)
− 8ηy

(y−1) −
ic0(y−1)βz

y

+ic2

(
(9y2−7y+2)y2zβz

8(y−1)2y2 − (y−1)(y+2)β3
z

8y2
+ (3y−1)(βzyzz+βzzyz)

12(y−1)y + βzzz

2

)
= 0

(3.29)

e

βz + (c1 − z)
(

yzβz

y
− βzz

)
− ic0yz

y
+ ic2

(
(15y2−17y+6)y3z

8(y−1)3y2 − 3(y+2)yzβ2
z

8y2
− (9y−5)yzyzz

4(y−1)2y

+3(y+1)βzβzz

4y
+ yzzz

2(y−1)

)
= 0.

(3.30)
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Podemos multiplicar (3.30) por y−1 e integrar, tal que

(z−c1)βz

y
+ ic0

y
+ ic2

(
(3−5y)y2z
8(y−1)2y2 +

3(y+1)β2
z

8y2
+ yzz

2(y−1)y

)
+ C = 0, (3.31)

sendo C uma constante de integração. A partir do sistema (3.29) e (3.31), vemos

que a constante c1 pode ser absorvida por uma transformação nas variáveis indepen-

dentes. Desta forma, usaremos c1 = 0 sem perda de generalidade. Quando c2 = 0,

as equações (3.29) e (3.31) resultam em

yz
(1−y) + z

(
(3y−1)y2z
2y(y−1)2 −

(y−1)β2
z

2y
− yzz

(y−1)

)
− 8ηy

(y−1) −
ic0(y−1)βz

y
= 0 (3.32)

zβz

y
+ ic0

y
+ C = 0. (3.33)

Estas equações podem ser desacopladas em

yzz =
(3y − 1)y2z
2y(y − 1)

− yz
z
+
(y − 1)2

z2

(
−C2

2
y − c20

2y

)
+
(−8η)

z
y, (3.34)

βz = −
Cy

z
− ic0

z
, (3.35)

onde a equação para y é a quinta equação de Painlevé com uma das constantes nula.

Entretanto, quando c2 �= 0, o sistema (3.29) e (3.31) pode se desacoplar em

(A0(u
2
z − 2uuzz) +A1uuz +A2u

3 +A3u
2

A4u2 +A5u

)2
+

uy

3(y − 1)
= 0 (3.36)

βz =
4izy

3c2(y + 1)
+ 2μ

√
uy

3(y − 1)
, (3.37)

sendo μ = ±1. Aj e u são

u = −yzz +
(5y − 3)y2z
4y(y − 1)

− 4z2(y − 1)y

3c22(y + 1)
+
2(y − 1)(iCy − c0)

c2

A0 = 9c32y
2(y2 − 1)2

A1 = 9c32yyz(5y
4 + 2y3 − 4y2 − 2y − 1)

A2 = 12c32y(y
2 + 3y + 2)(y − 1)2

A3 = 36c32y
2(2y3 + y2 − 2y − 1)yzz − 9c32y(15y

3 + 13y2 + 9y − 1)y2z

+72c22y(y − 1)3(y + 1)2 + 48c2z
2(y − 1)3y3

A4 = 72c22zy(y − 1)3(y + 1)

A5 = −72c22zy(y − 1)2(3y2 + 4y + 1)yzz + 18c22z(27y
4 − 24y3 + 2y2 − 8y + 3)y2z

−288c22y2(y − 1)2(y + 1)yz + 144c0c2zy(y + 1)2(y − 1)4

−864c22ηy2(y + 1)3(y − 1)2 + 32z3y2(2y + 1)(y − 1)4.
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Observe que u e Aj não dependem de βz. Portanto, a equação (3.36) é uma

EDO de quarta ordem e segundo grau. De acordo com a conjectura de Ablowitz-

Ramani-Segur, está equação possui a propriedade de Painlevé a menos de uma

transformação. Embora estudos adicionais sejão necessários sobre (3.36), existem

poucos exemplos na literatura de equações de quarta ordem e segundo grau com

a propriedade de Painlevé (por exemplo, temos a equação (3.17) da referência [16]

com tal propriedade).



Caṕıtulo 4

Modelo PIII-PV simétrico

4.1 Modelo PIII-PV simétrico

Nos caṕıtulos 2 e 3, estudamos modelos que poderiam ser reduzidos a duas equações

de Painlevé distintas para valores particulares de seus parâmetros. Tais modelos

seriam bons candidatos para definir novas funções transcendentais pela conjectura

de Kudryashov [12]. Neste caṕıtulo, construiremos um modelo afim de unificar as

equações PIII e PV em um único modelo e estudaremos suas propriedades. Diferen-

temente do que ocorre nos modelos mistos dos caṕıtulos 2 e 3, o modelo PIII-PV

simétrico não possui nenhuma região em seu espaço de parâmetros que não esteja

conectada com a equação PIII ou PV. Chamaremos esta propriedade de quebra

espontânea de simetria para equações de Painlevé.

Consideremos o seguinte sistema simétrico:

t
df0
dt

= f0f2(f1 − f3) +

(
1

2
− α2

)
f0 + α0f2 + ε1(f1 + f3), (4.1)

t
df1
dt

= f1f3(f2 − f0) +

(
1

2
− α3

)
f1 + α1f3 − ε0(f0 + f2), (4.2)

t
df2
dt

= f2f0(f3 − f1) +

(
1

2
− α0

)
f2 + α2f0 − ε1(f1 + f3), (4.3)

t
df3
dt

= f3f1(f0 − f2) +

(
1

2
− α1

)
f3 + α3f1 + ε0(f0 + f2) (4.4)

tal que α0 + α1 + α2 + α3 = 1. Se somarmos a equação (4.1) com (4.3) e (4.2) com

(4.4), nós podemos integrar as expressões de modo que

t
d(f0 + f2)

dt
=
1

2
(f0 + f2) ⇒ f0 + f2 = C0

√
t, (4.5)

t
d(f1 + f3)

dt
=
1

2
(f1 + f3) ⇒ f1 + f3 = C1

√
t, (4.6)

29
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sendo C0 e C1 as constantes de integração. Além dissso, se somarmos as equações

(4.1)-(4.4) e integrarmos, temos

t
d(f0 + f1 + f2 + f3)

dt
=
1

2
(f0+f1+f2+f3) ⇒ f0+f1+f2+f3 = C

√
t, C = C0+C1

Com a ajuda de (4.5) e (4.6), o sistema (4.1)-(4.4) é invariante pelas seguintes

transformações de Bäcklund:

si(fj) = fj (j = i, i+ 2), si(fj) = fj ±
αi

fi
±

√
2 cos

(
(2i+1)π

4

)
εi+1Ci−1

fiCi
(j = i± 1),

si(αi) = −αi − 2
√
2 cos

(
(2i+ 1)π

4

)
εi+1Ci−1

Ci
, si(αi+2) = αi+2,

si(αj) = αi + αj +
√
2 cos

(
(2i+ 1)π

4

)
εi+1Ci−1

Ci
(j = i± 1), si(εj) = εj ,

si(Cj) = Cj ,

π(αj) = αj+1, π(fj) = fj+1, π(εj) = (−1)jεj+1, π(Cj) = Cj+1,

sendo, i = 0, ..., 3, j = 0, ..., 3, εj+2 = εj e Cj+2 = Cj . Estas simetrias satisfazem as

relações fundamentais do grupo de Weyl afim A
(1)
3 , que são:

s2i = 1, sisj = sjsi (j = i+ 2), sisjsi = sjsisj (j = i± 1),

π4 = 1, πsj = sj+1π.

Observe também que o sistema (4.1)-(4.4) possui a seguinte invariância por es-

cala:

t→ νt, ε0 →
ε0
μ2

, ε1 → μ2ε1, αj → αj, f2k → μf2k, f2k+1 →
1

μ
f2k+1, k = 0, 1.

Assim, podemos usar esta invariância para reduzir o modelo com C0 e C1 arbitrários

às seguintes quatro possibilidades irredut́ıveis:

(i) C0 = C1 = 1 ⇒ f0 + f2 =
√
t, f1 + f3 =

√
t, (4.7)

(ii) C0 = 1 and C1 = 0 ⇒ f0 + f2 =
√
t, f1 + f3 = 0, (4.8)

(iii) C0 = 0 and C1 = 1 ⇒ f0 + f2 = 0, f1 + f3 =
√
t, (4.9)

(iv) C0 = C1 = 0 ⇒ f0 + f2 = 0, f1 + f3 = 0. (4.10)

Quando Cj �= 0 para j = 0, 1, podemos escolher μ =
√

C0/C1 e ν = 1/(C0C1)

tal que o sistema transformado por escala seja equivalente a um sistema com C0 =

C1 = 1. Similarmente, quando C0 = 0 ou C1 = 0, podemos escolher μ = 1/C1 ou

μ = C0, respectivamente, para simplificar o modelo.
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Agora, vamos definir coordenadas canônicas q e p como

f0 =
1√
t
(C0t+ p), f1 =

√
tq, f2 = −

p√
t
, f3 =

√
t(C1 − q),

tal que as expressões (4.5) e (4.6) sejam satisfeitas. Nestas variáveis, o sistema

(4.1)-(4.4) se reduz a

tq′ = −C0C1tq − 2C1qp− (α1 + α3)q + q2(C0t+ 2p) + α1C1 − ε0C0 (4.11)

tp′ = C0C1tp− 2C0tqp+ (1− α0 − α2)p+ p2(C1 − 2q) + (C1ε1 − C0α2)t (4.12)

Podemos interpretar (4.11) e (4.12) como um sistema proveniente do hamiltoni-

ano

Hc =
1

t

[
−qp(1−α0−α2+C0C1t+C1p)+q

2p(C0t+p)+(α1C1−C0ε0)p+(C0α2−C1ε1)tq
]
,

(4.13)

tal que

q′ =
∂Hc

∂p
, p′ = −∂Hc

∂q
.

Das equações (4.11) e (4.12), nós também obtemos relações que serão usadas para

eliminar uma das coordenadas canônicas do sistema nas seções a seguir, ou seja

p =
q(α0 + α2 − 1− C0C1t+ C0tq)− tq′ + α1C1 − ε0C0

2q(C1 − q)
(4.14)

q =
p(C0C1t+ 1− α0 − α2 + C1p)− t(α2C0 − ε1C1 + p′)

2p(C0t+ p)
(4.15)

Quando consideramos o caso mais simples com C0 = C1 = 0, as equações (4.11)

e (4.12) se desacoplam em

q′′ =
q′2

q
− q′

t
, p′′ =

p′2

p
− p′

t
.

Como estas equações possuem soluções gerais bem conhecidas, isto é

q = p = atb, a, b = constantes arbitrárias;

portanto, nós não trataremos este caso adiante.

Devido as propriedades do grupo de Weyl afim A
(1)
3 , precisamos considerar em

detalhes apenas as transformações s0 e π quando C0 �= 0, pois as demais trans-

formações serão:

s1 = lim
(C0,C1)

(π3s0π), s2 = lim
(C0,C1)

(π2s0π
2), s3 = lim

(C0,C1)
(πs0π

3),
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onde definimos lim(C0,C1) como sendo o limite das constantes C0 and C1 para algum

dos casos (4.7)-(4.10). Por outro lado, quando C0 = 0 e C1 �= 0, precisaremos

considerar apenas s1 e π, pois as demais transformações serão:

s0 = lim
(C0,C1)

(π3s1π), s3 = lim
(C0,C1)

(π2s1π
2), s2 = lim

(C0,C1)
(πs1π

3),

Nas coordenadas q e p, as transformações de Bäcklund s0, s1 e π são:

s0(q) = q +
(C0α0 + C1ε1)

C0(C0t+ p)
= q − 2(C0α0 + C1ε1)(C1 − q)q

C0[C0ε0 − C1α1 + q(C0tq − C0C1t+ α1 + α3) + tq′]
,

s0(p) = p, s0(ε0) = ε0, s0(ε1) = ε1, s0(C0) = C0, s0(C1) = C1

s0(α0) = −α0 −
2C1ε1
C0

, s0(α1) = α0 + α1 +
C1ε1
C0

, s0(α2) = α2,

s0(α3) = α0 + α3 +
C1ε1
C0

s1(p) = p+
(C0ε0 − C1α1)

C1q
= p+

2(C0ε0 − C1α1)(C0t+ p)p

C1[(C1ε1 − C0α2)t+ p(1− α0 − α2 + C0C1t+ C1p)− tp′]
,

s1(q) = q, s1(ε0) = ε0, s1(ε1) = ε1, s1(C0) = C0, s1(C1) = C1

s1(α0) = α0 + α1 −
C0ε0
C1

, s1(α1) = −α1 +
2C0ε0
C1

, s1(α2) = α1 + α2 −
C0ε0
C1

,

s1(α3) = α3

π(q) = −p

t
=

C0ε0 − C1α1 + q(C0C1t− C0tq + α1 + α3) + tq′

2t(C1 − q)q

π(p) = t(q − C1) = −t[C1p
2 + (C0C1t+ α0 + α2 − 1)p+ t(C0α2 − C1ε1 + p′)]

2p(C0t+ p)
,

π(αj) = αj+1, π(εj) = (−1)jεj+1, π(Cj) = Cj+1

4.1.1 Caso (i)

Vamos considerar o caso (i), isto é C0 = C1 = 1. Se eliminamos p do sistema

(4.11)-(4.12) e fazemos a transformação q = 1
1−y , teremos a equação PV com os

parâmetros

α = (α1−ε0)
2/2, β = −(α0+α1+α2−ε0−1)2/2, γ = α0−α2+2ε1, δ = −1/2,

(4.16)

ou seja,

y′′ =
(3y − 1)

2y(y − 1)
(y′)2 − y′

t
+
(y − 1)2

t2

((α1 − ε0)
2

2
y − (α0 + α1 + α2 − ε0 − 1)2

2y

)

+
(α0 − α2 + 2ε1)y

t
− y(y + 1)

2(y − 1)
. (4.17)
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A transformação s0 aplicada à coordenada y é

s0(y) =
(
y[α0 − α1 − α2 + ε0 + 2ε1 + 1 + ty′ + y(−α0 + 2α1 + α2 − 2ε0 − 2ε1 − 1

+ (ε0 − α1)y + t)]
)/(

−α0 − α1 − α2 + ε0 + 1 + ty′ + y(3α0 + 2α1 + α2 − 2ε0

+ 2ε1 − 1− y(2α0 + α1 − ε0 + 2ε1) + t)
)
,

tal que os novos parâmetros da equação PV são escritos em termos dos parâmetros

antigos como

s0(α) =
1

8

[
γ + 1− μ1

√
2α− μ2

√
−2β
]2
, s0(β) = −

1

8

[
γ + 1 + μ1

√
2α + μ2

√
−2β
]2
,

s0(γ) = −μ1
√
2α + μ2

√
−2β − 1,

sendo μj = ±1. A transformação π aplicada a y é

π(y) = 1+
2ty

ty′ + (ε0 − α1)y2 − α0 − α1 − α2 + 1 + ε0 + y(α0 + 2α1 + α2 − 2ε0 − 1− t)
,

tal que os parâmetros para a equação PV se transformam como

π(α) =
1

8

[
γ − 1 + μ1

√
2α + μ2

√
−2β
]2
, π(β) = −1

8

[
γ + 1− μ1

√
2α− μ2

√
−2β
]2
,

π(γ) = μ1
√
2α− μ2

√
−2β.

Similarmente, se eliminamos q do sistema (4.11)-(4.12) e fazemos a transformação

p = t/(w− 1), teremos a equação PV novamente, mas desta vez com os parâmetros

α = (α2− ε1)
2/2, β = −(α0+ ε1)

2/2, γ = α0+2α1+α2− 1− 2ε0, δ = −1/2,
(4.18)

isto é

w′′ =
(3w − 1)

2w(w − 1)
(w′)2 − w′

t
+
(w − 1)2

t2

((α2 − ε1)
2

2
w − (α0 + ε1)

2

2w

)

+
(α0 + 2α1 + α2 − 1− 2ε0)w

t
− w(w + 1)

2(w − 1)
. (4.19)

A transformação s0 aplicada à coordenada w não gera nenhuma mudança, i. e.

s0(w) = w, enquanto que a transformação π é expressa como

π(w) = 1 +
2tw

tw′ + (ε1 − α2)w2 + α0 + ε1 + w(−α0 + α2 − 2ε1 − t)
,

sendo que os novos parâmetros da equação PV são escritos em termos dos parâmetros

antigos como

π(α) =
1

8

[
γ − 1 + μ1

√
2α + μ2

√
−2β
]2
, π(β) = −1

8

[
γ + 1− μ1

√
2α− μ2

√
−2β
]2
,

π(γ) = −μ1
√
2α + μ2

√
−2β.
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As transformações de Bäcklund s0 e π acima foram construidas a partir do

sistema simétrico (4.1)-(4.4), mas podemos compara-las também com as trans-

formações de Bäcklund da equação PV (presentes no apêndice B). Desta forma,

é posśıvel verificar que a simetria π atua sobre a equação (4.17) da mesma forma

que T [PV ]
μ1,μ2,−1, enquanto que ela age sobre (4.19) como S

[PV ]
2 ◦T [PV ]

μ1,μ2,−1◦S
[PV ]
1 . Por sua

vez, a simetria s0 atuando sobre (4.17) é equivalente a T [PV ]
1,1,1 ◦T [PV ]

1,1,1 ◦T [PV ]
1,−1,1◦T [PV ]

μ1,μ2,1
.

4.1.2 Caso (ii)

Vamos considerar agora o caso cujas constantes de integração são: C0 = 1 e C1 = 0.

Se eliminamos p do sistema (4.11)-(4.12) e fazemos a transformação

τ =
√
t, q(t) =

y(τ)

τ
,

ficaremos com a equação PIII com os parametros a = 4(α0−α2), b = 4ε0(α0+α2−1),
c = 4 e d = −4ε20, ou seja

yττ =
y2τ
y
− yτ

τ
+
4(α0 − α2)y

2

τ
+
4ε0(α0 + α2 − 1)

τ
+ 4y3 − 4ε20

y
,

Quando ε0 = 0, a equação PIII acima possui uma solução geral conhecida (ver

páginas 146-148 de [28]). Portanto, consideraremos apenas o caso ε0 �= 0. Fazendo

as transformações τ = τ̄
2
√
ε0
e y =

√
ε0ȳ(τ̄), a equação PIII é simplificada em

ȳτ̄ τ̄ =
ȳ2τ̄
ȳ
− ȳτ̄

τ̄
+
2(α0 − α2)ȳ

2

τ̄
+
2(α0 + α2 − 1)

τ̄
+ ȳ3 − 1

ȳ
, (4.20)

de modo que os parâmetros desta equação PIII agora são:

a = 2(α0 − α2), b = 2(α0 + α2 − 1), c = 1, d = −1. (4.21)

Neste caso, as transformações π, s1 e s3 não são mais simetrias nem de PIII nem

de PV, mas π2, s0 e s2 permanecem sendo simetrias. As transformações s0 e π2

atuando sobre ȳ e os parâmetros (4.21) serão

s0(ȳ) =
ȳ[τ̄ + τ̄ ȳτ̄ + ȳ(2α0 − 2α2 + 1) + τ̄ ȳ2]

τ̄ + τ̄ ȳτ̄ + ȳ(−2α0 − 2α2 + 1) + τ̄ ȳ2
, s0(a) = −b−2, s0(b) = −a−2.

π2(ȳ(τ̄)) = −iȳ(−iτ̄), π2(a) = −a, π2(b) = b

Se ao invés de p, eliminamos q do sistema (4.11)-(4.12) e fazemos a transformação

p = t/(w − 1), temos a equação PV com os parâmetros

α = α22/2, β = −α20/2, γ = −ε0, δ = 0; (4.22)
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isto é

w′′ =
(3w − 1)

2w(w − 1)
(w′)2 − w′

t
+
(w − 1)2

t2

(α22
2
w − α20

2w

)
− ε0w

t
. (4.23)

A equação PV com δ = γ = 0 possui uma solução geral bem conhecida (ver página

179 de [28]) enquanto que podemos fixar γ = ±1 quando δ = 0 e γ �= 0 por uma

transformação de escala sobre t. Portanto, podemos considerar ε0 = 0 ou ε0 = ±1
sem perda de generalidade quando estudarmos as transformações de Bäcklund da

equação PV acima.

Ao examinarmos s0 na coordenada w, vemos que esta transformação deixa w

invariante, isto é s0(w) = w. Entretando, a aplicação π2 sobre w e os parâmetros

da (4.23) resulta em

π2(w) =
1

w
, π2(α) = −β, π2(β) = −α, π2(γ) = −γ

Comparando as transformações acima com as transformações de Bäcklund do

apêndice B, vemos que s0 e π
2 transformam as soluções de (4.20) de forma equiva-

lente a S [PIII]
2 ◦ T [PIII]

1 e S [PIII]
−i,−i respectivamente; enquanto que a transformação π2

transforma as soluções de (4.23) da mesma forma que S [PV ]
2 .

Observe que também podemos usar (4.14) para expressar a transformação de

(4.20) para (4.23) como

w(t) =
τ̄(ȳτ̄ + 1)− (2α0 + 2α2 − 1)ȳ + τ̄ ȳ2

τ̄(ȳτ̄ + 1)− (2α0 + 2α2 − 1)ȳ − τ̄ ȳ2
, τ̄ = 2

√
ε0t, (4.24)

ou usar (4.15) para expressar a transformação de (4.23) para (4.20) como

ȳ(τ̄) =
twt + (1− w)(α0 + α2w)

2
√
ε0tw

, τ̄ = 2
√
ε0t (4.25)

4.1.3 Caso (iii)

No caso (iii) (C0 = 0 e C1 = 1), podemos eliminar p do sistema (4.11)-(4.12) e fazer

uma transformação q = 1
1−y afim de obtermos a equação PV com os parâmetros

α =
α21
2
, β = −1

2
(α0 + α1 + α2 − 1)2, γ = ε1, δ = 0, (4.26)

ou seja,

y′′ =
(3y − 1)

2y(y − 1)
(y′)2 − y′

t
+
(y − 1)2

t2

(α21
2
y − (α0 + α1 + α2 − 1)2

2y

)
+

ε1y

t
. (4.27)

Pelo mesmo argumento apresentado na seção 4.1.2, podemos considerar ε1 = 0

ou ε1 = ±1 sem perda de generalidade quando estudarmos as transformações de

Bäcklund da equação PV acima.
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Similarmente, podemos eliminar q e fazer as transformações τ =
√
t e p(t) =

τw(τ) para obtermos a equação PIII com os parâmetros a = 4(1− α0 − 2α1 − α2),

b = 4ε1(α0 + α2), c = 4 e d = −4ε21, isto é

wττ =
w2

τ

w
− wτ

τ
+ 4(1− α0 − 2α1 − α2)

w2

τ
+
4ε1(α0 + α2)

τ
+ 4w3 − 4ε21

w

Se ε1 �= 0, podemos fazer também a transformação w =
√
ε1w̄(τ̄) e τ = τ̄ /(2

√
ε1)

tal que a equação PIII seja simplificada em

w̄τ̄ τ̄ =
w̄2

τ̄

w̄
− w̄τ̄

τ̄
+ 2(1− α0 − 2α1 − α2)

w̄2

τ̄
+
2(α0 + α2)

τ̄
+ w̄3 − 1

w̄
, (4.28)

sendo que os parâmetros desta equação PIII ficam:

a = 2(1− α0 − 2α1 − α2), b = 2(α0 + α2), c = 1, d = −1. (4.29)

A transformação s1 agindo sobre y não altera a forma da solução de (4.27), ou seja

s1(y) = y, enquanto que a transformação π2 gera

π2(y) =
1

y
, π2(α) = −β, π2(β) = −α, π2(γ) = −γ,

que é equivalente a transformação S [PV ]
2 do apêndice B. A transformação π2 agindo

sobre as soluções de (4.28) e os parâmetros da equação PIII resulta em

π2(w̄(τ̄)) = −iw̄(−iτ̄), π2(a) = −a, π2(b) = b

que é equivalente à transformação S [PIII]
−i,−i do apêndice B. Por sua vez, a trans-

formação s1 agindo sobre as soluções de (4.28) resulta em

s1(w̄) =
w̄[τ̄(w̄τ̄ − w̄2) + (2α0 + 4α1 + 2α2 − 1)w̄ − τ̄ ]

τ̄(w̄τ̄ − w̄2) + (2α0 + 2α2 − 1)w̄ − τ̄
, s1(a) = 2−b, s1(b) = 2−a,

que é equivalente à transformação S [PIII]
2 ◦ T [PIII]

4 da equação PIII.

Similarmente ao caso da seção anterior (ii), podemos usar (4.14) para escrever a

transformação da equação (4.27) para e equação (4.28) como

w̄(τ̄) =
tyt + (y − 1)(α0 + α1 + α2 − 1− α1y)

2
√
ε1ty

, τ̄ = 2
√
ε1t.

Também podemos usar (4.15) para expressar a transformação de (4.28) para (4.27)

como

y(t) = 1− 2τ̄ w̄2

τ̄(1− w̄τ̄ + w̄2) + w̄(1− 2α0 − 2α2)
, τ̄ = 2

√
ε1t
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4.2 Simetrias ocultas

4.2.1 Caso ii) C0 = 1 e C1 = 0

Embora temos uma quebra espontânea de simetria quando C1 = 0, o modelo

simétrico PIII-PV também possui simetrias ocultas que evitam o colapso de s1 e

s3 neste limite. Se definimos a simetria ρ0 = lim(C0→1,C1→0)(s1s3s0s1s3), temos

ρ0(q) = q − (α2 − 1)q2

q(α0 + α2 − 1 + qp) + (tq2 − ε0)
,

ρ0(p) = p+
(α2 − 1)2ε0

[q(α0 + qp) + (tq2 − ε0)]2
+
(α2 − 1)[q(α2 − α0 − 1) + 2ε0]

q[q(α0 + qp) + (tq2 − ε0)]
+
2(α2 − 1)

q

ρ0(α0) = α0, ρ0(α1) = α1 + α2 − 1, ρ0(α2) = 2− α2, ρ0(α3) = −α0 − α1.

Esta transformação atua na coordenada ȳ da seção 4.1.2 e nos parâmetros (4.21)

da equação PIII, isto é a = 2(α0 − α2) e b = 2(α0 + α2 − 1), como

ρ0(ȳ) = ȳ− 4(α2 − 1)ȳ2

τ̄(ȳτ̄ + ȳ2 − 1) + (2α0 + 2α2 − 3)ȳ
, ρ0(a) = b−2, ρ0(b) = a+2,

(4.30)

Similarmente, a transformação ρ0 atua sobre a coordenada w e os parâmetros

(4.22) da equação PV, isto é α = α22/2, β = −α20/2 e γ = −ε0, como

ρ0(w) =
[
−w[t2w2

t − 2t(w − 1)(1− α2 + α2w)wt + (w − 1)(α0(α0 + 2α2 − 2)

+ w(−α20 + 2(α2 − α0)(α2 − 1) + α2w(2− 3α2 + α2w)− 4ε0t))][t
2w2

t

− 2t(w − 1)(1− α2 + α2w)wt + (w − 1)(α0(α0 − 2α2 − 2) + w(−α20 + 2(α2

+ α0)(α2 − 1) + α2w(2− 3α2 + α2w)− 4ε0t))]
]/[

−t4w4
t + 4t3w(w − 1)w3

t

+ w2
t [8t

3ε0(w − 1)w + 2t2(w − 1)2(α20 + 3(α2 − 2)α2w
2 − 2(α2 − 1)2w)]

+ wt[−16t2ε0w2(w − 1)2 − 4tw(w − 1)3[α20 + α2w(α2(2α2 − 3)w − 2(α2 − 1)2)]]

− 16t2ε0w
2(w − 1)2 − 8tε0w(w − 1)3(α20 + (α2 − 2)α2w

2) + (w − 1)4(α2w − α0)

(α2w + α0)[α0 + α2(3α2 − 4)w2 − 4(α2 − 1)2w]
]

(4.31)

ρ0(α) = α− 2μ1
√
2α + 2, ρ0(β) = β, ρ0(γ) = γ

Se compararmos ρ0 com as transformações de Bäcklund do apêndice B, vemos

que a transformação (4.30) é equivalente à combinação S [PIII]
2 ◦ T [PIII]

2 ◦ S [PIII]
−1,1 ,

enquanto que (4.31) é equivalente à combinação T [PV ]
1,−1 ◦ T [PV ]

μ1,μ2 quando ε0 = ±1.
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4.2.2 Case iii) C0 = 0 e C1 = 1

Quando C0 = 0 e C1 = 1, temos uma simetria oculta que evita o colapso de s0 e s2.

Tal simetria é σ0 = limC0→0,C1→1(s0s2s1s0s2), ou seja,

σ0(q) =
[p(α0 + α2 + qp)− ε1t][(qp− α1)(α0 + α1 + α2 + qp)− ε1tq]

[p(α1 − qp) + ε1t]2

σ0(p) =
p(qp2 − α1p− ε1t)

p(α0 + α2 + qp)− ε1t
, ρ0(εj) = ρj,

σ0(α0) = −α1 − α2, σ0(α1) = α1, σ0(α2) = −α0 − α1,

σ0(α3) = α0 + α1 + α2 + 1.

Esta transformação atua na coordenada y da seção 4.1.3 e nos parâmetros (4.26)

da equação PV, isto é α = α21/2, β = −(α0 + α1 + α2 − 1)2/2 e γ = ε1, como

σ0(y) =

[
t4yy4t − 4t3(y − 1)yy3t + y2t [8t

3ε1(y − 1)y3 + 2t2(y − 1)2y[−3(α0 + α1

+ α2 − 1)(α0 + α1 + α2 + 1) + 2y(α0 + α1 + α2)
2 − α21y

2]] + yt[4t(y − 1)3

y[−(2α0 + 2α1 + 2α2 + 1)(α0 + α1 + α2 − 1)2 + 2y(α0 + α1 + α2)
2(α0

+ α1 + α2 − 1) + α21y
2]− 16t2ε1(y − 1)2y3] + 16t2ε21(y − 1)2y5 − 8tε1(y − 1)3

y3[(α0 + α1 + α2)
2 − 1 + α21y

2] + (y − 1)4y((α0 + α1 + α2 − 1)2 − α21y
2)

[−(α0 + α1 + α2 − 1)(3α0 + 3α1 + 3α2 + 1) + 4y(α0 + α1 + α2)
2 − α21y

2]

]/
[
[y2[−5α20 − 2α0(4α1 + 5α2 − 3)− 8α1α2 − 2(α1 − 3)α1 − 5α22 + 6α2

+ 2t(α0 + α1 + α2)yt + 4tε1 − 1] + 2y(2α0 + 2α1 + 2α2 − 1)(α0 + α1 + α2

− 1− tyt)− (α0 + α1 + α2 − 1− tyt)
2 − 2y3(−α20 − 2α0α2 + α0 + 2α21 + α1

− α22 + α2 + 2tε1) + α1(2α0 + 3α1 + 2α2)y
4][y2[−5α20 − 2α0(6α1 + 5α2 − 3)

− 12α1α2 − 6(α1 − 1)α1 − 5α22 + 6α2 + 2t(α0 + α1 + α2)yt + 4tε1 − 1] + 2y(2α0

+ 2α1 + 2α2 − 1)(α0 + α1 + α2 − 1− tyt)− (α0 + α1 + α2 − 1− tyt)
2 + 2y3(α20

+ α0(4α1 + 2α2 − 1) + α1(2α1 + 4α2 − 1) + α2(α2 − 1)− 2tε1)− α1(2α0

+ α1 + 2α2)y
4]

]
,

σ0(α) = α, σ0(β) = β + 2μ2
√
−2β − 2, σ0(γ) = γ. (4.32)

Similarmente, a transformação σ0 atua sobre a coordenada w̄ e os parâmetros

(4.29) da equação PIII mostrados na seção 4.1.3, isto é a = 2(1− α0 − 2α1 − α2) e

b = 2(α0 + α2), como

σ0(w̄) = w̄− 4w̄2(α0 + α1 + α2)

τ̄(w̄2 − w̄τ̄ − 1) + (2α0 + 2α2 + 1)w̄
, σ0(a) = b+2, σ0(b) = a−2

(4.33)



CAPÍTULO 4. MODELO PIII-PV SIMÉTRICO 39

Se compararmos σ0 com as transformações de Bäcklund do apêndice B, vemos

que a transformação (4.32) é equivalente à combinação T [PV ]
−1,1 ◦ T [PV ]

μ1,μ2 , enquanto que

(4.33) é equivalente à combinação S [PIII]
2 ◦ T [PIII]

3 ◦ S [PIII]
−1,1 quando ε1 = ±1.



Caṕıtulo 5

O método do ansatz de v́ınculos

5.1 Vı́nculos canônicos genéricos

No método de Dirac para sistemas hamiltonianos com v́ınculos [36, 37, 38], o ponto

de partida é um lagrangiano L(q, q̇, t), onde q ≡ (q1, ..., qD) e q̇ ≡ (q̇1, ..., q̇D), cujo

determinante da matriz hessiana seja nulo, ou seja∗

det
( ∂2L

∂q̇i∂q̇j

)
= 0.

Este lagrangiano daria origem à v́ınculos primários e secundários que modificariam

as equações de Hamilton. Um conjunto de N v́ınculos independentes φk(q, q̇, t) = 0

também poderia ser imposto ”a priori”a um lagrangiano regular L0(q, q̇, t) (isto é,

o determinante da matriz hessiana não é nulo) usando multiplicadores de Lagrange

(ver [39]) como

�L(q, q̇, λ, t) = L0(q, q̇, t) +
N∑
k=1

λkφk(q, q̇, t). (5.1)

Aqui, λ ≡ (λ1, ..., λN) é considerado um conjunto de coordenadas independentes,

tal que o determinante da matriz hessiana de L(q, q̇, λ, t) é nulo. Afim de preparar-

mos os fundamentos para o método da seção 5.2, mostraremos que podemos impor

um conjunto genérico de vinculos φk(q, p, t) = 0 diretamente ao formalismo hamil-

toniano†, de modo que ainda teremos um lagrangiano satisfazendo o prinćıpio de

Hamilton.

∗Na notação que estamos usando, ( ∂2L
∂q̇i∂q̇j

) representa uma matrix formada pelos elementos

∂2L
∂q̇i∂q̇j

na i-ésima linha e j-ésima coluna.
†chamaremos tais v́ınculos de v́ınculos canônicos

40
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5.1.1 Imposição dos v́ınculos canônicos

Vamos considerar um sistema descrito pelo lagrangiano regular L0(q, q̇, t), tal que a

transformação de Legendre deste lagrangiano gere o hamiltoniano

H0(q, p, t) =
D∑
j=1

q̇jpj − L0(q, q̇, t), pk =
∂L0
∂q̇k

,

sendo p ≡ (p1, ..., pD) e {qi, pj} = δij. Observe que o lagrangiano L0(q, q̇, t) pode ser

considerado um funcional de um sistema de coordenadas maior do que q de forma

auto-consistente; isto é, se definimos um conjunto de coordenadas independentes

λ ≡ (λ1, ..., λ2N) que seja ortogonal a q ≡ (q1, ..., qD), podemos escrever

L̂0(q, q̇, λ, t) = L0(q, q̇, t), (5.2)

tal que as equações de Euler-Lagrange das coordenadas λ resultam obviamente em

0 = 0. Esta generalização das coordenadas será justificada adiante. Uma trans-

formação de Legendre sobre o lagrangiano L̂0(q, q̇, λ, t) é igual a

Ĥ0(q, p, λ, π, t) =
D∑
j=1

q̇jpj +
2N∑
j=1

λ̇jπj − L̂0(q, q̇, λ, t) = H0(q, p, t) +
2N∑
j=1

λ̇jπj,

pk =
∂L̂0
∂q̇k

, πk =
∂L̂0

∂λ̇k

= 0, (5.3)

onde πk = 0 são v́ınculos que surgem naturalmente e serão chamados de v́ınculos

primários. Veja também que a dinâmica de Ĥ0 não depende de forma explicita de

λ̇ pois
∂Ĥ0

∂λ̇j

= πj −
∂L̂0

∂λ̇k

= 0.

No entanto λ̇j depende de q, p, λ e t; assim, definiremos a notação

λ̇j = λ̂j(q, p, λ, t). (5.4)

Considere agora o espaço vetorial V de dimensão 2(D+2N) composto por funções
de classe C2 no domı́nio t ∈ [t1, t2]. Assim, sendo f = (f1, ..., f2(D+2N)) e g =

(g1, ..., g2(D+2N)) dois elementos de V , vamos definir o produto interno como

< f, g >=

2(D+2N)∑
j=1

∫ t2

t1

fjgjdt.
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Nesta notação, o prinćıpio de Hamilton nas coordenadas canônicas pode ser escrito

como

δS =

∫ t2

t1

[ D∑
i=1

[(
−ṗi −

∂Ĥ0

∂qi

)
δqi +

(
q̇i −

∂Ĥ0

∂pi

)
δpi

]
+

2N∑
i=1

[(
−π̇i −

∂Ĥ0

∂λi

)
δλi

+

(
λ̇i −

∂Ĥ0

∂πi

)
δπi

]]
dt =< χ, δρ >= 0, (5.5)

sendo δρ = (δq1, ..., δqD, δp1, ..., δpD, δλ1, ..., δλ2N , δπ1, ..., δπ2N) e

χ ≡
(
−ṗ1 −

∂Ĥ0

∂q1
, ...,−ṗD −

∂Ĥ0

∂qD
, q̇1 −

∂Ĥ0

∂p1
, ..., q̇D −

∂Ĥ0

∂pD
,−π̇1 −

∂Ĥ0

∂λ1
, ...,

−π̇2N −
∂Ĥ0

∂λ2N
, λ̇1 −

∂Ĥ0

∂π1
, ..., λ̇2N −

∂Ĥ0

∂π2N

)
.

Agora considere um conjunto de 2N v́ınculos linearmente independentes φk(q, p, t) =

0. Isto é, se definimos 2N vetores em V como

∂φk ≡
(∂φk

∂q1
, ...,

∂φk

∂qD
,
∂φk

∂p1
, ...,

∂φk

∂pD
, 0, ..., 0

)
, k = 1, ..., 2N,

então os v́ınculos φk = 0 serão linearmente independentes no sentido de que

2N∑
k=1

αk∂φk = 0 ⇐⇒ αk = 0 para todo k.

Estes v́ınculos, juntamente com πk = 0, restringem as possibilidades de δρ pois

temos as seguintes condições:

δφk =
D∑
j=1

(∂φk

∂qj
δqj +

∂φk

∂pj
δpj

)
= 0, δπk = 0, k = 1, ..., 2N.

Assim, ao invés de δρ poder ser qualquer vetor no espaço V , ele pertence a um

subespaço de dimensão 2(D + 2N)− 4N = 2D.

Primeiramente, vamos mostrar que a imposição ”a priori”dos v́ınculos canônicos

φk(q, p, t) = 0 sobre H0 é equivalente a definir o hamiltoniano

H(q, p, λ, π, t) = H0(q, p, t) +
2N∑
k=1

(
λkφk(q, p, t) + λ̂k(q, p, λ, t)πk

)
. (5.6)

Para isto, considere um conjunto de 4N funções μk de classe C2 e defina σ̂k = φk,

para k = 1, ..., 2N , e σ̂k = πk−2N , para k = 2N + 1, ..., 4N , de modo que podemos

construir a integral∫ t2

t1

2N∑
k=1

[μkδφk + μk+2Nδπk]dt =

∫ t2

t1

2N∑
k=1

[
μk

D∑
j=1

(∂φk

∂qj
δqj +

∂φk

∂pj
δpj

)
+ μk+2Nδπk

]
dt

= <

4N∑
k=1

μk∂σk, δρ >= 0, (5.7)
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onde foi usado a notação

∂σk ≡
(∂σ̂k

∂q1
, ...,

∂σ̂k

∂qD
,
∂σ̂k

∂p1
, ...,

∂σ̂k

∂pD
,
∂σ̂k

∂λ1
, ...,

∂σ̂k

∂λ2N
,
∂σ̂k

∂π1
, ...,

∂σ̂k

∂π2N

)
. (5.8)

Como nós supomos os v́ınculos φk = 0 sendo linearmente independentes, então os

vetores ∂σk também serão. Logo, os vetores ∂σk formam uma base para o subespaço

vetorial de dimensão 4N ortogonal a δρ. Agora observe que χ também deve ser

ortogonal a δρ devido a expressão (5.5). Logo, a trajetória no espaço V determinada

por χ será qualquer combinação linear dos vetores ∂σk e de funções αk de classe C
2,

ou seja,

χ =
4N∑
k=1

αk∂σk. (5.9)

As componentes de (5.9) formam o sistema

−ṗj −
∂Ĥ0

∂qj
=

4N∑
k=1

αk
∂σ̂k

∂qj
⇒ ṗj ≈ −

∂H0

∂qj
−

2N∑
k=1

αk
∂φk

∂qj
, j = 1, ..., D (5.10)

q̇j −
∂Ĥ0

∂pj
=

4N∑
k=1

αk
∂σ̂k

∂pj
⇒ q̇j ≈

∂H0

∂pj
+

2N∑
k=1

αk
∂φk

∂pj
, j = 1, ..., D (5.11)

−π̇j −
∂Ĥ0

∂λj

=
4N∑
k=1

αk
∂σ̂k

∂λj

⇒ π̇j ≈ 0, j = 1, ..., 2N (5.12)

λ̇j −
∂Ĥ0

∂πj

=
4N∑
k=1

αk
∂σ̂k

∂πj

⇒ α2N+j = 0, j = 1, ..., 2N, (5.13)

onde o śımbolo ≈ é chamado de ”fracamente igual”, que significa que a expressão

será igual quando πk = 0.

Note que, até aqui, as coordenadas λ e π foram introduzidas de forma auto-

consistente e sem interferir na dinâmica do sistema de coordenadas q e p; por isso,

temos liberdade para definir λ de forma apropriada. Como a dinâmica de (5.10)

e (5.11) vale para qualquer conjunto de αk, podemos escolher αk = λk para k =

1, ..., 2N sem perda de generalidade; ou seja, usando (5.13) temos

χ =
2N∑
k=1

λk∂σk. (5.14)

Portanto, a dinâmica do hamiltonianoH0 definido no espaço (q, p) ≡ (q1, ..., qD, p1, ..., pD)

com a imposição dos v́ınculos φk(q, p, t) = 0 será fracamente equivalente‡a dinâmica
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do hamiltoniano

H(q, p, λ, π, t) = Ĥ0(q, p, λ, π, t) +
2N∑
k=1

λkφk(q, p, t)

= H0(q, p, t) +
2N∑
k=1

(
λkφk(q, p, t) + λ̂k(q, p, λ, t)πk

)
(5.15)

definido no espaço (q, p, λ, π) ≡ (q1, ..., qD, p1, ..., pD, λ1, ..., λ2N , π1, ..., π2N) com a

imposição dos v́ınculos πk = 0, de modo que as condições de consistência π̇k ≈ 0

geram os v́ınculos φk(q, p, t) = 0. Assim, ao considerarmos λ como um conjunto

de coordenadas independente, conectamos o formalismo desta seção ao formalismo

de Dirac apresentado no apêndice C. Observe que a imposição apenas dos v́ınculos

πk = 0 é equivalente a redefinir σ̂ → σ = (σ1, ..., σ4N) em (5.8), tal que

σk = 0, k = 1, ..., 2N e σk = πk−2N , k = 2N + 1, ..., 4N. (5.16)

Assim, a imposição dos v́ınculos πk = 0 sobre H gera o sistema

−ṗj −
∂H

∂qj
=

4N∑
k=1

αk
∂σk
∂qj

⇒ ṗj = −
∂H

∂qj
≈ −∂H0

∂qj
−

2N∑
k=1

αk
∂φk

∂qj
, j = 1, ..., D (5.17)

q̇j −
∂H

∂pj
=

4N∑
k=1

αk
∂σk
∂pj

⇒ q̇j =
∂H

∂pj
≈ ∂H0

∂pj
+

2N∑
k=1

αk
∂φk

∂pj
, j = 1, ..., D (5.18)

−π̇j −
∂H

∂λj
=

4N∑
k=1

αk
∂σk
∂λj

⇒ π̇j = −
∂H

∂λj
≈ −φj , j = 1, ..., 2N (5.19)

λ̇j −
∂H

∂πj
=

4N∑
k=1

αk
∂σk
∂πj

⇒ α2N+j = 0, j = 1, ..., 2N (5.20)

Observe também que os v́ınculos πk = 0 nos dão liberdade para redefinir H com

a adição de uma combinação linear de πk, isto é

Ĥ = H +
2N∑
k=1

λ̂k(q, p, λ, t)πk = H0 +
2N∑
k=1

[
λkφk +

(
λ̂k(q, p, λ, t) + uk(q, p, λ, t)

)
πk

]
,

(5.21)

onde uk(q, p, λ, t) são funcionais arbitrários. Isto porque podemos considerar uma

definição alternativa a (5.3) como

Ĥ0(q, p, λ, π, t)→ ˆ̂
H0(q, p, λ, π, t) = H0(q, p, t) +

2N∑
j=1

(
λ̂j(q, p, λ, t) + uj(q, p, λ, t)

)
πj.

(5.22)

‡O termo ”fracamente equivalente”significa que as equações de movimento serão equivalente

quando πj = 0
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No entanto, esta ambiguidade não interfere na dinâmica e podemos considerar

uj(q, p, λ, t) = 0 sem perda de generalidade.

Assim, definindo o parênteses de Poisson de duas quantidades dinâmicas A e B

como

{A,B} =
D∑
j=1

(∂A
∂qj

∂B

∂pj
− ∂B

∂qj

∂A

∂pj

)
+

2N∑
j=1

( ∂A
∂λj

∂B

∂πj

− ∂B

∂λj

∂A

∂πj

)
,

temos que a evolução temporal de uma variável dinâmica A será

Ȧ = {A,H}+ ∂A

∂t
.

A evolução temporal dos v́ınculos primários pelo hamiltoniano H devem ser

fracamente nula por consistência, logo temos

π̇j = {πj, H} ≈ −φj = 0. (5.23)

Os v́ınculos que não são v́ınculos primários, como φj = 0, serão chamados de v́ınculos

secundários. Estes v́ınculos secundários também precisam ter a evolução temporal

nula, ou seja

φ̇j = {φj, H}+
∂φj

∂t
≈ {φj, H0}+

2N∑
k=1

λk{φj, φk}+
∂φj

∂t
= 0. (5.24)

Desta forma, precisamos definir os seguintes v́ınculos secundários adicionais:

ψj ≡ {φj, H0}+
2N∑
k=1

λk{φj, φk}+
∂φj

∂t
, j = 1, ..., 2N. (5.25)

A evolução temporal dos v́ınculos ψj também devem ser fracamente nula, ou seja

ψ̇j = {ψj, H}+
∂ψj

∂t

≈ {{φj, H0}, H0}+
2N∑
k=1

λk({{φj, H0}, φa}+ {{φj, φa}, H0})

+
2N∑
k=1

2N∑
m=1

λkλm{{φj, φk}, φm}+
2N∑
k=1

λ̂k(q, p, λ, t){φj, φk}+
∂ψj

∂t
= 0 (5.26)

Para dois conjuntos genéricos de v́ınculos Θ e Ξ com 2N v́ınculos cada, vamos

definir a notação

({Θ,Ξ}) ≡

⎛
⎜⎝
{Θ1,Ξ1} · · · {Θ1,Ξ2N}

...
. . .

...

{Θ2N ,Ξ1} · · · {Θ2N ,Ξ2N}

⎞
⎟⎠ . (5.27)
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Assim, se det({φ, φ}) = 0, a expressão (5.26) daria origem a mais v́ınculos se-

cundários e deveriamos continuar checando a consistência dos v́ınculos. Aqui, su-

poremos det({φ, φ}) �= 0 para aplicar o método desenvolvido na próxima seção. Os

v́ınculos φk e ψk precisam ser introduzidos no hamiltoniano usando multiplicadores

de Lagrange diferentes. Desta forma, definiremos o hamiltoniano total

HT = H0 +
2N∑
k=1

[(
λk + λ̂k+2N(q, p, λ, t)

)
φk + λ̂k(q, p, λ, t)πk + λ̂k+4N(q, p, λ, t)ψk

]
(5.28)

Definindo o conjunto Φ = (Φ1, ...,Φ6N) ≡ (π1, ...π2N , φ1, ..., φ2N , ψ1, ..., ψ2N), a

equação de movimento para uma variável dinâmica A será§

Ȧ = {A,HT}+
∂A

∂t
≈ {A,H0}+

2N∑
k=1

λk{A, φk}+
6N∑
k=1

λ̂k(q, p, λ, t){A,Φk}+
∂A

∂t
.

(5.29)

Note que usando a expressão acima temos λ̇j = λ̂j(q, p, λ, t), que é consistente com

a definição que haviamos feito em (5.4).

Para os v́ınculos serem consistentes, a evolução temporal por HT para todos os

elementos do conjunto Φ precisam ser nulos, isto é

Φ̇j = {Φj , HT }+
∂Φj

∂t
≈ {Φj , H0}+

2N∑
k=1

λk{Φj , φk}+
6N∑
k=1

λ̂k(q, p, λ, t){Φj ,Φk}+
∂Φj

∂t
= 0.

(5.30)

Desde que det({Φ,Φ}) �= 0, nós podemos determinar todos λ̂k(q, p, λ, t) para (5.30).

Agora observe que podemos dividir a matriz ({Φ,Φ}) em blocos como

({Φ,Φ}) =

⎛
⎝ ({π, π}) ({π, φ}) ({π, ψ})

({φ, π}) ({φ, φ}) ({φ, ψ})
({ψ, π}) ({ψ, φ}) ({ψ,ψ})

⎞
⎠ =

⎛
⎝ 02N×2N 02N×2N ({φ, φ})

02N×2N ({φ, φ}) ({φ, ψ})
({φ, φ}) ({ψ, φ}) ({ψ, ψ})

⎞
⎠

Considere uma matriz anti-diagonal D(Nd) de dimensão Nd×Nd, cujos elementos

sejam dados por D(Nd)
ij = δi,Nd+1−i e det(D(Nd)) = ±1 dependendo do valor de Nd.

Nós podemos manipular det({Φ,Φ}) usando a seguinte propriedade de matrizes

divididas em blocos:

det

(
A 0m×n
B C

)
= det(A) det(C),

onde A, B e C são matrizes genéricas de dimensões m×m, m× n e n× n respec-

tivamente. Usando esta relação, obtemos

det({Φ,Φ}) ∝ det[({Φ,Φ})D(6N)]

§Na evolução temporal do hamiltoniano HT , o śımbolo ≈ significará que temos uma igualdade

quando Φ = 0.
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= det

⎛
⎝ ({φ, φ})D(2N) 02N×2N 02N×2N

({φ, ψ})D(2N) ({φ, φ})D(2N) 02N×2N
({ψ, ψ})D(2N) ({ψ, φ})D(2N) ({φ, φ})D(2N)

⎞
⎠

= det

(
({φ, φ})D(2N) 02N×2N
({φ, ψ})D(2N) ({φ, φ})D(2N)

)
det[({φ, φ})D(2N)]

= det[({φ, φ})D(2N)]3 ∝ det[({φ, φ})]3 �= 0

Logo, a condição det({φ, φ}) �= 0 é suficiente para det({Φ,Φ}) �= 0. De (5.30),

temos

λ̂k(q, p, λ, t) = −
6N∑
j=1

({Φ,Φ})−1kj

(
{Φj, H0}+

2N∑
m=1

λm{Φj, φm}+
∂Φj

∂t

)
, (5.31)

para k = 1, ..., 6N . Substituindo (5.31) em (5.29), temos

Ȧ ≈ {A,HT}D +
∂A

∂t
, (5.32)

onde definimos

{A,HT}D ≡ {A,H0}+
2N∑
k=1

λk{A, φk} −
6N∑

k,j=1

{A,Φk}({Φ,Φ})−1kj

(
{Φj, H0}

+
2N∑
m=1

λm{Φj, φm}+
∂Φj

∂t

)
(5.33)

Observe também que os v́ınculos φk são usados para eliminar 2N coordenadas

(q, p), enquanto que os v́ınculos ψk são usados para eliminar as coordenadas λk.

5.1.2 Nota sobre o formalismo lagrangiano

Na seção 5.1, elaboramos uma abordagem para a imposição de v́ınculos canônicos

diretamente no formalismo hamiltoniano. No entanto, esta abordagem também terá

uma correspondência no formalismo lagrangiano. Abordaremos brevemente esta

correspondência nesta seção.

Se compararmos a lagrangiana obtida de (5.22) com L0, vemos que a dinâmica

do lagrangiano L0(q, q̇, t) seria fracamente equivalente a do lagrangiano

ˆ̂
L0 =

D∑
j=1

q̇jpj +
2N∑
j=1

λ̇jπj − ˆ̂
H0(q, p, λ, π, t) = L0 −

2N∑
j=1

uk(q, p, λ, t)πk ≈ L0.
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Aqui usaremos uk(q, p, λ, t) = 0 sem perda de generalidade. Se os v́ınculos φk(q, p, t) =

0 forem tais que¶

det
( ∂2H

∂pi∂pj

)
�= 0, (5.34)

então podemos definir um lagrangiano para (5.15) como

L(qi, q̇i, λi, t) =
D∑
j=1

q̇jpj +
2N∑
j=1

λ̇jπj −H(q, p, λ, π, t) = L0(q, q̇, t)−
2N∑
k=1

λkφk(q, p, t),

(5.35)

onde as coordenadas pj = pj(q, q̇, λ, t) no lado direito da expressão acima são obtidas

do sistema

q̇j =
∂H

∂pj
(q, p, λ, t), j = 1, ..., D.

O lagrangiano L(q, q̇, λ, t) possui a propriedade L0(q, q̇, t) = limλj→0 L(q, q̇, λ, t),

mas ele não é necessariamente igual a (5.1), pois não é necessariamente linear nas

coordenadas λ. A equação de Euler-Lagrange para o lagrangiano (5.35) resulta em

∂L

∂qj
− d

dt

( ∂L
∂q̇j

)
= 0, j = 1, ..., D (5.36)

∂L

∂λk

− d

dt

( ∂L
∂λ̇k

)
=

∂L

∂λk

≡ φ̂k(q, q̇, λ, t) = 0, k = 1, ..., 2N, (5.37)

onde φ̂k(q, q̇, λ, t) = 0 são v́ınculos que também dependem das coordenadas λ. Os

momentos canônicamente conjugados definidos por esta lagrangiana são

pj =
∂L

∂q̇j
(q, q̇, λ, t), j = 1, ..., D, πk =

∂L

∂λ̇k

= 0, k = 1, ..., 2N,

Assim, vemos que a imposição de um conjunto de v́ınculos canônicos φk(q, p, t) =

0 sobre um hamiltoniano H0 é equivalente a um conjunto de v́ınculos que podem

acoplar as coordenadas (q, p) com λ no formalismo lagrangiano.

5.2 Ansatz de v́ınculos

Quando tentamos reduzir um hamiltoniano polinômial H0 com 2D coordenadas

canônicas e um conjunto S0 de parâmetro a outro hamiltoniano Hc com 2(D −N)

coordenadas canônicas e um conjunto Sc de parâmetros, nós normalmente encontra-
mos dois desafios: encontrar a transformação canônica correta e os v́ınculos corretos.

¶Na notação que estamos usando, ( ∂2H
∂pi∂pj

) representa uma matrix formada pelos elementos

∂2H
∂pi∂pj

na i-ésima linha e j-ésima coluna.
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Nesta seção, apresentaremos um método prático para obter o conjunto de v́ınculos

desejados.

Na seção anterior, nós mostramos que podemos começar com um conjunto bas-

tante geral de v́ınculos canônicos, desde que as condições (5.34) e det({φ, φ}) �= 0

sejam satisfeitas. Assim, vamos selecionar N pares de coordenadas canônicas de

H0. Podemos renomear estas coordenadas sem perda de generalidade, tal que estes

pares formem o conjunto (q, p)c ≡ (qD−N+1, ..., qD, pD−N+1, ..., pD). Agora vamos

considerar um ansatz na forma polinomial para os 2N v́ınculos canônicos

φk = qD−N+k + Fk(q1, ..., qD−N , p1, ..., pD−N , t) = 0

φk+N = pD−N+k + Gk(q1, ..., qD−N , p1, ..., pD−N , t) = 0, k = 1, ..., N,

onde

Fk =

R1∑
r1=0

...

RD−N∑
rD−N=0

S1∑
s1=0

...

SD−N∑
sD−N=0

ak;r1,...,rD−N ,s1,...,sD−N
(t)

D−N∏
l=1

qrll p
sl
l

Gk =

R1∑
r1=0

...

RD−N∑
rD−N=0

S1∑
s1=0

...

SD−N∑
sD−N=0

bk;r1,...,rD−N ,s1,...,sD−N
(t)

D−N∏
l=1

qrll p
sl
l ,

ak;r1,...,rD−N ,s1,...,sD−N
(t) e bk;r1,...,rD−N ,s1,...,sD−N

(t) são coeficientes indeterminados, cujo

conjunto chamaremos de U . Os valores Rj e Sj são escolhidos. Se impusermos que os

coeficientes indeterminados de φk sejam tais que as condições (5.34) e det({φ, φ}) �= 0

sejam satisfeitas, nós podemos construir o hamiltoniano (5.28). As equações de

movimento para qj e pj (para j = 1, ..., D − N) obtidas de (5.32) precisam ser

equivalentes às equações obtidas eliminando as coordenadas canônicas (q, p)c de H0,

isto é

q̇j = {qj,H} ≈ {qj, HT}D, ṗj = {pj,H} ≈ {pj, HT}D,

sendo H = H0| qD−N+k = −Fk

pD−N+k = −Gk
. Portanto, afim de determinarmos os elementos de U ,

precisamos comparar H com Hc tal que

H−Hc+g(t) =
∑
r1=0

...
∑

rD−N=0

∑
s1=0

...
∑

sD−N=0

Λk;r1,...,rD−N ,s1,...,sD−N
(U ,S0,Sc, t)

D−N∏
l=1

qrll p
sl
l = 0

(5.38)

onde g(t) é um termo dependente apenas de t que não altera as equações de mo-

vimento. Embora o termo g(t) não seja importante para a forma particular dos

v́ınculos, ele é crucial para ignorarmos o termo independente das coordenadas canônicas.

As projeções sobre as coordenadas canônicas, isto é

Λk;r1,...,rD−N ,s1,...,sD−N
(U ,S0,Sc, t) = 0, (5.39)
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formam um sistema de equações algébricas dependentes dos coeficientes indetermi-

nados e dos parâmetros. Normalmente, o sistema (5.39) possui mais equações do que

coeficientes indeterminados; logo, precisamos resolver (5.39) em dois passos. Pri-

meiro determinamos todos os elementos de U e g(t). As equações restantes formarão

um sistema menor dependente apenas dos parâmetros e de t, isto é

Λ̃k;r1,...,rD−N ,s1,...,sD−N
(S0,Sc, t) =

∑
m

Λ̃
(m)
k;r1,...,rD−N ,s1,...,sD−N

(S0,Sc)tm = 0,

de modo que as projeções em todas as potências de t formam o sistema algébrico

Λ̃
(m)
k;r1,...,rD−N ,s1,...,sD−N

(S0,Sc) = 0. (5.40)

Resolvendo o sistema (5.40), podemos determinar as relações entre os parâmetros

S0 e Sc. Se os sistemas (5.39) e (5.40) não puderem ser resolvidos, significa que não

existe um conjunto de v́ınculos na forma proposta que possa relacionar H0 e Hc.

Em tal caso, deve-se considerar um ansatz diferente ou uma transformação canônica

conveniente para H0.

5.3 Do modelo 4-bósons ao modelo PIII-PV simétrico

Nesta seção, mostraremos que o modelo 4-bósons pode ser reduzido ao modelo

simétrico PIII-PV, cuja Hamiltoniana é

Hc =
1

t

[
−q1p1(1− α0 − α2 + C0C1t+ C1p1) + q21p1(C0t+ p1) + (α1C1 − C0ε0)p1

+ (C0α2 − C1ε1)tq1

]
, (5.41)

através da imposição de v́ınculos apropriados.

O modelo bi-dimensional 4-bósons é dado pelos campos ei = ei(x, t) e ci =

ci(x, t), para i = 1, 2, e possui um Lax pseudo-diferencial dado por

L = (D − e2)(D − e1 − c2)(D − c1 − c2)(D − e1 − c1 − c2)
−1(D − e2 − c2)

−1,

sendo D operadores diferenciais. Em [42], foi mostrado que este modelo pode se

reduzir à equação PV através da imposição de certos v́ınculos. O sistema de equações

deste modelo é

∂c1
∂t2

=
∂

∂x

(
c1,x − c21 − 2e1c1 + 2c2,x − 2c1c2

)
(5.42)

∂e1
∂t2

=
∂

∂x

(
−e1,x − e21 − 2e1c1 − 2e1c2

)
(5.43)

∂c2
∂t2

=
∂

∂x

(
c2,x − c22 − 2e2c2

)
(5.44)

∂e2
∂t2

=
∂

∂x

(
−e2,x − e22 − 2e2c2 − 2(e1,x + c1e1)

)
(5.45)
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Afim de reduzirmos o modelo a uma dimensão, vamos fazer a redução de auto-

similaridade

z =
x√
t2
, cj(x, t2) =

c̃j(z)√
t2

, ej(x, t2) =
ẽj(z)√

t2
,

de modo que temos o sistema

−zc̃1
2

= c̃1,z − c̃21 − 2ẽ1c̃1 + 2c̃2,z − 2c̃1c̃2 + k1 (5.46)

−zẽ1
2

= −ẽ1,z − ẽ21 − 2ẽ1c̃1 − 2ẽ1c̃2 + k̄1 (5.47)

−zc̃2
2

= c̃2,z − c̃22 − 2ẽ2c̃2 + k2 (5.48)

−zẽ2
2

= −ẽ2,z − ẽ22 − 2ẽ2c̃2 − 2(ẽ1,z + c̃1ẽ1) + k̄2, (5.49)

onde k1, k2, k̄1 e k̄2 são constantes de integraçãos. Vamos introduzir as variáveis

canônicas Ỹ1 = ẽ1+ c̃1+2c̃2 e Ỹ2 = ẽ2+ c̃2 tal que {ẽi, Ỹj} = δij. Esta transformação

resulta no sistema

ẽ1,z = −ẽ1(2Ỹ1 − ẽ1 −
z

2
− 2Ỹ2 + 2ẽ2) + k̄1

Ỹ1,z = (Ỹ1 −
z

2
)(Ỹ1 − 2ẽ1 − 2Ỹ2 + 2ẽ2) + k̄1 − k1

ẽ2,z = −ẽ2(2Ỹ2 − ẽ2 −
z

2
) + 2ẽ1(Ỹ1 −

z

2
) + k̄1 + k̄2

Ỹ2,z = (Ỹ2 −
z

2
)(Ỹ2 − 2ẽ2) + 2ẽ1(Ỹ1 −

z

2
) + k̄1 + k̄2 − k2

Este sistema pode ser interpretado como um sistema hamiltoniano, isto é

ẽj,z =
∂H

A
(1)
4

∂Ỹj

, Ỹj,z = −
∂H

A
(1)
4

∂ẽj
, j = 1, 2

com a Hamiltoniana

H
A

(1)
4

= −
2∑

j=1

ẽj(Ỹj −
z

2
)(Ỹj − ẽj) + 2ẽ1(Ỹ1 −

z

2
)(Ỹ2 − ẽ2) + k̄1Ỹ1 + (k̄1 + k̄2)Ỹ2

− (k̄1 − k1)ẽ1 − (k̄1 + k̄2 − k2)ẽ2. (5.50)

Além dos v́ınculos que buscamos nesta seção para reduzir o modelo 4-bósons ao

modelo PIII-PV simétrico, também temos a liberdade de fazer uma transformação

canônica e de coordenadas sobre os modelos. Estas transformações são importantes,

mas requerem um poder computacional muito grande para serem deduzidas de forma

sistemática. Portanto, apresentaremos as transformações corretas sem deduzi-las.

Assim, considere a transformação canônica

ẽ1(z) = −
p̃1(z)

z
, Ỹ1(z) =

z

2
+zq̃1(z), ẽ2(z) = −

p̃2(z)

z
, Ỹ2(z) = zq̃2(z).

(5.51)
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Esta transformação possui uma função geratriz dada por

F = F4(p1, p2, Y1, Y2, z)+
2∑

j=1

(ejYj − pjqj), F4(p1, p2, Y1, Y2, z) =
2∑

j=1

pjYj

z
− p1

2
,

tal que as transformações (5.51) são equivalentes ao sistema

ej = −
∂F4
∂Yj

, qj =
∂F4
∂pj

, j = 1, 2.

Fazemos também a transformação z =
√
t e redefinimos q̃j(z) = qj(t) e p̃j(z) =

pj(t), de modo que a nova Hamiltoniana se torna

H0 =
1

2
√
t
H

A
(1)
4
(ẽj = ẽj(qi, pi, t), Ỹj = Ỹj(qi, pi, t), z =

√
t)− 1

2t

2∑
j=1

qjpj −
p1
4t

=
1

4t

[
p1[2(k̄1 − k1) + q1(t− 2− 4tq2 − 4p2) + 2tq21 − 1] + p2[2(k̄1 + k̄2 − k2)

+ 2tq22 − (t+ 2)q2] + t[k̄1(2q1 + 2q2 + 1) + 2k̄2q2] + 2q1p
2
1 + p22(2q2 − 1)

]
(5.52)

Afim de determinarmos os v́ınculos corretos que reduzem o modelo 4-bósons ao

modelo PIII-PV simétrico, vamos propor o seguinte ansatz para os v́ınculos:

φ1 = q2 + F1(q1, p1, t) = 0, φ2 = p2 + G1(q1, p1, t) = 0 (5.53)

sendo

F1(q1, p1, t) =
1∑

i,j=0

ai,j(t)q
i
1p

j
1, G1(q1, p1, t) =

1∑
i,j=0

bi,j(t)q
i
1p

j
1. (5.54)

Substituindo estes v́ınculos em H0 e comparando com (5.41) por meio da ex-

pressão (5.38), temos as seguintes projeções nas coordenadas q1 e p1:

Λ00 =
−a00(2b00 + (1 + 2b00)(a00 + b00t)) + 2a00k2 + (−2a00 + (1− 2b00)t)k̄1 − (a00 + b00t)k̄2

4t
+ g(t) = 0

Λ10 = − 1

4t

[
2a200b10 + 2a00((1 + 2b00)a10 + b10) + a00(1 + 4b00)b10t+ a10b00(2 + (1 + 2b00)t)

+ 4t(C0α2 − C1ε1) + 2((k̄1 + k̄2 − k + 2)a10 + (k̄1 + k̄2)tb10 − k̄1)t

]
= 0

Λ20 = − 1

4t

[
a10(a10 + 2a10b00 + 2b10 + 4a00b10) + b10(a10 + 4a10b00 + 2a00b10)t

]
= 0

Λ30 = − 1

2t

[
a10b10(a10 + b10t)

]
= 0
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Λ01 = − 1

4t

[
1 + 2a01(a00 + b00 + 2a00b00) + 2a00(1 + a00)b01 + (a00b01 + b00(a01 + 2a01b00

+ 4a00b01))t− 2a01k2 + 2(a01 + b01t)k̄1 + 2(a01 + b01t)k̄2 + 4C1α1 − 4C0α2 + 2k1 − 2k̄1

]
= 0

Λ11 = − 1

4t

[
−2 + 2(a11b00 + a10b01 + a01(a10 + 2a10b00 + b10)) + 2a200b11 + 2a00(−2 + a11

+ 2a11b00 + 2a10b01 + 2a01b10 + b11)− t+ a00(4b01b10 + b11 + 4b00b11)t+ (a10b01 + a01b10

+ b00(−4 + a11 + 2a11b00 + 4a10b01 + 4a01b10)− 4C0C1)t+ 4(α0 + α2)− 2a11k2 + 2(a11

+ b11t)(k̄1 + k̄2)

]
= 0

Λ21 = − 1

4t

[
2a210b01 + 2a10(−2 + a11 + 2a11b00 + 2a01b10 + b11 + 2a00b11) + a10(4b01b10 + b11

+ 4b00b11)t+ 2(−1 + a01b10 + 2a00b11) + 2C0)t+ a11b10(2 + 4a00 + t+ 4b00t)

]
= 0

Λ31 = − 1

2t

[
a210b11 + a11b

2
10t+ 2a10b10(a11 + b11t)

]
= 0

Λ02 = − 1

4t

[
a01(a01 + 2a01b00 + 2b01 + 4a00b01) + b01(a01 + 4a01b00 + 2a00b01)t

]
= 0

Λ12 =
1

4t

[
2− 2((1 + 2a00)a11b01 + a201b10 + a01(−2 + 2a11 + 2a11b00 + 2a10b01 + b11 + 2a00b11))

+ 4C1 − (b01(−4 + a11 + 4a11b00 + 2a10b01 + 4a01b10) + (a01 + 4a01b00 + 4a00b01)b11)t

]
= 0

Λ22 = − 1

4t

[
4 + a211(1 + 2b00) + 2b11(−2 + 2a10b01 + a00b11)t+ 4a01b11(a10 + b10t) + a11(−4

+ 4a10b01 + 4a01b10 + 4b01b10t+ b11(2 + 4a00 + t(1 + 4b00)))

]
= 0

Λ32 = − 1

2t

[
a211b10 + a10b

2
11t+ 2a11b11(a10 + b20t)

]
= 0

Λ03 = − 1

2t

[
a01b01(a01 + b01t)

]
= 0

Λ13 = − 1

2t

[
a201b11 + a11b

2
01t+ 2a01b01(a11 + b11t)

]
= 0

Λ23 = − 1

2t

[
a211b01 + a01b

2
11 + 2a11b11(a01 + b01t)

]
= 0

Λ33 = − 1

2t

[
a11b11(a11 + b11t)

]
= 0

Resolvendo o sistema acima, conforme foi explicado em (5.39) e (5.40), com as

condições (5.34) e det({φ, φ}) �= 0 sendo satisfeitas, temos duas soluções posśıveis

que podem ser vistas na tabela 5.1.
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Tabela 5.1: Soluções do sistema Λmn = 0 para determinação dos coeficientes dos

v́ınculos

Solução (i) a00 = −(12 + C0C1) +
[3−2k̄2−6(α0+α2)+C0(4α0−2)+4C1ε1]

(4C0−6)t ,

a10 = C0 − 1
2
, a01 = − (2C1+1)

2t
, a11 =

1
t

b00 = 0, b10 = 0, b01 = 0, b11 = 0

k1 =
3+12C1α1+8C2

0 ε0−2C0(1+6α2+4C1(α1+α2)+6ε0)+12C1ε1+8C2
1 ε1−4(C0+C1)k̄2

4C0−6

k̄1 =
4C1ε1−4C0α2+(1−2C0)k̄2

2C0−3

Solução (ii) a00 = −1
2
, a10 = 0, a01 = 0, a11 = 0

b00 = (1
4
− C0C1) +

2+k2−k̄2−3(α0+α2)+C0(2α0−1)+2C1ε1
2C0−3

b10 =
(
C0 − 1

2

)
t, b01 = − (2C1+1)

2
, b11 = 1

k1 =
3+2(1+6(α1+ε1))C1−8C0C1(α1+α2)−12(α2+ε0)C0+4(C0+C1)(k2−k̄2)+8C2

0 ε0+8C
2
1 ε1

4C0−6

k̄1 =
(2C0−1)(1+2k2−2k̄2)−8C0α2+8C1ε1

4C0−6
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5.4 Parênteses de Dirac para solução (i) da tabela

5.1

Nesta seção, usaremos os coeficientes da solução (i) da tabela 5.1 para obter as

equações de movimento do modelo via os parênteses de Dirac (5.33). Substituindo

estes coeficientes nos ansatz (5.53)-(5.54), temos

φ1 = q2 − (
1

2
+ C0C1) +

[3− 2k̄2 − 6(α0 + α2) + C0(4α0 − 2) + 4C1ε1]

(4C0 − 6)t
+ q1

(
C0

+
p1
t
− 1

2

)
− (2C1 + 1)p1

2t
= 0,

φ2 = p2

sendo os parâmetros dos modelos 4-bósons e PIII-PV simétrico relacionados por

k1 =
1

4C0 − 6

[
3 + 12C1α1 + 8C2

0ε0 − 2C0(1 + 6α2 + 4C1(α1 + α2) + 6ε0) + 12C1ε1

+ 8C2
1ε1 − 4(C0 + C1)k̄2

]
(5.55)

k̄1 =
4C1ε1 − 4C0α2 + (1− 2C0)k̄2

2C0 − 3
. (5.56)

Observe que os v́ınculos ψj não são necessários para obter φj. Entretanto, se

quisermos calcular os parênteses de Dirac, precisaremos calculá-los. Lembrando que

os v́ınculos ψj foram definidos em (5.25) como

ψj ≡ {φj, H0}+
2N∑
k=1

λk{φj, φk}+
∂φj

∂t
, j = 1, ..., 2N.

Para os v́ınculos φj = 0 que estamos considerando nesta seção, os v́ınculos ψj = 0

terão a seguinte forma explicita:

ψ1 =
(2C0 − 1)

8
q1 +

(2C0 − 1)

4
q21 +

(
−1

4
+

(1− 2C0)

2
q1

)
q2 +

q22
2

+
1

t2

(
(1 + 2C1)

4
p21

− (1 + 2C1)

2
p1p2 + (−p1 +

p21
2
)q1 +

(−3 + 2k̄2 + C0(2− 4α0) + 6(α0 + α2)− 4C1ε1)

4C0 − 6

+
1

(8C0 − 12)

(
−3 + 2k̄2 − 8C2

0ε0 + 2C0(1 + 2α2 + C1(2 + 4α1 + 4α2) + 6ε0)− 2C1(3

− 2k̄2 + 6α1 + 2ε1 + 4C1ε1)

)
p1

)
+

1

t

(
(2C1 + 1)

8
p1 −

q21p1
2

+

(
−1

2
+

(1− 2C0)

2
q1

)
p2

+

(
(−1 + C0 + C1)p1 +

(−3− 2k̄2 + 4C0(2− C0 + k̄2 + 2α2)− 8C1ε1)

8C0 − 12

)
q1

+

(
−1

2
− (1 + 2C1)

2
p1 + p2

)
q2 +

1

(4C0 − 6)

(
(3− 2C0)k2 − k̄2 + 3C1α1 − 4C3

0ε0
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+ 2C2
0 (α2 + 2C1(α1 + α2) + 4ε0) + C1(7 + 6C1)ε1 − C0(7α2 + 3ε0 + 2C1(4α1 + 3α2

+ ε1 + 2C1ε1))

))
+ λ2 = 0

ψ2 =
p2
4

+ p1q1 − p2q2 +
p2(1− p2)

2t
+

(k̄2 + 2C0α2 − 2C1ε1)

2C0 − 3
− λ1 = 0

Para calcular (5.32), nós também precisamos da matrix ({Φ,Φ})−1, cujos ele-
mentos são:

({Φ,Φ})−111 = 0

({Φ,Φ})−112 =
1

8t3(−3 + 2C0)
(2(−3 + 2C0)p

2
1(4tC

2
1 − 6C1p2 − t(1 + 2q1)− p2(3 + 2q1))

+ p1(4(−3 + 2C0)(1 + 2C1)p
2
2 − 4t(−t(3− 8C0 + 4C2

0 )(1 + 2C1)q1 + t(−3
+ 2C0)q

2
1 + 2C0α2 + 6C0ε0 − 4C2

0ε0 − 4C2
1ε1 + k̄2 + 2C1((−3 + 2C0)α1 + 2C0α2

− ε1 + k̄2))− p2(6 + 15t+ 24tq1 − 12tq21 + 12tq2 + 16C2
0 (t+ 2tC1 + tq1 − ε0)

+ 2C0(−2− 17t+ 8tC2
1 − 20tq1 + 4tq21 − 4tq2 − 2C1(2 + 15t+ 4tq1 + 4tq2 − 4α1

− 4α2) + 4α2 + 12ε0)− 8C2
1 (3t+ 2ε1) + 4k̄2 + 2C1(6 + 9t+ 12tq1 + 12tq2 − 12α1

− 4ε1 + 4k̄2))) + t(4(3− 8C0 + 4C2
0 )p

2
2(1 + 2C1 − q1) + 2tq1(3t+ 3tq1

+ 8tC3
0q1 − 12tq2 − 4tC2

0 (−1 + 3q1 + 4q2)− 8C1ε1 − 2k̄2 + C0(−2tq1
+ 4(−2t+ 8tq2 + 2α2 + k̄2))) + p2(−3t+ 6q1 − 15tq1 + 18tq21 + 12tq2 − 12tq1q2

− 16C3
0 (tq1 − ε0)− 4C2

0 (t− 6tq21 − 4tq2 + q1(−2− 3t+ 4tq2) + 2α2 + 2C1(t

+ 4tq1 − 4tq2 + 2α1 + 2α2) + 8ε0) + 8C2
1ε1 − 2C1(3t− 12tq2 + 6α1 − 2ε1

+ 4q1(3t+ 2ε1)− 4k̄2) + 4k̄2 − 4q1k̄2 + 4C0(2t− 12tq21 − 8tq2 − α2 + 3ε0

+ 4C2
1ε1 + 2C1(2t+ 8tq1 − 8tq2 + 4α1 − α2 + ε1 − 2k̄2)− 2k̄2 + q1(−4 + 7t

+ 8tq2 + 4α2 + 2k̄2)))))

({Φ,Φ})−113 = −p2

({Φ,Φ})−114 =
2 + t+ (2 + 4C1) p1 − 4p2 − 2tq1 + 4tC0q1 − 4tq2

4t

({Φ,Φ})−115 = 0

({Φ,Φ})−116 = −1

({Φ,Φ})−121 =
1

8t3(−3 + 2C0)
(−2(−3 + 2C0)p

2
1(4tC

2
1 − 6C1p2 − t(1 + 2q1)− p2(3 + 2q1))

+ p1(−4(−3 + 2C0)(1 + 2C1)p
2
2 + 4t(−t(3− 8C0 + 4C2

0 )(1 + 2C1)q1 + t(−3
+ 2C0)q

2
1 + 2C0α2 + 6C0ε0 − 4C2

0ε0 − 4C2
1ε1 + k̄2 + 2C1((−3 + 2C0)α1 + 2C0α2

− ε1 + k̄2)) + p2(6 + 15t+ 24tq1 − 12tq21 + 12tq2 + 16C2
0 (t+ 2tC1 + tq1 − ε0)

+ 2C0(−2− 17t+ 8tC2
1 − 20tq1 + 4tq21 − 4tq2 − 2C1(2 + 15t+ 4tq1 + 4tq2 − 4α1

− 4α2) + 4α2 + 12ε0)− 8C2
1 (3t+ 2ε1) + 4k̄2 + 2C1(6 + 9t+ 12tq1 + 12tq2 − 12α1

− 4ε1 + 4k̄2))) + t(−4(3− 8C0 + 4C2
0 )p

2
2(1 + 2C1 − q1)− 2tq1(3t+ 3tq1 + 8tC3

0q1

− 12tq2 − 4tC2
0 (−1 + 3q1 + 4q2)− 8C1ε1 − 2k̄2 + C0(−2tq1 + 4(−2t+ 8tq2 + 2α2
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+ k̄2))) + p2(3t− 6q1 + 15tq1 − 18tq21 − 12tq2 + 12tq1q2 + 16C3
0 (tq1 − ε0) + 4C2

0 (t

− 6tq21 − 4tq2 + q1(−2− 3t+ 4tq2) + 2α2 + 2C1(t+ 4tq1 − 4tq2 + 2α1 + 2α2)

+ 8ε0)− 8C2
1ε1 + 2C1(3t− 12tq2 + 6α1 − 2ε1 + 4q1(3t+ 2ε1)− 4k̄2)− 4k̄2

+ 4q1k̄2 − 4C0(2t− 12tq21 − 8tq2 − α2 + 3ε0 + 4C2
1ε1 + 2C1(2t+ 8tq1 − 8tq2

+ 4α1 − α2 + ε1 − 2k̄2)− 2k̄2 + q1(−4 + 7t+ 8tq2 + 4α2 + 2k̄2)))))

({Φ,Φ})−122 = 0

({Φ,Φ})−123 =
2 + t+ (2 + 4C1)p1 − 4p2 − 2tq1 + 4tC0q1 − 4tq2

4t

({Φ,Φ})−124 = − 1

8t3(−3 + 2C0)
(15t2 + 6p1 + 27tp1 − 18p21 − 12tp2 + 12p1p2 − 6tq1 − 21t2q1

+ 24tp1q1 − 12p21q1 + 12tp2q1 − 18t2q21 − 12tp1q
2
1 − 36t2q2 + 12tp1q2 + 12t2q1q2

+ 16tC3
0 (tq1 − ε0) + 4C2

0 (2tC1(t+ 4p1 − 4p2 + 4tq1 − 4tq2 + 2α1 + 2α2) + 4p1(t

+ tq1 − ε0) + t(t+ 4p2(−1 + q1)− 6tq21 − 4tq2 + q1(−2− 15t+ 4tq2) + 2α2 + 8ε0))

− 8C2
1 (tε1 + p1(3t+ 2ε1))− 4tk̄2 + 4p1k̄2 + 4tq1k̄2 − 2C0(−2p21(3 + 2q1) + p1(2

+ 21t+ 4p2 + 20tq1 − 4tq21 + 4tq2 − 4α2 − 12ε0) + 8tC2
1 (−p1 + ε1) + 2C1(−6p21

+ p1(2 + 19t+ 4p2 + 4tq1 + 4tq2 − 4α1 − 4α2) + 2t(2t− 8p2 + 8tq1 − 8tq2

+ 4α1 − α2 + ε1 − 2k̄2))− 2t(−4t− 8p2(−1 + q1) + 12tq21 + 12tq2 + α2 − 3ε0

+ q1(4 + 17t− 8tq2 − 4α2 − 2k̄2) + 2k̄2)) + 2C1(−18p21 + t(3t− 12p2 − 12tq2 + 6α1

− 2ε1 + 4q1(3t+ 2ε1)− 4k̄2) + p1(6 + 21t+ 12p2 + 12tq1 + 12tq2 − 12α1 − 4ε1

+ 4k̄2)))

({Φ,Φ})−125 = 1

({Φ,Φ})−126 = 0

({Φ,Φ})−131 = p2

({Φ,Φ})−132 = −2 + t+ (2 + 4C1)p1 − 4p2 − 2tq1 + 4tC0q1 − 4tq2
4t

({Φ,Φ})−133 = 0

({Φ,Φ})−134 = −1
({Φ,Φ})−135 = 0

({Φ,Φ})−136 = 0

({Φ,Φ})−141 = −2 + t+ (2 + 4C1)p1 − 4p2 − 2tq1 + 4tC0q1 − 4tq2
4t

({Φ,Φ})−142 =
1

8t3(−3 + 2C0)
(15t2 + 6p1 + 27tp1 − 18p21 − 12tp2 + 12p1p2 − 6tq1 − 21t2q1

+ 24tp1q1 − 12p21q1 + 12tp2q1 − 18t2q21 − 12tp1q
2
1 − 36t2q2 + 12tp1q2 + 12t2q1q2

+ 16tC3
0 (tq1 − ε0) + 4C2

0 (2tC1(t+ 4p1 − 4p2 + 4tq1 − 4tq2 + 2α1 + 2α2) + 4p1(t

+ tq1 − ε0) + t(t+ 4p2(−1 + q1)− 6tq21 − 4tq2 + q1(−2− 15t+ 4tq2) + 2α2 + 8ε0))

− 8C2
1 (tε1 + p1(3t+ 2ε1))− 4tk̄2 + 4p1k̄2 + 4tq1k̄2 − 2C0(−2p21(3 + 2q1) + p1(2
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+ 21t+ 4p2 + 20tq1 − 4tq21 + 4tq2 − 4α2 − 12ε0) + 8tC2
1 (−p1 + ε1) + 2C1(−6p21

+ p1(2 + 19t+ 4p2 + 4tq1 + 4tq2 − 4α1 − 4α2) + 2t(2t− 8p2 + 8tq1 − 8tq2 + 4α1

− α2 + ε1 − 2k̄2))− 2t(−4t− 8p2(−1 + q1) + 12tq21 + 12tq2 + α2 − 3ε0 + q1(4 + 17t

− 8tq2 − 4α2 − 2k̄2) + 2k̄2)) + 2C1(−18p21 + t(3t− 12p2 − 12tq2 + 6α1 − 2ε1

+ 4q1(3t+ 2ε1)− 4k̄2) + p1(6 + 21t+ 12p2 + 12tq1 + 12tq2 − 12α1 − 4ε1 + 4k̄2)))

({Φ,Φ})−143 = 1

({Φ,Φ})−144 = 0

({Φ,Φ})−145 = 0

({Φ,Φ})−146 = 0

({Φ,Φ})−151 = 0

({Φ,Φ})−152 = −1
({Φ,Φ})−153 = 0

({Φ,Φ})−154 = 0

({Φ,Φ})−155 = 0

({Φ,Φ})−156 = 0

({Φ,Φ})−161 = 1

({Φ,Φ})−162 = 0

({Φ,Φ})−163 = 0

({Φ,Φ})−164 = 0

({Φ,Φ})−165 = 0

({Φ,Φ})−166 = 0

Assim, podemos calcular computacionalmente os parênteses de Dirac (5.33)

usando os elementos da matriz ({Φ,Φ})−1 acima, as expressões (5.55) e (5.56), além
do conjunto de v́ınculos Φ = (π1, π2, φ1, φ2, ψ1, ψ2) = 0 para eliminar as coordenadas

q2, p2, λ1, λ2, π1 e π2. Desta forma, as equações de movimento são:

q̇1 ≈ {q1, H0}D =
1

t

(
−C0C1tq1 − 2C1q1p1 − (1− α0 − α2)q1 + q21(C0t+ 2p1) + α1C1

− ε0C0

)
(5.57)

ṗ1 ≈ {p1, H0}D =
1

t

(
C0C1tp1 − 2C0tq1p1 + (1− α0 − α2)p1 + p21(C1 − 2q1) + (C1ε1

− C0α2)t

)
(5.58)

q̇2 ≈ {q2, H0}D =
1

2t2

(
C1(1 + 2C1)p

2
1 + q21t(2(1− C0)p1t+ C0(1− 2C0)t

2)

+ p1(C0C1(1 + 2C1)t− (1 + 2C1)α0 − α2 − 2C1(α1 + α2) + 2C0ε0)
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+ q1(−2(1 + C1)p
2
1 + C0(2C0 − 1)C1t

2 + 2p1(1− (C0 + C1)t) + t(−1
− 2C0(α0 − 1) + α0 + α2 − 2C1ε1)) + t[C0(−α2 + (2C0 − 1)ε0) + 2C2

1ε1

+ C1(α1 − 2C0(α1 + α2) + ε1)]

+
(3− 2k̄2 − 6α0 + C0(4α0 − 2)− 6α2 + 4C1ε1)

2C0 − 3

)
(5.59)

ṗ2 ≈ {p2, H0}D = 0 (5.60)

π̇1 ≈ {π1, H0}D = 0 (5.61)

π̇2 ≈ {π2, H0}D = 0 (5.62)

O sistema para q1 e p1 é o mesmo sistema canônico obtido a partir da Hamiltoni-

ana do modelo PIII-PV simétrico. Desta forma, nós conectamos o modelo 4-bósons

com o modelo PIII-PV simétrico.

5.5 Parênteses de Dirac para solução (ii) da ta-

bela 5.1

Nesta seção, usaremos os coeficientes da solução (ii) da tabela 5.1 para obter as

equações de movimento do modelo. Substituindo estes coeficientes nos ansatz (5.53)-

(5.54), temos

φ1 = q2 −
1

2
= 0

φ2 = p2 + (
1

4
− C0C1) +

2 + k2 − k̄2 − 3(α0 + α2) + C0(2α0 − 1) + 2C1ε1
2C0 − 3

+ q1

((
C0 −

1

2

)
t+ p1

)
− (2C1 + 1)p1

2
= 0

sendo os parâmetros dos modelos 4-bósons e PIII-PV simétrico relacionados por

k1 =
1

4C0 − 6

(
3 + 2(1 + 6(α1 + ε1))C1 − 8C0C1(α1 + α2)− 12(α2 + ε0)C0

+ 4(C0 + C1)(k2 − k̄2) + 8C2
0ε0 + 8C2

1ε1

)
(5.63)

k̄1 =
(2C0 − 1)(1 + 2k2 − 2k̄2)− 8C0α2 + 8C1ε1

4C0 − 6
(5.64)

Para os v́ınculos φj = 0 que estamos considerando nesta seção, os v́ınculos ψj = 0

terão a seguinte forma explicita:

ψ1 = −p2
2t
− p1q1

t
+

(
−1

4
− 1

2t
+

p2
t

)
q2 +

q22
2

+
1− 2C0 − 4k2 + 8C0α2 − 8C1ε1 + 4k̄2

t (12− 8C0)

+ λ2 = 0
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ψ2 =
(1 + 2C1)p

2
1

4t
− p22

2t
+ (

1

4
t(−1 + 2C0)−

p1
2
)q21 + p2(

1

4
+

1

2t
− (1 + 2C1)p1

2t

+ (
1

2
− C0)q1) + ((−1

2
− C1)p1 − p2 + t(

1

2
− C0)q1)q2 +

1

−6 + 4C0
(−1 + k2 + 3C1α1

− 4C3
0ε0 + 2C2

0 (α2 + 2C1(−1 + α1 + α2) + 4ε0)− C1ε1 + 6C2
1ε1 − C0(2k2 − α2 + 3ε0

+ 4C2
1ε1 + 2C1(−3 + 4α1 + 3α2 + ε1)) + 2k̄2) + p1(

1

8
(1 + 2C1) +

1

t(−6 + 4C0)
(1− k2

− 4C2
0ε0 + C0(−1 + 2α2 + C1(−2 + 4α1 + 4α2) + 6ε0)− 4C2

1ε1 − 2C1(−1 + k2 + 3α1

+ ε1 − k̄2) + k̄2)) + q1(
1

8
t(−1 + 2C0) + (1 + C0 + C1)p1

+
2 + 2C2

0 + k2 − 4C1ε1 − k̄2 + C0(−5− 2k2 + 4α2 + 2k̄2)

−6 + 4C0

+
p21
2t

)− λ1 = 0

Os elementos da matrix ({Φ,Φ})−1 serão:

({Φ,Φ})−111 = 0

({Φ,Φ})−112 =
1

16t2(−3 + 2C0)
(2(−3 + 2C0)p

2
1(1 + 8C2

1 + C1(6− 12q2)− 6q2 − 2q1(1

+ 2q2)) + t(2 + 3t+ 4C1 + 6tC1 + 4k2 + 8C1k2 − 12p2 − 24C1p2 − 4q1

+ 15tq1 + 24tC1q1 + 4k2q1 + 12p2q1 − 6tq21 − 4q2 − 18tq2 − 8C1q2 − 36tC1q2

− 8k2q2 − 16C1k2q2 + 24p2q2 + 48C1p2q2 + 16q1q2 − 18tq1q2 − 48tC1q1q2

+ 8k2q1q2 − 24p2q1q2 + 36tq21q2 + 24tq22 + 48tC1q
2
2 − 24tq1q

2
2 + 12C1α1

− 24C1q2α1 + 16C3
0 (2tq

2
1 + q1(t− 2tq2) + (−1 + 2q2)ε0) + 4C2

0 (6tq
2
1(−3 + 2q2)

+ 4p2(1 + 2C1 − q1)(−1 + 2q2)− q1(−1 + 2q2)(−2 + t(−3 + 8C1 + 4q2))

+ (−1 + 2q2)(t(1 + 2C1)(−1 + 4q2)− 2(α2 + 2C1(α1 + α2) + 4ε0)))− 4C1ε1

− 8C2
1ε1 − 16C1q1ε1 + 8C1q2ε1 + 16C2

1q2ε1 − 32C1q1q2ε1 − 4k̄2 − 8C1k̄2

− 4q1k̄2 + 8q2k̄2 + 16C1q2k̄2 − 8q1q2k̄2 + 4C0(−1− 2t+ 8p2 + 3q1 − 7tq1

− 8p2q1 + 10tq21 + 2q2 + 12tq2 − 16p2q2 − 10q1q2 + 6tq1q2 + 16p2q1q2

− 24tq21q2 − 16tq22 + 16tq1q
2
2 − 2k2(1 + q1 − 2q2 + 2q1q2) + α2 + 4q1α2

− 2q2α2 + 8q1q2α2 − 3ε0 + 6q2ε0 + 4C2
1 (−1 + 2q2)ε1 + 2C1(−1 + 2q2)(1

+ 2t+ 2k2 − 8p2 + 8tq1 − 8tq2 + 4α1 − α2 + ε1 − 2k̄2) + 2k̄2 + 2q1k̄2

− 4q2k̄2 + 4q1q2k̄2)) + p1(8 + 3t+ 4k2 − 36p2 + 48tq1 + 12tq21 − 8q2 − 18tq2

+ 8k2q2 − 24p2q2 − 48tq1q2 + 24tq21q2 − 24tq22 + 16C2
0 (t(1 + 3q1 + C1(2

+ 4q1 − 4q2)− 2q2 − 2q1q2) + ε0 + 2q2ε0)− 2C0(2 + 13t− 12p2 + 52tq1

+ 4tq21 − 4q2 − 30tq2 − 8p2q2 − 40tq1q2 + 8tq21q2 − 8tq22 + 8tC2
1 (−1 + 2q2)

− 2C1(−2− 11t− 36tq1 + 8tq22 + 4p2(3 + 2q2)− 4α1 + q2(4 + 26t+ 8tq1

− 8α1 − 8α2)− 4α2) + 4α2 + 8q2α2 + 12ε0 + 24q2ε0) + 8C2
1 (−3t+ 6tq2

+ 2ε1 + 4q2ε1)− 4k̄2 − 8q2k̄2 − 2C1(−8 + 3t+ 36p2 − 36tq1 + 8q2 + 6tq2
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+ 24p2q2 + 24tq1q2 + 24tq22 − 4k2(1 + 2q2)− 12α1 − 24q2α1 − 4ε1 − 8q2ε1

+ (4 + 8q2)k̄2)))

({Φ,Φ})−113 =
1

8t(−3 + 2C0)
(−2(−3 + 2C0)p

2
1(3 + 6C1 + 2q1) + p1(−4 + 21t+ 4k2

− 12p2 − 24tq1 + 12tq21 − 12tq2 − 16C2
0 (t+ 2tC1 + tq1 − ε0)− 2C0(−2− 5t

+ 8tC2
1 − 4p2 − 20tq1 + 4tq21 − 4tq2 − 2C1(2 + 4p2 + t(3 + 4q1 + 4q2)− 4α1

− 4α2) + 4α2 + 12ε0) + 8C2
1 (3t+ 2ε1) + C1(−8 + 54t+ 8k2 − 24p2 − 24tq1

− 24tq2 + 24α1 + 8ε1 − 8k̄2)− 4k̄2) + t(−2− 3t− 4k2 + 36p2 + 8q1 − 27tq1

+ 4k2q1 − 12p2q1 + 18tq21 + 12tq2 − 12tq1q2 − 16C3
0 (tq1 − ε0)− 4C2

0 (t+ 4p2(−1
+ q1)− 2q1 + tq1 − 6tq21 − 4tq2 + 4tq1q2 + 2α2 + 2C1(t− 4p2 + 4tq1 − 4tq2

+ 2α1 + 2α2) + 8ε0) + 8C2
1ε1 − 2C1(2 + 3t+ 4k2 − 12p2 + 12tq1 − 12tq2 + 6α1

− 2ε1 + 8q1ε1 − 4k̄2) + 4k̄2 − 4q1k̄2 + 4C0(1 + 2t− 12p2 − 2k2(−1 + q1)− 5q1

+ 15tq1 + 8p2q1 − 12tq21 − 8tq2 + 8tq1q2 − α2 + 4q1α2 + 3ε0 + 4C2
1ε1 + 2C1(1

+ 2t+ 2k2 − 8p2 + 8tq1 − 8tq2 + 4α1 − α2 + ε1 − 2k̄2)− 2k̄2 + 2q1k̄2)))

({Φ,Φ})−114 =
2 + t− 2 (1 + 2C1) p1 − 4p2 + 2tq1 − 4tC0q1 − 4tq2

4t

({Φ,Φ})−115 = 0

({Φ,Φ})−116 = −1

({Φ,Φ})−121 =
1

16t2(−3 + 2C0)
(−2(−3 + 2C0)p

2
1(1 + 8C2

1 + C1(6− 12q2)− 6q2 − 2q1(1 + 2q2))

− t(2 + 3t+ 4C1 + 6tC1 + 4k2 + 8C1k2 − 12p2 − 24C1p2 − 4q1 + 15tq1 + 24tC1q1

+ 4k2q1 + 12p2q1 − 6tq21 − 4q2 − 18tq2 − 8C1q2 − 36tC1q2 − 8k2q2 − 16C1k2q2

+ 24p2q2 + 48C1p2q2 + 16q1q2 − 18tq1q2 − 48tC1q1q2 + 8k2q1q2 − 24p2q1q2 + 36tq21q2

+ 24tq22 + 48tC1q
2
2 − 24tq1q

2
2 + 12C1α1 − 24C1q2α1 + 16C3

0 (2tq
2
1 + q1(t

− 2tq2) + (−1 + 2q2)ε0) + 4C2
0 (6tq

2
1(−3 + 2q2) + 4p2(1 + 2C1 − q1)(−1

+ 2q2)− q1(−1 + 2q2)(−2 + t(−3 + 8C1 + 4q2)) + (−1 + 2q2)(t(1 + 2C1)

(−1 + 4q2)− 2(α2 + 2C1(α1 + α2) + 4ε0)))− 4C1ε1 − 8C2
1ε1 − 16C1q1ε1

+ 8C1q2ε1 + 16C2
1q2ε1 − 32C1q1q2ε1 − 4k̄2 − 8C1k̄2 − 4q1k̄2 + 8q2k̄2

+ 16C1q2k̄2 − 8q1q2k̄2 + 4C0(−1− 2t+ 8p2 + 3q1 − 7tq1 − 8p2q1 + 10tq21

+ 2q2 + 12tq2 − 16p2q2 − 10q1q2 + 6tq1q2 + 16p2q1q2 − 24tq21q2 − 16tq22

+ 16tq1q
2
2 − 2k2(1 + q1 − 2q2 + 2q1q2) + α2 + 4q1α2 − 2q2α2 + 8q1q2α2

− 3ε0 + 6q2ε0 + 4C2
1 (−1 + 2q2)ε1 + 2C1(−1 + 2q2)(1 + 2t+ 2k2 − 8p2 + 8tq1

− 8tq2 + 4α1 − α2 + ε1 − 2k̄2) + 2k̄2 + 2q1k̄2 − 4q2k̄2 + 4q1q2k̄2)) + p1(−8
− 3t− 4k2 + 36p2 − 48tq1 − 12tq21 + 8q2 + 18tq2 − 8k2q2 + 24p2q2 + 48tq1q2

− 24tq21q2 + 24tq22 − 16C2
0 (t(1 + C1(2 + 4q1 − 4q2) + q1(3− 2q2)− 2q2) + ε0

+ 2q2ε0) + 2C0(2 + 13t− 12p2 + 52tq1 + 4tq21 − 4q2 − 30tq2 − 8p2q2 − 40tq1q2
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+ 8tq21q2 − 8tq22 + 8tC2
1 (−1 + 2q2)− 2C1(−2− 11t− 36tq1 + 8tq22 + 4p2(3 + 2q2)

− 4α1 + q2(4 + 26t+ 8tq1 − 8α1 − 8α2)− 4α2) + 4α2 + 8q2α2 + 12ε0 + 24q2ε0)

− 8C2
1 (−3t+ 2ε1 + q2(6t+ 4ε1)) + 4k̄2 + 8q2k̄2 + 2C1(−8 + 3t+ 36p2 − 36tq1

+ 8q2 + 6tq2 + 24p2q2 + 24tq1q2 + 24tq22 − 4k2(1 + 2q2)− 12α1 − 24q2α1 − 4ε1

− 8q2ε1 + (4 + 8q2)k̄2)))

({Φ,Φ})−122 = 0

({Φ,Φ})−123 =
2 + t− 2 (1 + 2C1) p1 − 4p2 + 2tq1 − 4tC0q1 − 4tq2

4t

({Φ,Φ})−124 =
1− 2q2

2t

({Φ,Φ})−125 = 1

({Φ,Φ})−126 = 0

({Φ,Φ})−131 =
1

8t(−3 + 2C0)
(2(−3 + 2C0)p

2
1(3 + 6C1 + 2q1) + p1(4− 21t− 4k2 + 12p2

+ 24tq1 − 12tq21 + 12tq2 + 16C2
0 (t+ 2tC1 + tq1 − ε0) + 2C0(−2− 5t+ 8tC2

1

− 4p2 − 20tq1 + 4tq21 − 4tq2 − 2C1(2 + 4p2 + t(3 + 4q1 + 4q2)− 4α1 − 4α2)

+ 4α2 + 12ε0)− 8C2
1 (3t+ 2ε1) + 4k̄2 + C1(8− 54t− 8k2 + 24p2 + 24tq1 + 24tq2

− 24α1 − 8ε1 + 8k̄2)) + t(2 + 3t+ 4k2 − 36p2 − 8q1 + 27tq1 − 4k2q1 + 12p2q1

− 18tq21 − 12tq2 + 12tq1q2 + 16C3
0 (tq1 − ε0) + 4C2

0 (t+ 4p2(−1 + q1)− 2q1 + tq1

− 6tq21 − 4tq2 + 4tq1q2 + 2α2 + 2C1(t− 4p2 + 4tq1 − 4tq2 + 2α1 + 2α2) + 8ε0)

− 8C2
1ε1 + 2C1(2 + 3t+ 4k2 − 12p2 + 12tq1 − 12tq2 + 6α1 − 2ε1 + 8q1ε1 − 4k̄2)

− 4k̄2 + 4q1k̄2 − 4C0(1 + 2t− 12p2 − 2k2(−1 + q1)− 5q1 + 15tq1 + 8p2q1 − 12tq21

− 8tq2 + 8tq1q2 − α2 + 4q1α2 + 3ε0 + 4C2
1ε1 + 2C1(1 + 2t+ 2k2 − 8p2 + 8tq1

− 8tq2 + 4α1 − α2 + ε1 − 2k̄2)− 2k̄2 + 2q1k̄2)))

({Φ,Φ})−132 =
−2− t+ (2 + 4C1) p1 + 4p2 − 2tq1 + 4tC0q1 + 4tq2

4t

({Φ,Φ})−133 = 0

({Φ,Φ})−134 = −1
({Φ,Φ})−135 = 0

({Φ,Φ})−136 = 0

({Φ,Φ})−141 =
−2− t+ (2 + 4C1) p1 + 4p2 − 2tq1 + 4tC0q1 + 4tq2

4t

({Φ,Φ})−142 =
2q2 − 1

2t

({Φ,Φ})−143 = 1

({Φ,Φ})−144 = 0

({Φ,Φ})−145 = 0

({Φ,Φ})−146 = 0
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({Φ,Φ})−151 = 0

({Φ,Φ})−152 = −1
({Φ,Φ})−153 = 0

({Φ,Φ})−154 = 0

({Φ,Φ})−155 = 0

({Φ,Φ})−156 = 0

({Φ,Φ})−161 = 1

({Φ,Φ})−162 = 0

({Φ,Φ})−163 = 0

({Φ,Φ})−164 = 0

({Φ,Φ})−165 = 0

({Φ,Φ})−166 = 0

Assim, podemos calcular computacionalmente os parênteses de Dirac (5.33)

usando os elementos da matriz ({Φ,Φ})−1 acima, as expressões (5.63) e (5.64), além
do conjunto de v́ınculos Φ = (π1, π2, φ1, φ2, ψ1, ψ2) = 0 para eliminar as coordenadas

q2, p2, λ1, λ2, π1 e π2. Desta forma, as equações de movimento são:

q̇1 ≈ {q1, H0}D =
1

t

(
−C0C1tq1 − 2C1q1p1 − (1− α0 − α2)q1 + q21(C0t+ 2p1) + α1C1

− ε0C0

)
(5.65)

ṗ1 ≈ {p1, H0}D =
1

t

(
C0C1tp1 − 2C0tq1p1 + (1− α0 − α2)p1 + p21(C1 − 2q1) + (C1ε1

− C0α2)t

)
(5.66)

q̇2 ≈ {q2, H0}D = 0 (5.67)

ṗ2 ≈ {p2, H0}D =
1

4t
(−t+ 2p1 + 2(−(p1 − tq1)(2p1q1 + α0 + α2) + 2tC2

0 (t(C1 − q1)q1

+ ε0) + C0(−t(−2C2
1p1 + q1(−tq1 + 2p1(1 + q1) + 2α0) + α2 + C1(−p1

+ tq1 + 2(−1 + α1 + α2)))− (t− 2p1)ε0) + 2C2
1 (p

2
1 + tε1) + C1(p

2
1(1

− 2q1)− 2p1(−1 + tq1 + α0 + α1 + α2) + t(α1 + ε1 − 2q1ε1)))) (5.68)

π̇1 ≈ {π1, H0}D = 0 (5.69)

π̇2 ≈ {π2, H0}D = 0 (5.70)

O sistema para q1 e p1 é o mesmo sistema canônico obtido a partir da Hamiltoni-

ana do modelo PIII-PV simétrico. Assim, verificamos o segundo sistema de v́ınculos

que conecta o modelo 4-bósons com o modelo PIII-PV simétrico.



Caṕıtulo 6

Um método para resolver

equações diferenciais não-lineares

em D dimensões: uma aplicação

ao modelo λφ4.

6.1 Introdução

Nos últimos anos tem havido um grande interesse no desenvolvimento de técnicas

que permitem obter soluções de equações diferenciais sem a necessidade de outras

propriedades da equação (por exemplo [43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53,

54, 30, 55, 56, 57, 58, 59]). Em [30], foi proposto o método das multiplas funções

exponenciais para encontrar soluções de EDPs sem a necessidade de reduzir o modelo

a uma dimensão. Embora este método seja poderoso, ele possui um grande número

de parametros a ser determinado que costuma inviabilizar o uso do método para

certos modelos.

Neste caṕıtulo, apresentaremos um algoritmo mais simples utilizando aproxi-

mantes de Padé e aplicaremos ele à equação do modelo λφ4 com m �= 0. Existem

vários artigos generalizando os aproximantes de Padé para funções de várias variáveis

[60, 61, 62, 63, 64, 65, 66]. Aqui, focaremos nos aproximantes de Padé homogêneos,

introduzidos em [62] (ver também [65]).

O modelo λφ4 é um dos modelos escalares mais simples em teoria de campos e

é definido pela densidade lagrangiana

L =
1

2
∂αφ∂

αφ− m2

2
φ2 − λ

4
φ4, (6.1)

sendo que estamos usando a métrica η = (− + ++) e a notação em que ı́ndices

64
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repetidos são somados. A equação de Euler-Lagrange, isto é

∂α
∂L
∂∂αφ

− ∂L
∂φ

= 0,

aplicada em (6.1) dá origem à equação

−∂2t φ+∇2φ+m2φ+ λφ3 = 0. (6.2)

Soluções estáticas para o modelo λφ4 em duas dimensões já foram obtidas em

[67] e [68]. Aqui, obteremos algumas soluções para a equação (6.2) representando

uma onda viajante e o espalhamento entre duas ondas viajantes num espaço de 4

dimensões. Na seção 6.2, faremos uma introdução ao método dos aproximantes de

Padé homogêneos para várias variáveis e apresentaremos uma nova abordagem para

se resolver EDPs. A seção 6.3 será dedicada ao modelo λφ4.

6.2 O método

6.2.1 Aproximantes de Padé homogêneos para várias variáveis

Considere uma função f(z) = f(z1, ..., zD) regular na origem e com uma expansão

de Taylor em z = 0 dada por

f(z) =
∞∑
J=0

cJz
J ≡

∞∑
j1=0

∞∑
j2=0

...
∞∑

jD=0

cj1,j2,...,jD

D∏
d=1

zjdd .

Os aproximantes de Padé homogêneos para várias variáveis consistem em rear-

ranjar os coeficientes da expansão de Taylor de modo que possamos usar appro-

ximantes de Padé em uma dimensão. Assim, através do mapeamento z → ξz, a

expansão de Taylor pode ser rearranjada como

f(ξz) =
L+M∑
n=0

an(z)ξ
n +O(ξL+M+1)

onde

an(z) =
n∑

j1=0

n−j1∑
j2=0

...

n−∑D−2
r=1 jr∑

jD−1=0

cj1,j2,...,jD−1,n−
∑D−1

r=1 jr

(D−1∏
d=1

zjdd

)
z
n−∑D−1

r=1 jr
D

Este arranjo dos termos nos permite calcular os aproximantes de Padé para f(ξz)

usando o parâmetro ξ como variável, isto é

[L/M ]z(ξ) ≡
Pz,L(ξ)

Qz,M(ξ)
=

∑L
j=0 pj(z)ξ

j

1 +
∑M

j=1 qj(z)ξ
j
,
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onde os coeficientes pj(z) e qj(z) são determinados tal que os aproximantes de Padé

concordem com f(ξz) até o grau L +M , isto é, f(ξz) = [L/M ]z(ξ) + O(ξL+M+1).

Para isso, precisamos resolver o sistema de equações∑
r+s=j

ar(z)qs(z)− pj(z) = 0, j = 0, 1, ..., L+M.

Este sistema pode ser facilmente resolvido por um programa de computação

simbólica. Por fim, os aproximantes de Padé homogêneos para f(z) são obtidos

fazendo f(z) = f(ξz)
∣∣∣
ξ=1

.

6.2.2 O ansatz funcional

Considere agora um sistema de Ne equações e Ne campos em um espaço de D

dimensões, isto é

Ek(x
α, φi, ∂αφi, ...;S0) = 0, k = 1, ..., Ne,

sendo S0 o espaço formado pelo produto cartesiano do conjunto dos parametros do
sistema. Os ı́ndices μ e i no domı́nio de Ek significam que este sistema depende

de todas as dimensões e todos os campos. Suponha que pelo menos uma solução

deste sistema possa ser expressa como um funcional de um conjunto de funções

ρ = (ρ1, ..., ρNρ), isto é

φi(x
α) = φ̂i(ρ1, ..., ρNρ), i = 1, ..., Ne

onde ρk = ρk(x
α) para k = 1, ..., Nρ. Além disso, suponha que a derivada de todo

ρk seja conhecida em termos de ρ, isto é

∂αρk = Fα,k(ρ1, ..., ρNρ ;S1), μ = 1, ..., D, k = 1, ..., Nρ, (6.3)

sendo S1 o espaço formado pelo produto cartesiano do conjunto de parâmetros in-
troduzidos por ρ. A escolha de ρ será o primeiro ansatz do algoritmo e gera a

transformação

Ek(x
α, φi, ∂αφi, ...;S0) = Êk(ρk, φ̂i, ∂kφ̂i, ...;S0 × S1) = 0, k = 1, ..., Ne, (6.4)

onde Êk será polinomial ou racional em ρk, φ̂i e suas derivadas. Agora, o sistema

(6.4) pode ser trabalhado como um sistema em Nρ dimensões. Se pelo menos uma

solução particular para o conjunto de campos φ̂i for regular na origem, então pode-

mos considerar uma expansão de Taylor em várias variáveis em ρ = 0, isto é

φ̂i(ρ) =
∞∑

j1=0

∞∑
j2=0

...

∞∑
jNρ=0

ci;j1,j2,...,jNρ

Nρ∏
d=1

ρjdd , i = 1, ..., Ne (6.5)
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sendo ci;j1,j2,...,jNρ
= ci;j1,j2,...,jNρ

(S0 × S1). Observe que a expansão (6.5) pode ser

dramáticamente alterada devido alguma combinação entre os parâmetros no espaço

formado por S0×S1. Portanto, para obter soluções particulares, podemos considerar
conjuntos de v́ınculos sobre os parâmetros, isto é ψi = ψi(S0 × S1) = 0, atuando

sobre ρ e Êk(ρk, φ̂i, ∂kφ̂i, ...;S0×S1) = 0. Quando os v́ınculos ψ são considerados, a

notação ρ̄ ≡ ρ|ψ=0 será empregada.
Vamos chamar de S2 o espaço formado pelo produto cartesiano de todos coe-

ficientes indeterminados ci;j1,j2,...,jNρ
e definir S = S0 × S1 × S2. Agora, podemos

usar aproximantes de Padé homogêneos para várias variáveis em φ̂i(ρ). Mapeando

ρ→ ξρ, podemos rearranjar a expansão (6.5) como

φ̂i(ξρ) =

Li+Mi∑
n=0

ai;n(ρ)ξ
n +O(ξLi+Mi+1), i = 1, ..., Ne,

ai;n(ρ) =
n∑

j1=0

n−j1∑
j2=0

...

n−∑Nρ−2
r=1 jr∑

jNρ−1=0

c
i;j1,j2,...,jNρ−1,n−

∑Nρ−1
r=1 jr

(Nρ−1∏
d=1

ρjdd

)
ρ
n−∑Nρ−1

r=1 jr
Nρ

Assim, podemos calcular um aproximante de Padé usando o parâmetro ξ como

vriável afim de obter uma aproximação da solução, isto é

φ̂i(ξρ) =
Pρ,Li

(ξ;S)
Qρ,Mi

(ξ;S) +O(ξ
Li+Mi+1). (6.6)

Por fim, podemos usar o segundo ansatz. Vamos assumir que haja um subcon-

junto Ŝ ⊂ S, tal que a expressão (6.6) gere uma solução exata quando ξ = 1, isto

é

φ̂i(ρ) =
Pρ,Li

(ξ; Ŝ)
Qρ,Mi

(ξ; Ŝ)

∣∣∣
ξ=1

. (6.7)

Esta idéia foi usada em [59]para um caso mais simples quando D = Ne = Nρ = 1

e ρ1 = z (onde z era a única variável do modelo). Afim de determinar Ŝ, vamos
substituir (6.7) em (6.4). Isto gera

Êk(ρk, φ̂i, ∂kφ̂i, ...;S0 × S1) =
∑Λ

n=0 Êk;n(Ŝ)

Dk(Ŝ)
= 0,

Êk;n(Ŝ) =
n∑

j1=0

n−j1∑
j2=0

...

n−∑Nρ−2
r=1 jr∑

jNρ−1=0

Ẽ
k;j1,j2,...,jNρ−1,n−

∑Nρ−1
r=1 jr

(Nρ−1∏
d=1

ρjdd

)
ρ
n−∑Nρ−1

r=1 jr
Nρ

.

(6.8)

onde Λ é determinado pelas escolhas de Li,Mi, do conjunto ρ e da equação diferencial

em consideração. Portanto, para determinarmos todos os elementos de Ŝ, precisamos
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resolver o seguinte sistema de equações algébricas:

Ẽk;j1,j2,...,jNρ
(Ŝ) = 0, k = 1, ..., Ne, n = 0, ...,Λ, jl = 0, ..., n−

l−1∑
r=1

jr (6.9a)

Dk(Ŝ) �= 0, k = 1, ..., Ne (6.9b)

Para a resolução de (6.9a) pode ser necessario um grande poder computacional

dependendo do modelo, mas este sistema algébrico será menor do que o sistema que

teriamos obtido usando o método das multiplas funções exponenciais [30].

6.3 Uma aplicação ao modelo λφ4 em 4 dimensões

Nesta seção, aplicaremos o algoritmo apresentado na seção 6.2.2 para o modelo λφ4,

isto é

−∂2t φ+∇2φ+m2φ+ λφ3 = 0, (6.10)

usando dois ansatz funcionais diferente:

(i) φ(xα) = φ̂(ρ1), ρ1 = ei(k1,0t+k1,1x+k1,2y+k1,3z) (6.11)

(ii) φ(xα) = φ̂(ρ1, ρ2), ρ1 = ei(k1,0t+k1,1x+k1,2y+k1,3z), ρ2 = ei(k2,0t+k2,1x+k2,2y+k2,3z)

(6.12)

Por simplicidade, usaremos a notação kj = (kj,1, kj,2, kj,3), sendo ki.kj = ki,1kj,1+

ki,2kj,2 + ki,3kj,3.

6.3.1 Ansatz (i)

Primeiramente, considere o ansatz (i) em (6.11). Obviamente, este conjunto para ρ

satisfaz a condição (6.3), ou seja

∂tρ1 = ik1,0ρ1, ∂xρ1 = ik1,1ρ1, ∂yρ1 = ik1,2ρ1, ∂zρ1 = ik1,3ρ1,

e dá origem a equação

Ê(ρ1, φ̂, ∂ρ1φ̂, ∂
2
ρ1
φ̂;S0×S1) ≡ (k21,0−k1

2)(ρ21∂
2
ρ1
φ̂+ρ1∂ρ1φ̂)+m2φ̂+λφ̂3 = 0. (6.13)

Calculando a expansão de Taylor para φ̂, isto é φ̂ =
∑∞

j=0 cjρ
j
1, vemos que a série

pode começar com c0 = 0 ou c0 =
iμm√

λ
, sendo μ = ±1. Sem a imposição de um
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v́ınculo ψ sobre os parâmetros, esta expansão irá truncar e dará origem as seguintes

soluções triviais:

φ̂ = 0 e φ̂ =
iμm√

λ
, μ = ±1. (6.14)

Entretanto, uma escolha conveniente para ψ nos leva a uma expansão mais in-

teressante. Se for imposto que

ψ = −k21,0 + k1
2 −m2 = 0 (6.15)

sobre a equação (6.13) e as constantes de ρ por meio da eliminação de k1,0, nós

ficamos com

−m2(ρ̄21∂
2
ρ̄1
φ̂+ ρ̄1∂ρ̄1φ̂) +m2φ̂+ λφ̂3 = 0, (6.16)

sendo ρ̄1 = ei(ν
√
(k1

2−m2)t+k1,1x+k1,2y+k1,3z) e ν = ±1. Desta forma, a expansão de φ̂

com c0 = 0 possuirá a forma

φ̂ = (c1ρ̄1)ξ +
( c31λ
8m2

ρ̄3
)
ξ3 +
( c51λ

2

64m4
ρ̄5
)
ξ5 +
( c71λ

3

512m6
ρ̄7
)
ξ7 + ..., m �= 0 (6.17)

enquanto que a expansão com c0 = iμm√
λ
permanecerá sendo truncada no termo

constante, ou seja φ̂ = iμm√
λ
.

Usando o aproximante de Padé [1/1](ρ1)(ξ)|ξ=1 da expansão (6.17), temos que o
ansatz (6.7) será igual a

φ̂ = c1ρ̄1, (6.18)

cuja substituição em (6.20) nos leva a condição:

Ẽ1;3(Ŝ) = c31λ = 0,

D1(Ŝ) = 1 �= 0.

Aqui, podemos ver que a condição para que (6.18) seja uma solução de (6.16) é

c1 = 0 ou λ = 0, que representa uma solução de vácuo e o limite da equação de

Klein-Gordon respectivamente. Agora, vamos considerar os aproximantes de Padé

[2/2](ρ1)(ξ)|ξ=1. Neste caso, o ansatz (6.7) gera

φ̂ =
8c1m

2ρ̄1
8m2 − c21λρ̄

2
1

. (6.19)

Substituindo (6.19) em (6.16), podemos checar que a expressão (6.19) já é uma

solução exata sem a necessidade de condições extras. Nós também obtemos (6.19)

se usamos os ansatzes [3/3](ρ1)(ξ)|ξ=1, [4/4](ρ1)(ξ)|ξ=1 ou [5/5](ρ1)(ξ)|ξ=1.
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Agora, considere o v́ınculo

ψ = −k21,0 + k1
2 + 2m2 = 0.

Eliminando k1,0, a equação (6.13) fica com a forma

2m2(ρ̄21∂
2
ρ̄1
φ̂+ ρ̄1∂ρ̄1φ̂) +m2φ̂+ λφ̂3 = 0, (6.20)

sendo ρ̄1 = ei(ν
√
(k1

2+2m2)t+k1,1x+k1,2y+k1,3z) para ν = ±1. Usando este v́ınculo sobre
os parâmetros, a expansão de φ̂ quando c0 = 0 trunca no termo constante, enquanto

que a expansão com c0 =
iμm√

λ
possui a forma

φ̂ =
iμm√

λ
+(c1ρ̄1)ξ−

(iμc21√λ

2m
ρ̄21

)
ξ2−
( c31λ
4m2

ρ̄31

)
ξ3+
( iμc41λ3/2

8m3
ρ̄41

)
ξ4+ ... m �= 0.

(6.21)

Usando os aproximantes de Padé [1/1](ρ1)(ξ)|ξ=1 e [2/2](ρ1)(ξ)|ξ=1 da expansão
(6.21), o ansatz (6.7) dá origem a

φ̂ = [1/1](ρ1)(ξ)|ξ=1 =
m(c1

√
λρ̄1 + 2iμm)√

λ(2m+ iμc1
√
λρ̄1)

, (6.22)

φ̂ = [2/2](ρ1)(ξ)|ξ=1 =
4c1
√
λm2ρ̄1 + iμ(4m3 − c21λmρ̄21)√

λ(4m2 + c21λρ̄
2
1)

. (6.23)

Ambos (6.22) e (6.23) são soluções exatas sem que seja necessário nenhuma condição

extra sobre o espaço de constantes S. A solução (6.23) também é obtida se consi-

deramos os ansatzes [3/3](ρ1)(ξ)|ξ=1, [4/4](ρ1)(ξ)|ξ=1 ou [5/5](ρ1)(ξ)|ξ=1.

6.3.2 Ansatz (ii)

Agora, considere o ansatz (ii) em (6.12). Obviamente, este conjunto de funções para

ρ também satisfaz a condição (6.3), ou seja

∂tρ1 = ik1,0ρ1, ∂xρ1 = ik1,1ρ1, ∂yρ1 = ik1,2ρ1, ∂zρ1 = ik1,3ρ1,

∂tρ2 = ik2,0ρ2, ∂xρ2 = ik2,1ρ2, ∂yρ2 = ik2,2ρ2, ∂zρ2 = ik2,3ρ2,

e dará origem a equação

Ê(ρ1, ρ2, φ̂, , ...;S0 × S1) ≡ (k21,0 − k1
2)(ρ21∂

2
ρ1
φ̂+ ρ1∂ρ1φ̂) + (k22,0 − k2

2)(ρ22∂
2
ρ2
φ̂

+ ρ2∂ρ2φ̂) + 2(k1,0k2,0 − k1.k2)ρ1ρ2∂ρ1∂ρ2φ̂+m2φ̂

+ λφ̂3 = 0. (6.24)
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Sem que seja imposto nenhum v́ınculo sobre os parâmetros do ansatz (6.12), a

equação (6.24) possuirá apenas as soluções triviais (6.14). No entanto, se impuser-

mos o vinculo

ψ1 = −k21,0 + k1
2 −m2 = 0 (6.25)

ou

ψ2 = −k21,0 + k2
2 −m2 = 0 (6.26)

sobre os parâmetros, nós obtemos a solução (6.19) a menos de uma redefinição das

constantes arbitrarias. Entretanto, se usarmos os v́ınculos (6.25) e (6.26) sobre os

parâmetros e eliminarmos k1,0 e k2,0, a equação (6.24) se transforma em

−m2(ρ21∂
2
ρ1
φ̂+ρ1∂ρ1φ̂+ρ

2
2∂

2
ρ2
φ̂+ρ2∂ρ2φ̂)+2(k1,0k2,0−k1.k2)ρ1ρ2∂ρ1∂ρ2φ̂+m

2φ̂+λφ̂3 = 0

(6.27)
Observe que não eliminamos os termos lineares de k1,0 e k2,0 por enquanto afim de
evitar erros com o sinal da raiz quadrada, mas eles serão substituidos no final. A
expansão de Taylor em várias variáveis de (6.27) é

φ̂ = (c1,0ρ̄1 + c0,1ρ̄2)ξ +

(
λ(c31,0ρ̄

3
1 + c30,1ρ̄

3
2)

8m2
−

3λ(c21,0c0,1ρ̄
2
1ρ̄2 + c1,0c

2
0,1ρ̄1ρ̄

2
2)

4(k1,0k2,0 − k1.k2 −m2)

)
ξ3 + ..., (6.28)

para m �= 0 e k1,0k2,0 − k1.k2 −m2 �= 0.

O aproximante de Padé [1/1](ρ1,ρ2)(ξ)|ξ=1 da expansão (6.28) dá origem ao ansatz

φ̂ = c1,0ρ̄1 + c0,1ρ̄2, (6.29)

de modo que as condições para que (6.29) seja uma solução exata são

Ẽ1;3,0(Ŝ) = c31,0λ = 0,

Ẽ1;2,1(Ŝ) = 3c21,0c0,1λ = 0,

Ẽ1;1,2(Ŝ) = 3c1,0c
2
0,1λ = 0,

Ẽ1;0,3(Ŝ) = c30,1λ = 0,

D1(Ŝ) = 1 �= 0.

Assim, a única possibilidade para (6.29) ser uma solução não nula de (6.24) será

no limite de Klein-Gordon, isto é λ = 0. Empregando o ansatz [2/2](ρ1,ρ2)(ξ)|ξ=1,
nós obtemos

φ̂ =
8m2(−k1,0k2,0 + k1.k2 +m2)(c1,0ρ̄1 + c0,1ρ̄2)

(k1,0k2,0 − k1.k2 −m2)(λ(c21,0ρ̄
2
1 − c1,0c0,1ρ̄1ρ̄2 + c20,1ρ̄

2
2)− 8m2)− 6m2c1,0c0,1λρ̄1ρ̄2

(6.30)
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Substituindo o ansatz (6.30) em (6.24), obtemos as condições

Ẽ1;4,1(Ŝ) = 64c41,0c0,1λ
2m2(k1,0k2,0 − k1.k2 −m2)2(k1,0k2,0 − k1.k2 +m2)

(k1,0k2,0 − k1.k2 + 2m2) = 0,

Ẽ1;3,2(Ŝ) = −96c31,0c20,1λ2m2(k1,0k2,0 − k1.k2 −m2)3(k1,0k2,0 − k1.k2 +m2) = 0,

Ẽ1;2,3(Ŝ) = −96c21,0c30,1λ2m2(k1,0k2,0 − k1.k2 −m2)3(k1,0k2,0 − k1.k2 +m2) = 0,

Ẽ1;1,4(Ŝ) = 64c1,0c
4
0,1λ

2m2(k1,0k2,0 − k1.k2 −m2)2(k1,0k2,0 − k1.k2 +m2)

(k1,0k2,0 − k1.k2 + 2m2) = 0,

D1(Ŝ) = [(k1,0k2,0 − k1.k2 −m2)(c21,0λρ̄
2
1 − c1,0c0,1λρ̄1ρ̄2 + c20,1λρ̄

2
2 − 8m2)

−6m2c1,0c0,1λρ̄1ρ̄2]
3 �= 0.

O sistema acima possui quatro soluções posśıveis, isto é: c1,0 = 0, c0,1 = 0, λ = 0

ou

k1,0k2,0 − k1.k2 +m2 = 0. (6.31)

Podemos ver facilmente que as condições c1,0 = 0 e c0,1 = 0 geram a mesma solução

(6.19) a menos de uma redefinição das constantes, enquanto que a condição λ = 0

gera uma solução identica a solução (6.29). Podemos usar também a condição (6.31)

e o v́ınculos (6.25) e (6.26) sobre os parâmetros para eliminar três constants, por

exemplo

k1,0 =
1∑3

j=2 k
2
2,j −m2

[
ν1k2,1

√√√√m2

3∑
j=2

(k1,j − k2,j)2 − (k1,3k2,2 − k1,2k2,3)2

+ ν2
√

k2
2 −m2(

3∑
j=2

k1,jk2,j −m2)

]
(6.32)

k2,0 = ν2
√

k2
2 −m2 (6.33)

k1,1 =
1∑3

j=2 k
2
2,j −m2

k2,1(
3∑

j=2

k1,jk2,j −m2)

+ ν1ν2

√√√√(k2
2 −m2)[m2

3∑
j=2

(k1,j − k2,j)2 − (k1,3k2,2 − k1,2k2,3)2]

]
(6.34)

sendo ν1 = ±1 e ν2 = ±1. Portanto, a expressão (6.30) é uma solução de (6.10) com
ρ̄1 = ei(k1,0t+k1,1x+k1,2y+k1,3z), ρ̄2 = ei(k2,0t+k2,1x+k2,2y+k2,3z), além das constantes (6.32),

(6.33) e (6.34).

Agora, vamos considerar a equação (6.24) e o onjunto de funções ρ com os se-

guintes v́ınculos sobre os parâmetros:

ψ1 = −k21,0 + k1
2 + 2m2 = 0, (6.35)
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ψ2 = −k22,0 + k2
2 + 2m2 = 0. (6.36)

Se considerássemos apenas um dos v́ınculos acima, então obteriamos a solução (6.22)

novamente, a menos de uma redefinição das constantes arbitrárias. No entanto, se

ambas as constantes forem consideradas, então podemos eliminar os parâmetros k1,0

e k2,0 tal que (6.24) gere

2m2(ρ21∂
2
ρ1
φ̂+ρ1∂ρ1φ̂+ρ

2
2∂

2
ρ2
φ̂+ρ2∂ρ2φ̂)+2(k1,0k2,0−k1.k2)ρ1ρ2∂ρ1∂ρ2φ̂+m

2φ̂+λφ̂3 = 0.

(6.37)
Observe que não substituiremos os termos lineares de k1,0 e k2,0 em (6.37), mas a
substituição será feita no final. A expansão de Taylor em várias variáveis de (6.37)
é

φ̂ =
iμm√

λ
+(c1,0ρ̄1+ c0,1ρ̄2)ξ−

(
iμ
√
λ(c21,0ρ̄

2
1 + c20,1ρ̄

2
2)

2m
+

3iμmλc1,0c0,1ρ̄1ρ̄2
(k1,0k2,0 − k1.k2 +m2)

)
ξ2+ ..., (6.38)

para m �= 0, λ �= 0 e k1,0k2,0 − k1.k2 + m2 �= 0. Os aproximantes de Padé

[2/2](ρ1,ρ2)(ξ)|ξ=1 de (6.38) geram o ansatz

φ̂ = m
(
(k1,0k2,0 − k1.k2 +m2)(

√
λ(c21,0ρ̄

2
1 + c20,1ρ̄

2
2 + 4c1,0c0,1ρ̄1ρ̄2) + 2imμ(c1,0ρ̄1

+ c0,1ρ̄2))− 6m2
√
λc1,0c0,1ρ̄1ρ̄2

)/(
(k1,0k2,0 − k1.k2 +m2)(iμλ(c21,0ρ̄

2
1 + c20,1ρ̄

2
2)

+ 2m
√
λ(c1,0ρ̄1 + c0,1ρ̄2)) + 6iμλm2c1,0c0,1ρ̄1ρ̄2

)
. (6.39)

As condições para (6.39) se tornar soluções exatas são

Ẽ1;5,1(Ŝ) = 8c51,0c0,1λ
3/2m(k1,0k2,0 − k1.k2 −m2)(k1,0k2,0 − k1.k2 +m2)2

(k1,0k2,0 − k1.k2 − 2m2) = 0

Ẽ1;4,2(Ŝ) = −96c41,0c20,1λ3/2m5(k1,0k2,0 − k1.k2 +m2)(k1,0k2,0 − k1.k2 − 2m2) = 0

Ẽ1;3,3(Ŝ) = 16c31,0c
3
0,1λ

3/2m(k1,0k2,0 − k1.k2 +m2)(k1,0k2,0 − k1.k2 − 2m2)

[8m2(k1,0k2,0 − k1.k2)− 3((k1,0k2,0 − k1.k2))
2 + 5m4] = 0

Ẽ1;2,4(Ŝ) = −96c21,0c40,1λ3/2m5(k1,0k2,0 − k1.k2 +m2)(k1,0k2,0 − k1.k2 − 2m2)

Ẽ1;1,5(Ŝ) = 8c1,0c
5
0,1λ

3/2m(k1,0k2,0 − k1.k2 −m2)(k1,0k2,0 − k1.k2 +m2)2

(k1,0k2,0 − k1.k2 − 2m2) = 0

D1(Ŝ) = [(k1,0k2,0 − k1.k2 +m2)(iμλ(c21,0λρ̄
2
1 + c20,1λρ̄

2
2) + 2m

√
λ(c1,0ρ̄1 + c0,1ρ̄2)

+ 6iμλm2c1,0c0,1ρ̄1ρ̄2

)
] �= 0.

O sistema acima possui as seguintes soluções: c1,0 = 0, c0,1 = 0 e

k1,0k2,0 − k1.k2 − 2m2 = 0. (6.40)
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As soluções c1,0 = 0 e c0,1 = 0 dão origem a solução (6.22) a menos de uma redefinição

das constantes arbitrárias, enquanto que a solução (6.40) juntamente com (6.35) e

(6.36) eliminam três constantes, por exemplo,

k1,0 =
1∑3

j=2 k
2
2,j + 2m2

[
ν1k2,1

√√√√−2m2

3∑
j=2

(k1,j − k2,j)2 − (k1,3k2,2 − k1,2k2,3)2

+ ν2
√

k2
2 + 2m2(

3∑
j=2

k1,jk2,j + 2m2)

]
(6.41)

k2,0 = ν2
√

k2
2 + 2m2 (6.42)

k1,1 =
1∑3

j=2 k
2
2,j + 2m2

[
k2,1(

3∑
j=2

k1,jk2,j + 2m2)

+ ν1ν2

√√√√(k2
2 + 2m2)[−2m2

3∑
j=2

(k1,j − k2,j)2 − (k1,3k2,2 − k1,2k2,3)2]

]
(6.43)

sendo ν1 = ±1 e ν2 = ±1. Portanto, a expressão (6.39) é uma solução do modelo
λφ4 com ρ̄1 = ei(k1,0t+k1,1x+k1,2y+k1,3z), ρ̄2 = ei(k2,0t+k2,1x+k2,2y+k2,3z), juntamente com

as constantes (6.41), (6.42) e (6.43).

O algoritmo apresentado aqui pode ser usado com aproximantes de Padé maiores

ou diferentes ansatz funcionais, mas não consideraremos tais casos devido limitações

computacionais.



Caṕıtulo 7

Conclusão

Esta tese teve como objetivo o estudo da conexão entre modelos integraveis e as

equações de Painlevé. Ao longo do trabalho, nós estendemos o método do trunca-

mento modificado, construimos o método do ansatz de v́ınculos e apresentamos um

método direto para encontrar soluções de equações diferenciais em D dimensões.

No caṕıtulo 2, apresentamos o trabalho [23] onde o método do truncamento

modificado foi estendido afim de obtermos transformações de Bäcklund para a hi-

erarquia de EDPs do modelo mKdV-Liouville. Além disso, encontramos soluções

para o modelo mKdV diferentes das já conhecidas na literatura. Nós também es-

tudamos a redução de auto-similaridade do modelo mKdV-Liouville e resolvemos a

conjectura de Kudryashov para um caso particular da equação (1.2). No caṕıtulo 3,

apresentamos o trabalho [19] onde foi estudado o modelo misto AKNS-Lund-Regge

estendido. Foi mostrado também que este modelo pode ser reduzido às equações

PIV e PV para valores particulares dos parâmetros.

No caṕıtulo 4, apresentamos um modelo simétrico afim de unificar alguns casos

da equação PIII e a equação PV em um único modelo. A relação da equação PIII

com cd �= 0 e a equação PV com δ = 0 é conhecida na literatura [28]; no entanto, o

modelo PIII-PV simétrico do caṕıtulo 4 unifica a equação PV com δ �= 0, a equação

PIII com b = d = 0, a equação PIII com cd �= 0 e a equação PV com δ = 0 no

mesmo modelo. Diferentemente de um modelo misto, o modelo PIII-PV simétrico

não possui nenhuma região em seu espaço de parâmetros que não esteja conectada

com a equação PIII ou PV.

No caṕıtulo 5, apresentamos o método do ansatz de v́ınculos. Este método é

capaz de encontrar os v́ınculos corretos para se reduzir um sistema hamiltoniano a

outro usando a abordagem de Dirac. Usando este método, mostramos que o modelo

integrável de 4-bósons pode ser reduzido ao modelo PIII-PV simétrico através da

imposição de dois conjuntos de v́ınculos diferentes.
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Complementarmente aos tópicos desenvolvidos ao longo da tese, apresentamos

também um algoritmo para encontrar soluções de equações diferenciais em D di-

mensões no caṕıtulo 6. Tal algoritmo foi apresentado em [29] afim de simplificar

o método das multiplas exponenciais [30]. Por fim, aplicamos esta técnica para

encontrar soluções exatas do modelo λφ4 em 4 dimensões.

Ao longo da tese, trabalhamos com uma grande variedade de métodos ma-

temáticos interessantes e que deixaram em aberto a possibilidade de estudos adicio-

nais. Assim, como uma das linhas de continuidade, investigaremos novas abordagens

matemáticas nas seguintes linha gerais: obter transformações de Bäcklund, tratar

v́ınculos canônicos e encontrar soluções de EDPs. Além disso, estudaremos a co-

nexão entre os modelos 6-bósons e 8-bósons com as equações de Painlevé usando

o método do ansatz de v́ınculos. Complementarmente, aplicaremos o método do

ansatz funcional a outros modelos e buscaremos interpretar as soluções fisicamente.



Apêndice A

Hierarquia PII

Históricamente, M.J.Ablowits and H.Segur (em [40]) foram os primeiros a sugerir a

construção da hierarquia PII. Neste apêndice, nos basearemos na referência [41] e

veremos como a hierarquia PII pode ser obtida a partir do modelo mKdV através

de uma redução por auto-similaridade.

A.1 Hierarquias KdV e mKdV

A hierarquia KdV é um modelo integrável bastante conhecido que possui uma es-

trutura bi-hamiltoniana; ou seja, há dois parênteses de Poisson que dão origem às

equações de movimento. Assim, se u = u(x, t) for o campo da hierarquia KdV e t

for o conjunto dos tempos de todas as equações, as equações de movimento serão

∂u

∂t2n+1
= {u(x, t), H2n+1}1 = {u(x, t), H2n−1}2, n = 0, 1, 2, ...

O modelo KdV possui os parênteses de Poisson

{u(x, t), u(y, t)}1 = −δx(x− y)

{u(x, t), u(y, t)}2 = −δxxx(x− y)− 2u(x, t)δx(x− y)− ux(x, t)δ(x− y)

e a hamiltoniana

H−1 =
∫

udy

Desta forma, da relação

{u(x, t), H2n+1}1 = {u(x, t), H2n−1}2,

surge a relação de recorrência de Lenard, isto é[ ∂3
∂x3

+ 2u
∂

∂x
+ ux

]δH2n−1
δu

=
∂

∂x

δH2n+1

δu
,

δH−1
δu

= 1
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Afim de simplificar a notação, usaremos Ln[x, u] ≡ δH2n−1

δu
. Assim, as equações de

movimento da hierarquia do modelo KdV são dadas por

∂u

∂t2n+1
+

∂

∂x
Ln+1[x, u] = 0. (A.1)

As primeiras equações da hierarquia podem ser vistas explicitamente na tabela A.1.

Tabela A.1: Hierarquia KdV

n=0 L1[x, u] = u ut1 + ux = 0

n=1 L2[x, u] = uxx +
3
2
u2 ut3 + 3uux + uxxx = 0 (Equação KdV)

n=2 L3[x, u] = u4x +
5
2
u3 + 5

2
u2x + 5uuxx ut5 + 5uuxxx + 10uxuxx +

15
2
u2ux + u5x = 0

A hierarquia mKdV surge da hierarquia KdV através de uma transformação de

Miura, ou seja

u = 2(vx − v2)

Sob esta transformação, a relação de recorrência de Lenard se torna

( ∂

∂x
− 2v
)( ∂2

∂x2
+ 2v

∂

∂x
+ 2vx

)
Ln[x, 2(vx − v2)] =

∂

∂x
Ln+1[x, 2(vx − v2)] (A.2)

A equação de movimento (A.1) com os campos transformados fica

2
( ∂

∂x
− 2v
) ∂v

∂t2n+1
+

∂

∂x
Ln+1[x, 2(vx − v2)] = 0

Usando (A.2), a equação acima pode ser reescrita como

( ∂

∂x
− 2v
)[
2

∂v

∂t2n+1
+
( ∂2

∂x2
+ 2v

∂

∂x
+ 2vx

)
Ln[x, 2(vx − v2)]

]
= 0

Assim, as equações de movimento da hierarquia mKdV são dadas por

2
∂v

∂t2n+1
+

∂

∂x

( ∂

∂x
+ 2v
)
Ln[x, 2(vx − v2)] = 0 (A.3)

Explicitamente, as primeiras equações de movimento da hierarquia mKdV são
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Tabela A.2: Hierarquia mKdV

n=0 L0[x, 2(vx − v2)] = 1 vt1 + vx = 0

n=1 L1[x, 2(vx − v2)] = 2(vx − v2) vt3 − 6v2vx + vxxx = 0 (Equação mKdV)

n=2 L2[x, 2(vx − v2)] = vxxx − 2vvxx vt5 +
∂
∂x
(vxxxx − 10vv2x − 10v2vxx + 6v5) = 0

+v2x + 3v4 − 6v2vx

A.2 Redução à hierarquia PII

Veremos agora que a hierarquia PII é obtida a partir da hierarquia mKdV através

de uma redução de auto-similaridade dada pelo seguinte lema:

Lema 1. Sob a redução por auto-similaridade

zn =
x

[(2n+ 1)t2n+1]
1

(2n+1)

, v(x, t2n+1) =
w(zn)

[(2n+ 1)t2n+1]
1

(2n+1)

, (A.4)

os funcionais Li[x, 2(vx − v2)] se transformam como

Li[x, 2(vx − v2)] =
1

[(2n+ 1)t2n+1]
(2i)

(2n+1)

Li[zn, 2(wzn − w2)]

Demonstração. A prova segue por indução. É fácil ver que o lema vale para L0[x, 2(vx−
v2)] e L1[x, 2(vx − v2)], isto é

L0[x, 2(vx − v2)] = 1 = L0[zn, 2(wzn − w2)]

L1[x, 2(vx − v2)] = 2(vx − v2) =
2

[(2n+ 1)t2n+1]
2

(2n+1)

(wzn − w2)

=
2

[(2n+ 1)t2n+1]
2

(2n+1)

L1[zn, 2(wzn − w2)]

Agora, supondo que o lema vale para m, usaremos (A.2) para mostrar que vale

também para m+ 1, isto é

Lm+1[x, 2(vx − v2)] =

∫ ( ∂

∂x
− 2v
)( ∂2

∂x2
+ 2v

∂

∂x
+ 2vx

)
Lm[x, 2(vx − v2)]dx

=

∫ ( d

dzn
− 2w

)( d2

dz2n
+ 2w

d

dzn
+ 2wzn

)Lm[zn, 2(wzn − w2)]

[(2n+ 1)t2n+1]
(2m+2)
(2n+1)

dzn

=
1

[(2n+ 1)t2n+1]
(2m+2)
(2n+1)

Lm+1[zn, 2(wzn − w2)]
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Encerrando assim nossa demonstração.

Usando o lema acima para fazer uma transformação por auto-similaridade nas

equações de movimento do mKdV, isto é (A.3), obtemos

d

dzn

( d

dzn
+ 2w

)
Ln[zn, 2(wzn − w2)] = znwzn + w

Integrando a equação acima e omitindo os ı́ndices dos zn, temos a hierarquia PII,

isto é ( d

dz
+ 2w

)
Ln[z, 2(wz − w2)] = zw − αn (A.5)

Note que a hierarquia PII possui apenas um parâmetro e as primeiras equações

são dadas na tabela A.3.

Tabela A.3: Hierarquia PII

n=0 w = zw − α0 ⇒ w = α0

z−1

n=1 wzz = 2w3 + zw − α1

n=2 wzzzz = 10ww2
z + 10w2wzz − 6w5 + zw − α2

Veja que para n = 0 obtemos uma equação algébrica e não uma equação dife-

rencial, assim podemos exclui-la da hierarquia PII. Já para n = 1, obtemos de fato

a equação PII que caracteriza a hierarquia.



Apêndice B

Transformação de Bäcklund para a

equação PIII e PV

Neste apêndice, listaremos as transformações de Bäcklund das equações PIII e PV

de acordo com [28]. Estas transformações são comparadas com as transformações

de Bäcklund do modelo PIII-PV simétrico nas seções 4.1 e 4.2. A notação usada

nesta seção para representar os parâmetros das equações PIII e PV será tal que estas

equações sejam:

uzz =
1
u
u2z − uz

z
+ 1

z
(au2 + b) + cu3 + d

u
(PIII)

uzz =
3u−1

2u(u−1)u
2
z − 1

z
uz +

(u−1)2
z2

(αu+ β
u
) + γu

z
+ δu(u+1)

u−1 (PV)

A equação PIII possui as seguintes transformações de Bäcklund quando cd �= 0:

S [PIII]
θ1,θ2

(u(z)) = θ1u(θ2z), S [PIII]
θ1,θ2

(a) = θ1θ2a, S [PIII]
θ1,θ2

(b) =
θ2b

θ1
,

S [PIII]
θ1,θ2

(c) = θ21θ
2
2c, S [PIII]

θ1,θ2
(d) =

θ22d

θ21
(B.1)

S [PIII]
2 (u) =

1

u
, S [PIII]

2 (a) = −b, S [PIII]
2 (b) = −a, S [PIII]

2 (c) = −d,

S [PIII]
2 (d) = −c (B.2)

Além destas, quando c = 1 e d = −1, nós também temos as transformações

T [PIII]
1 (u) =

z(uz + u2)− (b+ 1)u+ z

u[z(uz + u2) + (a+ 1)u+ z]
, T [PIII]

1 (a) = a+2, T [PIII]
1 (b) = b+2

(B.3)

T [PIII]
2 (u) = − z(uz − u2)− (b+ 1)u+ z

u[z(uz − u2) + (−a+ 1)u+ z]
, T [PIII]

2 (a) = a−2, T [PIII]
2 (b) = b+2

(B.4)
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T [PIII]
3 (u) =≡ S [III]1,−1T [PIII]

2 S [III]1,−1 (u), T [PIII]
3 (a) = a+ 2, T [PIII]

3 (b) = b− 2 (B.5)

T [PIII]
4 (u) ≡ S [III]1,−1T [PIII]

1 S [III]1,−1 (u), T [PIII]
4 (a) = a− 2, T [PIII]

4 (b) = b− 2

(B.6)

A equação PV possui as seguintes transformações de Bäcklund independente-

mente dos valores dos parâmetros:

S [PV ]
1 (u) = u(−z), S [PV ]

1 (α) = α, S [PV ]
1 (β) = β, S [PV ]

1 (γ) = −γ, S [PV ]
1 (δ) = δ

(B.7)

S [PV ]
2 (u) =

1

u
, S [PV ]

2 (α) = −β, S [PV ]
2 (β) = −α, S [PV ]

2 (γ) = −γ, S [PV ]
2 (δ) = δ

(B.8)

Quando δ = 0 e γ = ±1, a equação PV também possui as transformações

T [PV ]
ε1,ε2

(u) = 1− 2Φ2

2zuΦz + Φ2 − [2zuz − 2(ε1
√
2α− ε2

√−2β − 2)u]Φ + 2zγu2

T [PV ]
ε1,ε2

(α) =
(ε1
√
2α− 1)2

2
, T [PV ]

ε1,ε2
(β) = −(ε2

√−2β + 1)2

2
, T [PV ]

ε1,ε2
(γ) = γ

(B.9)

sendo εj = ±1 e

Φ = zuz − ε1
√
2αu2 + (ε1

√
2α + ε2

√
−2β)u− ε2

√
−2β �= 0

Além destas, quando δ = −1/2, nós também temos as transformações

T [PV ]
ε1,ε2,ε3

(u) = 1− 2ε3zu

zuz − ε1
√
2αu2 + ε2

√−2β + (ε1
√
2α− ε2

√−2β + ε3z)u

T [PV ]
ε1,ε2,ε3

(α) =
1

8

[
γ + ε3

(
1− ε2

√
−2β − ε1

√
2α
)]2

,

T [PV ]
ε1,ε2,ε3

(β) = −1
8

[
γ − ε3

(
1− ε2

√
−2β − ε1

√
2α
)]2

,

T [PV ]
ε1,ε2,ε3

(γ) = ε3

(
ε2
√
−2β − ε1

√
2α
)
, (B.10)

sendo εj = ±1. Observe que S [PV ]
2 = T [PV ]

ε3,−ε3,ε3 ◦ T
[PV ]
ε1,ε2,ε3 e que a identidade pode ser

escrita como I = T [PV ]
1,−1,−1 ◦ T [PV ]

ε1,ε2,1
ou I = T [PV ]

1,−1,1 ◦ T [PV ]
ε1,ε2,1

◦ T [PV ]
1,−1,1 ◦ T [PV ]

ε1,ε2,1
(conforme

página 197 de [28]).



Apêndice C

Método de Dirac para sistemas

hamiltonianos com v́ınculos

Neste apêndice, apresentaremos uma introdução concisa ao método de Dirac para

sistema hamiltonianos com v́ınculos [36, 37, 38]. Com este método, podemos cons-

truir o formalismo hamiltoniano a partir de um lagrangiano singular∗.

Como ponto de partida, considere um lagrangiano L = L(q, q̇, t), onde t é o

parâmetro de evolução temporal, q ≡ (q1, ..., qN) são as coordenadas generalizadas

e q̇ ≡ (q̇1, ..., q̇N) são as velocidades. Os momentos canônicamente conjugados p ≡
(p1, ..., pN) serão

pj =
∂L

∂q̇j
, j = 1, ..., N. (C.1)

O hamiltoniano correspondente a este lagrangiano será

H0(q, p, t) =
N∑
j=1

pj q̇j − L(q, q̇, t). (C.2)

Se o determinante da matrix hessiana for nulo, isto é

det
( ∂2L

∂q̇i∂q̇j

)
= 0,

não é posśıvel determinar todas as velocidades em função das coordenadas canônicas

a partir de (C.1) afim de substitui-las em (C.2), ou seja q̇j = q̇j(q, p, t). Isto implica

na existência de v́ınculos primários

φj(q, p, t) = 0, j = 1, ...,M, (C.3)

∗Um lagrangiano singular é um lagrangiano cujo determinante da matrix hessiana seja nulo.
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onde M é o número de velocidades que não puderam ser escritas em termos das

coordenadas canônicas. Estes v́ınculos primários precisam ser incluidos no hamil-

toniano afim de construirmos um hamiltoniano efetivo onde as variações δqj e δpj

sejam independentes. Assim, temos o hamiltoniano efetivo

H = H0 +
M∑
j=1

λj(q, p, t)φj(q, p, t), (C.4)

onde λj(q, p, t) são multiplicadores de Lagrange. A equação de movimento de uma

variável dinâmica A pelo hamiltoniano (C.4) será

Ȧ = {A,H}+ ∂A

∂t
= {A,H0}+

M∑
j=1

(
{A, λj(q, p, t)}φj + λj(q, p, t){A, φj}

)
+

∂A

∂t

≈ {A,H0}+
M∑
j=1

λj(q, p, t){A, φj}+
∂A

∂t
,

onde {qi, pj} = δij e o simbolo ≈ significa que teremos uma igualdade quando

φj(q, p, t) = 0. Para que o sistema seja consistente, precisamos impor que a evolução

temporal dos v́ınculos primários seja nula, ou seja

φ̇i ≈ {φi, H0}+
M∑
j=1

λj(q, p, t){φi, φj}+
∂φi

∂t
= 0. (C.5)

Há três possibilidades que podem ocorrer na expressão (C.5):

• ela pode ser identicamente nula, de modo que os v́ınculos φj = 0 já seriam

consistentes;

• pode também impor uma condição sobre os multiplicadores de Lagrange λj;

• ou pode definir novos v́ınculos secundários

φj(q, p, t) = 0, j = M + 1, ..., K, (C.6)

Se for obtido v́ınculos secundários, devemos impor que a evolução temporal deles

também seja nula. Assim, repetimos o passo acima até que nenhum v́ınculo novo

seja gerado. Vamos assumir que ficamos com um conjunto de T v́ınculos ao todo.

Estes v́ınculos também precisam ser introduzidos na dinâmica do sistema para que

as variações δqj e δpj sejam independentes. Logo, definimos o hamiltoniano total

usando novos multiplicadores de Lagrange como

HT = H0 +
T∑

j=1

λj(q, p, t)φj, (C.7)
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tal que a evolução temporal de uma variável dinâmica A por HT é

Ȧ = {A,HT}+
∂A

∂t
≈ {A,H0}+

T∑
j=1

λj(q, p, t){A, φj}+
∂A

∂t
. (C.8)

Todos os v́ınculos precisam ser consistentes com o hamiltoniano HT ; assim, impomos

que

φ̇i ≈ {φi, H0}+
T∑

j=1

λj(q, p, t){φi, φj}+
∂φi

∂t
= 0, i = 1, ..., T. (C.9)

Se det({φi, φj}) �= 0, então podemos escrever os multiplicadores de Lagrange como

λj(q, p, t) = −
T∑
i=1

({φ, φ})−1ji

(
{φi, H0}+

∂φi

∂t

)
(C.10)

Por fim, substituindo (C.10) em (C.8) ficamos com

Ȧ ≈ {A,HT}D +
∂A

∂t
,

onde {A,HT}D é o parêntese de Dirac, ou seja

{A,HT}D ≡ {A,HT} −
T∑

i,j=1

{A, φj}({φ, φ})−1ji

(
{φi, H0}+

∂φi

∂t

)
.
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[5] M. Jimbo, T. Miwa, Y. Môri, M. Sato; “Density matrix of an impenetrable
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and their symmetries via reductions of a class of integrable models”, J. Phys.

A: Math. Theor. 44 (2011) 235202

[43] E. J. Parkes and B. R. Duffy, “An automated tanh-function method for fin-

ding solitary wave solutions to non-linear evolution equations”, Comput. Phys.

Commun. 98 (1996) 288-300

[44] W. Malfliet and W. Hereman, “The Tanh method: I. Exact solutions of nonli-

near evolution and wave equations”, Phys. Scripta 54 (1996) 563-8

[45] N. A. Kudryashov, “Exact solutions of the generalized Kuramoto-Sivashinsky

equation”, Phys. Lett. A 147 (1990) 281-91

[46] N. A. Kudryashov, “Simplest equation method to look for exact solutions of

nonlinear differential equations”, Chaos Solitons Fract. 24 (2005) 1217-1231

[47] E. J. Parkes, B. R. Duffy and P. C. Abbott, “The Jacobi elliptic-function

method for finding periodic-wave solutions to nonlinear evolution equations”,

Phys. Lett. A 295 (2002) 280-6

[48] N. K. Vitanov, “Application of simplest equations of Bernouli and Riccati kind

for obtaining exact travelling wave solutions for a class of PDEs with polynomial

nonlinearity”, Commun Nonlinear Sci. Numer. Simulat. 15 (2010) 2050-60

[49] N. K. Vitanov, “Modified method of simplest equation: powerful tool for ob-

taining exact and approximate traveling-wave solutions of nonlinear PDEs”,

Commun Nonlinear Sci. Numer. Simulat. 16 (2011) 1176-85
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de Padé à plusieurs variables”, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser I 306 (1988) 387-92

[61] J. S. R. Chisholm, “Rational approximants defined from double power series”,

Math. Comp. 27 (1973) 841-8
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