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Resumo

Este trabalho apresenta um estudo sobre estabilidade do equilibrio nulo de equa-
¢oes discretas autonomas através do Método de Liapunov e do Método das Fungoes

Dicotémicas, que é uma extensao do Método de Liapunov.

Palavras-chave: Equacoes Discretas, Estabilidade, Func¢oes de Liapunov, Fungoes

Dicotémicas.



Abstract

This work presents a study about stability of the null equilibrium of autonomous
discrete equations by Liapunov’s Method and Method of Dichotomic Maps, which is

an extension of the Liapunov’s Method.

Keywords: Discrete Equations, Stability, Liapunov Functions, Dichotomic Maps.
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1 Introducao

Equagoes discretas ou equacoes de diferencas descrevem sistemas dinamicos cuja
evolucao no tempo é medida em intervalos discretos. Em muitas aplicagoes espera-se
que o sistema apresente condi¢oes para se ter um estado de equilibrio. Para isso, bus-
camos solucoes constantes para essas equagcoes obtidas a partir de pontos de equilibrio,
pontos essenciais a que se refere este estudo. Porém, a dificuldade em alguns casos
para encontrar solucoes explicitas para determinadas equacgoes leva-nos a considerar
informagoes sobre as solu¢oes dessas equacoes sem realmente resolvé-las. Estamos in-
teressados em saber se as solugoes se aproximam ou se afastam da solucao constante
e devido a esse principal motivo, pautamo-nos no estudo da estabilidade de pontos de
equilibrio.

Este trabalho tem como objetivo estudar alguns resultados que permitem analisar
a estabilidade dos pontos de equilibrio. Abordamos inicialmente um estudo geral sobre
equagoes discretas, em seguida estudamos o Método Direto de Liapunov e por fim o
estudo de um método mais abrangente que aborda as Func¢oes Dicotémicas.

O primeiro capitulo aborda a teoria geral sobre equagoes discretas. Em seguida,
apresentamos dois métodos que se utilizam de equacoes discretas e consistem em de-
terminar solugdes numéricas para equagoes diferenciais. Apresentamos também os
conceitos de ponto de equilibrio, estabilidade de pontos de equilibrio e analise gréfica
de fungoes relacionadas com equagoes discretas. Por fim, estabelecemos os critérios de
estabilidade para pontos de equilibrio.

O segundo capitulo aborda o Método Direto de Liapunov que consiste em deter-
minar fungoes reais nomeadas Fungoes de Liapunov e investigar a natureza qualitativa
de solugoes sem realmente determinar as proprias solugoes.

No terceiro capitulo apresentamos uma teoria mais abrangente, as Funcoes Dicoto-
micas, importante ferramenta para analisar o comportamento da solucao de equagoes
discretas e que abrange o Método Direto de Liapunov.

No quarto capitulo demonstramos os teoremas que garantem estabilidade a partir de
uma func¢ao dicotémica e estabilidade assintotica a partir de uma funcao estritamente

dicotomica e apresentamos exemplos que ilustram os resultados.



2 Equacoes Discretas

Neste capitulo utilizamos a referéncia [2|. Equagoes Discretas geralmente descrevem
a evolucao de certo fendmeno ao longo do tempo, tal como o crescimento da populacao
de um ano para o outro. Por exemplo, se uma determinada populagao tem geragoes
discretas, o tamanho da (n+1)-ésima geragao, dada por x,.1, esta relacionado com a

n-ésima geracao representada por x,. Podemos expressar essa relagao por

Tni1 = fxy), (2.1)

em que f: R — R.

As equagoes dadas por z,.1 — x, = g(z,) sdo chamadas de equagoes de diferengas.
Observe que essas equagoes sao equivalentes a (2.1), com f(z) = g(z) + z. Por isso,
equacoes de diferencas sao geralmente consideradas sinénimos de equagoes discretas.

Partindo de um valor inicial zy obtemos, através da relagao (2.1), a sequéncia

o, f(0), [ ([ (w0)), F(F(f(20))), -,

e, por conveniéncia, adotaremos a notagao

21 = f(x0), m2 = f(20) = f(f(20)), 25 = [*(w0) = f(f(f(20)))s s 0 = ™ (o)

em que f"(xg) é chamado de n-ésima iteragao de xy através de f. Deste modo,

Tpt1 = f"H(ﬂfO) = f(f"(x0)) = f(xn)

e, assim, retomamos (2.1).

O conjunto de todas as iteragoes de xg, {f™(zo) : n > 0} com fO(xy) = =z, &
chamado de orbita de z( e sera denotada por O(xg). A solucdo de (2.1) que é denotada
por x,(xzg), € dada por zg, 1, ... .

Em alguns casos a funcao f que descreve o fenémeno estudado depende, também,

da variavel n e, neste caso, temos a equacao

Tpt1 = f(n,xy) (2.2)

que é chamada de equagao ndo auténoma. No caso (2.1), a equagdo é chamada auté-
noma.
Neste capitulo, vamos considerar f definida em R, contudo os conceitos apresenta-

dos podem ser generalizados para f definida em R™.

9
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2.1 Equacoes Lineares de Primeira Ordem

Nesta secao estudaremos casos especiais de equagoes discretas denominadas equa-
¢oes lineares.
Uma equagao linear homogénea de primeira ordem ¢é dada por

Tpr1 = a(n)z,, 0<ny<n, (2.3)

com valor inicial z,, = xy, em que a é uma fungao real, com a(n) # 0 para todon € N,
n > ny.
Uma equagao linear nao homogénea de primeira ordem é dada por

Yn+1 = a(”)yn + g(”)? 0< ng < n, (24)

com valor inicial y,, = yo, em que a e g sdo fungdes reais, com a(n) # 0 e g(n) # 0,
n > ng.
Podemos obter solugao de (2.3) através das seguintes iteragoes:
Tpgt1 = a(ng)T,, = a(ng)xo,
Tng+2 = a(ng + 1)Tne+1 = a(ng + 1)a(ng)zo,

Tpgts = a(ng + 2)xpyr20 = a(ng + 2)a(ng + 1)a(ng)zo.
Por indugao, temos
Tp = Tpgtn-ne = a(n — 1)a(n — 2)...a(ng)xo,

ou seja, a solucdo de (2.3) com valor inicial x,,, é

Ty = [1:[ a(i)] x. (2.5)

i=ng

Repetindo o processo podemos determinar a solucao da equagao linear nao homo-
génea (2.4)

Ynor1 = al(no)yo + g(no),
Yotz = a(no+ 1)Yng+1 +g(no +1)
= a(ng + 1)a(ng)yo + a(ng + 1)g(ng) + g(no + 1).

Usando inducao matematica, mostra-se que, para todo n € Z*,n > nq,

o = [ﬁ a@) w0+ 3 [ﬂ a<z’>] g(r). (2.6)

i=no r=ng Li=r+1
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De fato, supondo que (2.6) seja vélida para n = k, k > ng, e adotando a notagao
Hf k+1a( i)=1¢e Zl k+1a( i) = 0, temos

k1 = a(k [Ha ?/0+Z H i)] 9(r) +g(k)

i

i=ng

Yo + Z < IT « ) g(r) + (ﬁ a(i)) g(k)

r=ng \i=r+1 i=k+1

[

=ng

o+ Y ( 11 a(l’)) g(r).

r=ng \i=r+1

E assim, a férmula dada em (2.6) é vélida para todo n > ny.

2.1.1 Casos Especiais de Equacoes Lineares

Ha dois casos especiais de (2.4) que s@o importantes em muitas aplicagoes.
A primeira equacao é dada por

Ynt+1 = AQYn + g(n)7 n > 07 (27)

com valor inicial y(0) = o, em que a func¢ao a(n) de (2.4) é constante. Para determinar

sua solucao, usamos a formula (2.6)

n—1
Yn = a"yo + Z a" " tg(k). (2.8)
k=0
O segundo caso especial ¢ dado pela equagao

Yn+1 = ayn +b, n >0, (2.9)

com valor inicial y(0) = yo, em que a(n) e b(n) sdo fungdes constantes. Para determinar

sua solucao, usamos a formula (2.8) e obtemos,

n— 1
a”yo—i-b{a 11, sea#1

Yo + bn, se a = 1.

Yn = (2.10)

Exemplo 2.1. Uma droga é administrada uma vez a cada quatro horas. Seja D,
a quantidade de droga no sistema sanguineo no n-ésimo intervalo de tempo. Se a
quantidade administrada inicialmente é Dy e, sabendo que o corpo elimina uma certa

fracao p da droga em cada intervalo de tempo, determine D,, e lim D,,.
n—oo
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Solugao: Uma vez que a quantidade da droga no sistema sanguineo do paciente no
tempo (n+1) é igual a quantidade no tempo n diminuida da fracao p que foi eliminada

pelo corpo, acrescida da dosagem Dy, obtemos a seguinte equagcao:

emque 0<1—p<l1.

Sua solugdo é determinada usando (2.10),

D, = (1—p)"Do+ Dy {—(1 _f); — 1}

D0(1 - P)n D,

— (l-pypy - 2
p p
D D
= {Do— —O} (1—p)"+—.
p p
Assim,
D
lim D, = —2. (2.12)

Observe que, substituindo Dy = 2em? e p = 0,25 na equagao (2.11), obtemos
D,1=0,7D, + 2.

A Tabela (2.1) mostra os valores de D,,, para 0 < n < 10.
Segue que lim D, = 8em?® é a quantidade de “equilibrio” da droga no corpo do
n—oo
paciente.

n |[0] 1 2 3 4 5 6 7| 8 9 10
D(n) 235 |4,62|547|6,1|6,58 693 |7.2|74]755] 7,66

Tabela 2.1: Valores de D,,.

Na proxima secao evidenciamos a utilizacao de equacao de diferencas para deter-
minar solugoes discretas proximas das solucoes continuas de uma equagao diferencial

ordinaria. Utilizamos a referéncia [2].

2.2 Solucao Numérica de Equacoes Diferenciais Or-
dinarias

Equagoes diferenciais tém sido amplamente utilizadas como modelos mateméticos

para uma variedade de fenomenos fisicos, bioldgicos, etc. Estes modelos que descrevem
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como as populagoes ou objetos evoluem continuamente no tempo sao definidos no
conjunto dos numeros reais. Em contraste, equacoes de diferencas que descrevem como
populagoes ou objetos evoluem discretamente no tempo sao definidas no conjunto dos
nimeros inteiros. Na maioria dos casos, nao somos capazes de resolver uma equagao
diferencial dada. Nestes casos, precisamos usar um método numérico para aproximar
a solucao da equacao diferencial. Tal método leva a construcao de uma equacao de
diferencas associada que torna possivel uma solucao aproximada para o problema. Aqui

apresentaremos um método numérico.

2.2.1 Método de Euler

Considere o problema de valor inicial, constituido por uma equacao diferencial

ordinéria de primeira ordem e um valor inicial

Z(@t) = g(t,z(t), to<t<b (2.13)
.I'(t[)) = X,
em que g : 2 C R? — R ¢ uma funcio continua, para garantir existéncia de solucao
para (2.13).
Vamos dividir o intervalo [to,b] em N subintervalos iguais. O tamanho de cada
subintervalo é chamado de passo e é denotado por h = (b —ty)/N. O passo define os

pontos tg,t1,ts,...,tn, em que t, = to +nh. O método de Euler aproxima o valor de
2'(t) por (z(t +h) — x(t))/h. Assim, substituindo em (2.13),

z(t+ h) = x(t) + hg(t, (1)),
e para t =ty + nh,
zlto + (n + 1)h] = z(to + nh) + hg(to + nh, x(to + nh))
paran =0,1,2,3,.... N — 1.

Adaptando a notacdo para equagdes de diferencas e substituindo z(tg +nh) por z,,

obtemos

Tpi1 = Tp + hg(n, x,). (2.14)

Deste modo, quanto menor o passo h mais proxima a solucao da equacao de dife-
rengas (2.14) estara da solugao da equagao diferencial (2.13). Para maiores detalhes,

sugerimos o livro “Numerical Methods for Ordinary Differential Systems”, de autoria
de J.D.Lambert (John Wiley, 1991).

Exemplo 2.2. Dado o problema de valor inicial
2(t) = 0,5z(t), t>0
z(0) = 1
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estime o valor de z(5).

Substituindo o valor de '(t) por [z(t + h) — x(t)]/h, obtemos

z(t+h) — x(t)
h

=0,5z(t) = z(t + h) = z(t) + 0, 5hx(t).
A equacao de diferencas associada obtida pelo Método de Euler é
Tpi1 = Tp + 0,5hx,, xo=1.
Tomando o passo h =1,
x1 =29+ 0,5hzg =140,5=1,5.
Usando o mesmo procedimento podemos obter o valor desejado:

o = x1+0,5hxy =1,540,75=2,25

x3 = 9+ 0,bhzey =2,254+ 1,125 = 3,375

x4y = x3+0,bhxs = 3,375+ 1,6875 =5,0625

x5 = x4+ 0,bhxy =5,0625+ 2,53125 = 7,59375.

Observe que, resolvendo a equagao diferencial encontraremos z(t) = €% logo
z(5) = e*% ~ 12,18, o qual difere, em muito, do nosso valor de z(5) = 7,59375. Pode-
mos melhorar nossa estimativa tomando o passo menor. Para h = 0, 1, efetuaremos um
niamero maior de célculos (50 passos) para chegar em z(5) ~ 11,47, porém nota-se uma
melhora consideravel em nossa aproximacgao. Para h = 0,01, o niimero de passos sobe
para 500, entretanto, encontraremos z(5) ~ 12,17, uma aproximagao bem melhor. De
fato, quanto menor o tamanho do passo mais nossa estimativa se aproxima do valor

real.

2.3 Meétodo de Newton

Este método consiste em encontrar o zero de uma fungao através de uma sequéncia
dada por uma equacao discreta.

Seja g : R — R uma funcao de classe C' com ¢'(z) # 0 para todo x € R. A partir
de um valor arbitréario x,,, podemos determinar a reta r, que é tangente ao grafico de
g no ponto P(x,,g(x,)).

A reta r,, intersectaré o eixo x no ponto Q(z,1,0) formando um angulo «, conforme

a figura:
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g(zn)

O coeficiente angular da reta r, é dado por

Tn — Tp+1 Tn — Tp+1 .

Por outro lado, sabemos que tg(a) = ¢'(x,), isto &,

g/(;pn) = M S Ty — Tpp1 = g<xn) & Tt = T — g/(a:n) ‘
9'(zn)

2.15
Tp — Tpi1 g'(xn) (2.15)

Assim, definimos uma equagao discreta que tem como solucao uma sequéncia x1, To, T3, ...

que, se convergir, seu limite a serd um zero da fungao g.

De fato, quando n — oo, de (2.15) temos:

g(a)
a=a-— = g(a) = 0.
g'(a)
_ g oy -
Agora, sendo f(z) =z — @) note que, r* é um zero da fungao g se, e somente
g'(x

se, * € um ponto fixo de f. Retornaremos na pagina 31 a tratar deste caso.
Na proxima segao evidenciamos a importéancia dos pontos fixos da fungao f de (2.1),

0s quais, como vimos, podem ser encontrados através do Método de Newton.

2.4 Pontos de Equilibrio

Em muitas aplicagoes é desejavel que todos os estados (solugoes) de um sistema
tendam para seu estado de equilibrio. Veremos a seguir uma definicao formal de um

ponto de equilibrio.

Definicao 2.1. Um ponto x* no dominio de f é chamado de ponto de equilibrio de

Tpt1 = f(x,) se € ponto fizo de f, isto é, f(z*) = x*.
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Notemos que um ponto de equilibrio z* de (2.1) gera uma solugdo constante pois,
se xg = x* (valor inicial) entdo x; = f(xg) = f(z*) = x*, 20 = f(x1) = f(z*) = 2%, ¢
assim por diante.

Graficamente, um ponto de equilibrio é a abscissa do ponto onde o grafico de f
intersecta a reta y = x (Figura 2.1). Por exemplo, existe um ponto de equilibrio para a

equacao de diferencas r,,1 = 22 — x, + 1, em que f(z) = 22

—x + 1. Para determinar
esse ponto, resolvemos f(z) = x, ou seja, > —x + 1 = x obtendo 1 como o tnico ponto
de equilibrio (Figura 2.1(i)). A Figura 2.1(ii) ilustra outro exemplo, em que a equagao
de diferencas é dada por x, 1 = 23, em que f(x) = z°. Tomando 2> = x, os pontos de

equilibrio sao: z] = —1,25 = 0,25 = 1.

z]=—1

;=0 z5=1 z

0] (it)
Figura 2.1: Pontos fixos: (i)f(z) =2 —xz+1 (i) f(z) = 23

Como consequéncia do Teorema do Valor Intermediario temos assegurada a exis-
téncia de, pelo menos, um ponto fixo para uma funcao f sob determinadas condicoes.

Para tanto, vejamos os resultados abaixo, que podem ser encontrados na referéncia [4].

Teorema 2.1. (Valor Intermedidrio). Suponha que f : [a,b] — R seja uma fungao
continua e que yo esteja entre f(a) e f(b). Entao, eziste pelo menos um xy € [a,b] tal
que f(zo) = yo.

Teorema 2.2. (Ponto Firo). Suponha que f : [a,b] — [a,b] seja uma fun¢do conti-

nua. Entao existe, pelo menos, um ponto fixo para f em [a,b].

Demonstracao. O resultado deste teorema nos diz que o conjunto dos pontos de in-

terseccao do gréfico de f e a reta y = x é nao vazio. Para demonstrarmos tal fato,
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consideremos a funcao: h(z) = f(x) —x. Se h(a) = 0, ent@o f(a) = a e o teorema esta
provado. O mesmo ocorrera se h(b) = 0. Assim, vamos supor que h(a) # 0 e h(b) # 0,

isto &, f(a) # ae f(b) #b.

Temos que

(i) f(a) € (a,b] = a < f(a) <b= f(a) —a > 0.
(b) € [a,b) = a < f(b) <b= f(b) —b<0.

—~
—
iy

S~—

~

Por (i) e (ii), temos
f(b) —=b<0< f(a) —a= h(b) <0< h(a)=0¢€ (h(b),h(a)).

Como h é uma fun¢ao continua em [a, b], pelo Teorema 2.1 existe um ponto ¢ € [a, b]

tal que h(c) = 0, ou seja, h(c) = f(c) —c= 0. Logo ¢ é o ponto fixo da f em [a,b]. O

Observacao 2.1. Este teorema nao fornece um método para encontrar o ponto fixo.
Ele apenas garante sua existéncia, o que a principio, ja serd suficiente para nossos

propositos.

Definicao 2.2. Seja x¢y um ponto no dominio de f. Se existir um inteiro positivo r e
um ponto de equilibrio x* de (2.1) tal que f"(xo) = z*, [ Y(xo) # x*, entdo zo € um

ponto de equilibrio eventual.

Em outras palavras, um ponto xy é dito ponto de equilibrio eventual se algum x;
de sua orbita for um ponto fixo. Por exemplo, -1 é ponto de equilibrio eventual para a
fungao f(x) = 22. De fato, f(—1) =1 e 1 é ponto fixo de f.

Exemplo 2.3. Considere a equagao z,4+1 = T(x,), em que

2x, se
) = { 2(1—=x), se

Para essa equagao de diferengas existem dois pontos de equilibrio, 7 =0 e 25 =

— ol

T
T

A A

o= O
IA A

2
3

Se xg = %, entao r; = %, o = 1 e xz3 = 0. Portanto, 411 é um ponto de equilibrio

eventual e O(Z—ll) = }1, %, 1,0,0,0,0,0,...}, em que O(%) representa a oOrbita do ponto
1

To = 7.

4

2.4.1 Estabilidade de pontos de equilibrio

Um dos principais objetivos do estudo de um sistema dinamico é analisar o com-
portamento de suas solugoes proximas a uma solugao constante dada por um ponto de
equilibrio. Este estudo constitui a teoria de estabilidade; a seguir, apresentamos suas

defini¢oes basicas.
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Definicao 2.3. (a) Um ponto de equilibrio x* de (2.1) é estdvel se dado € > 0 existir
d > 0 tal que |xg — x*| < § implica |f"(xg) — x*| < € para todo n > 0 (Figura 2.2).

Simbolicamente:
Ve>0, 30 >0 |zg—2a*| <d=|f"(xo) —2"| <e, n>0.

Se x* nao é estdvel, entao é chamado ponto de equilibrio instdvel (Figura 2.3).

(b) Um ponto de equilibrio x* é chamado de atrator se:
I >0 |xg—2*| <n= lim f"(z) =2".
n— o0
Quando o item (b) for vdlido para todo n > 0, x* é chamado de atrator global.

(¢) Um ponto de equilibrio z* é chamado de assintoticamente estdvel se € estdvel e

atrator (Figura 2.4).
Quando x* for estdvel e atrator global, ele serd chamado de ponto de equilibrio

globalmente assintoticamente estdvel (Figura 2.5).

Figura 2.2: Ponto de equilibrio estavel.
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z(n)
' +e /\
s 7/\ ,,,,,, / I N
Zo
' \\
l.* — 6 777777777777777777

Figura 2.3: Ponto de equilibrio instavel.

z(n)

="+
Lfl} <\\\\-

22
To 4

zt—n

Figura 2.4: Ponto de equilibrio assintoticamente estéavel.

z(n)

2
Ty ¢

Figura 2.5: Ponto de equilibrio globalmente assintoticamente estavel.
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2.4.2 Analise Grafica

Determinar a estabilidade de um ponto de equilibrio pode ser dificil em muitos
casos. Assim, nesta secao apresentaremos uma ferramenta simples para ajudar na
compreensao do comportamento das solugoes de (2.1) nas proximidades de um ponto
de equilibrio.

A analise grafica ¢ um método que nos permite, em muitos casos, utilizar o grafico
da fungao f de (2.1) para determinarmos o comportamento da érbita de um ponto.
Esse processo geométrico consiste em colocar no mesmo conjunto de eixos coordenados
os graficos de f e da reta y = x. Sabemos que a orbita de um ponto xy qualquer é
a sequéncia de pontos xg, Ty, T2, T3, ..., em que x; = f*(xg). Assim, tomamos o ponto
(x0, To) na reta y = x e, entdo, tracamos uma reta vertical por (zg, zo) até atingir o gré-
fico de f, dessa forma, determinaremos o ponto (xg, f(zo). Deste ponto, tracamos uma
reta horizontal até encontrar o grafico de y = x, obtendo assim, o ponto (f(xg), f(xo)),
que é o ponto (z1,x1). Repetindo o processo, para z; encontraremos no grafico de f,
o ponto (f(xo), f(f(x0))) = (f(z0), f*(z0)). Procedendo assim, encontramos todos os
pontos que desejamos da orbita de xy e podemos visualizar se a érbita se aproxima ou
se afasta de algum ponto de equilibrio de (2.1) (Figura 2.6). Este diagrama recebe o

nome de Teia de Aranha ou “Cobweb”.

LY Gr(f)

(o, o)

(l’la $12+ (I[)- f(IO))

(w2, x2)

(o), f* (o))

(3, 23)

(Pl )|

Zo T

Figura 2.6: Analise gréafica da érbita de xg.
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2.5 Critérios de estabilidade assintética para pontos
de equilibrio

Nesta secao estudaremos um critério simples, porém bastante tutil para analisar a
estabilidade assintética dos pontos de equilibrio. O teorema a seguir é a nossa principal

ferramenta. Os resultados desta se¢do estdo baseados na referéncia [2].

Teorema 2.3. Seja z* um ponto de equilibrio da equacao de diferencas

Tp41 = f(zn)v

em que [ € continuamente diferencidvel em x*. As afirmacoes a sequir sao verdadeiras:
(i) se |f'(z*)| < 1, entao x* é assintoticamente estdvel.

(i1) se |f'(z*)| > 1, entdo x* € instdvel.

Demonstragao. [2]. (i) Suponha que |f'(z*)] < M < 1. Entao existe um intervalo
J = (x* —y,2" + ) tal que |f'(z)| < M < 1 para todo = € J. Caso contrério, para
cada intervalo aberto I, = (z* — %, x* + %), n € N, existiria um ponto z, € I,, tal que
|f'(z,)| > M. Note que n — oo implica z,, — z* e, como [’ é continua em z*, segue
que
M < lim f'(z,) = f'(z¥).
n—oo

O que contraria o fato
|f' (@) < M.

Isto prova nossa afirmagao.

Seja xg € J. Pelo Teorema do Valor Médio, existe a entre xzy e x* tal que
[f (@) = f(2")| = | ()Jxo — =7,
como « € J entao |f'(a)| < M, assim,
|f(x0) = f(2")] < Ml — 2],

e, portanto
|21 — 27| = | f(zo) — f(2")| < Mlzo — z7]. (2.16)

Como M < 1, a inequagao (2.16) mostra que x; estd mais perto de z* do que x,
consequentemente, 1 € J.

Provemos, por inducao, a validade de

|z, — 2% < M"|xg — 2*|, neN. (2.17)
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Para cada inteiro positivo n, denotemos por P, a desigualdade (2.17) com x,, € J. Por
(2.16), P, é verdadeira. Suponhamos P, verdadeira, e provemos a validade de P,
isto é,

|Tpy1 — 2% < Mg — 2%
De fato,

|Tng1 — 2| = [ f(zn) — f@")].

Como z,, € J, existe § entre z,, e * tal que
|f (@) = f(")] = [/ (B)l|an — 7.
Deste modo,
[20er — 2] = | f(z) = F(&")] = [P (Bl — 2°] < Ml — 7] < MMy — 2,

e, portanto
|1 — 2| < Mg — a7,

com Ty € J.

Logo, P, .1 é verdadeira e a prova esta completa.

Para provar a estabilidade de z*, dado € > 0, tome § = € > 0. Assim, sempre que
|zg — x*| < 6, como M < 1,

|z, — 2| < M"|xg — 2| < |zg — 2| <€, Vn>0.

Portanto, x* é estavel. Além disso,
0< |z, — 2| < M"|xyg — 27|,
pelo Teorema do Confronto:

lim |z, — 2| =0= lim z, = 2".

Concluimos, entao, que x* é assintoticamente estavel.

(ii) Suponha que |f'(z*)| > M > 1. Entao existe um intervalo J = (z* — v, 2" 4+ )
tal que |f'(z)] > M > 1 para todo xz € J. Queremos mostrar que existe ¢ > 0 com a
seguinte propriedade: para todo d > 0 pode-se encontrar algum nimero K € N com
|zg —z*| < d e |z —a*| > e

Para zq € J,

21— 2¥| = | f(xo) — f(27)].

Pelo Teorema do Valor Médio, existe o entre xo e x* tal que

[f (o) = f(z7)] = | (@)l|zo — 27| = Mo — 2]
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e, portanto
|xy — 2| > M|zo — x| (2.18)

Como M > 1, a inequagao (2.18) mostra que x; estd mais distante de z* do que
To. Se w1 € J, entao nossa demonstragao esta finalizada. Se x; € J, entdo repetimos
0 Processo.

Por indugao, podemos mostrar que
|z, — % > M"|xg — z*|. (2.19)

Como o intervalo J é limitado e M™ — oo quando n — oo, entao para algum
namero k € N, x; ¢ J. Sendo J = (z* — v, 2" + ), entdo existe ¢ = 7 tal que, para
todo § > 0, existem k € N e zy, € (z* — d,2* 4+ 0) com zy, &€ (x* —¢,2* +€). Logo x* é

instavel e o teorema esta provado. O]

Exemplo 2.4. Para confirmar que o Método de Newton fornece uma sequéncia (z,,)

que converge para x* podemos usar o Teorema 2.3, certificando-se que ¢'(z*) # 0.

A partir da equacao z,4; = 1, — g,(<xn)) = f(x,), temos que
9\ Tn
) = |1 - lg'(@")]? — g(a*)g" ()
lg'(z*)]?

De acordo com a segao anterior (2.3), * ponto de equilibrio de f implica g(z*) =
0, logo f'(z*) = 0 e pelo Teorema 2.3, z* é assintoticamente estavel e portanto,
lim z(n) = 2™
n—oo

O proximo resultado analisa o caso em que f'(z*) = 1; o caso f'(z*) = —1 sera

analisado posteriormente.

Teorema 2.4. Suponha que para um ponto de equilibrio =* de (2.1), f possua derivada
de ordem 8 no ponto z* e que f'(x*) = 1. Sao verdadeiras as afirmagoes a sequir:

(i) Se f"(x*) # 0, entdo x* € instdvel.

(ii) Se f"(x*) =0 e f"(z*) > 0, entdo x* € instdvel.

(i1i) Se f"(z*) =0 e f"(z*) <0, entao x* € assintoticamente estdvel.

Demonstragao. |2]. (i) Como por hipotese f”(xz*) # 0, devemos considerar os dois
casos a seguir:
(1) Se f"(x*) > 0 entdo f'(x) é crescente em um intervalo J; = (z*,z* 4+ 7) para

algum v > 0 e para qualquer = € Jy,
z>a" = fl()> fl(z*)=1= f'(x) > L.

Vamos supor f'(x) > M > 1, x € J; e para zg € Ji, de forma andloga a parte (ii)
da prova do Teorema 2.3, concluimos

|zy — 2% > M|xg — ¥ (2.20)
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Queremos mostrar que existe € > 0 com a seguinte propriedade: para todo § > 0
pode-se encontrar algum niamero k € N tal que |zg — 2% < § e |z — 2% > €.

Como M > 1, a inequagao (2.20) mostra que x; estd mais distante de z* do que
xo. Se x1 € Jp basta tomar € = e teremos que z* é instavel. Se x; € Ji, repetindo o

processo e usando inducao finita, temos
|z, — % > M"|xg — 27, (2.21)

desde que z,,_1 € J;.
Para n — oo, M™ — 400 pois M > 1 e como J; é limitado existira um k£ € N
tal que x, ¢ J;. Entao, existe ¢ = v tal que, para todo § > 0, existem k£ € N e

Tos € (x* —6,2% +J) com xy, & (x* — €, 2" + €). Portanto z* ¢ instéavel (Figura2.7).

A Tp41

I

o z* Zo T

Figura 2.7: Ponto de equilibrio instavel (semi-estavel a esquerda) f”(z*) > 0.

(2) Se f"(x*) < 0 entao f'(x) é decrescente em um intervalo J, = (z* — 7, z*) para

algum v > 0 e para qualquer = € Js,
r<z'= fl(r)> f(a*)=1= f(z) > 1

Supondo f'(x) > M > 1, x € Jy e para xy € J3, a demonstra¢ao da instabilidade

de x* segue analoga a parte (1) da prova do Teorema 2.4 (Figura 2.8).
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/ o z* To Tn

Figura 2.8: Ponto de equilibrio instavel (semi-estavel a direita), f”(z*) < 0.

(ii) Se f"(z*) =0e f"(2*) > 0 entdo f”(x) é crescente em um intervalo

Ji = (z*,2* + 7) para algum v > 0 e para qualquer z € J;,
r>z" = f'(z) > f'(z*)=0= f"(z) > 0.
Portanto, f'(x) é crescente em Ji, ou seja,
r>a" = fl(r)> f(2*)=1= f(z) >1, VreJ.

Supondo f'(x) > M > 1, x € J; e para xg € Ji, a demonstragao da instabilidade

de z* segue analoga a parte (1) da prova do Teorema 2.4 (Figura 2.9).

Ln+1

/ X0 xr* X T

Figura 2.9: Ponto de equilibrio instavel (f'(z*) =1, f"(z*) =0 e f"(z*) > 0).

(iii) Se f"(z*) =0e f"(2*) < 0 entdo f’(x) é decrescente em um intervalo

J = (z* —7,x* 4+ ), para algum v > 0.
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Devemos considerar os dois casos a seguir:

(a) Ve € J; = (2", 2% + ),z > 2" = f'(x) < f"(2*) =0= f"(z) <0,
Portanto, f'(x) é decrescente em Ji, ou seja,

r>a" = flz) < fl(z*)=1= f'(x) <1, Vze.

(b) Vo € Jy = (a* — v, 2%), v <z* = f"(x) > f"(a*) =0= f"(z) > 0.
Portanto, f'(x) é crescente em Jy, ou seja,

r<z'= fllr) < fl(a*)=1= f(z) <1, Vzé€ .

Por (a) e (b), f'(z) < 1 em J. Supondo f'(x) < M < 1 e tomando zy € J, a
demonstracao segue anédloga & parte (i) da prova do Teorema 2.3, exatamente apos
aplicar o Teorema do Valor Médio.

Deste modo, concluimos que x* é assintoticamente estéavel (Figura 2.10) e o teorema
esta provado.

Ln+1

-

To z* o Tn

Figura 2.10: Ponto de equilibrio assintoticamente estavel (f'(z*) = 1, f"(z*) = 0 e

f”/<£*) < 0)

]

Usaremos o resultado anterior para investigar o caso f'(z*) = —1. Mas antes disso,

precisamos introduzir a nogao da derivada Schwarziana de uma funcao f.

Definicao 2.4. Seja f : R — R uma funcdo de classe C3 em um ponto x tal que
f'(x) #0. A derivada Schwarziana de f no ponto z € definida como

_ =) 3 [f”(x)r‘

ST =) "2 |
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Note que se f'(z*) = —1, entao

Sfat) = —f"a") - 3

Teorema 2.5. Suponha que para o ponto de equilibrio xz* de (2.1), f'(z*) = —1. As

[f" ()] (2.22)

sequintes afirmagoes sao verdadeiras:
(i) Se Sf(z*) <0, entdo x* é assintoticamente estdvel.
(i1) Se Sf(z*) > 0, entdao x* € instdvel.

Demonstracao. [3|. Seja a equagdo

Yni1 = 9(m),  9(y) = (). (2.23)

Antes de prosseguir com a demonstracao, convém observar que o ponto de equilibrio
x* de x,41 = f(z,) também é ponto de equilibrio de y,,+1 = g(y,). Por outro lado, o
ponto assintoticamente estavel z* com rela¢do a y,+1 = ¢(y,) também é assintotica-
mente estavel com relagdo a z,11 = f(x,).

Assim, retomando a demonstragao do teorema, temos

g'@") = U@ @)+ f () ()

= PE)EDED) + ) = 1) - ) =0

) = T O 2 () ) @)
FPGEDIE ) + ) )
= PG 4B TN @) ) + £ )
= PG EP 376 G ) + 5 ) a)
= 2f() = B = 2 ) — S

Assim, por (2.22),
g"(x") = 25f(x").

Para finalizar, observemos que, de acordo com o Teorema 2.4, a estabilidade assin-

totica de x* dependeré do sinal de S f(z*). Deste modo, o teorema esta provado. [
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Exemplo 2.5. Considere a equacgao de diferengas x,1; = 22 + 3x,. Os pontos de
equilibrio sdo 0 e -2 (Figura 2.11). Como f'(z) = 2z + 3, temos que f'(0) = 3 e
pelo Teorema 2.3, temos que o ponto de equilibrio z* = 0 ¢é instavel. Para o outro

ponto de equilibrio, f’(—2) = —1 e aplicando o Teorema 2.5, obtemos Sf(—2) =
—2f"(=2) = 3[f"(-2))’ = -6 <0.
Portanto o ponto de equilibrio x* = —2 ¢é assintoticamente estavel.
' Tn+1
zy=—2,9
o= 0, 2 T,

Figura 2.11: Analise grafica de x,,1 = 22 + 3z,.

Exemplo 2.6. Consideremos a equacao discreta logistica
y(n+1) = py(n)(L —y(n)), n=0 (2.24)

com y(0) =yo e u > 0.
Pela Definigao 2.1, encontremos os pontos de equilibrio para a equagao (2.24).

py (1 —y") =y =y (p—py* —1) =0,

—1
y =0 ou L yr.
]
p—1

Os pontos de equilibrio sao yj =0 e y5 = =
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Considerando f(y) = py(1 — y), estudaremos abaixo a estabilidade dos pontos de

equilibrio da equagao (2.24) utilizando os critérios da segao 2.5.
1° Caso-y* =0
') =p =2y = f'(y) = p
Se 0 < pu<1,|f(y")| <1, pelo Teorema 2.3(7), y* é assintoticamente estével.
Se u> 1, |f'(y*)| > 1, pelo Teorema 2.3(ii), y* é instavel.
Se =1 temos f'(y*) =1, f"(y) = =2, ou seja, f"(y*) = —2 # 0 e pelo Teorema

2.4(7), y* é instavel.

—1
2° Caso-y*zu—,u%l
1

) p—1
Temos que f’(y)zu—%y:&f’(y)=u—2uT=2—u-

Pelo Teorema 2.3(i), y* ¢ assintoticamente estével se:
If () <le2—p<lel<u<s.

Portanto, para 1 < u < 3, o ponto fixo y* é assintoticamente estavel.

Pelo Teorema 2.3(i7), y* € instéavel se:
fy)>1e2—p>1epn>3.

Logo, para 1 > 3, o ponto fixo y* é instavel.

Para pn = 3 temos f/'(y*) = —1, f"(y*) = —6 e f"(y*) = 0. Neste caso, utilizaremos
o Teorema 2.5. Assim, pela equagao (2.22)
3

SI) = =) = S WP = =5 (=67 = —54< 0

— wlw

logo, Sf(y*) < 0, e pelo Teorema 2.5(7), o ponto fixo y* ¢ assintoticamente estavel.

Portanto y* = ¢ assintoticamente estavel para 1 < p < 3 e instavel para

w> 3.
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Utilizando a anélise grafica (2.4.2), podemos visualmente observar o que analisamos
acima por meio dos teoremas.
Para 1 < p < 3, todas as solugdes cujo ponto inicial gy se encontra no intervalo

(0,1) convergem para o ponto de equilibrio y* = %1 (Figura 2.12).

“ y (nt+1)

1

0,5 ¢ /
Yo 0,5 1\ y (n)

Figura 2.12: 1 < p < 3.

Para 0 < p < 1, todas as solugoes cujo ponto inicial gy, se encontra no intervalo

(0,1) convergem para o ponto de equilibrio y* = 0 (Figura 2.13).

y (n+1)

0,5

Yo 0,5 1 y (n)

Figura 2.13: 0 < pu < 1.
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Para ;1 > 3, a maioria das solugoes cujos pontos iniciais estao no intervalo (0,1) nao
— pu=1
==
equagao de diferengas se comportam de maneira cadtica (Figura 2.14).

convergem para y* = ( e nem para y* Contudo, para p > 3.57, as solugoes da

Ay @t])

0,5

% 05 1\ Yy

Figura 2.14: p > 3.57.

E importante salientar que as solucdes da equacio discreta logistica dada em (2.24)
nao apresentam o mesmo comportamento das solugoes da equacao diferencial logistica

dada por 2/(t) = ax(t)(1 — x(t)); o que ndo seréa discutido neste trabalho.



3 Meétodo Direto de Liapunov

Durante o estudo da teoria geral sobre equagoes discretas, em muitas ocasioes nos
deparamos com a impossibilidade de determinar a solucao de uma equacao e, entao,
torna-se interessante o estudo da estabilidade de solugoes constantes, ou seja, analisa-se
qualitativamente o comportamento da solugao, sem explicité-la.

Em 1892, o matemaético russo A.M.Liapunov introduziu um método para estudar a
estabilidade das equagoes diferenciais nao lineares. Essa ferramenta, conhecida como
Método Direto de Liapunov permite, através da determinacao de funcgoes reais que
serao nomeadas de Fungoes de Liapunov, investigar a natureza qualitativa de solugoes
sem realmente determinar as proprias solugoes. Sua grande desvantagem, no entanto,
reside na determinagao da funcao adequada para uma dada equagao. Nesta secao,

vamos apresentar o Método Direto de Liapunov para equacoes de diferencas.

Iniciaremos nosso estudo com um sistema de equagoes de diferencas auténomo

Tass = () (3.1)

em que f:R™ — R™ é continua. Entao z,,1 e f(x,) sdo vetores m x 1. Considere x*
um ponto de equilibrio de (3.1), isto ¢, f(z*) = z*.

Dada uma funcao V : R™ — R, a variagdo de V' em relacdo a (3.1) é assim definida

AV(zn) = V(f(zn)) = V(2n) = V(Zni1) = V(n).

Observe que se AV (x) <0, entdo V' & nao crescente ao longo das solugoes de (3.1).

Definicao 3.1. Uma funcao V : R™ — R é chamada de Func¢do de Liapunov em
H C R™ associada a (3.1) se:

(i) V € continua em H.

(1)) AV (x) <0, sempre que x € H e f(x) € H.

32
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Definigao 3.2. A bola aberta em R™ de centro x e raio vy, denotada por B(x,7), €
definida por

B(z,v) ={y € R™| ||y — z|| <~}

em que

-

n 2
||| = (Z(Iz)2> = \/x%+$§+...+xi.
i=1

Considere também, B(0,7) = B(7).

Definicao 3.3. Dizemos que a fungao V € semi definida positiva em B(z*,v) se V(x) >
0, para todo x € B(z*,7).

Definigao 3.4. Dizemos que a fungao V' € definida positiva em B(z*,) se:
(i) V(xz*) = 0.

(i) V(xz) > 0, Vo € B(a*,7), x # x*.

Teorema 3.1. (Estabilidade de Liapunov). Se 'V é uma funcgao de Liapunov numa
vizinhan¢a aberta H do ponto de equilibrio x* de (3.1) e V' € definida positiva em H,
entio x* € estavel. Se, além disso, AV (x) < 0 sempre que x € H e f(x) € H e x # x*,

entao x* € assintoticamente estdvel.

Demonstragao. [1]. Escolha ay > 0 tal que B(z*, ;) C H. Como f ¢é continua, existe
az €ER, 0 < ay < g tal que f(z) € B(x*, a1) sempre que = € B(z*, ay). Dado € € R,
0 < € < g, defina

P(e) =min{V(z) | e < |z — 2" < an}.

Observe que, pelo Teorema da Conservagao do Sinal, existe 0 < § < € tal que
V(z) < (), sempre que ||z — z*|| < §. De fato, defina g(z) = V(z) — ¥(€) em H,
assim, g(z*) = —¢(e) < 0. Como g ¢é continua, pelo Teorema da Conservagao do
Sinal, existe § € R, 0 < § < € tal que g(x) < 0, sempre que = € B(z*,0), ou seja,
g(x) = V(x) —1(e) <0, o que implica V(x) < (e).

Desta forma, se xy € B(z*,0) entdo x, € B(z* €). De fato, se 2o € B(z*,J),
entao V(zg) < ¢(e). Como V & uma fungao de Liapunov, AV (z) < 0, logo V(z,) <

. < V(zg) < 9¥(e), entdo z,, € B(z* ¢€), para todo n > 0. Portanto, z* é estéavel.
Caso contrario, existem zy € B(z*,6) e um m € Z% tal que x, € B(x* ) para

1<r<mezuy & B(z*,¢). Como z,, € B(z*,¢) C B(z*,a3) e f é continua, segue
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que Zp,i1 € B(a*, o), 1ogo V(y41) > ¢(€). Entretanto, AV (x) <0, entdo V(zp41) <
V(zm) < ... <V(zg) < ¢(€), o que é uma contradigdo. Portanto, concluimos que z* é
estavel.

Para provar que z* é assintoticamente estével, assuma zo € B(z*,¢), entdo x, €
B(z*,¢€), para todo n > 0. Se a sequéncia (z,) nao convergir para z*, entao existira
e > 0 tal que para qualquer ng € N existira um n € N, n > nq tal que ||z, — 2*|| > €.

Contudo, (z,) ¢ limitada, pois se M = ||z*|| + €, temos:
Ve > 0,30 > 0|xg € B(z",0) = z,, € B(z",¢)
ou seja,
[|nl] = [l2*|] < flen — 27[| <€

e, portanto
|lzn|| < e+ l27[| = M, VneN.

Logo, se (z,) ¢ limitada, existe uma subsequéncia (z,, ) convergente.

Suponha que z,, — vy, y € R™. Seja E C B(z*, a1) uma vizinhanga de y, com
¢ L. (3.2)

Defina em F,
oy VYD

Como AV (z) <0, V(f(z)) < V(x), logo h(z) < 1, para todo x € E. Como y € E
entdo h(y) < 1. Sen € (h(y),1) existe a > 0 tal que x € B(y,«) implica h(z) < n.
De fato, tome 0 < € = n — h(y), como h é continua, existe a > 0 tal que = € B(y, «)
implica h(z) € B(h(y),€). Deste modo,

hy) — e < h(z) < hly) + €= h(z) <h(y) + [n = h(y)] = h(z) <n.

Como z,, — y, para € = a > 0, existe ng € N tal que ny > ng = x,, € B(y, a).
Logo,
h(xn,) <n= V(xnk+1> <V (2n,).

Assim, para nj > ng
0<V(zn) <V (o, ) <0V (Tn,_,) < . <970V ().
Como 71 < 1, pelo Teorema do Confronto,

lim V(z,,)=0. (3.3)

N —>00

Considerando que z,, — y e V é continua em H, temos:

lim V(z,,)=V(y). (3.4)

N —>00
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Por (3.3) e (3.4) e pela unicidade do limite, V(y) = 0. Como V ¢ definida positiva
em Heye FEC B(z*,a1) C H, entao

y=x". (3.5)

E por (3.2) e (3.5) chegamos a uma contradi¢ao. Portanto a sequéncia (z,,) converge

para z*. ]

Exemplo 3.1. Considere a equagao de diferencas de segunda ordem dada por:

ATp—1

= 15
Tl =T g P

Observe que z,1 depende dos instantes x,, e x,_; e substituindo a equagao dada
por um sistema de duas equagoes, através da introducao das equagoes a, = x,_1 €

b, = x,, temos:

Apy1 = bn
aa,

an
que é equivalente & equagao 2,41 = f(z,) em que z, = ( ) ) , sendo (0,0) um ponto

de equilibrio.
Analisando a estabilidade de (0, 0), considere a fungao dada por V(a,b) = a® + b,

continua e definida positiva em R2.

Assim,
AV (an,by) = aby + 00, —al — b2
2
AV(ap,by) = 024+ (20 ) g2 2,
Logo,

a’ 2 2 2
AV(an,bn) = (W - 1) a, S (O[ — 1)Cln

Se a? < 1, entao AV < 0. Portanto, o ponto (0,0) ¢ assintoticamente estavel se
la| < 1.

Nem sempre é possivel encontrar uma Funcao de Liapunov e neste caso, vamos
apresentar no proximo capitulo, a teoria de Func¢oes Dicotomicas, que abrange Fungoes

de Liapunov.



4 Funcoes Dicotomicas

Vamos agora estudar uma ferramenta para analisar o comportamento da solugao
de equagoes discretas que abrange o Método Direto de Liapunov. Os resultados desta
segao estao baseados na referéncia [1]. Neste trabalho vamos nos limitar ao estudo das
propriedades de estabilidade e estabilidade assintotica de equagoes discretas autéono-
mas.

Seja f : R" — R™ uma funcao continua e considere a equacao discreta
Tpr1 = f(zn), n=0,1,2,.. (4.1)

sujeita a condigao inicial 2(0) = .

Vamos supor que f(0) = 0 para que a sequéncia nula seja solu¢ao de (4.1) e assim,
xo = 0 ¢ chamado de equilibrio nulo de (4.1).

Daqui em diante denotaremos uma certa vizinhanca da origem em R"™ por €2 e, se
A é um conjunto, A é seu fecho.

Como visto anteriormente, a variagdo de V' em relagao a (4.1) é dada por AV (y) =
V(f(y)) — V(y). Este conceito é generalizado como se segue: dados inteiros p > 0 e

q > 0, definimos
APV (y) = V([*(y) = V(f(y)),

em que f7 ¢ a j-ésima iteracao de f.
Observe que AV (y) = ALV (y), e que de acordo com a notagao para a solugao de
(4.1) vista anteriormente, z,(y) = f?(y), em que entende-se y como um valor qualquer

da orbita O(zg), que pode ser visto como um novo valor inicial. Assim,

AV (y) = V(zp(y)) = V(z(y))-

Agora vamos definir fun¢ao dicotémica V' que, para se ter estabilidade do equilibrio
nulo, nao se exige decaimento de V' (z,(y)) para todo n € N. Basta que, se de algum
passo k—1 para o passo k a variagao de V' (z,(y)) for ndo negativa, exige-se que, do passo
inicial ao passo k, a variagao seja nao positiva. E para se ter estabilidade assintotica,
basta exigir que, na situacao descrita anteriormente, realmente ocorra decaimento do

instante inicial ao instante k. Assim temos a seguinte ideia:

36
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Uma funcao continua V' : R® — R é chamada dicotdémica em €2 com relacao a
(4.1), se existir um inteiro k& > 2 tal que, sempre que y € Q e AF_V(y) > 0 entdo
AFV (y) <0.

Uma fungao V é chamada de estritamente dicotdmica em 2 com relagao a (4.1), se
V' é dicotomica e, além disso, satisfaz a seguinte condi¢ao: sempre que y € 0,y # 0 e
A¥ V(y) > 0 entdao ALV (y) < 0.

Dados os inteiros p > 0 e ¢ > 0 e a fungao V : R” — R, considere os seguintes

conjuntos:
Qi (pg) = {xeQ:AVW(x) >0}
Q_(p,q) = {xeQ:AVW(x) <0}
Qip.q) = foeQ: AV()=0)
D (pg) = Q-(p,q) U(p,q).

Deste modo, vamos agora definir os conceitos de acordo com esta nova notacao.

Definicao 4.1. Uma funcao continua V : R® — R € chamada dicotomica em €2 com
relagio a (4.1), se existe um inteiro k > 2 tal que, Q0 (k,k —1) € Q° (k,0).

Definigao 4.2. Uma fungao V' dicotomica em 2 com relagao a (4.1) é chamada estri-
tamente dicotomica em 2 com relagao a (4.1), se satisfaz as sequintes condigoes:
Qi(/{:,k —1) C Q_(k,0) e Qo(k,k —1)NQ(k,0) ={0}.

Antes de provar que uma funcao dicotomica garante estabilidade, necessitamos mos-

trar alguns resultados:
Dados um ponto y € R™, um inteiro k£ > 0 e uma fungao V : R™ — R, para cada
j =1,2,..., definimos no intervalo [(j — 1)k, jk],

c¢j = maz{V(x,(y))| (j — Dk <n < jk},

Jt=min{n| (j—Dk<n<jk e ¢ =V(za(y)}

ou seja, j* ¢ o minimo entre os indices do intervalo [(j — 1)k, jk| nos quais ocorre o

valor maximo de V'(x,(y)) neste intervalo.

Lema 4.1. Se V' ¢ definida positiva e ¢c; = 0 para algum j, entdo x,(y) =0 paran > j

e, portanto, ¢, =0 paran > j.

Demonstragao. Se ¢; = 0 para algum j, entdo V(z;-(y)) = 0. Como V é definida

positiva, temos que V(x) = 0 implica z = 0, assim

zp(y) = [ (y) =0,



38

deste modo, como f(0) = 0, para qualquer n > j*,

za(y) = ("7 o 7)) = T ()] =0.

Como V (z,(y)) = V(0) = 0, para n > j*, segue que ¢, = 0 para n > j* e sendo j*

o menor valor em que ocorre c¢;, temos que ¢, = 0 para n > j*. O

Lema 4.2. Se V € dicotomica em relagao a (4.1), j > 2, entio ¢; < ¢;j_.

Demonstracao. Temos dois casos a considerar:

Caso 1: Se j* > (j — 1)k entao,
J =1>(j—1)k. (4.2)
Como j* € [(j — 1)k, jk], por (4.2), temos
J-Dk<j —1<j" < Jjk
Pela defini¢ao de j*,
Vi () > V() = Vi (y) = V(zj(y) >0, Vyec

Assim,

Vij(y)) — Viegaly) =
Vier(zk(y) — Vi(zea(zpx(y)) >0

logo,
w1 (y) € (b k—1) C Qo (kk—1).

Como, por hipotese, V é dicotomica, z;_(y) € Q% (k,0), isto &,

Vi(wg(zp—r(y) — Vizg(y) <0=
Vizp(y) — V(zpr(y) <0=
Vizp(y) < Vizg_i(y)). (4.3)

Por outro lado, j* — k € [(j — 2)k, (j — 1)k] e ¢j—1 € o valor maximo do conjunto
{V(zn(y))| (—2)k <n < (j—1)k} entdo,

V(1) < ¢t (4.4)

Por (4.3) e (4.4):

¢ = Vi () < V(e i(y) < ¢
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Caso 2: Se j* = (j — 1)k, entdo j* € [(j — 2)k, (j — 1)k, logo
Cj == V(l’j* (y)) S Cj—l-
Portanto, ¢; < ¢;_1. O

Corolario 4.1. Se V ¢ estritamente dicotomica em 2 em relagao a (4.1) e j* > (j—1)k,

seque que ¢; < Cj—q.

Demonstragao. Se j* > (j — 1)k, analogamente ao Lema 4.2, temos que

Vi(wg(zj—r(y))) — V(zg-1(zj—r(y))) > 0.

Logo,
Tk (y) € Qp(k,k—1) C Qp(k, k—1).

Como, por hipotese, V' é estritamente dicotomica, z;«_(y) € Q_(k,0), isto é,

<

Vi(ee(zjx(y)) — Vi(zgi(y) <0=
Vizg(y) — V(zpi(y) <0=
Vizg(y) < V(zp—r(y)). (4.5)

Por outro lado, j* —k € [(j — 2)k, (j — 1)k] e ¢;—1 € o valor maximo do conjunto
{V(zn(y))| (j —2)k <n < (j— 1)k} entao,

Vi(zj—r(y)) < ¢jm1. (4.6)
Por (4.5) e (4.6):
¢; = Vizg(y) < Vi(rj-ky)) < ¢
Portanto, ¢; < ¢;_;. 0

Lema 4.3. Se V' € estritamente dicotomica em 2 em relagdo a (4.1), j > 3 ec;—1 # 0,

entao ¢; < cj_a.
Demonstrag¢ao. De acordo com a hipotese, pelo Lema 4.2,
Cj S Cji—1 S Cj—2. (47)

Devemos considerar dois casos:

Caso 1: Se j* > (j — 1)k, pelo Corolario 4.1, segue que ¢; < ¢;_;. Entao, por (4.7)

temos ¢; < ¢j_s.
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Caso 2: Se j* = (j—1)k, entdo j* € [(j—2)k, (j —1)k]. Logo ¢; = V(z;«(y)) < ¢j_1,

ou seja, ¢;j < ¢j_1 OU ¢j = Cj_q.
Se ¢; < ¢j_1, por (4.7), ¢; < ¢j_a.
Agora, se j* = (j — 1)k e ¢; = ¢j_1 novamente devemos considerar dois casos:

Caso 2.1: Se (j — 1)* = (j — 2)k, entio:
¢j-1=¢; = V(zj(y)) > V(xpa(y)) ou  V(zg(y) =V(z-1(y))
Se V(zj+(y)) > V(xj+_1(y)), entao:
Vizj(y) = Vizpaly) = Vieg-ue) = Vi(zg-me—1(y) =
Vi(x-2etk(¥) = V(zG-2rn-1y) = V(zgy+e) = V(zg-n-+a-1(y)) >0,

ou seja,

AF_ V(o1 (y) >0, VyeQ.

Logo, z(j—1)-(y) € Q(k,k—1) C 7 (k,k —1). Como V é estritamente dicotémica em
(), entao
(-1 (y) € Q- (K, 0),
e assim temos:
ARV (211 (y)) < 0.
Logo
Viee(x-1-(y) = V(zg-1-) = V(@g-oey)) = V(zg-n-(y) =
Vi(zg-ney) = V(eg-n-w) = V(zy) = V(eg-n- () <0.

Portanto, ¢; — ¢;—1 < 0, isto ¢, ¢; < ¢;_1. Contradicao pois, por hipétese, ¢; = ¢;j_;.

Se V(zj+(y)) = V(xj+_1(y)), entao:

ou seja,
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Logo,

Por outro lado,

E assim temos

V(zg-ne(y) = Vizg-1(y) = V(@g-orrv)) — V(zg-1(y)) =
V(x(j—l)*-i-k(y)) - V(x(j—l)*(y)) = V(xk(x(j—l)*(y)) - V(x(j—l)*<y>> =0.

Ou seja,

AGV (21 (y)) =0, Yy € Q.

Portanto,
z(j-1)-(y) € Qo(k, 0). (4.9)

Deste modo, por (4.8) e (4.9), z(_1)-(y) € Qo(k,0) N Qo(k,k — 1). Como V ¢
estritamente dicotomica, entao x(;_1y-(y) = 0. Portanto,

0=V(zg-1-(y)) = ¢j-1.

Contradicao pois, por hipotese, c¢;—1 # 0.

Caso 2.2: Se (j — 1)* > (j — 2)k, entao pelo Corolario 4.1, ¢; = ¢j_1 < ¢j_3 e,
portanto, ¢; < ¢;j_s.
[l

A partir dos resultados apresentados, estamos em condi¢oes de enunciar e provar o

teorema que garante a estabilidade do equilibrio nulo, através de Fungoes Dicotomicas.

Teorema 4.1. Suponha que a funcao V' seja definida positiva e dicotomica em ) em

relagao a (4.1). Entao, o equilibrio nulo é estdvel.

Demonstragao. [1]. Sejam R > 0er > 0,r < R de forma que {y € R"| ||ly|| < R} C Q
e sup{||f(y)I| € R| [ly|| < r} < R. Definimos § = inf{|V'(y)| € R| » < [ly[| < R}.
Observemos que d nao pode ser zero, pois V' é continua, V(y) = 0 somente para y = 0
e para os demais, V(y) > 0 e além disso, r < ||y|| < R. Assim, § > 0.

Mostremos agora que existe 0 < v < r tal que, para ||y|| < v, V(y) < §. Para tanto,
definimos h(z) = V(z) — 6 onde h(0) = V(0) —d = —J < 0. Como V & continua em
zero, pelo Teorema da Conservagao do Sinal, existe v € (0,7) tal que ||y|| < v implica
h(y) < 0. Portanto, h(y) = V(y) — < 0, isto &, V(y) < 0, sempre que

lyl| <~v<r<R. (4.10)
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Vale também que se ||y|| < R e V(y) < ¢, entao, necessariamente, ||y|| < r pois se
r<|lyll <R, V(=0 (4.11)

Para v > 0 e pela continuidade de f em zero, existe u € (0,7) tal que ||y|| < u
implica ||z, (y)|| <y < R, paran =1,2,.... k.

Por (4.10), V(z,(y)) < d. Logo, por (4.11), ||z, (y)|| < r, para ||y|| < p < r, com
n=12..k.

Como ¢1(y) = max{V(z,(y)), 0 <n <k} <4, segue pelo Lema 4.2 que ¢;(y) <
c1(y) < 6 para j > 1. Assim, V(z,(y)) < 0 paran = (j — 1)k,...,jk, j € N. E por
(4.11), sempre que ||y|| < p, temos que ||z, (y)|| < r paran = (j — 1)k, ..., jk, jeN

Logo, para r > 0, existe u > 0 tal que, se ||y|| < p, ||zn(y)|| < r e portanto, o
equilibrio nulo é estavel. O

Exemplo 4.1. Considere a equagao

)-GO

em que a e b sao constantes reais.

Paraa =1eb= —1, a fungao V(z,y) = 2> + y* nao é de Liapunov em relagao
a (4.12) devido ao fato de que AV(z,y) nao tem sinal definido numa vizinhanga da
origem.

De fato, de (4.12), temos:

Tnt1 = Tn — Yn
Yn+1 = Tn

AV(@n,yn) = @piy +Yniy — (25 +43)
AVv(l‘na yn) = (ZL‘n - yn)2 + mi - ‘ng - y’rgl
AV (2p,yn) = (2, — yn)2 — yi.

Logo,

Para avaliar o sinal de AV (z,,y,) numa vizinhanca da origem, verificaremos inici-
almente para quais valores AV (z,,,y,) = 0, isto &, (z, — yn)> — 3> = 0.

Para simplificar a notagao, consideremos (x — y)? — y?> = 0, que ¢é equivalente a
y* = (x—y)* oulyl = |z —yl.

Se y > 0 entao

rx—y, se xz—y=>0
y—x, se vz—y<0

Para (z,y) € A1 = {(z,y) e R*}| 0 <y <z} :
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Se y < 0 entao

Verificaremos a seguir para quais valores AV (z,y) < 0 e para quais AV (z,y) > 0.

X
=r—y&y=-=_.
Yy=r—-—y<y 9

Para (v,y) € Ay = {(v,y) €R?*| y > 0,y > x}
y=y—xrx=0.

r—y>0
r—y <0

y—1x, se
r—1y, se

Para (z,y) € A3 = {(z,y) e R} y <0,y <z} :
y=y—xrx=0.
Para (z,y) € Ay = {(z,y) e R}z <y < 0}:

i
—r—ysy=—-.
Yy=r—-y<=y 9

AV(z,y) <0 (r—y)? -1y <02 —2ay+y? <y & 2% — 20y < 0 & 2% < 2xy.

x x
Sex>0,y>§esex<()entéoy<§.

AV(z,y) >0 (z—y)? —9* >0 22 =22y + > >y & 2% — 20y > 0 & 22 > 2ay.

x x
Sex>0,y<§esex<Oentéoy>§.

Podemos visualizar as regioes encontradas através da figura abaixo:

Figura 4.1:

AWz,y) =0 T
Yy 5
AWz, y) >0 AV(z,y) <0
P [ =~ N
’ T~ N
I/ sl AW(z,y) >0
| [ \
T TT T
AV(z,y) >0 ! N A
R !
AWz, y) <0 AV(z,y) >0

Analise do sinal de AV (x,y) em torno do equilibrio nulo.



Analisando o sinal de AV(x,y) numa vizinhanga do equilibrio nulo, verificamos
que AV (z,y) < 0 ndo ocorre em toda a vizinhanga. Portanto a fun¢do V nao é de
Liapunov em relagao a (4.12) paraa =1e b= —1.

Por outro lado, o equilibrio nulo é estavel. Para provarmos isto devemos demonstrar
que V' é uma funcao dicotdémica em relagdo a (4.12) em qualquer vizinhanca  da
origem.

Vamos verificar se para k = 3, a definicao de dicotomia esta satisfeita. Para tanto,

analisemos o sinal de A3V (z,y) e de A3V (z,y).

Para (z,y) € R?

ASV(z,y) > 0 a3 +y3 — (25 +43) 206 (v2 —g)* + 25 —25 —y5 > 0 &
(1 —y—m)?—22>0 22— (r—y)?>022> (v—y)? <z >|r—y|

Se x > 0 entao

r—y, se x—y=>0
r>r—yl=
y—zx, se x—y<0

Para (z,y) € Ay = {(z,y) € R*/ 2 >0,z >y} :
r>r—y<sy>0.

Para (z,y) € Ay = {(z,y) e R*/ 2> 0,2 < y} :
r>2y—x sy < 2.

Se z < 0 entao

y—x, se x—y=>0
v < —lr—y|=
r—y, se x—y<0
Para (z,y) € A3 = {(z,y) e R?/ y <z < 0}:
r<y—x&sy > 2.

Para (z,y) € Ay = {(z,y) e R*/z < 0,2 < y} :

r<r—y&sy<0.
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Podemos visualizar, através da figura abaixo, as regioes onde A3V (z,y) > 0.

A3V(x,y)

\%
o

A3V(x.y)

vV
o

Figura 4.2: Regioes do plano onde A3V (z,y) > 0.

Para (z,y) € R?

AV (x,y) =a5+y3 — (2% +9°) = (x2 —y2)? + a5 —2° —y° =
(11— —)’+ (@ —p)? -2 =y =yi+ (v —y—2)’ —2*—y* = 2”+y* -2 —y?> = 0.

Logo, AV (z,y) = 0, para qualquer (z,y) € R

Afirmamos que V' é uma fungao dicotdmica em relagao a (4.12) paraa =1leb = —1,
para qualquer vizinhanga  da origem, com k = 3, isto ¢, se (z,y) € Qe A3V (z,y) >0
entao A3V (z,y) < 0, ou seja, o conjunto {(z,y) € Q| A3V (z,y) = 2? — (z — y)* > 0}
esta contido no conjunto {(z,y) € Q| A3V (z,y) <0} = Q.

Como V ¢é definida positiva em R? e dicotomica em relagao a (4.12), entao pelo

Teorema 4.1 temos que o equilibrio nulo é estavel.
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Teorema 4.2. Se, em adi¢ao as hipoteses do Teorema 4.1, a fungcao V' for estritamente
dicotomica em ) em relagdo a (4.1), entdo o equilibrio nulo de (4.1) serd assintotica-

mente estdvel.

Demonstragao. |1]. Consideremos p dado no Teorema 4.1 e mostremos que, se ||y|| < p
entdo V(z,(x)) — 0 quando n — 400 e portanto x,(x) — 0 quando n — +o0, que é
o resultado desejado.

Temos que a sequéncia (c;) é decrescente e limitada, pois ¢; > 0, j = 0,1,2, ...
Logo, (c;) é convergente, isto ¢, existe ¢ > 0 tal que ¢ < ¢; com ¢; — ¢ quando
J — +oo.

Se ¢ = 0, o resultado esta provado.

Vamos entao considerar ¢ > 0. Desde que ¢ < p e o unico ponto = com ||ly|| < p
em que AY V(y) e AFV(y) valem zero simultaneamente ¢ x = 0, pela definigao de
dicotomia estrita, entdo as hipoteses garantem a existéncia de p = p(c) tal que, ou
AF_V(y) < —p ou AkV (y) < —p, para todo y, ¢ < ||y|| < p. Pois, se existir y, ¢ <
lly|| < g com AF V(y) > 0e AV (y) > 0, terfamos uma contradigao, considerando
que A¥_V(y) > 0 implicaria em A%V (y) < 0, pela definicio de dicotomia estrita.

Sendo (c;) decrescente, afirmamos que o valor ¢; é assumido no instante jk do
intervalo [jk,(j + D)k, j = 0,1,2,... ., isto &, ¢; = V(zj(y)). Como jk —1 €
[(j — D)k, jk], entao V(zjk-1(y)) < ¢j_1.

Logo, V(zjk-1(y)) = V(zu(y)) < ¢j-1 — ¢, ou seja,

Vi(@r(zjn-r)(y) = V(zr-1(zp-1) () = V(zjr(y) = V(zjp-1(y) = ¢ — ¢j-1.
Como AF_\V(zjx_x(y)) < —p, entdo ¢; —cj_1 < —p, j =0,1,2, ... ., isto &

1 < Co—p,
co < g—p<cy—p—p=cy—2p,
cg < Cca—p<cy—2p—p=cy—3p.

Genericamente, ¢; < ¢y — jp, o qual concluimos que ¢; = —oo quando j — o0,
que ¢ uma contradigao.
No caso em que AKV (y) < —p para todo x, ¢ < ||z|| < R, obtém-se analogamente

a contradigao. O]
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Exemplo 4.2. Seja o sistema

{ Tn = /1 Tn—1||Yn-1], 2(0) = o, (4.13)

x
Yn = Tnp-1, y(o) = Yo, n = 1727"'7

com g > 0.

Mostremos que o equilibrio nulo de (4.13) é assintoticamente estavel, provando que
a funcio definida positiva V(x,y) = 2% + y* ¢é estritamente dicotémica em €. Vamos
verificar se para k = 2, a definicao de dicotomia estrita esta satisfeita. Para tanto,

analisemos os sinais de A2V (g, y0) e A3V (z0, yo)-

Temos que
A%V($0a Yo) = Ve, y2) —V(zy,y1) = 55% + y% - ﬁ - yf
2 2
= (Vilwllnl) + (@0)? = (Vilwolluol) = (w0)?
= ol + 23 = ol o] — o3
2
= /ulaollyol - lxol + (VVialzollyol) = plollyol — o
= | (N plzoyol — ’130|) :
A(Q)V(l’oa yO) = V(x% y?) - V(l‘o, yO) - J]% + y; - .ZU(Q) - yg

2
= (Vilwllsnl) + (@20 = 23 = 98 = laln| + (21)? = 23 — 3

2
= v/lzollyol - ol + (V/ilwolluol) — 23 — 03
= v/ ulzoyollwol + ulzoyol — 25 — y5
= Vulzoyol (plol + v/iulwoyl ) — f — v

A3V (w0, 50) 2 0 [wo] (/oo — |zol ) = 0 pr/ulogo] — |wo] > 0

2
& laol < pv/ulzoye] & laol? < (1v/Hlzogol ) laol* < ulzoyl

& wol” < pPlaollyol T2 |wol < 1Pyl

Notemos que A2V (z,y) > 0 se, e somente se, |z| < p3|y|.
Vamos supor A2V (z,y) > 0 e avaliar os valores de p para os quais A2V (z,y) < 0,
para que V seja estritamente dicotémica em relagao a (4.13), para k = 2.

Assim, se |z| < p3ly|, temos:

AJV(z,y) = /|yl (ull’l + \/ulxy|> — 2’ —y? <\ pty? <u4ly| + \/u492> —z’ =y

= 2Pyl ('lyl + p?lyl) —2® = = (W + pt = 1) o = 2*.

Logo, A2V (z,y) < 0 se, e somente se, b + p* <1 ou pb + p* > 1 com
(u® + pu* — 1) y? —2? <0, isto &, |x] > |y|+/ub + pu* — 1, considerando A2V (x,y) > 0.
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Observemos que a segunda condigao esta descartada, pois:

(i)Sep > 1, /b + p* — 1 > p? e para (z,y) tal que || < p’ly| < \/pb + pt — 1|yl
nao ocorre |x| > /pub + pt —1|y|.

(i) Se 0 < p < 1, pi® > /b + p* — 1 e para (z,y) tal que |z| < \/u® + p* — 1]y| <
12|y| ndo ocorre |z| > /b + pt — 1|y).

Assim, para p > 0 tal que b 4+ p* < 1, para qualquer vizinhanca € da origem em
R? e para k = 2 na definigao de dicotomia estrita, temos que Q% (2,1) C Q_(2,0).

Para que V seja estritamente dicotomica em ) em relagao a (4.13), resta provar
que 20(2,1) N Q2(2,0) = {0}.

Seja (x,y) € Q(2,1) N Q(2,0). Assim,

vV 7 -V ’ =0 2+ 2 _ 2 220
{ (22, 52) =V, 1) & {% 24T <:>{xf+y%=x2+y2

V(ze,y2) = V(z,y) =0 w34+y; —a?—y* =0
<~ { plryl + 22 =22+ & play] —y* =0 |yl(ulz] —[y]) =0
= y=0 ou ly| = ulzl. (4.14)

Da primeira equagao do sistema, temos:

vty —w =y =0 & e+t —ap —2® =06 p/plryl o] — 2" =0
@]z\(u u]xy[—\x]):O & =0 ou v=p/plryler=0 ou 2°=p’|lry|

Sr=0 ou lz| = p1®|y|. (4.15)

Analisando as possibilidades entre (4.14) e (4.15), temos:
(i)y=0,xz=0,
(i) y =0, # = py/pley| =y = 0,2 =0,
(i) 2 =0, ly| = plz| =2 =0,y =0,
(iv) [z = @yl lyl = plz| = |yl = p'lyl =y =0 ou p=1 Sey=0,z=0ca
condigao p = 1 esta descartada.

Logo, concluimos que a unica solugao de 24(2,1) N Q2(2,0) & (0,0), ou seja, V é

estritamente dicotomica em €2 em relagao a (4.13) se u > 0 e u®+u* < 1 e pelo Teorema
4.2, o equilibrio nulo de (4.13) é assintoticamente estével com as condigoes impostas.

Notemos que V' nao é fungao de Liapunov para (4.13), pois

AV(z,y) = V(f(z,y) = V(z,y) =V(Vpulzllyl,z) = V(z,y)

= plz|lyl +2® — 2® — y* = |y|(plz] — |y])

nao tem sinal definido para (z,y) € Q.
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