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Resumo

A Eletrodindmica Generalizada foi desenvolvida por Boris Podolsky em 1942 e trata-se de uma
generalizacao da teoria de Maxwell, na qual é acrescentando na lagrangiana de Maxwell um
termo que envolve a segunda derivada do campo eletromagnético. Atualmente chamada de
Eletrodinamica de Podolsky, foi mostrado que esta teoria é a tnica generalizacao de segunda
ordem invariante de gauge possivel para a Eletrodindmica de Maxwell, tornando esta teoria
uma alternativa para o estudo dos fenémenos eletromagnéticos. Neste contexto, nosso trabalho
tem como objetivo investigar os aspectos classicos da Eletrodindmica de Podolsky. Inicialmente,
estudamos o formalismo lagrangiano para teorias de segunda ordem, aplicando posteriormente
a teoria de Podolsky. Em seguida, prosseguimos para o estudo da teoria de multipolos sob a
perspectiva da Eletrodinamica de Podolsky, aplicando os resultados obtidos em alguns exemplos
da Eletrostatica e Magnetostatica, além de realizarmos a expansao multipolar para esta teoria
que, até onde sabemos, nao tinha sido obtida. Por tltimo, abordamos os conceitos béasicos da
teoria de Radiagao, obtendo a fun¢ao de Green da equacao do quadripotencial eletromagnético

de Podolsky e também os potenciais de Liénard-Wiechert-Podolsky.

Palavras-chave: Eletrodinamica de Podolsky; Func¢oes de Green; Expansao Multipolar;

Area de Conhecimento: Eletromagnetismo.



Abstract

The Generalized Electrodynamics was developed by Boris Podolsky in 1942 and it is a general-
ization of Maxwell’s theory where Podolsky added a new term to the Maxwell’s Lagrangean with
a second derivative of the electromagnetic field. It was shown that Podolsky’s Electrodynamics
is the only possible generalization of a second gauge invariant to Maxwell’s Electrodynamics. In
this context, our work aims a study of some classical properties of Podolsky’s Electrodynamics.
We study multpole theory in Podolsky’s Electrodynamics applying the results to some exam-
ples in Electrostatic and Magnetostatic. We also find the multipolar expansion in this study,
which was something that, to our knowledge, has not been done so far. Lastly, we approach the
basic concepts of the Radiation Theory and we obtain the Green’s Function of the Podolsky’s

Electromagnetic four-potencial and the Liénard-Wiechert-Podolsky’s potentials.

Keywords: Podolsky’s Electrodynamics; Green’s Functions; Multipolar Expansion;

Knowledge Area: Electromagnetism.
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| CAPITULO 1 —

INTRODUCAO

Quando Joseph-Louis Lagrange, em 1788, desenvolveu uma nova formulacao da
mecanica que denominou por “mecénica analitica” [1], ele baseou a mesma na existéncia
de uma funcao escalar L, hoje chamada de funcao de Lagrange ou apenas Lagrangiana,
que depende das posigoes e das velocidades do sistema de particulas em questao. O fato
de que a dependéncia da lagrangiana de um sistema é, com excecao das posicoes das
particulas, no maximo nas velocidades das mesmas particulas surge pois as equacoes de
Lagrange, que fornecem as equagdes de movimento do sistema, sao deduzidas a partir
da segunda lei de Newton [2]. A principio, o fato de que inimeros fenémenos fisicos sao
bem descritos por equagoes diferenciais de segunda ordem é uma coincidéncia. Desta
forma, qualquer generalizagao da fungao de Lagrange para que inclua a dependéncia em
derivadas de ordem superior da posicao é valida, pois diferentes formalismos permitem

diferentes maneiras de se visualizar um determinado problema.

Em 1850, Ostrogradski generalizou o formalismo de Lagrange e de Hamilton
estendendo-os para qualquer ordem de derivadas da posi¢ao [3|. Ele também mostrou
que as equacoes de Euler-Lagrange sempre podem ser substituidas por um conjunto equi-
valente de equacoes diferenciais de primeira ordem, além de generalizar a forma dos mo-

mentos canonicamente conjugados.

Motivado pelo trabalho de Ostrogradski, Podolsky generalizou a Eletrodinamica
de Maxwell acrescentando na lagrangiana de Maxwell um termo que envolve a segunda
derivada do campo eletromagnético multiplicado por uma constante com dimensao de
inverso de energia ao quadrado, hoje chamada de parametro de Podolsky [4]. Neste caso,
a Eletrodinamica de Maxwell é vista como o limite da teoria de Podolsky quando a cons-
tante de Podolsky tende a zero. Sua justificativa para tal generalizagao é baseada em que

a Unica maneira de generalizar a teoria de Maxwell de modo a manter a linearidade da



Capitulo 1. Introdugdo 11

mesma ¢ acrescentando termos na lagrangiana que envolvem derivadas de ordem supe-
rior nos campos. Ele também comenta que as divergéncias na regiao do ultravioleta sao
melhores tratadas quando se consideram equagoes diferenciais de ordem superior a dois.
Em trabalhos seguintes, Podolsky e Kikuchi constroem a versao quantica de sua teoria,

estendendo o método de Heisenberg-Pauli para teorias de segunda ordem [5].

Isto motivou os fisicos a estudarem teorias de ordem superior. Em 1978, Musik es-
tudou o formalismo canénico obtendo o teorema de Liouville generalizado [6]. Em 1984,
Baker et al. argumentaram que, para grandes distancias e em regime de acoplamento
forte, a teoria de Yang-Mills podia ser aproximada por uma teoria efetiva, cuja lagran-
giana continha um termo que envolve a segunda derivada do campo de gauge [7]. Em
1987, Galvao e Pimentel estudaram a estrutura candnica da Eletrodindmica de Podolsky;,
obtendo um resultado muito interessante: a condi¢ao de Lorenz nao é a condi¢ao de gauge
correta para a Eletrodinamica de Podolsky [8]. Os motivos pelos quais eles defendem esta,
ideia sao baseados no fato que o campo eletromagnético de Podolsky apresenta cinco graus
de liberdade fisicos — dois relacionados a um modo nao-massivo e trés relacionados a um
modo massivo — e 8 graus de liberdade aparentes. A condigao de Lorenz nao contemplava
estes outros trés graus de liberdade relacionados ao modo massivo, se mostrando entao
incorreta. Outro motivo apontado é que a condicao de Lorenz quebrava a invariancia da
teoria por transformacoes de Lorentz, nao preservando a evolucao temporal do sistema.
Neste trabalho eles obtiveram a condigao de gauge correta, chamando-a de condicao de

Lorenz generalizada, fazendo a analise de vinculos a la Dirac da teoria de Podolsky.

Outros trabalhos envolvendo a Eletrodinamica de Podolsky também foram reali-
zados. Em 1996, Frenkel resolveu o problema de 4/3 da eletrodinamica classica partindo
da hipotese que o campo eletromagnético satisfaz a lagrangiana de Podolsky [9]. Como
resultado adjacente, ele calculou a autoenergia de uma carga puntual, mostrando que de
fato é finita. Em 2006, Cuzinatto et al. obtiveram um resultado muito importante: a
Eletrodinamica de Podolsky ¢é a tnica teoria de segunda ordem que é invariante pelos
grupos de Lorentz e U(1) local, fazendo dela a tunica generalizagdo de segunda ordem
para a Eletrodindmica de Maxwell [10]. Em 2010, Bonin et al. realizaram um estudo da
Eletrodinamica de Podolsky a temperatura finita [11]|. Eles mostraram que isto implicaria
em uma nova expressao para a lei de Stefan-Boltzmann, alterando a constante de 0. A
nova “constante” o é dada pela constante de Stefan-Boltzmann usual acrescida de uma
correcao que depende explicitamente da da temperatura e da constante de Podolsky, esta
que ¢ igual a raiz quadrada da metade do inverso do parametro de Podolsky. Eles tam-
bém obtiveram um limite experimental inferior da constante de Podolsky, argumentando
que se existe tal correcao na constante de Stefan-Boltzmann, esta deve ser no méaximo
igual ao erro experimental de medida da mesma constante. A dependéncia na tempe-

ratura foi tratada utilizando o valor da temperatura da radiagao coésmica de fundo de
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microondas, este que tem um espectro de um corpo negro muito bem acurado. O limite
obtido foi m 2 4 MeV. Um limite mais recente foi obtido por Bufalo et al. em [12],
estudando o momento magnético do elétron. O valor obtido foi m > 3,7595 x 101? eV. A
Eletrodinamica de Podolsky também foi aplicada para o estudo do problema de Landau
nao-comutativo [13] e o Efeito Casimir [14], mostrando que é possivel a investigagao dos

fenémenos fisicos por meio de teoria de ordem superior.

Nestas circunstancias, o objetivo deste trabalho é realizar um estudo classico da
Eletrodinamica de Podolsky. Dividimos o trabalho de maneira que seja possivel a analise
da Eletrodinamica de Podolsky em diferentes aspectos. No primeiro capitulo fazemos um
estudo do formalismo lagrangiano para teoria de segunda ordem. Obtemos as equagoes
de Euler-Lagrange e estendemos o teorema de Noether para tais teorias. Uma aplicacao a
Eletrodinamica de Podolsky é realizada neste capitulo, obtendo as equacoes de Podolsky,
que sao as equacoes de movimento para o campo eletromagnético de Podolsky, além dos
tensores Energia-Momento e de Momento Angular Total da teoria. O segundo capitulo
consiste do estudo da teoria de multipolos sob a perspectiva da teoria de Podolsky. Este
capitulo é divido em trés segoes: a primeira se¢ao comenta sobre as equagoes de Podolsky
em termos do potencial escalar elétrico e do potencial vetorial magnético. A segunda
secao aborda a Eletrostatica de Podolsky, aplicando em alguns exemplos e realizando a
expansao multipolar para o potencial escalar elétrico, que é verificada para o caso de um
disco carregado uniformemente. A terceira secao investiga a Magnetostatica de Podolsky,
também aplicando para alguns exemplos e realizando a expansao multipolar do potencial
vetorial magnético. O terceiro capitulo aborda os conceitos basicos da teoria de Radiagao,
obtendo a fungao de Green da equagao do quadripotencial eletromagnético de Podolsky
e também os potenciais de Liénard-Wiechert-Podolsky. O ultimo capitulo é o de Conclu-
soes e Perspectivas, no qual comentamos sobre os resultados obtidos e propomos alguns
temas que podem ser estudados por meio da Eletrodinamica de Podolsky. Os detalhes
que julgamos importante foram colocados em formato de apéndices e também fizemos
dois anexos: um sobre as definigoes que utilizamos e outro sobre o teorema da adi¢ao de

harmonicos esféricos, resultado que utilizamos em um dos apéndices.
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| CAPITULO 2

TEORIA DE CAMPOS PARA
LAGRANGIANAS COM DERIVADAS DE
SEGUNDA ORDEM NOS CAMPOS

2.1 Introducao

Nesta capitulo estudaremos o formalismo lagrangiano para uma teoria de cam-
pos cuja densidade de lagrangiana possua derivadas de ordens superiores nos campos.
Limitar-nos-emos ao caso em que a densidade de lagrangiana da teoria tenha até se-
gundas derivadas nos campos, ou melhor, consideraremos o caso de uma densidade de
lagrangiana do tipo £ = L(p;, i, 0,0,¢:)." A Eletrodinamica de Podolsky, objeto de
estudo desta dissertacao, é uma teoria cuja densidade de lagrangiana possui segundas

derivadas nos campos. Isto mostra que este estudo preliminar serd muito util.

Para tanto, estabeleceremos sob quais circunstancias o funcional de A¢do de um
determinado sistema fisico seré invariante por transformacoes globais de coordenadas, isto
é, transformacoes cujo parametro independe do ponto do espago-tempo. Para isso, defini-
remos dois operadores que ajudarao a destacar os efeitos da transformacao sob o funcional
de Acao. Em seguida, tomaremos dois tipos especiais de transformacoes e veremos suas
implicacoes. Para os dois tipos de transformacoes adotados, faremos uma aplicagao para

a Eletrodinamica de Podolsky.

1 Para este tipo de densidade de lagrangiana daremos o nome de densidade de lagrangiana de sequnda

ordem por simplicidade
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2.2 Os operadores 0 e 0, suas relagcoes com o operador
diferencial covariante e a variacao de um elemento

infinitesimal de hipervolume

Seja A : Fo — R tal que Fq ¢ o conjunto das funcoes de classe C* em 2, este que
¢ um subconjunto fechado, limitado e simplesmente conexo do espaco de Minkowski?, e
R é o conjunto dos niimeros reais. Diremos que A é o funcional de A¢ao® de um dado

sistema fisico se a relagao que o define é dada por

Alpl = [ doL(en 0,010,000, 2.1)
Q

com L a densidade de lagrangiana do sistema fisico em questao e ¢; = ¢;(x) é um campo
de Fq. O indice subscrito ¢ indica o tipo do campo. O principio de A¢ao de Hamilton
estabelece que a evolugao do sistema fisico é tal que extremiza o funcional de Acao.
Entende-se por extremizar obter as condigoes nas quais d A = 0. No caso geral, a varia¢ao
da Acao é feita por meio de variacoes nos campos e nos eventos nos quais os campos sao

calculados.

Seja uma transformacao infinitesimal nos eventos e nos campos da forma
ot — a2t =gt + fat, (2.2)
pi(r) — ¥i(a) = @i(x) + dpi(x), (2.3)

sendo que dz* e dp; sao fungoes de x, dp; é chamado de variagao total de p; com dp; <K 1
e as distancias espacial e temporal entre z* e Jx* sao arbitrariamente pequenas. Chama-

remos qualquer func¢ao de dx* ou dy; de infinitésimo.

A variacao na Ac¢ao é dada da seguinte maneira
dA[pi] = /(5£)d4x + /£(5 (d*z) . (2.4)
Q Q

E preciso atencao com o operador d, pois o mesmo é afetado pela variacao dx*, como
veremos mais a frente. Para ajudar no desenvolvimento de nosso estudo, definiremos a

variacdo na forma de ¢;, que denotaremos por 0y; e é dada por

dpi(x) = ¢i(z) — pi(x). (2.5)

Para uma transformacao infinitesimal, dp; < 1. Note que esta variacao é realizada sob

o mesmo evento x. Assim, a informacao que dp; nos da é o quanto a forma funcional do

Para saber as defini¢oes utilizadas neste trabalho, veja o Anexo A.

3 Também chamado apenas de Acdo.
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campo p; mudou apés uma transformacao do tipo ¢; — ¢}, calculando a diferenca entre
a forma final e a inicial de ¢; para o mesmo evento. A maneira que ¢ atua em uma funcio
F: Fo — Fq tal que F = F(y;, 0., 0,0,p;) é dada por

OF — oF oF -

OF = —6p; + =———0(0,0i) + ==———0(0,0,¢;). 2.6

Determinaremos como escrever dy; em termos de dy;. Substituindo a eq.(2.2) em
(2.3) temos

i(") = gi(x + o) = @i(x) + Oupi(x)oat, (2.7)

sendo que na passagem acima fizemos uma expansao de Taylor em torno de x = 0 e

truncamos a série nos termos lineares em dz*. Usando (2.5), obtemos

gi(x) = (pi(@) 4+ 0pi(x)) + 9y (pilx) + dpi()) d*,
= @i(z) + 0pi(x) + Oupi(x) i’ (2.8)

pois excluimos os produtos de infinitésimos.Comparando (2.3) e (2.8) temos que
Spi(z) = dp;i(x) + 620, 0i (). (2.9)

Note que a variagao total de ; é, desta maneira, separada em duas partes: a parte
referente a dp; é relacionada com as alteragdes na forma funcional do proprio campo,
enquanto que dx* é devido as alteragoes do argumento dos campos. Isto motiva a seguinte

definicao para o operador 9.
§ =8+ dx"d,. (2.10)

Assim, de acordo com as transformacgoes (2.2) e (2.3), dado F : Foq — Fq, entao

a variacao total de F' é
§F = 0F + 6210, F. (2.11)

Repare que se dx* = 0, entao & = 9, como deveria ser.

Para estudarmos outras propriedades de § e ¢, consideremos a eq.(2.2). Sabemos
que x# = 2/ —dx+. Desta forma, denotando o operador diferencial covariante com relacao

as coordenadas x’ por d,,, & possivel mostrar que
ot =0t —0,(0x"). (2.12)

Para obtermos a expressao acima, utilizamos a mesma expressao recursivamente e des-

cartamos o produto de infinitésimos. Desta forma,

9, = 0,20, = (6,% — 0, (62%)) O = 0, — 8, (62°) D (2.13)

I
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Aplicando (2.13) em (2.8) temos

0upi(a’) = (9 — 0, (62%) 0a) (i) + dpilw) + Ippi(2)a”)
= Oupi(x) + 0, (5pi(2)) + 0,0p0:(x)d2”, (2.14)

onde novamente descartamos o produto de infinitésimos.

Com isso, identificamos a variacao total de 0,¢; como

5 (0u4(2)) = O, (Bir()) + B, Ds01(2)5°. (2.15)
Utilizando (2.9), temos que
Oy (6i(x)) = 0, (6pi(2)) + 0,050i(2) 62" + Dpeps(2)0, (627) . (2.16)

Calculando a diferenca entre (2.15) e (2.16) obtemos
0 (Oupi(r)) = O (0pi(w)) = Oapi(x)dy (027,
[0, pi(x) = Oatpi()8, (627), (2.17)

ou seja, 0 comuta com d, somente se dz* independe de x. Vejamos o caso de 0 e 0.

Aplicando (2.10) em 0,;, temos

8 (Oupi(x)) = 6 (Oupi()) + 6278, 0,0 (). (2.18)

Subtraindo (2.15) de (

S(QM@Z’(I)) (5901 )
[0,0,] pi(x

que mostra que § comuta sempre com J,,.

)

2.18) e usando o fato de que ¢; é de classe C%, temos que
) =0,

) =0, (2.19)

Analisaremos agora a variagao de um elemento infinitesimal de hipervolume. Sa-
bemos do Calculo Diferencial e Integral de fungoes de varias varidveis que, dada uma
transformagiao de coordenadas como (2.2), um elemento de hipervolume d*z se trans-
forma como
or’

d'vr — d*a’ =
. ox

d'z = d'z + 6 (d'z), (2.20)

/

ox

sendo que ¢ o determinante Jacobiano da transformacao e é dado por

axlo 81‘/0 ax/O axlo
oz Ozt 0x%2 Ox3
al,/l 8x’1 axll axll
oz Ozt O0x?2 Ox3
- ax/Z ax/Q ax/Q ax/Q ) (2'21)
oz Ozt 0z Ox3
ax/3 ax/3 (93:"3 (933/3
ox® Ozt 0x2 023

o
oz
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O determinante pode ser escrito como

ox’'

| = P10 0’ 0,20’ (2.22)

Xpressa ima, € a mponen nsor evi- Civita uar rdem
Na expressao acima, €*?7™ sdo as componentes do tensor de Levi-Civita de quarta ordem,
que sao nulas para quaisquer dois indices iguais, sao totalmente antissimétricas e €123 =

+1. A eq.(2.2) nos fornece
O\a'? = Oy (27 4 027) = O\ + Oy (027) = 6,7 + O, (627) . (2.23)

Assim, obtemos

ox'

% — Eaﬁ'yﬂ'aa$l()aﬁmll aVI,IZan/S’

= 140, (0z"), (2.24)

sempre excluindo o produto de infinitésimos. Desta forma, usando (2.20), temos

ox’'
4 4 _ |9
dw+(5(dx) I d*x,
= (1+ 9, (62"))d"z,
= d'xr + 0, (0z") d*z.
Portanto,
§ (d'z) = 0, (02*) d'x. (2.25)

Com estes resultados, continuaremos com o processo de extremizagao da Agao
(2.1).

2.3 A variacao da Acao por transformacgoes globais

Como vimos na eq.(2.4), a variagao da agao depende de como o operador § atua em
fungoes do campos e em hipervolumes infinitesimais. Devido & defini¢ao de ¢, sua aplica-
¢ao sobre a Acao destacara a participacao de cada uma das transformacgoes infinitesimais
(x = 2’ e ¢; — ¢}), como veremos a seguir. Isto permitira analisar o comportamento de
dA pelas transformagoes (2.2) e (2.3) de maneira independente uma da outra, evidenci-
ando em cada caso resultados interessantes. Daremos continuidade ao estudo de 0 A por

transformacoes globais.
Seja d A dada por (2.4). Das eq.(2.10), (2.6) e (2.25), temos que

oL — oL - oL -
ol /(a% Opit a(ﬁu%)a(a”%) * 3(&3”%)5(8“8”%) + 00 E))d .

' (2.26)
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Usando a comutatividade dos operadores ¢ e 0, e a regra de derivacao de um produto de

fungoes, temos que

+ 9, (5x“£)] d*z. (2.27)

Usamos novamente a comutatividade de & e d,, e o fato de ¢; ser de classe C*. Logo,

+ {g—; — 0, <a(g—§0i)) + 0,0, (W)}S%}d% (2.28)

Note que, com isso, podemos separar A em partes proporcionais a dx* e dp;, mostrando
que a analise pode ser feita de maneira independente para cada transformacao — apenas

x — x’ ou apenas @; — .

Existem diversos tipos de transformacoes globais, mas estamos interessados em
dois tipos especiais: as transformagoes a ponto fizo, que sao caracterizadas por dz* = 0,
com (5(goi)|m: Oe (5(@@)’89: 0, e as transformagcoes de simetria que sao caracterizadas
por serem elementos de um grupo de transformacoes. As transformacoes de simetria
estudadas neste trabalho fazem parte de grupos unitarios continuos, isto é, grupos cujos
os parametros que determinam um elemento do grupo sao continuos. A unitariedade é
requerida para garantir conexao com o elemento identidade do grupo. Neste trabalho seréd
destacado o Grupo de Poincaré, que é o grupo das isometrias do espago de Minkowski.
A imposigao da extremizagao da Ag¢ao em cada caso trara resultados interessantes e por

isso estudaremos estes casos nas secoes seguintes.

2.4 Transformacoes a ponto fixo: As equacoes de Euler-
Lagrange

As transformacoes a ponto fixo, como sao chamadas, sao transformagoes caracte-

rizadas da seguinte forma:

t — =2t d(pi(x))| =0, (2.29)

pi(r) — i) = @ix) + dpi(x), 0(Oupi())| = 0. (2.30)
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Como consequéncia da definicdo, dz* = 0 e dp; = dp;. O nome faz referéncia ao seu
)|6Q: 0e 5<au90i)|39: 0 dizem

que as mesmas quantidades sao nulas na borda do hipervolume 2. Exploraremos como

analogo na mecanica classica puntual. As condigoes 6(ip;

este tipo de transformacao afeta o funcional de Agao. Usando a eq.(2.28), temos que

- ar oL oL 4
el = Q/ {&Pi o (8(&&01‘)) + 0O (a(auavgoi))} dode

oL oL oL
P (YN R P
Q/ 3@y ~ 2\ a@aa ) )2 T a0

(2.31)

Usando o teorema de Gauss-Ostrogradsky na segunda integral temos

[l o oc \
el = / {% a“(@(é’m))*a”a“<8<@uay¢i>)]5%“

" ag [(mg—% - @(%))M + %5(@@] do,
(2.32)

Devido a imposi¢ao de que 0(p;) ‘89: 0 e d(0up:) }m: 0, entao a segunda integral é nula.

O que resta é somente

oL oL oL
o= [ a2 Y e (ol Wiwre o
o= ) on = e ) T\ 500000 )17 (239
Impondo a extremizagao da A¢ao, A = 0, temos que
oL oL oL
— =0y =—=—— ) +0.,0 (—)} Spidiz = 0. 2.34
Q/ {asoz- " (a<ausoi>) “\0@,d,0) )™ 230

Como dy; é uma funcao arbitraria em 2, entao pelo Lema Fundamental do Calculo

das Variagoes [2] temos

oL oL oL
— 0| =———— | +0,0 <—) = 0. 2.35
og O (a@%)) "\ 900,0,2) (2.35)

Estas sao as famosas Fquacgoes de FEuler-Lagrange para uma densidade de lagrangiana
de segunda ordem. A conclusdo que se chega é que se a A¢ao (2.1) é submetida a um
conjunto de transformagoes como das eq.(2.29) e (2.30), de tal forma que JA = 0, entao
a densidade de lagrangiana satisfara as equacoes de Euler-Lagrange. A partir destas
equagoes ¢ possivel obter as equagoes de movimento para ;. Devido a ordem da derivada
do campo na densidade de lagrangiana e o tltimo termo das equagoes de Euler-Lagrange,
vemos que as equagoes de movimento serao, no maximo, de quarta ordem nas derivadas

em ;. Vejamos uma aplicacao desse estudo na Eletrodinamica de Podolsky.
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2.4.1 As Equacgoes de Podolsky

Seja Ap o funcional de Agao da Eletrodindmica de Podolsky

Ap[AF] = / A2 Lp (A", 5, A" 0,0, A"), (2.36)
Q

com Lp a densidade de lagrangiana de Podolsky e A* = (¢, A) o quadripotencial ele-
tromagnético com ¢ o potencial escalar elétrico e A o potencial vetorial magnético. O
campo A" é chamado de campo eletromagnético de Podolsky. Estamos considerando que

Ar ¢ de classe C* em Q. Se houverem fontes de campo eletromagnético, Lp ¢ dada por [4]

1
Lo == F"Fyy +ad,F*"0,F, - J,A", (2.37)

sendo que F,, = 0,A, — 0,A, sao as componentes do tensor de Faraday, J* = (p, J) é a
quadridensidade de corrente, com p a densidade de carga e J a densidade de corrente de
carga, a ¢ chamado de pardmetro de Podolsky, que é constante, real e com dimensao de
inverso de energia ao quadrado. A mesma teoria sem fontes de campo eletromagnético
equivale a tomarmos J* = 0. Note que o tensor de Faraday é antissimétrico, pois [}, =
—F,,,. Note, também, que a densidade de lagrangiana de Podolsky ¢ idéntica a densidade
de lagrangiana de Maxwell, exceto pelo termo proporcional a 0, F*”. A saber, a densidade

de lagrangiana de Maxwell com fontes é dada pela seguinte expressao [15]
1
Ly = _ZLFWFW — J, A (2.38)
Devido ao formato da eq.(2.37), vemos que
6111_1}(1] ,Cp = ['M (239)

Este limite servira como “teste” para o que desenvolvermos usando a teoria de Podolsky,

quando compararmos aos resultados obtidos pela teoria de Maxwell.

Encontraremos agora as equagoes de movimento para a Eletrodinamica de Po-

dolsky. Sejam as equagoes de Euler-Lagrange para a densidade de lagrangiana de Podolsky

8LP aﬁp a/:p
£ o= - ) =0. 2.4
oA, a“(a@Aa)) *a”a“(a@aum)) 0 (2:40)
E possivel mostrar que
aL"P aLP aﬁp
— o, 9EP __pue 9P o (9 FO0 — i, POV . (2,41
DA ' 9(0,A,) " 9(0,0,A,) a(n g ). (241)
Portanto,

(1+2a0)8,Fr = J°. (2.42)
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com O o operador d’Alembertiano. Note que no limite de a — 0 o lado esquerdo da

eq.(2.42) retorna

hII(l)(l +2a0)0, F*° = 0,F". (2.43)
a—

Logo,
0, F" = J°,

ou seja, no limite de a — 0 as equagoes de movimento da Eletrodinamica de Podolsky
recaem sobre as de Maxwell, como esperado [15]. A eq.(2.42) fornece apenas as equagoes
que possuem termos de fontes. Precisamos obter as equagoes que nao possuem tais termos.
Note que a definicao do tensor de Faraday é a mesma na teoria de Maxwell e na de

Podolsky. Desta forma, F),, satisfaz a identidade de Bianchi
8aF57 + 87Fa5 + 65Fw = 0. (244)

Pode-se mostrar que a identidade de Bianchi reproduz as equacoes de movimento que nao

possuem termos de fontes.

Para escrevermos as eq.(2.42) e (2.44) em termos dos campos elétrico e magnético

FE e B, tomaremos as seguintes defini¢oes

(E)" = F®, (2.45)
. 1 ..
(B)' = —§ekajk, (2.46)

k

sendo que €Y% sdao as componentes do tensor de Levi-Civita de terceira ordem, que sio

totalmente antissimétricas e €'?* = +1. Desta forma,

(14+2a0)V-E = p, (2.47)

V-B = 0, (2.48)

(14 2a00) (v « B %‘f) ~ (2.49)
vxE+B _ (2.50)

ot
As equagdes (2.47), (2.48), (2.49) e (2.50) sdo chamadas de Equagdes de Podolsky.

Juntamente com a forga de Lorentz
F=qg(E+vxB) (2.51)

elas resumem todo o contetdo teodrico da Eletrodinamica Cléssica de Podolsky. Note
que as equacgoes com fontes sao diferentes das equagoes de Maxwell com fontes. Por
isso, na Eletrodinamica de Podolsky, a forma como as fontes criam os campos é diferente

comparado a Maxwell. Note, também, que no limite de a — 0, as equagoes de Podolsky
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recaem nas equagoes de Maxwell [16]. A invariancia do operador d’Alembertiano O por
transformacoes de Lorentz faz com que as equagoes de Podolsky também sejam invariantes
por transformacoes de Lorentz. Daremos um destaque maior para estas equacgoes nos

capitulos posteriores.

2.4.2 A Conservacao da Carga Elétrica

A conservacao da carga elétrica é observada nos mais diferentes processos (colisoes
de particulas, decaimentos, producdo de particulas, etc) [17] e por isso é uma das sime-
trias fundamentais da Fisica. Sendo assim, qualquer que seja uma teoria sobre fenémenos
eletromagnéticos, esta deve ser condizente com a conservagao de carga elétrica. Veremos

como obté-la na Eletrodinamica de Podolsky.

Podemos retirar uma informagao muito interessante da eq.(2.42) . Como os ope-

radores 0, e O comutam, entao

(1+2a0)0,0,F" = 0,J°. (2.52)
Devido a antissimetria de F'*?, o lado esquerdo da equagao é nulo. Desta forma,

0,J° = 0. (2.53)

A eq.(2.53) nos diz que a quadridensidade de corrente é conservada. A conservagao de
J# implica na conservagao de carga elétrica por evolugao temporal. Isto é facil de ser
verificado explicitando o somatorio

0= 0,J° = 9yJ° + 0,J" = % +V-J, (2.54)

que é a equacao de continuidade para as fontes de campo eletromagnético. Esta equacao
diz que a carga elétrica é conservada localmente. A conservacao local implica na conser-
vacao global de carga. Para obter a conservacao global de carga, integramos a expressao

em = = R? e, supondo que a corrente J é nula no infinito, mostra-se que

% =0, com Q= /p d*z. (2.55)

A conservagao da carga elétrica também esté relacionada com o fato da Acgao de
Podolsky ser invariante por transformacoes de gauge. Explicaremos isso melhor. Consi-

dere a seguinte transformacao no campo eletromagnético
AF — A = AP — OFA(x), Az)] =0, (2.56)

com A uma funcio arbitraria de classe C?. Estamos tomando dz* = 0. Abrindo para

cada componente, a transformacao de gauge para os campos p e A é
OA\(z,t)
ot "’

A— A = A+ VA(x,t). (2.58)

o — ¢ =
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Da maneira que sao definidos os campos elétrico e magnético em termos das componentes

do tensor de Faraday, é possivel mostrar que

E = —Vo——. (2.59)
B = V xA. (2.60)

Sendo assim, é possivel mostrar que, sob as transformacoes (2.57) e (2.58),
E-—E=E, B B =B, (2.61)

ou seja, os campos elétrico e magnético, que sao os campos fisicos da teoria, sao invariantes
por transformagoes de gauge. Esta invariancia deve levar a alguma simetria. Veremos de

qual se trata. Com a eq.(2.56), é possivel mostrar que
FW — "W = (2.62)
Desta forma,
Lp— Lp=Lp+ J,0"A. (2.63)
A invariancia da Agao (2.36), isto ¢, Ap — A, = Ap impoe que

/ d'z J,0"\ = 0. (2.64)
Q

Usando integragao por partes, o teorema de Gauss-Ostrogradsky, a condi¢ao A} 0=

0 e a arbitrariedade de A chegamos a conclusao que
o, J" =0, (2.65)

que é a equagao para conservacao de carga elétrica.

2.5 Transformacoes de Simetria e o Teorema de Noe-
ther

As transformagoes de simetria sao elementos de um grupo de transformagoes. Um
grupo é um conjunto de elementos no qual é definido uma operagao com estes elementos.
Esta operagao deve ser fechada, isto é, a operagao de dois elementos do grupo resulta
em outro elemento do grupo e deve ser associativa. Também é requerido a existéncia do
elemento neutro e do elemento inverso. Para mais detalhes sobre a teoria de grupos, veja

a referéncia [18].

O nome simetria faz referéncia a invariancia da Agao por essas transformagoes.

Essas transformagoes sao caracterizadas por parametros relacionados ao grupo que, nos
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casos que estamos estudando, sao constantes, isto ¢, independem do ponto no espaco-
tempo. Nosso desejo é estudar qual é o efeito destas transformacoes sobre a Acao. Para
isso ¢ necessario escrever as variagoes nos campos e nas coordenadas quando se trata de

uma transformagao de simetria. Vejamos como isto é realizado.

Sabemos que transformagoes de simetria nos campos e nas coordenadas, quando

sao elementos de um grupo unitario e continuo GG, podem ser expressas da seguinte maneira

o' — 2™ = [exp (iwab)}“y xv, (2.66)

pile) — Glla) = [exp (WD), (@), (2.67)

sendo que T} sao os geradores de G e w® os parametros que determinam um elemento de
G. O nimero complexo ¢ faz com que os geradores sejam hermitianos. Neste caso, a soma
implicita no indice latino b vai de 1 até n, com n o nimero de geradores. Vale ressaltar
que a transformagao (2.66) age no espago de Minkowski e a transformacao (2.67) age no
espaco de configuracao, o espago da fungoes ;, sendo, portanto, uma representacao do
grupo G. Os geradores T, podem mudar ou nao suas expressoes quando atuam no espaco
de configuragao. Isto dependerda do campo em questao. Para mais detalhes sobre teoria

de representagao de grupos, veja a referéncia [18].

ST 2 :
Para o caso de transformacoes infinitesimais ((wb) < wb), podemos aproximar a

exponencial até a primeira ordem de sua série de Taylor.

ot — = [1+ih])" 2 = (6“,, + iw” (Tb)"y) ”,
= *+ F“(b)wb, (2.68)
i(z) — ¢i(2") = []l + iwab} i P () = <5ij + Wy (Tb)i]) pi(x),
= i) + Vi’ (2.69)

com I'* o) € U, fungoes de x. Os parénteses em torno do indice subscrito b é para
enfatizar de que se trata de um indice relacionado ao gerador da transformacao. Deste

modo, fazemos a identificacao
doxt = F“(b)wb e dp; = \I/Z-(b)wb. (2.70)
Usando a eq.(2.9), temos que
dpi(x) = dpi(x) = 0xdupi(x) = ‘I’z‘(b)wb - Fu(b)wbau%(x%
= <\I/Z»(b) = F“(b)ampi(x» Wb = @i(b)wb. (2.71)

Todo o processo ja realizado sobre a variagao da Acao se mantém inalterado na

substituicao de dz# e dyp; pelas expressoes dadas em (2.70). Assim, podemos substituir
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diretamente (2.70) e (2. 71) (2.28).

oL b oL u
Q

oL oL oL
= i — = __\|® 4 2.72
y {9% 8“(6(%)) #0020 }d 272
Fazendo as seguintes defini¢oes
- oL oL
nm" = —— =0, =, 2.73
se~*omam) e
~ . oL
" = — 2.74
50,0, (274
oL oL oL oL
= — —9 + 0,0 <—), 2.75
0pi dpi “(W%%)) "\ 9(0,0,i) (2.75)
obtemos
vi 5‘6 b j4
JAlpi] = M H'“(I)(b)-i—l_[“ 0, ;0 +F“(b)£ +5_gp-(1)i(b) w’d x. (2.76)

Ao impormos a invariancia da Acdo JA = 0, a arbitrariedade de w® faz com que o

termo entre chaves seja nulo. Assim,

) Vi oL
Se a densidade de lagrangiana L satisfaz as equagoes de Euler-Lagrange, entao

(M:Oe

dep;

—6# [Hm@i(b) + ﬁ‘wji&,@i(b) + F“(b)£:| =0. (2.78)

Isto motiva a defini¢ao da quadridensidade de corrente J(ZS

T = =T1"®yg) — 0,y — T, L, (2.79)

cuja divergéncia é nula,

O s = 0. (2.80)

A eq.(2.80) sintetiza o contetdo fisico do Teorema de Noether. Se a Agao (2.1) é
submetida a um conjunto de transformagoes dadas por (2.68) e (2.69) e a densidade de
lagrangiana satisfaz as equagdes de Euler-Lagrange dadas por (2.35), entao aparecerao
n quadridensidades de correntes conservadas dadas pela eq.(2.79), com n o nimero de
geradores do grupo de transformagao. Uma demonstragao rigorosa do teorema de Noether
¢ encontrada na referéncia [19]. A referéncia original do teorema de Noether ¢ dada
em [20].
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A eq.(2.80) fornece um resultado muito importante. Para ver isso, tomemos um
hipervolume W no espago-tempo ilimitado nas dire¢oes do tipo-espaco. Denominaremos
a borda desta regiao por ¥ que esta no infinito e é do tipo-tempo. Considere também
que W seja limitado no tempo por duas hipersuperficies S; e Sy do tipo-espago. Assim,
OW =3 US; US,. Integrando a eq.(2.80) em W temos

0 — / 50, = / Pl = / P+ / Pl — / Po,Jl. (281)
w ow by S1 So

Na primeira passagem utilizamos o teorema de Gauss-Ostrogradsky. O sinal negativo é
devido a orientacao da hipersuperficie. Supondo que a quadridensidade de corrente é nula
em X, que equivale a dizer que ela tende a zero suficientemente rapida no infinito, entao

a integral em X é nula e sobra apenas que
3 3
/d Oud gy = /d oud ). (2.82)
Sl 52
Isto significa que a integral [ d?’aMJ(b’; em que S, é uma hipersuperficie do tipo-espaco

¢é independente de S,,, desde a quadridensidade de corrente se anule no infinito. Desta

forma
o,
(b)
w = =
o) 0Q)
= a/d?’xJ?b)—l—/deVJ(b) = ot +/d2$n~J(b), (283)

= = o=

com Z = R3. Na tltima passagem utilizamos o teorema da divergéncia de Gauss. Como

a quadridensidade de corrente é nula no infinito, entao a ultima integral é nula e temos

Q)

o =0, com Qu) = /dng&), (2.84)

ou seja, a integral em todo o espago da componente zero da quadridensidade de corrente
é conservada no tempo. A esta quantidade é dado o nome de carga. Vejamos agora o caso

em que G é o grupo de Poincaré.

2.5.1 Transformacgoes de Poincaré

As transformagoes de Poincaré sao as transformagoes entre sistemas de referéncias
inerciais (transformagoes de Lorentz) unidas as translagbes no espago-tempo que preser-
vam a métrica de Minkowski. A lei de formacao é a composi¢ao de transformagoes. As
transformacoes de Poincaré juntamente com a lei de composicao de transformagcoes for-
mam o Grupo de Poincaré. Este grupo possue dez parametros independentes: quatro

relacionados com translacoes espago-temporais, trés relacionados com rotagoes em torno
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de qualquer um dos trés eixos espaciais (dngulos de Euler) e trés relacionados aos boosts
nos trés eixos espaciais. Uma transformacao de Poincaré genérica é escrita da seguinte

forma
U(a,w) = exp (—z’b"PM + %waﬁMaﬁ) , (2.85)

sendo que P, sao os geradores das translagoes espago-temporais e M,g os geradores das
rotacoes espaciais e boosts. Sabe-se que w*® = —w?®. Isto faz com que os parametros b
e w contabilizem 10 parametros independentes. Pode-se mostrar que os geradores P, e
M, se comportam como quadrivetores e tensores de segunda ordem sob transformacoes

de Lorentz, respectivamente. Os geradores satisfazem as seguintes relagoes de comutagao

[Pr, P = 0. (2.86)
1
; [MSWT? PM] - ngo,upﬂ' - 777T/J,P<p- (287)
1 vy
(M, Myrl = NurMuy 4+ MppMyx — Ny My — 10, MFT. (2.88)

1
As equagoes acima formam a algebra de Poincaré, que é uma algebra de Lie. A eq.(2.86)
diz que que as translagoes espago-temporais comutam. As eq.(2.87) e (2.88) dizem que
rotacoes e boosts nao comutam com translagoes e nem com outras rotagoes e boosts. Para

mais detalhes sobre o grupo de Poincaré, veja as referéncias [21,22].

Vejamos um detalhe importante sobre a eq.(2.85). Ela nos mostra que podemos
tratar translagoes separadamente de boosts e rotagoes, tomando ocasionalmente 0* = 0
ou w*® = 0. Por isso, trabalharemos com cada transformacio separadamente. Vejamos

primeiro o caso de translagoes espago-temporais.

2.5.2 'Translagoes Espago-temporais: Tensor Energia-Momento
Considere uma translacao espaco-temporal dada por?
at — 2" = [exp (—ib*R,)|", z". (2.89)
pi(r) — pi(z’) = i(z). (2.90)
O parametro da transformacao é b*. Para o caso de uma translagao infinitesimal, as
distancias espacial e temporal entre z# e b* sao arbitrariamente pequenas. Sendo assim,

podemos expandir a exponencial em série de Taylor em torno do zero e truncé-la no termo

linear em b*.
ot — 't = (1 —ib*P1) ¥ = (6", — ib*P,o*,) 2,
= a4+ b, (2.91)
pi(r) — @) = wi(2), (2.92)

Os campos sao tensores ou espinores. Desta forma, sao inalterados por translagoes espago-temporais

4
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onde usamos P, = id, [15]. Assim, de acordo com a eq.(2.70), se dx* = T'* b e dp; =
v,,bt, entao
N e U, = 0. (2.93)

14 14

Logo, ®;,, = —0,pi(r) e temos a conservacao do seguinte tensor densidade de

corrente O/, = J #

0" = 11M0,p; + [1"10:8,0; — 6" L. (2.94)
Definindo ©#" = "?©* | temos que

O = MO p; + II"0" Dep; — ™ L. (2.95)

Como termos que sao divergéncias totais nao mudam o tensor densidade de corrente’,

entao ©" pode ser escrito como

O = I oy PPy L (2.96)
Ccom
) oL oL oL
M= 20| ————— | — Oy | —— 2.97
= e (a@am)) : (a@wi)) (2.97)
e
o oL
po— = 2.98
= e (2.98)

Na expressao acima, Z significa derivada parcial de Z com relacdo ao tempo. A vantagem
da eq.(2.96) é visto quando expressarmos as quantidades (cargas) conservadas. Ambas
as eq.(2.95) e (2.96) sdo equivalentes. Assim, a conveniéncia da situagdo que dird qual

expressao usaremos.

O tensor densidade de corrente da eq.(2.95) ¢ usualmente chamado de tensor de

Energia-Momento canénico do campo ;.5 A carga conservada é dada por

PP = / 3z 0%, (2.99)
A invaridncia no tempo desta carga é associada a conservacao do quadrimomento linear

do campo ;. A componente O% é a densidade de Hamiltoniana canénica do sistema. A

integral em todo o espago ¢ a Hamiltoniana do sistema.

He = / $Px ("¢ + 7 — L), (2.100)

Esta afirmagao se baseia em que as quantidades fisicas (cargas) sdo obtidas por integrais das com-
ponentes da quadridensidade de corrente. Desta forma, termos que sao divergéncias totais sempre
podem ser descartados sob o argumento de que, ao se efetuar a integracao, as primitivas de tais termos
sao nulas na superficie em que se é feito a integragao.

Rigorosamente, deveriamos chama-lo de tensor densidade de Energia-Momento, mas suprimiremos a
palavra ‘densidade’ para a expressao nao fique demasiadamente carregada.
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com 7w = % e 7 = % os momentos canonicamente conjugados aos campos ¢; e @,

que sdo considerados variaveis independentes [8].

Se a densidade de lagrangiana nao depende explicitamente do tempo, entao a ha-
miltoniana do sistema é igual a energia total. A energia total do sistema é uma quantidade
positiva. Portanto, uma condi¢ao que garante que a energia seja sempre positiva é que

para campos nao-nulos

QY > 0. (2.101)

pi#0

J4 a integral da componente ©% ¢ o momento linear do campo ;. Sua expressao

é dada por

Pl = / $Pu (7' o + T ) . (2.102)

Com as eq.(2.95) e (2.96) em maos, podemos calcular o tensor Energia-Momento

para a densidade de lagrangiana de Podolsky.

2.5.3 O Tensor Energia-Momento da Eletrodinamica de Podolsky

A ideia de como obter o tensor de Energia-Momento é a mesma aplicada na Sub-
secao 2.5.2 fazendo a associagdo ¢; = A,. Desta forma, usando a eq.(2.95), o tensor

Energia-Momento é dado por
0% =TIy’ A, + 12 9°0: A, — n*° Lp. (2.103)

Precisamos calcular as quantidades 11V e ﬁ%@’. Usando as eq.(2.73) e (2.74), tais quan-

tidades em termos dos campos A, sao

w  OLp OLp

Iy = —G(GQAV) 0, (—8(8aapAy))' (2.104)
~ oL

(7372 P
s = EX R (2.105)

Definindo o seguinte tensor
Y= s — 0" (2.106)
e utilizando a eq(2.41) pode-se mostrar que

Y = F“+2an*"0,0,F" Y’ ",. (2.107)
M = 2an°"d,F°1¢ ", (2.108)
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Assim, o tensor Energia-Momento da Eletrodinamica de Podolsky é dado por
@ va 1 « v aTm v
0y = F9°A, - i PF™E,, + 2a (n 9,0,F"Y* ¥, 0P A,
1
+ naﬂﬁyFWTgW”eaBagA,, + Z—lnaﬁﬁuF“”&,F"y) . (2.109)

Observe que no limite de a — 0, @%ﬂ — @?V[B, sendo que @i/f ¢ o tensor Energia-Momento
de Maxwell [15].

Um detalhe importante é que o tensor Energia-Momento nao é simétrico nos indices
a e . A simetria nos indices nao é uma regra a ser cumprida, mas é desejavel em alguma

7

areas da Fisica — por exemplo, gravitacao.” O método de simetrizagao, que envolve o

uso de termos de divergéncia total conhecido como processo de Belinfante, nao funciona
com teorias que apresentam derivadas de ordem superior nos campos. Para estes tipos
de teorias, o procedimento a ser realizado encontra-se em [23|. Para a Eletrodinamica de

Podolsky, o tensor simétrico ¢ dado por [24]
&7 167 1 o 17 1 « 17 g 87 [0}
0y = FF’ + J1 " F + 20 (_5" $0,F"9,F°, — F**OF” — FP'gFe,
— F*9,0,F"% — FP19,0,F" + @F“a@oF”ﬁ) : (2.110)

Note que também no limite de a — 0, @%f — @Oj\‘fs, sendo que @%Z ¢ o tensor Energia-

Momento de Maxwell simétrico [25].

O quadrimomento linear do campo A,, que ¢ conservado por evolugao temporal,
¢ dado pela seguinte expressao
1 1
P’ = / &Pz O = / APz [FMOF@ + ZnOfBFWFW +2a (—Eno’gauFW&,F"V

— FO%oF®, — FP'gF°, — F%9,0,F" — F*0,0,F" + 8MF“080F05)] .
(2.111)

O momento linear do campo eletromagnético é obtido de P?. Usando a regra de
derivacao de um produto de funcoes e eliminando os termos que sao divergéncias totais,

temos

P = / d’x {FMOF; +2a <—FOHDF; — F*OF’, + aquaoF“O)} : (2.112)

As equagoes de Einstein para a gravitagao igualam quantidades referentes a geometria do espago
(métrica e o tensor de Ricci) a quantidades relacionadas a matéria (tensor Energia-Momento). Tanto
a métrica como o tensor de Ricci sao tensores de segunda ordem simétricos. Por isso é desejavel que
o tensor energia-momento também seja simétrico.
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Em termos dos campos E ¢ B, temos que

P:/d% {ExB+2a[E><DB+DExB+v-E<E—VxB>H, (2.113)

sendo que Z indica significa a derivada parcial de Z com relagao ao tempo.
Assim, identificamos o vetor de Poynting da Eletrodindmica de Podolsky
SzE><B+2a[E><DB+DE><B+V-E<E‘—V><B>}, (2.114)
que recai no vetor de Poynting da Eletrodinamica de Maxwell no limite de a — 0.

A hamiltoniana da Eletrodinamica de Podolsky é obtida de PY.

H = /d3:c

— FOF°, — F*0,0,F"° — F*0,0,F" + aMFMOaUFUO)} : (2.115)

]' 14 1 v [
FIOFS, + 1F" Fu +2a (—ia“Fﬂ 9y F7, — FO'OF?,

Escrevendo H em termos dos campos E e B, obtemos

1 ) 2 2
H = /d3x§{BQ+E2+2a{<E—VxB) +(V-E) +4FE -0OF

+ 4E~V(V-E)}}. (2.116)
Ela também pode ser escrita da seguinte forma
H= /d% {WMAM +THA, — ﬁ} : (2.117)
com )
™ = FM—2a (800 FM — 00 0\F) . (2.118)
™ = 2a (O\FM —n™oNF). (2.119)

Neste formato, a hamiltoniana explicita os pares candnicos — (7#, A,) e (7*, Au) — que

sdo importantes na formulagao hamiltoniana da EletrodinaAmica de Podolsky [8§].

A densidade de energia do campo eletromagnético fornece uma informacao sobre
o parametro de Podolsky. Para extrai-la, restringir-nos-emos ao caso eletrostético (E =
0; B =0). Sendo assim,

o = Yn(ea) v (e v

— %{E2+2a{<V-E)2+4E-Vx (VxE)]}. (2.120)



Capitulo 2. Teoria de Campos para Lagrangianas com Derivadas de Segunda Ordem nos Campos — 32

Segundo a eq.(2.50), para o caso eletrostatico, V x E = 0. Logo,

2
0y = %{E2+2a<V-E> } (2.121)

Sabemos que para os casos em que o campo elétrico E é nao-nulo, entao @932 > 0.

Assim,

E2

A eq.(2.122) mostra que o parametro a tem um limite inferior. Este limite depende

a>— (2.122)

das configuracoes de campos de cada problema em particular. Como assumimos que a
era um parametro constante e real, isto quer dizer que a independente da configuracao
particular do campo. Observando que o lado direito da inequagao é sempre negativo,
entao para satisfazermos a independéncia de a quanto ao campo, basta que o parametro

satisfaca
a > 0. (2.123)

Estudaremos agora o caso em que as transformacoes infinitesimais sejam transfor-

magoes de Lorentz e rotagoes.

2.5.4 Transformacoes de Lorentz e Rotacoes: Tensor Momento

Angular e Tensor Spin

Considere a seguinte transformacgao de Poincaré

- "
ah — 2t = [exp (%wo‘ﬁ]\/[oﬁ)] z. (2.124)

plo) = ) = [ow (3os)| o0 (2.125)

ij

Relembrando as eq.(2.68) e (2.69), vemos que o parametro da transformagao é
w*®. Como w* = —wP entdo W;ns = —W;s, € F“aﬁ = —F“ﬂa. Sendo assim, definiremos
que ozt = %F“aﬂwaﬁ e dp; = %\I/mgwo‘ﬁ. O fator % serve para evitar contagem dupla. No
caso de uma transformagcao infinitesimal, podemos expandir a exponencial e trunca-la no

primeiro termo da expansao

. s ;
RN (]l + %waﬁMa5> ¥ = (5”1, + 2w (Maﬂybu) ",

2
= '+ wz,. (2.126)
pi(z) — gi(a) = (]1 tow BMaﬂ) () = (5@‘ + 5w ’ (Mocﬁ)ij) ®j;
ij
1
= i+ s Vg™, (2.127)

2
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onde usamos (Mas)", = inaun"s — ingn, [15] e (Mag),; depende do campo em questao.

Por inspecao, vemos que
s =028 — 120 (2.128)

Disso tiramos que @;o3 = Vinp + £,059;i(T) — v30,p:(2) e temos o seguinte tensor

de corrente A“aﬁ = Jaﬁu

Ay = T — 1710, Bi0s — T 5L,
= "W, — " 2,0500(x) + 11" 330,p0i(x) — ﬁ“l’ial,\lfmﬁ
- ﬁﬂ”’?nmaﬂ%(x) - ﬁ“”ixa&ﬁggpi(w) + ﬁ“”inl,gaagoi(x) + ﬁ“”ixlg&,aagoi(x)
+ n'51a L =t 1L,
= T, — DI (ayxpmﬁ + vaﬁav%-) + O 15— Oy, (2.129)

que, pelo teorema de Noether,

90" 5 = 0. (2.130)

Para o tensor A”aﬂ damos o nome de tensor Momento Angular Total. Note que

podemos separar A" 5 como a soma de dois tensores

A“aﬁ = L“aﬁ + S“aﬂ (2.131)
com

LV 5= 0" 15 — 0" sz,, (2.132)

que é chamado de tensor Momento Angular Orbital devido a sua forma lembrar L = r X p.

O que sobra é somente
St =104 — NG (&}I’mg + T,,Jg@%) (2.133)

que recebe o nome de tensor Spin. O nome Spin se deve ao fato de que em Teoria Quéantica

de Campos este tensor é associado com o spin do campo. Como 9, A" op = 0, entao
8u5“a5 = Ous — O34, (2.134)

pois 0,0, = 0. A parte antissimétrica do tensor Energia-Momento quebra a conservagao
do tensor Spin. No caso em que ¢; € um campo escalar, o tensor Energia-Momento

canonico € simétrico e, consequentemente, 0,,5" ap = 0.
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2.5.5 Os Tensores Momento Angular Orbital e Spin da Eletrodi-

namica de Podolsky

A maneira de como se obter os tensores Momento Angular Orbital e Spin foi
apresentada na Subsegao 2.5.4. A exigéncia ¢ fazer a associacao ¢; = A, e determinar
V;n3. Como o campo eletromagnético de Podolsky ¢ um campo vetorial, entao uma

transformacao infinitesimal em A, — boost e rotacao — ¢ feita da seguinte maneira
AP — AP = AP WM A, (2.135)
com w o parametro da transformacao. Desta forma, identificamos ¥, como

Vs = 0 Ay — 0" Aa,
= T A (2.136)

O tensor Momento Angular Orbital é obtido utilizando a eq.(2.103)
[P = ekraf — ez,
_ Tagﬁ}y@l}éﬁlﬁ,
1
Frof AP ot — ;ln”f F*F, Y7 a7 + 2a (WapavF‘WP;gaﬁAy
1
+ O, FOT V0005 A, + ZU“E(‘LFW@UF"V) Tagﬁvﬂ (2.137)
e a carga associada a L% &

Iof = / d'a |7 (0 A’ — 97 A4,0%) + 7 (00 Ay — 974, (2.138)
com 7" e T dados por
= FM —2a (9y0\FM — 0 0, 0\F) . (2.139)
o= 2a (O\FM — o). (2.140)
O tensor Spin é obtido de (2.133). Usando a eq.(2.136) temos que
Sty = T, AL = T (1,050,454 7,,750,4, )

= F*Y Y AL+ 2a (n’””f V0N Pa06D FOU A, — Y 2T 7 00, F700, A,

po B pa B pa B

- 77M Tywpe Tua

g &,F“G(‘?WA,)) (2.141)
e a carga associada a SOQB é

Ses = / d*x [W“T T A, +%~T#avﬂAw] (2.142)

pe B
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Em ambos os casos, os tensores L**% ¢ S#*# no limite de a — 04 recaem nas expressoes

obtidas pela Teoria de Maxwell.

Com isto, encerramos este capitulo. As teorias de campos com derivadas de ordens
superiores nos campos sao estudadas hd muito tempo e, apesar da dificuldade intrinseca ao
lidar com elas, varios resultados ja foram obtidos. Este capitulo mostrou que é possivel
um formalismo lagrangiano para teorias de segunda ordem. A referéncia (8| constroi
todo o formalismo hamiltoniano para tais teorias. Com a definicdo dos pares canonicos
(m#, A,) e (TH, Au), a construcao de uma formulacao hamiltoniana para a Eletrodinamica
de Podolsky se torna natural. Ainda em [8], a andlise de vinculos da Eletrodinamica de
Podolsky ¢ realizada, obtendo todas as condi¢oes necessarias para se reduzir os graus de
liberdade aparentes da teoria, além da obtencao do gauge de Lorenz generalizado, que
veremos com mais detalhes posteriormente. Em [26] o formalismo de Hamilton-Jacobi
para sistemas singulares descritos por lagrangianas de segunda ordem ¢é o objeto de estudo.
Também ¢ realizada uma aplicagdo a Eletrodinamica de Podolsky. A referéncia [10]
mostrou um resultado importante: A teoria de Podolsky é a tnica teoria de campos de
segunda ordem possivel que seja linear e invariante pelos grupos de Poincaré e U(1) local.
Em outras palavras, todas as teorias de segunda ordem lineares e invariantes pelos grupos
de Poincaré e U(1) sobre Eletrodindmica sao equivalentes a Eletrodindmica de Podolsky,
fazendo dela a tunica generalizacao possivel da Eletrodinamica de Maxwell. Desta forma,

teorias de segunda ordem se mostram alternativas para a descricao da Natureza.
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| CAPITULO 3

TEORIA DE MULTIPOLOS NA
ELETRODINAMICA DE PODOLSKY

3.1 Introducao

Neste capitulo faremos um estudo sobre a teoria Eletrostatica e Magnetostatica de
Podolsky. O interesse pelo regime (independente do tempo) é inerente & gama de feno-
menos eletromagnéticos que podem ser investigados sem levar em conta a dependéncia
temporal dos mesmos. Atualmente, todos estes fendmenos sao descritos pela Eletrostatica
e Magnetostatica de Maxwell e é natural neste trabalho estendermos esta descricao para

a teoria de Podolsky.

A primeira secao deste capitulo consiste em determinar como as equacoes de Po-
dolsky sao escritas em termos do potenciais escalar elétrico e vetorial magnético no caso
estatico e qual é a fixagao de calibre adequada para este caso. Em seguida, teremos mais
duas grandes secoes: uma sobre a Eletrostatica de Podolsky e outra sobre a Magnetosté-
tica de Podolsky.

Na secao sobre Eletrostatica estudaremos as quantidades relacionadas a carga pun-
tual tais como seu potencial elétrico, seu campo elétrico, o fluxo de seu campo elétrico,
entre outros. Um breve modelo para uma carga puntual é estudada nesta parte. Ainda
nesta secao estudaremos o dipolo elétrico e suas propriedades. O dipolo elétrico servira
como ensaio para o estudo dos multipolos elétricos, importantes na aproximagcao de poten-
ciais e campos de distribuicoes de cargas que, em geral, sao dificeis de serem modelados.
Mostraremos como é feita a expansao multipolar na Eletrostéatica de Podolsky e aplica-

remos para o caso de um disco com uma densidade superficial de carga constante.

Na secao sobre Magnetostatica explicaremos sobre as correntes estacionérias, que
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sao fontes de campos magnéticos estaticos. Em seguida, obteremos o potencial vetorial
magnético de algumas configuracoes de corrente, como por exemplo, o potencial vetorial
magnético devido a um fio infinito e a uma casca esférica girante carregada eletricamente.
Faremos também a expansao multipolar do potencial vetorial magnético e aplicaremos

para uma espira circular delgada com uma corrente constante.

3.2 As Equacoes de Podolsky para o caso estatico e a

Condicao de Coulomb Generalizada

As equagoes de Podolsky sao as equacoes que descrevem toda a dindmica dos cam-
pos elétrico e magnético de Podolsky. Juntamente com a forca de Lorentz, elas descrevem
como a matéria interage com o campo eletromagnético. Elas sdo dadas pelas eq. (2.47),
(2.48), (2.49) e (2.50) e sabemos que para o caso estatico (E = 0; B = 0) sdo escritas da

seguinte forma

(1-2aV*)V-E = p, (3.1)
V-B = 0, (32)
(1-2aV)Vx B = J, (3.3)
VxE = 0. (3.4)

Do modo que sao definidos os campos elétrico e magnético em termos das compo-

nentes do tensor de Faraday, é possivel mostrar que, no caso estéatico,
E = -V, e B=VxA, (3.5)

com ¢ o potencial escalar elétrico e A o potencial vetorial magnético.

Desta forma, escrevendo as equacoes de Podolsky com fontes em termos dos po-

tenciais p e A temos

(2aV? - 1)V3 = p, (3.6)
V[(1-2aV*)V-A] + (2aV>-1)V?A = J. (3.7)

A invaridncia de gauge da Eletrodinamica de Podolsky permite que facamos a

seguinte escolha
(1—-2aV*)V-A=0. (3.8)

A eq.(3.8) é chamada de condigio de Coulomb generalizada. A imposigao desta condi¢ao
esta relacionada com o fato de que o campo de Podolsky apresenta graus de liberdade
aparentes. Para reduzi-los aos graus de liberdade fisicos, é necessario impor condigoes

sobre os campos. A condigao correta, que foi obtida por Galvao e Pimentel em [8], ¢ a
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condi¢cao de Lorenz generalizada, que se reduz & condi¢cao de Coulomb generalizada no caso
estatico. Desta forma, motivados por (2.123), as equagoes de Podolsky sob a condigao de

Coulomb generalizada sao

1
(Wv2—1>v2¢ = ), (3.9)
1
(—2V2—1)v2A = J, (3.10)
m
com
1
m=1/5- (3.11)

A constante m tem dimensao de inverso de comprimento e é chamada de constante de
Podolsky. O inverso desta constante, que tem dimensao de comprimento, é uma escala
de comprimento caracteristica da teoria, sendo chamada de comprimento de Podolsky. A
constante m tem um limite inferior relacionado com o limite de deteccao dos experimentos.
O valor obtido mais recente para este limite ¢ m > 3, 7595 x 10! eV e foi determinado em
[12]. Devido a expressao que define m, o limite de a — 0, equivale a m — +o00. Veremos
agora quais as implica¢oes que a Eletrostatica de Podolsky impoe sobre os potenciais e

campos de particulas e distribui¢oes continuas de cargas.

3.3 A Eletrostatica de Podolsky

A Eletrostatica, como o proprio nome sugere, é o ramo da Eletrodinamica que
estuda as propriedades e o comportamento de corpos carregados em repouso. Os corpos
carregados variam entre corpos extensos até corpos mintsculos. Iniciaremos nosso estudo

analisando as propriedades da carga puntual.

3.3.1 A Carga Puntual

A carga puntual, que denotaremos por (), é uma particula puntual carregada
eletricamente cuja densidade de carga é do tipo delta de Dirac. Para uma carga puntual

em um ponto P € R3, este que é localizado por um vetor 7, sua densidade de carga p é

plr) = 6 (r — 7). (3.12)

A eq.(3.12) nos diz que em qualquer ponto do espaco, exceto P, ndo existe carga elétrica.

A constante ¢ é a quantidade de carga elétrica da carga puntual (). Esta constante é um
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nimero real' e é obtida pela integracio em todo o espaco da densidade de carga p

Quant. de carga de @ = /p('r') dr = /q5 (r—7) dr=q. (3.13)
A quantidade de carga g também é chamada de carga devido a uma carga puntual. Por

muitas vezes denota-se uma carga puntual pela sua quantidade de carga.

Neste estagio é possivel determinarmos o potencial elétrico de uma carga puntual.
Sabemos que o potencial escalar elétrico devido a uma carga puntual em um ponto lo-
calizado por um vetor r satisfaz a eq.(3.9), com p dado pela eq.(3.12). Esperamos que
o mesmo tenha dominio em todo o espaco e que tenda a zero quando a distancia entre
o ponto onde se calcula o potencial e a localizacao da carga for arbitrariamente grande.

Podemos traduzir nossas expectativas da seguinte forma

Dominio de ¢ = R? e lim ¢(r) =0, (3.14)
r—+00
com r = ||r|. Estas s@o condi¢ées de contorno e estao bem definidas, no sentido que

podemos utilizar o método das Fungdes de Green para resolver a eq.(3.9). Segundo este

método, a solugao da eq.(3.9) é dada por
olr) = [ Glrrp(ryar (315)

sendo que o sobrescrito ’ indica que a integragao é realizada na variavel 7’ e G é a funcao

de Green da eq.(3.9) que satisfaz

(%v? - 1) V2G(r,v') = d(r — 1), (3.16)

com as mesmas condigoes de contorno de ¢. O operador (#Vz — 1) V? atua somente

na variavel r. A resolugao da equagao diferencial de G(r,r’) é feita utilizando o método
da Transformada de Fourier e o calculo completo se encontra no Apéndice A. Assim,

utilizando o resultado (A.25), temos que

waﬁ=g%“_ﬁﬁﬁfﬂm_r””- (3.17)

Desta forma, utilizando as eq.(3.17) e eq.(3.12), é possivel mostrar que o potencial

calculado em um ponto localizado por r devido a uma carga puntual localizada em P é

QO(’I") _ i <| 1 exp(_er B %H)) ) (318)

dm \f|lr — 7] 7 =7
Em 1913, Robert A. Millikan publicou “On the elementary electrical charge and the Avogadro cons-
tant” que mostrou que a quantidade de carga elétrica é multiplo de uma carga elétrica elementar,
denotada por e, cujo valor medido foi e = 4,774 £ 0,009 x 10~!° ESU. Este fato mostra que a
carga elétrica é quantizada. Como isto ndo muda a analise feita neste trabalho, entdo descreveremos
a quantidade de carga elétrica por um nimero real. Para detalhes sobre o experimento de Millikan,
veja a referéncia [27].
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Note que @ satisfaz os seguintes limites

Jim p(r) =0, (3.19)
: 1 gq
Jim p(r) = P (3.20)
. m
lime(r) = q (3:21)

de modo que, nas expressoes anteriores, tomamos a carga puntual localizada na origem

do sistema de coordenadas, sem perda de generalidade.?

A eq.(3.19) nos diz que o potencial vai a zero para pontos muito distantes da carga
puntual, como esperado. A eq.(3.20) mostra que o potencial elétrico devido a uma carga
puntual na teoria de Podolsky se comporta como o potencial elétrico na teoria de Maxwell
no limite da constante m indo a infinito. Ja a eq.(3.21) contém uma informacao valiosa:
o potencial elétrico de Podolsky devido a uma carga puntual é finito sobre a carga. Este é
um resultado interessante pois sabemos que, fisicamente, o potencial elétrico nao deve ser
ilimitado sobre a carga. Este resultado ajudara a resolver outros problemas como veremos

mais a frente.

A partir da expressao para o potencial escalar elétrico da carga puntual, podemos

calcular o campo elétrico gerado por esta carga. Se E = —V, entao
qg [1 yexp(—mr) 1 .
E — — —— ‘(1 _ 3.22
(r) ar |2 " mr + mr )| (3.22)

com 7 um vetor unitario na direcao de 7.

Tomando E(r) = E(r)#, é possivel mostrar os seguintes limites para E(r)

TEI—POO E(r) = 0, (3.23)
1 q

lim F = ——= 24

mirJrrloo (T‘) 4 7'2’ (3 )
. g

ll_I)I(l) E(r) = 3 M (3.25)

de modo que a andlise feita sobre as eq.(3.19) e (3.20) também é valida no caso da norma
do campo elétrico. A eq.(3.25) mostra que o campo elétrico gerado pela carga puntual
quando calculado sobre a carga é finito. Isto merece ser destacado pois o campo elétrico

é um observavel, isto é, pode ser mensuravel.

Com a expressao do campo elétrico da carga puntual, podemos calcular o fluxo
deste campo por uma casca esférica. Para isso, considere uma casca esférica S de raio R,

centrada na origem, orientada positivamente. Escolhemos esta superficie devido a simetria

2 Daqui em diante, tomaremos a carga puntual sempre localizada na origem, a menos que seja menci-

onada sua posigao.
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esférica do campo. Propondo uma parametrizagao em coordenadas esféricas para a casca
esférica para facilitar os calculos e denotando por # um campo de versores normais a 5,

é possivel mostrar que

#E A do = [l — exp (—mR) (1+mR)]. (3.26)
S

A eq.(3.26) nos diz que o fluxo depende explicitamente da superficie.

Podemos nos perguntar qual é a energia necessaria para reunir um conjunto de n
cargas puntuais? A resposta é obtida da mesma forma que na teoria de Maxwell, pois a
interacao entre cargas elétricas e o campo eletromagnético de Podolsky é a mesma que na
teoria de Maxwell. Sendo assim, seja W o trabalho necessario para mover carga puntual
q de um ponto A do espaco até ponto B submetida a um potencial elétrico . Isto quer

dizer que W = q[p(B) — ¢(A)]. Se o ponto A é tomado como referéncia (em geral, no

infinito) e ¢ é devido a um conjunto n — 1 cargas puntuais com cargas ¢, -+ , ¢, €ntao
Lo (L= exp (—mlri = 7))
W=— i / 3.27
w2 2 320
=1 7>
sendo que 7y é o vetor que localiza a carga puntual ¢, K =1,--- ;n e ¢ = q. Podemos

escrever de uma maneira mais elegante da seguinte forma

LN, [ —exp (=mllri —mj]))]
W = G , (3.28)
B P
J#i

de forma que o fator 1/2 foi introduzido para evitar contagem dupla. Podemos retirar g;

do somatorio em j e teremos
W= getr) (3.20)
=3 iP\Ti)s .
5 - qip

com ¢(r;) o valor do potencial em r; devido a todas as cargas puntuais g;, j # i. Esta
expressao pode ser estendida para o caso de distribui¢oes continuas de cargas fazendo a
correspondéncia Y <> [ e ¢ > dq. Desta forma, se p for a densidade de carga de um

volume carregado e finito ¥, entao

1

W = 5 /p(r’)gp(r’) dr’, (3.30)

\\

com ¢ o potencial no interior de V. Podemos definir a densidade de carga em todo o
espaco, denotada por p e definida da seguinte forma
- { p(r’), se eV

(3.31)
0, se r'gv
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Logo,
1 ~ ! ! !
W= [ atryetr) v, (3.32)

com = = R3.2

Neste ponto surge um possivel modelo para uma carga puntual, como o elétron.
A quantidade a ser analisada é a energia necessaria para formar tal carga. O modelo
mais simples para uma carga puntual é trata-la como uma esfera carregada com uma
distribuicao de cargas esfericamente simétrica. Tomaremos o caso em que a densidade de

carga é constante. Vejamos este calculo agora.

Seja uma esfera de raio R carregada eletricamente e com densidade de carga cons-
tante pg. Para calcularmos a energia para formar a carga, precisamos do potencial no

interior da esfera. Isto é obtido da eq.(3.15),

otr) = - [ B =T ar (3.33)
sendo que
p(r') = po®(R —1'), (3.34)

r < R e O éa fungao de Heaviside definida do seguinte modo

1, se z>0
O(z) = ’ . 3.35
(z) {0, se <0 ( )

Uma integracao em coordenadas esféricas resulta em
Q1 r\ 2 cosh(mr)  sinh(mr)\ [exp(—mr) A\ 2
p(r) = 8_7r}_2[3_ <}_tg> —6( mr (mr)? )( . )(}—%)
sinh(mr)\ [ exp(—mR) 1
+6( i )( " )(1+m%>
sinh(mr)\ (exp(—mr) 1 r\ 2
B 6( mr ) ( mr ) (1 + %) (E) ]’ (3.36)

4
com ) = §7TR3p0. Substituindo (3.36) em (3.32) com p(r') = pg©(R — ') e realizando a
integral, temos que

3Q*m [exp(—2mR)
80 { (mR)S

W } [4(mR)5 exp(2mR) — 10(mR)? exp(2mR) + 30(mR)

+ 15 4+ 15(mR)? exp(2mR) + 15(mR)* — 15exp(2mR) |. (3.37)

3 Para ndo carregar a notacdo, a partir de agora denotaremos a densidade de carga em todo o espaco

apenas por p.



Capitulo 3. Teoria de Multipolos na Eletrodindmica de Podolsky 43

Uma carga puntual pode ser vista como o limite de uma esfera carregada com seu
raio tendendo a zero. Tomando este limite sobre (3.37) e usando a regra de L’Hopital
obtemos que a energia armazenada em uma carga puntual é
Q*m

8t '

que é finita. Note que a finitude da energia do campo esta relacionada diretamente

Wcarga =

(3.38)

com a constante de Podolsky e fica cada vez maior a medida que m cresce. O mesmo
resultado seria obtido se uséssemos a eq.(2.116) para o caso eletrostatico e o campo elétrico
de uma carga puntual dado em (3.22). Neste caso, a interpretagdo é que a energia da
carga estd armazenada no campo eletromagnético. Este ¢ um dos grandes resultados da

Eletrodinamica de Podolsky.

3.3.2 O Dipolo Elétrico

O dipolo elétrico consiste em duas cargas puntuais ); e ()5 com cargas +q e —q,
respectivamente, separadas por uma distancia fixa 2d. Pode-se tracar um segmento de
reta que une as duas cargas puntuais. Assim, o ponto médio deste segmento é tomado
como a origem de um eixo coordenado, que é paralelo ao segmento de reta. Desejamos
calcular o potencial elétrico produzido por este sistema em um ponto P do espaco. Este
ponto é localizado por um vetor r que faz um angulo # com o eixo coordenado. Este

sistema pode ser visualizado na fig.(1).

P

2d

Figura 1 — O dipolo elétrico.

Para calcularmos o potencial em P, utilizaremos o principio da superposicao que
nos diz que o potencial em P sera o potencial devido a carga puntual (); adicionado ao
potencial devido a carga puntual Q5. Isto é valido pois as equacoes da Eletrodinamica de

Podolsky sao lineares. Sendo assim, temos que

pa(r) = @1(r) + pa(7), (3.39)
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de forma que o indice subscrito d indica o potencial de dipolo e ¢; e o representam os
potenciais gerados pelas cargas (Q; e (2, respectivamente. Utilizando a eq.(3.18), temos
que

q 1 1 exp (—m|r + 7))  exp (=m|r —r|])

4 _ . (3.40
w = Jrer] ] Tr =] (3.40)

pa(r) =

com 1’ = dz.

Note que eq.(3.40) é exata, isto é, ela fornece exatamente o valor do potencial em P.
Contudo, nosso interesse se volta para regioes do espago muito distantes do dipolo elétrico
e gostarfamos de analisar como é o potencial em tais regioes. Neste contexto aparece a
seguinte pergunta: Como é possivel dizer que determinado ponto P do espaco estd muito
distante de uma distribuicao de cargas genérica de tamanho finito? A resposta para esta
pergunta é que se a maior distancia entre dois elementos carregados da distribuicao
de cargas (cargas puntuais ou elementos infinitesimais de volume carregado, no caso de
distribuigoes continuas de carga) ¢ muito menor que a minima distancia entre o ponto
P e um elemento carregado da distribuicao de cargas, entao é razoavel dizer que P esta
muito afastado da distribuicao de cargas. Esta é a chamada Condi¢ao de Aproximagao
Multipolar e sera usada intensivamente neste capitulo. Podemos sintetiza-la da seguinte

forma

Condicao de Aproximagao Multipolar - Caso Eletrostatico 1. Seja uma distri-
buicao de cargas que se encontra em um determinado volume finito W do espago, este que
¢ simplesmente conexo. O volume W € o menor volume que contém todos os elementos
de carga. As distincias (euclidianas) entre dois pontos arbitrdrios a e b de W e entre um
ponto arbitrdario ¢ de W e um ponto P do espago sao denotadas por d(a,b) e d(c, P), res-
pectivamente. Para os casos que trataremos estas distdncias sao numeros reais positivos.

Sejam também dois conjuntos X e Y definidos como
X = {d(wy,ws) | wi,ws € W}, Y = {d(ws,P) | ws € WePeR’}.

Desta forma, quando o ponto P satisfizer a sequinte relagao

max X

1 3.41
min Y <h ( )

diremos que P estd muito afastado de W .

A ideia intuitiva desta condi¢ao é comparar o “tamanho” da distribuicao de cargas

com a distancia desta até o ponto onde se deseja calcular o potencial.

Aplicando a condicao de aproximacao multipolar para o dipolo elétrico, temos que

2!

<1 (3.42)
lr —7/||
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Podemos melhorar esta expressao. Sabemos que dados dois niimeros reais x e y,
tais que z > 0, y > 0 e x > y, entdo x? > y*. Assim, como 7’ > 0 e ||r — 7'|| > 0, entao

temos que
47 < |r — |2 (3.43)

Utilizando a defini¢ao de norma, temos que a expressao (3.43) é equivalente a

() (%) et <, s

r

com 6 o angulo entre r e . Sabe-se que o modulo da fungao cosseno é menor ou igual a

unidade. Desta forma, valem as seguintes inequacoes

(1) (D) s () 2(Dewmes (D) w2 (D). s

Portanto, se r e 1’ satisfizerem a seguinte inequagao

I\ 2 /
3 (T—) +2 (T—> <1, (3.46)
r r
entao a condigao de aproximagao multipolar (3.42) sera satisfeita.

Sabemos que 7’ /r > 0, pois r > 0 e ' > 0. Assim, como 3(r'/r) > 2(r'/r), entao

basta que r e r’ satisfacam

3 <;)2 +3 (%’) < 1, (3.47)

para que a condigao de aproximagao multipolar (3.42) seja mantida. A inequagao dada

em (3.47) é equivalente a

r! r

— |+l —. 3.48
( r > 3r' ( )

Pelo fato de que ’/r + 1 > 1, pois r//r > 0, mostra-se que a seguinte inequagao

7,/
— <1 (3.49)
,

garante que a condi¢do de aproximagao multipolar dada em (3.42) seja realizada.

Desta forma, podemos expandir ¢4(7) em uma série de Taylor de r'/r em torno
de zero e aproximé-la até os termos lineares 1’ /r. Para tanto, sabemos que da definigao

de norma

1 1 1

rer] r\/H (%'fﬂ (7”?) cos(6)

(3.50)
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e também

e s (1) 2 () ot

_ - . (3.51)

el r \/1 N (7’?’)2 19 (;) cos(6)

Expandindo as expressoes das eq.(3.50) e (3.51) em séries de Taylor de ’/r em

exp (—m||r £ 7’|

torno de zero, temos que
1 1 r!
—_— =~ -|1 — 0 3.52
e =7 |17 (5) ) 352

exp (=mllr £ 7'||) _ exp(—mr)
=l - r

r

{1 + (1 +mr) (1) COS(@)] . (3.53)

Substituindo (3.53) e (3.52) em (3.40) é possivel mostrar que

palr) ~ %% { (%) — 3(mr) (”Z) Ke)‘pfr;mr)) (1 + %)] } cos(0). (3.54)

O formato desta expressao é muito interessante, como sera visto em breve. Entretanto,

podemos escrevé-la da seguinte forma

oa(r) ~ i% { (%) —m [exp (—mr) <1 + %)} }p s (3.55)

com 7 um vetor unitario na direcao de r e p o vetor momento de dipolo elétrico da

distribuicao de cargas, que é dado como
- (3.56)

Para o potencial do dipolo elétrico, é possivel mostrar os limites

lirgl wa(r) = 0, (3.57)
r—400

. 1 p-7
ml_lgloogpd('r') = = (3.58)

O campo elétrico do dipolo elétrico é obtido de E4(1) = —Vpg4(r). Sob a condigao

de aproximacao multipolar, temos que

Bitr) ~ o |62 p) o (S (14 )

mr mr
— 3 3
— (mr)? (—eXp( W)) (1 + =+ —) (p-7) r] (3.59)
mr mr — mr
que naturalmente satisfaz os seguintes limites
TEIJPOO E,r) = 0, (3.60)
. L1 A
lim E4(r) = B(p-7)7 —p|. (3.61)

m—-+00 413
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que sao resultados obtidos via Eletrostatica de Maxwell.

Podemos investigar qual é a energia potencial de um dipolo elétrico na presenca
de um potencial elétrico externo. Para tanto, denotaremos o potencial elétrico externo
por @e.(r) e este serd medido de um referencial O’. As cargas Q1 e Q2 sao localizadas

neste referencial pelos vetores r e r — 27’. Desta forma, temos que

U = que:pt@n) - q%pext(r - 27'/)- (362)

Usando a condigao de aproximagao multipolar, podemos expandir @g.(r — 2r7)

em uma série de Taylor em torno de zero e truncar a série até os termos lineares em 7.

Assim,
Peat(T = 27") = Peai (1) — 21" - Vipeys (7). (3.63)
Logo, observando que podemos escrever E., (1) = —V e (7), temos
U=—-p-E..(r). (3.64)

O estudo do dipolo elétrico na Eletrostatica de Podolsky serve como ensaio para
0 que vira na proxima secao: o estudo da expansao multipolar para o caso de densidade

genérica de cargas.

3.3.3 Expansao Multipolar na Eletrostatica

Como ja mencionado, a motivacao para estudarmos a expansao multipolar é a
possibilidade de analisarmos o comportamento de um potencial, cuja anélise seja com-
plicada, por aproximagoes conhecidas, como o potencial devido a um monopolo elétrico
(carga puntual) ou o potencial devido a um dipolo elétrico. Para realizar as aproximagoes,
é necessario impor a condi¢ao de aproximagao multipolar na fungao de Green dada pela
eq.(3.17), entre outros detalhes. Nosso ponto de partida é o potencial elétrico devido a

uma distribuicao genérica de cargas.

Seja um potencial ¢ devido a uma densidade de carga genérica p. Sabemos que ¢
satisfaz a eq.(3.9). A maneira de se resolver tal equagao é pelo método das Fungoes de

Green. A solucdo geral para esta equacao diferencial, como mostrado na eq.(3.15), é
olr) = [ Gt v (3.65)

com ¥ o volume (finito) que contém a distribuigao de carga e

G(r,r") =

1 { 1 exp (—mllr —7'||) (3.66)

dr e =l =
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Existem duas questoes que precisam ser discutidas. A primeira é sobre a condigao
de aproximacao multipolar para o caso genérico e a segunda é sobre a implementacao

desta condicao. Trataremos as duas questoes a seguir.

Sabemos que da definicao da condicao de aproximacao multipolar, maxr X é a
maior distancia entre dois pontos quaisquer de ¥. Sendo ¥ um volume finito, o mesmo
sempre pode ser encerrado dentro de uma esfera de raio finito. Seja W a esfera com menor
diametro que encerra completamente W. Consequentemente, o didmetro de W é igual a
max X. Desta forma, para determinar a condi¢ao de aproximagao multipolar, trocaremos

de analise feita sob um volume genérico ¥ pela analise sob uma esfera W

Agora, seja R, o raio da esfera W. Chamaremos R, de raio da distribuigao de

cargas. A condi¢ao de aproximagao multipolar aplicada neste caso resulta

2Ry

M L. (3.67)
[r — ]

Para os casos em que o centro da esfera é prozimo* da origem do sistema de coordenadas

de 7/, temos que ' < Ry e podemos escrever

2r'

<1 (3.68)
lr —7/||

Como mostrado anteriormente, a inequacao (3.68) é equivalente a

/

T« (3.69)
T

Esta é a condicao de aproximacao multipolar para o caso de uma distribuigao

genérica de cargas.

A outra questao é sobre a implementacao da aproximagao multipolar na Fungao
de Green. Na teoria de Maxwell, a implementacao segue o seguinte roteiro: Primeiro,
procura-se uma representacao da Funcao de Green em termos de uma série, a fim de
truncé-la. A busca por esta representacao resulta em uma série de poténcias em 1’/r,
fazendo com que a propria expressao da condi¢ao de aproximagao multipolar para o caso
genérico seja suficiente para truncar a soma. Na teoria de Podolsky, a busca por uma
representacao da Fun¢ao de Green resulta em uma série em que a condi¢ao de aproximacgao
multipolar nao pode ser aplicada diretamente, nos obrigando a obter expressoes que sejam
equivalentes da condigao de aproximacao multipolar, a fim de utilizarmos a série obtida.

Detalharemos isto agora.

Para implementar a condicao de aproximacao multipolar, nosso primeiro passo é

4 Para este caso estamos definindo prézimo da seguinte maneira: Sejam O o centro da esfera W e O’

a origem do sistema de coordenadas . Se d(O,0’) < Ry, entéo diremos que O esta proximo de O’.



Capitulo 3. Teoria de Multipolos na Eletrodindmica de Podolsky 49

escrever G(r,r’) em termos de uma série. Da teoria de funges especiais, nossa busca

retornou as seguintes expansoes

1 1 +00 e l
T =—> (=) Blcosy), (3.70)
|7 — 7 r>

">
(S
exp (“mlr =) _ S .
e = M 22+ Dialmrh(mrs) Pi(eos ), (3.71)
=0

sendo que 7~ = Maior de (r, ), 7~ = Menor de (r,7'); i, e k; sdo as Fungoes Esféricas
Modificadas de Bessel de ordem [ de primeira e segunda espécie, respectivamente; P, é
o Polinémio de Legendre de grau [ e v é o menor angulo entre r e . A demonstragao

completa da eq.(3.71) se encontra no Apéndice B desta dissertagao.

Muitas sao as representacoes destas fungoes especiais, mas as que nos interessam

sao apresentadas abaixo.

. (s + 0! s
a(z) = 2 ZZS' PR ]xQ, (3.72)

kaly) = eXp(_y)i Urr) 1 (3.73)

y  gril=n)t(2y)
P(z) = %% (2 — 1)l. (3.74)

E possivel mostrar que tanto i; quanto P, tém paridade (—1)!, indicando que, para [ par
ou impar, serdao polindémios (finitos ou infinitos) cujas poténcias serdo pares ou impares,
respectivamente. Para uma referéncia sobre as Fungoes de Bessel e os Polinémios de
Legendre a nivel desta dissertacdo, veja a referéncia [28]. Referéncias completas sobre
Fungoes de Bessel e Polinomios de Legendre sao encontradas em [29,30], respectivamente.
Assim, concluimos que uma representacao da funcao de Green em termos de uma séria

infinita é

Glrr) = 1 [(1> — (20 + 1) ()it (mr k() | Pr(cos 7). (3.75)

4 r & r
A eq.(3.75) mostra que as Fungdes de Bessel separam as variaveis r e 1/, nos impossibi-
litando de aplicar a condigao de aproximagao multipolar diretamente. Contudo, ainda
podemos utilizar a eq.(3.75). O que precisamos determinar ¢ uma forma equivalente de
aplicar a condicao de aproximagcao multipolar. Obviamente, esta maneira equivalente é
feita por meio da aplicacdo de uma expressao diferente de (3.69). Nossa busca resultou

nas seguintes expressoes

mr’ < 1 e mr 2> 1. (3.76)
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Observe que (3.76) impoe um limite superior para r’ e um limite inferior para r. Estes limi-
tes indicam que o raio da distribuicao de cargas deve ser muito menor que o comprimento
de Podolsky, enquanto que r s6 pode ser maior ou da ordem do mesmo comprimento. Es-
tas expressoes apresentam uma regime — de comprimento — para uma eventual verificacao

experimental, que claramente se relaciona com o comprimento caracteristico da teoria.

Mesmo com a expressao da condicao de aproximacgao multipolar determinando
relacoes para mr’ e mr separadamente, ainda assim nao podemos fazer a expansao mul-
tipolar. Isto porque nao conseguimos garantir que, dado um valor para o contador [, o

termo de ordem [ ¢ muito maior que o de ordem [ + 1, isto é, nao conseguimos mostrar

que
Ti(r,r")

Tonlrr) > 1

Ti(r,r") = [(;) — (21 + 1)(mr)i (mr" )k (mr) | Pi(cos7), leNN. (3.78)

A fim de usarmos esta representagao da funcao de Green, é preciso reorganizar a
série. Todo o processo de reorganizacao da série se encontra no Apéndice C deste trabalho.

Realizado o processo de reorganizacgao da série, temos que G(r,r’) pode ser escrita como

G(r, 47Tr ZV r,r',m) (3.79)

co1m

N
Vi(r,r',m) = (;) Py(cos)

_ (7717“)(77”Lr/)ln:O (=N 2(m+ [}] —n) + 1]'k (mr)Pr(cos)
(3.80)
) - (=1 11 2—1+(-1)

Deste modo, a implementacao da condigao de aproximacao multipolar se torna possi-
vel. Como comentado, (3.76) garante diretamente o truncamento sob a justificativa que
(r'/r)t > (' /r)*1 na parte de G(r, ') que independe de m. Na parte de G(r,r’) que
depende de m temos que os Polinémios de Legendre nao contribuem para a analise, pois
|P(cosy)| <1, VIe N, Vv eR. Assim, quando analisa-se o termo de ordem [ da soma

infinita, o que se tem ¢ (m7’)! multiplicado por um somatério (em n, para diferenciar de



Capitulo 3. Teoria de Multipolos na Eletrodindmica de Podolsky 51

[) de constantes multiplicativas que dependem de n e [, e as fungoes k,. Disso segue que,
como k, é decrescente para qualquer n, basta analisarmos k,, em seu maior valor, o que
equivale a calcularmos k, no menor valor possivel de seu dominio. Este valor é definido
pela condigao de aproximagao multipolar e corresponde a r da ordem do comprimento de
Podolsky. Apds organizar a expressao, restam apenas (mr’)! multiplicado por constantes
que dependem de [. Apesar do comportamento crescente destas constantes com relacao a
[, a condigao de aproximacao multipolar aplicada em (mr’)! faz com que o termo [ ainda

seja muito maior que o termo de [ 4 1. Desta forma, mostra-se que V; > V1.

Portanto, podemos escrever p(r) da seguinte forma

4y

plr) = =13 / Vitr, 1!, myp(r') dr’ (3.82)

e, sem perda de generalidade, voltamos a integracao para todo o espaco, motivados pela
eq.(3.31).

Podemos explorar alguns termos desta série. O termo que corresponde ao contador

= 0 é chamado de Monopolo elétrico e dado por

Q) = 3 [ 1= k()] p(r) ar
_ %[1_exi(_mr)]/p(r/) dT/,

q [1 exp (—mr) (3.83)

A | r T

1[0

com g = [ p(r') dr’' a quantidade de carga da distribui¢do. O nome é escolhido por

causa de sua semelhanca ao potencial de uma carga puntual localizada na origem e é
também anéloga a eq.(3.18). O primeiro termo nao-nulo da expansdo é chamado de

termo dominante da expansao multipolar.

O termo correspondente a [ = 1 é chamado de Dipolo elétrico.

M) = L / (%) coston = mr)omr s mr) o) ot '
— L) e o) (1 Y] [ et . Gas

De imediato, vemos que

r'cos(y) =7 -7, (3.85)
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Logo,

PO =1 (1) - mexo ) (14 )| 7+ [0 ar (3.56)

pois a integral é na variavel r’. Definiremos a seguinte integral como o momento de dipolo

da distribuicao

p= /fr/p(r') dr'. (3.87)

Deste modo, O termo de dipolo elétrico da distribuicao é dado entao por

oD (r) = i% Kl) — mexp (—mr) (1 + %)} p-7, (3.88)

r

que é a mesma expressao obtida na eq.(3.55). Os termos referentes a [ = 2 e | = 3 s@o
chamados de Quadrupolo elétrico e Octopolo elétrico da distribuicao de cargas, e assim

continuam.

Um comentéario sobre o momento de dipolo da distribuicao de cargas é que a
eq.(3.87) é uma generalizagao do conceito desenvolvido na se¢ao 3.3.2 . Isto fica claro

quando identificamos a densidade de carga do dipolo da fig.(1) como
pa(r") = qd(r’ — d2) — ¢d(v' + d2). (3.89)
Logo,

p = [vpur)dr = [ lad(rt - d2) — ablr’ + d2)) dr’ = g~ o(-d2),

= 2¢dz, (3.90)

que ¢ o mesmo momento de dipolo obtido em (3.56).

Para testarmos a eq.(3.82), consideraremos um exemplo simples. Calcularemos
os potenciais referentes aos termos de monopolo, dipolo e quadrupolo para um disco

carregado, cuja densidade superficial de carga seja uniforme.

3.3.4 Exemplo: Expansao Multipolar do Potencial Escalar Elé-

trico de um Disco Carregado

Considere um disco carregado de espessura desprezivel e raio R, com uma densi-
dade superficial de carga constante o. O disco se encontra no plano = — y do sistema de

coordenadas adotado e seu centro coincide com a origem do sistema de coordenadas. Veja
a fig.(2).
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Figura 2 — Disco carregado.

Desejamos calcular o potencial em P que, por simplicidade, se encontra no eixo
de simetria do disco, que coincide com o eixo z. Como sempre, o vetor r localiza o ponto
no qual queremos calcular o potencial e 7’ localiza um elemento de carga. A maneira de
se obter é dada pela eq.(3.15). Explicitamente,

Guineo(r) = — / ( : eXp(_m”r_"",”))p(r’)df’- (3.91)

Tan ) \r—=r =+

com
p(r') =0O(R —1")d(2), (3.92)
e © é a funcao de Heaviside. Desta forma, uma integracao em coordenadas cilindricas
resulta em
1 [VRZ+7r2 1 exp(—mvVR2+r?) —exp(—mr
Spdisco(r) == Q_ —_— — =+ p( ) p( ) . (393)
21 R R R mR

com Q = TtR*0s. Note que eq.(3.93) é exata, isto ¢, ela fornece exatamente o valor do
potencial em P. Entretanto, nosso interesse é analisar o comportamento de @g;sc, em
regioes do espago muito distantes do disco. Isto quer dizer que devemos fazer a expansao
multipolar para o potencial do disco. Para tanto, precisamos da condicao de aproximagao

multipolar para o disco. A aplicacao da condi¢gao multipolar resulta

OR
<L (3.94)

Como R < 2R, entao podemos escrever

R
— <L (3.95)
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Esta é a condicao de aproximacao multipolar para o disco.

A fim de aplicar a condic@o (3.95), reescreveremos a eq.(3.93) da seguinte forma

_ — -
exp [—mry/1+ (7) — exp(—mr)

Q 1 r R\? r

paeol?) = 27 | (5) 1*(7) (@) + R

(3.96)

Desta forma, expandindo (3.96) em séries de taylor de R/r e truncando nos termos

de poténcia 4 em R/r sob a condi¢ao de aproximagcao multipolar, temos que

deisco( ) [1 - exp( )] -

drr 167r r

1 — exp(—mr) (1 + mr)] (5)2 (397

O termo proporcional a (R/r)? da eq.(3.97) ¢é associado ao termo de monopolo
elétrico. Ja o termo proporcional a (R/r)! é nulo, ou seja, @gisco Nd0 possui o termo de

dipolo elétrico. O termo proporcional (R/r)? ¢ associado ao termo de quadrupolo elétrico.

Podemos comparar a eq.(3.97) com o potencial obtido pela eq.(3.82). Para isso,
precisamos calcular os termos de monopolo, dipolo e quadrupolo da expansao. Vejamos

estes calculos agora.

Seja o potencial devido ao disco dado pela eq.(3.82) que denotaremos por Gy;sco-
Desejamos escrever este potencial truncando até de quadrupolo. Para tanto, precisamos
impor a condigao de aproximagao multipolar dado em (3.76). Desta forma, aplicando a

condi¢ao de aproximagao multipolar (3.76) em (3.82) temos que

11
GuineolT) ——( / V(r, o/, m)p(r')dr’ + / Vilr, o, m)p(r')dr’

4 r

/V2 rr' m)p )dT) (3.98)

Calcularemos primeiro o termo de monopolo. Logo, usando a eq.(3.80)

11

Br) = / Vo(r, ', m) plr')ir'

= il/ ((;)OP()(COS ) — (mr)(mr”) ko (mr) Po(cos 7)) p(r)dr,

4 r

_ 1 1/[1—(mr)k0(mr)] p(r")dr',

A r
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Bilalr) = o 1= (o) [ (")’ (3.99)

A integral da eq.(3.99) ¢ resolvida em coordenadas cilindricas

/ p(r)dr' = onR? = Q. (3.100)
ELogo, usando a eq.(3.73), temos
B(r) = o (1= (mrhy(mr)],

- L=y

= % [1— exp (—mr)] (3.101)

Agora, o termo de dipolo. Usando (3.80) temos

~ 11
Soililco(r) = E;/VE(T’ T/,m)p('f'/)dT/,
11 r! , N
= 7 - Pi(cosy) — (mr)(mr')ky (mr)Py(cosy) | p(r')dr'.
(3.102)
Note na fig.(2) que v = g Logo P;(cosy) =0e
Bhiteo(r) = 0. (3.103)
Usando a eq.(3.80), o termo de quadrupolo é dado por
~ 11
Fielr) = 3o [ Valromp(ryar
= LI ITEY Peos) — ) Phatunr) Pteosn)
= . 2(cosy) — 3 (mr)(mir’) ke (mr) Pa(cos y
1
— g(mr)(mr’)Qko(mr)Po(cos ’y)} p(r")dr'. (3.104)

1
Como v = g, entao Py(cosy) = —5 Logo,

11]1 1 1 1
~(2) e B 2 ’ r_ 3 2 * N
Spdisco(r) - A r |:7,2 /T ( 2) p<,r )dT 3m Tk?(mr) /7" ( 2) p('f’ )dT

1
— 6m3rk0(mr)/r’2p(r')d7'],

11 1 1 1
= I [_ﬁ + 6m37’k2(m7’) — Em?’rko(m'r’)] /T’/Zp(?“/)dT/. (3.105)
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A integral da eq.(3.105) é resolvida em coordenadas cilindricas

/ p(r!)dr' = ”234 - Qf2. (3.106)
HLogo, usando a eq.(3.73), temos
o) = 17 [—2—12 - gnrha(me) — émgr%(mﬂ} e
_ _1§TT [1 — S(mr)ho(mr) + %(mr)g’ko(mr)} (?)2,
= a5 [ () (o )|
() (.
= [ exp(omr) (14 i) (?)2. (3.107)

Agrupando os resultados (3.101), (3.103) e (3.107) em (3.98) temos

&disco(r) ~ i [1 - eXp(_mr)]

. [1 —exp(—mr) (14 mr)] (g) . (3.108)

167

Portanto, sob a condi¢ao de aproximacao multipolar, Qgisco = Pdisco, COMO que-
riamos mostrar. Este fato mostra que a expansao multipolar usando a eq.(3.82) sob a
condigdo de aproximagao multipolar (3.76) fornece a expansao multipolar correta. A
eq.(3.82) também serve para distribui¢oes discretas de cargas, de modo que sua veraci-
dade ja foi testada nas diversas configuragoes de cargas puntuais do tipo dipolo elétrico e

quadrupolo elétrico (linear e quadrado).

3.4 A Magnetostatica de Podolsky

Nossa atencao se volta agora para a Magnetostatica de Podolsky. Este ramo da
Eletrodinamica se propoe a estudar as propriedades de corpos que possuem correntes esta-
cionarias de cargas. As correntes estacionarias sao fontes de campos magnéticos estaticos

no tempo. Iniciaremos agora o estudo das propriedades de uma corrente estacionaria.

3.4.1 Correntes Estacionarias

Uma corrente elétrica, que denotaremos por I, é definida como a quantidade de
cargas por unidade de tempo que passa em um determinado ponto. Quando uma corrente
elétrica nao varia com o tempo, dizemos que se trata de uma corrente estaciondria. Se

uma configuracao de carga, caracterizada por uma densidade linear de carga A, percorre
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uma porcao de um fio de comprimento [ com uma velocidade v, entao a corrente I é dada

por
I =), (3.109)

pois se o tempo para percorrer | é At, entao a quantidade de carga que passar por [ é

AvAt. Daremos o nome para este tipo de corrente estacionaria de corrente linear.”

Quando uma corrente I flui por uma superficie S, ela é descrita por uma densidade
superficial de corrente K, definida da seguinte forma: Suponha que S seja dividida em
intimeras “tiras” paralelas ao fluxo de corrente. A largura das tiras é dl,, sendo que L
indica que este lado da tira é perpendicular ao fluxo de corrente. Como I esta distribuida
por S, entao uma tira de largura dl; tera uma corrente dI. Desta forma, a densidade

superficial de corrente é definida como

al
K=—. 3.110
i (3.110)
Em outras palavras, K é o vetor de corrente por unidade de comprimento perpendicular
ao fluxo. Particularmente, se a densidade superficial de carga que se move por S é o e

sua velocidade é v, entao
K =ov. (3.111)

Para este tipo de corrente estacionéria daremos o nome de corrente superficial.

Agora, considere uma corrente I que flui por um volume V. A densidade de
corrente volumétrica J é definida do seguinte modo: Suponha que V seja dividido em
intmeros “filetes” paralelos ao fluxo de corrente. A area da base destes filetes é da | , sendo
que L indica que esta area é perpendicular ao fluxo de corrente. Como I estéa distribuida
por V, entao um filete com a area da base da, terda uma corrente dI. Desta forma, a
densidade volumétrica de corrente é definida como

= %, (3.112)
ou seja, J é o vetor de corrente por unidade de area perpendicular ao fluxo. No caso
especial de I ser descrita por uma densidade volumétrica de cargas p com uma velocidade

v, entao
J = pv. (3.113)

Daremos o nome para este tipo de corrente estacionéria de corrente volumétrica. Vejamos

agora alguns exemplos.

5 As correntes estacionarias sdo, na verdade, vetores. No caso de uma corrente linear, o trajeto do fluxo

de cargas é determinado pelo formato do fio e, por isso, pode-se tomar apenas a norma de I = I. Nos
casos de correntes superficiais ou volumétricas sera necessario indica-la como um vetor para que nao
haja problemas de notagao.
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3.4.2 Alguns Exemplos

Neste ponto é possivel determinarmos o potencial vetorial magnético de algumas
configuragoes de correntes. Sabemos que o potencial vetorial magnético devido a uma
densidade de corrente J© satisfaz a eq.(3.10). Esperamos que o mesmo tenha dominio
em todo o espago e que tenda a zero quando a distancia entre o ponto onde se calcula
o potencial e a localizagao da carga for arbitrariamente grande. Nossas expectativas se
traduzem da seguinte forma

Dominio de A(r) = R? e lim A(r)=0. (3.114)

r—+00
Estas condi¢oes de contorno estao bem definidas e podemos utilizar o método das Fungoes
de Green para resolver a eq.(3.10). Note que a eq.(3.10) ¢ idéntica a eq.(3.9) fazendo a
correspondéncia ¢ <+ A e p <+ J, e que as condigoes de contorno impostas as duas
equagoes sao iguais. Desta forma, ambas as equagoes possuem a mesma fun¢ao de Green

e a solucao de (3.10) é dada por

A(r) :/G(r,r’)J(r’)dT’, (3.115)

com G(r,r’) dada pela eq.(3.17). Novamente, o sobrescrito ' indica que a integracao é

feita na variavel r’.

Vejamos alguns exemplos. Considere uma carga puntual ¢ localizada em um ponto
P do espago por um vetor ry e com velocidade v, constante. Desta forma, a densidade

de corrente ¢
J(r) =qgd(r —ro)v. (3.116)
Logo, substituindo (3.116) em (3.115), temos que

A('I") q (| 1 _ eXp(_m”r — TOH)> v, (3117)

dr e =7l [l = ol

ou seja, A é proporcional a v e sua constante de proporcionalidade é o potencial elétrico
devido a carga puntual. De (3.5) podemos calcular o campo magnético gerado por uma

carga puntual com velocidade v, constante. Como A = ¢(r)v, entao
B = Vxp(r)v],
= ¢(r) (Vxv) —vxVyp(r),
_ v x B(r), (3.118)

sendo que V x v = 0, pois v ¢é constante ¢ E(r) = —V(r) é o campo elétrico gerado

pela carga puntual. Pode-se mostrar que a eq.(3.118) é uma aproximacdo para cargas

6 Aqui, a escolha do tipo de corrente foi arbitraria. Poderiamos ter também uma corrente superficial

ou ainda uma corrente linear.
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nao-relativisticas (v < 1) em condigoes nos quais o retardamento pode ser desprezado.

Consideraremos agora um fio infinito pelo qual flui uma corrente I. O fio se en-
contra sobre o eixo z do sistema de coordenadas adotado e desejamos calcular o potencial

vetorial magnético a uma distancia r do fio. Veja a fig.(3).

Figura 3 — Fio infinito.

Na fig.(3), o vetor ' = —2z2 localiza um elemento de corrente e r = r# localiza o ponto
no qual queremos calcular o potencial vetorial magnético. A corrente I estd no mesmo
sentido que o versor 2. O sinal negativo em 7’ foi colocado apenas para manter a coeréncia
com a figura, nao fazendo diferenga para o resultado final, pois a integral varrerd toda a

reta real.

Sendo assim, o potencial vetorial magnético A é dado por

1 1 — exp(—m/|[r —'[)) N
A = — J(r')d 3.119
= [ [P g (3.119)
com
a(r")
N=1I Z. 12
J(r') =152 (3.120)
Utilizando coordenadas cilindricas, é possivel mostrar que’
I
A(r) = 5 [In(ar) 4+ 2Ky(mr)] 2. (3.121)
T

sendo que « é uma constante arbitraria com dimensao de inverso de comprimento e K, é a

funcao modificada de Bessel de segunda espécie.® Pela arbitrariedade de «, a tomaremos
7

Este exemplo possui um particular problema. O potencial vetorial magnético é ilimitado quando r
tende a infinito, ao contrario das condigoes de contorno que impusemos. Isto acontece pelo presenca
do logaritmo natural na expressao. Fisicamente falando, isto nao é um problema, ja que o que se é
mensuravel é o campo magnético. Como isto acontece neste exemplo em especifico, manteremos as
condicoes de contorno que propusemos.

Para detalhes sobre as fungdes de Bessel, consulte as referéncias 28, 29].
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com valor 1. Se A(r) = A(r)Z, entdo podemos visualizar o comportamento de A(r) por

meio do grafico dado pela fig.(4).

AN
0.1 \

Figura 4 — Gréfico da A em fungao da distancia r. As escalas sao taisquem =1e I = 1.

Veja que o grafico da fig.(4) mostra que A possui um méaximo. Este fato refletira sobre o

campo magnético, como veremos.

Utilizando a eq.(3.121), é possivel mostrar que

liin Alr) = —oo, (3.122)

. I
ml_l)IEOOA('r') = —5- In(r), (3.123)
lir% Alr) = —o0. (3.124)

O limite de m — 400 retorna o resultado obtido via teoria de Maxwell. O limite de
r — 400 é um resultado condizente com a teoria de Maxwell. O limite de r — 0 se
mostra totalmente diferente: é mesmo limite na teoria de Maxwell com sinal oposto,

como mostrado na fig.(4).

Usando a eq.(3.5), podemos determinar o campo magnético B. Deste modo,

encontramos que

B(r) = = [1 — 20mr) Ky (mr)] &, (3.125)

- 2r

com ¢ o versor na direcao angular. Evidentemente, se B(r) = B(r)¢, entdo B(r) satisfaz

os seguintes limites

TEIJPOO B(r) = 0, (3.126)
I

lim B = — 3.127

mirJrrloo (T) 27’(’7"7 ( )

lim B(r) = —oo. (3.128)

r—0
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A grande diferenga do esperado é o comportamento de B no limite de » — 0. Pela teoria
de Maxwell, B cresce indefinidamente perto do fio, enquanto que na teoria de Podolsky

o campo B decresce indefinidamente. O comportamento de B pode ser visto na fig.(5).
B(r)

0.10

0.08

0.06

0.04

0.02

-0.02

Figura 5 — Gréafico de B em fungao da distancia r. As escalas sao tais que m = 1 e
I = 1. O ponto de méximo é dado por 7., ~ 2,7524429118662. O erro na
aproximacao é menor que 0,21 x 1071°,

Note que B possui um ponto de maximo dado por 7., ~ 2.7524429118662. Isto faz com
que este exemplo seja um caso que possibilita uma eventual verificacao experimental da

teoria de Podolsky.

Considere agora uma casca esférica de raio R e com densidade superficial de cargas
constante 0. A casca gira em torno de si com uma velocidade angular constante w.
Desejamos calcular o potencial vetorial magnético devido a essa configuracao em um

ponto P localizado pelo vetor r, este que faz um angulo # com o eixo de rotacao. Veja a

fig.(6).

c}ﬁ‘

Figura 6 — Casca esférica girante.

A maneira mais pratica de se adotar o sistema de coordenadas é tomando o vetor
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r na direcao do eixo z e o vetor w no plano x — z, fazendo um angulo de 6 com r. Veja
a fig.(7).

Figura 7 — Sistema de coordenadas adotado.

Sendo assim, o potencial vetorial magnético A é dado por

1 f[imesemr D] o
A(r)—4ﬂ5/[ e J(r)dr' (3.129)
J(r') = o0 — R)K(r'). (3.130)

A fungao delta serve para limitar a corrente sobre a superficie da casca esférica. Como
colocado na subsecgao 3.4.1, se K é devido ao movimento de uma porcao de cargas com
densidade o e velocidade v, entao K = ov. Para o nosso caso, K muda em cada ponto
da casca esférica, pois cada elemento de carga da casca tem uma velocidade v’ dada por

w X 7. Desta forma,

J(r')=06(r' — R) (w x 7'). (3.131)
Os vetores w e r’ sao dados neste sistema de coordenadas por

w = wsin(f)& + wcos(d)Zz, (3.132)

v = Rsin(f')cos(¢)& + Rsin(f') sin(¢')& + Rcos(6')Z2. (3.133)
Desta forma,

J(r') = Rowd(r' — R)|[—sin(¢')sin(¢’) cos(9)& + sin(#') sin(¢’) sin(h)2

+ (sin(#) cos(¢') cos(d) — cos(#') sin(6)) §]. (3.134)

Para r > R, uma integracao em coordenadas esféricas nos mostra que o potencial

vetorial magnético é dado por

A(r) = 8 K§> — 3(mr)ki (mr)iy (mR) | (@ x 7, (3.135)

127 r
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com ) = 47 R?c. Em termos das coordenadas angulares de 7 temos que

~ QwR
127

A(r) KE> — 3(mr)ky (mr)iy(mR) | sin(0), (3.136)

r

com ¢ o versor na dire¢ao polar. E possivel mostrar que A(r) satisfaz os seguintes limites

TEIJPOOA(T) = 0, (3.137)
R\’ -
lim A(r) = ?2—‘;(?) sin(6) e, (3.138)

como esperado. O campo magnético B é obtido da eq.(3.5)

B(r) = VxA,
_ Quht [(5) - 3<mr)k1<m7“>i1<mR>} S Kﬁ>

67?2 r 1277 72

— il(mR)m<(mr)k:0(m7") + 2(mr)ko(mr) + 3k; (mr))} sin(6)¢. (3.139)

Evidentemente, B satisfaz os seguintes limites

Egrn B(r) = 0, (3.140)
R? R? ~
ml—iglooB(T) = % (F) Z+ % <F) sin(6) . (3.141)

Analisando a eq.(3.139), vemos que, para § = 0, a componente ¢ do campo magnético B

é nula, restando apenas a componente z, como esperado.

Para muitas configuracoes de correntes, o potencial vetorial magnético é muito
dificil de ser obtido. Desta forma, a aproximacao do potencial por meio da expansao
multipolar se torna necessario. Como na Eletrostética, também é possivel fazer a expan-
sao multipolar na Magnetostatica de Podolsky. Na proxima subsecao, veremos como é
construida a expansao multipolar para a Magnetostatica e quais sao os resultados que

podemos retirar dela.

3.4.3 Expansao Multipolar na Magnetostatica

A expansao multipolar na Magnetostatica de Podolsky segue exatamente o mesmo
roteiro realizado na subsecao 3.3.3 sobre a expansao multipolar na Eletrostatica de Po-
dolsky.

Seja A o potencial vetorial magnético devido a uma densidade de corrente J. Sa-
bemos que ambos se relacionam pela eq.(3.10). A solugao desta equagao é obtida pelo
método das fungoes de Green. A aplicagdo deste método para resolver a eq.(3.10) mostra,

que o potencial vetorial magnético A é dado pela eq.(3.115) com a fungao de Green dada
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pela eq.(3.17).

Para implementar a expansao multipolar, é necesséario definir a condi¢ao de apro-
ximacao multipolar para a Magnetostatica. Para este caso, a condi¢ao é definida ana-
logamente ao caso Eletrostatico, fazendo a correspondéncia entre elementos de cargas e
elementos de correntes. Enunciaremos agora a condicao de aproximacgao multipolar para

a Magnetostatica.

Condicao de Aproximagao Multipolar - Caso Magnetostatico 1. Seja uma dis-
tribuicao de correntes estactondrias que se encontra em um determinado volume finito W
do espacgo, este que é simplesmente conexo. O volume W € o menor volume que contém
todos os elementos de correntes. As distancias (euclidianas) entre dois pontos arbitrdrios
a eb deW e entre um ponto arbitrdrio ¢ de W e um ponto P do espaco sao denotadas
por d(a,b) e d(c, P), respectivamente. Para os casos que trataremos estas distincias sao

numeros reais positivos. Sejam também dois conjuntos X e Y definidos como
X = {d(wy, ws) | wy,wy € W}, Y = {d(ws,P) | ws € WePeR’}.

Desta forma, quando o ponto P satisfizer a sequinte relagao

max X

(3.142)

min Y ’

diremos que P estd muito afastado de W.

Estando definido a condi¢ao de aproximacao multipolar, é necessario analisar dois
pontos para prosseguirmos: o primeiro ponto é referente a expressao que define a condic¢ao
de aproximacao multipolar para o caso de distribui¢oes genéricas de correntes, enquanto
que o segundo esta relacionado com a implementacao de tal condi¢ao na fungao de Green
(3.17).

Sobre o primeiro ponto, a maneira de se obter a expressao que determinar a con-
di¢ao de aproximagao multipolar para o caso de distribui¢oes genéricas de correntes segue
exatamente a mesma ideia apresentada na subsecao 3.3.3, que utiliza a esfera de menor
diametro que engloba todos os elementos de corrente. Para os casos no qual a origem
do sistema de coordenadas adotado é préoximo do centro desta esfera, mostra-se que a

condicao de aproximacao multipolar para o caso de distribuicoes genéricas de correntes é

/

%«L (3.143)

O segundo ponto se refere a implementagao da condi¢ao de aproximacao multipolar

na func¢do de Green (3.17). Tal implementacao depende de uma representacao da fungao
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de Green em termos de uma série infinita. A busca por esta representacao nos levou a

seguinte expressao

G(r,r") = ﬁ lz_; [(;) — (2l + 1) (mr)i (mr")ky(mr) | Py(cos), (3.144)

como explicado na subsecao 3.3.3. De imediato, vemos que nao é possivel aplicar a con-
digao de aproximagao multipolar diretamente pois a série nao ¢ uma soma de termos
proporcionais a r’/r. Para utilizarmos esta representagao, é necessario reescrever a con-

di¢ao de aproximacao multipolar. Isto nos leva a
mr’ < 1 e mr 2> 1. (3.145)

Mesmo a condicao de aproximacao multipolar determinando relacoes para mr’ e
mr separadamente, ainda assim nao podemos fazer a expansao multipolar. Isto porque
nao conseguimos garantir que, dado um valor para o contador [, o termo de ordem [ é
muito maior que o de ordem [ + 1. A fim de usarmos esta representagao da fungao de
Green, é preciso reorganizar a série. A maneira de como fazer isto se encontra no Apéndice
C, onde todo o processo é descrito detalhadamente. A reorganizagao da série resulta na

seguinte expressao

G(r, = ZV r,r' m) (3.146)

com

Vi(r,r',m) = (?)l Py(cos)

— (mr)(mr kqn(mr) Py (cos
Y L = a2 (a+ (5] =) + 2] " FrCeos
(3.147)
i = 2n + {#} e H = 21_11(_1) : (3.148)

Desta forma, utilizando os mesmos argumentos da subsecao 3.3.3, pode-se mostrar que
Vi> Vi

Portanto, podemos escrever

4MZ/ ror,m)J (r')dr'. (3.149)
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Podemos explorar alguns termos desta expansao. O termo que corresponde ao

contador [ = 0 é chamado de Monopolo magnético e dado por

Ay = — [ (1 = (mr)ko(mr)) J(r')d7,

- = f) / J(r')dr'. (3.150)

Mostraremos que este termo, na verdade, é nulo. Sabemos que a Eletrodinamica de
Podolsky é uma teoria na qual a conservacao da carga elétrica aparece naturalmente,

como mostrado na subsecao 2.4.2. Esta simetria é descrita pela equacao da continuidade

dp
T2 . 151
VJ 4o =0 (3.151)

Para o caso estético, a eq.(3.151) se reduz para
V.J=0. (3.152)

A eq.(3.152) indica que as linhas de campo de J sdo fechadas, isto é, as correntes
existentes estao em circuitos fechados. Desta forma, podemos dizer que a corrente em um

elemento infinitesimal de volume ¢é igual a um circuito de corrente fechada. Formalmente,

J(’I“/)dT/ = %Irj dlpj, (3153)

L

sendo que I'; ¢ um caminho fechado no interior de d7’. Assim, a corrente resultante da
soma de todos os elementos infinitesimais d7’ em = é equivalente a uma soma infinita de

circuitos fechados.

/ J(r')dr' = fyﬁ Ir, dl,. (3.154)

= j=0
= J F]‘

dp
Como —- = 0, entao Ir; ¢ constante em cada circuito, pois nao ha actimulos de

ot

carga. Sendo assim,
+oo
/J(rr’)dr’ = Z IF],§£ dlr,. (3.155)
= =0y

Como a integral de linha de um caminho fechado ¢ nula, ¢ dlp; = 0, entao
Ly

/ J(#)dr =0 (3.156)
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AO(r) = 0. (3.157)
Isto quer dizer que nenhum potencial tem uma contribuicao do tipo monopolo.”

O termo corresponde a [ = 1 é chamado de Dipolo magnético.

AV(r) = ﬁ_ K;) cos(y) — (mr)(mr’)ky (mr) cos(’y)} J(r')dr',
_ i (Hl - eXp(_”;‘az)(l i (mr») /(r ) () dr. (3.158)

Usando a equacao da continuidade para o caso estético, o teorema da divergéncia

e o fato que J tende a zero suficientemente rapido no infinito, pode-se mostrar que

/ (r-7') ()’ = — / rx (1 x J(r)) dr'. (3.159)

Desta forma, podemos escrever

1 —exp(—mr)(1+mr) (M xr
4 r3 )7

AD(r) = (3.160)

com

1
m=g /'r’ x J(r')dr’ (3.161)
O vetor m é chamado de momento de dipolo magnético. Usando B =V x A, é possivel

mostrar que o campo magnético do termo de dipolo magnético é

B(r) — ii{[uexp(_mr) <1+(mr>—%<mr>2)]3(m.mf

47 3

- [1 + 5 exp(—mr) <1 + (mr) — %(mr)Q)} m}. (3.162)

Evidentemente, o campo magnético do termo de dipolo satisfaz os seguintes limites.

lim B(r) = 0, (3.163)
im B(r) = —~J3(m-#)—m (3.164)
m_l)I_{loo r) = 113 m-T)F —m .

Este fato estéa ligado com o divergente de um campo magnético ser nulo sempre, indicando que nao
existem monopolos magnéticos. Apesar disso, sistemas compostos que se comportam como monopolos
magnéticos existem, como é o caso de condensados de Bose-Einstein preparados com atomos ultra-
frios girantes. Neste caso, a forga de Coriolis desempenha um papel semelhante a for¢a de Lorentz,
criando campos magnéticos sintéticos de tal forma que uma particula carregada na presenca deste
campo se comporta da mesma maneira que em um campo eletromagnético real. Deste modo, os
monopolos magnéticos sao identificados como pontos no espago que servem como fontes deste campos
magnéticos sintéticos. Para detalhes sobre este assunto, consulte a referéncia [31].
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que recaem nos limites esperados.

Os termos referentes a [ = 2 e | = 3 sao chamados de Quadrupolo magnético e
Octopolo magnético da distribuicao de cargas, e assim continuam. Consideraremos agora
um exemplo simples. Calcularemos o potencial referente ao termo de dipolo para uma

espira circular com uma corrente I.

3.4.4 Exemplo: Expansao Multipolar do Potencial Vetorial Mag-

nético de uma Espira Circular com Corrente.

Considere uma espira circular delgada de raio R com uma corrente I. A espira se
encontra no plano x — y do sistema de coordenadas adotado e seu centro coincide com a
origem do sistema. A corrente circula no sentido anti-horario para quem a vé sobre algum
ponto da parte positiva do eixo z. Veja a fig.(8).

z

A

~\

T

Figura 8 — Espira Circular com uma corrente I.

Desejamos calcular o potencial em P, cujo vetor que o localiza — vetor r — faz um
angulo 0 com o eixo z. O vetor 7’ localiza um elemento de corrente. O potencial vetorial

magnético A é dado por

Alr) = - /[1_6Xp(_m”r_r/”)}J('r')dT', (3.165)

~dn =]
J(r') = 1@5 (9’ - g) (— sin(¢)& + cos(¢')§) (3.166)

Efetuando as integrais referentes as coordenadas radial e azimutal obtemos

™

IR / 1 — exp(—m+/r% 4+ R2 + 2rRsin(f) cos(7))

T o4r / V12 + R? + 2rRsin(0) cos(7)

A(r) cos(7)dyo. (3.167)
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Definindo k da seguinte maneira

4rR
p— -1
K \/7“2 + R? + 2rRsin(0) (3.168)

e fazendo algumas mudancas de variaveis, é possivel mostrar que

IR st
Ar) = [/ dy — 2/
T \/7’2 + R2 + 2rRsin(6 1 — k2gin? 1 — k2sin?

7\'

N / exp(—my/1 — k2sin®(v)4/r2 + R2 + 2rRsin(f))
1 — kZsin?(vy)

dy
0

jus
2

/ exp(—my/1 — k2sin®(v)/r? + R2 + 2r Rsin(0)) sin?(v)
1 — k2sin®(y)

-2

dfy] (]3
0
(3.169)

As duas primeiras integrais sao integrais elipticas, enquanto que as duas tltimas —

que envolvem exponencias — nao sao integrais conhecidas. Sendo assim, podemos escrever

IR 1 2 2
Alr) = Ea \/r2 + R? + 2rRsin(6) [(E N 1) Kk) = EEU{)

N / exp(—my/1 — k2sin?(y)\/r2 + R2 + 2rR sin(@))d
1 — kZsin?(7y)

y
0

™

B 2/2 exp(—my/1 — k2sin?(y)/r2 + R2 + 2rRsin(f)) sin®(v)
1 — kZsin?(7y)

dvy| ¢,
0
(3.170)

em que K e [E sao as integrais elipticas completas de primeira e segunda espécie, respecti-
vamente [32]. Apesar da eq.(3.170) ser exata, ela ndo é muito pratica no que se trata de
analisarmos o comportamento do potencial A, pois a mesma nao esta escrita em termos
de fungoes conhecidas. Uma possibilidade de seu uso seria visto se nossa forma de anéalise

se baseasse em célculos numéricos.

Este é um exemplo claro que nem sempre é possivel obter a expressao exata de
um potencial, seja o potencial escalar elétrico ou o potencial vetorial magnético. Sendo
assim, a maneira que atacaremos este problema serd por meio da expansao multipolar.

Prosseguiremos com esta ideia calculando o termo de dipolo da expansao.

Considere a expansao multipolar para a densidade de corrente dada em (3.166).

Aproximaremos o potencial A pelo termo de dipolo da expansao

A(r) ~ 1 1—exp(—=mr)(1+mr) (71 % 7)

47 r2

: (3.171)
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com 1 dado pela eq.(3.161). Nosso trabalho consiste em determinar 2. Como 7’ e J (')
sao coplanares com relacao ao plano x — y, entao a componente z de cada um deles é nula

em =m,2, com

2

m, = 1/ [T;Jy(r’) — r’me('r’)] dr'. (3.172)

Logo, resolvendo a integral em coordenadas esféricas
m = ITR*2. (3.173)

Desta forma,

IR*1 — exp(—mr)(1 + mr)

Alr) = 1 ) (2 x 7),
IR?1 — — 1 N
~ LELzeplomn)(tmn) oo og (3.174)
4 r2
que satisfaz os seguintes limites

lim A(r) = 0, (3.175)
T—>+00

) IR? 1 . -
m1—1>r£oo A(r) = o sin(6) . (3.176)

De B = V x A é possivel encontrar o campo magnético aproximado da espira
devido ao termo de dipolo de sua expansao multipolar. Sendo assim,
B(r) =~ V x A(r),
IR? (1 —exp(—mr)(1+ mr)) .
~ Z

2 73

IR [3 -3 (1 +mr + %(mryﬂ exp(—mr)

+4 73

sin(0) . (3.177)

Pode-se mostrar que B(r) satisfaz os seguintes limites

TEIJPOOB(T) = 0, (3.178)
. IR?*1 . 3IR*1 . -

que sdo os limites obtidos via teoria de Maxwell. Analisando a eq.(3.177), vemos que, para
6 = 0, a componente ¢ do campo magnético B é nula, restando apenas a componente z,

como esperado.

Com este exemplo encerramos o capitulo sobre a teoria de Multipolos na Ele-
trodindmica de Podolsky. Como mostramos, a teoria de Podolsky para o caso estatico

descreve muitos fendmenos eletromagnéticos, resolvendo até alguns insoltveis na teoria
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de Maxwell, como o problema da autoenergia de uma carga puntual, desenvolvida na

subsecao 3.3.1.

Um problema da teoria de Maxwell, que também ¢é resolvido pela teoria de Po-
dolsky apesar de nao ser discutido neste trabalho, é o problema do 4/3. Resumidamente,
o problema do 4/3 aparece no seguinte contexto: considere que um elétron seja uma esfera
de raio R com sua carga distribuida uniformemente sobre sua superficie. Considerando
que a origem da massa do elétron seja de natureza eletromagnética, pode-se mostrar que
a massa do elétron obtida pela equa¢do de Abraham-Lorentz [33,34] é may = §Wcmnga,
com Wearga @ autoenergia do elétron. Pela teoria da relatividade, devido a relacao entre
massa e energia, a massa do elétron seria mp = Wegpgq, Ou seja, difere por um fator mul-
tiplicativo de 4/3 do valor obtido pela equagao de Abraham-Lorentz. Em seu trabalho,
Abraham também destacou que sem um potencial de origem nao-eletrostatica o elétron
explodiria, devido a repulsao de seus elementos de cargas. Na tentativa de resolver o
problema, Poincaré introduziu um termo nao-eletromagnético nas equagoes da energia e
do momento, de modo a contrabalancear a repulsao interna do elétron e ajustar o termo
de massa [35]. Este termo atua como uma pressao que se opoe a repulsao eletronica e o

carga

valor de sua massa efetiva é — [36]. Apesar da explicagdo de Poincaré ser valida,

ela nao determina a origem dessa pressao nao-eletromagnética, sendo que a mesma nao ¢é
a lnica explicacdo possivel para o problema.!’

A maneira que a teoria de Podolsky resolve este problema foi desenvolvido por
Frenkel em [9]. Partindo das equagoes de Podolsky, Frenkel mostrou que no limite do raio
do elétron indo a zero obtém-se a igualdade entre m4;, e mg, sem a necessidade de incluir
termos de origem indeterminada. Ele mostra também que o limite de m — 400 retorna
os valores de massa obtidos pela teoria de Maxwell. Ainda neste artigo, o problema da
autoenergia do elétron aparece como um resultado adjacente a solugao do problema do
4/3.

Desta forma, vemos que é possivel tratar varios exemplos seguindo as ideias aqui
apresentadas. Uma tema interessante é a andlise de fendmenos eletromagnéticos na maté-
ria. Apesar de interessante, este tema por si s6 ja é um grande trabalho, fugindo do escopo

desta dissertacao, que é apresentar as principais ideias da Eletrodinadmica de Podolsky.

10 Rohrlich contestou a explicacdo feita por Poincaré para o problema do 4/3, afirmando que a equagio

de Abraham-Lorentz nao descreve a dindmica de uma particula puntual eletricamente carregada.
Para detalhes sobre seu modelo, veja as referéncias [37,38].
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| CAPITULO 4

TEORIA DA RADIACAO NA
FELETRODINAMICA DE PODOLSKY

4.1 Introducao

A teoria de Radiacao tem como objeto de estudo o comportamento dos campos
elétrico e magnético produzidos pelo movimento de cargas aceleradas. As caracteristicas
destes campos dependem fortemente da dindmica das cargas envolvidas, fazendo com que
as equagoes que descrevem o movimento destas cargas tenham um papel essencial na
descricao quantitativa da radiacao produzida tais cargas. Deste modo, este capitulo visa
apresentar as ideias preliminares da teoria de Radiacao do ponto de vista da Eletrodina-

mica de Podolsky.

A primeira secao consiste na obtencao da equagao do quadripotencial eletromagné-
tico de Podolsky, que veremos se relaciona com a invariancia de gauge da Eletrodinamica
de Podolsky. Apresentaremos a condi¢ao de Lorenz generalizada e o gauge de radiagao

generalizado, utilizados em problemas tipicamente relacionados a teoria de Radiacao.

A segunda secao apresenta o célculo completo das funcoes de Green retardada
e avancada da equacao do quadripotencial eletromagnético de Podolsky. Para tanto, a
causalidade é discutida e implementada na Eletrodinamica de Podolsky. O calculo das
funcoes de Green retardada e avancada na teoria de Podolsky requer a obtencao de duas
outras fungoes de Green: da equacao do campo eletromagnético de Maxwell e da equagao
de Klein-Gordon-Fock. Por fim, analisa-se o limite de m — 400, para a funcao de Green
retardada de Podolsky.

A qltima secdo é uma aplicacao dos resultados obtidos no capitulo, obtendo os

potenciais de Liénard-Wiechert-Podolsky para uma carga puntual em movimento.
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4.2 Condicao de Lorenz Generalizada e a Equacao para

o Quadripotencial Eletromagnético de Podolsky

A Eletrodinamica de Podolsky é descrita pela densidade de lagrangiana dada em
(2.37). Sabemos que as equagoes de movimento para o campo eletromagnético de Podolsky
sao obtidas das equagoes de Euler-Lagrange dadas em (2.35), fazendo a correspondéncia
;i +» A*. Deste modo, motivados pela eq.(3.11), as equagbes que possuem termos de

fontes sao
1
(1+ﬁm) O F" = J¥. (4.1)

Em (4.1), O é o operador d’Alembertiano, F* sao as componentes do tensor de Faraday
e J” sao as componentes da quadridensidade de corrente, este que descreve as fontes de

campo eletromagnético. Como F* = gt AY — 0¥ A*, temos que
1 vo vV QO v
1+WD (On"” —0"9%) A, = J". (4.2)

O objetivo é determinar uma expressao para A,. Nossa tentativa é utilizar o método das

Fungoes de Green. Segundo este método, a solugao para (4.2) é

A, () = / G, ') T (&), (4.3)

com ) = M*'. O sobrescrito ’ indica que a integracdo é realizada na variavel 2. Nosso
trabalho consiste em determinar G,,. Sabemos que G,,, ¢ a funcao de Green da eq.(4.2).

Portanto, G, satisfaz
1 vo UV QO / / 14
(1+ﬁﬂ> (On"7 = 0"0%) Gop(z,2") = 6(x — 2')6",. (4.4)

O operador (1+ -50) (On”® — §¥0%) atua somente sobre a variével z. Para tentarmos
resolver (4.4), usaremos o método da Transformada de Fourier. Suponha que G, possua

uma transformada de Fourier.

G, ') = ﬁ / G (k) exp ik - (x — )] d'F, (4.5)

em que €, = K% Agora nosso trabalho é determinar égp(k:), se existir. A funcao delta

em quatro dimensoes possui a seguinte representacao

d(x — 1) = @ /exp [ik - (z — 2')] d*k. (4.6)

Qp

! Em todas as expressdes, M* denota o espaco de Minkowski e x e 2’ sdo quadrivetores deste espaco.

Para detalhes sobre este espaco e seus elementos, consulte o Anexo A.
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Sendo assim, substituindo (4.5) e (4.6) em (4.4), obtemos

G () K—W + %Hk\ﬁ) e + (1 - %) k”k"] - (@7)

em que ||k|| é a magnitude no quadrivetor k. A eq.(4.7) é uma equagao tensorial. Desta
forma, como éop ¢ um tensor de segunda ordem no espaco K*, entdo podemos propor
um ansatz em que égp ¢ escrito como uma combinacao de tensores de segunda ordem
caracteristicos do espaco K* A combinacdo de tensores de segunda ordem mais geral

possivel é

Gop(k) = A(k)no, + B(k)kok,, (4.8)

sendo que A e B sao fungoes a serem determinadas. Substituindo (4.8) em (4.7), a
dependéncia em B da transformada da func¢ao de Green desaparece, restando somente o

seguinte sistema de equagoes

AG) (K2 + 5 lk) = 1
A<k<> (177%)) — 0 Y

que nao possui solucao, isto é, nao existe A que satisfaca o sistema de equacgoes anterior.
Como o ansatz proposto na eq.(4.8) é a forma mais geral que G,, poderia ter, entdo a

conclusao que se chega ¢ que nao existe G,,.

Devemos tomar outro caminho. Este caminho ¢ inspirado na invariancia de gauge
da Eletrodinadmica de Podolsky. Considere a seguinte transformacao de gauge no campo

eletromagnético de Podolsky
At (z) — AM(x) = AM(x) — 0" A(x), (4.10)

com A dado por
1
A(z) = /G(:f;,w’) (1 + WD') V' Ald's. (4.11)

O sobrescrito ’ indica que tanto a integracao como a derivacao atuam somente sobre a

variavel /. A func@o G satisfaz a seguinte equagao diferencial
1 2 / !
<1+WD>V G(z,2") = 6(x — 2') (4.12)

e o operador (1 + #D) V? atua somente na variavel z. Sendo assim, ¢ possivel mostrar

que A" satisfaz a seguinte expressao [§]

1
(1 + —QD) QA" = Jn, (4.13)
m
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Devemos entender melhor o significado disto. A transformagao de gauge dada em (4.10)
faz com que o campo transformado satisfaga a eq.(4.13). Como a Eletrodinamica de
Podolsky é invariante por transformagoes de gauge, isto é, a Fisica descrita pela teoria
de Podolsky nao muda por transformacoes de gauge, entao o campo A" também satisfaz

uma equagao analoga. Explicitamente,
1
(1 + —QD) gAr = J*. (414)
m
A eq.(4.14) deriva de (4.2) por meio da imposi¢ao da seguinte condi¢ao

1
(1 + ﬁm) 9, A" = 0. (4.15)

A eq.(4.15) é chamada de condi¢ao de Lorenz generalizada. Note que, para o caso estético,
a condicao de Lorenz generalizada é igual & condigao de Coulomb generalizada, mostrado
na segao 3.2. Se A" nao satisfizer a eq.(4.14), entdo sempre podemos tomar a transfor-
magao de Gauge dada em (4.10) para que o campo A* transformado satisfaga a eq.(4.14).
A eq.(4.13) é chamada de equacao do quadripotencial eletromagnético de Podolsky. O

conjunto das seguinte condigoes

A = 0, (4.16)

1
(1+WD>V-A = 0, (4.17)
A = o, (4.18)

¢ chamado de gauge de radiagao generalizado. Note que no limite de m — 400, as

eq.(4.14) e (4.15) recaem aos seus anédlogos na teoria de Maxwell.

Vale destacar um ponto relacionado com a natureza da funcao A. Para que as
consideragoes feitas sobre a transformagao de gauge (4.10) estejam corretas, a fungao A
precisa ser um escalar de Lorentz, isto é, A precisa ser uma funcao escalar sob tranforma-
¢oes de Lorentz. Para mostrarmos isto, considere um quadripotencial A* que satisfaca a
condigao de Lorenz generalizada. Desejamos fazer uma transformacao de gauge como da
eq.(4.10) de modo que o quadripotencial transformado também satisfaga a condigdo de

Lorentz generalizada. Desta maneira, se A*(z) = A*(x) — 0*A(x), entao

1 , 1 1
(1+@D> 9, A" = <1+WD) 0, A — (1+ﬁ5> DA. (4.19)

Por hipotese, tanto A* quanto A" satisfazem a condi¢do de Lorenz generalizada.

Portanto,

1
(1 + ﬁm) OA = 0. (4.20)
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Note que o lado direito da eq.(4.20) é zero, enquanto que o operador que atua em A ¢é
invariante por transformacoes de Lorentz. Isto mostra que, de fato, A é invariante por

tranformacoes de Lorentz.

Nosso trabalho agora consiste em determinar solucoes para a equagao do quadri-

potencial eletromagnético de Podolsky que satisfagam a condi¢ao de Lorenz generalizada.

4.3 As Funcgoes de Green Retardada e Avancada da
Equacao do Quadripotencial Eletromagnético de Po-
dolsky

4.3.1 Funcoes de Green e Causalidade

Como foi dito, nosso trabalho se resume em obter solugoes para a eq.(4.14) que
satisfacam a eq.(4.15). Utilizaremos o método das fungdes de Green para obter tais solu-
¢oes. Sabemos que, segundo este método, o quadripotencial eletromagnético de Podolsky

é dado por

At (z) = /G(x,x')J“(x’)d%', (4.21)
Q

com G a func¢ao de Green da equagao do quadripotencial eletromagnético de Podolsky e

que satisfaz

(1 + %D) 0G(z,2") = 6(x — 2'). (4.22)

Algumas questdes precisam ser discutidas neste ponto. Observando a eq.(4.21),
notamos que x = (t,x) é o evento no qual serd medido A* e ' = (t',x’) é o evento
onde se encontra o elemento infinitesimal de quadricorrente J*(2')d*z’. Sendo assim,
se desejarmos nao violar a causalidade, a detecgdo do quadripotencial A* em z (efeito)
deveré ser posterior ao de criagdo do mesmo potencial em z’ (causa). Isto é garantido

pela seguinte expressao
t—t" > 0. (4.23)

Sob estas condicoes, dizemos que o quadripotencial A* é retardado, pois os acontecimentos
ocorridos em &’ demorarao um tempo ¢t — ' para chegar em x. Para os casos no qual

t —t' <0, devemos ter A* = 0. Para que isto ocorra, basta que tenhamos
Gr(z,2") =0, t—t' <0 (4.24)

e o subscrito R serve para indicar que G é uma funcao de Green retardada.
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Se ao invés da eq.(4.23) tivéssemos que t —t' < 0, entdo a cria¢do do quadripoten-
cial em x’ aconteceria posteriormente & medicao do mesmo quadripotencial em @, isto é,
medirfamos primeiramente o quadripotencial em x e posteriormente o mesmo quadripo-
tencial medido seria criado em @’. Esta é, obviamente, uma possibilidade nao-fisica, pois
viola a causalidade. Apesar disso, é uma possibilidade matematica, no sentido que nao
existem restricoes matematicas que impecam tal caso. Para esta situacao, devemos ter

A =0 parat—1t >0, que é obtido fazendo
Ga(z,2") =0, t—t'>0. (4.25)

Nesta situacao, G4 é chamada de funcao de Green avancada e A* de quadripotencial

eletromagnético avancado.

Com isso em mente, obteremos as fungoes de Green retardada e avangada da equa-
¢ao do quadripotencial eletromagnético de Podolsky simultaneamente. Para resolvermos
a eq.(4.22) usaremos o método da Transformada de Fourier. Suponha que G(z, ') possua

uma transformada de Fourier.
1 ~
Gla.a') = s / G(k) exp ik - (x — /)] ' (4.26)
Qk

A fungao delta de Dirac em termos de uma integral de Fourier ¢ dada pela eq.(4.6).

Substituindo (4.26) e (4.6) em (4.22), obtemos
2

~ m
G(k) = . (4.27)
£ (1E][* = m?)
Utilizando o método das frages parciais [39] é possivel mostrar que
G(k) = Gu(k) — Grar(k), (4.28)
com
Craa() = —— Crecn (k) = ! (4.29)
M\R) = e KGF(R) = B[P —m? )

As funcgoes G M € G kar sao as transformadas de Fourier das fun¢oes de Green da equa-
¢ao do quadripotencial eletromagnético de Maxwell e da equagao de Klein-Gordon-Fock,

respectivamente.

Disso segue diretamente que
G(z,2") = Gy (x,2") — Grar(z, o), (4.30)

isto ¢, as fungoes de Green retardada e avangada da equagao do campo eletromagnético de
Podolsky é dada pela diferenca entre as fungoes de Green retardada e avancada da equacao
do quadripotencial eletromagnético de Maxwell (G/) e as fun¢oes de Green retardada e
avangada da equacao de Klein-Gordon-Fock (G ggr). Para prosseguirmos, obteremos as

funcoes de Green retardadas e avangadas de cada uma desta equacgoes.
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4.3.2 Fungoes de Green Retardada e Avancada da Equagao do

Quadripotencial Eletromagnético de Maxwell

Esta subsegao segue a referéncia [16] com algumas modificagoes. Considere a

equacao para o quadripotencial eletromagnético de Maxwell
A" = J*. (4.31)

Desejamos obter as fungoes de Green retardada e avancada da eq.(4.31). Sabemos que a

fungao de Green G da eq.(4.31) satisfaz
OGy(z,2") = 0(x — 2') (4.32)

e a discussao sobre cada tipo de fun¢do de Green (retardada e avancada) segue a mesma,
ideia apresentada na segao 4.3.1. Resolveremos a eq.(4.32) utilizando o método da Trans-

formada de Fourier. Suponha que G,; possua uma transformada de Fourier

G (z,2) = # / Ciar (k) exp [ik - (2 — )] d'k. (4.33)
Qp,

com §; = K*. A funcao delta de Dirac em termos de uma integral de Fourier é dada pela,
eq.(4.6). Substituindo (4.33) e (4.6) em (4.32), obtemos

- 1

Gu(k) = TR (4.34)

que ¢ exatamente a eq.(4.29). Note que Gy nio esta definido para os casos ||k[|? = 0.
Isto traz problemas na determinacao da funcao de Green e por isso procederemos de uma

maneira diferente.

Suponha que tenhamos a seguinte fungao
Dy(z,2' 1 €) = exp[xe (t — )] G, (z,2), (4.35)

sendo que o subscrito (+) indica que G, se relaciona com a funcao de Green avancada

e (—) enfatiza que G se relaciona com a fungao de Green retardada.

Rigorosamente, temos que as fungoes de Green retardada e avangada, que deno-
taremos por Gy, e Gy, respectivamente, para satisfazerem as eq.(4.24) e (4.25), devem

ser escritas como

Gup(z,2') = Ot —t)Gy_ (z,2'), (4.36)
Gu,(z,2") = O —t)Gp, (z,2), (4.37)

em que O é a funcao de Heaviside.
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Deste modo, nosso objetivo é determinar G, . De (4.35), vemos que G, € obtida

no limite de e — 0

Guy(z,2") = lim Dy(x,2' :¢). (4.38)

E—)0+

Devemos obter D.. Pode-se mostrar que D4 (z, 2’ : €) satisfaz

) 2,
(5i7) -

Desta forma, proporemos uma solugao de (4.39) por meio da técnica da Transfor-

Dy(z,2' :€) =6(x —2). (4.39)

mada de Fourier. Suponha que D (x, 2’ : €) possua uma transformada de Fourier, isto é,

Da(w, 2 : €)= ﬁ / Dk ) explik - (x — 2)] d'F. (4.40)

Qp
Deste modo, substituindo (4.40) e (4.6) em (4.39), obtemos
1

Di(k:e)=— . 4.41
+(k:e) %2 £ 2k — e (4.41)
Logo,

1 k- (x—a'
Di(z,2' €)= — exp ik - (& = )] Jay (4.42)

(2m)4 ) ||k||? £ 2ieko — €2
k

A maneira mais simples de se obter Dy é resolvendo primeiramente a integral na

variavel ky. Explicitando tal integral

T expliko (t— 1)

1
D /: = - —9 . — / 3 .
L(x, 2" 1 e) oL /exp[ ik - (x — )] / - ||k:|]2j:2iek0—e2dk0 d’k

=k —00
(4.43)
Sendo assim, definiremos I+ como
+oo —+o0
exp [iko (t — t')] exp [iko (t — t')]
I = 5 5 : S dko = : : dky.
kg — [|kel[* & 2ieko — € [ko — (Fie + [[k[])] [ko — (Fie — [[k])]

—00 — 00

(4.44)

Observe que o integrando de I tem polos simples em ky = +||k||—ie, com t—t' < 0,
e que o integrando de I_ tem polos simples em kg = %||k| + i€, com ¢t — ¢ > 0. Sendo
assim, resolveremos cada integral, levando-as ao plano complexo. Denotando por C. os
dois contornos de integracao escolhidos que auxiliarao a resolver Iy, as mesmas podem

ser vistas nas fig.(9) e (10).
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niy

R C_=Cr UCL_

S 4

S) 4

Figura 10 — Contorno de integracao C. .

Assim, nosso trabalho consiste em resolver a seguinte integral

exp [iz (t —t')]

T = dz. 4.45

. §£z2—||k||2i2¢ez—62 - (4.45)
Cy

que veremos que esté relacionada com /1 no limite de R — +o00.

As solugoes de Ty e T- sao dadas pelo Teorema dos Residuos [40]

exp [iz (t —t')] . exp [iz (t —t')] .
dz = F2 L
¢22—||k||2:|:2@'ez—62 : F2mi | Res | —5— K| = 2iez — &2 [kl F i€

exp [iz (t —t')] ‘ ,
+ Res <22 TR — +||k|| Fic ) |,

sin [[|k[| (£ — )]
Il '

+

= +2rexp|te(t — )] (4.46)
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Como Cy = C,. UCg,, entao podemos fazer

?g exp [iz (t — t')] g — / exp [iz (t —t')] s
22 — ||k||? £ 2iez — €2 B 22 — ||k||? £ 2iez — €2
Cj: CLi
exp [iz (t —t')]
d 4.47
- / 2 k[P 2iez—e (4.47)
(FCrs)

sendo que (+Cpg_) indica que foi tomado o sentido original de integragdo na curva Cg_
e (—Cg, ) indica que foi tomado o sentido inverso de integragao na curva Cg,. Uma das

formas paramétricas de Cr, e (+Cg_) e (—Cpg, ) sao dadas abaixo

CLi = {Z€C|22k07 —ngogR}, (448)
(+Cr.) = {2€C|z=Rexp(if), 0O 7}, (4.49)
(—Cr,) = {2€C|z=Rexp(if), 7 <0< 2n}. (4.50)

Utilizando estas parametrizagoes e tomando o limite de R — +o0, temos que

+oo
_ exp [iz (t —t')] / exp [iko (t —t')]
1 dz = dk 4.51
oo 22 — ||k||? £ 2iez — €2 : k& — ||k||? & 2ieky — €2 0 (4:51)
CLj: —0o0
e
, exp [iz (t —t')]
1 dz = 4.52
Rstoo / 22 — ||k||? £ 2iez — €2 #=0, (4.52)

(FCry)

onde nas integrais em (FCg, ) usamos o lema de Jordan [40].2

Deste modo, tomando o limite de R — +oo em ambos os lados da eq.(4.47) e
utilizando os resultados de (4.46), (4.51) e (4.52), temos

+o0o

exp [iko (t —1')] o sin [||k|| (£ —1)]
dky = +£2 +e(t —t . 4.53
/k%—Hk:HQiQieko—eQ 0 mexp e (t = 1)) %] (4.53)
Portanto,

fooy = P et — )] [exp[—ik - (@ —&)]sin|[k]| (¢ —1)]
Di(z,x":€)=F 2n)? / k| d’k. (4.54)

[1

k

Usando a eq.(4.38), temos que

L [ explik- (@ —o)]sin [kl (= )]
o | Tl o 59

GMi (ZL‘, l’,) =+

[1]

k

2 Observe que em (+Cg_), temos que t — ' > 0, enquanto que em (—Cg, ), temos que t — ' < 0,

justificando a aplicacao do lema de Jordan.
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Agora nosso trabalho consiste em resolver a integral da eq.(4.55). Adotando coor-

denadas esféricas e resolvendo as integrais angulares, obtemos

! /émmmmw—fmmmmww%ﬂﬂmu (4.56)

Cor(0.7) = T e e — o

e os limites vao de —oo até +o0o pois o integrando é uma funcao par na variavel de
integracao.
Utilizando a soma e a diferenca de arcos para o cosseno, pode-se mostrar que
sin [[|k|[[le — a'[|]sin [[| | (¢t = )] = % {cos[l[kel| ((t =) = [l — 2'[|)]}
- % {cos [kl ((t =) + |l — 2'[])]} - (4.57)

Dada a seguinte representacao para a fungao delta de Dirac

+o00o

1
d(x) :—/Cos(k‘x)dkz (4.58)

2

e utilizando a eq.(4.57), conclui-se que
1

N =5t —¢ 2]}, (@

G (2, 2') ﬂmHm ,H{5[( t) = lle— '] = o[t =) + [[&—a'||]}. (4.59)

Note que no caso de Gy, , temos que t —t' > 0. Consequentemente temos que
(t—t)+|le—x'|| >0ed[(t—1t)+|x—2|] =0, sobrando apenas

1 1

w0 7) = ]

o[t —1) = llz—=]. (4.60)

O mesmo ocorre para o caso de Gy, . Como t—t' < 0, entdo temos que (t—t')—|Jx—x'|| <0
ed[(t—1t)—|x— ] =0, restando

1 1

G0 8) = g ]

Sl(t—t) + ||z — ). (4.61)

Desta forma, usando as eq.(4.36) e (4.37), temos que

N @<t_t/) oy o
Gu(w.a') = o=l =) = o~ /| (4.6
/ _ @(t, _ t) / ’
Gua(w.a') = oot =)+ o~ /|, (163)
Sabendo que
0 [l —a'|] = ol(t - t')2 — ||z —2'||],

N 2||:13 oz Ol =)~ llz = +8[(t —1) + |l — ']} (464
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e que (t —t') + ||l — '|| > 0 para o caso retardado e (t — t') — ||& — «'|| < 0 para o caso

avancado, temos

Guaglar.a?) =PI 5 oty (4.65)
T
, O(xy — ,
Guylra’) = ZEOZT0)5 ety (4.66)

sendo que voltamos para notagao na qual t = zp e t' = xj. As eq.(4.65) e (4.66) sao as
funcoes de Green retardada e avancada da equacao do campo eletromagnético de Maxwell.
Para darmos continuidade, obteremos agora as fungoes de Green retardada e avangada

da equagao de Klein-Gordon.

4.3.3 Fungoes de Green Retardada e Avangada da Equacao de
Klein-Gordon-Fock

A obtencao da fungao de Green da equacao de Klein-Gordon-Fock segue um roteiro
parecido ao feito na subsegao 4.3.2 tendo como base a referéncia [41]. Considere a equagao
de Klein-Gordon-Fock

(O+m?) ¢(z) = F(). (4.67)
com m # 0. Desejamos obter as fungdes de Green retardada e avangada da eq.(4.67).

Sabemos que a funcao de Green Gigr da eq.(4.67) satisfaz
(O +m?) Grer(z,2') = 6(x — ') (4.68)

e toda a discussao realizada sobre cada tipo de func¢do de Green (retardada e avangada)
segue a mesma ideia apresentada na segao 4.3.1. Resolveremos a eq.(4.32) utilizando o
método da Transformada de Fourier. Suponha que Gkgr possua uma transformada de

Fourier

Gror(z,x') = (2—71)4/5Kgp(k) exp [ik - (v — ') d*k. (4.69)

com €2 = K. A funcao delta de Dirac em termos de uma integral de Fourier é dada pela
eq.(4.6). Substituindo (4.69) e (4.6) em (4.68), obtemos

1
1KI[ — m?”

Grar(k) = (4.70)
que é exatamente a eq.(4.29). Note que Gxgr nao esté definido para os casos ||k|| = £m.
Isto traz problemas na determinacao da funcao de Green e por isso procederemos de uma

maneira diferente.
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Suponha que tenhamos a seguinte funcao
Dy(z,2" 1 €) = exp[xe (t — )] Grap. (x,2), (4.71)

em que o subscrito (4) indica que Gk¢r, esta relacionada com a funcao de Green avangada

e (—) enfatiza que Gggr_ esta relacionada com a fun¢ao de Green retardada.

Como no caso anterior, temos que as fungoes de Green retardada e avangada, que
denotaremos por Gggr, ¢ Grar, respectivamente, para satisfazerem as eq.(4.24) e (4.25),

devem ser escritas como

Grary(z,2') = O —t)Gkar (x,2'), (4.72)
Grary(z,2') = O —t)Gkear, (x,2'). (4.73)

Deste modo, nosso objetivo é obter Gxgr,.. De (4.71), vemos que Gggr,. € obtida

no limite de e — 0

Gror,(z,2') = lim Di(x, 2" : €). (4.74)

e—04
Devemos obter Dy. Pode-se mostrar que Dy (x, 2’ : €) satisfaz

2
(3 IFE) — V24 m?

P Di(x,2' :e) =6(x —a). (4.75)

Sendo assim, proporemos uma solugao de (4.75) por meio do método da Transfor-

mada de Fourier. Suponha que D (x,z’ : €) possua uma transformada de Fourier, isto é,

Dy(z, a2 €) exp [ik - (x — 2')] d*k. (4.76)

Assim, substituindo (4.76) e (4.6) em (4.75), obtemos
1

D D€) = — . 4.
ke = g e (4.77)
Logo,

exp [ik - (x — 2')] 4

D "ie)= d*k. 4.

£(z,7€) ~(2m)* / ||k||2 £ 2ieky — m?2 — €2 (4.78)

A maneira mais simples de se obter Dy é resolvendo primeiramente a integral na

variavel ky. Explicitando tal integral

+oo
1 . exp [iko (t —1')]
D ") = ——— —ik-(x—x dko p k.
£(z,2" 1 ¢) (2m)4 /exp[ ik- (@ — 2] / k% — || k||? £ 2iekg — m? — €2 0

Ek — 00
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Deste modo, definiremos I como

+oo
exp [iko (t —1')]
ke = dk
’ /kg_||k||2i2iek0—m2_€2 0;

_ e exp [zko (t _ t/)]
= _4 (ko — (Fie + B)] [ko — (Fie — B)] dky,

(4.79)

(4.80)

com 3 = \/||k||? + m?2. Observe que o integrando de I tem polos simples em kg = +5—ie,
com t—1t' < 0, e que o integrando de I_ tem polos simples em ky = £3+1ie, com t —t' > 0.

Sendo assim, resolveremos cada integral, estendendo-as ao plano complexo. Denotando

por C1 os dois contornos de integracao escolhidos que auxiliarao a resolver I, as mesmas

podem ser vistas nas fig.(11) e (12).

Ay

IS 4

—1 R

Figura 12 — Contorno de integracao C. .

Cp=Cr, UCL,

53 4
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Desta forma, nosso trabalho consiste em resolver a seguinte integral

exp [iz (t —t')]

Ty = dz. 4.81

* ¢z2—||k||2i2iez—m2—e2 © (481)
Cy

As solugoes de T e T- sao dadas pelo Teorema dos Residuos [40]

?g exp [iz (t — )] dz = F2mi {Res (z2 — oxp Jiz (.t mid] e TP ie)

22 — ||k||? £ 2iez — m? — €2 ||k||? £ 2iez — m?

exp [iz (t —t')] ' ,
- Res (22 — ||k||* &+ 2iez — m? — €2 TOFie]|,

= :F2WiexpLi€(t—t/)] _
) (exp[zﬂ(t—t)] ;;XP[—W (t —”])_ (4.82)

+

Como Cy = Cp, UCg,, entao podemos fazer

% exp [iz (t —t')] p / exp [iz (t —t')] J

z = 2
22 — ||k||? £ 2iez — m? — €2 22 — || k|]? £ 2iez — m? — €2
Ci CLi

- / exp [iz (t —t')] i

22 — ||k||? £ 2iez — m? — €2

(FCry)
(4.83)

de modo que (+Cp_) denota que foi tomado o sentido original de integragdo na curva
Cr_ e (—Cp, ) indica que foi tomado o sentido inverso de integracao na curva Cr,. Uma

das formas paramétricas de Cr, e (+Cg_) e (—Cp, ) sao dadas abaixo

CLi = {Z eC | Z = ]{30, —R 0 < R} (484)
(+Cr. ) = {2€C|z=Rexp(if), 0<0< 7}, (4.85)
(=Cr,) = {2€C|z=Rexp(if), 7 <0< 2n}. (4.86)

Utilizando estas parametrizagoes e tomando o limite de R — 400, temos que

+oo
, exp [iz (t —t')] / exp [iko (t — t')]
1 dz — dko (4.87
Rotoe | 22— |k||? £+ 2iez — m? — €2 : k2 — ||k||]? £ 2ickog —m2 — e ° (4.87)

Ly

, / exp [iz (t —t')]
lim .
R—+00 22 — ||k||? £ 2iez — m? — €2
(FCrs)

dz =0, (4.88)

sendo que nas integrais em (FCg, ) usamos o lema de Jordan [40].
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Deste modo, tomando o limite de R — +oo em ambos os lados da eq.(4.83) e
utilizando os resultados de (4.82), (4.87) e (4.88), temos

+oo
o (g
/ ko — ||Z}|{|§[j: 20@(el<;0 _)7]712 _ e dky = TF2miexp[te(t —1')]
v exp [if (t —t")] —exp [—if (t — t')]
20 .
(4.89)
Portanto,

roe) = iexp[:l:e(t—t')] 3k exp [—ik - ( — x'
Datoa's ) = 2B [onlop ik 2 - o)

k

exp [i\/W(t—t’)} —exp [—i\/W(z&—t’)] }
2/|[k[2 +m? '

[1]

X

(4.90)

Usando a eq.(4.74), temos que

Grer.(z,2') = =+ (22)3 / d3k{exp [—ik - (z — )]

[1]

k

. exp [A/W(t—t/)} — exp [—i\/ k]2 + m? (t_tl>] }
2/Tk[? + m? |

(4.91)

Agora nosso trabalho consiste em resolver a integral da eq.(4.91). Adotando coor-

denadas esféricas e resolvendo as integrais angulares, obtemos

1 7°deH {exp i (VIR + (=) + k] |2 — 2]

G I I S —— k
kor, (T, ) S o — | TR 5 m? Il
exp | =i (VIRIZ+m2(t = ) + k|l - ')
+ Ikl ¢ (4.92)
VIEP +

Denotando por ||R|| = ||z — &’||, note que podemos escrever

Crcm(6,) ¢LL{ 0 {ﬁ *j"dk'(exp[z'(\/k2+:22(t+nz’2)+k:IR)]”

in |R] J
o (=) T rexpo | =i (VIR m2(t - ¢) + k]| R
e el KL TR )}

—00

IR

(4.93)
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Sendo assim, definindo F'(||R||) por

i 7°exp i (VETm—t)+elR])| p

temos que
1 1 (9F(|R|) OF(RI)
GKGFi("’“"")‘*4w||R||( A (4.95)

sendo que F denota o complexo conjugado de F. Sendo assim, nossa trabalho se resume

em determinar F. Fazendo £ = msinh ¢, a eq.(4.94) se torna
400

F(IRI) = - / exp [im (cosh () (t — ') + sinh() | R])] d. (4.96)

A integral da eq.(4.96) depende do comportamento de t — ¢’ e | R||. As situagoes

possiveis sao mostradas abaixo.
(1) t—t'>0et—t > ||R|;
(2)t—t'>0et—t <||R|;
B)t—t'<0el|t—t]|>|R];
4)t—t' <0e|t—t]<|R];

Em cada caso, tomaremos as seguintes definicoes.

) t—t' =+ Acoshgg e ||R|| = v/ Asinh q;

2') t —t' = /=Xsinh g e |R|| = v/— X cosh pg;
) t—t' = —v/Acosh g e |R| = v/Asinh y;

4 t —t' = —/=Asinh gg e | R|| = v/— X cosh gy;

sendo que @y > 0e A = (t—t')? — ||R||*>. Fazendo as alteragoes, temos que, em cada caso,
a integral se torna
+o00 )
(1) / exp [imV A cosh(p + gpo)] do = imJy (mx/X) — 7N, (mx/X) :

—00
+oo

(2") / exp :im\/—_)\sinh(gp + gpo)} do = 2K, (m\/—_/\> :

—00
“+oo

(3") / exp —zm Acosh(p — gpo)} dp = —imJy (m\/X) — 7Ny (m\/X) ;

—00

oo
(4") / exp —zm —Asinh(p — gpo)] do = 2K, <m\/—_)\> :

—00
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de modo que Jy é funcao de Bessel de primeira espécie, Ny é funcao de Bessel de segunda
espécie ou fungao de Neumann e K é funcao de Bessel modificada de primeira espécie,

todas de ordem zero. Para referéncias sobre as fungoes de Bessel, consulte [28] e [29].

Deste modo, podemos condensar estes resultados da seguinte expressao

] .
F(IR]) = =5 smdt—tUJ)OnVX>+¢A@<mwﬁ>}@(M—%%Bh(nn/—A)@(—A%
(4.97)

sendo que sgn é a fungao sinal. Lembre que a dependéncia de F' em ||R|| aparece em A,

pois A = (¢t — ') — ||R||*>. Substituindo em (4.95) e utilizando a regra da cadeia para

fungoes compostas temos

Grer, (,7)) = % 5(\) — @(/\)2%& (m\/X)} , (4.98)

com J; funcao de Bessel de primeira espécie e de ordem 1. A funcao sinal desaparece

devido aos sinais para cada uma das situagoes (t —t' > 0et —t' < 0).

Lembrando que A = (t —¢')? — |R||> = (t — t')? — ||z — &'||* = ||z — 2’||?, podemos

escrever

1
GKGFi(xax/) = o [5(||$ - x/HQ)

_ mO(flz — 2'|*)
2/ ||l — 2’|

7 (m Hx—x’||2>]. (4.99)

Utilizando as eq.(4.72) e (4.73) temos que as fungoes de Green retardada e avan-

cada da equagao de Klein-Gordon sao

, O(xg — a1 , mO(||lx — 2’|
Gromn(ow') = G (e — ) = =T (m =P
) (4.100)
, Oa — zo) | , mO(||z — z'||? ]
Grarala') = 50 (e — ) = BT (=P
_ (4.101)

Com estes resultados, podemos determinar as fungoes de Green retardada e avancada da

equagao do quadripotencial eletromagnético de Podolsky.

4.3.4 O limite de m — +o0o da funcao de Green retardada da

equacao do campo eletromagnético de Podolsky.

Com as fungoes de Green das equacoes do campo eletromagnético de Maxwell e de

Klein-Gordon-Fock é possivel obter as fungoes de Green retardada e avancada da equagao
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do quadripotencial eletromagnético de Podolsky. De (4.30), temos que

Gr(z,2") = Gup(x,2") — Grary(x,2'), (4.102)
Ga(z,2") = Gu,(x,2") — Grar,(z,2)). (4.103)

Utilizando os resultados (4.65), (4.66), (4.100) e (4.101), obtemos que

, O(xg — zh) mO(||lx — 2’|

Gn(ea) = L i ) T”L-fﬂl ), (m ||:13—:E’||2>, (4.104)
, O(x)) — zo) mO(||lx — 2’|

Galz,2') = ( 217r 0) <||’L;—x'||H2 )Jl (m ||x—:v’||2>. (4.105)

Estas sao as fungoes de Green da equacao do quadripotencial eletromagnético de Po-
dolsky. Vejamos alguns detalhes sobre estas expressoes. Na eq.(4.104), temos O(x¢ — ),
garantindo a preservacao da causalidade. Na eq.(4.105) a causalidade é violada devido ao
termo O(x) — 19). Em ambas as expressoes, a presenca do termo O(||x — 2’||?) faz com
que as fungoes de Green sejam nulas se x — ' nao for um quadrivetor do tipo tempo.
Desta forma, a funcao G é a funcao de Green correta para a descricao dos fendomenos

fisicos. Exploraremos esta funcao agora.

Um resultado sobre esta funcao de Green é que a mesma deve satisfazer o seguinte

limite

: N 0l =t) — |z — 2]
i Gl o) = ——

, (4.106)

isto é, a funcao de Green retardada para o quadripotencial eletromagnético de Podolsky
recal em seu analogo na teoria de Maxwell no limite de m — +oo. Obviamente, estamos
considerando a situagao t — ¢’ > 0. Para mostrarmos este resultados, tomaremos t' = 0 e

&' = 0, por simplicidade. Esta parte tem como base a referéncia [9].

Seja F' uma fungao analitica em todos os pontos z tais que |z| < R, R > 0.
A constante R é chamada de raio de convergéncia da funcao F. Sob estas condigoes,

sabemos que ela admite uma expansao em série de Taylor
+oo
"F(0) 2™
F = _— 4.107
@ =2 (1107)

Sabemos também que das propriedades da funcio delta de Dirac?

/ MG(m)dw =(-1)

dz™

nd"G(0)

dz™

(4.108)

—0o0

3 Rigorosamente, a funcdo § é uma distribuicdo. As distribuicoes podem ser vistas como funcionais que

levam certas fungoes chamadas fung¢des testes a um numero real ou complexo. Para detalhes sobre a
teoria de distribuigbes, veja a referéncia [42].
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Esta propriedade é demonstrada utilizando integracao por partes e a propriedade de
filtragem da delta, desde que a derivada n-ésima de G esteja definida em x = 0. Deste

modo, temos que

+00 +00 oo
d"F(0) 2" n dmé(x’ P
Py = Y IEPE=Y / P | o
n=0 n=0 o
+tOrL o
dmo(z') x™
— _1n - F / /
/[;( ) dx'™ n!] (2)dx
+oo
_ / 5’ — o) F (') da. (4.109)

Assim, determinamos uma representacao para a fungao delta de Dirac em termos

de uma expansao em série de Taylor.

+o0
dro(z') x™

0 — o) = —1)" —. 4.110
W -0 = S (4.110
Substituindo 2’ =t e # = ||x||, temos a seguinte representacdo para a fun¢do de Green

retardada dada em (4.62)

R d"o(t) ||

G 0)=— —1)" . 4.111
elw0) = 12 3 (4.111)

Motivados pela eq.(4.111), podemos propor que a fungdo de Green retardada da

equagao do quadripotencial eletromagnético de Podolsky seja escrita como

+0oo dns n—1
Ga(r.0) = = S TOORN ), (4112)

e no limite de m — 400, f, — 1. Sendo assim, nosso trabalho consiste em determinar
fn- Igualando as eq.(4.104) e (4.112)

+00 n 2|1 m 2 _ ||pll2
S (-1 TN gy = mOE 2, (o). (a13)

dtr t2 —lz||?

n=0
Multiplicando ambos os lados da igualdade por t*, com k € N, e integrando no tempo

—+00

o2 — |21y (m/Z = el?) |

ST P T
S| [ S| fn(mllwll)—m_é —

n=0 o
(4.114)
Observe que a integral do lado esquerdo da equacgao resulta
+Oodné(t) dnt*
—— kgt = (= 1)"——| = (=1)"k!6, 4.115
[ = GO = 0k (4.115)

—0o0
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nik
sendo que d,; é a delta de Kronecker. Isto porque se k < n, entao T 0esek>n,
ot dkt*
entao = 0, sobrando apenas k = n que resulta —— = k!. Deste modo,
atm |,_, dt* |,_
obtemos
i i (my/Z=Tel?) |
futmllel) =l [ O — Jalf) = (4.116)

—00

Observe que a presenca do termo O(t? — ||]|?) faz com que a regiao de integragao
de t reduza para os valores em que t > ||x||, além de mostrar que, de fato, * é um

quadrivetor do tipo tempo. Desta maneira,

I (ma/8 = ]2
fk(m||m||):m||m||1_k/ ( 2 |z|? >

[l
Fazendo a seguinte mudanca de variavel

- (ﬁ)tl (4.118)

obtemos

thdt. (4.117)

+oo
fulmllzl) = miall [ (mlal) [VEF] de (4.119)

Para os valores de k = 0,1, 2, 3 temos que

fotmllzl) = 1 exp(—mla]) (4120)
fimlle]) = 1. (1121)
pmle]) = 1= exp(-m]al) (1122)
fatmlll) = 1. (1123)

No limite de m — 400, temos que f; — 1, como esperado.

Com a funcao de Green retardada em maos, aplicaremos em um caso especial:
obteremos os potenciais de Liénard-Wiechert devido a uma carga se movendo na descri¢ao

da Eletrodinamica de Podolsky. Veremos como isto é realizado na préxima secao.

4.4 Os Potenciais de Liénard-Wiechert-Podolsky

Como sabemos, a funcao de Green retardada da equacao do quadripotencial ele-

tromagnético de Podolsky é dada pela diferenga entre as fungoes de Green retardadas da
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equacao do campo eletromagnético de Maxwell e da equacao de Klein-Gordon-Fock. Isto

faz com que o potencial também seja escrito em duas partes, isto €,

At (z) = AYy(2) — Aegr(a), (4.124)
Al (z) = / %’02—;%)5 [l — 2')|2] J*(a)d*a" (4.125)

e

O(zp — xy)

Arep() _/T [5<||I_$/H2) mO(||z — 2'[|?)

ENIIEY IR

i (m [z — x’||2>] Tz )de.
(4.126)

Note que a dependéncia na constante de Podolsky fica exclusivamente na parte referente
ao quadripotencial retardado de Klein-Gordon-Fock. Isto mostra que podemos ver o
quadripotencial de Podolsky como o quadripotencial de Maxwell corrigido, de modo que
as corregoes sao dadas pelo quadripotencial que é solucao da equacgao de Klein-Gordon-
Fock.

Ao subtrairmos o quadripotencial relacionado & equagao de Klein-Gordon-Fock do
campo eletromagnético de Podolsky, o resultado mostra que as contribui¢oes que aparecem
exclusivamente no cone de luz do quadrivetor 2’ se cancelam, sobrando apenas

AM(I) _ / @(33'0 - l’/o) m@(HiU — $,H )Jl (m ||I — fL‘/HQ) J“(:L'/)d4:13,. (4.127)

dm [l — a[|?

Q
Obviamente, no limite de m — 400, os potenciais retardados mostrados na eq.(4.127) se
comportam como os potenciais retardados da teoria de Maxwell para o eletromagnetismo.

Exploraremos a eq.(4.127).

Considere o caso de uma particula com carga ¢ se movendo no espago-tempo com
velocidade v(7), com 7 o tempo proprio da carga. Sendo assim, temos que a quadriden-

sidade de corrente ¢ dada por

JH(z) = g / V(7)o — (7)) dr, (4.128)

sendo que r(7) = (ro(7), (7)) é o quadrivetor posi¢ao da carga e v(71) = (vo(7),v(7)) a

quadrivelocidade da carga.

Substituindo em (4.127), temos que a fungao delta filtra a integral em 2, sobrando

apenas

AM<£E) _ C]/ @(l’o - 7“0(7')) m@(Hflf - 7"(7')H )Jl (m ||:L“ _ T(T)||2) 'U’u(T) dr. (4.129)

A [l = r(7)]?
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Observe que O(]|z — r(7)||?) nos diz que a integral s6 ¢ diferente de zero se x — 7(7)
for um quadrivetor do tipo tempo. A causalidade da teoria é especificada pelo termo

O©(xg — 19(7)). Sendo assim, temos que a parte nao-nula da integral ¢ realizada em um

intervalo I tal que para qualquer 7 € I, ||z — r(7)||?> > 0, com xy > ro(7). Desta forma,

gm0 (V=)

dr EEGIE

At (x) v (7T) dT. (4.130)

Os potenciais dados pela eq.(4.130) sdao chamados de potenciais de Liénard-Wiechert-
Podolsky. Estes potenciais necessitam da especificacao do quadrivetor posi¢ao para obté-

los. No limite de m — 400 o potencial retorna para o caso de Maxwell.

Com isto finalizamos este capitulo. Como foi dito, nosso intuito foi apresentar as
ideias preliminares da teoria de Radiacao sob o aspecto da Eletrodinamica de Podolsky.
De fato, o que foi mostrado aqui é apenas uma parcela de todo o conteido necessério
para se estudar os fenomenos radiativos. Apesar disso, a determinacao das fungoes de
Green retardada e avancada da equacao do quadripotencial eletromagnético de Podolsky
demonstrada neste trabalho permite a obtengao de muitos outros resultados como os
potenciais para uma carga com velocidade constante ou uma carga submetida a uma
forca constante ou mesmo descrever a pressao de radiacao, que utiliza o vetor de Poynting
obtido no capitulo 2. Uma aplicacao desta teoria considerando fontes localizadas de
campos elétricos e magnéticos, cuja dependéncia temporal seja harmonica, também é
uma possibilidade. Desta forma, a Eletrodinamica de Podolsky se mostra como uma

possibilidade para a descricao de sistemas radiativos.
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| CAPITULO D

CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

5.1 Conclusoes sobre os resultados

No capitulo 2 vimos que é possivel construir um formalismo lagrangiano e hamilto-
niano para sistemas descritos por densidades de lagrangianas que dependem das segundas
derivadas nos campos. Essencialmente, o roteiro desenvolvido para a construcao de tais
formalismos segue as mesmas ideias que para teorias com densidade de lagrangianas que
dependam apenas da primeira derivada nos campos, com excecao a alguns detalhes des-

tacados no trabalho.

Como mostrado, realizamos o estudo considerando qualquer tipo de campo, de
tal forma que a aplicacao na Eletrodinamica de Podolsky foi incorporada aos poucos na
exposi¢ao do capitulo. Inicialmente, obtivemos as equagoes de Euler-Lagrange a partir
da invariancia do funcional de Acao sob transformacoes a ponto fixo. O modo de se obter
tais equacoes é analogo ao caso usual, com a ressalva de que na situacao considerada nesta
dissertagao foi necessario acrescentar que a variagao da derivada covariante dos campos
seja nula na borda do hipervolume considerado. Desta forma, constatou-se que as equa-
¢oes obtidas carregam um termo que depende explicitamente da derivada da densidade

de lagrangiana com relagao as segundas derivadas nos campos, como era de se esperar.

O teorema de Noether também foi estendido para este tipo de teoria. A presenga
de um termo na quadridensidade de corrente conservada que explicita a dependéncia da
densidade de lagrangiana com relacao a derivada de segunda ordem nos campos é ex-
plicita e surge quando transformamos o funcional de Ac¢ao por meio de um grupo de
transformacoes. Quando o grupo de transformagcoes em questao é o grupo de Poincaré, os
tensores Energia-Momento e de Spin tem novas expressoes. Obviamente, se a dependén-
cia nas derivadas de segunda ordem nos campos fosse negligenciada, as expressoes para

estes tensores seriam as mesmas obtidas pela teoria de campos usual, como comentado
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no trabalho.

Além disso, constatamos que existe a possibilidade de se construir todo o forma-
lismo hamiltoniano para tais teorias. Como a referéncia [8| ensina, com a defini¢do dos
pares canonicos (7', ;) e (T, ¢;), a construgao de uma formulagdo hamiltoniana para
teoria de segunda ordem se torna natural. Para o caso de teorias que apresentam vin-
culos, é necessario um estudo minucioso sobre estes vinculos. Por isso, optamos por nao
abordar este tema no presente trabalho, pois o mesmo necessita de um fino estudo sobre

classificacao de vinculos e isto foge do objetivo do trabalho.

Comentaremos agora sobre os resultados obtidos no capitulo 2 devido a aplicacao
do estudo desenvolvido sobre teoria de campos de segunda ordem na Eletrodinamica de
Podolsky. O primeiro resultado foi a obtencao das equagoes de movimento para o campo
eletromagnético de Podolsky. Utilizando as equacao de Euler-Lagrange tomando a corres-
pondéncia ¢; <> A", obtivemos as equacao de movimento para o campo eletromagnético
de Podolsky e comparamos com as equacoes de Maxwell por meio do limite do parame-
tro de Podolsky indo a zero. Outro resultado obtido foi a conservacao da carga elétrica,
simetria fundamental da natureza. Constatamos que a invaridncia de gauge da teoria
de Podolsky implica na conservagao da carga elétrica, assim como na teoria de Maxwell.
Vimos também que os tensores Energia-Momento e Spin da Eletrodinamica de Podolsky
possuem formas distintas dos seus equivalentes na teoria de Maxwell, como era esperado.
Em especial, constatamos que o tensor Energia-Momento candnico nao é simétrico, sendo
que também nao pode ser simetrizado pelo do método de Belinfante. O modo de se ob-
ter o tensor Energia-Momento simétrico de uma teoria de segunda ordem é apresentado
em [24], sendo que seu desenvolvimento seria muito trabalhoso e iria além dos objetivos

desta dissertagcao.

Outros resultados sobre a Eletrodinamica de Podolsky foram apenas comentados,
pois uma abordagem simplificada nao exaltaria a relevancia dos resultados e uma rigorosa
fugiria do escopo deste trabalho. Nesta lista, o resultado mais relevante, que foi obtido
por Cuzinatto, Melo e Pompeia em [10], é que a Eletrodindmica de Podolsky ¢ a tnica
teoria de campos com derivadas de segunda ordem nos campos que é simultaneamente
linear, invariante de gauge U(1) e de Lorentz. Todas as outras teorias invariantes por
estes grupos diferem da Eletrodindmica de Podolsky por um termo de superficie. Este
fato faz com que a Eletrodindmica de Podolsky seja a tnica generalizagao possivel com

derivadas de segunda ordem nos campos para a Eletrodinamica de Maxwell.

O capitulo 3 compreende o estudo da teoria de Multipolos sob a perspectiva da
Eletrodinamica de Podolsky. Neste capitulo observamos que a descricao de fenomenos

estaticos pela Eletrodindmica de Podolsky é uma possibilidade. Definindo os campos
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elétrico e magnético em termos dos potenciais escalar elétrico e vetorial magnético, veri-
ficamos que a condi¢ao de Coulomb tem uma expressao diferente na teoria de Podolsky.
Esta nova condigao leva o nome de condigao de Coulomb generalizada e a mesma equi-
vale a condigao de Lorenz generalizada, obtida por [8], para o caso estatico. As equagoes
resultantes da imposicao da condigao de Coulomb generalizada carregam um termo que
considera derivadas de quarta ordem nos campos. Isto mostra que o modo com que os
campos sao criados é diferente quando comparado com a Eletrodindmica de Maxwell.
Apesar disso, as equagbdes para o potencial escalar elétrico e as componentes do potencial
vetorial magnético ainda sdo idénticas ao fazermos a associagao ¢ <> (A); e p <> (J);,

um resultado semelhante obtido pela teoria de Maxwell.

No estudo da Eletrostatica de Podolsky observamos que o primeiro resultado dis-
tinto com relacao a teoria de Maxwell é o limite do potencial escalar elétrico devido a
uma carga puntual para a distancia entre a carga e o ponto onde se calcula o potencial
indo a zero. Utilizando a Eletrostatica de Maxwell, constata-se que este limite é infinito,
enquanto que utilizando a teoria de Podolsky obtemos que o limite resulta em um valor
finito, diretamente relacionado com a constante de Podolsky. Este fato se propaga para as
outras quantidades relacionadas a carga puntual como, por exemplo, quando analisam-se
os limites para seu campo elétrico. Um outro fato importante decorrente da finitude do
potencial escalar elétrico de uma carga sobre ela mesma ¢ o calculo da autoenergia desta
mesma carga. Na teoria de Maxwell, este calculo resulta em um valor infinito, o que fisi-
camente nao ¢é de se esperar. Neste trabalho, apresentamos o modelo mais simples para
uma carga puntual e, utilizando a teoria de Podolsky, vimos que este calculo retornou um
valor finito, também diretamente relacionado com a constante de Podolsky. Este é um

grande resultado da Eletrodinamica de Podolsky.

Ainda na segao sobre Eletrostatica, realizamos o estudo dos multipolos elétricos.
Esta parte contém o cerne da expansao multipolar: a condi¢ao de aproximacao multipolar.
Verificamos que é possivel determinar com clareza o quao distante esta um ponto do es-
paco com relagao a um corpo carregado, se compararmos a minima distancia entre o ponto
onde se deseja calcular o potencial e um ponto do corpo carregado com a méaxima dis-
tancia entre dois pontos da distribuicao de cargas. Utilizando a condi¢ao de aproximacao
multipolar, realizamos a expansao multipolar, que segue um roteiro levemente parecido
com o que é executado na teoria de Maxwell. Para tanto, buscamos uma representacao
da funcao de Green da equacao do potencial escalar elétrico em termos de uma série infi-
nita. Apds encontrarmos a representacao adequada para a funcao em questao, precisou-se
ainda reorganizar da série de modo a implementar a condigao de aproximagao multipolar.
Apesar da dificuldade intrinseca que a Eletrodinamica de Podolsky apresenta, obtivemos
com sucesso a expressao que define a expansao multipolar. Para verificarmos a féormula

obtida, realizamos a expansao multipolar para um disco carregado uniformemente, usando



Capitulo 5. Conclusées e Perspectivas 98

o fato que o potencial elétrico para esta configuracao de carga, quando calculado sobre o
eixo de simetria, pode ser obtido exatamente. Fazendo a expansao multipolar da expres-
sao exata do potencial e calculando o potencial utilizando a série obtida foi constatado
que resultavam nas mesmas expressoes. Apesar de nao serem expressas neste trabalho,
outras configuracoes de cargas, como o dipolo elétrico e os quadrupolos elétricos linear
e quadrado, foram analisadas e verificou-se que a expressao para a expansao multipolar

também descreve com precisao os potenciais destas configuracoes de carga.

A segao sobre Magnetostatica de Podolsky seguiu um roteiro similar ao executado
na secao sobre Eletrostatica. Primeiramente, discutimos sobre as correntes estacionarias,
estas que sao fontes de campos magnéticos estaticos. Em seguida, obtivemos o potencial
vetorial e o campo magnético de algumas configuragoes de correntes. O exemplo mais
notéavel foi o fio infinito, pois este mostrou um comportamento em regioes proximas do
fio bem distinto do esperado pela Magnetostatica de Maxwell. Pela teoria de Podolsky, o
campo magnético do fio infinito possui um maximo em regides proximas ao fio. Isto faz
com que esta configuragao de corrente seja candidato a uma possivel verificacao experi-

mental da teoria de Podolsky.

Continuando na se¢ao sobre Magnetostatica, construimos a expansao multipolar
para o potencial vetorial magnético, que de fato é andlogo ao realizado para o potencial
escalar elétrico. Definimos a condigao de aproximacao multipolar para a Magnetostatica,
fazendo a correspondéncia entre elementos de cargas com elementos de correntes. Poste-
riormente, como a funcao de Green é a mesma para as equacoes dos potenciais escalar
elétrico e vetorial magnético, temos que a representacao obtida da funcao de Green em
questao em termos de uma série infinita é idéntica ao caso Eletrostatico. Em seguida,
verificamos os dois primeiros termos da expansao multipolar e constatamos que o termo
referente ao monopolo magnético é nulo, como era de se esperar. Fizemos uma aplicagao
dos resultados obtidos no calculo do potencial vetorial magnético de uma espira circular
delgada com uma corrente estacionaria. O resultado obtido da aplicacao foi satisfatorio,

pois 0 mesmo retornou os limites que eram esperados.

Sobre os resultados do capitulo 4, nosso objetivo foi introduzir os conceitos basicos
da teoria da Radiagao. No inicio, quando tentamos resolver a equagao para o quadripo-
tencial eletromagnético de Podolsky sem a imposicao da condigao de Lorenz generalizada,
constatamos que simplesmente nao existe uma solucao pelo método das fungoes de Green.
Isto mostrou o porqué de se impor a condi¢gao de Lorenz generalizada. Sem a imposicao da
mesma nao seria possivel obter tal quadripotencial. Além disso, a imposicao da condicao
de Lorenz se mostrou natural, quando verificou-se que ao aplicar uma transformagao de
gauge no quadripotencial, a equagao que o quadripotencial transformado satisfaz é exata-

mente a equagao do quadripotencial com a imposi¢ao da condi¢ao de Lorenz generalizada.
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Ainda sobre o capitulo 4, conseguimos implementar a causalidade na teoria, do
mesmo modo que é realizado na Eletrodindmica de Maxwell. Isto possibilitou a busca
pelas fungoes de Green retardada e avangada da equagao do quadripotencial eletromag-
nético de Podolsky. Esta busca retornou que as func¢oes de Green procuradas sao dadas
pela diferenga entre a funcao de Green da equacao do campo eletromagnético de Maxwell
e da equagao de Klein-Gordon-Fock. Desta forma, nosso objetivo se voltou para a obten-
¢ao de tais fungoes de Green, tornando-se o assunto de duas se¢oes. Obtidas de maneira
semelhante, optamos por explicitar o calculo destas fungoes de Green para que o leitor
nao tenha dividas sobre o processo de obtencao das mesmas. Quando encontramos as
fungoes de Green retardada e avangada da equacgao do quadripotencial eletromagnético
de Podolsky, verificamos um limite importante da teoria: o limite de m — +oo. Obvia-
mente, aplicamos este limite sobre a funcao de Green retardada, pois ela é a tinica que
possui interesse fisico. A importancia deste limite se da pelo fato que se o campo ele-
tromagnético que conhecemos é o de Podolsky, entao este limite explica o porqué de nao
o reconhecermos. Para verificarmos este limite, usamos a sugestao proposta por Frenkel
em [9], escrevendo a funcao de Green de maneira semelhante a uma das representagoes da
funcao delta. Infelizmente, nao conseguimos mostrar que todas as funcoes f;, i € N, que
aparecem na representacao da fung¢ao de Green tendem a 1 quando m tende ao infinito,
mas pelo menos para os quatro primeiros f; o limite é verificavel diretamente. Encerrando
o capitulo 4, comentamos que o quadripotencial eletromagnético de Podolsky pode ser
visto como o quadripotencial de Maxwell corrigido pelo quadripotencial solucao da equa-
¢ao de Klein-Gordon-Fock e obtivemos os potenciais de Liénard-Wiechert-Podolsky para
uma carga puntual em movimento. Obviamente, as expressoes exatas destes potenciais
exigem o conhecimento do quadrivetor posicao da particula, de modo que nossa ideia foi

apenas apresenta-las neste trabalho.

De um modo geral podemos concluir que a Eletrodinamica de Podolsky descre-
veu satisfatoriamente os fendmenos eletromagnéticos abordados nesta dissertacao. O fato
¢ que a Eletrodinamica de Podolsky, além de descrever os fenémenos eletromagnéticos
quantitativamente, também resolve problemas da Eletrodinamica de Maxwell, tudo a ni-
vel cléssico. Por isso, isto é suficiente para que esta generalizacao da teoria de Maxwell
receba a atencao da comunidade cientifica. As possibilidades sobre novos temas e pers-

pectivas sobre a teoria sao apresentadas na proxima secao.

5.2 Perspectivas futuras

Tendo em vista o que foi desenvolvido neste trabalho, acreditamos que algumas
perspectivas futuras possam ser consideradas. Antecipando uma pergunta, as propostas

que apresentaremos agora ainda nao foram investigadas, sendo que nosso embasamento



Capitulo 5. Conclusées e Perspectivas 100

para propd-las reside apenas na ideia de extensao do que foi realizado nesta dissertagao.

Comentaremos sobre cada uma delas a seguir, separando-as por capitulo.

Sobre o tema apresentado no capitulo 2, vimos que a Eletrodinamica de Podolsky
tem como simetria interna é conservacao da carga elétrica. Esta simetria aparece devido
a invariancia da teoria de Podolsky pelo grupo U(1) local, que é um grupo abeliano.
Nossa proposta é tratar de teorias de campo de segunda ordem cujas simetrias internas
estejam relacionadas a invariancia da teoria por grupos nao-abelianos. Isto é interessante
pois, por exemplo, se o grupo em questao for o SU(3) local, teremos uma generaliza¢ao
da Cromodinadmica Quantica para uma teoria de segunda ordem. Para o caso do grupo
SU(2)®@U(1), a generalizacao possivel para teorias de ordem superior seria da teoria Ele-
trofaca. Estas sao possibilidades de generalizacoes que podem trazem um entendimento

melhor sobre os fendmenos fisicos analisados.

Sobre o tema abordado no capitulo 3, a proposta para estudos futuros é a obtencao
das equagoes de Podolsky em meios materiais. Como a referéncia [16] mostra para o caso
de Maxwell, a deducao depende do calculo de valores médios dos campos elétricos e mag-
néticos das cargas e correntes envolvidas. Em geral, o nimero de elementos do tipo fonte
(carga ou corrente) é da ordem do nimero de Avogadro, fazendo com que seja necessario
calcular a média das densidades de fontes. Nossa ideia é a realizacao deste processo para
a Eletrodinamica de Podolsky. A obtencao das equacoes de Podolsky em meios materiais
permitiria a anélise de uma gama de fendmenos, como por exemplo analisar o comporta-
mento da luz em meios materiais ou ainda efeitos de polarizacao e magnetizacao. Outros
fenomenos proprios da matéria condensada poderiam ser investigados por meio destas
equagoes. Desta forma, a concretizacao desta proposta abriria muitas possibilidades de

analises de fendmenos por meio da aplicacao da Eletrodinamica de Podolsky.

Sobre o tema abordado no capitulo 4, nossa proposta ¢ que uma aplicagao dos
resultados obtidos seja realizada. A baixa profundidade alcancada neste trabalho na te-
oria de Radiagao sob a perspectiva da Eletrodinamica de Podolsky faz com que nossa
proposta de tema seja a simples aplicacao dos resultados obtidos em diferentes sistemas.
Apesar deste fato, a obtencao da funcao de Green da equacao do quadripotencial eletro-
magnético de Podolsky mostrada neste trabalho permite que todos os resultados inerente
a teoria de Radiacao sejam investigados, além de possibilitar uma formulagao covariante
da teoria de Radiacao. Dentre os sistemas plausiveis de serem estudados, destacamos
trés em especial. O primeiro sistema consiste de uma particula carregada com velocidade
constante. Esperamos que este sistema nao irradie, mas sua confirmacao é necessaria. O
segundo sistema que ¢é interessante de se abordar ¢ o caso de uma particula submetida a
uma forga constante. Sabemos que a dindmica de tal particula é regida pela equacao de

Abraham-Lorentz. Deste modo, estudar a radiacao devido a esta particula pode mostrar
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a validade ou nao desta equacao, ja que outros cientistas afirmam que tal equagao nao
descreve corretamente a dindmica de uma particula carregada eletricamente [37,38]. O
terceiro sistema sugerido é caracterizado por correntes que oscilam harmonicamente no
tempo. Este tipo de sistema é interessante pois o mesmo pode ser uma primeira aproxi-
macao na descricao de antenas. Além disso, a realizagao desta proposta possibilita uma

compreensao maior da Eletrodindmica de Podolsky.
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APENDICE A  m—

A FUNCAO DE GREEN DA EQUACAO DO
POTENCIAL ESCALAR ELETRICO DE
PODOLSKY

A.1 Introducao

Por meio da fungao de Green é possivel obter a solu¢ao de equagao diferencial nao-
homogénea. Existem diversas maneiras de se obter a fungao de Green de uma equagao

diferencial, tornando o método versatil e interessante de ser aplicado.

Nas equagoes da Eletrodinamica, os casos nao-homogéneos representam a presenca
de fontes de campos elétrico e magnético, isto é, indicam a existéncia de cargas e correntes.
Como o método das fungoes de Green nao exige a distin¢ao do tipo de fonte em questao,

esta arbitrariedade permite explorar varias configuragoes de cargas e/ou correntes.
Este apéndice apresenta o calculo da func¢ao de Green da equagao do potencial

escalar elétrico de Podolsky, que é parte importante na Teoria de Multipolos.

A.2 Funcao de Green da Equacao do Potencial Escalar
Elétrico de Podolsky

Considere a equacao para o potencial escalar elétrico de Podolsky.
- 2
SV 1) Vie=p, p = o(r), (A1)

com m a constante de Podolsky, ¢ o potencial escalar elétrico e p a densidade de carga.

As condicoes de contorno sobre o potencial ¢ sdao que o dominio do mesmo seja R? e que
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tenda a zero quando r tende ao infinito, r = ||7||.
Sabemos que a fungdo de Green G da eq.(A.1) satisfaz
1
(ﬁVQ - 1) V2G(r,v") =6(r — 7). (A.2)

O operador (#V2 — 1) V? atua somente sobre a varidvel r. As condicoes de contorno
impostas para ¢ recaem sobre a fungao de Green G. Assim, nosso trabalho consiste em
resolver a eq.(A.2) sob as condigoes de contorno mencionadas acima. Estas condigoes de

contorno permitem tentarmos uma solu¢ao de (A.2) por transformada de Fourier [28].

Pode-se mostrar que o operador (#V2 — 1) V2 ¢ invariante por translacoes. Desta
forma, a funcao de Green dependera apenas da diferenca entre os vetores r e 1/, isto é,
G(r,r") = G(r —r'). Assim, G(r,r’) e 6(r — ') dadas em termos de suas transformadas

de Fourier sao

Glr,r)) = ﬁ / k) exp ik - (r — )] &k, (A.3)
Q

é(r—r) = (271r)3 /eXp lik - (r — ") d°F, (A.4)
Qr

com € = K3.' Nosso trabalho consiste em determinar G(k). Substituindo as eq.(A.3) e
(A.4) em (A.2) obtemos

2

G(k) = Pl (A.5)
com k = ||k||. Assim,
Nom? exp [tk - (r —7')] 4
G(r,r') = (2%)3/ K20+ m?) d’k. (A.6)

Q
Devido a relacdo estreita entre IK® e R3, esta integral se torna mais facil usando

coordenadas esféricas. Desta forma, a integral se torna

oo 2w

Jr
2 k, ol 0
G(r,7') = (;)3 ///eXp ikllr =771l oSO 12 1, (0 ) dbedipuct,
0 0

k2 (k% +m?)

m2 T 400 1 | .
- W/dgok / S /exp [ik||r — 7| cos(0)] sin(0y)dby, | dk.
0 0

0

L Para detalhes sobre o espaco K3, veja o Anexo A.
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+o0
2 : !
Glrr) = m / 1 (28111(1{:“7“ TH))dl{,

(2m)2 ) k% +m? Ellr — ']
B / sin(k||r — r’||)dk
B ( Hr 'r’H k(k?+m?)
sin(k|lr — r'|])
= dk. A.
& nr—wn/ CERNTY A0

Observe que a nossa integral é a parte imaginaria da seguinte integral

+o00o “+o0o +o0o
eplitle ~ ) oble — i Ftits i
dk = dk dk A.
/ k(2 + m?) KR rmd) T TR rmy (A.8)
0

pois a integral envolvendo cos(k||r — 7’||) é nula devido ao integrando ser uma fungao

impar em um intervalo de integragao simétrico. Assim,

+o0 +o0
sin(kllr —7'l) ./eXp(ikHT—’f’H)
/ k(2 + m?) dk = —1 R + m?) dk (A.9)

exp(ikllr — '|)

Glr.r') = 1H1°—'r’||/ e (A.10)

Para resolvermos esta integral, vamos estendé-la ao plano complexo. Observe que

o integrando tem polos simples em k = 0, £im e que || — 7'|| > 0. Assim, o contorno de

integracao C' escolhido é dado por

Ay

iR C=Cp,UC.UCLUCk

m

Q

S} 4

—R éLl — O € éL2 R

Figura 13 — Contorno de integracao.
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Agora, nosso problema se resume a resolver a seguinte integral I sobre o contorno C'
da fig.(13)

I:\%exp(zz”,"_r H)dZ, (All)

2(22 +m?)

C
tomando os limites de R — +o0o e € — 0.

Pelo Teorema dos Residuos [40] temos que

LI PR T S I

2(22 +m?) 2(22 +m?)

g (Rl D)

2(z +1im)

9

z=1m

T
= exp(—ml|lr —r'[]). (A.12)

Como C'=C = CL, UC. UCL, UCR, entao podemos fazer

exp(zz]|r —7'[]) / exp(iz||r — 7']]) / exp(iz||r —7'||)
?g 2(2%2 + m?) & 2(22 + m2) < (2 + ) z
L (=Co)
el =) [ el 1)
d dz, (A1
i / 2(22 + m?) ot 2(22 +m?) 2 (A13)
Cr, n

sendo que (—C) indica que foi tomado o sentido inverso de integrac¢do na curva C.. Uma

das formas paramétricas das curvas Cp,, (—C.), Cp, e Cr sao dadas abaixo

Cr, = {2€C|z=k —R<k< —€}; (A.14)
(=C.) = {z€C|z=c¢cexp(if), 0 <O < 7}; (A.15)
Cr, = {z€C|z=k, e<k<R}; (A.16)
Cr = {2€C|z=Rexp(if), 0<0<7}; (A.17)

Utilizando estas parametrizagoes e tomando os limites de R — +o00 e € — 0 temos

que
(il =) [ expliklr —o'])
. exp(iz||lr —r exp(ik|lr —r
1 dz = dk Al
Rorioc 2(22 + m?) : / k(k? +m2) (A.18)
e—0 CLl — 00
€
explizllr = ') [ exp(ik|lr ']
li dz = dk. Al
R too 2(22 +m?) © / k(k? +m?) (A.19)
e—0 CL2
Temos também que, pelo lema de Jordan [40],
: o
fm [ SR =D,y (A.20)

2 2
R:_erooCR 2(2%2 + m?)
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Segundo a referéncia [40], a integral em (—C;) é

b [ SRGEl=T)CeGEr =) )
R—++00 2(2%2 + m?) 2(2%2 +m?)
e—0
(=Ceo)
- _ /
_ (et =N
(22+m2) z=0
i

Logo, tomando os limites de R — 400 ¢ € — 0 em ambos os lados da eq.(A.13) e
usando (A.12), (A.18), (A.19), (A.20) e (A.21), temos

0
i exp(ik||r —7'||) im
i Pl =)= / 2 rma) T

—00

+oo
[ exp(iklr —r'l)

k(K2 + m?)
Fexp(ikllr —v)) i
exp(ik|lr —r i
dk — —. A .22
/ k(K2 + m?) m?2 (A.22)

Logo, obtemos o resultado da integral desejada.

+o00
exp(ikllr —'|) . im0 - -
/ 2 mz) 8= e (L explomllr =) (A.23)

Substutindo a eq.(A.23) em (A.10), temos

) exp(ik||r —7'||)
_ dk
G(r,m) ( zHr—T’H / k(2 +m2)

1 i
- (27r) i|r — || m? (1= exp(=mir =) (829

Portanto, a funcao de Green da equacao do potencial escalar elétrico é dada por

1 (1 —exp(=m|r —7]))

G(r,7r') = (A.25)

Ar |r — 7|
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APENDICE B m—

A FUNCAO DE GREEN DA EQUACAO DE
HELMHOLTZ MODIFICADA

B.1 Introducao

A equacao de Helmholtz e sua versao modificada aparecem em varios problemas

de interesse fisico, justificando a importancia de se estudar as solugoes das mesmas.

Por exemplo, a equacao de Helmholtz, VZ + k?¢p = 0, aparece como a parte
espacial da equacao da onda e também como a equagao de Schrodinger independente do
tempo para o caso de espalhamento. A sua versao modificada, V21 — k%) = 0, surge como
a parte espacial da equagao da difusao e como a equagao de Schrédinger independente do

tempo para estados ligados.

Apesar disso, nossa atencao esté voltada para um resultado interessante que po-
demos extrair por meio da funcao de Green da equacao de Helmholtz modificada, como

veremos a seguir.

B.2 A Equacao de Helmholtz Modificada e sua Fungao

de Green

Nosso problema consiste em determinar a fungao de Green da equagao de Helmholtz
Modificada (EHM)

VQw . 0_21/} — 07 (B].)
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com V? o operador Laplaciano e ¢ uma constante real nao-nula. A funcao de Green G

da EHM satisfaz a seguinte equacao

V2G(r,r") — *G(r,r') =5 (r — 1), (B.2)

2

sendo que V? — ¢? atua somente na variavel . As condicoes de contorno para G na

variavel r sao

(i) lim G(r,7')=0 e (44) Dominio de G(r, ') = R?, ~ (B.3)

r—-+00

com r = ||r|.

Sendo assim, obteremos esta funcao de Green por dois métodos diferentes:
(a) via Transformada de Fourier,
(b) via Ezpansao em Série de Harmonicos Esféricos;

O emprego do método (a) é apoiado na condigao de contorno (7) que garante que G(r,r’)
é absolutamente integravel em R? [28]. Ja o emprego do método (b) requer apenas que

G(r,r’") satisfaga condigoes suficientes de continuidade.

Veremos mais adiante que V2 — o2 é nao-singular, isto é, a transformada de Fourier
da fungao de Green nao tem polos no eixo real. Isto garante que a funcao de Green é
tnica, de onde poderemos obter uma relagao muito importante entre as duas formas da

funcao de Green.

B.2.1 Obtencao da Funcao de Green da EHM por Transformada

de Fourier

Para comecgarmos, faremos a seguinte analise. Como o OHM se comporta por
translagoes? KEssa questao parece um tanto fora de contexto, mas se justifica no fato de
que se o OHM for invariante por translagoes, a funcao de Green dependerd apenas da
diferencas de suas varidveis, isto é, G(r,r’") = G(r — r’). Isso ajuda a delimitar a forma
que a fungao de Green tera. Sendo assim, se fizermos uma transformacgao de coordenadas

r — r =r + a, a constante, temos entao

v o Pmrta— -0 _ 0 _ 90 0
* ox'  Ox'0r Ox ox2  0z?’
, 0 oy 0 0 0 0
YT T ey T oy oy o O
o 0:0 0 o 0

— / — 2 = — = — f— > = —
§ F=zta 0z 020z 0z 022 022

0 0 - . . .
—— 4 ——, entao V2 = V2. Portanto V? ¢ invariante por translacoes.

2~
Como V* = 922 + R
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Sendo assim, apoiados na condi¢ao (i), escreveremos G(r, ') e 6(r —7') em termos

de suas transformadas de Fourier

G(r,r") = (273)3/2 /é(kz) exp [ik - (r — )] &k, (B.4)
Q
or—r') = (2;)3 /exp [ik - (r — 7)) d°F, (B.5)
Q

com €, = K3.! Para determinar G(r, ') precisamos encontrar G/(k). Assim, substituindo
em (B.2) obtemos que

~ 1 1

G(k) = TR o (B.6)

com k = ||k||. Veja que G(k) ndo possui polos no eixo real, mostrando que G ¢ tnica sob
as condigoes (B.3). Desta forma,
1 k- (r— 1
Glr,r') = — / exp ik - (r = )] sy (B.7)

(2m)3 k2 + o2
Q

Esta integral no espago IK* em coordenadas cartesianas (k, ky, k.) é dada por

—+00 400 400

///exp [iky(r — ")y + iky(r — 7'), + ik, (r — )]dkdkdk

G, ) = k2 + k2 + k2 + 2

3

—00 —O0 —O0

(B.8)

Esta integral se torna mais facil de se resolver em um sistema de coordenadas

esféricas. Isto é feito propondo a seguinte mudanca de variavel
k, = ksin(fy) cos(¢r); ky, = ksin(6) sin(eg); k., = kcos(0). (B.9)
com 0 <O, <7, 0< ¢ <2mek > 0. Deste modo, a integral se torna

eXp [ik||r — 7'|| cos(6k)] , 5
k? 4 o2

G(r,r") =

k? sin(0)db dprdk,

™

1 K . , :
= —(2w)3/d¢k/m /exp [ik||r — 7'|| cos(0)] sin(6x)dby | dk,
0 0
+o00 ™

0

| 2 | |
- o / s / exp [ik||r — /]| cos(6,)] sin(0)d0y | k.
0 0

A integral entre parénteses é resolvida fazendo u = k||r — 7’|| cos(6). Logo,
/exp [ik||r — || cos(6)] sin(By)dby, =

0
Para detalhes sobre o espaco K3, consulte o Anexo A.

2sin(k|r — 7'||)
kllr — |

(B.10)

1
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Portanto,
ksin(k|r —r'|)
o= dk
Grr) = — G |r — 7| / K2+ o2 ’
ksin(k|r —r'|)
= dk. B.11
-~ (2n)? |'r—r’H / k? 4 o2 ( )

Observe que a nossa integral é a parte imaginaria da seguinte integral

+o0o +o0 +o0
k exp(ik|[r — r'[]) /kCOS(kHr—r’H) / ksin(k|r — ')
= dk. (B.12
/ k2 + o2 dk e dk +i R ( )

0

Como a integral envolvendo cos(k||r — 7’||) é nula devido ao integrando ser uma fungao

impar em um intervalo de integragao simétrico, temos que

“+oo
ksin(k|[r — '] kexp(ik|r — r'||)
dk = dk B.1
/ k2 + o2 / k2 + o2 ’ (B.13)
e assim,

, kexp(ik||r —7'||)
dk. B.14
Glr,7') = (2m) ||'r—’l“’|| / k2 + o2 (B.14)

Note que o integrando tem polos simples em k = +i|o|. Desta forma, para resol-

vermos esta integral, considere o seguinte contorno de integracao C

niy
Cn iR C=CrUC,
ilo]|
Qv
R ] ol . R x

Figura 14 — Contorno de integracao.

Assim, nosso problema é substituido pela resolucao da integral [

N !
I §I§ zexp(iz|r —r H)dz, (B.15)

22 4 02

c
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que veremos a seguir que esta relacionada com a integral na expressao da funcao de Green
da eq.(B.14).

A solugao da eq.(B.15) é dada pelo Teorema dos Residuos [40]
?gzexp(izﬂr — r’||)dz — 9riRes (zexp(iz”’r -7 : i|a|) ’

22 + o2 22 + o2
C
e
z +i|o] 2=ilo|
= qmexp(—|ol||r —7'|). (B.16)

Como C' = Cr U (L, entao podemos fazer

?g zexp(iz||r — r/”)dz _ / zexp(iz|r — T,H)dz n / z exp(iz||r — rllDdz (B.17)
22+ o2 2%+ 0? 2 +o? o
C Cr cr

sendo Cr e C, sao dadas na fig.(14). Uma das formas paramétricas das curvas C e Cg

sao dadas abaixo

Cr={2€C|z=k —R<k<R}, Cr={2€C|z=Rexp(if), 0<0<7}.
(B.18)

Assim, usando estas parametrizagoes, temos

R
zexp(iz|]|r — r'|]) / kexp(ik||r — r'||)
dz = dk B.1
/ 22 + g2 © 2+ o2 (B.19)
Cr “R

™

zexp(z'ZH’r —fr’H) / Rexp (19) exp [iReXp <29> H,,, _,r,/H] ‘ .
- . (B.2
/ 22 1+ o2 dz R oxp (210) + 07 iRexp (10) dh. (B.20)

Ao analisarmos o médulo da integral da eq.(B.20), vemos que?

zexp(iz|lr —r'|) R[1 —exp (=R|r —7'|)]
dz| < . B.21
[ (7= o) [r — 7| (B:21)
Cr
Assim, pode-se mostrar que
coxpliz|r—v'|) [ kexp(ik|r — ')
REI—EOO/ 2%+ o? dz = / k% + o2 dk, (B:22)
Cr, —00

Esta parte é feita aplicando a desigualdade triangular para integrais. Para prosseguir, é necessério
verificar que |R?+02|7! < (R? — 0?) - Depois, como sin(#) é simétrico com relacdo ao eixo x = 7/2,
troca-se o intervalo de integracao de [0, 7] para [0, 7/2] e multiplica-se a integral por 2. Feito isso, usa-
se que sin(f) > 20/m em [0,7/2] e efetua-se a integral com esta substitui¢do, resultado na expressao
dada.
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que ¢ a integral que desejamos resolver, e que

' — 7 R|1— —R||r — 7'
fim /zeXp(er "D < gy BL—eeCRIr—r] (B.23)
Rovioo Z o RN ]

Cr
Isto equivale a dizer que
. o
i [ 2R =D g (B.24)
R—+00 22 + o2
Cr

Usando (B.16) e (B.17) temos

: my [ zexp(z]r — 7)) zexp(izllr — ')
imrexp(—|oll|lr —7'||) = / e dz + g dz. (B.25)
CR CL

Podemos tomar o limite de R — +o00 e usar as eq.(B.22) e (B.24).

; o . o
lim irexp(—|o|||lr —7'||) = lim /ZGXP(Z;HT rH)dz—f— lim /ZeXp(ZzHr r'||)
R—+o00 R—+o00 z +0-2 R—s+00 2’2+02
Cr &
' kexp(ik]r — |
; exp(ik||r — r
imexp(—|oll|r —r'||) = 0+/ i dk.
Logo,
+ook " .
[ et 2 g i sl — 1) (B.26)

Portanto, G(r,r’) é dada entao por

+oo
N i kexp(ik||r — ')
Glrr) = (27r)2H7'—'r’H/ EreE——

_ 1 exp(=|afllr —7'I})

(B.27)

A7 |r — 7|

B.2.2 Obtencao da Funcao de Green da EHM por Expansao em

Série de Harmonicos Esféricos

Agora, obteremos a fun¢ao de Green da EHM por expansao em série de Harmonicos
Esféricos. Formalmente, propomos que G(7, ) seja escrita em coordenadas esféricas, isto

é, G(r,r") = G(r,0,0,7,0 ¢"), que na base dos Harmonicos Esféricos, é dada por

+oo  +l

G(r,0,0,7,0,0) =Y > Coulr,r',0,0)Y"(0, ). (B.28)

=0 m=—1

dz,
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com r,7" > 0;0< 0,0 <7 0< g ¢ <21 e Y sdo os Harmonicos Esféricos que
satisfazem

// 0, 9 , ) sin(0)dpdd = S 6™ (Ortonormalidade) (B.29)
e

f i ?71(9/, Y0, ) = o0 = zgj(;; — ) (Completeza) (B.30)

1=0 m=—1

com 7;” o complexo conjugado de Y;™ e as coordenadas sem linha sao referentes ao vetor
r enquanto que as coordenadas com linha sdo referentes ao vetor . As condig¢oes de
contorno impostas a G(7,7") recaem sobre Cyy(r, 7,6 ¢'). Para trabalharmos, delimi-
taremos a regiao de interesse de R® como sendo todos os pontos exterior a uma esfera
centrada na origem e de raio a, e as condi¢oes de contorno sao

(2) lim Cy(r,7",0',¢") = 0; (it) Crula, 7', 0',¢") =0, Vi,m; (B.31)

r—+00
e depois tomaremos o limite de a — 0 para cobrir todo o R?.

Com as condigoes de contorno bem estabelecidas, obteremos a fung¢ao de Green.

O operador Laplaciano em coordenadas esféricas é dado por

10 (,0 19 9 1 e
2 _ _ _ B.32
V= ( (97“) T i (0) 90 (Sm(e)ae) T a2 (9) 02 (B:32)

e a funcao Delta por

o -0 = S =DHO=05p =) B

Sendo assim, substituindo em (B.2) temos

<v2 . 02) G(’l“ 0 © T/ 9/ (,0/) _ 5(T B T,)d(e B 9,)6(()0 B ()0,)

2 sin(0)
+oo  +l ’I“—T‘/ +oo  +l
3 (V=) Gl 0. 0.0) = LSS 0.0,
=0 m=-1 =0 m=—1
+oo  +l ’T’—T‘/ 400  +l
SN (v Coa(r, 7,0, ) Y0, 0) = ZZY; Y0, ),
=0 m=—1 =0 m=—1

onde usamos a relacao de completeza dos Harmonicos Esféricos. Logo,

o(r—1")

72

+oo  +1
|: ml(T r’ 0/)¢>Ym(9 ) -

>

=0 m=—1

W(ecw’mmw,w)} = 0.

(B.34)
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Usando (B.32) e (B.31), é possivel mostrar que®

Il N\Nvm 10 0 AV I(l+1 Il
V2le<7ﬂ7ra97‘;0>y2 (9790) - |: (7’25 ml(raTveﬂp))_ (7,.2 )le(r,r,e,go)]

r2 Or
< V(0. 0) (B.35)

Desta forma temos que

X =)y, v o, 90)} ,

DS

=0 m=-I

+oo  +l
{ — %) Co(r,7, 0, ) Y™ (6, ) —

0 = io i L"z (r —Cop(r, 7’ 0’,@) ( +l(l+21)) Co(r, 7,0, ")

=0 m=-1 r
S Utioh 073 ’)}Ylmw,w). (B.36)

2
Como os Harmonicos Esféricos formam um conjunto linearmente independente,
entao

aar (TQangz(r R )) = (rP0® U1+ 1)) Coualr, 7", 0, ') = 6(r = )Y (0, ), ¥ L,m.

Observe que a tnica dependéncia do indice m, além de que as Unicas partes que
dependem dos angulos 6 e ¢’ sio em Cyy(r, 7,0, ¢') e Y, (¢',¢'). Sendo assim, podemos

propor o seguinte ansatz
Cot(r, 7,0, ") = Dy(r, 7)Y (6, ). (B.37)

Assim, temos

2

r %Dl(r ') + 2T§DZ(T, )= (rPo® + 11+ 1) Di(r,7") =6(r —1'), VI (B.38)
r

e as condigoes de contorno recaem sobre Dy(r,r’).

(i) lim Dy(r,r") =0 e (i1) Dy(a,r") =0, VL. (B.39)

r—+00

Fazendo uma mudanga de variavel x = |o|r e ' = |o|r’ e denotando Dy(x,z’) =
lo| Ey(x, ") temos que

, 0° 0
x WEZ(Q: ')+ 2$8—El(93, 7)) — (2 +1(1+1)) Ey(z,2") = §(z — 2) V [(B.40)

X
3 Esta parte ¢é feita abrindo V2Cy, (1, 77,6, ¢")Y;" (6, ). Como Y;™(6,¢) nao depende de r, ele ¢ visto
como constante com respeito as derivadas com relacgao a r, e por isso pode ser retirado da derivada. O
mesmo ocorre com Ciy(r,77,60',¢') com relagio as derivadas com relagdo a 6 e ¢. Para prosseguir, é

. . 2
necessario verificar que L2Y;™(0, p) = I(I1+1)Y;"(6, ¢), onde L* = 51n1(9) 2 (sin(0) ) — ﬁa%z (a
notacao L? é usada devido a relagdo que este operador e o operador de Casimir da Mecanica Quantica
da teoria de Momento Angular). Sendo assim, substituindo-se L?Y;™(0, ) por I(I + 1)Y;"(0, ) na

expressao para V2Cy, (r,7,6", 0" )Y, (0, ) e se obtém a expressao dada.
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Vemos que, para a variavel x, a eq.(B.40) homogénea tem a seguinte forma

ﬂtgdd—;F(x) + Qx%F(x) — (@*+1(+1)) F(z) = 0. (B.41)

Esta é equacdo de Bessel esférica modificada de ordem [. As solugbes desta equagao sao

as funcgoes 7; e k; cujas formas sao dadas

() = i 'g(iz), (B.42a)
ki(z) = —ith\V(ix), (B.42b)
com j; a funcao esférica de Bessel de ordem [ e de primeira espécie e hl(l) é a funcgao

de Hankel de primeira espécie e de ordem [. Existem outras defini¢goes, e uma muito

usada ¢ dada em termos das fungoes I;, 1/ e K112 que sao solugoes da equacao de Bessel

modificada.

. 7T 2

u(z) =4[5l (@) e ki(x) =4[ —Kivip2(2), (B.43)
com

+oo
1 1 T\ (2n+k) . om I g(x) — I(x)
L) =S~ - (¢ Ki(z) = lim ~ .
() Z n!T(l+n+1) (2) ¢ ((z) kol 2 sin(km)

n=0

(B.44)

As formas assintoticas de i;(x) e ki(x) serdao de grande utilidade neste apéndice.

Elas sdo dadas por [28|

- (l+1
iy(x) ~ _exgix)7 e ki(z) ~ w, se r > %, (B.45)
(§]
. ! (20 — !
Zl(l‘) ~ m7 e kl(l’) ~ W, se v K 1, (B46)

sendo que k!! significa o duplo fatorial de k.

As funcoes 7; e k; sao duas fungoes linearmente independentes. Isto porque pode-se

mostrar que o wronskiano W destas duas funcoes ¢é*

i(z) ki(z)
-/ /

i(z) ki(z)
Analisando uma equacgao diferencial da forma p(t)y” + q(¢)y’ + r(t)y = 0, o wronskiano de duas
solugdes desta equagao diferencial é dada pela equacao diferencial p(t)W’ + ¢q(t)W = 0, cuja solugao
& proporcional a exp [ [a(t)/ p(t)dt]. Sendo assim, aplica-se este método ao caso anterior e verifica-se
que Wliy(x), k;(x)] = C/z?, onde C é a constante de proporcionalidade. Depois, usa-se da definicio

do Wronskiano em termos do determinante simbdlico para o caso de > [(l 4+ 1)/2 e para o caso
x < 1 e constata-se que C' = —1.

1

W (), k()] (x) = 570 (B.47)
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Voltando a eq.(B.40), constatamos que Fj(z,z') é a fun¢ado de Green da equagao
de Bessel modificada. Existem diversas formas de se obter a funcao de Green de um
determinado operador. A que usaremos esta baseada no estudo de operador diferenciais
lineares de segunda ordem, ja que a equacao esférica de Bessel modificada é desta forma.

Estes operadores tém a forma geral

d? d
L= fo(t)— t)— t). B.48
fO()dt2 +f1()dt+f2() ( )
com fy, f1 e fo fungoes, geralmente continuas. Se x1(t) e z5(t) sdo duas solugoes linear-
mente independentes de Lz(t) = 0, isto é, Lx;(t) = 0 e Y. ox; = 0, com o/ = 0 para

J
j =1,2, entao a fungao de Green deste operador é dada por

CL1.’IJ1<t) + CLQSCQ(t) , > t

G(t,t) = , (B.49)

ar1z1(t) + azwa(t) + m(t/)x}§€2/;;(lt€§/)x2(t) ,t<t

com W (t') = Wz (t'), z2(t')]. As constantes a; e as sdo determinadas pelas condigoes de

contorno. Assim, para o nosso caso, temos

a1 (x) + agk(z) , T >
E(z,2") = : (B.50)
ari(x) + agky(z) + i (") k() — k(2" )ig(z) , <2’
Em termos de D;(r,r") temos
(a0 (|o|r) + aski(|o|r)) |o| L >
Dy(r,r") = (B.51)
(air(lo|r) + azki([o]r) +illolr)ki(lolr) = k|l )illolr) o] - r <’
Aplicando a condigao de contorno (7) da eq.(B.39) na parte em que 7 > 7’ e usando

a forma assintotica de ¢;(|o|r) e ki(|o|r) para r > [(I + 1)/(2]o]), temos

lim Dy(r,7") = TET@(‘““““‘T)+a2kl(‘”’r))|0‘a

r—>+00

= ailo| lim_i(lolr) + aslo] lim_k(jolr).

= a]o| lim —exp(|0|r) + ag|o| lim —exp(—|a|r)’
r—+too  2|o|r r—400 lo|r
= a|o| (+00) + as|a|(0),

Assim, devemos fazer a; = 0. Desta forma, D;(r,r’) fica

as|o|ki(|a|r) , >
Dy(r,r") = (B.53)
(azki(|o|r) + u(lo|r)ki(lolr) = ki(lolr)ullolr) o], r <7’
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Aplicando agora a condigao de contorno (iz) da eq.(B.39) na parte em que r < 7/,
obtemos

Di(a,r") = (azki(|o]a) + i(lo|r)ke(|ola) — ki(lolr)a(|ola)) lo| = 0. (B.54)
Logo,

_ kullolrullola) = u(lo]r)kr(lola)
as = ) . (B.55)

Substituindo em D;(r,r’) temos

k(o) N o
k’l(’0|a) Ufl(|0|7" )Zl(|0'|a) — 'Ll(|0|7“ )k}l(|o'|a)] |g| . r>T

Difryr) = (B.56)
M olr)u(lola) —u(|o|r ola)||o r<r
kllola) Floinudele) —aljolnkdela)]le] -, r <

/

ou de maneira mais compacta

Ditr ) = S ol yitlola) ~ ilolr ()] o (B.57)
com r~ = Maior de (r,7") e - = Menor de (r,r’). Assim,
/ ki(Jolr : . =m
Conlr ') = 1o Te (il Jiola) — il alola)] 7 (8.

[/Zflz(("zuz)) olki([o|r)ki(lolrs) — |o|k(lo|rs)i(lolre) Vlm (¢, ).

(B.58)

Ao tomarmos o limite de @ — 0 em Cyy(r, 7', 0, ') temos

- Tilola)
Lo{qum)

- \orkz<ro\r>>n<|a\r<>]?§"<9',so'>,

[(m ““‘"“)) olalolrk(lolrs)

o0 o(|oa)

}Liir(l]C’ml(r, 0, o) lo|ki(|o|r<)ki(|o|rs)

- |orkz<|a|r>>iz<|a\r<>]?§"<e',so’>.

Para resolver este limite, usaremos a forma assintotica de i,(|o|r) e ki(|o|r) para
r<1/lo|.

i(lola) . (ola)t (Jola)+! o1 Y
= = | =0. (B.59
(ol — aB @Ol @— D1 @1 0@ =Dl (B.59)
Logo,

lim Coui (1,0, ) = ~oi(lo|r)hlo|rs) Y] (0, ¢').
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Portanto, a funcao de Green do OHM ¢é dada por

+oo  +I
G(r,0,0,7,0, ) ==Y > lolillolra)ka(|olr-)Y7" (0,¢) Y"(0,¢).  (B.60)
=0 m=-1
As coordenadas angulares de r sdo 6 e ¢, e de 7 sdo 0’ e ¢'. Sendo assim,
podemos utilizar o teorema da adigao dos Harmonicos Esféricos apresentado no Anexo B.

Este teorema nos diz que

+1

4 SVl ! m

m=—

sendo P} o polinémio de Legendre de grau [ e v o menor angulo entre os vetores r e r'.

Logo,
—+o00
(204 1)
Z + |a|zl lo|r)ki(|o|rs) Pi(cos ). (B.62)
=0
Comparando com a eq.(B.27) temos que
Lexp(—loflr—r'[)) <= (@20+1)
—— k P B.63
ym T — 1] ; \alw |olr<)ki(|olrs)Fi(cos ), (B.63)
ou melhor
exp(—|of[lr — ') —
7 — 7| = lo| > 2L+ Vir(|ofro)k(|o|rs) P(cos ). (B.64)

=0

Esta é uma expressao muito conhecida que utilizaremos na Expansao Multipolar

na Eletrodinamica de Podolsky.
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APENDICE C  m—

A FUNCAO DE GREEN DA EQUACAO DO
POTENCIAL ESCALAR ELETRICO DE
PODOLSKY PARA A EXPANSAO
MULTIPOLAR

C.1 Introducao

No capitulo 3 vimos que, dada a funcao de Green da equacao do potencial es-
calar elétrico de Podolsky em termos de uma série infinita, a aplicacao da condigao de
aproximacao multipolar para o caso genérico se mostrou dificil devido a forma da série.
Restaram-nos duas opgoes: (1) abandonarmos a série obtida e procurar por outra que seja
possivel implementar a condigdo de aproximacao multipolar ou (2) reescrever a condigao

de aproximacao multipolar de modo que podemos utilizar a série obtida.

A opcgao escolhida foi a segunda. Entretanto, a nova forma da condic¢ao de aproxi-
macao multipolar ainda impds que para a mesma ser aplicavel, seria necessario reescrever

a série que representa a funcao de Green.
Este apéndice mostra como reescrever a funcao de Green da equagao do potencial
escalar elétrico de Podolsky de modo a implementar a expansao multipolar.

C.2 Funcao de Green para a Expansao Multipolar

Considere a equacao para o potencial escalar elétrico de Podolsky.

( s e 1) Vi = p, p = p(r), (C.1)

m2
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com m a constante de Podolsky, ¢ o potencial escalar elétrico e p a densidade de carga.

Como vimos no Apéndice A, a fungao de Green G da eq.(C.1) é dada por

L [1—exp(omlr — )
) = g | (©2)

A maneira de escrever G(r,r’) em termos de uma série infinita decorre da teoria
de fungoes especiais. De [28] e do Apéndice B, é possivel mostrar que G(r,7’) pode ser
expressa por
11X

4 r
1=0

G(r,r") Py(cos 7). (C.3)

r

[(r_’)l — (21 + 1)(mr)i(me" ) ky(mr)

A condigao de aproximacao multipolar reescrita é dada por
mr’ < 1 e mr 2> 1. (C.4)

Para implementar esta condicao de aproximagao multipolar precisamos reescrever
a eq.(C.3). A aplicagao de (C.4) na parte de G(7,r’) que independe de m ja garante o
truncamento sob a justificativa que (r'/r)! > (' /r)"*1. Ja a parte de G(r, ') que depende

de m precisa ser reescrita. Para tanto, note que podemos separéi-la em duas partes

exp (—ml||lr — 7’ 12T, , , . p /
P (Hr _H o ) = - Z [zgl(mr VFo(r,r',m) + dgy (mr") Fopq (ry 7, m) |, (C.5)
1=0
com
Fy(r,7";m) = (2L + 1)(mr)ky(mr) Py(cos ), [ € IN. (C.6)

Analisaremos primeiramente a soma que envolve Fy/(r, 7/, m). Explicitando a soma

400
Z iq(mr’)Fo(r,r',m) = {ig,o(mr’)FQ.o(r, r'ym) 4 ig 1 (mr) Fy 1 (r, 7', m)
1=0

+ dgo(mr’) Foo(r,r',m) + - - + dgp(mr’) Fop(r, r',m)

+ } (C.7)

sendo que o ponto entre dois niimeros representa a multiplicagdo ordinaria e p € IN. A

funcao de Bessel 7; pode ser escrita de maneira compacta do seguinte modo

+00
’Ll(l’) == Z C(l7s)$2s+l, (CS)
s=0
com
2l (s +1)!
N Y P e (C.9)

Um detalhe interessante é que a menor poténcia de x da série de i; é igual a [. Isto nos

ajudara no que se segue.
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Assim, substituindo (C.8) em (C.7) temos que

+oo
Z i21<mT/>F2[(T, T‘,, m) = { [0(2.070) (mT”)ZO + 0(2.071) (mT’)Q'l + 0(2.072) (MT/)2'2
=0
+ - ~}F2.0(7", r',m) + [C(Q,LO)(mr')Q'l + Cla1,1y(mr')>?

+ Claaz)(mr')*? + - [ Fox(r,r’,m) + [Claz0) (mr')>?
+ C(2_2,1)<m7’/>2'3 + C(2.272)(m7’/)2'4 + - } FQ‘Q(T, 7“/, m)
ot [C(Qp,()) (mr')2p + C'(gp71)(mr’)2(p+1)

+ ---}sz(r,r',m)—l—---}- (C.10)

A maneira de reescrevermos a série consiste em separar os termos possuem potén-
cias iguais de (mr’). Explicitamente

+oo
Zizz(mT/)le(T, r',m) = {(mr/)zo [0(2.0,0)172.0(7”7 r/,m)] + (mT/)m[C(Q.OJ)on(T; ', m)
=0

+ C'(2.1,0)Fz.1(7“7 r',m)} + (mr1>2.2 [0(2.0,2)F2.0(7“7 r',m)

+ CaayFoi(r, ', m) + CoooyFas(r, v, m)} + e
+ (mr/)2p [C(Q.O,p)FQ.O(Tv r, m) + C(2.1,p—1)F2.1(7“, r, m)

+ "'+G(2p,O)F2p(r7T/7m)] + - } (Cl]')
Observe que podemos escrever os termos entre colchetes em termos de um soma-
torio
400 0
Z it (mr’ ) Fy(r,r',m) = {(mr’)2'0 Z Clon,0—n)Fon(r,r',m)
=0 n=0
1
+ (mr')*! Z Cloni—n)Fon(r,r’',m)
n=0
2
+ (mr')*? Z Clonz—nyFon(r,r",m) + - -
n=0
p
+ (mr')?* Z Canpn)Fon(r,7',m)] + - - } (C.12)
n=0
Portanto,
+00 +oo 1
sz mr’) Ey(r, 7", m) ZZ(mr’)QZC@nJ_n)FQn(r, ' m). (C.13)
1=0 1=0 n=0

A mesma ideia pode ser aplicada na parte relacionada a Fyyq(r, 7', m). Desta
forma, encontra-se

+o00 +oo 1
Z i21+1(mr/)F2[+1(T, 7”/, m) = Z(mT’/)QZJFIC(Qn_H’l_n) F2n+1(T, 7’/, m) (C14)

=0 =0 n=0

(]
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Logo, vemos que a parte da fungao de Green que depende de m é dada por

. ol 1+OO l
exp (—m[lr — ') _ —ZZ{(m'f’/)ZlC(zn,Z—n)an(r,7”',m)

= TS

+ (m?”,)2l+1C(2n+1’l,n)an+1(T, Tla m) . (Cl5)

Explicitando C(; 5 e Fi(r,7',m) temos que

exp (—mlr — ') a_2"(dn £ (1 4 n)
[ — ] m;nzo =) @+ 2n 5 D1 2n(mr) Panlcos )
22 dn + 3)(l+n+1
+ (mr’)? ! 0 —<n) (QZZE 20+ 3] ) kont1(mr) Papy1(cosy) | .
(C.16)

Portanto, a fun¢ao de Green G(7,r’) pode ser expressa como

Glr,r') = i1+_m[(§)la<cosv>

A r
1=0

MN

( e 22(4n + 1)(1 + n)!

=) (2= 2n ¢ D )P 2"(‘3087))

0

~ (mr) 0(<mr>

n—

3
=

o1 22" (An 4+ 3) (I + n + 1)
(Il —n)!(20 + 2n + 3)!

kont1(mr) Papy1(cos ’Y))]
(C.17)

De maneira compacta, podemos reescrever G(7,r’) do seguinte modo

r') 1
G(r 47TTZVTT m) (C.18)

com

N\ L
Vilr o' m) = (—) Pi(cos)
T

com
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ANEXO A moe———

ALGUMAS DEFINICOES IMPORTANTES

A.1 Introducao

Este anexo tem como proposito fazer algumas defini¢goes de modo a evitar qualquer
tipo de davida. Definiremos o sistema de unidades utilizado no trabalho pois existe uma
gama de sistemas de unidades existentes na Fisica. Também definiremos os espacos nos
quais trabalharemos, a fim de evitar qualquer ambiguidade. As defini¢oes propostas aqui

serao utilizadas em todo o trabalho.

A.2 O Sistema de Unidades

Com relagao ao sistema de unidades utilizado, usaremos o Sistema Natural de
Unidades em conjunto com o Sistema de Unidades de Heaviside—Lorentz que normalizam
os valores de ¢, h e ¢ e as tomam adimensionais, isto é, ¢ = h = ¢g = 1. Para mais

informagoes sobre sistemas de unidades, consulte a referéncia [43].

A.3 O Espaco Quadridimensional de Minkowski

O espaco no qual trabalharemos é o chamado espago de Minkowski que sera de-
notado por M*. Os elementos deste espaco sao chamados de quadrivetores. Existem dois
tipos de quadrivetores: covariantes e contravariantes. Definiremos quadrivetor contrava-

riante como
x = (t,x) (A.1)
e quadrivetor covariante como

z = (t,—x) (A.2)
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com t o instante de tempo em que = acontece e & ¢é vetor cartesiano que localiza espaci-

almente x.

Em geral representa-se um quadrivetor (e tensores de ordem mais alta) pelas
suas componentes. Assim, o quadrivetor contravariante x é representado por x*, com
i =0,1,2,3 e indices sobrescritos. O quadrivetor covariante x é representado por z,,
com p = 0,1,2,3 e indices subscritos. A menos que seja especificado, neste trabalho os
indices (sobrescritos ou subscritos) denotados por letras gregas tomarao todos valores de
0 até 3. No caso de indices representados por letras latinas, os mesmos tomarao valores

0

de 1 até 3. De imediato, vemos que 2° = 2y =t e 2° = —u;.

O tensor métrico do espaco de Minkowski, também chamado de métrica, diz como
se calcula o produto interno neste espago. A métrica, simbolizada por 1, é dada pelo

seguinte arranjo 4 X 4.

1 0 0 0
0 -1 0 0
_ A3
n 0 L (A.3)
0 0 -1

Como o quadrivetor x, a métrica também ¢é simbolizada por um elemento genérico da
matriz 1 que o representa, isto ¢, n = 7,,. Diz-se que a métrica 7, tem a assinatura

(+,—, —, —) devido ao sinal de suas componentes na diagonal principal.

A inversa da métrica n~! é dada por

(A.4)

oS o o =
=}
|
—

e denotada também por n**. Obviamente, 7 e p~! satisfazem n~'n = nn~! = 1, onde

1, é a matriz identidade de ordem 4.

O produto interno entre dois quadrivetores x e y é dado por

3 3
roy=> Y nuaty’ =2 —a'y' — 2%y’ — 2Py’ (A.5)
pn=0 v=0
e a magnitude de um quadrivetor x, denotada por ||x||, satisfaz

|zl =2 2= Y nuate” = (2°) = (')’ - (&%) - (2%)". (A.6)

3
pn=0 v=0
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Utilizaremos a conven¢ao da soma de Einstein, que consiste em omitir o simbolo
de somatorio e interpretar dois indices iguais do mesmo lado da equagao como indicador

deste somatorio. Usando isto, a eq.(A.6) fica

3 3
||:E||2 - Z Z TIWI“IV = npuxuxl/- (A?)

pn=0 v=0

Os dois tipos de quadrivetores, contravariante e covariantes, se conectam pela

meétrica,
v 174
Ty = N e o =n"z,. (A8)
O operador diferencial covariante d,, ¢ dado da seguinte maneira

0 0
Ou= g = (a,v) . (A.9)

Analogamente temos que

i = "o, = (%’ _v) ) (A.10)

Oz,

ali

Assim, o operador d’Alembertiano O é dado por

82
0=09,0"= 55 V2. (A.11)

A.4 O Espaco Euclidiano Tridimensional

Também usaremos o espaco tridimensional R?, o espaco Euclidiano tridimensional

cuja métrica é a delta de Kronecker ¢;;, mas como as definicoes neste espaco nao sao

R
ambiguas, entao nao faremos defini¢oes extras.

A.5 Os Espacos dos Momentos Tridimensional e Qua-

drimensional

Um espaco que serda muito utilizado, principalmente quando usarmos a transfor-
mada de Fourier, é o espaco dos momentos. Neste trabalho denotaremos o espaco dos
momentos tridimensional por K* e o quadridimensional por K* O espaco K* tem as
mesmas propriedades do M?*, com a tnica diferenca que as componentes de qualquer
quadrivetor — covariante ou contravariamente — tem dimensao de inverso de comprimento.
Analogamente, o espaco IK? ¢ idéntico ao espaco euclidiano R?, novamente com a tnica,
diferenca que as componentes de qualquer vetor deste espaco tem dimensao de inverso de

comprimento.
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Uma definicao importante sobre o espaco dos momentos é que tomaremos os ver-
sores deste espaco, seja tridimensional ou quadridimensional, de modo que coincidam com
os versores do espago de Minkowski ou Euclidiano, dependendo do caso em questao. No
caso em trés dimensoes é facil traduzir esta definigao. A defini¢ao diz que o par de vetores
unitarios a e lAca, acRek, c K coma= x,1, 2z, tétm mesma direcao e sentido, para
cada par a e k,. Esta definicao permite o célculo do produto interno de maneira usual
entre os elementos dos espacos diferentes, isto €, o produto interno entre elementos de
M* e K, e também entre elementos de R? e K3, sdao realizados de maneira analoga ao

efetuado entre elementos de mesmo espaco.’

1 Obviamente, ndo estamos falando do produto interno entre elementos de um espaco tridimensional

com elementos de um espago quadridimensional.
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ANEXO B n—

O TEOREMA DA ADICAO DE
HARMONICOS ESFERICOS

B.1 Introducao

Ao usar o métodos de separagdo de variaveis [28] na equagao de Helmholtz, a
equacao diferencial que descreve a parte angular tem como solugao fungoes chamadas de
Harménicos Esféricos. Estas funcoes sao ortonormais, podendo assim determinar uma
representagao em série de qualquer fun¢ao cujo dominio seja [0, 27] x [0, 7]. Neste anexo,
demonstraremos um teorema que relaciona uma soma de Harmonicos Esféricos com um

Polinémio de Legendre.

B.2 O Teorema da Adicao de Harmonicos Esféricos

Teorema B.1. Seja Y, o Harmonico Esférico de grau [ e ordem m e P, um Polindémio

de Legendre de grau [. Sendo assim, vale a relagao

l

> VP00, 0), (B.1)

m=—I

47
20+ 1

Pycos) =

sendo que Y;™ & o complexo conjugado de Y;™, cosy = cos 6 cos ' + sin 0 sin ¢’ cos (¢ — ')
eleN.

Prova:
Suponha dois vetores r e ' com |r| = ||7/|| = 1. Eles podem ser escritos em

coordenadas cartesianas como

r = cospsinf& + sin@sin 0y + cosHZ, (B.2)

/

v = cosy sin@ & + sin ¢ sin0'g + cosb'2, (B.3)



ANEXO B. O Teorema da Adigdo de Harmonicos Esféricos 131

com 0,0 € [0,7] e p, ¢ €0,2n].
Desejamos calcular o produto escalar entre eles. Ao fazermos isso encontramos
r -1’ =cosfcosh +sinfsinb cos (p — ¢). (B.4)

Lembrando que r - v’ = ||7||||7/]| cosy, onde v é o angulo entre 7 e 7’ e v € [0, 7],

entao

cosy = cosf cos @ + sinfsin b cos (p — ¢'), (B.5)
pois ||7]| = ||7'|| = 1. Sendo assim, podemos fazer

Py(cos7y) = Py(cosfcos b +sinfsinb cos (¢ — ') = Fi1(0,0, 0, ¢"). (B.6)

Como (0, ), (0, ¢") € [0,7] x [0,27], entdo podemos expandir F}(0,0', p,¢") em

uma série de Harmoénicos Esféricos. Assim,

Py(cos7) Z Z Al (0, NYY 0, ). (B.7)

n=0 m=—n

Veremos que o tnico termo que interessa da soma em n é o termo de n = [. Para

isso, notamos que
LY;"(0,0) = U+ )Y;"(0, ), vim. (B.8)

onde L? ¢ um operador diferencial linear e escalar dado por

19 ) 1
L2 — _ R B
T sinf o0 (Smeae) sin® 0 0,p? (B9)
€
% +1(l—m)l .

V™D o) — _{ympm imep B.1

l (6790) \/ 47 (l—i—m)'( ) l <C089)€ ( O)
com

wl3

PM(z) = (1—a?) (B.11)

B(x).
dx™ /()
Sempre podemos fazer uma rotagao no sistema de coordenadas cartesianas.
R, _
(x,y,2) = (T,7,2), (B.12)
com R a matriz de rotacao e RRT = 1. Nesse sistema temos que

r=F(0,0)f, v =H(@, @), (B.13)

com F?(0,p) = H*(@,5') = 1, pois as rotacdes mantém invariante o produto escalar e

consequentemente a norma de um vetor. Os angulos 0 e 0’ sdo os angulos azimutais dos
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vetores r e r’' respectivamente, medidos a partir do sistema girado e, analogamente, os
angulos ¢ e ¢’ sao seus angulos polares. Fazendo uma transformagao especifica tomando

0 =vef =0 temos
LY (v, ¢) = 11+ )Y (7, 9), v 1,m. (B.14)

onde L% 6 o operador L? calculado nas coordenadas # e . Em particular, para m = 0,

temos

L2Pl(cos v) =11+ 1)P(cos7), Vi, (B.15)

onde usamos as eq.(B.10) e (B.11).

Sabemos que pelo fato de L? ser um operador escalar, entdo L? LN

Assim,
L?P(cosvy) = (I + 1) Py(cos ), V. (B.16)

Usando a eq.(B.7) temos

L?P(cosy) = LZZ Z A Z Z A" (0, QLAY ™0, ©),

n=0 m=—n n=0 m=—n

= Z Z Al n(n+ 1)Y,"(0,¢) = I(l + 1)Pi(cos~),

n=0 m=—n
= Z Z An (L4 1)Y,™(0, ), (B.17)
n=0 m=—n
isto é,

o> A+ Y0, 0) =) > An(@ I+ 1Y (0. 0). (B.18)

n=0 m=—n n=0 m=—n

Como Y,™(0,¢) # 0 # A, (0, ¢'), entdo n(n + 1) =I(l + 1), V n. Sendo n,l € N, entao
a solugao para esta equacao é n = [. Desta forma, apenas termos de n = [ aparecerao na

expressao para Pj(cosy) e assim

Py(cos7y) Z A0, 0")Y,™(0, 0). (B.19)

m=—I

Veja que também poderiamos ter adotado a expansao

Py(cosy) Z Al Y™, ") (B.20)

m=—I
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sem nenhum problema. Note, também, que devido ao fato de P;(cosy) € R entdo também

valem
Py(cos7) Z A (0,00, ) (B.21)
e m=—
Bi(cosy) = Zl: A (0, 0)Y™ (0", &), (B.22)
m=—1

Isto indica que A,,;(0,¢’) é proporcional a Y (¢, ¢') e assim podemos fazer

Py(cos7) Z B, Y™ (0, )Y, ™0, ). (B.23)

m=—I

sendo B,,; uma constante. Agora precisamos determinar B,,. Para isso, usaremos as

relacgoes de ortogonalidade dos Harmonicos Esféricos

//Ym )Y (0, ¢) sin 0dfdp = 6,6™™ (B.24)

com D = [0,27] x [0,7]. Aplicando na eq.(B.23) temos

B Ym0, ¢) = //WG ) P,(cosy) sin 8dfd . (B.25)
B Y™ (0 / Y™, ") Pi(cosvy) sin0'df' dy'. (B.26)

Para determinar B,,; analisaremos a expansao de uma fungao arbitraria em termos

dos Harménicos Esféricos. Seja S(0,¢) dada por

2 =3 3 Y09 (B.27)

n=0 m=—n

Usando a relagao de ortogonalidade dos Harmoénicos Esféricos obtemos

L= // Y™ (0, 9)S(0, ¢) sin 0dOdep. (B.28)
D
Quando fazemos 6 = 0, temos

= D ThY0.9). (B.29)

n=0 m=—n

Entretanto,

Y0, ¢) = \/ b -1 B 1) (B.30)
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e entao
m d™ 0, 0
rre=n=(a-@Faw)| =1 "7 (B.31)
dx™ r=1 17 m =0
Assim
. 0, m#0 2l + 1
Y™(0,¢) = B g — Omo- (B.32)

Disso tiramos que resta apenas o termo de m = 0 na expansao cujo coeficiente é

dado por

Tg)_/ Y%(8,0)S(8, ) sin 0dfdyp = \/22—;1//3(0089)5(9
D D

¢) sin fdfdyp. (B.33)

Observe que quando consideramos a rotagao (z,v, 2) LN (Z,y,Z) temos que a

eq.(B.25) se torna

Blem % / Ym @) Py(cos ) sin dOdp.

Para o caso especifico de § = v e # = 0 temos

BV (0.8) = [ V) Pitcos ) sinaard

Devido a eq.(B.32) temos

20+1

Bml
4

Omo = // Y™ (v, @) Pi(cos ) sin ydydgp

Analisando o lado direito da eq.(B.36) vemos que

[20 + 1
Bml ?57110 = Té

onde nesse caso

S(v,¢) =

Assim,

ir — <2
QZilem(%so > Z TRY (v, 9).

n=0 m=—n

(B.34)

(B.35)

(B.36)

(B.37)

(B.38)

(B.39)



ANEXO B. O Teorema da Adigdo de Harmonicos Esféricos 135

Esta expressao vale para qualquer par (v, ) € [0, 7] x [0,27]. Assim, para v =0

temos

Ar +oo  n -
0w = Dy TYI0,9)

n=0 m=—n

47T - —+00 n L
ym = Ty m

n=0 m=—n

2041, . [20+1
m - T 6m;
\/25+1\/ _Z m\| Tqr Omo

6mo = T4

T, = Smo- (B.40)

Logo,

47 4
05 mi 0\/25+1 \/2l+1\/2l+1 0= o 1me (B.41)

Assim, para a eq.(B.41) ser satisfeita para qualquer m, temos que

4
B, = —
A+ 1

Portanto,

(B.42)

l

S VL 0V (0,6). (B.43)

m=—

A7
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