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RESUMO

Neste trabalho, consideramos campos de vetores suaves por partes X definidos
em R"\ ¥, onde ¥ é uma variedade de comutagdo com auto-interse¢cdo. Uma dupla
regularizacdo de X € uma familia de dois parametros de campos vetoriais sua-
ves X, ,, €, > 0, satisfazendo que X., converge uniformemente para X em cada
subconjunto compacto de R"\X quando ¢, — 0. Definimos a regido de deslize
na parte ndo regular de ¥ como sendo o limite de variedades invariantes de X, ,,.
Como a dupla regularizacao fornece um sistema slow-fast, a teoria GSP (Teoria da

Perturbacao Singular Geométrica) é a nossa principal ferramenta.

Palavras chave: Sistemas dinamicos por partes. Regides de deslize. Teoria de

Fenichel.



ABSTRACT

In this work we consider piecewise smooth vector fields X defined in R™ \ 3, where
Y is a self-intersecting switching manifold. A double regularization of X is a 2-
parameter family of smooth vector fields X. ,,, €, > 0, satisfying that X. , converges
uniformly to X in each compact subset of R"\Y. when e,n — 0. We define the sliding
region on the non regular part of ¥ as a limit of invariant manifolds of X.,. Since
the double regularization provides a slow—fast system, the GSP-theory (geometric

singular perturbation theory) is our main tool.

Keywords: Piecewise dynamical systems. Slide regions. Fenichel’s theory.
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Introducao

A teoria de sistemas diferenciais com descontinuidade tem sido amplamente de-
senvolvida nos tltimos anos, impulsionada por varias aplicagoes na engenharia, fisica,
teoria de controle e biologia. Um dos textos referéncia nessa teoria se deve a A. F.
Filippov [I6], onde foram estabelecidas varias convengoes de modo a estender a teoria
qualitativa dos sistemas suaves para sistemas descontinuos. Nos sistemas descontinuos,
existe uma hipersuperficie separando o espaco de fase, com diferentes campos vetoriais
em cada um dos "lados". Um dos sistemas diferenciais descontinuos mais estudados
sao aqueles cuja hipersuperficie de descontinuidade possui codimensao 1, dividindo as-
sim, pelo menos localmente, o espaco de fase em dois. De modo geral a superficie pode
possuir qualquer codimensao.

A teoria de Filippov se baseou em observacoes de modelos da teoria de controle,
como os sistemas com delay de qualquer tipo e alguns modelos dry friction, com o obje-
tivo de descrever matematicamente o comportamento observado. A maior dificuldade
em estudar os sistemas descontinuos reside no comportamento das trajetorias sobre a
superficie de descontinuidade, pois o campo se torna multivalorado. Para contornar
essa dificuldade e ainda modelar apropriadamente os fenémenos de interesse, Filippov
convencionou regioes especiais no conjunto de descontinuidade, as chamadas regioes de
deslize, costura e escape. A regido de costura nao apresenta problemas para se entender
a dinamica, enquanto que a regido de deslize (escape) ja é mais complicada.

A proposta de Filippov para se estudar a regiao de deslize (escape) consiste em to-
mar o envoltorio convexo dos vetores dos campos sobre a descontinuidade e escolher um
vetor neste envoltorio que seja tangente a superficie de descontinuidade, ver Figura [I}
O campo definido nessa regiao, construido desta forma ¢ chamado de campo deslizante
de Filippov. Essa convencao se mostrou bem adequada para modelar estes sistemas
e rendeu muitos trabalhos ao longo dos anos, como por exemplo [I], [33], [I7] e [30].
Uma outra ferramenta utilizada para estudar os sistemas descontinuos foi introduzida
em [31], chamada de regularizacao Sotomayor-Teixeira, que consiste em aproximar um
sistema diferencial descontinuo por sistemas continuos. Posteriormente, em [6], [22] e
[23] foi utilizada a teoria de perturbagio singular nos sistemas regularizados via regu-
larizacao Sotomayor-Teixeira e observou-se que, a dinamica da perturbacao singular é

topologicamente equivalente a dinamica descrita por Filippov na regiao de deslize.
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Os trabalhos citados tém como objeto de estudo sistemas com descontinuidade
de codimensao 1. No entanto, a convencao de Filippov nao é tao eficiente quando
a descontinuidade possui codimensao maior que 1, pois perde-se, de modo geral, a
unicidade na escolha do vetor do envoltorio convexo. Alguns trabalhos, como [I] e
[T1], se dedicaram a escolher um campo deslizante, dentre as infinitas possibilidades
resultantes da convencao de Filippov e analisar os aspectos pertinentes.

O objetivo desta tese é definir o deslize de sistemas descontinuos através de uma
regularizacao e analisar a relacao desta definicao com a teoria de Filippov. Uma das
vantagens dessa defini¢ao é que o deslize fica atrelado a escolha de uma regularizacao,
tornando o estudo mais abrangente e com mais ferramentas, uma vez que o sistema
regularizado é suave.

A tese é estruturada da seguinte forma. No capitulo 1, apresentamos um retrospecto
sobre o deslize em superficies de codimensao 2. No capitulo 2, apresentamos os resul-
tados essenciais que serao utilizados ao longo da tese e uma abordagem ao problema
do deslize em codimensao 2 presente em [I1], chamada de campo deslizante momento.
O capitulo 3 contém os resultados acerca da definicao de deslize via regularizacao para
descontinuidades de codimensao 2 e 3. No capitulo 4, comparamos a nossa definicao
com o campo deslizante momento. Por fim, no capitulo 5, tratamos brevemente sobre
a técnica do pinching e como ela relaciona sistemas diferenciais suaves com sistemas

diferenciais descontinuos.

Figura 1: Convengao de Filippov (Superficie codimensao 1 a esquerda e codimensao 2
a direita).



1 Descontinuidade em Variedades

Suaves

Seja ¥ C R™ uma variedade de dimensao m suave, com m < n. Estamos interessa-
dos em estudar sistemas dinamicos suaves por partes, a partir do fluxo de sistemas do
tipo

t=X(x), ze€R"

com descontinuidades sendo ¥ de codimensao r, onde r = n—m. O caso mais estudado
é quando a variedade de descontinuidade ¥ possui codimensao um. Mais precisa-
mente, 3 = f1(0), onde 0 é um valor regular de uma funcao suave f: U C R” — R,

definida em um aberto U que contém Y. Neste caso, o campo vetorial X é dado por

X—<£ﬁ?ngﬁ(L:§ﬂ%X% (1.1)

onde X; e X5 sao campos vetoriais suaves definidos em R".
Suponha que o campo X seja multivalorado em . Para definir o fluxo de X é

necessario adotar algumas convengées@ em >
(i) 2o ={z e X : (X1f.Xof)(x) > 0} & a regido de costura;
(i) Xg={zr e X : (X1f.Xof)(z) <0} & a regido de deslize.

De acordo com a conven¢ao de Filippov, ver [I6], para x € Y4, a trajetoria per-
manece em Yy e um fluxo deslizante de um campo vetorial da classe de Filippov
X9 3, — R", que é a combinacio convexa de X; e X, e pertence ao fibrado tangente

de T.. Mais precisamente

Xuf

X =(1-a)X X =
( a)1+a2’cy<&f—Xﬁ

A teoria de Filippov também fornece condi¢oes de saida de primeira ordem: quando

a = 0, espera-se que o fluxo deixe ¥ para entrar em M; = f~1(0,4+00) pelo campo

!Como é usual, denotamos X f = Vf.X.

11
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VY

A

A

Figura 1.1: Regiao de deslize (verde), ponto de saida (vermelho) e regido de costura
(azul).

vetorial X; ou quando o = 1 espera-se que o fluxo entre em My = f~!(—00,0) pelo
campo vetorial Xs. Um exemplo de um ponto de saida de primeira ordem é a dobra,
ver Figura|L.1

A principal abordagem que usaremos ao longo do texto é a teoria geométrica de
perturbacdo singular (teoria GSP), que serd detalhada na segao A conexao entre
esses assuntos aparecera no Capitulo [

A regularizacdo Sotomayor-Teixeira [3T] (ST-regulariza¢do), é uma familia de cam-
pos vetoriais suaves definida através de uma funcao de transicao (ED X. que depende
de um parametro € > 0 e tal que X, converge uniformemente para X, = X em cada
conjunto compacto de M\3 para ¢ tendendo a zero.

Fixemos um sistema de coordenadas = (21, z2) € RxR"™! tal que X = {z; = 0}.

A ST-regularizacao de X é uma familia de 1 parametro X. dada por

X.(z) = (1 + “”5(9“)) X, (x) + (1 _ %(‘“)) Xo(x), (1.2)

2 2 2 2

onde ¢.(x1) = ¢(x1/¢), para € > 0. Definiremos de maneira mais apropriada o que
seria uma funcao de transicao através da definicao [2.0.2
Considere um blow-up direcional dado por Z; = x1/e. As trajetorias de ([1.2]) sdo

solucoes de
Eil :a(jlax27€)a 1:2 :5(f17$27€>7 (13)

onde « e (3 sao funcgodes suaves.
O sistema ([1.3)) ¢ um problema de perturbacao singular, o que nos permite aplicar
a teoria GSP para obter informagoes acerca do retrato de fase para ¢ ~ 0 (veja por

exemplo [6 22, 23], 24) 25]). No artigo [23] prova-se que a dinamica do sistema reduzido

2por defini¢do, ela ¢ uma fungao C™ ¢ : R — R tal que p(t) = —1 para t < —1, ¢(t) = 1 para
t>1le¢(t)>0para —1<t <1l
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na variedade critica é equivalente a4 dinamica do deslize do campo vetorial deslizante
quando X é suave. Em resumo, no caso de codimensao um, a abordagem de Filippov
e a perturbacao singular resultam na mesma descricao do campo vetorial em ..
Quando o conjunto de descontinuidade ¥ possui codimensao superior, isto é, maior
do que um, as regioes de deslize nao estao bem definidas. De fato, para ¢ = 1,2
considere funcoes suaves f; : U — R com 0 sendo um valor regular para ambas as
funcdes. Denote X = f;1(0), By = £, 1(0) e ¥ = X N ¥y, Assuma que X; th Xy,

temos entao que, localmente, o retrato de fase fica dividido em quatro regioes

M-‘r-‘r: f1>07f2>07 M-i-—: f1>0af2<07
M__ f1<0,f2<0, M_+Z f1<0,f2>0

e M= U M;;. Também usaremos a seguinte notacao
i»je{"”v*}

S = {2 filz) =0, falz) 2 0}, 25 = {z: fo(z) =0, fi(z) 2 0}
O objetivo é definir uma regiao de deslize em X para sistemas nao suaves
T = Xii(l’), T € My, (1.4)

onde X441 : M — TM sao campos vetoriais suaves. A notacao My se refere a
alguma das regides My, s,, com sy, 59 € {+, —}.

Inspirado pela definicao de Filippov para o caso genérico, a tentativa natural é
selecionar um campo deslizante da combinac¢ao convexa de X1, e que seja tangente a
Y1 e X respectivamente:

=1

4
X € {)\1X++ -+ >\QX+_ + /\3X_+ + )\4X__, Z A= 1} s (15)

Xfi=0,1=1,2, para todo x € ¥; N ¥y.Em notagao matricial,

A
Xitfi Xoofi Xyfi Xof )\1 0
2
X++f2 X+—f2 X—+f2 X——fz A\ = 01- (1-6)
1 1 1 1 ’
A

Claramente, o sistema ¢ um sistema indeterminado, o que indica que a neces-
sidade de ser tangente a >, e Yy nao é suficiente para garantir a unicidade na escolha
da combinacao convexa de X, 4.

O problema em definir a dindmica em um variedade de codimensao 2 foi ampla-
mente estudado por muitos autores, com diferentes abordagens. A regularizacao foi
introduzida pela primeira vez em [31]| e a abordagem de perturbagao singular foi usada

posteriormente em [22], [23] e [24]. Em [13], a regularizagio foi usada para estudar a
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dinamica do sistema por partes em uma vizinhanca de gy, quando >y deixa de ser
atrator. Em [I], encontramos a primeira exposigao sisteméatica da técnica de mistura
(blending technique). Uma generalizagao das convengoes de Fillipov foi introduzida em
[19], com o objetivo de incorporar a dindmica dos comutadores em comportamento,
como impactos, movimento stick-slip ou relés elétricos na teoria padrao. Mais tarde,
essa nova no¢ao de deslize, chamada de dinamica oculta, foi estudada em [18]. O ob-
jetivo em comum desses trabalhos é semelhante, definir um campo vetorial deslizante
apropriado que descreve com precisao a dinamica observada nos modelos de sistemas
por partes.

A questao central do nosso trabalho é decidir quando ocorre o deslize (ou escape).
Em [28] os autores propéem uma nova defini¢do para deslize e costura, vinculada a

regularizagao considerada.

Definicao 1.0.1. Seja X um campo vetorial nao suave definido em R" com variedade
de descontinuidade X e £ = (gq,...,&,) € (RT)P. Uma regularizacio com p-parametros
¢ uma familia de campos vetoriais X. definidos em R" que satisfaz que X, — X

uniformemente (na topologia C*°) para cada conjunto compacto R™\ ¥ quando ¢ — 0.

Por simplicidade e conveniéncia, diremos que X. é uma p-regularizagao de X. Um

exemplo de uma 1- regularizacao é a ST-regularizacao (|1.2)).

Definicao 1.0.2. Seja X.uma p-regularizagao de X. Dizemos que x € ¥ é um ponto
de deslize se existir uma vizinhanca aberta U C R" de x e uma familia de variedades

suaves S. C U definidas para todo € € (RT)P tal que:
1. Para cada e, S. ¢ invariante pela p-regularizacao X..

2. Para cada subconjunto compacto K C U, com z € K, a sequéncia S. N K
converge para > N K para ¢ tendendo a zero na métrica de Hausdorf dada sobre

conjuntos compactos de M.

O conjunto de todos os pontos de deslize é chamado de conjunto deslizante e seré
denotado por Xj. Essa defini¢ao estd bem fundamentada pelo Teorema m que ve-

remos adiante.

Os resultados que iremos provar ao longo deste texto sao os seguintes:

e Se a descontinuidade ¥ possui codimensao 2, entdao a 2-regularizagao com curva
regu]arizanteﬂ linear fornece um problema de perturbacao singular e teoria Feni-
chel garante a existéncia de uma sequéncia de variedades invariantes convergindo

para ;. Ver Teorema [{.1.1]

3Definicdo que discutiremos no Capitulo [2| na definicio m
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e Se a descontinuidade ¥ possui codimensao 2, entao a 2-regularizacao com uma
curva regularizante qualquer fornece um problema de perturbagao singular e a

existéncia de uma sequéncia de variedades invariantes convergindo para X, é ga-

rantida pelo Teorema[{.1.9

e Se a descontinuidade ¥ possui codimensao 1 e a regularizacao é a de Sotomayor-
Teixeira, entao X4 = X7 . Ver Teorema e Teorema[6.0.1]



2 Preliminares e abordagens para o

problema

Neste Capitulo, definiremos conceitos e notagoes que serao base para a tese. Nas
secoes subsequentes, definiremos apropriadamente o que entendemos por uma m-cruz,
um m-campo suave por partes, blow-up e regularizacao. Dedicaremos uma se¢ao para

introduzir alguns conceitos da teoria de perturbagao singular.
Definicao 2.0.1. Sejam 0 < m < n ntmeros inteiros.

(a) O subconjunto ¥ C R™ definido por

E:{x:]ﬁxk:0}

¢ chamado uma m-cruz, ver Figura [2.1

(b) Um campo m-cruz suave por partes definido em R” é um campo vetorial em
R™\X do tipo
1
X = 2_m ZLS(SgH(l’))XS

onde {X } é uma 2™ colecio de campos vetoriais suaves, s = (S1,...,5,) €
{—,+}™ sgn(z) = (sgn(xy),---,sgn(zy,)) € {-1,1}" e

Ly(y) = [ ] + suun).

k=1
Por exemplo, um campo 1-cruz suave por partes definido em R? é

X = 2 [(1+sgn(a1) X + (1 — sgn(z1)X_)]

1
2
e um campo 2-cruz suave por partes definido em R? é

1
X = Z [aX++ + bX+_ + CX_+ + dX__] s

16
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onde
a = (14 sgn(x1))(1 + sgn(z)),
b= (1+sgn(z1))(1 — sgn(zs)),
c= (1 —sgn(x1))(1 +sgn(x2)),

d = (1 —sgn(z1))(1 — sgn(z2)).

n=2
m=1

n=2
m=2
n=3
m=2

Figura 2.1: Tipos possiveis de m-cruz em R? e R3.

De modo a uniformizar notacao, daqui em diante consideraremos a seguinte estra-

tificagao de R™ para um m-campo suave
R" = S,

onde a uniao é tomada sobre todos os vetores sinais sobre todos os vetores, isto é,
s=(s1,--,5m) €{0,—-1,1}" ¢

Ya={x:sgny(z) = s1,- -, 8gny(,) = Sn},

com sgny(x) sendo a fungao sinal estendida para 0 por sgn,(0) = 0. Cada ¥, é uma
subvariedade de codimensao igual ao nimero z(s) de zeros no vetor sinal s. Note que,

isso induz uma estratificacdo na m-cruz
= U
(s)>0

onde a unido é tomada sobre todos os vetores sinais s tais que z(s) > 0. Denotaremos
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por M, as regioes delimitadas pelos ;.

Considere o sistema
T=X(x), X(x)e M, (2.1)

onde cada X, é um campo vetorial suave. A definicao de solucao que usaremos se
deve a Filippov, ver [16]. Existem fung¢oes absolutamente continuas x(t), para t €
[0, 77, tal que &(t) € F(x(t)) para quase todo ¢t € [0,7T], com F(x) sendo o envoltorio
convexo dos valores de X (z) obtidos aproximando = para as regides M, s € {—1,1}™.

Formalmente,

=) [\ CoX(B(z,6)\5)), (2.2)

6>0 1u(S)=0

onde p é a medida de Lebesgue em R™. Sob condigoes adequadas (limitagao e semicon-
tinuidade superior de F), a existéncia de solugoes é garantida, mas a unicidade nem
sempre, dependendo da forma que os campos vetoriais interagem na vizinhanca dos
bordos das regioes M;. Uma escolha usual para o conjunto solucao ¢ a combinacao
convexa dos campos X, em Y, e o campo solucao aquele que pertence ao fibrado tan-
gente de X;. Uma das vantagens dessa escolha é a unicidade do campo quando X; tem
codimensao 1, que nos permite, por exemplo, classificar singularidades e bifurcacoes,
por exemplo ver [I7]. No entanto, um problema citado em [19] é que, entre o conjunto
geral dado por e o conjunto gerado pela combinacao convexa, existe uma quanti-
dade significativa de solugoes nao pertencentes ao conjunto das combinagoes convexas,
porém tao vélidas quanto. Por esse motivo, surge entao a necessidade de buscar outras
formas de definir campos deslizantes satistazendo € que sejam mais gerais que a
combinacao convexa.

Nesta tese discutiremos a definicao de deslize através de uma regularizacao. Para
definirmos o campo deslizante através da regularizacao de um m-campo suave por

partes, serao necessarias algumas definigoes.

Definicao 2.0.2. Seja ¢ : R — R uma funcao suave. Dizemos que ¢ é uma funcao
de transigdo, se p(z) = —1, para * < —1 e @(x) = 1, para z > 1. Além disso, se
¢ (z) > 0 para —1 < x < 1, diremos que é uma funcdo de transicio monotona, ver

Figura

Para evitar ambiguidade, utilizaremos a notacao 1 para nos referirmos a uma funcao

de transicao e  para uma func¢ao de transicio monoétona.

Definigcao 2.0.3. Dada uma funcao de transicao v, a regularizacao de um campo

m-cruz suave por partes X, é uma familia de campos vetoriais suaves

fzzmz ( ( )%(i—:))x (2.3)

com s € {—1,1}"" e e € (Ry)™, tal que Xy = X.
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Figura 2.2: Esboco de uma funcao de transicao monoétona.

Quando temos um campo 1-cruz, a regularizacao induzida por uma funcao de tran-
sicdo monoétona é a conhecida regularizacao Sotomayor-Teixeira.

Daqui em diante, iremos nos concentrar em um estudo local dos campos 2—cruz
suaves por partes, isto ¢, numa vizinhanca U C R” da origem.

Primeiramente descreveremos alguns resultados para campos 1-cruz.

Definicao 2.0.4. Seja uma funcao suave f : U C R® — R. Definimos a derivada de
Lie de f em relagdo a um campo 1-cruz suave por partes X como sendo X f(p) =<

X(p),Vf(p) >, p€U,onde <,> denota o produto interno usual.

Considerando os conjuntos
Yy={zxeU:z;>0te E_={zxecU:z <0}

podemos discutir sobre a defini¢do de trajetoria 1 x (¢, p) passando por um ponto p € U
e para isso utilizaremos algumas definigoes. O conjunto 1-cruz pode ser definido de
maneira equivalente como sendo a imagem inversa da fungao f(x) = 1, x € R". Com o
auxilio da derivada de Lie, podemos definir as convencoes de Filippov para as possiveis

interacoes de um campo 1-cruz sobre X.

Definicao 2.0.5. Seja X um campo 1-cruz definido em U.
i. O conjunto ¥, ={z € X : (X, f(p))(X_f(p)) > 0} é chamado regido de costura.
ii. O conjunto X4 ={z € X : (X;f(p))(X_f(p)) <0} é chamado regidao de deslize.

Observacao 1. Nao faremos distincao neste texto sobre regioes de deslize e escape,
uma vez que topologicamente eles sao semelhantes, mudando apenas que no deslize as

trajetorias evoluem em X para t > 0 e no escape é para t < 0.
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A dinamica de deslize que aparece no conjunto Y; e o campo associado a essa
dinamica é chamado de campo vetorial deslizante. A proposta de Filippov para o

campo deslizante é considerar a combinacao convexa entre os campos X, e X_|
Xs(p) = (1 = ) X4 (p) + aX_(p),

com « € [—1, 1] escolhido de tal forma que X, € Tx,.

No artigo [23], provou-se que para 1-campo suave por partes definido em R", a regu-
larizacao Sotomayor-Teixeira pode ser transformada em um problema de perturbacao
singular e, ap6s um blow-up polar, o sistema obtido possui uma variedade lenta homeo-
morfa a regiao de deslize, com o campo deslizante e o sistema reduzido topologicamente
equivalentes.

Vamos definir entao alguns tipos de blow-up que serao titeis na nossa discussao.

2.0.1 Blow-up

Defini¢ao 2.0.6. Seja F' um campo vetorial C* definido em R™ com F(0) = 0.

Considere a transformacao polar generalizada

¢:S"'xI — R

(217"'7Zn7r) — ¢<Zl7"'7zn7r) = (7”21,"',7'2”),

onde 7 z2 =1 e I é um intervalo aberto de R com 0 € I. O blow-up polar F do

campo vetorial F' é o campo vetorial definido em S™~! x I definido por

A

ey znr) = (DO 0 F o) (a1, 20,) (24)
para r # 0 e por extensdo continua de (2.4)) para r = 0.
O préximo teorema mostra que o blow-up fornece um campo vetorial bem definido

em S"1 x {r = 0}, tal como diz a definigao. A demonstragao pode ser encontrada em
[20].

Proposicao 2.0.1. Seja F' um campo vetorial C*>° definido em R™ com F(0) = 0.
Entao, o blow-up polar F da Definicao ¢ um campo vetorial C> em S™ 1 x I.

O principal objetivo do blow-up ¢ estudar singularidades degeneradas com métodos
hiperbélicos. Embora o blow-up polar transforme o problema de estudar a singulari-
dade degenerada em um mais simples, as contas envolvidas sao, de modo geral, dificeis

de manipular. Por este motivo, vamos nos concentrar num estudo mais local.

Definigao 2.0.7. Seja F' um campo vetorial C* definido em R™ com F(0) = 0. Defina
i : R™ — R™ como sendo

,Ui(xb ce Jn) = (3311’1, oy Lgli—1, Lgy Tilgq1, " " ,ﬂUﬂn)-
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Entao definimos o blow-up direcional de F' na direcao x; por

A

Ei(ar,- - a) = ((Du); " o Fo ) (2).

Observe que, o blow-up direcional possui um problema semelhante ao blow-up polar,
que é nao estar bem definido em todo dominio, no caso o conjunto D = {z; = 0}, pois
nao podemos inverter a fungao p; em D. No entanto, o mesmo argumento da Proposicao
pode ser usado para estender o campo vetorial para D.

O proximo resultado afirma que podemos obter a mesma informacao do blow-up

polar, usando o blow-up direcional.

Proposicao 2.0.2. Seja F' um campo vetorial C*° definido em R™ com F(0) = 0.
Considere F o blow-up polar de F e F o blow-up direcional na direcao x;. Entao,
dada uma vizinhanca V' C R” suficientemente pequena da origem, podemos obter
U c S" x (=1/2,00) tal que F e F}; sio equivalentes através de um difeomorfismo
cC:U—=YV.

Blow-up na direcéo x,

et
Blow-up polar D C

Blow-up na direcéo x,

Figura 2.3: Relacao entre as cartas do blow-up direcional e o blow-up polar, figura
retirada de [20].

Com base no artigo [23] e [28], propomos uma defini¢do para regido de deslize

baseada na regularizacao.

Definigao 2.0.8. Seja ¥, um dos estratos de X. Dizemos que uma curva (p) no

espaco de parametros (R,)™ tal que lir% e(p) = 0, produz um deslize ao longo de ¥, se
—

existir uma variedade suave S de codimensao z(s) no espago produto (u,x) € Rso x R”

tal que:
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iLSN{p=0}=%

ii. Para cada p > 0, S, é uma variedade invariante para o campo vetorial induzido
XSO

e(n)”
T2
2

S

Y
7

Figura 2.4: Deslize com n =2, m = 1.

Chamaremos (i) de curva regularizante e por por simplicidade na notagao, ocul-
taremos o parametro pu. No caso m = 1 para a regularizacao Sotomayor-Teixeira,
provaremos no Capitulo [f] que as definigoes de deslize de Filippov e o deslize da Defi-
nicao sao equivalentes.

Nesta tese trabalharemos apenas com uma das cartas direcionais do blow-up dire-
cional, uma vez que o estudo das regioes de deslize é apenas local.

Usando essa nova definicao, o deslize dependera da regularizagdo escolhida, uma
vez que o fluxo do sistema reduzido dependera da regularizacao, o que generaliza a
ideia para uma m-cruz, a dindmica deslizante na m-cruz serd a mesma da variedade S
e a denotaremos por X3! .

Na proxima se¢ao discutiremos alguns aspectos da teoria de perturbacao singular,
que serao uteis para o nosso texto e para enunciar precisamente o teorema do artigo
[23].

2.1 Perturbacao singular

Seja U C R™™ um conjunto aberto. Um problema de perturbacao singular em U

é um sistema diferencial que pode ser escrito da forma

= a(xy, 19,¢), exy = P(x1,22,¢), (2.5)



Perturbacao singular 23

com «,  fungdes suaves, ¢ € (—gg, &), €9 > 0 suficientemente pequeno e (z1,zs) €
U C R® x R™. De maneira equivalente, apés um reescalonamento do tempo do tipo
T = t/e, no sistema (2.5)), obtemos

i1 = ea(xy,m9,€), T = P(x1,29,€). (2.6)

Os sistemas ([2.5)) e (2.6) sao chamados de sistema lento e sistema rdpido, respecti-
vamente. Quando e = 0 em (2.5)) e (2.6)), noés obtemos dois problemas limites distintos,

o problema reduzido

) = a(x1,22,0), 0= pF(x1,22,0), (2.7)
e o layer problem

1 =0, z9=[(x1,x9,0). (2.8)

Sob certas condigoes, [((r1,x2,0) = 0 define uma variedade S, que é chamada
variedade lenta, onde define um sistema dinamico. Mas, ao mesmo tempo S é o
conjunto de pontos de equilibrio de . Entao, combinando de maneira apropriada
essas informacoes sobre as dinamicas limite, obtemos resultados acerca da dinamica do
problema perturbado, para ¢ suficientemente pequeno.

Considere o sistema (2.6 junto com ¢ = 0,
1 = ea(xy,m9,€), do = P(x1,29,8), £=0, (2.9)

definido em U x (—&p,£0). O campo vetorial associado a (2.9)) serd denotado por
F(:El; T, E) = (506(331, L2, 6)7 5(3:17 T2, 5)7 0)7

com (1, xg,€) € U X (—ep, g0). Calculando os autovalores da linearizacdo LF(xy, x2,0),
com (z1,z3) € S, temos que A = 0 é um autovalor trivial de multiplicidade algébrica
n + 1. Os autovalores restantes sao chamados de autovalores nao triviais. Denotamos
o nimero de autovalores nao triviais localizados no lado esquerdo do eixo imaginéario,
no eixo imaginario e a direita do eixo imaginario por k°, k¢ e k*, respectivamente.
Seja S, C S um aberto onde os autovalores nao triviais sao nao nulos. A variedade

S, pode ser caracterizado por
S, =A{(x1,22) € S : rank D,,[(x1,22,0) = m}.

S, pode ser parametrizado, localmente, resolvendo a equacgao f(x1, xs,0) = 0, usando o
Teorema da Fungao Implicita. Seja S, C S, o conjunto aberto onde todos os autovalores

nao triviais possuem parte real nao nula, i.e, os conjuntos compactos K C &) sao
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variedades normalmente hiperbélicas invariantes de ([2.8]).
O teorema a seguir é um resultado classico, atribuido a Fenichel e a prova pode ser

encontrada em |15, [32].

Teorema 2.1.1. Seja U C R™™™ um conjunto aberto. Seja X (1, z2,¢), € € (—&g, o)
uma familia de campos vetoriais suaves em U e seja S a subvariedade de U consistindo
de pontos de equilibrio de X,. Seja N' C S;, uma variedade j-dimensional compacta
invariante normalmente hiperbdlica do sistema reduzido X, com uma variedade j+ j°-
dimensional localmente estavel W* e uma variedade j + j“-dimensional localmente

instavel W*. Entao, existe €; > 0 tal que:

i-) Existe uma familia de variedades suaves N. com ¢ € (—&1,¢1) tal que Ny = N e

N. é uma variedade localmente invariante normalmente hiperbolica de X°¢;

ii-) Existe uma familia de variedade suaves (j + j* 4+ k*)-dimensional NF com ¢ €
(—e1,1) e uma familia de variedades suaves (j + j* + k*)-dimensional N com
e € (—e1,e1) tal que, para ¢ > 0, as variedades N* e N* sao, localmente,

variedades estavel e instavel de N..
O proximo teorema pode ser encontrado em [23].

Teorema 2.1.2. Seja um campo 1-cruz suave definido em 0 € U C R™ Se para
qualquer ¢ € X tivermos que ¢ nao é ponto de tangéncia, entao existe um problema de

perturbacao singular

0 =a(r,0,p),p =rp(r,0,p), (2.10)

comr >0,0¢€ (0,m), p€ Xeaefdeclasse C" tal que as seguintes afirmacoes sao

verdadeiras:
a A regido de deslize ¥; ¢ homeomorfa a variedade lenta «(0, 6, p) = 0 de (2.10)).

b O campo deslizante X*' e o problema reduzido de (2.10) sdo topologicamente

equivalentes.

No proximo capitulo discutiremos brevemente sobre algumas abordagens para o

problema do deslize na 2-cruz.



3 Abordagens para o problema de

deslize da 2-cruz

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados anteriores sobre o estudo do deslize
na 2-cruz. As notacoes presentes nas secoes deste capitulo serdo as mesmas usadas nos

trabalhos citados.

3.1 Regularizacao com escalas de tempo

O conteudo desta se¢ao pode ser encontrado em [24]. Para facilitar a leitura e uma
consulta ao material original, serd mantido a mesma notacao do texto original.

Considere ¥ = ¥, UYy C R3, onde ¥; e 3 sdo variedades de codimensao um de R3
com 0 € ¥; N Y,,. Localmente ao redor de 0 € R?, o conjunto ¥; U Xy separa o R® em
quatro quadrantes abertos: M, ..., M,. Nesta abordagem, consideramos ¥ como sendo
a descontinuidade dos sistemas, também chamada de variedade de comutacao.

Seja X = (X;),i = 1,...,4, um 2-campo vetorial C*, com kK > 1,k = 00 ou kK = w,

definido em R3. Considere o sistema diferencial descontinuo associado ao 2-campo
P =X(p)=Xi(p), peM; i=1,..4, (3.1)

com cada X; € M;,i=1,---,4.

Trabalharemos com a notagdo usada no artigo [24], ¥* = ¥\ (¥, N Xy) a parte
regular de . Em »* a definicao de solucao satisfaz, nas regioes de 1-cruz, Efz, a
convencao de Filippov. Considere M; and M;, i # j as regides com bordo em comum.
De acordo com a convencao, pode existir genericamente uma regido de deslize X% C ¥
tal que qualquer érbita que encontra X permanece tangente a ¥* para tempo positivo.
Essa regiao é parte de X, onde cada X; e X; apontam na diregao de ¥*, para tempo
positivo, analogamente para tempo negativo.

Em 2% UX®, onde 3. é o deslize para tempo negativo, o fluxo desliza em ¥* e esta
bem definido pelo campo deslizante de Filippov. A regidao de costura 3¢ C ¥* é parte

de ¥* onde o fluxo cruza ¥* e o bordo entre trés regioes é o lugar dos pontos onde o

25
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campo vetorial é tangente a X*. Um dos objetivos é entender quando o fluxo deslizante
em X* pode ser estendido até a 2-cruz.

O campo vetorial de deslize X ¢ definido em ¢ € X3;N(ZUT) pela X, (q) = m—q
com m sendo o ponto onde o segmento que une g + X;(q) e ¢ + X,(q) atravessa Xy;.

Denotamos

—

S ={(0,2,y);0 € (0,7), (z,y) € R*},

Sy = {(U,2,2); ¥ € (0,7), (z,2) € R?}.

A partir destas notacoes, podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 3.1.1. Considere X = (X7, ..., X4) um campo 2-cruz suave por partes. En-

tao, existe um problema de perturbacao singular
0 =a;(r,0,z,y), 2 =rBir,0,x,y), v =roi(r,0,z,y), i=1,2; (3.2)
V' =5(u, ¥, x,2), 2 =ud(u,V, z,2), 2'=uy(u,V,z,z2), i=12; (3.3
e um problema de perturbacao singular com trés escalas de tempo
w) =rl(r,u, 0,9, x), 0 =E&rub, Vv ), z'=rp(rub ¥ ) (3.4)

com r,u > 0, 0,0 € [0,7], (v,y,2) € R® ay, Bi, 04,7, 03, V5, (, €, ¢ € CF para i = 1,2,
satisfazendo:

(a) A regiao de deslize (X'U¥X%)NY; ¢ homeomorfa a variedade lenta {a;(0, 0, z,y) = 0}
de (3.2), Comz’:1emi\1ﬂ{y>0}ecomz':2em§;ﬂ{y<0}. O
campo vetorial deslizante X* ¢ topologicamente equivalente ao problema redu-
zido «;(0,0,z,y) =0, 2’ = $;(0,0,x,y) e v = 0;(0,0,x,y).

(b) A regido de deslize (X*'UX*)NE, é homeomorfa a variedade lenta {7;(0, v, z, z) = 0}
de (3.3), com i = 1 em i\gﬂ{z > 0} e com ¢ = 2 em i\gﬂ{z < 0}. O
campo vetorial de deslize X* é topologicamente equivalente ao problema redu-
zido v (0, ¥, z,2) =0, ' = 6;(0, ¥, z,2) e 2’ = 14(0, ¥, x, 2).

(c¢) O problema de perturbacao singular ¢ o blow-up da regularizacao dos siste-
mas para i = 1,2. A variedade lenta ¢ dada por SY = {((0,0,0,¥,x) = 0}.
Mais ainda, o fluxo lento é o limite, para r,u | 0, das trajetorias de outra per-

turbacao singular das trajetoérias expressas por
716/ = 5(7"7 uﬁeﬂql?x)? x/ = ¢(7ﬂ7 u767@7x). (3'5)
A variedade lenta de (3.5) ¢ o conjunto em R dado por

Sg = {5(070’0’\11733) = 07C(07 079,\11,1') = 0} g SMl
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Os conjuntos dados por «;(0,0,z,y) =0, %(0, ¥, x,z) =0 e ((0,0,0, ¥, z) = 0 sao

chamados variedades lentas e eles serao denotados por SM.

A prova do Teorema m para sistemas definidos em R, pode ser encontrada em
[24]. Para ilustrar a demonstragiao do teorema, vamos reproduzir os passos da prova

no seguinte exemplo em R3.

Exemplo. Considere X = (Xi,...,Xy) onde X; = (—z,—1,-1), Xy = (—=x,2,-3),
X3 = (—2,1,2) e X4y = (—2,-3,1) e a funcdo de transi¢ao ¢ : R :— R dada por
¢(s) = 2 arctg(s).

A ¢, —regulariza¢ao de X ¢ a familia a um parametro dada por

X2 = (1/2) [+ e(y/e) Xa+ (1 = p(y/e)) Xo] =

(3.6)
= (—,t = (), —2+ (1)),
para z > 0, >0, e
X8 = (1/2)[(1+ey/e) Xa+ (1 —¢ly/e) Xs] = (3.7)
= (=2, 1= 2p(4), % — Lp(1),
para z < 0, > 0.
A ¢, -regularizacao de X é a familia a um parametro dada por
Xit = 2+ plz/a) Xa+ (1= pla/) X = (38)
= (7, =24 0(2), —¢(2)) .
paray > 0,a > 0, e
XB = (Y21 +¢(/0) Xo + (1 - p(z/a)) Xs] =
(3.9)

_ 3 1 z 1 5 z
- (—x,5+§g0(5),—5 - 5@(5)) )
para y < 0,a > 0.
P 12, yv43 _ _ .
Tomando o blow-up nas varidveis y e € em X_“ e X.° com y = ucos,e = useny;
depois, um blow-up nas variaveis z e a em X! e X23 com z = rcosf,a = rsenf.

Denotando A(s) = p(cotg s), S, = —sen(a) nods temos:

X2 ow) =8y <% — ;AOA)), ¥=—x, Z=-2+\1),

X8 w = Sp(—=1=2X\¥)), 2'=-x, 2=-- 5)\(1/1),

XM 0 = —=Sp\0), o =-x, o =-2+\0),
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1 5
2 2

X®. rf =8 (—— - —)\(9)>, ¥=—x, Y ==+ %)\(0).

Reescalonando X!* e X2 fazendo a regularizagao ¢, e blow up y = ucost,e =

wsen v, obtemos

_ 5, <_% +3N(0) — IA(W) + w)w)),
= 59(—i — INO) + ;A (@) + %A(@A(@D)),

= —Tx.

A variedade lenta SY é dada implicitamente por —1+3X(0) — TA(¢) + A(0)A\(¢) = 0.

Essa superficie pode ser parametrizada por (0,1(0), x) com 6 € [0, 7]. A variedade lenta

S é representada por

—14+3X0) —TAY) + AO)A(Y) = 0,
—1—=7X0) + A(¥) + 3A(O)A(v) = 0.

Essa curva é parametrizada por (0y,vo, ),z € R, com A(¢g) = %ﬁ e Aby) =

3=VIL Clomo z/ = —z, temos que o fluxo lento em SY possui um ponto singular atrator
2 ) 2

(0o, 10, 0). Ver figura
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x2 x2

i

/ﬁ/%;/ '*Ti ‘ Xl .

x3
x3

Figura 3.1: Sequéncia de variedades lentas SS c 5.

3.2 Campo deslizante Momento

Nesta secao apresentaremos brevemente uma outra abordagem para o campo des-
lizante. O contetddo descrito nesta se¢do pode ser encontrado em [II]. No capitulo
retomaremos o assunto, comparando com os resultados do capitulo

Considere quatro campos suaves X, ., X . X X, definidosem R" = {(x,y,2) €

R x R x R" 2} e 0 campo 2—cruz suave por partes

X = i aX oy +bX, +eX_y +dX_ ], (3.10)
onde
a=(1+sgn(x))(1+sgn(y)), b= (1+sgn(x))(1—sgn(y)),
c= (1 —sgn(z))(1+sgn(y)), d=(1-sgn(x))(l—sgn(y)).

Sejam hyo : R" — R fungoes definidas por hy(z,y,z) = x e ho(z,y,2) = v.
Denotamos ¥; = {(z,v,2) € R® : hi'(z,9,2) = 0} C R" e ¥y = {(z,y,2) € R? :
hy'(x,y,2) = 0} C R™. Entdo, ¥; UY, é o conjunto de descontinuidade e o espaco de
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fase fica dividido, pelo menos localmente, em quatro regioes denotadas por

My : z2>0y>0 M, : x2>0,y<0,
M__: z2<0,y<0, M_,: z<0,y>0.

Usaremos também a seguinte notagao
»E = {(x,y,z) chit(z,y,2) =0,y = 0},Z§t = {(w,y,z) chyN(x,y,2) = 0,2 = 0}.

Nos conjuntos ¥; e Yo, os campos deslizantes sao definidos pela convencao de

Filippov, dados por

fo = (I—af)X i +a"Xyy, o = :Vh1 (Z(]ilj(—_}#)_ xext
fs; = (1-an)X_+a Xy, o = _Vhlg(hlx—)Q): xeT]
fop = (=BNX +6YXyy, B = _thg;f_XiX++): -
foy = A=F)X -+ 06Xy, 7= _thg;il—X—__X—ﬁ_ xEny

O conjunto de descontinuidade de codimensao 2 é X = Yo = 31MNY,. Motivado pelo
caso regular, a tentativa mais natural para encontrar um campo deslizante é selecionar
um campo, dentre a combinacao convexa de X, , X ., X__ e X, | que seja tangente

a X, ou seja,

Xed Y AX, > A=1lp, XVh =XVh=0, (3.11)
56{_7""}2 SE{_1+}2

ou em notacao matricial

X, Vh X, Vh X_,Vh X__Vh
X++.Vh2 X+,.Vh2 X,+.Vh2 X,,.VhQ )\ —
1 1 1 1

(3.12)

= o O

A

Como j4 argumentamos anteriormente, o sistema é indeterminado. A abor-
dagem discutida em [IT], consiste em escolher dentre as possibilidades resultantes do
sistema um campo deslizante. Vamos fixar algumas notacoes antes de enunciar
o resultado principal.

Considere wy(x) = (Vh1 Xy, 5, VR2 X5, s, ), as componentes do campo ortogonal a 3,
s € {—,+}% De modo a simplificar a escrita, vamos associar a cada par de {—, +}?

um nimero da seguinte forma: 1 = —— 2 =+—3=—+ e 4= ++.
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O caso de interesse sao as trajetorias comecando proximas e chegando transversal-

mente a 2.

Definicao 3.2.1. Dizemos que ¥ é parcialmente atrator ou atrator através de deslize,

se as condigoes abaixo sao satisfeitas:
(a) wg(z) ndo tem o mesmo sinal de (z,y), para x € My, k =1,2,3,4.

(b) pelo menos uma das condigoes é satisfeita em X e numa vizinhanca de 3:
(1*) wh — w! > 0 juntamente com (1) : (1 — a™) w} 4+ atw] < 0;
(17) wi —w! > 0 juntamente com (1;): (1 — ™) w] + o~ w] < 0;

(2%) w) — w) > 0 juntamente com (2;) : (1 — 1) wi + fHw} < 0;

a

(27) w] —w) > 0 juntamente com (2;) : (1 — B7) wi + B~ wi, < 0;
(¢) se qualquer um dos (1%) ou (2%) for vélido, entdo (1F) ou (2F) devem ser satisfeitos

também.

Na definicao acima, as variaveis a™ e 3% estdo bem definidas quando as condicoes

(1%), (2%) sao validas.

Definicao 3.2.2. Nas condigoes de atratividade da Definicao dizemos que uma
solugao de (3.12) é admissivel se as constantes \g, £ = 1,2,3,4, sdo ndo negativas e

dependem suavemente de x € 3.

Definicao 3.2.3. Seja um campo X tal como em (3.12)) e os campos de Filippov em
XEE? onde o deslize esta bem definido. Dizemos que x € ¥ é um ponto de saida de pri-
meira ordem se um (e apenas um) dos campos Xy, ¢ tangente a 3. O correspondente

Xy € chamado campo vetorial de saida.

Observacao 2. Nos pontos de saida de primeira ordem, > deixa de ser atrator via

deslize.

Nestas condigoes, uma proposta de solugdo admissivel para (3.12)) seria conside-

rar uma condicao extra, expressa como uma nova linha no sistema dada por d =

[dy, —ds, —d3, dy], onde d; = ||w;||,i = 1,---,4 é a norma usual. Chamaremos esse novo
sistema
M) = N, (3.13)

de método momento, onde

W 7 7
M:ﬂTJV:F¥%I%w1J= e N=

wy Wy Wz Wy

T
o = O O



Campo deslizante Momento 32

O campo vetorial resultante desse sistema ¢ chamado de campo momento, denotado
por X2l

Consideremos uma configuragao geométrica, dada por um quadrilatero Q definido
no plano, determinado por wy, wy, wy € ws nesta ordem. A ideia é reinterpretar uma
solucao admissivel de Filippov como uma a se obter colocando "pesos" nos vértices
de Q, de modo que a origem seja o baricentro de Q relativo a )\El Daqui pra frente,
sempre que nos referirmos a Q, estamos falando deste quadrilatero.

O proximo resultado é uma consequéncia simples da caracterizacao de atratividade
de ¥ dada pela Definicao e de como definimos Q.

Lema 3.2.1. Seja Q definido para x € X..

(a) Se X é atrator, entdao a origem esta no interior de Q. Em particular, se a origem

nao pertence a Q, entdo X nao pode ser atrator.

(b) Se x & um ponto genérico de saida de primeira ordem, entao a origem pertence a

um (e apenas um dos lados) de Q.

A importancia de Q é justamente no primeiro item do Lema anterior, pois ele

estabelece quando Y nao é atrator.

Definicao 3.2.4. O quadrilatero Q é chamado nao degenerado se, e somente se, as

duas condicoes abaixo sao satisfeitas:

(a) Os vértices nao estao todos alinhados, ou equivalentemente, no maximo trés

vértices estao alinhados;

(b) Se um dos vértices de Q é a origem, entdo nao pode haver outros dois vértices
alinhado com ele. Em particular, dois vértices nao podem ser a origem simulta-

neamente.

Com isso estamos em condi¢cao de enunciar o resultado principal, cuja prova e

resultados auxiliares podem ser encontrados em [IT].

Teorema 3.2.1. Seja ¥ a descontinuidade do campo 2-cruz, w;, 1 = 1,---,4 ¢ Q
definidos tal como ja visto. Suponha que Q ¢é nao degenerado, que w; # 0,i=1,---.4
e que 0 € Q, para x € ¥. Entdo, a matriz M do método momento em (3.13)) é nao

singular e a solugao momento Ay, ¢ admissivel, para x variando em .

Corolario 3.2.1. Se Q ¢é nao degenerado e 0 € int(Q), entdo todas as componentes

de Ay sao positivas.

Exemplo 3.2.1.

!Neste contexto, podemos reinterpretar (3.13) como uma exigéncia de equilibrio fisico sobre os
momentos proporcionados pelos pesos A em relagao a origem, dai vem o nome proposto ao método.
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Considere o seguinte campo 2-cruz X dado por

2z -1 —g -2 1
X++ = z ,XJrf = 1 7X,, = [-2 ,X7+ - -1 ;
com
-2 1 —= 22-1

-2 -1 1 z

Considere a condigao inicial (0,0,1) e o intervalo de tempo 0 < ¢ < 1. Na Figura
analisamos o quadrilatero Q em quatro intervalos de tempo distintos, ty = 1, t; = 1/2,
ts = 1/3 e t3 = 0. Observe que, para ty, t; e ty estamos nas condi¢des do Teorema
porém em t, a origem esta sobre um dos lados de Q, implicando que temos um
ponto de saida de primeira ordem. Para verificar essas condi¢coes no campo momento,
vamos calcular todos os \y; e o campo resultante.

Resolvendo o sistema (3.13)) para o exemplo, obtemos que
X(0,0,2) = (0,0, X3(0,0, 2)), (3.14)

onde

X3 = K(13325vV13v22* — 15828v2v/132% — 5603V 13v/522 — 4z + 12°
+ 2017v/2v/132% + 9132v/13v/522 — 4z + 122 + 16056V2v/522 — 42 + 122
+630V13v22 — 2875V 13V522 — 4z + 12 — 5230V2v/522 — 4z + 12
+ 246v13V522 — 4z + 1 4 588v/2v/522 — 4z + 1 — 27804122 + 620452
—19214v2v/522 — 4z + 12° + 2718352 + 785592 — 144v/13v/2 — 1798)

com K; = —2/390815z* + 2943782% — 5777172% 4+ 116940z — 2116. Com base no
quadrilatero e também olhando cada uma das entradas de \y;, no intervalo (1/3,00),
notamos que o campo em questao é o campo da solu¢ao admissivel e o ponto (0,0, 1/3)

é um ponto de saida de primeira ordem cujo campo de saida é dado por

0

3z—1
fer = | T3z

-1

Em esséncia, o campo vetorial momento ¢ um campo da classe de Filippov, cuja
principal vantagem é detectar esses pontos de saida de primeira ordem. Alguns outros
aspectos sobre este campo sao discutidos em [I1], no entanto para o nosso proposito o

campo estd bem estabelecido.
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1 1 1 1 | 1 | 1 1 1
tO t1
o T 2l T
i s T il T
o | = T o = T
al 2 T A T
L T i T
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I T | 0 1 g e 0 1 2
—t—t—— —t—t——
t2 t3
7l T 2| T
0 = 0 [ &
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E N | 0 1 2 2 4 0 1 2

Figura 3.2: Esbogo do quadrilatero Q para os tempos tg, t1, to € t3.



4 Deslize via regularizacao para
descontinuidades de codimensao

superior

Neste capitulo, apresentaremos os resultados desenvolvidos no doutorado para o
problema do deslize num campo m-cruz suave por partes definido em R” com n > m. A
menos que se escreva o contrario, todo o estudo deste capitulo ¢ local numa vizinhanca
da origem.

Vamos comecar com um campo 2-cruz suave por partes e em seguida estender os

resultados para um campo 3-cruz.

4.1 Estudo da 2-cruz

Para efeito de simplificacao, assumiremos sem perda de generalidade que n = 3 e
1
X = > Li(sgn(x))X,, (4.1)
56{774’}2

onde X,(x) = (fs(x),9s(x),hs(x)) sao campos suaves e x = (11, 22,73) € R3. Os
resultados serdao equivalentes para um campo n-cruz definido em R™*1.

Seja ¢ : R — R uma funcao de transicao mono6tona. Considere a 2-regularizacao

X, (x) = i 3 (1 + s (%)) (1 + 89 (%)) X, (x) (4.2)

se{—,+}2

35
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e 0 seu sistema diferencial associado

i X (e () (e () 50
Ty = }l SE{;}Q (1 + 515 (%)) (1 + 82 (%)) 9s(x) | , (4.3)
. X (ree(2)) (1520 (2) ) hutw

Observemos que, para regularizar uma 2-cruz, é necessario utilizar dois parame-
tros. Entao, a forma como estes parametros se relacionam a medida que tendem a
zero, influenciara na existéncia do deslize. Tal como na defini¢ao [2.0.8] dividiremos as

possibilidades para os parametros em trés casos:
i. lim.,0e/n= K, com K > 0;
ii. lim.,0e/n=0;
iii. lim., 0e/n =00
Iremos nos referir ao item 7 como o caso linear e os outros itens como caso nao linear.
A regido de deslize em X4, para s = (s1,52) # (0,0), foi estudada amplamente

utilizando a convencao de Filippov. Nas proximas subsecoes, estudaremos a definicao

de deslize via regularizacao para gy = X, utilizando diferentes curvas regularizantes.

4.1.1 Curva regularizante linear

Considere a 2-regularizacao de X com um parametro e, isto €, escolhemos uma
curva regularizante do tipo (e, Ke), com K > 0. Logo, no sistema (4.3)) substituimos
7 por Ke.

Teorema 4.1.1. Considere um campo 2-cruz suave por partes (4.1)). Entdo, existe
uma fungao suave D(xz3) satisfazendo que: Se D(z3) # 0 entdo (0,0,z3) € g9 € um

ponto de deslize de acordo com a regularizacao (4.2)), com n = Ke.

Demonstra¢ao. Considere o sistema regularizado (4.3). Fazendo o blow-up z; — ex;

e o9 — Kexg, obtemos

ex) = Xi(x,8), exhy=Xp(x,e) = Xs(x,¢), (4.4)
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onde

Xi(x,¢e) = i Z (1+ s10 (1)) (1 + s2p (22)) fs(exy, Kexo, x3) |,
se{—,+}2

1

Xo(x,¢) = 1K

Z (14 s1o(x1)) (1 + sa (22)) gs(exy, Kexa, x3) |
SE{_’+}2

Xs3(x,¢) = i Z (14 s10(x1)) (1 4 sap (xg)) hs(exy, Kexg, x3) |
s€{—,+}2
com x = (x1,xq,x3). O sistema ¢ o sistema lento e o seu campo vetorial corres-
pondente é denotado por X, (x,¢) = (X1(x,¢), Xao(x, ), X3(x,¢)).
Para xp € S = {X1(x,0) = 0} N {X2(x,0) = 0}, defina a matriz

Do(l’o) = D(ml,rg) (Xl, X2) (X07 0)-

Provemos que D(x) = tr(Dy). det(Dy) # 0 implica que (0,0, x3) é um ponto de deslize
X.

Tomando ¢ = 0, S é a variedade lenta do sistema . Seja S, C S o conjunto
aberto de S dado por S, = {x € S : rank D(,, o,y (X1, X») (x,0) = 2}. A matriz D, é
definida por

0X1(x0,0) 0X;1(x0,0)
0xy O0xs

(4.5)
0X3(x0,0) 0X5(x0,0)
8901 6372

A hipotese implica que o posto de Dy é 2 e os autovalores de D, possuem partes reais

nao nulas. Em outras palavras, xqg € S, C S,. Como S;, é um aberto existe uma
vizinhanga x¢ € V' tal que o fecho V' C S,,. Usando o Teorema temos que existe
uma familia C"™! de variedades V. com &€ € (—¢ey1,&;) tal que Vy = V e V. é uma
variedade invariante normalmente hiperbolica de X (x, ¢), provando que (0,0, z3) é um
ponto de deslize para X.

O

Exemplo 4.1.1.

Seja X um campo 2-cruz suave por partes definido em R?, dado por X (z) = X14(z)
onde
X++(IE) :(—1—|—I2,—1+y2,2’+1) ) X+_(5L') (—1+I’y,1—2y,2’+1),
X _(2)=(L,142%2+1), X y(z)=14+z+2—-1,2+1),
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Considere a dupla regularizagao de X com funcao de transicao mono6tona e o blow-up

direcional = — ex, y — ey. O sistema lento tal como (4.4) é dado por

ex’ = Xi(x,¢),
ey’ = Xo(x,¢€), (4.6)
Z, = Xg(X),

x = (z,v, 2z), onde

(Al(.l’, Y, z, 6)30 (1'2) + Ag(l',y, Z?E))SD (ml) + A3(x>ya 27€>(10 (xZ) =+ A4(3§', Y, 276)
4 )

X1<X) =

(Bl(I,y,Z,ET)()O (1'2) + B2('T7y727€>)()0 ($1) + B3('T7yv'z7€)90 (.732) + B4($,y,275)

Xo(x) = 1 ,

e X3(x) =2+ 1, A;, B; fungoes, 1 = 1,2, 3,4.

Veremos quais pontos de > sao pontos de deslize. Calculando a variedade lenta
S e calculando a funcdo D(z3), com auxilio computacional, obtemos que os pontos
p = (0,0,23) € %, tal que z3 € (0,0.8736696149), a funcdo D(x3) é ndo nula, ver
Figura Logo, pelo Teorema {4.1.1| este ponto p é ponto de deslize.

0

0.0 02 03 04 05 06 07 08

= 0.001

-0.002

= 0.003

Figura 4.1: Grafico de D(z3).
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4.1.2 Curvas regularizantes nao lineares

Nesta se¢ao, consideremos inicialmente os campos X, do sistema como sendo
campos vetoriais constantes, s € {+, —}?, e dai estendemos os resultados para campos
X, suaves que satisfacam X,(0,0,0) # 0, para todo s € {+, —}°.

Suponha que X, = (as, bs, ¢s), com ag, bs, cs € R, s = (s1,89) € {—, +}?. Dada uma

funcao de transicdo ¢ : R — R, considere a 2-regularizacao

X, (x) = i (Z (1 + 51 (%)) (1 + 89 (%)) Xs(x)> , (4.7)

com x = (1, x,23). Tomemos (g,n) uma curva de regulariza¢do arbitraria. Primei-
ramente, tomemos um blow-up direcional x1 — ex; e zo — nxy. O sistema diferencial

correspondente é

7= 2300+ () (14 sap(e) a

/_1 s10(x1 S2P( T2
:cg—nzsj(H (1)) (1 + s2p(22)) bs, (4.8)

Ty = Z (L4 s1p(z1)) (1 + sap(22)) e,

S
g=0, n=0.

Notemos que, no sistema slow-fast acima as primeiras duas equagoes determinam
as variedades criticas, enquanto que a terceira descreve o fluxo na variedade. Nosso
objetivo ¢ determinar sequéncias de variedades invariantes convergindo para a varie-
dade critica, por este motivo nossa anélise depende essencialmente das duas primeiras

equacoes. Vamos nos referir a estas duas equacodes como sistema x1x9

7= 2300+ () (14 sap(e) a
° (4.9)

8

h= % Z (14 s1p(x1)) (1 4 sap(x2)) bs.

Analisando a dindmica de , obteremos condicoes para a existéncia de variedades
invariantes, definindo assim o deslize para o sistema X. Para uma vizinhanga de (0, 0),
assumiremos que as funcoes de transi¢ao sao a identidade identidade, isto é, p(z1) = x4
e p(ry) = wo. Usando esta hipotese, com uma reparametrizagao do tempo t = €7, o
sistema é equivalente a

T = Z(1+815E1) (1+S21’2) as, Ty = %Z(1+31$1) (1+82[L'2) bs. (410)

S

ou de maneira equivalente,
iy = A (21 — a1)(ze — B1) — 0y,

4.11
Ty = %Az(ﬂfl — ag)(wy — P2) — da, (41



Estudo da 2-cruz 40

ondeA; = (a4y —a—y —ay_ +a__)/4 , dg = (byy —b_y — by +b__)/4, a1 =
—(ars tat —ay——a__)/M, B = —(ary —a—y + a4 —a__)/\ e d = (Mo —
(@44 +a-y +ar +a_))/4

O sistema ¢ um sistema polinomial de grau no méaximo 2. Supondo que
M=(ayy—a—ay_+a__)/4=0eX=(byy —b_y —by_ +b__)/4 =0, temos
entao que o sistema é linear e pode ser escrito como

. ) €
T = Al’l + AQI’Q, Ty =— 5 (lel + ng) . (412)
Proposicao 4.1.1. Seja X um campo vetorial tal como (4.12).

i. Se e/n — k, quando £, — 0, com k > 0, entdo a a natureza da estabilidade da

origem nao se altera, para todos e, .

ii. Se ¢/n — oo, entdo a estabilidade da origem depende do sinal de By e Ay By —
AyB;.

iii Se £/n — 0, entdo o sistema possui uma linha de equilibrios.

Demonstrag¢ao. A linearizacao do sistema (4.12) é

A A
"=l cm |
n n

com trago e determinante dados por
TI"(L) = A1 + EBQ, det(L) = E (AlBQ — AgBl) .
Ui U]

Suponha o item (i), traco e determinante ndo se alteram quando £,7 — 0, o que
implica que a estabilidade permanece a mesma. Supondo item (i7), Tr(L) tende & +00
e det(L) tende a +00. Portanto, se sgn(A; By — A3 B;) = —1, a origem é uma sela, caso
contrario, se sgn(A; By — A2B;) = 1, a origem é assintoticamente estavel ou instavel,
dependendo de sgn(Bsy). O item (747) é dbvio. O

Considerando agora A\; # 0 e Ay # 0, temos que o sistema (4.10) é quadratico

&1 = M(x1 —aq)(xe — Br) — 61,

4.13
Ty = %)\2($1 - 062)(@ - 52) — 0o, ( )

Proposigao 4.1.2. Se o sistema (4.13]) possui dois pontos de equilibrio distintos, entao

um deles serd uma sela.
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Demonstracao. A linearizagao do sistema (4.13]) é dada por

A1 (w2 — f1) A (o — ay)
L{zy,22) = | ¢, (w2 — B2) €Ay (z1 — )
n n

e seu determinante

_>\1 eXy (Bray — Prag — 2182 + a1 By — a1 Ty + Ta0s)
; .

Se o sistema possuir dois pontos de equilibrio distintos Py, P, entao oy # g

e 01 # (3. Logo, det(zy,x2) = 0 define uma reta passando pelos pontos (aq, 51)

det(zq,x9) =

e (ag,P2). Note que, para qualquer £,7, a razao entre os parametros nao muda a
inclinacao da reta. Entao, a interseccao ; = 0 e 25 = 0, que fornece os equilibrios,
ocorre em lados opostos de det(xy, z2) = 0, isto é, det(P;) det(P) < 0, provando assim

que um deles é uma sela. O

Aplicando a translacdo 1 — x1 —ay, x93 — T3 — 5 € um reescalonamento 7 = 7/
em (|4.13]), temos
T = X102 — 01,

4.14
l"g = %C(l’l — (Ig)(l’g — ﬁg) — 52, ( )

onde C'= \y/\; e ay, ay diferentes dos originais, mas com mesma notagao por simpli-

cidade.

Proposicao 4.1.3. Seja X o campo vetorial de (4.14)) tendo dois pontos de equilibrio

P e @, com P sendo o ponto de equilibrio nao sela.

i. See/n — k, quando £,n — 0, com k > 0, entdo as estabilidades de P e @) nao se

alteram para quaisquer €, 7;

ii. Se ¢/n — 0 ou ¢/n — oo quando £,7 — 0, entdo P é assintoticamente estavel
ou instavel. Mais ainda, se P é assintoticamente estéavel (instavel) para €/n — 0,

entdo ele ¢ assintoticamente instavel (estével) para e/n — oo.

Demonstracao. A linearizagao do sistema (4.14)) dependendo de 7 e x2 é dada por

T I
T=1 cClay— Bo) eClz1 — )
n n

Observe que o traco e o determinante sao dados, respectivamente, por
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/
|

” \

Figura 4.2: Retas r1 em azul, ro em vermelho e os pontos de equilibrio P e Q.

eC(x; — ag) e det(a, 1) — e C (Byxy — 042352)‘

Tr(zy, x2) = 29 +
n n

Quando Tr(zq,x2) = 0 e det(xy,z2) = 0, temos definidas duas retas no plano xx,,
que denotaremos, respectivamente, por 7y, ry, ver Figura A reta ry independe dos
parametros € e 7, mas a inclinagao de r; depende do quociente /1. Logo, a estabilidade
de P depende da sua posicao em relagao a reta i, o que implica que os parametros irao
influenciar na estabilidade de P. Supondo i, a inclinacao de r; nao se altera quando
g,n — 0, isto é, a estabilidade de P depende da sua posi¢ao em relagao a ry, mas nao se
altera quando £, — 0. Agora, suponha ii com /17 — 0. Neste caso, | tende a x5 = 0
para ¢ e n suficientemente pequenos, o que implica que o ponto P serd assintoticamente
estavel ou instavel. Se £/ — 0o, a posicdo de P nao se altera, mas r; tende a x; = ag,
o que implica que, para valores suficientemente pequenos de ¢ e 7, a estabilidade é
oposta ao outro caso, como podemos ver na Figura [1.2] provando assim o teorema.

O]

Observe que, a prova da Proposicao [4.1.3] item i, poderia ter sido feita usando o
Teorema [2.1.1 Para apenas um equilibrio, o teorema também é valido e a prova se

procede da mesma forma.

Teorema 4.1.2. Seja X um campo 2-cruz suave por partes constante definido em R?

e gerado por X, = (as,bs,cs) com ag,bs,cs € R, s = (s1,82) € {—,+}?. Suponha
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que os pontos de equilibrio do sistema xx, associado a uma regularizacao de X estao

localizados em (—1,1)%

i. Se o sistema x1xy € linear, os pontos de Yy sao pontos de deslize apenas para

curvas regularizantes do tipo ¢/n — k ou ¢/n — oc.
1i. Para sistema xix9:

a. Se o sistema x1xy possuir dois pontos de equilibrio, entao todo ponto de ¥

¢ um ponto de deslize de X, para qualquer €, 7.

b. Se o sistema 125 possui apenas um ponto de equilibrio e é assintoticamente
estavel (instavel) quando €, — 0, entao todo ponto de gy é um ponto de
deslize de X.

Demonstragao. Suponha o item i, de acordo com a Proposicao [£.1.1] para curvas re-
gularizantes do tipo €/n — k ou €/ — oo, nos temos que a origem ¢é assintoticamente
estavel (instavel) ou sela. Logo, existem pelo menos duas variedades invariantes, as
variedades estavel e instavel da sela, para o sistema xqx».

Suponha o item ii. Primeiramente suponhamos que existam dois pontos de equili-
brio para o sistema zi25. De acordo com a Proposicao um destes pontos é uma
sela para quaisquer €, 7, entao a conclusao é semelhante ao item i, provando o item a.

Suponha agora que temos apenas um ponto de equilibrio e é assintoticamente esta-
vel. Considere uma curva regularizante linear do tipo (¢, K¢e), K > 0. De acordo com
a Proposicao item 1, o equilibrio permanece assintoticamente estavel quando €,
tendem a zero. Logo, temos variedades invariantes estaveis para o sistema x;z9, 0 que
gera um deslize ao longo de Xyy. Consideremos agora uma curva regularizante satisfa-
zendo €/n — 0 ou £/n — oo, quando €, 7 tende a zero. De acordo com a Proposi¢ao
item ii, a estabilidade do equilibrio pode mudar, mas para ¢,n suficientemente
pequenos, o ponto serd assintoticamente estavel ou instavel, dependendo do sistema
1T, 0 que implica que teremos uma variedade invariante estavel (instavel) para o
sistema x1x9, produzindo assim um deslize ao longo de ¥o. A conclusdo é a mesma
para um ponto de equilibrio assintoticamente instavel.

O

Os proximos dois resultados sao enunciados para uma 1-cruz, mas podem ser utili-

zados para uma m-cruz aplicando-se sucessivamente os resultados.

Lema 4.1.1. Seja F um campo l-cruz suave por partes definido em R? dado por
F(x) = Fy(x), onde Fy(x) = (fs(x),9s(x), hs(x)),s € {+,—}. Suponha que a origem
nao é um ponto de equilibrio para F, e que f, # 0, numa vizinhanca da origem,
s € {—,+}. Entao, para uma vizinhanga da origem, F' é topologicamente equivalente

a um campo l-cruz suave por partes constante X.
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Demonstracao. Usando o Teorema do Fluxo Tubular, temos que existem vizinhancas
Us e Vi de 0, a origem, tal que a a restricdo de Fy a Ug e Y = (1,0,0) a V; sdo
topologicamente equivalentes, usando a funcao g, : U; — V. Considere X, = F,(0),
um campo vetorial constante nao nulo, s € {—,+}. Usando X, temos o campo 1-cruz
suave por partes X. Sabemos que, X(0) # 0, entdo novamente usando o Teorema do
Fluxo Tubular existem vizinhancas da origem Wy e R, de 0, tal que a restricao de X, a
WseY =(1,0,0) a R, sdo topologicamente equivalentes usando a funcao h, : Uy — V.
Considere V' = (N:Vy) N (NsRs), s € {—,+}, nado vazio. Logo, temos que, localmente,
F, & topologicamente equivalente a X, portanto o campo 1-cruz suave por partes F
é localmente topologicamente equivalente ao campo 1-cruz suave por partes constante
X.

m

Teorema 4.1.3. Sejam F' e X campos 1-cruz suave por partes, gerados pelos campos
F, e X, definidos numa vizinhanga U C R?® da origem. Se X, = F,(0) = (as, bs, ¢,)
e asbs # 0, para todo s € {—, +}?, entao as regioes de deslize via a regularizacao da
Proposicao de F' e X sao equivalentes em U.

Demonstragao. De acordo com o Lema F e X sao localmente topologicamente
equivalentes e temos que existe e > 0, tal que ||Fy — X,||< £/2, na topologia C°.
Dada uma funcao de transigao ¢, considere a regularizacao F., e X.,. Observe que,
| F.n(z) — X ()] é dada por

I(F222) oo - xan+ (52 (0 - x|

2
Pela definicao de funcao transicao,

|Fen(@) = Xen@)1< (5) +(5) == (4.15)

Uma vez que os campos vetoriais sao proximos, 0 mesmo ocorre para as variedades

invariantes de X., e f.,. Portanto, se a regularizacao X., satisfaz as hipoteses do
Teorema [£.1.2] X possui regido de deslize, o que implica que F possui uma regido

equivalente a ela. O
Exemplo 4.1.2.

Seja
0

— + — 4.1
8x2 + 8:1:3 ( 6)

X (21,29, 13) = — sgn(xl)% — sgn(xz)
1

um campo 2-cruz suave por partes definido em R?. Dada uma funcao de transicao o,

considere a 2-regularizacao

Xep=7 30 (ke(w/o) (1% plea/n) X, (1.17)
se{—,+}?
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Figura 4.3: Blow-up direcional no plano xs = cte com campos vetoriais X em preto, X_
em vermelho, X__ em azul, X;_ em roxo, o campo vetorial laranja é a combinacdo convexa
entre X e no quadrado temos o sistema xxs.

Observe a Figura para uma ilustracao do campo X., visto de frente com a

origem sendo o eixo xj.
Tomando o blow-up direcional 1 — exy, ro — nws:
e(z1)

= — Coxh = — coxh=1. 4.18
1 c ) 2 T] ) 3 ( )

Para valores suficientemente pequenos de €, 7, o sistema (4.18)) é topologicamente equi-
valente a

Note que a terceira equacao nao afeta a dinamica do sistema (4.19)). E facil ver que, o
tnico ponto de equilibrio do sistema x;x5 é a origem e é assintoticamente estavel, para

todos € e 1. Entao para quaisquer p € 2 ¢ um ponto de deslize e todas as trajetorias
de (4.18)) sao atraidas para X.

Exemplo 4.1.3.

Considere o campo 2-cruz suave por partes X dado por

5/2 —3/2 5/2 —3/2
X++ = 1 ,XJrf = -1 ,Xff = ) ,Xer = —1 5
-1 -1 -1 -1

com Y sendo a 2-cruz. Considere a 2-regularizacao monotona de X dada por

Xep=7 X (LEo(nn/2) (L ples/n) X. (4.20)

56{774’}2
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Tomando o blow-up direcional x; — £xy, xo — nxs e considerando func¢ao de transicao

o(x1) = 11 e p(r2) = x9, Obtemos o sistema

ery = 20Ty + o5 NTh = 2mTp — a1 —Xp + 15 ah = —1, (4.21)

53

ou equivalentemente através de um reescalonamento do tempo
1
Ty =219 + 3 vy =K (229 — 21 — 20+ 1); a5 =—1, (4.22)

onde K = ¢/n. Estudaremos o sistema x;z, para verificar se existem regides de deslize
para o sistema X.

E facil ver que, os pontos de equilibrio de (#.22)) sio P, = (1/(v/5—1), —/5/4-+1/4)
e P, = (=1/(1 ++/5),V5/4+ 1/4). Para o sistema sem os parametros, temos que os
autovalores da linearizagao de P; sao imaginarios puros, A;s = ++v/5. Calculando os
coeficientes de Liapunov do sistema, obtemos que os trés primeiros coeficientes sao
nulos, logo pelo Teorema de Bautin [14], P, é um centro. O ponto de equilibrio P, é
do tipo sela, pela Proposicao ver Figura [1.4 Verifiquemos entdao como as curvas
regularizantes influenciam na estabilidade dos pontos.

Pela Proposicao 4.1.3| item i, para uma curva linear a estabilidade nao se altera.
Considere agora uma curva regularizante tal que /7 tende a 0 quando €, tendem a

0. Observe que, os autovalores \; o associados a P, sao dados por

1/AKE — K/4—1/4V5+1/4+1/4V6 K2 —2K2/5 — 12K — 12 K\/546 — 25
1/AKV5 — K/4—1/4V54+1/4—1/4/6 K2 —2K2/5 - 12K —12 K5+ 6 — 25

Quando K = 1, os autovalores sao imaginarios puros, mas a medida que K tende a

0, os autovalores possuem parte reais negativas e partes imaginarias nao nulas até K

3+3V5+2v10+6V5

Ky = ~ (0.03940575613,
0 \/g _ 3

caracterizando um foco atrator. A partir de K, a parte imaginaria é nula, logo o

dado por

ponto se torna um né atrator, que é um equilibrio assintoticamente estavel e isso
permanece enquanto €, /n tendem a 0. Esta conclusao ja era esperada pela Proposi¢ao
item ii. Se tomarmos uma curva regularizante do tipo K tendendo ao infinito,
o equilibrio sera assintoticamente instavel quando K for suficientemente grande, para
e, n suficientemente pequenos.

Portanto, pelo Teorema todo ponto de X é ponto de deslize.

Observe que, foi feita uma afirmacao nao trivial acerca da estabilidade de um ponto
de equilibrio, utilizando-se o Teorema de Bautin. Na préxima secao, estudaremos com

mais detalhes o sistema planar que decide a existéncia da regiao deslizante.
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Figura 4.4: Esboco do retrato de fase de (4.22)) com K =1 .

4.2 Sobre o sistema quadratico (4.13

Nesta se¢ao, estudaremos o sistema (4.13)) com parametros ¢ = 7 = 1. Para simpli-

ficar a notacao, escreveremos o sistema da seguinte formas:
2 = Al —a)(y —b) — B = Flz,y),
y=Clz—0o)(y—d) - D=G(x,y).

(4.23)

O primeiro teorema estabelece classes de equivaléncia afins para o sistema (4.23)),
dependendo das constantes A, B,C' e D.

Teorema 4.2.1. O sistema (4.23)) é afim equivalente, usando um reescalonamento da

varidvel independente se necessario, a um dos sistemas abaixo:
(D) (a#c,b#d): 2'=zy—B, y=C(x—1)(y—1)—D.
(Il) (a#c,b=d): o =zy— B,y =C(x—1)y—D.

(Il) (a=¢,b#d): o =2y—B, y =Czx(y—1)—D.

(IV) (a=¢,b=d,B#0): 2/ =z2y—1, ¢y =zy—D.

(V) (a=¢,b=d,B=0,D#0): o =uzy, vy =Cxy—L
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(VI) (a=e¢,b=d,B=D=0): 2 =uzy, vy =Cuxy.

Demonstracao. Considere a mudanca de variaveis x — ux +v, y — wy +r com u, v, w

e r constantes arbitrarias, temos que

x/_wA(x—(a;U>) (?F(b;r))_B (4.24)
r=we (o= (5) (- (5)) -2

Faremos a prova com o sistema (I) e os outros seguirao de forma analoga. Escolhendo
v=aer =>b. Considerando t — wAt o sistema (4.23) se torna

, uC 3 c—a d—b D (4.25)
=) 6 (%) -
Como a # c e b # d, podemos tomar u = c—a e w = d — b. Dali,
¥ =xy—B, y=Clx—-1)(y—1)-D, (4.26)
onde B7 C' e D sao constantes. A prova para os outros sistemas ¢ analoga. ]

Os proximos resultados fornecem informacoes a respeito das dinamicas dos sistemas
(IT), (T11) e (I).

Proposigao 4.2.1. Considere o sistema diferencial (II).

i. Para B # D, o tinico ponto de equilibrio ¢ P = (BC/(BC — D), (BC — D)/C) e

para B = D = 0, todos os pontos (z,0) com x € R sdo pontos de equilibrio.
ii. SeD<0eB=(D+Cv—-D)/C, entao

a. Quando C > 0, o ponto de equilibrio P é uma sela,

b. Quando C' < 0, o ponto de equilibrio P é um foco atrator.

Demonstra¢ao. A prova do item (i) segue de alguns célculos sem complexidade. Para
o item (7i), usando a mudanga v — x + (BC/(BC — D)) e y — y+ ((BC — D)/C),

obtemos

Dyv
¢ = w4 u\/—Dy + —— + v,

Cv—D,

D1U
'=Cuv+ Cy/—Dyu+
Y uv 1 D,

com o ponto de equilibrio P agora na origem. A linearizacao na origem ¢ dada por

(4.27)

D1+CV=D
V=D lc——Dll

I —
CV=D; C -1+ 220D
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com autovalores \; o = ++/Cy/—D;. Para o item a, temos que os autovalores sio reais
e de sinais opostos, provando que P ¢é uma sela. Para o item b, os autovalores sao
complexos e conjugados com parte real nula, para todo C < 0. Entao, calculando os
coeficientes de Liapunov para definir a estabilidade de P, obtemos a seguinte expressao

para o primeiro coeficiente

I __( V—DC? (C* +4) )
YT\ 304D —203V=D —6C2D+3C2—6C\/—-D—-3D) "

Com o auxilio computacional, obtém-se que L; se anula apenas quando C' = D = 0,
mas como estamos supondo C < 0 e D < 0, temos que L; nao se anula e possui
um sinal fixo para estes parametros. Substituindo um valor arbitrario, obtemos que

L, < 0, provando que P é atrator. O

Outros aspectos da dinamica do sistema (IT) nao sdo complicadas de se analisar.
Para sistemas do tipo (III), o mesmo problema aparece, quando CB < 0 e D =
CB — +/—CB, o equilibrio é um foco atrator e a prova é similar.

Teorema 4.2.2. Considere o sistema diferencial do tipo (I). Se B = By +C?/(1+ ()2,
D=D;+C/(1+C)*e C # 1, entao ele ¢ topologicamente equivalente a

/

o' =w, y =B+ P+ + suy + O(||xP), (4.28)
onde s = sgn(ag(0) + b11(0)).

Demonstragao. O sistema (I) com novos parametros

) C?
T —xy—(Bl+—<1+C)2),

C
"'=Cz-1)y-1)— D1+ —x= ).
/=0t -0-1- (Dt o)
Sem perda de generalidade, assumiremos C' > 1 fixo. Observe que, quando B; = D; =
0, (4.29) possui um ponto de equilibrio dado por P = (C/(1 + C),C/(1+C)) e a

linearizacao em P tem a forma

(4.29)

C C
_| 1+C 1+C
C C ’
1+C  1+4C

a qual possui dois autovalores nulos e € uma matriz nao nula. Aplicando a translacao

r—=z—-—C/(1+C),y—y—C/(1+C) e com o reescalonamento 7 — 7(1 + C)/C em

(4.29), obtemos:
, —Cey+ B C—a2C—yC—xy+ B
€r = — :F(ff,y),
C
, 2yC*+Caxy—CD,—2C —yC — D,
v = C

(4.30)

= G(x,y).
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Considere a funcao
(z,y, B1, D1) = (F(z,y), G(z,y), Tr(L(z,y)), det(L(z,y)))

e o determinante da sua linearizacao é dado por —C(C' — 1), que é nao nulo, logo a
fungao é regular para (x,y, By, D1) = (0,0,0,0).

Tomando a seguinte sequéncia de mudancas de coordenadas:

oo (ite)
¢ ST+ ——, Y — Yy —

1+C 1+C
o y— Y-+ <fﬁ£2;;l2l> r—T ( a2 >
C ’ \2ay )
onde
-3 —-20%-C B,C3 - C?D, — B,C + D,
= o2 and oy = 2 ;

obtemos o sistema
' =y,
) ) (4.31)
Y =boo+ boay + baor” + biixy +y°,

onde

bo,o = bo,o(BhC, Dl);

() (S5)n)

(C-1
.
c? -1

-

Para B; = Dy = 0, temos que by g # 0 e azp + b1 1 # 0 onde az o = 0 é o coeficiente

boo = —

b=

de x? na primeira equacao. De acordo com o Teorema 8.4 em [21], o sistema pode ser
escrito na forma normal da familia de Bogdanov-Takens (4.28)).
m

Observacao 3. A prova do teorema é semelhante para C' < 1.
Exemplo 4.2.1.

Seja X uma familia a 2 parametros de campos 2-cruz suaves por partes definidos

em R3, dado por
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com «, 3 € R. Relembremos que M,y sao as regioes onde X, estao definidos. To-

mando o blow-up direcional x — ex, y — ny:

ex' = —g +p(x)p(y) — a,
ny' = —2p(x) = 2p(y) + 156 — B+ 2p(x)p(y), (4.32)
7 =1.

Para valores suficientemente pequenos de ¢,7, usando a funcao de transicao como a
identidade no sistema (4.32) temos que

, 4
Ex = 9 + a2y — «,
iy (4.33)
ny = —2x —2y+ — — 5+ 2zy.

9

Primeiramente, considere ¢ = n = 1 para analisar a bifurcagdo que aparece quando

a = = 0. Considerando a seguinte sequéncia de mudanca de coordenadas:

2 2
¢ r ST+ Y=Y+ 3

3 3
t—>3t
. 2.
27
ot —>2
o r —x+ = -y — x;
3>?J 3y ;
p 1 p
— — =, r— - — ——;
o Yy —>Yta Q,m x—|—6oc Bk
obtemos
' =y,
, 9, 3 ) (4.34)
Yy =p+rvy— -+ sxy+y,
2 2
onde 3 9 9 9 3 9 B
__° J o9 Y Y o2 9 _ 2 P
i 2ﬁ+804 8aﬁ+325 Sae v 4<a 2).

Observe que, o sistema ¢ a forma normal da bifurcacao de Bogdanov-Takens de
codimensao 2. Calculando os pontos de equilibrio de , temos que para « e [ tais
que 3602 — 36a3 + 9% — 48a — 483 > 0, o sistema possui pontos de equilibrio (exceto
quando ambos parametros sao 0, quando temos apenas um tnico equilibrio). Usando
as expressoes locais para as curvas H e C' obtemos o diagrama de bifurcacao mostrado
na Figura [£.5]

Para os parametros na regiao I nao ha singularidades. A curva S é uma curva de
bifurcagoes sela-n6 genéricos e, portanto, hd uma sela e um equilibrio estavel em II. De
IT para III passamos pela curva H, que denota uma linha de bifurcacoes genéricas de

Hopf. Por conseguinte, em ITI ha um ponto de sela, um ponto de equilibrio repulsor e
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0.2
|
I B 0.1
1]
-0.2 -0.1 0 0.1 0.2

v o

-0.1
Curva S Curva H Curva C

Figura 4.5: Diagrama de bifurcacao de (4.34)).

um ciclo limite atrator em torno do ultimo. O ciclo limite desaparece em uma conexao
homoclinica na sela (global) & medida que passamos de III para IV pela curva C.
Finalmente o equilibrio atrator e o ponto de sela IV colapsam em uma bifurcagao
sela-n6 quando passamos de volta para I via S.

Consideremos novamente os parametros € e 1 para o sistema xy. Como vimos
anteriormente, nés temos trés possibilidades para a interacao entre os parametros,
e/n=0,e/mn=o00ouce/n=k, k>0. Para as duas primeiras interacoes, a bifurcagdo
Bogdanov-Takens de codimensao 2 nao ocorre, portanto o deslize sera decidido pelo
Teorema Mas, para a interacao €/n = 1, a bifurcacao fica bem definida e o retrato
de fase para cada um dos parametros nas regioes descritas pela Figura permanece
sem se alterar quando €,n7 — 0. Entao, vamos verificar para quais parametros teremos

uma regiao de deslize (tempo positivo):

e Se a, [ € I, o sistema xy nao possui pontos de equilibrio, o que implica que X

nao possui uma regiao de deslize.

e Se a, 8 € 5, o sistema xy possui um equilibrio do tipo sela-no, atrator no lado

do no. X ossul apenas regioes de costura e qualquer trajetoéria comecando em
+0
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M, cruza ¥,( e é atraida para Xy_ ou diretamente para >g. Se a trajetoria
intercepta Xg_, ele desliza para >oy. Para uma trajetéria comecando em M_ ., ele
¢é atraido para X _g e depois disso desliza se afastando de Ygy. Para uma trajetoria
comecando em M__ trés possibilidades podem ocorrer: ou é atraida para X_

para Ygg ou para X_.

e Se a, € 11, o sistema xy possui uma sela e um né atrator; se a, 3 € HUIII
o sistema zy possui um ponto de sela e um foco (bifurcagdo de Hopf), com ciclo
limite repulsor na regiao III. Para todos 0s casos X,y possui apenas regioes de
costura e qualquer trajetoria comecando em M, cruza Y,y e é atraida para
Yo_ ou diretamente para Ygy. Se a trajetoria intercepta Xy_, ele desliza para
Yo. Para uma trajetéria comecando em M_ . ele é atraido para > _( e depois
disso desliza se afastando de ¥g. Para uma trajetoria comecando em M__ trés

possibilidades podem ocorrer: ou é atraida para > _q para Yoy ou para g_.

e Sea, € CUIV oua = =0, as trajetorias de X sao descritas no caso anterior.
Exemplo 4.2.2.

Seja X o campo 2-cruz suave por partes definido em R?, dado por X(z,y,2) =

X:I::t(x> Y, Z) onde

. _ (259 13969 V13519 . w. (641 13969 VI3519
7118007 351900 173 ) =71 18007 351900 173 )

259 717769 /13519 641 59 v 13519
X__ = ’ 1 3 X—+ = | — ) 1 ’

18007 351900 1173 18007900 1173

Dada a funcao de transicao ¢ considere x — cx e y — ny. Temos que

191
,Z‘
189919  4y/13510
_ B . (4.35)
ny' = ( 87975 1173 (r+y+ xy)) ’
_ 1,

Através de um calculo simples, é facil verificar que o sistema possui dois pontos de
equilibrio. Analisemos entao a influéncia exercida pelos parametros na estabilidade do
ponto de equilibrio nao sela. Considere o ponto de equilibrio nao sela P = (P, P»),

onde
74681

5 (21v/2v/13519 — 2100v/2 + 10v/13519 — 8820)

V13519 L 294 7/27038 N 70V/2
1173 391 3910 391 -
Considere a linearizacao do sistema zy em P.

P1:—

H = —




Sobre o sistema quadratico (4.13 54

i. Para ¢/n — 1 quando £,7 — 0, os autovalores \; e Ay sdo ambos negativos,

implicando que P é um n6 atrator.

ii. Para ¢/7 — oo quando €, — 0, os autovalores A; e Ay sdo ambos negativos,

implicando que P é um no atrator, ver Figura

77777777
77777777

nnnnnnnn

L L L M
150 200 250 300

Figura 4.6: Valor dos autovalores de K = ¢/n vai para oc.

iii. Para ¢/n — 0 quando €,7 — 0 os autovalores A\; e Ay sdo ambos positivos,

implicando que P é um no6 repulsor, ver Figura

Figura 4.7: Valor dos autovalores quando K = ¢/n — 0.

Observe que estes resultados sao consistentes com a Proposicao Dai, a origem

é um ponto de deslize.
Exemplo 4.2.3.

Seja X o campo 2-cruz suave por partes definido em R?, dado por

X++: ﬂa_ﬁal ) X+,: _@7_271 J
1800° 900 1800° 900

L 277’1741’1 ’ X, = _6237_271 ’
1800° 900 1800° 900

obtido do Exemplo com a = —6/100 e = 4/100 (regiao IIT). Consideremos a
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Figura 4.8: Esboco do retrato de fase de X no plano z = 2y com campos vetoriais X, em
preto, X_4 em vermelho, X__ em azul e X, _ em roxo.

condigao inicial P, = (0.5,0.5). A trajetoria de X, comecando em P; é
x(t) = (277/1800)t + 1/2, y(t) = —(59/900)t + 1/2. (4.36)

Depois de ¢ = 450/59, a trajetoria chega em Y, no P, = (395/236,0) e como visto
anteriormente, >, ¢ uma regiao de costura. Entao, tomamos a trajetoria de X, _ por
P, quando t = 450/59

2(t) = —(623/1800)t + 509/118,  y(t) = —(59/900)¢ + 1/2. (4.37)

Depois de t = 458100/36757 a solugao chega em Yy, que é a variedade deslizante.

Calculando o campo deslizante de Filippov em ¥,_,

0

sl

Xo- = | 1187
900

e a sua trajetoria comecando em P3 = (0, —395/1246) em ¢ = 458100/36757, obtemos

x(t) =0, y(t)=(1187/900)t — 1977/118. (4.38)
Finalmente, depois de t = 111709036060 a solucao chega e desliza em X4, como esperado.

Areta (x(t),y (t) = (3505 — 255, 555t — 1) localizada no terceiro quadrante, Figura
4.10, delimita a bacia de atracdo de X (regido hachurada) e de ¥_o (regido nao

hachurada).

4.3 Estudo da 3-cruz em R*

Seja um 3-campo vetorial definido em R?*, dado por X(r) = X,(z), onde X, =

(fs(x), gs(z), hs(x)) sdo campos suaves com a origem sendo um ponto ndo singular,
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Figura 4.9: Grafico da solucao por partes comegando em (0.5,0.5).

Figura 4.10: Bacia de atracao de ¥gp (hachurada) e de ¥_¢ (ndo hachurada).

s € {+,—}3. Considere a 3-regularizagiao de X dada por

1
X, = 3 Z (14 s1¢(x1/21)) (1 + sap(xa/e9)) (1 + s3p(x3/e3)) Xs. (4.39)
Se{"’_v_}a
Tal como na secao anterior, vamos analisar o sistema xixox3 para definirmos as

condigbes para o deslize. Fazendo um blow-up direcional 1 — x1/e1, 3 — 2/e9 €

x3 — x3/e3, considerando a equivaléncia topologica p(x;) ~ x;, i = 1,2, 3, obtemos, ja
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escrevendo na forma de sistema diferencial,

1
= — Z (14 s121) (1 4 s2w2) (1 + s373) fo(T);
851
se{+,—}3
1
2= — > (14 sim) (1+ soma) (1+ s323) g (2);
2 o (4.40)
1
xé = Z (1 + 81:181) (1 + 52$2) (1 + s3x3) hs{x)'
863 se{+,—}3

Para definirmos as condigoes para o deslize numa vizinhanca da origem, primeiro
precisamos estabelecer um critério para garantir a existéncia de pontos de equilibrio
no conjunto I* = [—1,1]*>. Em seguida, classificar as possiveis estabilidades destes
equilibrios, de modo a obtermos variedades invariantes e, por fim, verificarmos como
as curvas regularizantes influenciam no deslize.

O teorema a seguir fornece uma condicao para garantir a existéncia de equilibrios

em I3 para o sistema (4.40)).

Teorema 4.3.1 (Poincaré-Miranda). Seja G = {z € R" : |z|]< L,1 < i < n} e
suponha que a funcao F = (f1, fa2, -+, fa) : G — R™ é continua no fecho G de G tal
que F(x) # 0, para z no bordo 6G de GG e ainda

L. fi(xlax%‘“7_L7$i+17'“7xn>Soparalgigne
1. fi(xlax%"'7L7x7§+17"'7xn)Zoparalgign'
Entao, F'(x) = 0 possui solu¢ao em G.

A prova deste teorema pode ser encontrada em [34].

No nosso caso, o conjunto G é I® e a funcdo F é o campo associado ao sistema (4.40)).
Agora que temos uma ferramenta que nos fornece condi¢oes para a existéncia dos pontos
de equilibrio, precisamos determinar a estabilidade destes equilibrios. Uma forma de
garantir isso é olhando para os autovalores da linearizacao de no equilibrio, que

sao as raizes do polindmio caracteristico associado a matriz da linearizagao.

Proposigao 4.3.1 (Routh-Hurwitz). Dado um polinémio P(z) = z®+ax?+ bz +c. Se
a, b, c s2o positivos e ab > ¢ entdo P(z) = 0 é estavel, isto &, todas as raizes possuem

partes reais negativas.

A prova dessa proposi¢do pode ser encontrada em [29].
Sabemos que, se um equilibrio do sistema (4.40) for assintoticamente estavel, tere-
mos entao, localmente, um deslize na 3-cruz, pela definicao Suponhamos entao

que o sistema possua um ntmero finito de equilibrios em 3. Verifiquemos agora as
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possiveis curvas regularizantes e de que forma elas influenciam a estabilidade do equi-
librio.
Consideremos as seguintes curvas, que representam algumas possibilidades para ¢;

suficientemente pequenos, 1 = 1,2, 3:

1. o = (El,k’lé‘l,k251>,k1 7& 0e kfg 7é 0,

ii. ag = (€1,69,82), com e9/ey,e3/€1,€3/e2 — 0 quando €1, 9,63 — 0;
iii. ag = (e1,€9,69), com e9/e1,63/¢1,62/e3 — 0 quando ey, 9,5 — 0;
iv. ay = (e1,69,82), com €1/ey,e3/€9,3/61 — 0 quando €1, 9,63 — 0;
V. a5 = (€1,89,89), cOM £1/e9,63/¢9,61/e3 — 0 quando &1, &9,65 — 0;;
vi. g ::(51,82,82),COID 51/53,82/63,82/81 —0 qualuio €1,€9,€3 — O;
vil. ay = (e1,€2,€2), com €1 /e3,69/€3,21/69 — 0 quando €1, 9,63 — 0;

Vamos analisar a influéncia das curvas regularizantes na estabilidade dos pontos

equilibrios. Suponha que o sistema (4.40) possua um ponto de equilibrio py em I e

seja
- 5 5 5 -
o= f o) 5,7 (Po) == (o)
€1 €1 €1
) 0 )
)= | a0®) 3™ 9w (1.41)
€9 €2 €9
o) d )
9 —h Y
2hm) gy (o) ~~h ()
L €3 €3 €3 J

a linearizacao do sistema (4.40) calculada em pg. Considere o polindmio caracteristico
de J, Qpy(N) = A% + ar? + DA + ¢, onde os coeficientes a,b e ¢ sao dados por

) (%f (PO)) €263+ (8%9 (po)> €163+ (%h (Po)) €162

€3€1€&2
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et L >) (557 ) 5ot o) - (§g<po>) (527 ) goh o)
- (£1) (310) - (30) () S0
- (gch(po)) (ayf(p°)> 5,9 Po) + (aih(po)) (ayg(po)) —f(po))

Se as partes reais dos autovalores forem negativas, temos entao que, o equilibrio é as-

sintoticamente estavel, o que implica que temos variedades invariantes se aproximando
da origem e portanto temos uma regiao de deslize na 3-cruz. Suponha que a Proposicao
seja satisfeita quando ¢;, = 1, i = 1,2, 3. Para a curva regularizante aq, fica claro
que as condicoes de Routh-Hurwitz nao se alteram, restando entao analisar as outras

curvas regularizantes «;, j = 2,---,7.

Observe que, para qualquer curva regularizante os parametros €; nao alteram o sinal
de c. Para verificar a desigualdade ab > ¢ a medida que os parametros tendem a 0 é
suficiente garantir que c/ab — 0, quando e1,e5,63 — 0 para as curvas regularizantes
aj, j=2,---,7. Dai, temos que ¢/ab ¢ dado por

€1 €2 €3 (facgyhz _fmgzhy _fygmhz+fygzhm+fzg:vhy_fzgyhx)
(e2€3 fr+gyeres+hoeren) (fofohoer— fPhoer+ fugyes — fygues +gyhaer — g hyer)’

onde f,, g«, hy sao as derivadas parciais em relacao a x, y ou z calculadas em py. Como
o denominador possui termos ctbicos em maior quantidade que o numerador, segue
que para as curvas «; , i = 2,---,7, ¢/ab — 0 e, portanto, a desigualdade se mantém.
Resta agora analisar a influéncia das curvas regularizantes no sinal de a e b.

Tome, por exemplo, a curva ay. Temos que €, tende a zero mais rapido que as
outras componentes da curva regularizante, o que implica que o sinal de a depende de
df(po)/0z. Logo, se [0f (po)/0x|> [0g(po) /Oyl e |0f(po)/Ox|= |Oh(po)/0z|, entao para
€1, &9 € €3 suficientemente pequenos, o sinal de a depende do sinal de df(po)/0x. Para
o coeficiente b o sinal depende do termo

(= (G50 m) ot )+ (57 00) atow). (442

uma vez que £, tende a zero mais rapido que e3. Portanto, se df(pg)/0x < 0 e for
negativo, entao a > 0 e b > 0, implicando que o equilibrio ¢ assintoticamente estavel.
A conclusao para as outras curvas regularizantes é semelhante, mudando os termos que
definem os sinais para valores suficientemente pequenos dos parametros €1, €5 € €3, veja
Tabela .11

Portanto, quando os equilibrios do sistema sao hiperbdlicos, temos algumas
condigoes para garantir a existéncia da regiao de deslize. O mesmo vale para um campo
3-cruz definido em R"™, com n > 3, com a dinamica sobre a cruz dada pelos termos do
sistema sem os parametros, caso que s6 ocorre quando n > 3.

Exemplo 4.3.2.
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a>0 b>0
ay | 0, f(P) <0 8, f(P)0yg(P) — 0ug9(P)0, f(P) <0
az | 0 f(P) <0 | 9, f(P)0.h(P) — 9,h(P)0.h(P) <0
ay | 9,9(P) <0 | 85 f(P)9yg(P) — dug(P)0,f(P) <0
a5 | 9,9(P) < 0 | 9,9(P)0.h(P) — 0,h(P)d.g(P) < 0
Qg azh(P) <0 amf(P)azh(P) - azh<P)azf(P) <0
ar | 0-h(P) < 0 | 8,9(P)D-h(P) — 8,h(P)3.g(P) < 0

Tabela 4.1: Condigoes para cada curva regularizante

Seja X um 3-campo suave definido em R* dado por X (x) = X, (x), onde

Xipr =1L, -1,-Lw), Xy =(2/3,-1,0,w),
X, o =(-1,1,1w), X, =(-1,1,1/3,w),
X 1y =(1,3,-1,w), X ., =(1,-1,-1w),
X =(1,0,-1,w), X . =(1,1,-1,w),

com x = (z,y, z,w) € R%. A regularizagao de X ¢é dada por,

1
X€17€2,€3 - 9%

S Y (M pla/e) (£ p(y/e) (1 p(2/e5) X e (4.43)

4,4t

Fazendo o blow-up direcional z = x/e1,§ = y/eqs e Z = z/e3, juntamente com a
equivaléncia local T = (), obtemos o seguinte sistema (sem a barra por simplicidade
de notagao)

( 1
1T :ﬂ(—19x—5z+5+5wy—5x2—5yz—5xyz+5y),

1
E2Y :_§(3x+3z—5xy—3IZ+5yZ+3_5xyz_3y)’ (4.44)

1
€32 :ﬂ(l?)m—z—11—7xy—1xz—5yz—5xyz—7y),

W = w.

\

Considere o sistema xyz que é o reduzido de (4.44]). O tnico ponto de equilibrio
é dado por P = (5/7,0,—1) e o polinomio caracteristico da linearizagdo em P é dado
por

(68281+84€3€1+4953€2) )\2 (14782+51€1+34383)>\ 1 3
8483 €1 &2 58883 E1&2 1483 &1 82'

Q=X+

E facil ver que, Q satisfaz a condicdo de Routh-Hurwitz para todo &;, i = 1,2, 3,
ver Figura [4.11] logo para qualquer curva regularizante, existe uma regiao de deslize
contendo a origem.



Estudo da 3-cruz em R*

61

=
_h —
PRI NI TR A

iy T
\

\

-

g2 v/

I T R \

- . - %;klll;!l‘li L{ L

- -: "1 —‘\.l'lll Iji-"ﬂ( Ij I"

T b
& S

Figura 4.11: Esboco do campo em I3.




5 Comparacao entre os campos

Neste capitulo apresentaremos algumas consideracoes acerca da semelhanca entre
a definicao de campo momento discutida na se¢ao 3.2 e a defini¢ao de deslize via regu-
larizacao do capitulo [4l Toda a discussao seré feita para 2-campos vetoriais definidos
em R? e quando nos referirmos a regularizacao utilizaremos a curva regularizante do
tipo linear.

5.1 Unicidade dos campos de Filippov sem singulari-
dades

O resultado que serd discutido nesta secao, bem como as definicoes e notacoes,
foram apresentadas por [13] e se referem a campos deslizantes sem singularidades no
R? da classe de Filippov.

Considere a defini¢cao abaixo de um ponto de saida de primeira ordem, que é equi-
valente a definigao [3.2.3]

Definicao 5.1.1. Suponha que uma solucao deslizando sobre ¥ encontre um ponto
r € ¥, onde uma e, apenas uma das condi¢oes abaixo seja satisfeita:

(i) Saindo para X3 ou ¥3: Vhy(x)fg, (z) = 0 ou Vhy(z)f5 (z) = 0;
(ii) Saindo para X7 ou Xf: Vhy(z)fs, (x) = 0 ou Vhy(z) f5 (x) = 0.
Entao, dizemos que o ponto ¢ um ponto de saida genérico de primeira ordem.

.o~ . + + .

Note que esta definigdo depende apenas dos campos deslizantes fy e fg, . Assumi-
remos e, nenhum campo de Filippov em ¥ possua equilibrio. Quando essa suposicao
nao se verifica, dinamicas diferentes podem ser observadas.

Exemplo 5.1.1.

Considere o seguinte campo 2-cruz X dado por

1 1 -1 —1
X++ = 1 7X+— = -1 7X—— = 1 7X—+ - —1 )
1/4 1/2 1 1/4

62
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com X sendo a 2-cruz. Calculando a classe da campos de Filippov, obtemos

Fla)y=1 0 1,
c—1/4

com ¢ € [0,0.5]. Consideramos aqui apenas campos suaves, entao ¢ pode ser qualquer
funcao suave de x3. Por exemplo, suponha as seguintes escolhas de c:

(i) 1/10,
(1)

(i) c=1/4¢
(iv) ¢=2/5.

Escolhendo ¢ dos itens (i) e (iv), Xy ndo possui nenhum equilibrio, porém orientagoes
diferentes. Para o item (ii), a origem ¢ um equilibrio assintoticamente estavel para Xy
e por fim, para o item (iii), todo ponto em ¥ & ponto de equilibrio para Xsy.

¢ = —arctg(xs)/2m + 1/4,

c

Exemplo 5.1.2.

Considere o seguinte campo 2-cruz X dado por

-1—31’1/4 -].—3[L'1/4
X =] -1 |, X, =| —x/2 |,

L T2 —T1 | 22

-1—31’1/4 _—1/4—31’1/4+I3/2
X__ = 1—x2/2 , X = 1—:1:2/2

| (21 + 22)/2 i x1/2

com X = {(z1,72,73) € R®: 11y = x5 = 1} atratora e ¢ atingida pelo deslize de 37
para r3 < 3/2 e em x3 = 3/2 temos um ponto de saida de primeira ordem para X .
Calculando a familia de campos de Filippov, obtemos

0
0
F(x) = 9wy |
)\
2+5—2x3

onde )2, que pode ser uma funcdo suave de z3, deve satisfazer 0 < Ay < 1/2. Os
coeficientes da combinagdo convexa de Filippov devem satisfazer:\; + Ay = 1/2, A3 =
(3—2x3)/2(5—2x3) e Ay = 1/(5—2x3). Escolhendo valores diferentes para A9, obtemos
comportamentos distintos, por exemplo:

(i) Ay = 1/4 resulta em um campo com equilibrio no ponto de saida z3 = 3/2;

(ii) Ay = 1/8 resulta em um campo com equilibrio em x3 = 11/6, que é depois do
ponto de saida;
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(iii) Ay = 3/8 resulta em um campo com equilibrio em x3 = 1/2, que é antes do ponto
de saida;

(iv) Ag = —8xs(x3—3/2))9 resulta em um campo com dois equilibrios antes do ponto
de saida.

Definicao 5.1.2. Diremos que dois campos da classe de Filippov, isto é, X5, Ys €
F(z), sdo orbitalmente equivalentes se existir uma reparametriza¢ao do tempo levando
o campo Xy no campo Ys.

Esta definicao nos diz que solugoes associadas a campos diferentes tém a mesma
orbita, mas com tempos diferentes. Observe que, se Xy, é orbitalmente equivalente a
Yy, entao

dx dx dt

g T gy T T wAsew = (5:1)

Dai, usando (5.1)) podemos relacionar os campos Xy, e Yy da seguinte forma

XE - >\1X++ + A2X+_ + )\3X_+ + >\4X__,
WXZ = )\1WX.H_ + )\QWX+_ + /\3CUX_+ + )\4WX__,
YE = I/1X++ + V2X+, + V3X,+ + I/4X,,,

onde v; = w\;, 1 =1,2,3,4.
Com base nas defini¢coes apresentadas, estamos em condicao de enunciar o teorema
que relaciona os campos de Filippov.

Teorema 5.1.1. Seja [' um segmento conexo de X e considere a inclusao diferencial
em [’

te F(z),rele &elr, (5.5)

onde F é o envoltério convexo dos campos X, X, , X . e X__. Suponha que,
nao ha nenhum equilibrio em > N I' para quaisquer um dos campos de F. Entao, os
sistemas & = Xx(z) em F(z) N Tt sdo orbitalmente equivalentes.

Demonstracao. Seja n(x) = Vhi(x) x Vhyo(z), z € I' N Y, onde Vhy(z), Vhy(z) sdo
as normais de X; e Yo, respectivamente. Entao, para x € I', qualquer elemento de F
pode ser representado da forma Xx(z) = v(x)n(z), para alguma funcao suave . Por
hipotese, nao ha equilibrios o que implica y(x) # 0 e entdo todos os campos possuem a
mesma orientacao. De fato, se dois campos tivessem orientacoes opostas em I', entao
teria um terceiro, combinacao convexa destes de modo que iria possuir um equilibrio
em algum ponto de I, o que contraria a hipotese. Seja entdo, Xx(.) = (. )n(.) e
Ys(.) = 72(.)n(.) campos quaisquer. Logo,

Ya(z) = w(@)Xs(2),

onde w(x) = ya(x)/7(z) e w(z) > 0,Ve € I'. Obviamente, w é uma fungdo suave para
todo x € I', provando o resultado. O
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Pela definicao de deslize via regularizacao, a dindmica do sistema reduzido, no caso
dos parametros lineares, é equivalente a algum dos campos de Filippov. Logo, quando
a dinamica regularizada e o campo momento, nao possuirem equilibrios, pelo Teorema
b.1.1} ambos os campos serao localmente orbitalmente equivalentes.

Exemplo 5.1.3.

Considere novamente o campo do Exemplo da secao e tome sua regulari-
zagao com uma funcao de transicao ¢, com curva regularizante (e, ). Parametrizando

a variedade lenta, obtemos a seguinte expressao para o campo Xﬁég

4z —-34+2+/922—-322+32 4z — 2 232 2
o z( 2z V92 2z )—18z+5 2—34+2v922—-322+3 C15).
22—17 22—17
onde C'=1/(13 2z + 14).
04 0.5 0.6 : 0.7 0.8 0.9 1.0

-08

-09

Figura 5.1: Grafico das expressdes do campo regularizacao (curva em vermelho) e campo
momento (curva em azul).

Fazendo o grafico das expressoes dos campos momento e o campo regularizacao,
ver Figura [.1, notamos que, localmente, as dinamicas sao as mesmas, ambas com 0
mesmo sinal e sem singularidades.

Uma pergunta natural que surge é a seguinte: serd que os campos deslizantes
momento e regularizacao sao sempre equivalentes? Na proxima secao vamos tentar
responder a essa pergunta.
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5.2 Relacao entre campo momento e regularizante

Nesta secao, trabalharemos com a 2-regularizacao com curva regularizante linear.
Primeiramente, vamos ver alguns exemplos para entendermos melhor como as defini¢oes
de campos deslizantes se relacionam.

Exemplo 5.2.1.

Seja X um campo 2-cruz suave por partes definido em R3, dado por

X++(X> :(_17_17_1)7 X+_(X) (—1,2,[Ey—1),
X _x)=(z—-1zz-1), X . (x)=(2,-1L,y—1).

Considere o sistema (1.6 para o exemplo

A

1 -1 2—1 2 0
A2

-1 2 z -1 =10,
A3

1 1 1 1 1
A4

resolvendo o sistema, obtemos que o tnico campo de Filippov definido em ¥ é dado

por z = —1. Considere agora a regularizacao do campo X dada por
1 x
X n(x) = 1 62}2 (1 + 510 (;)) (1 + So¢p (%)) X(x) |, (5.6)

com ¢ uma funcao de transicao monédtona. Calculando a regularizagdo com uma curva
regularizante linear do tipo (g,¢) e realizando um blow-up direcional x = Ze, y = ye e
z = Z, obtemos

er = —=3/4p1pa —3/4o1+3/4py — 1/4+1/4 20109 — 1 /4201 — 1 /4 209 + 2/4;
ey = —1/2¢0102+1/2¢1 — 2 + 1 /4 201000 — 1/A 2001 — 1/4 2005 + 2/4; (5.7)
z=((-1/dzy+x/d—y/4) oo+ 1/day —y/d—x/4) o1 — 1 +x/4+y/4 '

+ (=1/4zy +y/4—x/4) oy + 1/4ay,

onde @1 = p(Z) e Y3 = ¢(y). Quando € = 0, as duas primeiras equagoes do sistema
anterior definirao uma variedade lenta S, ver Figura[5.2l Resolvendo em termos de ¢,
e 9, obtemos uma parametrizacao para S em termos de z. Usando a parametrizacao
para 1 e @9, obtemos que em > o campo regularizado ¢ dado por Xﬁég = —1, ou seja,
neste caso ambas as defini¢oes sao as mesmas.

Exemplo 5.2.2.

Seja X o campo 2-cruz suave por partes definido em R?, dado por
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| ¥
BN
il ; 1 By S

0.0 T

Figura 5.2: Esboc¢o da variedade lenta dada pela interseccao das superficies z = 3 = 0,
( = 0 em laranja, j = 0 em azul) feito com @1 ~ T e @3 ~ 7.

E facil ver que o campo X possui regides de deslize em X1 e 35, ou seja, estamos em
condicoes de estudar o deslize em ..

Calculando o campo momento usando o sistema para o sistema X, obtemos a
expressao X2 = (0,0, z/2). Por outro lado, regularizando o sistema com uma fungao de
transicao ¢, fazendo o blow-up direcional e parametrizando a variedade lenta, obtemos
a seguinte expressao para o campo regularizagao

Xfég = (0,0, — (2 + @> 2+ (—46\/ﬁ + 1049) z) (5.8)
235 253 235 235

independente da curva regularizante adotada. Claramente a dinamica descritas pelos
campos nao sao equivalentes, uma vez que X3 tem um ponto de equilibrio e X tem
dois equilibrios. Podemos concluir entao que, a terceira componente dos campos X4,
vai influenciar de maneira significativa na dinamica deslizante de X.

Veremos entao quais condicoes precisamos impor, para que ambas as defini¢oes
coincidam.

Proposicao 5.2.1. Seja X um campo 2-cruz suave por partes definido em R?, dado
por

3 3 3
Xy = (_— =5 hit (2, y, Z)) R (—1» §,h+_(m,y,z)> ’
11
X = (_ 9 h__(ilf,y,z)) ’ X—+ = (_47 _3’ h_+(a:,y,2’)),

onde os h;(z,y, z) sao fungoes suaves. Se h__(x,y,z) = (—(17/3)hyy + (56/9)h,_ +
(4/9)h_i(x,y, ), entdo os campos momento e regularizagdo sdo os mesmos.
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A prova segue de uma computacao simples dos campos.
Antes de enunciarmos o préoximo resultado introduzimos as seguintes notacoes.

Ay(x) = — (—f193 + f194 + f391 — f391 — fagr + f493> x).
J293 — f291 — [392 + [391 + fage — fag3

Ap(x) = — (flgz — 194 — fog1 + f2g4 + fag1 — f492> (x)
f293 — f291 — f392 + f394 + f192 — [ag3 7

Ag(x) = — <—f192 + f193 + 291 — f293 — f3g1 + f392> X)
f293 — fa91 — f392 + f39a4 + f192 — [ag3

Proposicao 5.2.2. Seja X um campo 2-cruz suave por partes definido em R?, dado por
X(x) = X4a(x) = (fr+, g4+, hat)(x). Suponha que numa vizinhanca V' da origem,
as definicoes de deslize pela regularizacao e campo momento estejam bem definidas.
Se h__(x) = (Arthey + Ashy— + Ash_1)(x), com Ay, Ay e A3 dadas por (5.9), entdo os

campos deslizantes momento e regularizacao sao equivalentes.

Demonstracao. Uma vez que X satisfaz as hipoteses do campo momento em V', temos
que Y possui uma regiao parcialmente atratora tal como na Definicao [3.2.1, o que
garante também em contra partida a existéncia do deslize via regularizacao. Suponha,
sem perda de generalidade, que existam regioes de deslize em X7 ou ;. Considere
entdo h__(x) = (Ajhyy + Ashy— + Aszh_)(x)). Como as fungbes fi, gy satisfazem
as hipoteses da atracao parcial, temos que os sinais nao se concordam para anular o
denominador das funcoes Ay, k = 1,2, 3, e, portanto, estao bem definidos.
Calculando tanto o campo momento quanto o campo da regularizacao, obtemos

0
sl sl 0
Xm = Xreg =
Jag3ha — fagihs — fsgaha + f3g1ha + f192h3 — f193 Do
Jo93— fags— 392+ f391+ faga — fag3
para (0,0,2) € ¥ NV, provando assim a equivaléncia entre os campos. O

Com isso, estabelecemos uma classe de campos 2-cruz onde as definicoes sao equi-
valentes e um exemplo mostrando que isso nao ocorre de modo geral. No préximo
exemplo, vamos ver que o campo momento nao resolve totalmente a ambiguidade da
unicidade da escolha de um campo da classe de Filippov.

Exemplo 5.2.3.
Seja X um campo 2-cruz suave por partes definido em R3, dado por

X++(X) :(—1,—1,h1(X)), X+—(X) (1,—1,h2(X)),
X__(x)=(1,1, h3(x)), X_4(x)=(-1,1,hs(x)),

(5.10)

onde h;(x) sao fungdes suaves. Considere a matriz formada pelas componentes ortogo-
nais a X

EEAE

-1 -1 1 1
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Observe que o exemplo satisfaz a Definicao |3.2.1} que, de forma equivalente, significa

1 I 1 I 1
T L
1“‘_ B a =
ol = T
-2_._ T
] ] |

1
M—

1
|_‘—I
(el N
=L
N

Figura 5.3: Quadrilatero Q do sistema (5.10]).

possuir um quadrilatero Q nao degenerado, ver Figura Mas, o sistema (|1.6)) para
o exemplo nao possui solu¢do tnica, uma vez que a matriz M do sistema (3.13) dada
por

-1 1 1 -1
-1 -1 1 1
1 1 1 1

V2 2 2 V2

possui posto 3, ou seja, a linha extra nao garantiu a unicidade.

Verifiquemos, entao, como a definicao de deslize via regularizacao se aplica no
mesmo sistema. Calculando o campo deslizante regularizado com curva regularizante
linear em ¢ e fazendo o blow-up direcional, obtemos

EX = —¢o;

ey = —¢1;

i = ((h/4—ho/4 —hyfd+ h3/4) o+ h1 /4 + ha/4 — hy/4 — h3/4)
+ (h1/4 — ho/4 4 ha/4 — hg/4) po + hy /4 + ha/4 + hy/4 + hg/4.

N (5.11)

Quando € = 0, temos a variedade lenta dada por (xg, 4o, 2), onde ¢1(zg) = P2(yo) =0
e a dinamica ¢ dada por X (x) = 1/4 (hy + hy + hs + hy) (x). Assim, temos que
a regularizacao fornece uma escolha de um campo deslizante, dependendo da curva

regularizante.



6 Relacao entre pinching e campos

descontinuos

Neste capitulo discutiremos sobre a técnica do pinching, que é uma abordagem re-
lacionando campos suaves com campos descontinuos. Foi introduzida primeiramente e
estudada em [4] e posteriormente em [9] e [27]. O objetivo aqui é comentar os resul-
tados descritos em [27], adaptando para a teoria de perturbagao singular, mostrando
assim uma reciproca do Teorema [2.1.2] que foi citado na segao [2.1] e estender para o
problema do deslize na 2-cruz.

Considere um sistema diferencial

% = F(x), (6.1)

definido em R", onde F' é uma funcao de classe C* pelo menos. Suponhamos que exista
uma funcao suave h : U C R" — R, onde U é um aberto de R™, tal que Vh(p) # 0
para todo ponto de U e ¥ = {x € U : h(x) = 0} é uma variedade invariante pelo fluxo
de (6.1)), isto é, Fh = F(p).Vh(p) = 0, para todo ponto de . Seja a > 0 pequeno e
considere os conjuntos

Yy ={zeU:h(r)==xa}

definindo uma faixa ao redor de X, que chamaremos de faixa de corte. Associamos,
entdo, para cada vetor de X7, um tnico vetor de X|, de modo que a variedade h(z) =0
torna-se uma variedade de descontinuidade >, com campos dados por

. {F<x +aVh(x)), h(z) >0, (6.2)

F(x—aVh(x)),h(z) <0,

ver Figura [6.I] O pinching, relaciona um sistema suave por partes com um sistema
suave classico, no entanto, o pardmetro a nao é arbitrario, veja no Exemplo 3 em [27],
onde é observado que se o parametro a nao for adequado o sistema descontinuo produz
uma interpretacao erronea da dinamica do sistema suave original.

6.0.1 Pinching e Perturbacoes Singulares.

Perturbacao singular com z € R,y € R* 1.

Considere um sistema diferencial dado por
et = F(z,y,e), §=G(z,y,¢), (6.3)

70
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Figura 6.1: Curva em vermelho h(x) = 0, curvas tracejadas representa a faixa de corte e
curva em azul é a variedade de descontinuidade resultante.

comz € R, y € R"! e e > 0 suficientemente pequeno. Vamos supor que a variedade
lenta S esteja bem definida quando € = 0 e que existam pontos normalmente hiperbo-
licos em S. Uma vez que estamos interessados em um estudo local, consideraremos o
sistema definido em uma vizinhanca da origem. Seja o sistema

ext =z =F(x,y), vy=0G(x,vy,¢), (6.4)

equivalente a , em uma vizinhanca U da origem. Usando o Teorema m para o
sistema , existe uma variedade invariante S. proxima de Sy na topologia C! e o
fluxo sobre S. é topologicamente equivalente ao fluxo do sistema reduzido.

Seja entao a > ¢ > 0 e a partir dele considere o sistema pinching associado a ((6.4))
dado por

. ” (6.5)

o {(ﬁ(x +aVh(x)), G(x + aVh(x))) = Xt (z,y), h(z) > 0,
(F(x —aVh(x)),G(x —aVh(x))) = X (z,y), h(z) < 0;

onde h(x) =z e ¥ = {h(z) = 0}. Observe que, no sistema (6.5)), € ndo é um parametro,
mas sim um valor fixo menor que a. O proximo teorema é uma versao para sistema de
perturbagdo singular do resultado descrito em [27].

Teorema 6.0.1. A dinadmica de Filippov do sistema (6.5)) é equivalente a do sistema
reduzido (6.4]).

Demonstragao. Seja ¥ = {z € U : h(z) = x = 0}. Suponha que exista uma regiao de
deslize ¥, para o sistema (6.5)). Considere o campo de Filippov dado por

Xioy) = (F32) K0+ (150) X G (6:6)
com \ € [—1,1]. Como ¥ ¢ o hiperplano (0,y), y € R""!, temos entao que, para A = 0,
o campo deslizante ¢ dado por X*(0,y) = (0, (G4 (a,y) + G_(a,y))/2).

Por outro lado, considere o sistema reduzido dado por (6.4). Uma vez que G(z, )
é continua, o sinal da funcdo se mantém para pequenas variagoes em z e y. Logo, a
dinamica descrita pelo campo de Filippov e a dinamica descrita pelo sistema reduzido
sao equivalentes, provando o Teorema. O]
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Observe que esse teorema serve como uma reciproca do Teorema [2.1.2] uma vez que
relaciona campos suaves com campos descontinuos, usando perturbagao singular.

Perturbacao singular com z € R? y € R 2

Seja o sistema
et = F(z,y,e), §=G(z,y,¢), (6.7)

com z € R?, y € R" 2 e ¢ > 0 suficientemente pequeno. Suponhamos que, quando
e = 0, o sistema reduzido

0= F(z,y,¢e), y=G(z,y,¢), (6.8)

possua a variedade lenta S dada pela intersec¢ao transversal de S; = {Fi(z,y) =0} e
So = {Fy(z,y) = 0}. Novamente, pelo Teorema existe uma variedade invariante
S. proxima de Sy na topologia C' e o fluxo sobre Sy é topologicamente equivalente
ao fluxo do sistema reduzido. Diferentemente do anterior, para realizar o pinching no
sistema , precisamos de dois parametros, a e b. Nosso objetivo é utilizar a teoria
de Fenichel, tomaremos a = b.

Consideremos, entao, a > ¢ e seja

= (F(x+tao(x)),G(x+tao(x)),hi(x) 20, he(x) 20, (6.9)

onde o(x) = Vhy(x) + Vhy(x), hi(z) = {2 = 0}, ho(z) = {y = 0} ¢ ¥ = {h(z) =
0} N {ha(x) = 0}. Tal como antes, estamos considerando F' = (z,y)
o sistema seja localmente equivalente ao sistema (6.7)).

Podemos, entao, enunciar o seguinte teorema, que ¢ uma extensao do Teorema [6.0.1

y) e G, de modo que

Teorema 6.0.2. Para a suficientemente pequeno, a dinamica de Filippov do sistema
é equivalente a do sistema reduzido ((6.7)).

A prova é semelhante a do Teorema m E importante salientar que, quando
nos referimos a dinamica de Filippov no Teorema [6.0.2] estamos falando da dinamica
associada a 2-regularizagao mondtona de . Logo, da forma como definimos o deslize
via a regularizacao na Defini¢ao [2.0.8] fica claro a equivaléncia entre o campo suave e
o descontinuo 2-cruz, tal como ocorreu com a 1-cruz.

Exemplo 6.0.1.

Seja o sistema
et =—a=F(x), ey=-y=H(x), =-z=H(x), (6.10)

definido em R3. E facil ver que o conjunto S = {x € R? : = yy = 0} é a variedade lenta
de (6.10) quando € = 0. Verifiquemos a existéncia de pontos normalmente hiperbdlicos
em S. Calculando a matriz

-1 0
Dy y(x,y) = : (6.11)
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obtemos que ela nao possui autovalores imaginarios para qualquer ponto de S, ou seja,
todo ponto é normalmente hiperbolico. Logo, pelo Teorema[2.1.T] existe uma variedade
invariante S. proxima de Sy = S na topologia C* e o fluxo sobre Sy é topologicamente
equivalente ao fluxo do sistema reduzido.

Seja um parametro a > gy, com ¢, de tal modo a existir a variedade S, e seja

t=(F(x+tao(x)),G(x+tao(x)),H(xtao(x))), hi(x) =0 hy(x) =0, (6.12)

onde o(z) = Vhy(x) + Vha(x), hi(z) = {x = 0}, hao(z) = {y = 0} e ¥ = {hy(x) =
0} N {ha(z) = 0}. O campo associado a é dado por

X++:(_x+a7_y+67_z)a X+—:(—x+047—y—57—2);
X——:(_x_CV»_y_ﬁ’_Z)v X_+=(—;E—a,—y+5,—z).

Neste caso, é facil ver que as trajetorias estao apontando para X e, portanto, podemos
calcular o campo de Filippov, que neste caso é tinico e é dado por z = —z.

Calculemos agora a 2-regulariza¢ido mondtona de (6.13) com curva regularizante
linear em termos de n e fazendo o blow-up direcional, obtemos

nt=a¢,—x, Ny=ad—y, 2=—2, (6.13)
cujo sistema reduzido é dado por
O=a¢p1—x, 0=apy—y, 2=—z. (6.14)

Parametrizando a variedade lenta de , obtemos que a dinamica do sistema redu-
zido é dada por Z = —z, que é equivalente a dinamica do sistema suave em S,
o que era esperado pelo Teorema e também equivalente ao campo de Filippov,
como ja argumentamos no capitulo anterior.

Exemplo 6.0.2.

Seja o sistema
et = F(x), ey=0G(x), 2Z=H(x), (6.15)

definido em R?, onde F(x) = zz —y — x(2? + 9*), G(x) = x + 2y — y(2® + 4*) e
H(x) = 1. Quando € = 0, a variedade lenta S ¢ definida por zoz —y — z(2? +9%) =0 e
x + 2y — y(x? + y*) = 0, ver Figura e através de uma conta simples obtemos que
S ={x€eR?:z=y=0}. Calculando a matriz

z

Dy y(x,y) = { ; - } : (6.16)

temos que os autovalores sao dados por A\; 3 = z =4 e concluimos que com excecao do
ponto z = 0, todos sao normalmente hiperboélicos. Consideremos entao uma vizinhanca
U de um ponto py = (0,0,z9) € S, com zy > 0, sem perda de generalidade. Pelo
Teorema [2.1.1] existe uma variedade invariante S. proxima de Sy = S na topologia
C! e o fluxo sobre S é topologicamente equivalente ao fluxo do sistema reduzido, que
neste exemplo é dado por z = 1.
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Figura 6.2: Variedade lenta do sistema suave (6.12) (F' =0 em azul e G = 0 em amarelo).

Seja um parametro a > gy, com ¢, de tal modo a existir a variedade S;, e seja
t=(F(x+tao(x)),G(xtao(x)), Hx £ ao(x))),hi(x) Z 0,ha(x) 20, (6.17)

um sistema definido em U, onde o(z) = Vhy(x) + Vha(x), hi(z) = {z = 0}, he(z) =
{y =0} e ¥ = {hy(x) = 0} N {ha(x) = 0}. Fazendo a 2-regularizacdo e um blow-up
direcional em z e y, obtemos um problema de perturbacao singular com parametro a
dado por

at = a(x,y,2), ay=p(x,y,2), 2Z=1. (6.18)

Parametrizando a variedade lenta e substituindo nas funcoes de transicao, obtemos que
a dindmica de deslize da regularizacao é dada por Z = 1, que é a mesma do sistema
suave.

Exemplo 6.0.3.

Seja o sistema
¥ =F(x), vy =Gx), 2 =cH(x), (6.19)

definido em R? onde F(x) =y —az® +b2* + 1 — 2z, G(x) = c—dz* —y e H(x) =
(s(z — x9) — 2). O sistema é conhecido como modelo Hindmarsch-Rose, que é
uma reducao do modelo de Hodkin-Huxley, um modelo utilizado para estudar uma rede
neural viva e suas interagoes tais como quiescéncia (o estado de nao disparar), spikes
tonico, estouro e irregular (ou cadtico). Nao estamos interessados aqui em analisar toda



75

a riqueza dinamica deste sistema, mas um estudo deste sistema pode ser encontrado
em [2].

Diferentes escolhas podem ser adotadas para os parametros de (6.19), porém se-
guindo [2], adotaremos

e com isso o sistema se torna uma familia a trés parametros, (b, ¢, I). Estudare-
mos o problema de perturbagao singular que surge com o parametro €.

Comecemos verificando como os parametros b e I influenciam na existéncia da
variedade lenta. Reparametrizando (6.19),

et = F(x), ey=0G(x), 2=H(x), (6.20)

que é o sistema lento. Observe que, quando € = 0, a variedade lenta S e definida por
{F(x) =0} Nn{G(x) = 0}, ver Figura[6.3} cuja parametriza¢io em termos de z ¢ dada
por

S={(v,y,2) ER* :x =a,y= b’ + 1,z =bx” —2° — 52> + [ + 1} (6.21)
e estd bem definida para quaisquer parametros b, e e I. Calculando a matriz

322+ 2¢ 1
D:v,y(xuy) = —10x -1 )

cujos autovalores sao dados por

(6.22)

322+ 2 —14+ 924 — 1223 — 222 — 362 + 1

Ao = 5

Note que, para qualquer x, os autovalores possuem partes reais nao nulas, portanto
todo ponto de S é normalmente hiperbolico. Consideremos entao uma vizinhanca U de
um ponto pg € S. Pelo Teorema [2.1.1] existe uma variedade invariante S. proxima de
Sy = S na topologia C! e o fluxo sobre S; é topologicamente equivalente ao fluxo do sis-
tema reduzido, que neste exemplo é dado por 2 = 4(z —1.6) — (bx? — 23 — 522 + [ + 1).
Seja um parametro a > €y, com ¢; de tal modo a existir a variedade S;, e seja

= (F(x+tao(x)),G(xtao(x)), Hx £ ao(x))),hi(x) 2 0,ha(x) 20, (6.23)
um sistema definido em U, onde o(z) = Vhy(x) + Vha(x), hi(z) = {z = 0}, he(z) =
{y =0} e ¥ = {h1(x) = 0} N {ha(x) = 0}. Fazendo a 2-regularizacdo e um blow-up
direcional em z e y, obtemos um problema de perturbacao singular com parametro a
dado por

at = a(x,y,2), ay=p(x,y,2), 2z2=~(x,y,z). (6.24)

Parametrizando a variedade lenta de , substituindo no sistema, obtemos que a
dindmica sobre a variedade lenta é dada por Z = vy(z,y(x), z2(x)). Considere gy =
0.01, b = 1 e pp na variedade lenta de , com z = 0.5, de modo a calcularmos
numericamente as equacoes. Plotando o grafico das dinamicas lentas de e
com [ variando, ver figuras e notamos que as dinamicas sao exatamente as
mesmas, mesmo quando [ varia, o que ja era esperado pelo Teorema [6.0.2
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Figura 6.3: Variedade lenta do sistema (6.20)) para I = 1 (F = 0 em azul e G = 0 em
amarelo).
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i=-1. i=-0.58333

2
%]

i = 025000 i=1.0000

02 03 04 05 06 07 08 08 10

x

Figura 6.4: Graficos da equagdo que define a dinamica do deslize da regularizagdo Z =
~v(x,y(x), z(z)), para diferentes valores de I.
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i=-1 i=-0.58333

3
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X x

e 7
i = 025000 i = 1.0000
2 2
1 / 1
0 0 /
02 03 04 05 06 07 08 9 10 02 03 04 05 06 07 08 09 10

= x 23 x

Figura 6.5: Graficos da equagao que define a dindmica sobre a variedade lenta z = 4(x —
1.6) — (baz2 — a3 — b+ 1+ 1), para diferentes valores de [.
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