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Resumo

Esta dissertacao tem como objetivo estudar a Conjectura de Markus—Yamabe nos
contextos continuo e discreto, a qual relaciona propriedades da matriz Jacobiana com a
estabilidade global da origem em sistemas dinamicos. Inicialmente, sao apresentados
resultados preliminares e ferramentas fundamentais da teoria de sistemas dinamicos
necessarios ao desenvolvimento do trabalho. No caso continuo, estuda-se a validade
da conjectura nas dimensoes um e dois, bem como se apresenta um contraexemplo
polinomial classico que mostra sua falha em dimensoes maiores ou iguais a trés. No
contexto discreto, investigamos a conjectura para diferentes classes de aplicagoes,
estabelecendo sua validade no caso unidimensional, para aplicagoes triangulares e
para aplicagoes polinomiais bidimensionais, além da apresentacao de contraexemplos
polinomiais e racionais em dimensdes superiores. Os resultados estudados evidenciam
as diferencas entre os casos continuo e discreto, bem como as limita¢oes da conjectura
em dimensoes mais elevadas. Por fim, abordamos as conclusoes e consideragoes finais

do trabalho.

Palavras-Chave: Conjectura de Markus—Yamabe; estabilidade global; matriz Jacobiana,
sistemas dinamicos continuos; sistemas dinamicos discretos.



Abstract

This dissertation aims to study the Markus—Yamabe Conjecture in both the
continuous and discrete settings, relating properties of the Jacobian matrix to the
global stability of the origin in dynamical systems. Initially, preliminary results and
fundamental concepts from the theory of dynamical systems that are necessary for
the development of this work are presented. In the continuous setting, the validity of
the conjecture is investigated in dimensions one and two, and a classical polynomial
counterexample demonstrating its failure in dimensions greater than or equal to three
is presented. In the discrete setting, the conjecture is studied for different classes of
maps, establishing its validity in the one-dimensional case, for triangular maps, and
for two-dimensional polynomial maps, as well as presenting polynomial and rational
counterexamples in higher dimensions. The results highlight the differences between the
continuous and discrete settings, as well as the limitations of the conjecture in higher
dimensions. Finally, concluding remarks and final considerations are presented.

Keywords: Markus—Yamabe Conjecture; global stability; Jacobian matrixz; continuous
dynamical systems; discrete dynamical systems.
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Introducao

O estudo da estabilidade de pontos de equilibrio constitui um dos temas centrais
da teoria dos Sistemas Dindmicos, desempenhando um papel fundamental na compreen-
sao do comportamento assintotico de modelos provenientes da matematica e de diversas
areas das ciéncias aplicadas. Em particular, determinar condigoes sob as quais a estabi-
lidade local de um ponto de equilibrio implica sua estabilidade global ¢ um problema
classico e de grande relevancia. Nesse contexto, a Conjectura de Markus—Yamabe surgiu
como uma tentativa de fornecer um critério suficiente para a estabilidade global da
origem em sistemas dinamicos definidos em espagos euclidianos.

A versao continua da Conjectura de Markus—Yamabe pode ser enunciada da
seguinte forma: seja F' : R” — R™ um campo vetorial de classe C', tal que F(0) = 0.
Se, para todo z € R", todos os autovalores da matriz Jacobiana JF(z) possuem
parte real estritamente negativa, entao a origem ¢ um ponto de equilibrio globalmente
assintoticamente estavel do sistema dinamico gerado por F.

A conjectura foi formulada por Markus e Yamabe| (1960). Pouco tempo depois,
Olech| (1961)) mostrou que o problema da estabilidade global poderia ser reformulado
como um problema de injetividade global de aplicacoes diferencidveis no R2, estabele-
cendo uma importante conexao entre a teoria da estabilidade e propriedades globais
de aplicacoes diferenciaveis. Esse resultado abriu caminho para a demonstracdo da
conjectura no caso bidimensional, obtida independentemente por Gutiérrez (1993),
Glutsyuk (1994) e Fessler| (1995). Por outro lado, em dimensdes maiores ou iguais a
trés, a conjectura mostrou-se falsa, sendo conhecidos diferentes contraexemplos.

Além da formulagao para sistemas continuos, La Salle| (1976) propos uma versao
analoga da conjectura para sistemas dinamicos discretos, atualmente conhecida como

Conjectura de Markus—Yamabe discreta. Nessa formulacao, a condi¢ao espectral imposta
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a matriz Jacobiana consiste em exigir que todos os seus autovalores tenham modulo
estritamente menor que um em cada ponto do dominio. Assim como ocorre no caso
continuo, a validade da conjectura depende da dimensao do espaco e da classe de
aplicacoes considerada, havendo resultados positivos para determinadas classes de
aplicacoes e contraexemplos em dimensoes superiores.

O objetivo principal deste trabalho é apresentar um estudo sistematico da
Conjectura de Markus—Yamabe em suas versoes continua e discreta, reunindo resultados
classicos de validade e de nao validade e oferecendo uma visdo unificada dos principais
resultados conhecidos sobre o tema. Para isso, o trabalho esta organizado da seguinte
forma.

No Capitulo 1, sao apresentados resultados preliminares e ferramentas fundamen-
tais da teoria dos sistemas dindmicos em tempo continuo e discreto, incluindo definigoes,
conceitos de estabilidade, propriedades de campos vetoriais e aplicagoes diferenciaveis,
bem como resultados classicos da teoria qualitativa das equacoes diferenciais e dos
sistemas dinamicos discretos.

No Capitulo 2, estuda-se a versao continua da Conjectura de Markus—Yamabe,
demonstrando sua validade nos casos unidimensional e bidimensional e apresentando
um contraexemplo polinomial classico que evidencia sua falha em dimensoes maiores
ou iguais a trés.

No Capitulo 3, é abordada a versao discreta da conjectura. Sao apresentados
resultados que estabelecem sua validade no caso unidimensional, para aplicacoes tri-
angulares e para aplicacoes polinomiais bidimensionais, bem como contraexemplos
polinomiais e racionais que mostram as limitacoes da conjectura em dimensdes maiores
ou iguais a trés e dois, respectivamente.

Por fim, no Capitulo 4, sdo apresentadas as conclusoes do trabalho, destacando os
principais resultados estudados, bem como algumas perspectivas para o aprofundamento

da pesquisa sobre a Conjectura de Markus—Yamabe e suas possiveis extensoes.



CAPITULO

1

Preliminares

Neste capitulo sao apresentados alguns conceitos e resultados preliminares neces-
sarios ao desenvolvimento deste trabalho. Inicialmente, sao revisados os conceitos de
matriz Jacobiana e matriz Hessiana utilizados ao longo da dissertacao, e também o co-
nhecido Teorema de Green. Em seguida, sao apresentados alguns conceitos e resultados
bésicos da teoria dos sistemas dindmicos continuos e, por fim, da teoria dos sistemas

dinamicos discretos.

1.1 Conceitos de calculo

Nesta se¢ao sao apresentados alguns conceitos e resultados fundamentais de
calculo diferencial que serao utilizados ao longo deste trabalho. A exposicao baseia-se,
principalmente, nas referéncias Stewart| (2013)) e (Guidorizzi (2019)).

Definicao 1.1. A matriz
OF;

8xj

JF(a) = [ (a)] e M,,

¢ chamada de matriz Jacobitana da aplicacao F : R™ — R™ no ponto a € R™, onde

F(z) = (Fi(x), F3(z), ..., Fy(x)).
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Exemplo 1.2. Seja F : R? — R? dada por F(x,y) = (2 + y?, —2? + y). Temos que

or 0 9
=t = (2 =2
oF. 0
T;(xay) = (,7(—9:2 +y)=—2
OF:
Tyl(x’y) = 67(% +y7) = 2y;
0F, 0 9 B
a—y(z,y)— B (2" +y) =
Entao sua matriz Jacobiana serd
2 2
JF(z,y) = !
—2x 1

Definigao 1.3. Seja F: R" — R uma fungio de classe C? e a € R™. A matriz

0’F (0)
8:172- 817]' “

HF(a) = l € M,,

¢ chamada de matriz Hesstana de ' no ponto a.

Exemplo 1.4. Seja a fungio F(x,y) = 32% +y> — 3xy + 1, calculando suas derivadas

parciais de sequnda ordem obtemos
O*F
w(% y) = 6;
OPF
W(% y) = 6y;
O*F
920y (z,y) =
O*F
Oyox

(z,y) = —3.
Desse modo, a matriz Hessiana de ' € dada por

6 -3
-3 Oy
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1.2 Sistemas dinamicos continuos

Nesta secao abordaremos aspectos mais basicos da teoria dos Sistemas Dindmicos,

tomando por referéncia Barreira e Valls (2012), |Scardua; (2015).

1.2.1 Conceitos gerais

Definicao 1.5. Seja U um subconjunto aberto de R™, um campo vetorial de classe
C',r >0, emU é uma aplicagio F' : U — R"™ de classe C". Ao campo vetorial F

associamos a equacao diferencial autonoma

¥ = F(x). (1.1)

(1.2)
[L’(t()) = Xy,

¢ chamado de problema de wvalor inicial (PVI) associado d equagio diferencial

autonoma (1.1)), com condi¢io inicial x.

Definigao 1.7. Uma fungio ¢ : I CR — U C R"™ de classe C' que satisfaz

¢ chamda de solugdo da equacao . Nesse caso, o conjunto imagem v = p(I) =
{p(t) e U:t eI} CU étambém chamada de trajetéria ou curva integral do campo
vetorial F', ou ainda, de orbita do sistema .

Se para toda solugio ¢ : I} — R™ com I C 1) e ¥|; = ¢, temos que I = I,
entdo, ¢ é dita uma solugd@o maximal da equagdio e I é chamado intervalo
maximal de ¢.

Uma solugio ¢ : I — U da equagio (1.1)) é chamada de solugdo do problema
de valor inicial sety €1 e p(ty) = 0.
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Definig¢ao 1.8. Chamamos T € U de ponto de equilibrio da equagio (1.1)) sempre

que F(Z) =0, caso contrdrio, T é dito ponto regular da equagao.

Exemplo 1.9. Tomando o campo vetorial F : R* — R? dado por F(z,y) = (—x, —y),

temos que o sistema diferencial autonomo associado é

Podemos observar que F(x,y) =0, se e somente se, (x,y) = (0,0), assim a origem € o
tnico ponto de equilibrio, por consequéncia, qualquer ponto (z,y) # (0,0) é um ponto
reqular.

Para uma condigio inicial (xo,10) € R?, a solugdo do sistema é

QO(t) = (zoe_tv yoe_t)a

que estd definida para todo t € R, portanto, ¢ é uma solugdo mazimal do sistema.

Proposicao 1.10. Se = € um ponto de equilibrio de (1.1)), entio & é uma drbita dessa

equacao.

Demonstracao: De fato, é necessario apenas notar que a fung¢ao constante

¢ : R — R™ dada por ¢(t) = Z é uma solugdo para a equacao (|1.1)). |

Definicao 1.11. Uma orbita v = {¢(t) : t € I} € dita periddica se existe T > 0 tal
que p(t +T) = ¢(t), onde t,t +T € I.

Definicao 1.12. Dada uma orbita v = {p(t) : t € I}, os conjuntos v+ = {p(t) : t €
INRY} ey™ ={¢p(t): t e INR™} sdo chamados de semi orbita positiva e semi

orbita negativa da orbita vy, respectivamente.

Definigao 1.13. Dado p € U, denotamos por p,(t) a trajetéria de F passando por p =
©p(0), definida no intervalo mazimal (w—(p), w4 (p)). Supondo w(p) = oo, definimos o
conjunto

w(p) ={qe€ U : 3t, — oo onde 7}1_}1](()10 ©p(tn) = q}.
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Agora, supondo w_(p) = —oo, definimos
a(p) = {g € U : 3t, = —o0 onde lim p,(t,) = q}.

Os conjuntos a(p) e w(p) sao chamados, respectivamente, a-limite e w-limite de p.
Observacao 1. Para um ponto de equilibrio T, temos o(Z) = w(Z) = {z}.

Definicao 1.14. O esbogo de um conjunto representativo de orbitas de uma equacao
diferencial indicando o seu movimento para t crescente é chamado retrato de fase da
equagdo. Esta representacdo nos permite obter informagoes qualitativas das solugoes da

equacdo mesmo nao conhecendo essas solucoes de forma explicita.

Exemplo 1.15. Seja o sistema diferencial

Podemos verificar que o unico ponto de equilibrio do sistema é a origem, além disso,

vale que

(2 +y?) = 222’ + 2yy’ = —2yy' + 2yy’ =0,

ou seja, %+ y? = r?, onde r > 0, logo, as solugcdes do sistema, exceto a origem, sao
circunferéncias orientadas com centro em (0,0). Para determinarmos o sentido do
movimento basta verifici-lo em um ponto qualquer da orbita. Sendo o campo vetorial
F(z,y) = (y, —x), temos, por exemplo F(1,0) = (0,—1), o que fornece o movimento no

sentido hordrio. A sequir temos o retrato de fase do sistema.
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ah
N

Figura 1.1: Retrato de fase do sistema (z,y) = (y, —x).

Exemplo 1.16. Seja a equagio diferencial dada por x' = 2x. Nao é dificil verificar
que sua solugdo é dada por o(t) = e*'p(0). Assim, obtemos o sequinte retrato de fase
mostrado na figura abaivo. Esta equacao diferencial possui trés orbitas, o ponto de

equilibrio T = 0 e os eizos RT e R™, além disso, podemos verificar que, se p # 0 entdo
alp) =0 ew(p) = 2.

0
®

Figura 1.2: Retrato de fase da equagdo 2’ = 2.
Exemplo 1.17. Seja o sistema diferencial
(,y) = (—y+2(1 —2® —*),x + y(1 — 2 — ¢?)),

realizando a mudanga de varidveis para as coordendas polares x = r cos(0) ey = rsen(f),

obtemos (1',0') = (r(1 —r?),1). O sistema possui o sequinte retrato de fase
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/;
N

/

Figura 1.3: Retrato de fase do sistema diferencial (z/,v) = (—y + (1 — 22 — y?), 2z + y(1 — 22 — y?)).

Observamos que o unico ponto de equilibrio é a origem, além disso, a circunfe-
réncia unitaria C' centrada na origem é uma orbita periodica. Se p é um ponto interior a
C, entio a(p) = {0}. Se p € exterior a C, entio a(p) = & e, se p € C, entio a(p) = C.
Além disso, para todo p # 0, w(p) = C.

1.2.2 Estabilidade

Seja F': U C R™ — R™ um campo vetorial continuo, consideremos a equacao

diferencial (1.1)). Também vamos supor que exista uma tnica solugao do PVI

Para cada xg e U et > 0.

Definigao 1.18. Uma solugdo ., (t) de (1.1) € localmente estdvel se dado ¢ > 0,
existe § > 0 tal que, se ||xg — x1|| < 0§, entdo, ., (t) estd bem definida e ||z, (t) —

oz (B)]| <€, para todo t > 0. Caso contrario a solugdo é dita instdvel.

Observacao 2. Em outras palavras, dizer que uma solug¢ao ¢ é estavel significa que
qualquer outra solucdao com condigdo inicial suficientemente proxima, permanece proxima

de p.

Definicao 1.19. Uma solugio ¢, (t) de (1.1) é localmente assintoticamente

estdvel (ou um atrator local) se p,, (t) € estivel e existe um o > 0 tal que, se
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l|zo — z1|| < «, entdo
i [lpz, (1) = a, ()] = 0,

t—o0

isto €, além de permanecerem proximas, as solucoes tendem a se aproximar cada vez

masis.

Observacgao 3. Quando as condigcoes da definicio anterior sio vdlidas para qualquer
condigdo inicial xo € U, entao a solugio ¢, (t) € dita globalmente assintoticamente

estdvel (ou um atrator global) do sistema (|1.1)).

Para analisar a estabilidade de pontos de equilibrio utilizaremos a teoria das

fungoes de Lyapunov.
Definicao 1.20. A aplicacao F : U C R" — R", ¢ dita localmente Lipschitz se,
para qualquer compacto K C U, existe L > 0 tal que

|F(a) = FO)I| < Lila = bl],

onde a,b € K.
Exemplo 1.21. Seja F : R™ — R™ definida por F(x) = Ax, onde A é uma matriz
constante e nao nula de ordem n, entdo, se u,v € R"

[F(u) = F(v)|| = [[Au — Av|| = |[A(u — 0)|| < [[A]].[[u = v]],

|| Ax]]
||

Vamos considerar agora que o campo vetorial F' da equagao ((1.1)) seja localmente

sendo ||A]| = sup a norma da matriz A. Portanto, F' é localmente Lipschitz.
x#0

Lipschitz. Dada uma aplicacao diferenciavel V' : U — R, definiremos uma nova aplicacao

V :U — R por

V(z) =VV(z)- F(z).

Definicao 1.22. Seja x um ponto de equilibrio de F', dizemos que V : U — R € uma

funcao de Lyapunov para T se existe um aberto Uy C U que contém T tal que
(I) V(z) =0 eV(z) >0 para x € Uy — {z};

(II) V(z) <0 para z € U,.
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Caso V(z) < 0 para x € Uy — {Z}, V € dita uma fung¢do de Lyapunov estrita.

Teorema 1.23. Para F : U C R" — R" uma aplicacdo localmente Lipschitz e x um

ponto de equilibrio de F' sao vdlidos os sequintes resultados.
(I) Se existe uma fungao de Lyapunov para T, entdo T é estdvel;

(1I) Se existe uma func¢ao de Lyapunov estrita para T, entdo T é assintoticamente

estavel;
Demonstragao: Ver Teorema 3.18 de (BARREIRA; VALLS) 2012). ]

Exemplo 1.24. Seja o campo vetorial F' : R?* — R? dado por F(x,y) = (—x+y, —z—1°),
onde a origem é o tnico ponto de equilibrio. Tomando a funcio V : R? — R dada
por V(x,y) = 2% + y*, podemos verificar que V(0,0) = 0 e V(x,y) > 0 sempre que
(z,y) # (0,0), além disso

Vi(z,y) = (22,2y) - (—z +y, —x — y*) = —22° + 22y — 22y — 2y* = —2(2” + y*),

logo, V(x,y) < 0, para qualquer ponto reqular de F'. Portanto, V é uma fungdo de
Lyapunov estrita para a origem e seque do Teorema |1.25 que o ponto de equilibrio é

assintoticamente estdvel.

/AN
N

Figura 1.4: Retrato de fase do campo vetorial F(z,y) = (—z + y, —x — y3).

1.3 Sistemas dinamicos discretos

Nesta se¢ao trataremos das defini¢oes e resultados preliminares para o Capitulo 3

sobre Sistemas Dinamicos em tempo discreto tomando por referéncia|Backes, Baraviera e
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Branco (2023)), Devaney (1989), Bonomo| (2008). Em toda a segao temos que F' : U — R"

¢ uma aplicacao continua no aberto U C R™.

1.3.1 Conceitos gerais

Definicao 1.25. A equacdo
) = F(gM), (1.3)

onden € N, é chamada de equagdo de diferencas. Uma sequéncia v : N — R" que
satisfaz a equagdo (1.3), para todo n € N, é uma solugio para a equagao. A equagio

(1.3) associamos o sistema dindmico discreto

2t = ()

onde 2 € U.

Definicao 1.26. Definiremos a orbita positiva de um ponto p pelo conjunto

v (p) = {p. F(p), F*(p),. ..},

onde F"(p) = F(F"'(p)) en > 2.

Definigao 1.27. Um ponto x* € R" é um ponto fixo de F se F(x*) = x*.
Um ponto x € R", onde F™(x) = x é chamado ponto periddico de F' com
periodo m. O conjunto de todas as iteragoes de um ponto periodico constitui uma orbita

periodica de F'.

Defini¢ao 1.28. Dizemos que ponto fixo * é um atrator local da equagio (1.3) se
existe uma vizinhangca U C R"™ de x*, tal que F™(x) — x* quando n — oo, para cada

r € U. Se U =R", entio x* é um atrator global da equagdio (|1.3)).

Exemplo 1.29. Considere a aplica¢io F : R* — R? dada por F(z,y) = (%, %) e sua

equacao de diferencas associada

(a0, D) = F (2, ™))
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Observa-se que a origem é o unico ponto firo de F. Além disso, para toda condicao

inicial (29, y) € R2, observamos pelas iteracoes que

20 4O

PO 40y (T Y7
(™, y") 53

Fz(x(o)’ 3/(0)) = (22, 32>

(0) 4,0
Fr(pO0 0oy — [T Y7
(=™, y™) STREET

(0) (0)

T
Mas, lim — =0 e lim Z— = 0, por isso, seque que
7 n=oo on n—oo 3N P ’ 9 q

lim F* (2%, ) = (0,0),

n—oo

para todo (z(©,y(©) € R2. Portanto, a origem é um atrator global do sistema dindmico

discreto associado, além disso, para qualquer condigcdo inicial, a sua orbita tem a sequinte

() 4,(0) (0) 4,(0)
+(,-(0) ,(0)y _ (0) ,,(0) Yy T Y
7(«% Y )_{<I Y )7(2 ’ 3>7<22;32 ,...,(0,0) .

1.3.2 Estabilidade de Lyapunov

forma

Definicao 1.30. Um ponto de equilibrio  é estavel no sentido de Lyapunov se para
todo € > 0 existe um 6 > 0 tal que F™"(B(z,d)) C B(z,€), para todo n € N. Além disso,
se

lim F"(x) =z,

n—oo

para qualquer x € B(Z,0), entdo T é assintoticamente estdvel.
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Exemplo 1.31. Considere a aplicagio F' : R — R definida por F(z) = Ti.7 € 0 sistema

dinamico discreto associado. O unico ponto de equilibrio do sistema € x = 0, além disso,

T
P@)] = || < al
[ (25) <[l
P = |F (1) < || = 1P@)] < al

|[F ()| = [F(F* ()| < [F*(2)| < |[F(2)] < |

[E"(2)] < ],

para todo x € R e n € N. Assim, tomando € = 6 > |z|, obtemos F™(B(0,9)) C B(0,¢).
Portanto, a origem € estdvel no sentido de Lyapunov. Também podemos verificar a
estabilidade assintotica. Como F"(x) € limitada e mondtona, para cada x € R", entdo

¢ convergente, assim, existe le F"(x) = L. Como F € continua,
n (o)

L

lim F(F"(z)) = F ( lim Fw)) = F(L) = =5

n—oo n—oo

de onde seque que

Portanto, lim F"(x) =0, para todo x € R.
n—o0

Definicao 1.32. Dizemos que V : U — R € uma fungdo de Lyapunov para o sistema

dinamico discreto gerado por F' em U se:
1. V' € continua em U.
2. V(z) :=V(F(z)) = V(x) <0 para todo = € U.

Definicao 1.33. Uma funcao V : U — R ¢é dita definida positiva com respeito ao

ponto de equilibrio T de F' se:
1. V(z) =0.

2. Existe n > 0 tal que V(x) > 0 para qualquer x € B(x,n) — {z}.
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Teorema 1.34 (Teorema de Estabilidade de Lyapunov). Se & é um ponto de equilibrio
de F', V € uma fungdo de Lyapunov para F' em alguma vizinhanca de x eV € definida

positiva com respeito a T, entdo T € um ponto de equilibrio estdvel.
Demonstragao: Ver Teorema 2.1.2 em (BONOMO, [2008)). ]

Corolario 1.35 (Teorema de Estabilidade Assintética de Lyapunov). Se V e —V sdio

definidas positivas com respeito a T, entdo T € assintoticamente estavel.
Demonstragao: Ver Corolario 2.1.1 em (BONOMO, [2008). ]

Exemplo 1.36. Seja o sistema dinamico discreto
(:U(nﬂ)’ y(n+1)) — F(:c(”), y(n))7

onde F : R? — R? ¢ definida por

Yy T
Flz,y) = .
(.9) <1+x2+y2’1+x2+y2>

O 1unico ponto de equilibrio do sistema € a origem, vamos mostrar que o mesmo €
assintoticamente estdvel. Para isso, tomemos a aplicag¢io V(x,y) = 2* + y*. Pode-se
verificar que V' é uma funcao de Lyapunov e definida positiva com rela¢ao a origem,
pois V' € continua em todo o plano, V(0,0) = 0, V(x,y) > 0 quando (z,y) # (0,0).
Além disso,

' y? a? s o (P H+y)[1 - (142" + %)

v _ g2 = <0,
(2, y) (1+x2—|—y2)2+(1+$2+y2)2 Ty (1+22+y2)?

para quaisquer T,y € R. Como —V também é definida positiva com respeito a origem,

seque do Coroldrio que a origem € um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel.

1.4 Resultados auxiliares

Nesta secao serao enunciados alguns resultados importantes que serao utilizados
ao longo dos capitulos 2 e 3, usamos como referéncia Demuner (2005)), Barreira e Valls

(2012), Scardua; (2015), |Hadamard| (1906)) e Stewart (2013).
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Teorema 1.37 (Teorema de Green). Sejam C' uma curva fechada simples, suave por
partes, orientada no sentido anti-hordario, e R a regido fechada delimitada por C. Se

F = (f1, f2) € um campo vetorial de classe C' em um dominio D que contém R, entdo

/Cfldx—l—fgdy://R <%f—%2> dx dy.

Demonstragao: Ver se¢ao 16.4 em (STEWART) 2013). ]

Teorema 1.38. Seja F': R™ — R™ um campo vetorial diferencidvel com F(0) = 0. Se

todos os autovalores da matriz Jacobiana JF(0) tém parte real negativa, entdo 0 é um

atrator local da equagio diferencial ([1.1]).

Demonstragao: Ver Teorema 1.4.11 em (DEMUNER; [2005) ou Teorema 4.9
em (BARREIRA; VALLS) 2012). ]

Definicao 1.39. Sejam U C R™, V C R"™ abertos. Uma aplicagio bijetiva f : U — V

continua, cuja inversa também é continua chama-se homeomorfismo entre U e V.

Exemplo 1.40. Considere a bola aberta unitdria
B(0,1) ={z e R" : |z| < 1}.

Vejamos que essa bola é homeomorfa a R™. De fato, a aplicagio F : R™ — B(0,1) dada

por
T

BRI

F(x)

¢ continua e possui inversa F~': B(0,1) — R" dada por

- Y
Fl(y) = 1—7|y|’

a qual também € continua. Portanto, f é um homeomorfismo entre R™ e B(0,1).

Definigao 1.41. Sejam U C R™, V C R" abertos. Uma aplicacao bijetiva f: U — V

diferencidvel, cuja inversa também é diferenciavel chama-se difeomorfismo entre U e

V.
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Exemplo 1.42. Seja a aplicacio F : R*? — R? dada por F(z,y) = (x +y,x —y). Para

verificar que F' é um difeomorfismo, vamos determinar sua inversa. Seja

F(z,y) = (u,v),

entiou =x+y ev = x —y. Somando as duas equagoes, obtemos u + v = 2x, de
onde seque que x = (u + v)/2. Subtraindo as duas equagoes, obtemos u — v = 2y, logo

y = (u—v)/2. Assim, a inversa de F' € dada por

F~Y(u,v) = (u;-z}’ u;v>

Como F e F~! sdo aplicacoes polinomiais de classe O, seque que F' é um difeomorfismo.
O préximo teorema se deve a |Cernavskii| (1965)).

Teorema 1.43. Seja U um subconjunto aberto de R™ e F : U — R™ uma aplicacao
diferencidvel tal que, para todo x € U, os autovalores de JF(x) sdo diferentes de zero.

Entao F é um difeomorfismo local.

Demonstragao: Ver Teorema 2.1.4 em (DEMUNER] 2005). ]

O proximo resultado aborda o Teorema de Poincaré-Bendixson que serd impor-

tante para a demonstracio da Conjectura de Markus-Yamabe no R2.

Teorema 1.44. Seja ¢ : [0,+00) — U uma curva integral do campo vetorial planar
F:U c R? = R? pelo ponto p € U, tal que a semi-6rbita positiva 90; esteja contida
em um conjunto compacto K C U. Suponha ainda que ¢(t1) # ¢(t2), para todo
0 <t <ty <400, e que o campo F' possua um numero finito de pontos de equilibrio

em w(p,). Entdo, valem as sequintes afirmagoes:

(I) se w(yp,) contém somente pontos requlares, entao w(p,) é uma orbita periodica;
(II) se w(py,) nao contém pontos regulares, entio w(yp,) € um ponto de equilibrio;
(III) se w(p,) contém pontos requlares e pontos de equilibrio, entao w(yp,) consiste em

pontos de equilibrio p1,pa,...,p, € de uma sequéncia de semi-orbitas

{¢(t)i—w<a_<t<a+<+oo}
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do campo F', onde ) : R — U, tais que essas semi-orbitas nao contém pontos
singulares, mas

vlas) = Jim o) (resp. wla) = lim v()

t—ay t—o—

existe e pertence ao conjunto {p1,p2,...,Pn}-

Demonstragdo: Ver Teorema 4.2 em (HARTMAN] |1964) ou Teorema 2.5.1 em
(SCARDUA, 2015)). -

Agora, abordaremos um teorema que se deve a |Hadamard (1906)) e serd muito
importante no capitulo 3 deste trabalho para o contra-exemplo racional da Conjectura
de Markus-Yamabe Discreta em dimensdo n > 2.

Antes de enunciar o teorema precisamos da definicao de funcao propria.

Definicao 1.45. Seja f : R® — R™ wma fungao continua e K C R™ um compacto,

dizemos que f € uma fungdo prépria se f~1(K) é compacto. Equivalentemente, f é

propria se H 1|i|m | f(z)]| = o0, com x € R", ou seja, se para qualquer M > 0, existe
T||—00

R >0 tal que ||f(x)|| > M sempre que ||z|| > R.

Teorema 1.46 (Teorema de Hadamard). Seja F' : R™ — R™ uma aplicagio de classe

C? com det JF(z) ndo nulo para qualquer x € R™. Entdo, F é um difeomorfismo global

se, e somente se, F' é propria.
Demonstracao: Ver Teorema A em (GORDON| 1972). m

Exemplo 1.47. Retomando a aplicacio do Exemplo F(z,y) = (z +y,x — y).

Temos que

11
JF(z,y) = :
1 -1

assim, det JF(x,y) = —2 # 0, para qualquer (z,y) € R%. Agora, vamos verificar que F

¢ propria, de fato

1F@ )l = (z+9)* + (z — )" = 2/l(=,y)I*
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logo, ||F(z,y)|l = V2 [|(z,y)l|. Assim

lim ||F(z,y)|| = lim ﬁ”(x’y)”:ﬁm

[[(z.y)||—o0 [I(z,y)||=o0

Portanto, F é um difeomorfismo global.

lim
z,y)|| =00

[1(z, 9)]| = oo



CAPITULO

2

Conjectura de Markus-Yamabe

Continua

Neste capitulo, exploramos a conjectura de Markus-Yamabe para sistemas em
tempo continuo, apresentando a demonstracdo para os casos unidimensional e bidimen-

sional, e também mostraremos um contraexemplo para o caso n > 3.

2.1 Caso unidimensional

Primeiramente, mostremos que a conjectura ¢é valida quando n = 1.

Teorema 2.1. Seja f: R — R uma fungao diferencidvel tal que f(0) = 0 e suponha

que f'(x) € negativo, para todo x € R. Entdo, a origem é um atrator global da EDO
¥ = f(x). (2.1)

Demonstracgao: Para a demonstracao do caso unidimensional, utilizaremos um
tratamento qualitativo para equagoes diferenciais. De fato, como f’(z) < 0, para todo
r € R, entdo f é uma fungao estritamente decrescente. Uma vez que f(0) = 0, segue
que f(x) >0 paraz <0e f(zr) <0 para x > 0. Logo, ' > 0 para x < 0 e 2’ < 0 para

x > 0. Portanto, a soluc¢do x(t) da EDO (22.1]) é crescente para x < 0 e decrescente para

20
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x > 0. Ou seja, para qualquer condigao inicial, o conjunto w-limite da érbita é a origem.

O retrato de fase estd esbogado na figura

9

> <
> <%

Figura 2.1: Retrato de fase da EDO (2.1]) sob as condigdes do Teorema

2.2 Caso bidimensional

Nesta subsecgao, apresentamos a demonstracao da Conjectura de Markus-Yamabe
no caso planar, esta demonstragao se deve a Gutiérrez| (1993) e também esta presente em
Demuner| (2005). Para isso, iniciamos com alguns resultados auxiliares, onde assumimos
a hipétese de que F' : R? — R?, F(z,y) = (f(z,v),9(x,y)), é um campo vetorial
diferenciavel tal que F'(0) = 0 e todos os autovalores da matriz Jacobiana JF'(z,y) tem
parte real negativa, para todo (z,y) € R?. Denotaremos o conjunto desses autovalores
por Spec(F). Vale observar que apenas a diferenciabilidade do campo F' nao garante
necessariamente a unicidade de solucdo comecando em um ponto p € R?, porém como
veremos no Lema [2.3] vale a unicidade sob as hip6teses anteriores.

Utilizaremos neste capitulo a notacao F* : R? — R? para designar o campo

vetorial ortogonal de F', ou seja,

F*(ZL’,y) = (—g(m,y),f(x,y)).

Também denotaremos arcos de trajetérias de F' e F*, conectando os pontos p, g € R2,
por [p,q] e [p, q]*, respectivamente.

Note que, o comprimento L(p, q) do arco [p, ¢]* é dado por

Lipa)= [ IFllds

onde ds é o elemento de comprimento do arco e | - | é a norma Euclidiana do R2.

Naturalmente, L(p,q) > 0 se p # q.
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Lema 2.2. Seja R a regiao compacta cuja fronteira € formada pelos arcos de trajetorias

(D1, @1, [P2, @2) de F' e [p1,pa2]*, [qr, qo]* de F*. Entdo,

L(q1,q2) — L(p1,p2) < 0.

Demonstracgao: Da definicao de trago de uma matriz, segue que

[ ntryaasay = [, (5 + 52) asas = [ (5 (~52) ) asas

Utilizando o teorema de Green, obtemos

//( ( ))dmdy—/ fdy — gda.

Expandindo a integral para cada um dos arcos que compoem R

/ fdy—gdx:/ fdy—gdx+ fdy gdxr — / fdy—gdzx —/ fdy—gdzx.
OR [p1.41] [ [p2.42] [p1,p2]*

q1,92]*

Consideremos agora um arco de trajetéria de F'. Se (t) = (x(t),y(t)) é uma parametri-

zacao C! desse arco, entdo

Assim, ao longo de v,

fdy—gdr= fgdt —gfdt =0. (2.2)

Portanto, as integrais de linha ao longo dos arcos [p1, ¢1] e [p2, ¢2] sdo nulas.
Analogamente, seja v*(t) = (z(t), y(t)), uma parametrizacio C' de um arco de

trajetoria do campo F™, entao
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Logo,
(—g)dr + fdy = g*dt + f*dt = || F||* dt. (2.3)

Recordemos que o elemento de comprimento de arco de uma curva C' é dado por
ds = |7/ (t)|| dt = ||| dt.

Por outro lado, como ||F*(x,y)|| = |F(z,y)|, para todo (z,y) € R?, segue que

ds
dt = —. (2.4)
[l

Consequentemente, segue de (2.2)), (2.3) e (2.4) que

fdy—gdch/ | ]| ds —/ |F||ds = L(q1,q2) — L(p1, p2).
OR lq1,92]* [p1,p2]*

Por fim, temos que os autovalores de JF(z,y) possuem parte real negativa, logo

tr(JF)(z,y) < 0, para todo (z,y) € R? assim

//R tr(JF)(z,y)drdy = L(qr, g2) — L(p1, p2) <0.

P2 q2

4! q1

Figura 2.2: Regido R cuja fronteira é formada por arcos de trajetorias de F e F™*.

Lema 2.3. Para todo p € R?, existe apenas uma semi-trajetéria positiva que comeca

em p.
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Demonstracao: Vamos supor, por contradigao, a existéncia de duas semi-
trajetorias positivas diferentes oc; e a; do campo F' iniciando em p. Como 0 é um
atrator local da equagao =’ = F(z), entao p # 0. Do Teorema F é injetivo, logo,
segue que F'(p) # 0. Considere a regiao compacta cuja fronteira é formada pelos arcos
de trajetérias [p, q1] C o;f e [p,q2] C o,f do campo F' e o arco de trajetéria [qi, go]* de

F*, veja a figura [2.3]

<+

q2 g

q1

Figura 2.3: Semi-trajetorias positivas diferentes partindo do mesmo ponto.

Como ¢ # g2, entdo L(gi, g2) > 0, porém, pelo lema 2.2 tomando p; = ps = p,

temos que L(q1,q2) < 0. Desta contradigao, concluimos que oz; = O'; . [

Lema 2.4. O campo vetorial F' ndo possui trajetérias fechadas. Para todo p € R?, o

conjunto w-limite de p é a origem ou o conjunto vazio.

Demonstracao: Vamos supor, por contradi¢ao, a existéncia de uma trajetéria
fechada o do campo vetorial F. Seja D a regidao de R? limitada por o, entdo, temos,

pelo lema e pela definicdo de trago de uma matriz

//trJF:cydxdy-//( )dxdy<0

Por outro lado, pelo teorema de Green, temos

af 9y _
/(83& a)d:cdy—/ofdy—gdx—o,

isto implica em

0= / fdy — gdx = / trago(J F)dxzdy < 0.
o D
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Desta contradi¢ao, concluimos que F' nao possui trajetérias fechadas. Além disso,
utilizando o teorema de Poincaré-Bendixson segue que as unicas duas possibilidades
para o conjunto w-limite de p sao o conjunto vazio ou o ponto de equilibrio localizado

na origem. ]

Para o préximo resultado, precisamos estabelecer algumas notagoes. Tomando A

e B, subconjuntos de R?, a distancia entre eles é dada por
d(A,B) =inf{lp—q|:pe€ A;q € B}.

Além disso, dado um arco [p, ¢|* de F**, o seu comprimento sera denotado por ¢(p, q)*.

Lema 2.5. Sejam W wma vizinhanga aberta e limitada da origem e p; € R* — W.
Se € > 0 ¢ suficientemente pequeno e existe 6 > 0 tal que, se [p1,q1] € um arco de
trajetoria de F, onde [p1,q1) "W = &, e [p1,po]* (respectivamente [pa, p1]* ) € um arco
de trajetoria de F*, onde €(p1,p2)* < §, entao existem arcos de trajetorias [pa, qz| de F

e [q1,q)" (respectivamente [qo, q1]* ) de F* tais que {(q1,q2)" < €.

Demonstragao: Seja R(p1,q1,q2,p2) a regiao cuja fronteira OR é dada pelos
arcos de trajetérias [p1, qi], [p2, g2] de F' e [p1, pa]*, [q1, ¢2]* de F*, onde [p1, | "W = @
e U(p1,p2)* < €, veja a Figura 2.2]

Sejam U = B(py,r) C W¢, A =sup{|F(p)| : p € U} e V uma vizinhanga aberta

da origem tal que V' C W. Mostraremos a seguir que as seguintes afirmacoes sao validas.

1. Existe A > 0 tal que |F(p)| > A, para todo p € R — V.

2. Dados 0 < e < d(V,R* = W) e 0<d<min{r,e %}, vale que £(q1,q2)* < €.

Para mostrar a afirmagao 1, segue do Teorema que F' é um homeomorfismo
local, logo F' leva abertos em abertos, por isso, F'(V') é aberto. Além disso, como 0 € V
e F(0) = 0, entao 0 € F(V). Assim, existe A > 0 tal que B(0,\) C F(V). Dado
p € R? — V, vamos supor que F(p) € B(0,)), logo, F(p) € F(V) e isto implica que
F(q) = F(p), para algum ¢ € V, o que é uma contradi¢do, pois F' é injetivo pelo
Teorema Portanto, F(p) ¢ B(0,\), e entdo, |F(p)| > A. Isso conclui a prova da

afirmacgao 1.
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Para a prova da afirmagdo 2, notemos inicialmente que de fato d(V,R? — W) > 0,
pois V' C W é limitado e R2—TV é fechado. Primeiro, vamos mostrar que [q1, go]* NV = @.
Supondo que isso nao ocorra, entao existe ¢ € [q1, ¢2]* N V. Usando o lema , obtemos
p € [p1, po]® tal que [p, g] é um arco de trajetéria de F. Como ¢; ¢ W, entao (g1, q)* > e.
Além disso, pelo lema 2.2 L(g1,q) < L(p1,p). Logo,

Ae < Ag(leq)* < L(Qla‘]) < L(php) < Ag(plvpyk < Aé < 6)\7

o que é uma contradigdo, assim [q1,q]* NV = &. Desta forma, usando o mesmo
raciocinio

M(q1,q2)" < L(q1, ¢2) < L(p1,p2) < Al(pr, p2)*

Por consequéncia

A Ao
Uq1, q2)" < Xg(plapﬂ* < BN < e

Observagao 4. A prova de que a regiao R(p1,q1,q2,p2) existe e estd bem definida serd
omitida devido a sua complexidade e falta de prazo para desenvolvé-la neste trabalho,

porém pode ser vista no Lema 5.1.5 em (DEMUNER, |2005).

Corolario 2.6. Seja W* = {p € R? : w(p) = {0}}, entdo W* é um subconjunto aberto

e nao vazio do R?.

Com estes resultados, podemos demonstrar a conjectura de Markus-Yamabe

para n = 2, ou seja, apresentamos a prova do seguinte resultado.

Teorema 2.7. Seja F : (f,g) : R* — R? um campo vetorial diferencidvel tal que
F(0) = 0 e os autovalores da matriz Jacobiana JF(x) possuem parte real negativa.
Entdo, para todo p € R?, existe apenas uma semi-trajetéria positiva comecando em p,

além disso, o conjunto w-limite de p € a origem.

Demonstragao: Do lema temos que, para todo p € R?, a trajetoria de I’

comecando em p existe e é Uinica, assim, resta provar que o conjunto w-limite de p é
i isto ¢ W* =TR?. O lario [2.6 t W? é abert a i

sempre a origem, isto € = R*. O corolario |2.6| garante que é aberto e nao vazio,

logo, devido a R? ser conexo, basta mostrar que R? —)A® ¢ um subconjunto aberto de



2. Conjectura de Markus-Yamabe Continua 27

R2. Se R? — W? = &, entdo nao ha o que mostrar. Caso contrério, existe p; € RZ — W*,

assim, tomemos o

s & semi-trajetoria positiva de F' comegando por p;. Segue do lema

que oz;rl nao é limitada. Seja V' uma vizinhanga limitada da origem, de forma que
V C W#, observamos que a;;l NV = @. Pelo lema , temos que para 0 < € < d(a;;l, V)
suficientemente pequeno, existe & > 0 tal que, se [p1, p2]* é um arco de trajetéria de F*

com £(p1,p2)* < 6, entdo, para todo q; € ), existem arcos de trajetérias [py, go] de F'

e [q1,q] de F*, onde £(q1,q2)* < €, isso implica em R? — W? ser aberto. [

2.3 Contra-exemplo polinomial para n > 3

Mostraremos agora um contra-exemplo obtido por |Cima et al. (1997) para a

Conjectura de Markus-Yamabe para o caso n > 3.

Teorema 2.8. Sejamn > 3 e F': R™ — R™ o campo vetorial polinomial definido por
F(zy,9,...,2,) = (—21 + 23d(2)?, =29 — d(2)?, =23, —24, ..., —T0),

onde d(z) = (x1 + wox3)%. Entdo, F é um contra-exemplo da conjectura de Markus-

Yamabe.

Demonstragao: Inicialmente, precisamos verificar se os autovalores de JF(z)

possuem parte real negativa. De fato,

—1 + 2z3d(x) 2z2d(x) d(z)? + 2xoz3d(z) 0 0
—2d(z) —1 — 2x3d(x) —2x9d(x) 0 0
0 0 -1 0 0
= 0 0 0 1 0|
0 0 0 0 -1

pode-se verificar que os autovalores A de JF(z) sdo todos iguais a —1.

Agora, precisamos encontrar uma solugdo para o sistema
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.’Kll = —x + $3d(l’)2
rh = —wy — d(z)?
!/
/I
T, = —Xy
para Is,Iy,...,T,, nao é dificil verificar que as solucoes todas iguais a e *. Para

encontrar as solugoes para as duas primeiras linhas do sistema, vamos supor que ambas
sejam algum tipo de exponencial, assim, supomos que 1(t) = ae’ e z5(t) = be*, t € R.
Fazendo as substituicoes encontraremos os valores de a = 18 e b = —12. Desse modo,

obtemos a solucao

71(t) = 18¢€'
To(t) = —12e*

r3(t) = e

T, (t) = e

que obviamente tende ao infinito para ¢ — oco. Portanto, o campo vetorial F' é um

contra-exemplo para a Conjectura de Markus-Yamabe em dimensao n > 3. [



CAPITULO

3

Conjectura de Markus-Yamabe

Discreta

Neste capitulo, apresentaremos a conjectura de Markus-Yamabe em tempo
discreto (DMYC), tomando por referéncia (Cima, Gasull e Manosas (1999) e Ribeiro
(2007). Inicialmente, mostraremos a validade da conjectura para o caso unidimensional,
para aplicacoes triangulares e para aplicacdo polinomiais no R?; em seguida, mostramos

dois contra-exemplos.

3.1 Caso unidimensional

Inialmente, mostraremos a validade da conjectura discreta no caso unidimensio-

nal.

Teorema 3.1. Seja F : R — R uma fungio de classe C', onde F(0) = 0 e para
qualquer © € R, |F'(z)| < 1. Entdo, 0 é um atrator global para o sistema dindmico
discreto

2D = F(z™m)) vz© e R.

0)

Demonstracio: Seja 2% € R e a sequéncia definida por

gt = F (:U(m)) , m € N.

29
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Pelo Teorema do Valor Médio, para cada x € R, com z # 0, existe £ € (0, z) tal que
F(x)— F(0) = F'(¢)(z — 0). Como F(0) = 0, segue que

|F ()| = [F'()]|z|.
Pela hipétese, |F'(z)| < 1, para todo = € R, logo
|F ()] < |z,

para todo  # 0. Aplicando essa desigualdade & sequéncia (™, sempre que 2™ # 0,

temos

‘:L‘(m—H) ’ < ‘JZ(m) ‘

Assim, a sequéncia |2(™)| ¢ decrescente e limitada inferiormente por zero. Portanto,
existe L > 0 tal que

lim |z™| = L.
m— 00

Vamos supor, por absurdo, que L > 0. Pela continuidade de F’, existe ¢ € [0,1) tal que

Pelo Teorema do Valor Médio, aplicando-o aos pontos 2™ e 0, existe um ponto &,

entre 2™ e 0 tal que
F (2™) = F(0) = F'(&n) (2 - 0) .
Assim, segue que

20D = F (20) = F (2™ = F(0)

= |2 = |F (™) = F(0)] = [F/ (&) |2™)].
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Como |F'(x)| < g, segue que |F' ()] < g. Consequentemente,

o] < g
o) < o).
Como 0 < ¢ < 1, temos que ¢" — 0 quando m — oo. Entao 77%1_1}110O |2(™| = 0. Logo

L =0, assim,

lim 2™ =0,
m—0o0

para qualquer z(® € R, assim, concluimos que toda érbita do sistema converge para a

origem. Portanto, 0 é um atrator global do sistema dindmico discreto. |

3.2 Caso triangular

O préximo resultado mostra a validade da conjectura discreta de Markus-Yamabe

para aplicagoes triangulares do R™.

Definigao 3.2. Dizemos que a aplicacao F' : R — R™ € triangular se possuir a sequinte

forma

F(LU) = (Fl(l'l), FQ(Il,wg), e Fn(dll,.rg,...,dln)),
para todo x € R™.

Definicao 3.3. Uma aplicacao F : R™ — R" é dita triangularizdvel se existir uma

transformacdao linear invertivel A : R™ — R" tal que a aplicacao conjugada
F=A"10FoA,
é triangular, isto €,

F(z1,...,2,) = (ﬁl(:cl),ﬁ’g(xl,xg),...,Fn(xl, . ,xn)).
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Exemplo 3.4. Seja F : R? — R? a aplicagio dada por F(z,y) = (2x + y,z + 2y).

Tomemos a transformagao linear

1 =1\ [u
A(u,v) = :
0 1 v
que possui inversa dada por
) 1 1) (u
A" (u,v) =
0 1/ \v

Assim, (F o A)(u,v) = F(u —v,v) = (2u — v,u +v).
Aplicando A™Y, obtemos (A~ o F o A)(u,v) = A7 (2u — v,u +v) = (3u,u +v).

Portanto, como A~ o F o A é triangular, seque que A triangulariza F.

Teorema 3.5. Seja F': R® — R"™ uma aplicacdo triangular de classe C1, onde todos os
autovalores de sua matriz Jacobiana possuem modulo menor que 1 em cada x € R™. Se

F(0) =0, entdo, 0 é um atrator global para o sistema dinamico discreto gerado por F.

Demonstracao: Note que a hipdtese dada sobre os autovalores implica em

g%(x)’ <1,i=1,2,...,n, pois F' é triangular. Vamos fazer a seguinte afirmacao

Afirmacao 3.6. Seja F': R™ — R™ uma aplicacdo triangular de classe C' tal que

8F1 8F2 8-Fm
Y <1, |7 <1, ..., |7 <1
8371 ('x) ? 8132 (.Z') ) ) axm (l') )
para todo x € R™ e F(0) = 0.
Fizando z® € R™ e tomando a sequéncia x**V = F(z®)). Entdo, existem

ko € N grande o suficiente, M € Rt e K € (0,1) tais que
Rl < MKF Vi=1,2,....mek€eN

Notemos que da prova da afirmacao segue diretamente a prova do teorema.
Provaremos a afirmacao através do principio da inducao finita sobre a dimensao m.
Inicialmente, note que, para m = 1 a demonstracao segue do Teorema [3.1} Supondo

que a afirmacao é verdadeira para m = s — 1, mostraremos sua validade para m = s.
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Novamente, vamos fixar z(*) € R*. Tomando a aplicacio
ﬁ($1>$2a o e1) = (Fi(xy), Fo(zy, 22), -, Feor (01,20, .., 6-1)).
Pela hipdtese de indugdo, temos kg € N, M € Rt e K € (0,1) tais que

’:I;Z(-Hk()) < MK*, paratodoi=1,2,...,5—1e paratodo k € N.

Para facilitar a notacdo, trocaremos z(© por z(*) obtendo

ol < MK, (3.1)
assim, temos que
2k — Fs(x(kfl))

= F; (xgk_l), xék_l), e ,xgk_l))

(k—1)
_ / “ 8F FV Y e ) dt

61}5 3 9 yPs—1

z*~D

o1 OF _ _ _
+ / ' (xgk D,xgk 1), e ,mggl),t, 0) dt
0 8955,1

+ ..
=" OF,
+/0 ' Tm(t’o""’o) dt
=F, (q;gk_l), xék_l), . ,xgk_l)) — F} (xgk_l), a:ék_l), - ,xgk__ll), O)
+ F, (xgk 2 (Qk_l), . ,xg:l), 0) — F, (a:gk_l), xgk_l), e gk 21), 0, O)
+ ..
+ Fu (27 287,0,.,0) = Fu(2("Y,0,...,0)
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Tomando o modulo e utilizando a desigualdade triangular, obtemos

(k=1)
8F k—1 k—1 k—1)
‘zgk)‘g /0 8:65( )axé ),...,l'g 1> )dt
L(E=1)
a1 OFs 1 m1y (e-1) (k—1)
+ /0 9z, (.731 N SR NP 0) dt
_|_ e
(k—1)
zy an
—(t,0,...,0) dt|.
+ /0 axl ( 5 Yy ) )
o . - A (k) (k) (k) L e
Agora, pela hipdtese indugao, a sequéncia {7, x5, ..., Ts ;1 bren € limitada, ou

seja, existe uma bola aberta B C R*~! que contém esta sequéncia. Por isso, seja R > 0

tal que

; (ylay%---,ys1)636@:1,2,...,5—1}.

g?(yl,yz, e 7y37170)

i

R:max{

Assim, podemos concluir que

xffﬁl)‘ +R <

w0+ S 4 [ Y]) (3.2)

Utilizando as equagoes (3.1]) e (3.2]), teremos

2] < |2 D] 4 (s = DMREM!
< 4 (s = DMRK*? 4 (s — )M RK*™!
<.

(s —1)MR+ (s —1)MRK' +--- + (s — 1)MRK"*™".

Fazendo a substituicdo C' = (s — 1) MR

()

s

<O+ C (K 4+ K244 1) <
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Logo, notamos que a sequéncia {xgk)}keN ¢ limitada. Como, por hipétese, o mesmo vale

para {xgk)}keN, onde i =1,2,...,s — 1, entdo, existe L > 0 tal que

Ig'ﬂ(@, Vi=1,2,...,s.

Dessa forma, definimos

D= max{‘gi <y1>y2,...,ys>

il < L, i:1,2,...,s},

OF

e podemos garantir que D < 1, pois ’8333 (yl, Yo, . .. ,ys> < 1.

Munidos desta nova estimativa, podemos concluir, utilizando a equagao (3.2))

que

2

< DJat| + R (|o%50)] +

P04 D)) (3.4)

O que implica em

‘xgk)‘ <D (D ’xgk_Q)‘ + Kk_QC') + K*1e

<D[D(D[al| + KF5C) + K20 + K*'e
<.,
< D* xgo) _i_C(kal _i_DkaQ_i_”__'_Dkfl)

< D [a] + kC (max{K, D})""!

< (max{D, K})* ' D |2©| + kC (max{K, D})*!

< (max{K,D})"! (D ’xgo)‘ + /{:C’)

< (max{K, D})*"! (max{K, D} |z{")| + kC)
EC
< K, D} |20 + ———— .
< tmox(, D) (o] 4 i
Por fim, fazendo as substitui¢oes M = O + ﬁiﬁ} e K = max{K, D} < 1,
concluimos que
o] < NIE* (35)

Demonstrando, portanto, a afirmacao e, por consequéncia, o teorema. [
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3.3 Caso polinomial bidimensional

Nesta sessao buscaremos mostrar a validade da Conjectura discreta para aplica-
coes polinomiais no R?, inicialmente, enunciaremos alguns resultados auxiliares e em
seguida, demonstraremos um resultado que confirma a veracidade para a conjectura.
Essa demonstragao se deve originalmente a |Cima et al.| (1997) e estd presente em Ribeiro
(2007).

O centro da demonstragao esta apoiado no seguinte Teorema de [Fernandes!

Gutierrez e Rabanal (2004)

Teorema 3.7. Seja F : R? — R? uma aplicagdo diferencidvel. Se para algum e > 0

Spec(F) N [0,e) = @, entao F ¢ injetiva.

Observacao 5. Notemos que deste Teorema podemos concluir que qualquer aplicagdo
do R? tem, no mdzimo, um tnico ponto fizo. Isso vem da segquinte verificacio: Seja
F :R? — R? uma aplicacdo com assim como na Conjectura discreta de Markus-Yamabe
e G ¢ uma aplicacio tal que G = F — I, onde I é a aplicacdo identidade, entdo como
0s autovalores de F' possuem modulo menor que um, os autovalores de G possuem parte
real negativa. Assim, pelo Teorema G ¢é injetiva. Por fim, se x € R é um ponto
fixo de F, entao G(x) =0, como G € injetiva, entdo esse ponto fizo é unico. Por fim, a
existéncia deste ponto firo € dada através do sequinte Teorema de|Biatynicki-Birula e

Rosenlicht (1962)).

Teorema 3.8 (Bialynicki-Birula, Rosenlicht). Se F': K" — K", com K € {R,C}, ¢

uma aplicacdo polinomial injetiva, entdo F é sobrejetiva.

Lema 3.9. Seja F : R? — R? uma aplicacio polinomial em que os autovalores da
matriz Jacobiana JF(x,y) possuem médulo menor que um, para cada (z,y) € R?. Entdo

o polinomio caracteristico de JF(x,y) possui coeficientes constantes.

Demonstragao: Tomando F(x,y) = (P(x,y), Q(z,y)), sejam \i(x,y) e Xo(z,y)

os autovalores de JF'(z,y). O polindémio caracteristico de JF(x,y) é

PagpN) = A = (M(2,9) + X2, 9) A + (@ y)ha(2, y)),
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Pela hipotese, obtemos que

Az, y) + Aoz, )| < a2, y)| + (Ao, y)] < 2

|)\1(.1U7y>>\2(1'7y)| < 1.

Além disso, como F' é polinomial, as entradas de JF(x,y) sao polinémios em z e y,

logo, A1 e Ay sao constantes. Como
A+ A =tr(JF(x,y)) e Ay =det(JF(z,y)),

segue que tr(JF(z,y)) e det(JF(x,y)) também sdo constantes. ]

Para o préximo resultado, precisaremos da defini¢ao a seguir.

Definicao 3.10. Seja F : R™ — RP uma aplicagdo polinomial dada por
F(x) = (Fl(x), Fy(x),... ,Fp(x)).

Dizemos que F' é homogénea de graum se cada componente F; é um polinomio homogéneo
de grau m, isto €, se

Fi(tx) = t" Fi(x)
para todo x € R", todot € R e todot=1,...,p.

Lema 3.11. Seja F(z,y) = (P(x,y),Q(x,y)) : C?* — C? uma funcio onde P é

polinomial homogénea de grau d > 1 e ) € polinomial homogénea de grau l > 1 tal que
det(JF(z,y)) = 0,

para todo (z,y) € C2.

Entao, existemn € N, m € N e c € C, tais que

Q" (x,y) = cP"(z,y).
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Demonstracao: Inicialmente, notemos que as aplicacdes P : C2 = C e Q :

C? — C podem ser reescritas da seguinte forma

Py =a'f (4) o Qg =g (2).

T
onde f (%) =P (1, %) eg (%) =Q (1, %) sao fungdes polinomiais em uma variavel.

Calculando as derivadas parciais de F' obtemos
P
67(967 y) =dz''f <y) —yz' 7 f (y>
Ox x

Xz
O )=t (2)

T

99,y (4).

No entanto, por hipétese, det JF(x,y) = 0, o que nos leva a seguinte equagao

diferencial:

9(2)s()-5()r(2) o

Tomando t = y/z, obtemos

Para g(t) # 0, temos

<ZG$J=“%g$aﬂm@_ﬁ@ﬂm.

Logo, pela equacao (3.6))

consequentemente,
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e, portanto, existe uma constante C' € C, tal que f(t)! = Cg(t)".

Tomando d = mk e | = nk, com k € N, temos

F&)" = Cg(t)™.

Como m e n sao primos entre si, pela unicidade da fatoracao de polinémios,

existe uma constante ¢ € C tal que

Assim,

()= (2)

Observando que ml = dn, concluimos que

Q" () =a"g" (2)

T

—CfL’dn n y)
x

= cP"(x,y)

[
Antes do préximo teorema, enunciaremos e demonstraremos uma proposi¢ao que

serd utilizada em sua prova.
Proposicao 3.12. Seja F : C?> — C uma funcdo polinomial quadrdtica, entdo existe
uma mudanga de varidveis afim no plano complexo, de forma que

F(u,v) = uv + p(v),

sendo p(v) um polindmio de uma varidvel.

Demonstragao: Tomando F' na forma de um polinémio quadratico genérico,
temos

F(z,y) = ax® + by + cy® + dx + ey + k, (3.7)

onde os coeficientes pertencem ao conjunto dos complexos.
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Tomando a seguinte mudanca de coordenadas

T =T1u+ToU + 13 (3.8)

Y = 51U+ 520 + 83, (3.9)

onde r;,s; € C, para i = 1,2, 3.
Substituindo em (3.7)), obtemos

F(u,v) = u? (ar% 4+ brysy + cs%) + uv (2ari7re 4 brise + bros; + 2¢s189)
+ v? (ar% + brosy + csg) + u (2aryrs + briss + brys; + 2cs1s3 + dry + esq)
+ v (2arers + brosz + brase + 2¢ses3 + dray + €83)

+ ar§ + bryss + csg + drs + es3 + k.
Assim, para que I’ assuma a forma indicada pela proposicao, é suficiente que

ar +bris; +cst =0

2ariry + briss + brgs, + 2cs183 +dr; +es; =0

2ariry + brisg 4+ brasy + 2¢s155 = 1.

Notemos que o sistema nao possui apenas uma solucao, mas uma possibilidade é

—b+vb%2—4ac
2a

1 pa— __drite
20ari+b)’ '3 T T 2arib’

ry = , To = s1=1,8=0es3=0. [

O préximo resultado é devido a |Dillen| (1991)).

Teorema 3.13. Seja I : C* — C uma fungdo polinomial complexa em duas varidveis, se
o determinante da matriz Hessiana de F' for constante, entdo existe uma transformacao

afim no plano onde F assume a sequinte forma

Fz,y) = vy + Q(x),

onde (Q € uma funcdo polinomial de uma varidvel.
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Demonstragao: Seja F' uma aplicagdo polinomial onde det H(F(z,y)) = ¢,
¢ € C. Como F € C|z,y], podemos usar uma mudanga de varidveis linear para que
c < 0, assim, vamos supor que ¢ < 0.

Se I' for quadratica, temos, pela Proposicao que o resultado é valido,
portanto, vamos supor que F' tenha grau n > 2.

Escrevendo F' em termos de suas parcelas homogéneas, obtemos

n

F(:L’,y) = ZQz(x7y)a

1=0

onde cada (); é uma aplicagdo homogénea de grau 7.
Notemos que, o termo de maior grau do det H(F'(z,y)) serd um polinémio de
grau no maximo 2n — 4 > 0 e este corresponde ao det H(Q,(x,y)), logo este serd o
polindémio nulo, pois por hipétese det H(F'(z,y)) é constante.
Agora, mostremos que existe uma mudanga de variaveis onde @, (x,y) assuma
0Qn 0Qn

a forma ~yu™, para alguma constante 7. De fato, seja h(x,y) = (W(.ﬂ, Y), Ty(m,y)),

pelo Lema podemos concluir que

0Qy, 00y
%(xﬁy) - é?y(xﬂy)’

para algum £ € C, pois podemos escolher os expoentes iguais a 1, visto que as derivadas
parciais (@), € (Qn), possuem o mesmo grau.
Tomando a mudancga de variaveis v = x — £y e u = £x + y, observamos que

%(m,y) = 5211 e %(x,y) = _62%’ o que, junto da Regra da Cadeia nos permite

concluir que

dy .(%_52—1—1

aQn_aQn_3$+5Qn oy 1 aQn_gaQn _0
ov Oz Ov -

v ox Jy

portanto, (), ¢ uma aplicagdo homogénea de grau n que nao depende de v, logo, pode
ser escrita como @, (u,v) = yu™.

Agora, vamos escrever F' como uma aplicacdo polinomial em v com coeficientes
em Clu, v]

F(u,v) = Z Fi(u)v'.

m
=0
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Podemos observar que m < n, pois como foi visto, o termo de grau n de F' nao
depende de v e isso implica que Fy(u) tem grau n. Assim, temos duas possibilidades

para m. Primeiramente, vamos analisar para m = 1, neste caso
Fu,v) = Fy(u) + Fi(u),

onde é facil notar que det H(F'(u,v)) = — (%(u}f = c e, portanto, Fy(u) = v/—cu+ K,

onde K é uma constante. Desse modo

F(u,v) = (vV—cu+ K)v + Fy(u).

Tomando v* = /—cv e u* = u + \/%’ conseguimos escrever a aplicagdo da forma
desejada, ou seja,

F(u*,v") = u™v* + Fj(u"),

onde F§(u*) = Fy(u* — \/Iéc)

Agora, analisemos para m > 1. Podemos escrever a matriz Hessiana da aplicacao

da seguinte forma

Z F/' (u)v’ Z iF! (u)v'™!
H(F) ;:O N i=0
Z iF (u Z i(i — 1) Fy(u)v'™?
i=0 i=0

Podemos notar que no determinante da matriz, o coeficiente do termo de maior grau em

v (2m — 2) deve ser igual a zero, pois m > 1 e por hipétese det H(F") é constante, logo

m(m — 1) Fy(u) Fy (u) — m*(F, (u))* = 0

= (m = 1) Fn(u) Fy, (u) = m(F,, (u))*.
Resolvendo esta equagao diferencial obtemos
Fo(u) = (qu+ B)' ™. (3.10)

No entanto, pela hipétese, F,(u) é polinomial, assim, a = 0 e F,(u) é constante.
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Vamos mostrar agora a seguinte afirmacao

Afirmacao 3.14. O grau de F; é sempre menor ou igual a m — i, para todo i =

0,1,...,m.

Para provar essa afirmacao utilizaremos o Principio da Inducao Finita da seguinte
forma, se vale para i € {m,m —1,...,m — s+ 1}, entdo a afirmacao é verdadeira para
1=m — s.

De fato, ja mostramos sua validade para ¢ = m, logo, nossa hipotese de inducao
serda que o grau de F; é menor ou igual a m — ¢ quando m > ¢ > m — s. Com a matriz

Hessiana de I’ podemos verificar que

QetH(F) = 3 (G = DFY (@) Fy ) = iF/(u) F{(w) 0",

i,j=0

Im=s=2isto ¢, quando i + j = 2m — s, temos que,

Analisando o coeficiente de v
se2m—s—2=0(m=s=2,poism>1es<m)entdo o coeficiente é constante e,
se 2m — s — 2 # 0, entdo o coeficiente é nulo, pois det H(F") é constante.

Tomando i = m —k e ) = m — s+ k, este coeficiente pode ser escrito da seguinte

forma

S

S = 5 k) ((m = s+ b = DFS (1) Fesa) = (m = R)Fly(0) B ()

k=0

Notemos que quando k£ = 0, a parcela
(m = s) ((m — s = DEL () Fouea() = m (Fly_ () Fly(w))) = 0.

pois F,(u) é constante.
Quando 0 < k < s, Fy,_x(u) e Fpy_six(u) possuem grau menor que k e s — k,
respectivamente, devido a hipé6tese de indugao. Além disso, o grau de F)! _, (u)- Frp—six(w)
m

ede F),_,(u)- F _ ,.(u) é menor ou igual a s — 2.

E quando k = s, a parcela da soma é

m ((m = DFj_ () F(w) = (m = ) (Fi () Fy(0)) ) = m(m = DFf_, () Fuu).
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Como det H(F') é constante e F), é constante, segue que o grau de F”_ (u) é
menor ou igual a s — 2, pois todos os demais termos tem no méaximo grau s — 2 e deve
haver cancelamento na soma, assim, F,,_, deve ter grau menor ou igual a s.

Por fim, vamos mostrar a validade para os casos onde s € {0,1}. Se s = 0
precisamos mostrar que o grau de F,,(u) é menor ou igual a zero, porém, isso ja é
garantido pelo fato de F,, ser constante (igualdade . Quando s = 1, precisamos
mostrar que o grau de F,,_1(u) é menor ou igual a 1. De fato, precisamos analisar o
coeficiente de v*™~3, pois as tinicas possibilidades sao i e j serem iguais a m e m — 1.

Assim, o coeficiente em questao tem uma das seguintes formas
(m = 1) ((m = 2)F}(u) Fyn 1 (u) — mEy,(u) Fy,_y (u))

ou

m ((m = 1) Fp_y () Fr(w) = (m = 1)y, (u)Fy,(w).

Como as derivadas de F},,(u) sdo iguais a zero e esses coeficientes devem ser nulos, pois

det H(F') é constante, temos que
m(m — DF! _(u)F,(u) =0= F ,(u) =0,

portanto, o grau de F,,_1(u) deve ser menor ou igual a um. Assim a prova da afirmagao
fica completa, mas isso gera um absurdo, pois o grau de Fy(u) =n > m. Logo, m=1e
F(u*,v*) = u*v* + Fj(u"). m

Agora, enunciaremos os dois ultimos resultados necessarios para a prova do
Teorema principal, o primeiro se deve a |Jorgens| (1954) e o segundo é um resultado de

Algebra Linear.

Teorema 3.15. Se F' € uma aplicacdo definida em todo o R? tal que sua matriz Hessiana

tem determinante constante positivo, entao F' é quadrdtica.

Lema 3.16. Se A : R? — R? ¢ uma aplicacdo linear, entdo existe uma mudanca de
coordenadas em R? de forma que A assuma uma das duas formas
)\1 0 )\1 g

Al = ou Ay = ;
0 /\2 O )\1
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onde A\ e Ay sdo autovalores de A e e > 0.

O préximo Teorema confirma a validade da conjectura discreta de Markus-

Yamabe para aplicacoes polinomiais no R2.

Teorema 3.17. Seja F : R? — R? uma aplicacio polinomial tal que, para todo
(z,y) € R?, a matriz Jacobiana JF (z,y) possui autovalores com mddulo menor que um.
Entao F' possui um unico ponto fizo, o qual é um atrator global para o sistema dindmico

discreto gerado por F.

Demonstracao: Primeiramente, notemos que a existéncia e unicidade do ponto
fixo vem do Teorema [3.7] Por isso, apenas devemos mostrar que este ponto fixo é um

atrator global para o sistema dindmico discreto gerado por F.

Seja F(z,y) = (P(z,y),Q(z,y)), pelo Lema [3.9) temos que

oP 0
t1<l’,y) = %(Iay) + 822(%,@),

oP 90 oP 90

t2($,y) = %(:&y)ajy(l‘ay) - aiy(f,y)%(l',y),

sdo constantes, por isso, os denotaremos apenas por t; e ty. Seja G(z,y) = F(x,y) —

(%) I(z,y) tal que G(x,y) = (P(x,y),Q(xz,y)).

Podemos verificar que

~_or 0Q . _ 9P 0Q N
tl_ 813 (l’,y)+ ay (:C7y>— ax (l',y)+ 83] (l’,y) tl—tl tl—()?
€
_ 0P 0Q oP 0Q

ts za(x,y)gfy(x,y) - afy(r,y)afx(fc,y)

- (S -2) (52w -4) - SwnSEe
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Como t; = 0, vamos observar que existe um polinémio h(z,y) que possui

derivadas parciais tais que P(z,y) = —h,(z,y) e Q(z,y) = h.(x,y). De fato

8y8x (/P oY dy+/Q oY dac) a 3x0y (/P oY dy) 85(; ( Q(x,y)dx)

Assim, segue que

| Py + [ Qa.y)dz = ¢(@) + ()

= — /nydy—Hp /Q:L‘ydx—@b() h(z,y).

Portanto, a existéncia do polinémio h(x,y) estd bem definida, além disso,

oh oh — —
Dh(x7y>: <8$(x’y>’6y(x’y)> = (Q(l’,y),—P(fL’,y)),
e a matriz Hessiana de h(zx,y) é

0Q 0Q

%(l}y) Fy(%y)
oP oP !

—%(%y) —@($>y)

Hh(z,y) =

onde seu determinante é igual a .

Vamos analisar as possibilidades para f,. Primeiramente, tomemos 5 > 0, pelo
Teorema [3.15 temos que h(z,y) é quadratica, assim, G(z,y) e F(z,y) sdo aplicagoes
polinomiais de grau um. Desse modo, P(z,y) e Q(x,y) sdo polinomios de grau um.

Vamos supor que o ponto fixo seja a origem, pois esta ndo é uma hipdtese
restritiva visto que basta uma mudanga de coordenas do tipo translacao para valida-la.

Neste caso,

F(z,y) = (ax + ay, bz + Bay) = Az, y),

onde

Qg

A= = JF(x,y).
B Pa



3. Conjectura de Markus-Yamabe Discreta A7

Pelo Lema |3.16| existe uma mudanca de coordenadas onde a matriz da aplicacao

F assuma uma das seguintes formas

A0 Al €
A= ou A= ;
0 )\2 0 )\1

onde \; e Ay sao autovalores de F e ¢ > 0.
Com o auxilio da fungao de Lyapunov V(x,y) = 22 + y?, verificamos que, no

primeiro caso
V(Ai(z,)) = (Mz)* + (hey)® < max{, Ao} (2? +y°) < 2® +y* = V(a,y),

pois os médulos dos autovalores sao menores que um. No segundo caso, temos

V(Aa(z,y)) = Mz +ey)* + (My)?
= Nz? + (% + \)y® + 2e\2y
<22+ (2 + A0y + 2e ) (22 + o)
< (AT +e%)a? + (€ + Ay + 2eM(2” +37)
< [OF+6%) + 2eM (2 +97)
= (A +¢)? V(z,y),
para qualquer (z,y) € R?. Como
: 2 2
(151_1;%<)\1 + 5) - )\1 < 17
podemos tomar € pequeno o suficiente tal que

()\1 + 8)2 < 1.

Portanto, do corolario temos que em ambos os casos a origem é um atrator

global para o sistema dindmico discreto gerado por F'.
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Agora, analisando o caso onde 5 < 0. Neste caso, podemos supor que o grau de
h(x,y) é maior que dois, pois det H(h) = t3 # 0 e se h(x,y) for quadratica resolvemos
como no caso anterior.

Pelo Teorema [3.13] existe uma transformacao afim A tal que

ho A(u,v) = \/jguv + p(u),

onde p é um polindbmio em uma variavel.

Sabemos que

entao

0 -1 t )

Tomamos entao a aplicagao F=A"'0FoA, onde

- (0 =1 t
F(u,v) = A~ (( ) (Vho A)(u,v) + §A(u, v)) : (3.11)
1 0

Como A é linear,

~ 0 -1 t
F(u,v) = A" (( ) (VhOA)(u,v)) + §(u,v).
1 0

Por outro lado, como A(u,v) = (z(u,v),y(u,v)) onde z = &u+v e y = u — v,

pela Regra da Cadeia,

d(hoA) Oh dr  Oh y
o %(A(Uav))% + @(A(U’U»

5y = §halA(,0)) + Dy (A(u, v)),
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d(hoA)  Oh Jxr  Oh dy
5o = gy (AW) 5+ @(A(“’ V)5, = he(Alu,0)) = Ehy(A(u, ).
Portanto,
(ko A)(u,v) = & 1) (ha(Alw,v))) _ AT Tho Au,v).
1 _5 hy<A(uav))
Além disso,

AAT = g
~detA”’

assim, segue que existe uma constante c tal que AT = cAL, Logo,
V(hoA)=cA™' - VhoA= AV(ho A) = ¢(Vho A),
ou seja,
1
VhoA=-AV(ho A).
c

Substituindo em ([3.11])

1 (0 -1 ty
F(U’U>:EA (1 O)AV(hoA)(u,v)+2(u,v).

Agora, vejamos que para a matriz
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Como

ho A(u,v) = \/jguv + p(u),

o gradiente ¢ dado por

V(ho A)(u,v) = Vot /()

Desse modo, concluimos que

~ 1({0 =1\ (v/—tav+p'(u) t; [u
c\1 0 \/ —tau v

_g—l—tl
—+ = ]u
B c 2
F(u,v) =
—ty 4 1,
(—c+2)“—cp<“>

Portanto, F é uma aplicacao triangular, consequentemente, A triangulariza F'.

Simplificando

Segue do Teorema [3.5] que o unico ponto fixo de F' é um atrator global para o sistema
dindmico discreto gerado por F.

Por fim, a ultima possibilidade é #, ser igual a zero, novamente, tomaremos a
hipdtese que o grau de h é maior que dois, segue do Teorema que através de uma
transformacao afim

ho A(u,v) = kv + q(u),

para algum k € R e algum polinémio g(u).
Como no caso anterior, definimos F = A~' o F'o A. Assim,
- 1[0 -1

Fuo=— | V(ho A)(u,v) + o (u,0).
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Temos que
q (u) 0 —1 —k
V(hoA)(u,v) = = V(ho A)(u,v) =
k 1 0 q (u)
Portanto
t
k 1
- 1| —k ty [u ct5
F(“» U) - + = - 2 t
¢ \¢(u) v (w B
¢ 2
Assim como no caso anterior, A triangulariza F'. |

3.4 Contra-exemplos

Nesta sessao apresentaremos dois contra-exemplos para a conjectura discreta
de Markus-Yamabe. O primeiro trata-se de um contra-exemplo polinomial, onde a
conjectura falha em dimensoes maiores que dois. O segundo contra exemplo, trata-se

de um difeomorfismo no qual a conjectura é valida apenas no caso unidimensional.

3.4.1 Contra-exemplo polinomial para n > 3

Agora, mostraremos um contra-exemplo apresentado por Cima et al.|(1997)) para

a conjectura discreta de Markus-Yamabe com n > 3.
Teorema 3.18. Sejan >3 e F : R" — R" dada por

1 1 1 1
F(mla L, 7'1:71) = (2$1 + l’gd(l')Q, §$2 - d(l’)2, §ZE3, SR 2£n> )
onde d(x) = x1 + x2x3. Entdo F é um contraexemplo para a conjectura discreta de

Markus- Yamabe, mais precisamente, existe uma condicio inicial 9 na qual a sequéncia

r(+D) = F(z™) tende ao infinito quando n — oo.

Demonstracao: Inicialmente, vamos calcular a matriz Jacobiana de F' para

verificar se seus autovalores satisfazem a hipdtese da conjectura discreta de Markus-



3. Conjectura de Markus-Yamabe Discreta 52

Yamabe. De fato,

T4 2xsd(z)  —2d(z)  d(z)?+ 2zewsd(z) 0O 0
203d(x) 5 — 2wsd(z) —2x9d () 0 0
0 0 L 0 ... 0
JF(z) = ) ,
0 0 0 Lo
0 0 0 0 ... 1

1

onde ¢é facil verificar que todos os autovalores serao iguais a 3 e cumprem a

hip6tese de possuirem mddulo menor que 1. Além disso, claramente F'(0) = 0.

Agora, tomando a condic¢ao inicial

147 63
O (= _10,... 0)
x < 32 b 327 ) ) b b

vamos mostrar, por inducgao, que

147 63 1\"
(n) _ gn 93 oo <> 0.... 0) , 3.12
. ( 32 ’ 32 \2) Y (3.12)

E fdcil verificar que para n = 0 a igualdade é valida. Supondo que para n = k a
equacao (3.12)) é verdadeira, mostremos que o mesmo vale para n =k + 1.
De fato, como x*+1) = F(x(k)>, escrevendo F(z) = (Fl(x), Fy(x),..., Fn(x)),

onde
Fi(z) = Yoy + 23d(z)?, Fo(z) = 320 —d(2)?, Fi(z) = x5, Fi(z) = 3z, i >4,

temos:

2 147
" = F(2®) = gt + o (a)” = o 2
2 63
xék:—&-l) -5 (x(k)> _ %xék) o d@(k)) _ _32 ‘22(k+1);

I§k+1) _ F3 (x(k)) %xgk) _ (%)Iwrl;

Para i > 4, como ¥ = 0, segue que xz(»kﬂ) = 0. Logo, a igualdade ((3.12) ¢é valida.

i
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Por fim, nota-se que, quando n — oo, a sequéncia ¢t = F (x(”)) tende ao

infinito. ™

3.4.2 Contra-exemplo racional para n > 2

Agora, sera apresentado um contra-exemplo, apresentado por |Cima, Gasull €
Manosas| (1999) (também pode ser visto em [Ribeiro| (2007)), onde a DMY C falha
a partir da dimensao dois. Este contra-exemplo se trata de uma adaptacao de um

resultado de Szlenk, o qual estara exibido a seguir.

Teorema 3.19 (Szlenk). Seja F : R? — R? definida por

F(&y):( —hy ko )

L+ 22 +y? 1422 + 32
onde k € (1, %) A aplicacao F possui as sequintes propriedades:
. Tome p = (z,y) € R? e seja A um autovalor de JF(p). Se zy = 0 entdo A\ = 0. Caso
kv3
5

contrario, A ¢ R e || <

() = (0)

. I € injetiva.

Demonstragao: Para a prova do item (1), inicialmente calculamos a matriz

Jacobiana de F' no ponto p, que serd dada por

2kxy> —3ky? (1+22+y2)+2ky*
JF(p) _ (1+x2+y2)2 (1+$2+y2)2
3ky? (1422 +y2)—2ky* —2kxy? ’
(1+1.2+y2)2 (1+272+y2)2

assim, notamos que

(1422 +92)3
—2kxy(z* — y?)
(1+a224y2)?2

det JF(p) =

Tr JF(p) =

Utilizando as coordenadas polares usuais de R?, obtemos
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3k*rtcos®0 + sen?6(3 + r?)
(r241)3
B 37k2 sen?20(3r* + o)

4 (3rt4r6+3r2+1)

3k?
< —
4

det JF (p) =

< 1.

Por outro lado,como JF'(p) é uma matriz de ordem 2, seu polindmio caracteristico

satisfaz a seguinte condicao sobre seu discriminante A(p)

A(p) = Tr* JF(p) — 4det JF(p).
Por isso, concluimos que

— 422y

A ey

|22t + 2" + 1207 + 129 + 827y + 9] <0

Logo, se zy = 0, entao os autovalores de JF'(p) serdo iguais a zero, caso contrario,
A(p) < 0, o que implica nos autovalores \; serem um par conjugado de nimeros

complexos, assim, podemos verificar que

Al = el = Va2 £ 82 = /(a+bi)(a — bi) = /A A = y/det JF(p) < ﬁ = kzﬁ

Para provar o item (2) do teorema, notemos que, se definirmos

k3
h(z) = ——
(z) 14 22’
ez:\/klfl,entéo
1 k
- (k—1) E—1 k-1 _ 1 B
h(z) =k i = ’ = k—l_z
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Logo, é possivel observar que se p = ( 1_1,O> = (z,0), teremos

i

F(p) = (0,h(2)) = (0, 2),
F2(p) = F(F(p)) = (=2,0),
F?(p) = F(F*(p)) = (0,—2),
F(p) = (2,0) = p.

Por fim, para o item (3), vamos supor, por absurdo, que existam p; e ps pontos

do R? tais que F'(p;) = F(p2), no entanto, p; # po. Entao

1+22+y?2 1+4+22+43 '
ke ko (3.14)

T+a2+y?  1+23+93
Podemos supor também, sem perda de generalidade que ¥, > y;, 0 que implica
emc=%2>1.
Y1
E importante observar que 1, x2, y1,y2 sao todos diferentes de zero, pois, se

T, = 0
ks

————=0=22=0= 21 =129
1+ 3+ y3 ’
mas por consequéncia y; = ¥y, porque

—ky;  —kys

h(yl) = = = h(yz>7

14y 14y

e a aplicagdo h(x) é injetiva devido a sua derivada ser maior que zero em toda a reta,
exceto na origem.

Sendo assim, podemos dividir as igualdades (3.13]) e (3.14)), obtendo

3 3
1 _ %
37 .3
I Y
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que implica diretamente em

22 _ . (3.15)
T Y1

Agora, usando essas informagoes na igualdade (3.13)), temos

v
L+ai+yt  1+a3+y3

3 3,3
1 _ CY1

L+at+y? 143+

1 c3
=
L+ai+yl  1+a3+ Pyt

1+ 23 + ?y?
él—i—xf—i—y%z%.

Logo,

2 _ 3 3.2 2.3 2, 2
x5 = +c’r) +yicd —1—=cy

— (1) + g — ) + o

3,2 2.2
> cx] > cxy,

Porém, isso implica em

X2
— > C.
X

que é uma contradi¢ao. Portanto, F' é injetiva e o teorema esta demonstrado. [

Munidos deste Teorema, podemos demonstrar o préximo contra-exemplo.
Teorema 3.20. Seja G : R" — R" definida por

3 3

— AT, — aT9,CT3,. .., Ty,
1+ 22 + 23 1422+ 23 R ’

G(xy, Ty ..., Tp) = <

onde |c| <1 ek e (1, %) Entdo, para a suficientemente pequeno, a aplicacio G é

um difeomorfismo global no R"™ que satisfaz as sequintes propriedades
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. Para todo x € R", todos os autovalores da matriz Jacobiana de G possuem modulo

menor que um;

. existe um ponto p € R™ diferente de zero, onde G (p) = p.

Demonstragio: Inicialmente, vamos tomar n = 2, desse forma, G(z) = F(x) —

al(x) onde F é tal como no Teorema e I é a matriz identidade no R?. Sabemos que

JF(x) possui, em qualquer ponto, autovalores com médulo menor que 22 < 1, assim

) ) 2 ) )
para a, suficientemente pequeno, JG(x) também possuird autovalores com maédulo
menor que um.

Notemos que, se A é um autovalor de JG(z), entao

det (JG(x) — M) =0
=det(JF —al —X[)=0

= det (JF — (a+ A\)I) =0.

Ou seja, a + A é autovalor de JF(x), logo, como os autovalores de JF'(x) sdo diferentes
de a (pois sdo iguais a zero ou tem parte imaginaria nao nula), entao os autovalores de
JG(z) serao diferentes de zero.

Por isso, pelo Teorema da Funcao Inversa, concluimos que JG(z) é um dife-
omorfismo local no R2. Para provar que G é um difeomorfismo global utilizaremos
o Teorema de Hadamard, no qual afirma-se que aplicagoes suaves de R” em R" sao
difeomorfismos globais, se sdo difeomorfismos locais e préprias(quando a pré-imagem
de qualquer conjunto compacto é compacta).

Portanto, precisamos mostrar que GG é uma aplicacdo propria. De fato, a con-
tinuidade de G garante que a pré-imagem de um conjunto fechado serd um conjunto
fechado, além disso, por contraposi¢ao, podemos mostrar que conjuntos ilimitados, tem
pré-imagem ilimitada por G, isto é,

lim |G(z,y)| = oc.

|(2,y)|—o0
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Através de alguns céalculos, obtemos

Gl 0 = k*r®(cos® 6 + senb) N a’r?(1+7%)?  kar'sendf(1 +1?)
) - (1 +7,2)2 (1 +T’2)2 2(1 +7”2)2 )

Onde r e § vem das coordenadas polares usuais de R?.
Usando que cos® 0 +sin®6 > 1, —sindf > —1, —=1/(1+7r?) > =1/r? e (1+1?) <

(2r?) para r grande o suficiente, obtemos

k1S a2 akrt
a’r® — —
16r4 272

k2 ak
S g2 (N ak 2
2T (]_6 2—|—a>

2
>r2<i—a> .

Logo, lim, ., |G(z)| = oo, ou seja, G é um difeomorfismo global do R", sempre que

a # 0.
Seja p = (\/klfl, 0), sabemos, pela regra da cadeia que

GO >

JFD(p) = JF(FO (p)) - JFD(p)

= JF(FP(p)) - JE(F® (p)) - JF(F(p)) - JF(p).
Desse modo, através de um calculo simples, obtemos

iwi = (¢ _Oz) S

Entdo, os autovalores de JF® (p) possuem modulo diferente de um, o que implica
na orbita periédica ser hiperbdlica, logo, ela continua existindo mesmo com pequenas
pertubacoes na aplicagao.

Portanto, para a pequeno o suficiente, a aplicacdo G também possui uma 6rbita

periodica de periodo 4.
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Notemos que esses resultados podem ser generalizados para R", tomando p =

(55.0,0,...,0). n



Consideracoes Finais

Neste trabalho foi realizado um estudo da Conjectura de Markus—Yamabe em
suas versoes continua e discreta, buscando compreender sob quais hipdteses sobre a
matriz Jacobiana é possivel garantir a estabilidade global da origem. Para isso, foram
reunidos conceitos fundamentais da teoria de Sistemas Dinamicos, tanto em tempo
continuo quanto discreto, estabelecendo a base necessaria para o desenvolvimento das
demonstragoes e dos resultados apresentados ao longo do texto.

No contexto continuo, foi demonstrada a validade da conjectura nos casos
unidimensional e bidimensional. Em dimensao um, a demonstracao baseou-se na analise
qualitativa das solugoes de equacgoes diferenciais ordinarias. J& no caso planar, foram
empregadas ferramentas classicas da teoria qualitativa, como o Teorema de Green,
o Teorema de Poincaré-Bendixson e resultados relacionados a injetividade global,
permitindo concluir que a origem ¢ um atrator global sob as hipéteses da conjectura.
Em seguida, foi apresentado um contraexemplo polinomial que evidencia a falha da
conjectura em dimensoes maiores ou iguais a trés.

Na versao discreta da Conjectura de Markus—Yamabe, foram estudados casos em
que a conjectura permanece valida, abrangendo aplica¢gdes unidimensionais, triangulares
e uma classe de aplicagoes polinomiais bidimensionais. Por outro lado, os contraexemplos
polinomiais e racionais apresentados mostram que os resultados de validade obtidos em
classes especificas nao podem, em geral, ser estendidos para dimensoes superiores sem a
imposicao de hipdteses adicionais.

Os resultados discutidos ao longo deste trabalho evidenciam que a dimensao
do espago exerce um papel decisivo no comportamento global dos sistemas dinamicos.
Enquanto em baixas dimensoes as condi¢oes impostas a matriz Jacobiana sdo suficien-

tes para assegurar a estabilidade global da origem, em dimensoes superiores surgem
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fendbmenos que tornam o problema significativamente mais complexo, justificando a
existéncia de contraexemplos e motivando o desenvolvimento de novas abordagens para
sua investigacao.

Além de reunir resultados classicos da literatura, este trabalho procurou apresenta-
los de forma organizada e acessivel, detalhando demonstracoes frequentemente en-
contradas apenas de maneira resumida nas referéncias consultadas. Também foram
apresentados exemplos e ilustragoes com o objetivo de tornar mais clara a aplicagao
dos conceitos e resultados tedricos. Espera-se, assim, que este texto possa servir como
material de apoio para estudantes que iniciem seus estudos em Sistemas Dinamicos e
como uma referéncia introdutoéria ao estudo da Conjectura de Markus—Yamabe.

Por fim, como perspectivas para trabalhos futuros, destacam-se o aprofundamento
dos resultados que relacionam a estabilidade global com a injetividade, apresentados
por Fernandes, Gutierrez e Rabanal (2004); o estudo de novas classes de aplicagoes para
as quais a conjectura possa permanecer valida em dimensoes superiores; a investigacao
de condigoes adicionais que garantam a estabilidade global; e o estudo de extensoes da
conjectura para sistemas diferenciais suaves por partes continuos e descontinuos, como
as apresentadas por Llibre e Zhang| (2021)) e [Llibre e Valls (2022). Diante da riqueza
dos resultados ja obtidos e das questoes que permanecem em aberto, acredita-se que
a Conjectura de Markus—Yamabe continue representando um importante objeto de

estudo na teoria dos Sistemas Dindmicos.
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