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Resumo

Dentre as diversas formulas de quadratura interpolatérias estao aquelas que utilizam
em sua construcao as propriedades dos polinomios ortogonais P,, ou ainda dos polinomios
similares B,,. Consideramos, aqui, férmulas de quadratura envolvendo polinémios em z da
forma ¥, (z,£) = P,_1(&) Po(x) — Po(§) Po—1(x), e da forma G, (z,u) = B,_1(u)B,(z) —
By (u)B,_1(z). Abordamos ainda certas férmulas de quadratura que visam aproximar a
integral de um produto de duas funcoes k e f sendo k Lebesgue integravel e f Riemann
integravel. O principal objetivo deste trabalho é analisar propriedades das férmulas de
quadratura utilizando-se 1, e obter propriedades analogas para o caso onde utiliza-se G,
bem como estudar o erro e as propriedades de convergéncia das férmulas envolvendo k e
f. Propriedades dos pesos das férmulas de quadratura nos diversos casos sao analisadas,
a convergencia das férmulas associadas a k e f sao estudadas mediante determinadas

escolhas de pontos.

Palavras-chave: polinomios ortogonais, polinomios similares, férmulas de quadratura.
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Abstract

Among the many well known quadrature formulas one finds those interesting inter-
polatory quadrature formulas that take advantage of the properties of orthogonal poly-
nomials P, or similar polynomials B,,. Here, we consider the interpolatory quadrature
rules based on the zeros of the polynomials ¢, (z,§) = P,_1(§) P (z) — Py(§) Pa—1(x), and
Gn(x,u) = By_1(u)By(z) — By(u)B,—1(z) where £ and u are arbitrary parameters. One
of the objective of this dissertation is to study some of the known properties of quadra-
ture rules based on v, (x, ) and consider the analogous properties of the quadrature rules
based on G, (z,u).We also look at the convergence properties of those quadrature rules
that serve to approximate integrals of the product of functions k& and f, where k is a

Lebesgue integrable function and f needs to be a Riemann integrable function.

Keywords: orthogonal polynomials, similar polynomials, quadrature rules.
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Introducao

Formulas de quadratura tém sido amplamente estudadas e sao de grande importancia
matematica e de grande aplicabilidade em outras areas do conhecimento, principalmente
nas Ciencias Aplicadas.

Basicamente, o objetivo de se trabalhar com férmulas de quadratura é a aproximacao
numérica de integrais.

De modo geral, a teoria das férmulas de quadratura envolve o estudo de férmulas da

forma

I.(f) = ng,zf(xnz)7
i=1

que podem ser utilizadas para aproximar integrais do tipo / b f(z)do(z). Tradicional-
mente, essas férmulas de quadratura sao obtidas aproximan(ilo—se, de alguma forma, a
funcdo f(x) por um polinémio de grau n e obtendo-se I,(f) através da integral deste
polinémio.

Uma classe de formulas de quadratura bem conhecidas, e de grande valor tedrico, sao
as formulas de quadratura interpolatérias. Elas sao obtidas considerando-se o polinomio

interpolador de f(z), ou ainda, de f(x)h(z), onde h(x) é tal que

/abf(a:) dp(z) = /ab h(z)f(z) do(z).

Especificamente, se 7(x) = (¥ — xp1) ... (2 — 2,,,,), entao

n

Fah(e) =3 O Yh(ra) + Ra(a),

— (x — 2n) 7 (n0)

7(x)

n!

onde R, (x) = (fh)™(&,) com &, € [a,b].
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Deste modo, é claro que se f(x)h(z) é um polinémio de grau no maximo n — 1, entao

F@h(e) = 32 T b,

e, portanto,
f(@)d(x) =Y wh i f (@n),

onde

W’ — (. ’ m(x) ol
m—un»l( dofz).

T — Xp )T ()

O sucesso de tais férmulas depende muito da forma como os pontos utilizados em

sua construcao sao escolhidos. Esses pontos sao conhecidos como nés da féormula de
¢

n,i

quadratura e w’ . sao os pesos. Nas formulas de Newton-Cotes, por exemplo, os nos
{zn;}i, sdo igualmente espacados (veja, por exemplo, [9] e [24]).

Ja nas formulas de quadratura gaussianas (veja [4]), os nés sao escolhidos como sendo
os zeros do polindémio de grau n, P,(z), polindmio este associado a uma seqiiéncia de

polinémios ortogonais { Py(z)}%2, com rela¢ao ao produto interno definido por

b
@mz/fmmwwm.

Tais féormulas de quadratura tém grau de precisao 2n — 1, isto é, elas sao exatas se f é
um polinomio de grau no maximo 2n — 1. Apesar do alto grau de precisao, essas férmulas
trazem consigo uma dificuldade que é a de calcular os zeros de P,(x).

Um outro caso bem conhecido, e que é bastante utilizado na aproximacao de integrais
de fungoes com singularidades na origem, sao as férmulas de quadratura cujos nds sao os
zeros do polindémio similar de grau n denotado por B, (t) (veja [23] e [22]). A seqiiéncia
de polinomios {B(t)}52,, que estudaremos no Capitulo 3, satisfaz vérias propriedades
semelhantes as dos polinomios ortogonais { Py (x)}72,.

Neste trabalho, procuramos abordar diversas férmulas de quadratura, analisando
como se comportam, qual o seu grau de precisao e analisando ainda, em varios casos,
propriedades de convergéncia de tais férmulas.

Os principais objetivos deste trabalho sao estudar as féormulas de quadratura asso-

ciadas a uma determinada classe de polindmios quase-ortogonais e analisar, também,
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formulas semelhantes associadas aos polinomios similares. Abordamos, ainda, a con-
vergencia de certas formulas de quadratura interpolatérias definidas no Capitulo 4, férmulas
estas que foram estudadas por Smith e Sloan [20].

Procuramos organizar esta dissertacao de maneira clara e objetiva, de modo a facilitar
estudos futuros dos que pretendem se aprofundar em tais assuntos.

No Capitulo 1, fazemos um rapido estudo sobre conceitos basicos da Analise Matematica
e, também, da Analise Numérica, conceitos estes necessarios a compreensao do trabalho.

No Capitulo 2, damos inicialmente alguns resultados béasicos dos polinomios ortogonais
P, (z). Além disso, fazemos um estudo detalhado de férmulas de quadratura associadas
a polinomios da forma 1, (x, &) = P, 1(§)Py(x) — Py_1(z)P,(§), sendo £ um niimero real
qualquer. Os polinomios 1, foram introduzidos por M.Riez (veja [13],[14] e [15]) no ano
de 1921.

No Capitulo 3, fazemos um estudo analogo ao do capitulo anterior, utilizando agora
os polinémios similares.

Ja no Capitulo 4, passamos ao estudo das féormulas de quadratura interpolatorias
introduzidas por Beard [3] e Young [25], que tém como objetivo aproximar a integral de
um produto de duas fungoes k(z) e f(z), sendo k(z) Lebesgue integravel e f(z) Riemann
integravel.

Por fim, relacionamos, nas Referéncias Bibliograficas, os livros e artigos por nés con-

sultados ou citados.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, daremos algumas defini¢oes e resultados cldssicos da Analise Numérica
tais como o polinomio de interpolacao de Lagrange, polinomios trigonométricos e outros
mais. Faremos um estudo basico sobre Teoria da Medida e integral de Lebesgue, abor-
dando, ainda, a definicao de integral de Riemann-Stieltjes e suas propriedades. Daremos,

também, resultados auxiliares que serao utilizados nos capitulos seguintes.

1.1 Polindmio de Interpolacao de Lagrange

Sejam T, 1, Tp2 ..., Ty, pontos distintos em um intervalo [a,b] C R e f uma funcao

definida em [a, b] com valores reais.

Defini¢ao 1.1.1 Chama-se polinémio de interpolacio de f(x) sobre os pontos distintos
Tn1,Tn2s .- Tnn, 0 polinomio Q(x) que satisfaz

i) Q(x) € Py,

i) Q(Tni) = f(Tni), 1=1,2,... n.

O polinomio de interpolacdo de Lagrange de f(z) sobre os pontos x,1,...,%n, €

definido por

n

sz(x) = Zlnz(x)f(xnz)a

onde




1.2 Integral de Riemann-Stieltjes

sdo os polinomios fundamentais de Lagrange e 7(z) = (t—2p1) ... (t—2p4) é 0 polinémio

dos nos.
Observe que Lf(x,;) = f(r,:), i = 1,...,n . Sendo assim, temos que L{ é o
polinomio de interpolacao de f nos pontos xp1,Zn2,...,Tnn- E bem conhecido que o

polinémio de interpolacio existe e é tinico, isto é, Q(x) = L{(z). Temos, ainda, um outro

resultado cldssico (veja, por exemplo, [11]) que é o seguinte teorema.

Teorema 1.1.1 Seja f : [a,b] — R continua com derivadas continuas até a ordem n

(f € C™[a,b]). Sejam z € [a,b] e Q o polinomio de interpolagio de f sobre os pontos

Tnis---,Tnn. Entao, o erro na interpolagdao é dado por
f(g,
Ry(x) = f() - Q) = T o) g e o)

onde m(x) € o polindmio dos nds.

Do teorema anterior, temos que, se f é um polinomio de grau no maximo n — 1, entao
Li=f.
O polinomio de interpolagao de Lagrange tem grande utilidade na Andlise Numérica,

e, particularmente, na construcao de férmulas de quadratura.

1.2 Integral de Riemann-Stieltjes

Seja 1 uma funcao real, ndo-decrescente, definida em um intervalo [a, b]. Seja ainda,
f uma funcao também definida em [a, b]. Consideremos uma partigao A deste intervalo
da seguinte forma,

a<TH<T<...<Tp<...<T7, <b.

Definimos por C' da particao A, um conjunto de pontos 7, que satisfaz
o1 <7 < T, k=1,...,n.

Dada uma parti¢ao A de [a,b] e um conjunto C' de A, definimos a soma

S(D,C) =Y FElw () — ()],



1.2 Integral de Riemann-Stieltjes

Definimos ainda a norma da particdo A por ||A| = ax [T — Th—1]-
Se existe S tal que, dado qualquer € > 0, existe § = <§(e§ > 0 que para toda particao

A, com |A]| < 0, e para toda escolha de C,
1S(A,C) = 5| <¢

entdo S é chamado de integral de Riemann-Stieltjes (ou simplesmente integral de Stieltjes)

de f com respeito a 1 no intervalo [a, b] e é, geralmente, denotada por

b
| v,
Em outras palavras, se
lim S(A,C)
lAl—0
existe, entao este limite é chamado de integral de Stieltjes de f com respeito a ¢ em [a, b].
Vejamos, agora, alguns exemplos e propriedades da integral de Stieltjes.
1) Se (1) = 7, ou ainda, se ¥ (7) = 7+k para alguma constante k, a integral de Riemann-

Stieltjes é idéntica & integral de Riemann no intervalo [a, b].

2) Se 1) é uma fungao continua e derivavel em [a, b], entao, pelo teorema do valor médio,

Y(1r) = V(Th—1) = (7o) (T — Te-1),
onde 7, € (7x_1,7x). Portanto, se f é continua em [a,b], pela definigdo de integral de

Riemann, temos que

[ 1) = [ sewear

3) Um caso bem interessante é encontrado se ¢ é uma fungao escada com saltos nos pontos

&1,8,...,&,, dada por

0, a <1 <&,

1, §1 <7 <&,

1/1(7’): ™ + o, §o <1 < &3,
-

Zm, & <1 <D,
i=1




2.3 Teoria da Medida

onde 7y, Ty, . .., T, S80 nimeros positivos arbitrarios. Somente os intervalos [7x_1, T%) que
contém um ponto de salto podem contribuir na soma S(A, C). Para | Al < min(& —&k-1)

a soma fica reduzida a
> FE)m,
k=1

onde |&; — &| < ||A]|. Sendo assim, se f é continua em [a, b], temos que f(&) — f(&)

quando [|A]| — 0 e, portanto,

n

/ FOde) =3 f(E)m

k=1

Propriedades como a linearidade da integral de Riemann permanecem validas neste
caso e sao analogas. O conceito de integracao no sentido de Riemann-Stieltjes serd bas-

tante utilizado neste trabalho.

1.3 Teoria da Medida

Nesta secao, abordaremos de forma breve algumas nogoes e conceitos basicos de Teoria
da Medida, tais como conjuntos mensuraveis, funcoes mensuraveis, integral de Lebesgue,
etc. A diferenca marcante entre as integrais de Riemann e de Lebesgue esta na forma de
tomar a partigdo. No caso de Riemann, particionamos o intervalo [a, b] em sub-intervalos
e, no caso de Lebesgue, ampliamos as possibilidades de particionarmos o intervalo [a, b]
utilizando, agora, outros subconjuntos que podem ser medidos, ou seja, conjuntos men-
suraveis.

Para formalizar melhor essas idéias vamos dar algumas defini¢oes e resultados en-
volvidos neste contexto. Os resultados aqui apresentados podem ser encontrados em [2] e
[17].

Definicao 1.3.1 Seja X um conjunto e X uma familia de subconjuntos de X. Dizemos

que X € uma o—dlgebra se
(i) DeX;
(1)) AeX = A°e€ X, onde A® denota o conjunto complementar de A em X;

(iii) A C X, i=12 .. =]A4eX
i=1
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n
Como conseqiiéncias imediatas da definicao acima temos que X € X e U A; e X.
i=1

Exemplo 1.3.1 Um exemplo de o—dlgebra é o conjunto das partes de X, conjunto este

cujos elementos sao todos os subconjuntos possiveis de X.

Exemplo 1.3.2 Outro exemplo é a o—dlgebra de Borel que é gerada por subconjuntos

abertos de R. Geralmente, denotamos esta o—dlgebra por X = 3.

Daremos, agora, a definicao de conjuntos mensuraveis.

Definigao 1.3.2 Seja X # 0 um conjunto qualquer. Seja X uma o—dlgebra de subcon-
guntos de X. O par (X,X) é denominado espa¢o mensurdvel. Além disso, dizemos que

um subconjunto A C X é X—mensurdvel se A € X.

Podemos, também, pensar em fungoes mensuraveis.

Definicao 1.3.3 Uma funcao f: X — R é X—mensurdvel se o conjunto
A, ={re X : f(x) > a}

for X—mensurdvel para todo o € R, ou seja se A, € X para todo o € R.

Associado ao conceito de conjuntos mensuraveis, temos o conceito de medida de um

conjunto, que definimos a seguir.

Defini¢ao 1.3.4 Uma medida p (algumas vezes chamada de medida positiva) é uma

funcdo de X em R*, tal que:
(i) u(0) =0,

e}

(i1) “(U A;) = Zu (A;), se {A;}2, sdo conjuntos disjuntos e pertencentes a X.
i=1 i=1

Exemplo 1.3.3 (Medida de Lebesgue) Se tomarmos X = R e X = (3, a medida de

Lebesgue m de um aberto (a,b) é definida por
m((a,b)) = [b—al.

Obviamente temos que m({a}) = 0 e, como conseqiiéncia disto e do fato de Q ser enu-

merdvel, seque que m(Q) = 0.
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O terno (X, X, ) é chamado um espago-medida.

Definicao 1.3.5 Uma funcao simples € uma funcgao real definida em um conjunto X que

assume apenas um numero finito de valores.

Estamos, agora, em condi¢oes de definir o conceito de integracao de Lebesgue. Para
isso, consideremos uma medida p e uma oc—algebra X. Usaremos, ainda, a defini¢ao de

funcao caracteristica de um conjunto A que é dada por

1, se z€ A,
0, se z¢A.

XA(ZL’) =

Definicao 1.3.6 Sejam s uma funcao simples mensuravel em X da forma
s(2) = 3 i, (),
i=1
onde aq, . ..,q, sao os valores distintos de s, e ) € X. Definimos

/ sdyp = Z%M(Az’ nQ).
@ i=1

A convengdao 0.00 = 0 serd usada nos casos em que ; =0 e u(A; N Q) = oo.

Se f: X — [0,00] é mensurdvel e Q € X, definimos

/Qfdu—sup/ﬂsdu, (1.1)

onde o supremo € tomado entre todas as fungoes simples mensurdveis s tais que 0 < s < f.

A integral definida em (1.1) é chamada integral de Lebesgue de f sobre €2, com relagao
a medida p. Seu valor é um nimero no intervalo [0, 0o].

Note que a definicao dada acima é para fungoes positivas. Se f for uma funcao real,

/Qfdu:/Qﬁdu—/Qf—du,

onde fT =max{f,0} e f~ = —min{f,0} sdao as partes positiva e negativa de f.

definimos sua integral por

Assim como na integral de Riemann, utilizando a defini¢ao acima, varios resultados

como a linearidade da integral, propriedades fortes de convergéncia como, por exemplo, o
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Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, dentre outros, podem ser demonstra-
dos.
Esta definicao amplia, também, a classe de fungoes integraveis. Um exemplo disto é

a fungao de Dirichlet f : [0,1] — R definida por

1, »¢QnJo0,1],
0, zeQn]o,1].

fx) =

Esta funcao nao é Riemann integravel. No entanto, se tomarmos g como sendo a
medida de Lebesgue, esta funcao é integravel e o valor da integral é igual a 1.
Neste trabalho, sempre que usarmos a medida de Lebesgue m, denotaremos a integral

de f sobre um intervalo [a,b] C R da seguinte forma

/ab f(z)dx.

Se nao mencionarmos outra medida, estamos utilizando a medida de Lebesgue m.

Um outro resultado interessante é que se f é Riemann integravel, entao f é Lebesgue
integravel com relagao a medida m e o valor das integrais coincidem.

Definimos o espago de funcoes L,(X) como sendo o conjunto de todas as funcoes

mensuraveis f : X — R tais que

[ <.
X

No espago L,(X), podemos definir uma norma dada por

T { / |f|pdu}”.

Na verdade, tanto os espagos L, quanto a norma dada acima sao definidos para a
classe de equivaléncia de f denotada por [f]. Dizemos que f ~ g se f(z) = g(x) em quase
todo ponto, ou seja, se o conjunto onde f(z) # g(x) tem medida nula. Esta adaptagao
se faz necessdria, pois a propriedade | f||, = 0 ndo implica necessariamente que f(z) =0
para todo x, mas sim que f(z) = 0 em quase todo ponto. Por simplicidade de notagao
faremos a identificacao [f] «» f sempre lembrando que igualdade significa agora igualdade
em quase todo ponto. Como este ndo é o nosso objetivo principal, nos referimos a [17]

para maiores detalhes.

10



1.3 Teoria da Medida

Definicao 1.3.7 Se p e g sao numeros reais tais que

1 1
Sy =1,
p q

entdo dizemos que q e p sao expoentes conjugados, ou ainda, que q € o conjugado de p, e
vice-versa. Quando p — 1, ¢ — o0 e, consequentemente, temos que 1 e oo sdo expoentes

conjugados.

Apresentamos, agora, duas desigualdades importantes da Anélise Funcional que sao

as desigualdades de Holder e de Minkowski.

Teorema 1.3.1 Sejam p e q expoentes conjugados, 1 < p < co. Seja X um espago medida

com relagao a uma medida . Se f e g sao fungoes mensurdveis e tais que f >0 e g > 0,

fome{ ol { e
oo (o« ra

A primeira desigualdade € a desiqualdade de Holder e, a sequnda, de Minkowski.

entao

Para a demonstragao desse resultado veja [17].

Como conseqiiéncia do teorema acima, temos que se f € L,(X) e g € L,(X), entao

1Fally < A1, llall, -

Além disso, se f € L,(X) e g € L,(X), entdo

1+ gll, < I1f1l, + llgll,,-

Um outro resultado classico de Teoria da Medida é que se um conjunto X ¢ tal que

| ran=o.

Vejamos, agora, a definicao de funcao de variacao limitada.

pu(X) =0, entdo

11



1.3 Teoria da Medida

Definicao 1.3.8 Seja f uma funcgdo real. Definimos a sua fun¢ao variagao total Ty por
N
Ty(z) = Supz |f(z;) — flzj-1)] a<z<b,
j=1

onde o supremo € tomado sobre todo N e sobre todas as escolhas de {x;} tais que
a< o<1 <...<ITNy=2.
Dizemos que [ € uma fun¢ao de variagao limitada em [a,b] se

V(f) = lim T (x)

xz—b
existe e € finito. V(f) é a variagdo total de f em [a,b].
Enunciaremos agora um resultado encontrado em [7], que nos dd uma caracterizagao
da existéncia da integral de Stieltjes com relacao a dg no caso em que g é de variacao
limitada.

Teorema 1.3.2 Se g ¢ de variacao limitada, entdo uma condi¢do necessdria e suficiente
para que a integral de Riemann-Stieltjes ffdg exista, € que a Ty-medida dos pontos de

descontinuidade de f seja igual a zero.
No teorema acima, assumimos que a 7j-medida de um conjunto de pontos no eixo x
é a medida do conjunto dos correspondentes pontos Ty (z) no eixo Tj,.

O 1ltimo resultado enunciado nesta se¢ao é o bem conhecido Teorema da Limitacao

Uniforme.

Teorema 1.3.3 Sejam X um espago de Banach, Y um espago vetorial normado e {T,}
uma colecao de transformacoes lineares de X em Y, onde o varia em algum conjunto de

indices A. Entao, ou exite M < oo tal que
ITal < M

para todo a € A, ou

sup || o ()| = oo
a€cA

para todo x pertencente a algun conjunto Gs denso em X, onde Gs denota uma interseccao

enumeravel de abertos em X.

No Teorema da Limitagdo Uniforme a norma [|7,|| é definida por

— ACT
o el

12



1.4 Polinomios Trigonométricos e Desigualdades

1.4 Polinomios Trigonométricos e Desigualdades

Nesta secao, enunciaremos alguns resultados importantes sobre séries trigonométricas,
que serao utilizados principalmente no estudo sobre a convergéncia de certas férmulas de
quadratura que faremos no Capitulo 4.

Inicialmente, faremos um estudo sobre séries de Fourier em termos de senos e cosenos

e desigualdades relacionadas. Consideremos as seguintes séries trigonométricas

1 n
Sn(z) = 500+ ;(ai cosix + b; sen ix)
e
1 & 1
Sn(z) = 500+ (a; cosiz + b;senix) + 5(% cosnx + by, sennzw),
i=1

onde

1 2m 1 2w

a; = — f(t)cositdt e by = — f(t)senitdt, i=1,2,... ,n.
T Jo T Jo

Estas séries sao também chamadas de polinomios trigonométricos. Seja f uma funcao
periédica de periodo 27. Entao, utilizando a definicao de S,,, temos

n 2w

27 27
Sp(z) = L f(t)dt + % Z { f(t) cositdt cosix +
0

2 Jo -

1 27 1 2T N
= —/ f(t)dt + —/ Z f(#){ cositcosixz + senitseniz}dt
2 Jo -

1 27 1 2w N
- %/0 f(t)dt—i—%/o ;f(t) cosi(t — x)dt.

Fazendo, agora, a substituicao u = t —x e usando o fato de f ser periédica de periodo

f(t) senitdt sen zx}
0

27, obtemos

1 2m—x 2r—x M
Sp(r) = — f(u—irx)du—l—/ Zf(u—l—:v) cos iudu

2w ) _ = ,
=1
= — U+ x) = cosiu p du.
T Jo 2 —

13



1.4 Polinomios Trigonométricos e Desigualdades

Dai,

&@%=%Awﬂx+wDAww,

onde

n

1
D,(u) = 5 + Z COS 1.

i=1
Usando algumas relagoes trigonométricas, podemos facilmente verificar que

sen [(n + 3)u]

D, (u) =

2sen (su)

Concluimos, entao, que

2 sen [(n+ 1)u

Sp(x) = %/0 flx +u) 28[(;1 (—guz)) } du. (1.2)
Analogamente,
~ L[ - [ sen nt
Su(x) = ;/0 e+ nDutdt = [ g0 T a (1.3)
onde
D, (u) = D, (u) — 1Cosnu = sen—?u.
2 2tgsu

Agora, substituindo sennt por sen [n(t + x)] cosnx — cos [n(t + z)] sennz em (1.3),

obtemos
& 1 2 t 1 2m "
Su(z) = — fla+1) sen [n(t + xl)] cosna 1 flo+1) cos [n(t + xl)] sennz
T Jo 2tg 5t 7 Jo 2tg Lt
= Gu(z)sennz — hy(x) cosna. (1.4)
onde
- I cos [n(t + x)]
n\T) = —— t)————>dt
gn() 7r/o fa+1) 2tg 5t
e
~ 1 2 "
e T T L G Y
T™Jo 2tg 5t

14



1.4 Polinomios Trigonométricos e Desigualdades

Note que, se considerarmos as fungoes g,(z) = f(z)cosnz e h,(x) = f(x)sennz,

temos as seguintes relacoes

gn(;p) — _l/o ﬂwdt

T 2tg %t
€
- 1 [*" hy(z+t
fin() = __/ (x—jr)dt‘
™ Jo 2tg Et

Neste caso, dizemos que g, e h, sao, respectivamente, as fungoes conjugadas de g, e
P
Se considerarmos o espaco L,|[0, 27], temos um importante resultado encontrado em

[26, vol.1, p.253] que relaciona uma fungao e sua conjugada.

Teorema 1.4.1 (Teorema de M. Riez) Se f € L,[0,27], 1 < p < oo, entdo f €

L,[0,27] ¢ 1 1
[Mswrad <a [(rwrel

sendo A, uma constante que depende somente de p.

Usando o Teorema de M. Riez e as consideracoes feitas acima, podemos demonstrar

o seguinte resultado:

Teorema 1.4.2 Se f € L,[0,27], 1 < p < 0o, entdo
o . 2 :
{/ \Sn(x)\pdx} <, {/ ]f(x)]pdx} :
0 0
sendo C, uma constante que depende somente de p.

Demonstragao: Utilizando a desigualdade de Holder, obtemos

~ 1 1 2m
IS, — Sn] = |=(ancosnx + bysennz)| < —/ |f(x)| dx
2 2m Jo

=] %If(ﬂf)\pdas}; A |f(:v)!”d-’f};- (1.5)

Logo, se conseguirmos mostrar que

{/027r |§n(:v)|pd;v}; < CZ/’,{/OQ?r |f(;p)|pdx};7 (1.6)

15
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1.4 Polinomios Trigonométricos e Desigualdades

o teorema ficard provado, pois usando a desigualdade de Minkowski e (1.5), obtemos

{/027r ’Sn(a:)lpdx}; < {/02W|Sn($) 3 S‘n(m)wd@«}’l’ N {/027r ’Sn(x)’pdx};
([P oraf [

Agora, de (1.4), da desigualdade de Minkowski e do Teorema de M. Riez, temos
27 % 2 %
{/ 1S, ()| daz} = {/ |gnsenna — hy,cosnx|? das}
0 0
2 . or 5
{[ rast s { [T i)
' 27 1 ' 27 1
sl [Caract 4 d [T haopa)
0 0
27 %
c{ [irwra”
0

A demonstracao dada acima, também pode ser encontrada em [26, vol.1, p.266].

IA

IA

IN

IN

Para todo nimero inteiro e positivo ¢ consideremos, agora, uma fungao peso w(x)

2w
que tem saltos de tamanho — nos pontos
c

2%
Go=C+ " k=0,+1,42, ...
C

e que é constante em (&, &x11) sendo & um nimero real arbitrario.

Temos, entao, o seguinte teorema [26, vol.2, p.28|.

Teorema 1.4.3 Seja S(x) um polindmio trigonométrico de grau n — 1. Entao,

{/0% |5<x)|”dwz<n—1>+1}; <A {/OZW S ()P dx}; (1<p<oo), (%)
{/027r \S(g;)|de}; < A, {/027r \S(x)!pdwg(nl)ﬂ}; (1<p<oo), (%%)

onde A € uma constante independente e A, depende somente de p.

16



1.4 Polinomios Trigonométricos e Desigualdades

Como conseqiiéncia do teorema anterior, podemos demonstrar o seguinte resultado:
dadoe>0e N > (14 ¢€)(n— 1), em (*) podemos substituir dws,—1)11 por dwy, sendo
que a constante A ficard dependendo, agora, de € (veja [26, vol.2, p.30]).

Agora, ?e esc)olhermos N=2n—-1)e& =0n1,& = Ona,-., So-1)-1 = Unom-1),

11— 1)

com 0,,; = ———, teremos
n—1

o> 2(n—1)—1 o - 2(n—1)
[ 8@ty = 3 IS@ = sl 0

Logo, do Teorema 1.4.3 com p = 1 e da equagao acima, obtemos

2(n—1)—-1

Y 15@.l < AllSI, - (1.8)

k=0

n—1

A tltima desigualdade obtida também sera utilizada no Capitulo 4.
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Capitulo 2

Polinomios Ortogonais e Formulas

de Quadratura

Neste capitulo, faremos um estudo sobre os polinémios ortogonais e algumas formulas
de quadratura associadas, pré-requisitos essenciais ao entendimento deste trabalho. En-
fatizaremos algumas definigoes e os resultados mais importantes. Os resultados aqui

apresentados podem ser encontrados em Chihara [4], Sri Ranga [22] e Freud [6].

2.1 Polinémios Ortogonais

Neste capitulo e no proximo, trabalharemos com as integrais de Riemann-Stieltjes.

Definicao 2.1.1 Sejam —oo < a < b < 00 e ¢ uma funcao real, limitada, nao-decrescente,

definida em [a,b] e com infinitos pontos de aumento em (a,b). Os valores

b
u,‘f’:/w’”dﬂx), r=20,1,2,...,

sdo chamados de momentos. Se os momentos u?, r =0,1,2,. .., existem, dizemos que d¢

representa uma medida positiva em (a,b). Quando dp(x) = w(z)dz, w(zx) > 0 em (a,b),

mas nao identicamente nula, w € chamada funcdo peso.

18



2.1 Polinomios Ortogonais

Defini¢ao 2.1.2 Dizemos que {P,}22, ¢ uma seqiiéncia de polindmios ortogonais com
relagdo a medida d¢ em (a,b) se

i) P, é de grau exatamente n;

ii) (Po, Py} = / Po(2) Py () do () = { N g m

pn>0, n=m.

Se p, = 1 para n > 0, dizemos que {P,}>°, é uma seqiiéncia de polinomios ortonor-
mais.

Um exemplo classico de polindmios ortogonais sao os polinomios de Jacobi, que de-
notamos por P\*” (x). Estes polindmios sdo ortogonais no intervalo [—1, 1] com relagao
a medida

do(x) = (1 — 2)*(1 + z)Pdx, com a>—-lef>—1.

Através da féormula de Rodrigues, eles podem ser dados por

(_1)n —a 5 A" a+n +n
= S (=) (4 2) P [(1=2)* (L +2)"7], n>0.

Enunciaremos, agora, um teorema encontrado em [4, p.8] e que é uma conseqiiéncia

natural da Definicao 2.1.2.

Teorema 2.1.1 Seja {P,}°, uma seqiiéncia de polinomios e d¢ uma medida em (a,b).
Entado, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(a) {P.}52, € uma seqiiéncia de polindmios ortogonais com relagao a medida de.

(b) (P,,m) =0, se m(x) € P,_;.

0, m<n
(¢) (2™, P,) = B
#0, m=n.

Um resultado bem conhecido, e que decorre das propriedades de ortogonalidade
e da Algebra Linear, é que podemos escrever qualquer polinémio 7(z) de grau n como

combinacao linear dos polinémios ortogonais Py(x), Py(z), ..., P,(x) da seguinte maneira:

n

m(x) = o Pi(x), (2.1)

k=0

onde

b
Cr = s k:(),l,...,n. (22)



2.1 Polinomios Ortogonais

Uma outra propriedade interessante e 1til dos polinomios ortogonais é que eles satis-

fazem a uma relacao de recorréncia de trés termos.

Teorema 2.1.2 Seja {P,}>2, uma seqiiéncia de polinomios ortogonais em (a,b) relati-

vamente a medida dg. Se P,(x) = "1, ', entdo

Pn+1(x) = (7n+1x - 6n+1)Pn(x) - O‘n+1pnfl(m)7 n > 07

com Pf1(37) =0, Po(ﬂf) =1 e ant1, But1, Tnr1 € R, onde

Ap+1,n+1 <$PTL?PTL>
n = — 07 n = In+tl 78 1\ Z 07
n Pn;Pn
ey = TS ) o, n>1.

n <Pn—17 Pn—1>

No caso em que {P,}°, ¢ uma seqiiéncia de polinomios ortogonais monicos (coefi-
ciente do termo de maior grau igual a 1) teremos 7,11 = 1 na férmula de recorréncia e,
conseqiientemente,

(P, Pr) (P, Pr)

Aol i1 = s,
<Pna Pn> ¢ <Pn,1,Pn,1>

ﬁn-{—l =

Temos o seguinte resultado sobre os zeros de P,(z) (veja, por exemplo, [4]).

Teorema 2.1.3 Seja {P,}>°, uma seqiiéncia de polindmios ortogonais no intervalo (a,b)
relativamente a uma medida d¢. Entdo, os zeros de P,(x), n > 1, sdo reais, distintos e
pertencem ao intervalo (a,b). Além disso, entre dois zeros consecutivos de P, (x), existe
um unico zero de P,_1(x), n > 2.

Defini¢ao 2.1.3 Dada a seqiiéncia de polindmios ortogonais monicos { P, }2 , definimos

0s polinomios associados a P, por

_ 1 [P Bu(t) — Pu(x)
Qn(z) = %/a ngb(t), n>1.

Note que os polinomios associados sao polinomios monicos de grau n — 1. Como

conseqiiéncia da definicao acima, temos também o seguinte teorema:

Teorema 2.1.4 Seja {P,}>°, uma seqiiéncia de polindmios ortogonais monicos. Os poli-
nomios associados monicos @), satisfazem a mesma relacdo de recorréncia dos polinomios
P, com condi¢des iniciais Qo(z) =0 e Q1(z) = 1.
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2.2 Foérmulas de Quadratura do Tipo Gauss

Veremos, agora, um resultado sobre polinomios ortonormais e que utilizaremos em

praticamente todo o restante do trabalho.

Teorema 2.1.5 Para toda medida positiva do existe uma seqiiéncia { P, }22, de polinomios

ortonormais cujos coeficientes dos termos de maior grau sao positivos, ou seja,
n

P.(z) = Z AT, COM ppy > 0, 1> 0.

i=0

Para a demonstracao desse resultado veja Freud [6]. A demonstragao é construtiva e
de facil compreensao.

Este é um resultado importante, pois nos garante a existéncia de uma seqiiéncia
ortonormal, e ainda mais, com coeficiente do termo de maior grau positivo, o que torna
mais simples a analise de muitos resultados.

Vale ressaltar, também que, se {P,}5°, é ortonormal, entao, em (2.1),

ck—/ 7(x) Py (z)do(x).

2.2 Férmulas de Quadratura do Tipo Gauss

Regras de quadratura da forma

[ ra)dota) = 3" Wosf@na) + Eal)

sao bastante utilizadas para aproximar integrais. As férmulas de quadratura de méximo
grau de precisao, para as quais E,(f) = 0 sempre que f(z) € Py, 1, sdo também conheci-
das por regras de quadratura gaussianas e usam, para a sua construcao, os polinémios
ortogonais (ver, por exemplo, Krylov [9]).

Nas regras de quadratura gaussianas, &, sao os zeros do polinémio P,(x) e os pesos

W, sao dados por

_ /[ Py (x) a
Wn,k - /a (SL’ — .Z'mk)PT/L(iL'n’k) d(b(l’), k= 1, o, N

Nessa dissertagao, consideramos que os zeros de P,(x) estdo ordenados de modo que

xn,n S xn,nfl S .o S xn,l-

21



2.2 Formulas de Quadratura do Tipo Gauss

Definimos as fungoes de Christoffel, A\, (y), associadas a medida d¢ por

Mly) = / Lz do(z), =1,

onde [, (z,y) é o polinémio

P(z)
N O [
E facil notar que Ay (2 ) = Wik, n > 1. Os polinémios l,,(z, x, ) sdo os polindomios
fundamentais de Lagrange nos zeros de P,(z).
Nosso interesse ¢é estudar formulas de quadratura do Tipo Gauss e suas conseqiiéncias.
Com este intuito, consideramos, a partir daqui, {P,}2, uma seqiiéncia de polinémios

ortonormais nas condi¢oes do Teorema 2.1.5 e definimos a seguinte expressao

Un(2,€) = Pra(§) Pu() — Po(§) Poa(2),

sendo £ é um nimero real arbitrério. Se P,_1(§) # 0, ¥, é um polinémio de grau n com
relagdo a x. Por outro lado, se P,_1(§) = 0, 1, é um polinomio de grau n — 1.
Denotaremos o grau de 1, por n(§).

Assim,

n, se  P,_1(§) #0,
n—1, se  P,1(§) =0.

Usando o Teorema 2.1.1, podemos facilmente ver que

/ (@), €)dd(x) = 0 (2.3)

sempre que 7(x) € P, _».

Temos, agora, o seguinte resultado para os zeros desses polinomios.

Teorema 2.2.1 Os zeros de 1V, (x,§), visto como polinémio em x, sdo reais, simples e

pelo menos n — 1 deles estao em (a,b).

Demonstracao: Se P, 1(§) = 0 ou P,(&) = 0, entao ¢, (z,£) é um multiplo de um

polinomio ortogonal e o resultado segue da Teorema 2.1.3.
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2.2 Formulas de Quadratura do Tipo Gauss

Suponha, agora, que P,_1(£)P,(£) # 0, ou seja, n(§) = n. Como, pelo Teorema 2.1.3,
sinal (P,_1(1,4)) = (—1)"
segue que

sinal (Vn(Tnk, &) = —sinal (P,(€)) sinal (Py—1(xnk)) = (—1)ksinal (P.(8)) .

Sendo assim, 1, (z,&) terd um numero impar de zeros em cada um dos intervalos
(Tnms Trn-1)s (Tnn—1s Tnn—2)s - - - (Tn2, Tn1) contados com suas multiplicidades. Assim,
existe pelo menos um zero de v,, em cada um desses intervalos. Resta, entao, somente
um zero simples 1 que deve ser real, pois, caso contrario, seu conjugado também seria um
zero e 1, teria n + 1 zeros, um absurdo.

Da proépria definigao de v, segue que 1 # x,,;. Agora, note que 7 & [Ty, Tn1], POis
nao ¢ possivel a existéncia de 3 ou mais zeros em cada um dos subintervalos (x,, ;, T i—1)

ja& que o numero total de zeros nao ultrapassa n. |

Vamos denotar os n(§) zeros de ¢y, (x, &) por &i(€), &2(8), - ., &ne)(§). Observe que §
também é um zero de ¥, (z,§), ou seja, & = (&) para algum i € {1,2,...,n}.

Um resultado interessante é que, se escolhermos como um novo parametro um outro
zero de 1, (x,€), o novo polindomio gerado possui os mesmos zeros. Podemos formalizar

esse resultado através do seguinte teorema:

Teorema 2.2.2 Para os polindmios ¥, (x,§) definidos acima, temos

wn(x7€> :Cl(g)wn(x>€z(£))a i = 1727"'7”(5)7

onde
) _ Pnfl(f) se
Cl(S) - Pnfl(fz(i))’ Pn—l(f) 7é 07
. o PO _
‘O Ry ¢ B0

Demonstracao: Suponha P, 1(£) # 0. Como &;(£) é um zero de v, temos

Bua(§) Pa(&i(8)) — Pu(§) Pra(&:(8)) = 0,
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2.2 Formulas de Quadratura do Tipo Gauss

ou seja,

)
§)

P(§) _ Pul&ile
Poa(€)  Paoa(&(
Portanto,

Ba(§)

P(e(6)
(6 b

G
P<4=q@%@mm.

%m@=:ﬂ49hm> ()

P
_ nlfz )|:
nlgz )

Consideremos, agora, P,_1(£) = 0. Logo,

P, myﬂhﬁﬂ&m—

nlgz )

Un(,€) = = P(§) Pra ()

e, portanto, &(§) também é um zero de P,_1(x), pois é zero de ¢, (x,£). Sendo assim,

usando o mesmo raciocionio e a equagao acima, teremos

g
djn(x’gz(g)) = Pn<§z(§))Pn—l<> Pn(fz(g)) Pn(f)
R,
= 5 Un(z, &)

u
Podemos, agora, pensar no polinémio fundamental de Lagrange (que depende de &)

sobre os zeros de 1, (z, &), que podemos escrever da forma

Un(,§)
TG0, 9@ - &(©)

Nesse caso, temos que, para qualquer polinémio 7 de grau n(§) — 1,

m(x) =Y w(&()n(x,&(8))

| mla)dota) = 3 (@) (©),

onde

Mamzf&mmmmm-
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2.2 Formulas de Quadratura do Tipo Gauss

Uma conseqiiéncia imediata do Teorema 2.2.2 é que

Un(2, &§(E))
Un(&i(€), &(€))(x — &(€))

e, em particular,

P (&i(6), &i(6))(x = &(8))

Podemos, entao, definir as funcoes de Christoffel para este caso como sendo

(. &(€)) =

b
Snly) = / iz, y) do(x), (2.4)
onde

(Y, y)(fc —y)

Estudemos, agora, férmulas de quadratura cujos nds sao os zeros de v,,. Seja 7w(x) um

In(2,y) =

polinémio de grau no maximo n + n(§) — 2. Entdo, podemos escrever este polinomio da

seguinte forma
(1) = Qn-2(2)n(x,§) + Rue)-1(x)
e, assim,

m(&(E)) = Rue)-1(&i(§))-

Agora, usando (2.3), temos

/ Qunl@)n(x, €) () =

ou seja,

b b n
[ r@ o) = [ Ruea(a) o) = 3R (6€) R 1(6(6)

= Zj\n(&(f))ﬁ(fi(g))

Entéo, concluimos que a férmula de quadratura acima tem precisao n + n(§) — 2, ou

seja,

/f ) ZA (G S(&(6) + Rul), (2.5)



2.2 Formulas de Quadratura do Tipo Gauss

onde R, (f) =0se f € Ppine)-2

A férmula de quadratura (2.5) é chamada do Tipo Gauss e considera, em sua con-
strugao, uma combinacao linear de polinomios ortogonais de graus n e n — 1. Essa com-
binacao linear é um polinomio que pertence a uma seqiiéncia de polindmios que chamamos
de quase-ortogonais (veja, por exemplo, [4]).

Observe que, se escolhermos

B bl (0)) :
fle) = ) &l >>]

[%(&(5),&( )@ =&

entdo f € P, ¢)—2 €, por (2.5), obtemos

/ab L @) doe ZA () [6©.6©)] =iE©). @6

Na tultima igualdade de (2.6) usamos uma propriedade bem conhecida dos polinomios

fundamentais de Lagrange, que é a seguinte

- 0, se 1 # 7,
L(65(6), £(6)) = 7 (2.7

1, se 1 =].

Pela equacao (2.6), teremos, entao,

h(69) = [ [ie660))] dota) o (28)

Através da equacao acima, concluimos que os pesos nas féormulas de quadratura do
tipo Gauss sao todos positivos.

Podemos estender esse resultado para as funcoes de Christoffel definidas em (2.4).
Veja que, se tomarmos um numero y € R, podemos gerar o polinomio v, (x,y) tendo y
como parametro.

O polinémio 9, (z,y) dard origem aos zeros & (y), &(v), - -, &nw) (y) € sabemos que
y =&(y) para algum i € {1,2,...,n(y)}. Assim, por (2.8),

ou seja, \,(y) > 0 para todo y € R.
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2.3 Propriedades das Férmulas de Quadratura do Tipo Gauss

2.3 Propriedades das Férmulas de Quadratura do

Tipo Gauss

Diante das férmulas de quadratura do Tipo Gauss, podemos obter alguns resultados
e relagoes interessantes envolvendo os polinémios ortogonais e a fungao ;\n(y)

Levando em consideragao (2.7), temos que para k < n — 1,

n(y)

b
| P@iiey) dote =3 MEOAEOLED D = MR, 09
Por outro lado, de (2.1) e (2.2), podemos escrever l,(z,y) da seguinte maneira:

L (z y) = iakPk(x)

onde

ak:/ Pk(x)in(:z:,y)dqb(x).

Note que se n(y) = n — 1, teremos a,_; = 0 no somatério acima.

Agora, usando (2.9), temos

ey = S ARG = 5) S Pl Pil)
= M(y)Kn(z,y), (2.10)
Kulw,y) = 3 Puly) Pula)
Assim,
T _ 1 7 x _ 1 Pn(x)Pnfl(Zﬁ _Pn(y)Pnfle)
e An(y) lnl9) M) (y, ) (z —y)

n—1

Comparando-se os coeficientes de x em ambos os lados da equacao anterior, de-

duzimos que

P a(y)an—1n-1 = {Xn(y)w;(y, y)}ilpnfl(y)an,m
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2.3 Propriedades das Formulas de Quadratura do Tipo Gauss

onde a, p € ap_1,—1 Sa0 0s coeficientes dos termos de maior grau de P, e P,_, respecti-

vamente. Logo,

D)l (y, )yt = Tt t

Qn,n

e, portanto,

an—1m-1 Po(2)Po1(y) — Po(y) Pr1 ()
Qnn (23 - y) .

Ko(w,y) = S Pely)Pula) = (2.11)

A equagdo (2.11) é conhecida como Férmula de Christoffel-Darboux e tem um
papel importante na teoria de polindmios ortogonais, principalmente no tratamento de
expansoes de funcoes em termos desses polinomios. Podemos também notar a relagao de
simetria K, (z,y) = K,(y,x).

Fazendo x = y em (2.10), temos, ainda,

;\n (y)

ou seja,

SR = (ulw)} .

Como K, (x,y) tem grau n(y) — 1 em z, obtemos a igualdade

n(y) n(y)
la(y,

& (y))ln (@, & (y))
K k T,Qk) — =
= 2 Kalr: 6linlen) = D T T

usando o polinomio de mterpolagao de Lagrange sobre os zeros &;(y), a simetria de K, (z,y)

e a equagao (2.10).

Finalmente, fazendo x = y na equacao acima,

{1n( y&;y)}'
§k(y))

Observe que, se y é um zero de P,(x), entdo 1, (z,y) é um miltiplo de P,(x), seus

(2.12)

wMA

zeros satisfazem & (y) = 1, ...,&(Y) = Tpnpn € a equacdo (2.12) torna-se
(Y, T,
Z{ y, @ ’“ . (2.13)
xn k
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2.3 Propriedades das Formulas de Quadratura do Tipo Gauss

Na verdade, existe uma forte conexao entre os zeros de P, () e as fungdes de Christoffel

associadas A, (z). As desigualdades de Markov-Stieltjes sao exemplos disso (veja [6]).

Sao elas:
S Alng) < / "ao(2) <3 Ann)
k=i+1 a k=i
e
S (1t 2 )Aa(@ar) < / T do) < ST £ Zos) M@0,
k=i+1 a k=i

comi € {1,2,...,n—1}.
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Capitulo 3

Polinomios Similares e Formulas de

Quadratura

Faremos, agora, um estudo sobre os polinomios similares semelhante ao que foi feito no
capitulo anterior para os polinémios ortogonais. Os polinomios similares foram estudados
por Sri Ranga [22] com o objetivo de solucionar o problema forte de momento de Ham-
burger. Tais polinomios satisfazem varias propriedades semelhantes as dos polinomios
ortogonais. Neste capitulo, também estudaremos como se comportam as férmulas de

quadratura associadas e forneceremos alguns resultados importantes.

3.1 Polinomios Similares

Nessa secao, daremos resultados basicos sobre os polindmios similares sem nos preo-
cuparmos em demonstra-los. Contudo, as demonstragoes podem ser encontradas nos
trabalhos de Andrade [1], de Jones et al. [8] e de Sri Ranga [23].

Seja 1(t) uma funcao real, limitada, ndo-decrescente e com infinitos pontos de au-

mento em (a,b), com —oo < a < b < o0.

Definicao 3.1.1 Se os momentos definidos por

b
um:/ t"di(t), m=0,%£1,+2,...

existirem, dizemos que di(t) é uma medida forte em (a,b) e, se di(t) = w(t)dt, w é
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3.1 Polinomios Similares

chamada fun¢do peso forte. Se, além disso, (a,b) C (0,00), di(t) recebe o nome de
medida forte de Stieltjes.
Notagao: SS(a,b).

Definicao 3.1.2 Seja di(t) uma medida SS(a,b). Dizemos que { B, (1)}, € uma seqiiéncia

de polinomios similares aos ortogonais se

i) Bn(t) € de grau exatamente n, n € N.

0, s=0,1,...,n—1,
pn >0, s=n.

i) / £ B (1)du () = {

Na defini¢do acima, e no restante desse trabalho, consideramos os polinomios B,,(t)

n
monicos, ou seja, se B, (t) = E b, it', entdo by, = 1.
i=0
Da mesma forma com que definimos os polinomios associados aos ortogonais, podemos

definir também os associados aos similares.

Defini¢ao 3.1.3 Os polinomios A,(t), associados aos polinomios similares By(t), sdo

definidos por

An(t):/ Bu(2) = Ball) .

z—1
Note que os polinomios associados definidos acima também tém grau n — 1 como no
caso dos associados aos ortogonais.

Vejamos, agora, algumas propriedades dos polinomios similares e associados.

Teorema 3.1.1 Os polinémios B, (t) e A, (t) satisfazem as sequintes relagoes de recorréncia

de trés termos para n > 1,

Bii1(t) = (t = But1) Bu(t) — an1tBua (1), (3.1)
Ania(t) = (t = Bor1) An(t) — a1t A1 (1), (3.2)
com
Ao(t) =0, Ai(t) =po, Bo(t)=1, Bi(t)=t—p,
e
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3.2 Férmulas de Quadratura do Tipo Gauss associadas aos Polinomios Similares

H(—” 1)
Observagao 3.1.1 No teorema acima n, = (—1)" %, onde H™ € o determinante
Hn_n
dado por
fm  Hmsl - Hmgnet
HT(lm) . Hm+1 Hm+2 - Hm4n
Hm4n—1 HMHm4n -+ Hm42n-2

Observe que, como p, > 0, temos «, > 0, e, da observacao acima, também
obtemos 3, > 0.

Pode-se mostrar, ainda, que os zeros de B,,(t) sao reais, distintos e pertencem ao
intervalo (a, b). Além disso, como no caso dos polinémios ortogonais, temos que entre dois

zeros consecutivos do polinémio B, _1(t) existe um zero de B, (t).

3.2 Foérmulas de Quadratura do Tipo Gauss Associa-

das aos Polinomios Similares
E bem conhecido que regras de quadratura da forma
/ £t) du() ankf (ta) + Bu(f),

onde di(t) é uma medida forte de Stieltjes em (a,b) e ¢, sdo os zeros do polinémio

similar B, (t) ¢ exata se t" f(t) ¢ um polinémio de grau no maximo 2n — 1, ou seja,

/f () ZWnkf i)

se t"f(t) € Py,_1, onde 0s pesos ka sao dados por

— i "+ B, (t)
W, = —F 3 (¢ k=1.....n.
k B;l(tmk) /av t — tmk w( ) ) ) ,TL

Vamos, agora, investigar como é a formula de quadratura associada a funcao definida

por
G(t, ) = By1(u)By(t) — By()Bos (1) (3.3)
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3.2 Férmulas de Quadratura do Tipo Gauss associadas aos Polinomios Similares

paran > 1ewu € R.
Observe que se B,,_1(u) # 0, G,,(t,u) é um polinomio de grau n em t. Caso contrario,

G, (t,u) serd um polinémio de grau n — 1. Portanto, denotaremos o grau de G,,(t, u) por

n, se  By_i1(u) #0,
n—1, se  By_1(u)=0.
Podemos facilmente notar que u é um zero de Gy, (t, u), pois G, (u,u) = 0.
Da Definigao 3.1.2 ii), obtemos
b
/ t= DTG (L u) dy(t) =0, 0<s<n-—2. (3.4)

Das equagoes (3.3) e (3.1), encontramos

Gn(t,u) = {(t—Pn)Bn-1(t) — antBy_a(t)} Bn—_1(u)
—{(u = Bn)Bp—1(u) — anuBy—o(u)} Bp1(t)

= (t —u)Bp-1(t)Bn_1(u) + apluBn—2(u)Bp_1(t) — t By_2(t) Bp—1(u)],
ou seja,

Gu(t,u) = (& —u)Buo1(t)Bp1(u) + an[uBp—2(w){(t — Bn-1)Bn-2(t)
—01tBy 3(t)} — tBna(t){(u — Br1)Bn2(u) — an_1uB,_3(t)}]
= (t — u)Bn_l(t)Bn_l(u) + (t — u)anﬁn_an_g(t)Bn_g(u)

+ a0ty 1tu[By—o(t) By—3(u) — By—o(u)B,—3(t)].
Logo,

Gn(t,u) = (t—u)B,_1(t)Bn_1(u) + (t — u)an,Bn_1Bn_2(t) By_o(u)

+an 0 1tuG,_o(t,u), n > 3.

Assim, para n > 3,

Gn(t,u)

t—u

Gn_g(t, u)

t—u

= Bn_1<t>Bn_1(U) + Oénﬁn_an_Q(t)Bn_g(u) -+ OénOén_ltU (35)
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3.2 Férmulas de Quadratura do Tipo Gauss associadas aos Polinomios Similares

Se n =1, temos

G1(t,u) _ Bl(t)Bo(u) — B1(U)Bo(t>

P — =1. (3.6)
Agora, se n = 2,
Gg(t,u) _ Bg(t)Bl(U) — Bg(u)Bl(fJ)
t—u t—u
_ (t — u)B1(t)B1(u) + asluBy(u) By (t) — tBy(t) By (u)]
t—u
- BBl _ g ) 5y(1) + 00 Bot) Bofu). (37)

Portanto, se fizermos u — ¢ nas equagoes (3.5),(3.6) e (3.7), obtemos o teorema a

seguir.
Teorema 3.2.1 Paran > 3, a sequinte relacao € valida
Gl (t,t) = B2 [(t) + anBu 1 B2 5(t) + anay, 1t°G,_,(t,1),

com G (t, 1) =1 e Gh(t,t) = B(t) + aa B3(t).

Como conseqiiéncia direta do teorema acima temos G (t,t) > 0 para todo ¢t € R.
Podemos obter, ainda, um resultado para os zeros de G, (t,u) andlogo ao obtido para

a fungao ¢, (z,€) definida no Capitulo 2.

Teorema 3.2.2 Os zeros do polinomio G, (t,u) sao reais, simples e pelo menos n — 1

deles estao em (a,b).

A demonstracao desse resultado é analoga a demonstracao do Teorema 2.2.1.

Um detalhe importante é que, como estamos considerando di(t) uma medida forte
de Stieltjes em (a,b), entdo temos necessariamente (a,b) C (0,00). Este fato serd de
grande importancia na andlise do comportamento dos pesos das férmulas de quadratura
associadas a esses polinomios.

Sejam g (u), ug () ..., Up)(u) 0s zeros de Gy (t, u). Temos que u;(u) = u, para algum
i€{1,2,...,n(u)}.

Aqui, se escolhermos um dos zeros de G, (¢, u) como novo parametro, os zeros deste

novo polindomio serao os mesmos. Esta propriedade, que é valida para as fungoes 1, (z, )
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3.2 Férmulas de Quadratura do Tipo Gauss associadas aos Polinomios Similares

relacionada aos polinomios ortogonais, permanece valida no caso dos similares e pode ser

formalizada através do seguinte teorema.

Teorema 3.2.3 Para as fungoes G, (t,u) definidas acima temos

Gn(t,u) = bj(u)Gp(t, u;(u)), i=1,2,...,n(u),

onde
bi(u) = %, se Bn_1(u) #0,
bi(u) = %, se B,_1(u) = 0.

A demonstracao deste resultado também é analoga ao caso dos polinomios ortogonais.

Vamos construir, agora, férmulas de quadratura associadas aos zeros de G, (t,u). Para
isso, seja F(t) =t" 1 f(t) € Ppinu)-2

Sabemos que o polindomio de interpolagao de Lagrange de F'(t) sobre os zeros u;(u) é

dado por

= Gn(t, ) wi(w)" 7 f(ui(u u

Note que, como F(t) € Py, ()2, entdo F™(¢) serd um polinémio de grau no maximo
n—2.
Multiplicando ambos os lados da equacdo (3.8) por t~~1) obtemos

n(u)

-DE (.
Y T ) )

ey FM(&)
ol

+t Gn(t,u). (3.9)

Agora, pela relacao (3.4), temos que

/ (= o FE) (ft) G(t,u) dip(t) = 0

Portanto, integrando ambos os lados em (3.9), obtemos

[ e = 3 At )" ),



3.2 Férmulas de Quadratura do Tipo Gauss associadas aos Polinomios Similares

onde

3 o ’ —n+1 Gn( ) )
() = [ G (), u)(t — ) )

(3.10)

e Gultuw)
- [ RO ORN ) W0

U),Ui

Note que, na iltima igualdade em (3.10), usamos o Teorema 3.2.3, que nos permite
substituir u por u;(u). Como conclus@o dos resultados acima, podemos enunciar o seguinte

teorema.

Teorema 3.2.4 Set" ' f(t) € P, pu)—2 entdo Rn(f) = 0 na formula de quadratura dada
por

/ f(t) dip(t) ZA (i) (g ()" f (i) + Ra(f), (3.11)

onde A, (ui(u)) sio dados por (3.10) e u;(u) sio os zeros de Gy (t, u).

Facamos, agora, uma analise do sinal dos pesos A, (u;(u)).

Gn ta 7 2
Se escolhermos F'(t) = ((—UW)»> , temos que F' € Py -2 €, pelo Teorema
3.2.4

t—u;i(u

t— u;(u)

b n(u) (u 2
[rermann = Saom(GEER)

e, como (a, b) C (0, 00),

0< / R (%) dib(t) = A (s (1)) [G- (1 (1), g () ]2

Da equaciio acima, temos que A, (u;(u)) > 0 para i € {1,2,...n(u)}.

Como conseqiiéncia deste resultado e de (3.10), a funcao

N b —(n— Gn(tay)
_ (n—1)
Mn(y) /a ! Gy, y)(t —y) W) (3.12)
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3.2 Férmulas de Quadratura do Tipo Gauss associadas aos Polinomios Similares

serd positiva para todo y € R.
De fato, para cada y € R podemos construir G, (t, y) onde um de seus zeros é u;(y) = y.
Dali,
An(y) = Aa(ui(y) > 0.

b
. Gnl(t,
Consideremos, agora, para cada s € N, a fungao A, s(u) = /a t=° G, 1(4) (:f)_ " diy(t),
que podemos escrever como
b oy— - - b
: 175 —u™® Gu(t,u) (T Gn(t,u)
)\ns = dy(t di(t).
() /a t—u G (u,u) w()—i_G;(u,u)/a t—u ()
Mas,
5 — =S B — s s—1
- = 7%y = 5y 8 " s—l—r‘
t—u " ( t—u ) " TZ; “
Logo, usando a equacao (3.4), obtemos
- b
. (T Gn(t,u)
A = diy(t =0,1,...,n—1. 1
N,S(u) G;.L(U,U) /a t —u ¢( )7 S 07 ) 7” (3 3)

-1
Note que, para o caso onde s = 0, estamos usando a convencao E 'y = 0.

r=0
Assim, da defini¢ao de A, s(u), de (3.12) e de (3.13), obtemos a relacao

Como, de (3.13),

segue que
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3.3 Algumas Propriedades Interessantes

3.3 Algumas Propriedades Interessantes

Vejamos, agora, algumas propriedades que podem ser obtidas a partir da féormula de

quadratura construida na segao anterior. Consideremos o polinomio de grau n(u) — 1

- Gn(t,u)
L,(t,u) = .
AR
Usando como base o conjunto {By(t),t ' By (t),...,t- ™Y B,_,(t)}, podemos escrever
n—1
I (Eu) = art T By(t). (3.14)
k=0

Para k <n — 1, como Bk(t)in(t, 1) € Prin(u)—2, temos

b
/ FOD Bt u) d(t) =S A(u) Be(u)

= Ao (w)By(u). (3.15)

Mas, por outro lado, usando (3.14),

b . n—1 b )
/ =B )l (tu) dp(t) = Y a; / By(t)t™"Bi(t) di(t)

a

b k
= a; / Bk(t) dw(t) = Ho2 ... k41 Z Q. (3.16)
i a i=0

Nas igualdades acima, usamos as relagoes de ortogonalidade de B, (t) e, também, um
fato bem conhecido, obtido da relagdo de recorréncia de trés termos de B,(t), que ¢é a

igualdade
b
Pk = / By (t) di(t) = poas . . . gy, k> 0.

Portanto, de (3.15) e (3.16),

~

k
ai:M, k=0,1,...,n—1.
=0 Pk
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3.3 Algumas Propriedades Interessantes

Temos, entao, que

N ) - S = (@) Be@) M) Bio(w)
a(w) = D ailu) = D eilw) = =5 e

_ M) [By(u) — a1 Br—1(u)].
Pk

Agora,

Gra(1.0) = Brea(w)Bi(0) = B OBi(u) = B1(0) | Broa) = St Bulw

= By(0) [Brt1(u) + Br1Br(u)] -
Usando a relacao de recorréncia de By, obtemos

Gk+l (U, 0) = Bk(O)’LL [Bk(u) — akHBk_l(u)] .

Entao,

~

s (u> _ )\n(u)Gk+1 (U, O)
upBi(0)

Note que esta expressao também ¢é valida para k = 0. Logo,

k=1,....,n—1.

Tendo os termos a; dados explicitamente, podemos escrever

A ) n—1 kB
D] (4 1) = An(w) Z Gk+1f:;;%):(0) k(t)

k=0

ou, equivalentemente,

) 2 G (w, O) DR B,
b(t) = () 3 1L L(;?Bk o Bi(®) (3.17)

k=0

Sejam, entao,
R R R T
poBo(0)u 7 piBi(0)u 7 pu_1Ba1(0)u

b(t) = [tV Bo(t), "I By(t),..., 1B ()] .
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3.3 Algumas Propriedades Interessantes

Logo,
Lo(t,u) = b(w)T b(t).

Usando a equacgao acima, podemos concluir que

b(ui(u))” bu;(u)) =0, se i#j
blui(u))” b(u;(uv)) =1, se i=].

Em outras palavras, os vetores {b(u;(u))}"™% e {b(u;(u))}"" sdo biortogonais.

Se definirmos a funcao

n—1
2 Gk;—i—l (u, O)t(nfl)kak (t)
K,(t,u) = , 3.18
teremos
Lo(t,u) = A (u) K (t, ).
Entao,
. 1 .
Roltn) = —— Qi (tu) = — Cnlb0) (3.19)
An(w) A ()G (1, ) (¢ — )

Comparando o termo constante de K, (¢,u) nas equacdes (3.18) e (3.19), vemos facil-

mente que
An(W)G! (1, 1) = pp_y.
Voltando, agora, a equagao (3.19), teremos

5 1
Rl u) = —— Snlh )

B Pn—1 (t_u) '

Dai, podemos concluir, também, que K,(t,u) é uma funcao simétrica, isto §é,

K.(t,u) = K,(u,t). Esse resultado decorre fundamentalmente da simetria da funcao
Gn(t,u)
t—u

Note, ainda, que




3.3 Algumas Propriedades Interessantes

Como o polinomio de interpolacao de Lagrange de Kn(t, €) coincide com ele mesmo,

temos

K, (t,§) = an(t,ui(u))[?n(ui(u),f)

_ Zn(t,uz(u))lﬁ(f’uz(u))

i=1 An(ui(w)) .
Note que, na equacao acima, £ é tomado como um numero real qualquer, podendo
inclusive ser diferente de w.
Finalmente, fazendo ¢ = £ na equacao anterior,
I ) {6 uw) )

= = K,(,§) = <
An(€) &4 z; An(ui(u))

Observe que no segundo capitulo dessa dissertacao, haviamos mostrado resultados

semelhantes para o caso em que as fungoes ¥, (z, £) sdo combinagoes lineares dos polinomios

ortogonais.
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Capitulo 4

Convergéncia de Certas Formulas de

Quadratura

Nos Capitulos 2 e 3, tratamos de varias propriedades das formulas de quadratura as-
sociadas aos polinomios ortogonais e similares. Neste capitulo, veremos como se comporta
a convergéncia de certas formulas de quadratura de acordo com as respectivas escolhas
dos nés em cada caso. Excelentes resultados podem ser obtidos se os nds forem escol-
hidos de maneira adequada (veja, por exemplo, [5], [18] e [19]). Trataremos também de

propriedades assintéticas dos pesos e de casos onde nao € possivel garantir a convergéncia.

4.1 Foérmulas de Quadratura Interpolatérias Produto

Consideremos férmulas de quadratura para aproximar integrais da forma
1
10.) = [ b)) de,
onde k(z) é Lebesgue integravel e f(z) é Riemann integravel e preferencialmente suave.
Assumiremos, também, que k(z) e f(x) sdo fungoes reais. Note que como k(x) é Lebesgue
integravel a integral acima representa a integral no sentido de Lebesgue.
Férmulas de quadratura desse tipo foram introduzidas por Beard [3] e Young [25] e

sao da forma
Lk, £) = wni(k) f(wn0),
i=1
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4.2 Resultados sobre Convergéncia

onde {xy, 1, Tpn2, ..., Tny} ¢ um conjunto de pontos distintos no intervalo [—1, 1] e os pesos
wy,i(k) s@o determinados de modo que a férmula seja exata para f € P,_; e sdo dados

por

Wi (k) = / () k(z) dz. (4.1)

(@) (T — T)

Em (4.1), 7m(x) é um polinémio cujos zeros sao os nés z, ;. Nao héd perda de generali-
dade em considerarmos o intervalo [—1, 1], pois os resultados obtidos podem ser aplicados
a qualquer intervalo [a,b] através de uma transformagao linear adequada. Além disso,
sempre que nos referirmos a fungdes continuas, estamos nos referindo ao espago C[—1, 1]
das fungoes continuas com relacao a bem conhecida norma do maximo. Quando for
necessario, usaremos espacos de fungoes continuas com relacao a outras normas. Porém,
em cada caso, usaremos a notacao adequada para nao haver confusao.

Desejamos saber em que casos esta féormula de quadratura converge para o verdadeiro
valor da integral, ou seja, quando

1

tim 3 w0 () = [ K@) @) do (4.2

1

Outro caso interessante ¢ a “propriedade companheira”,
1

tin > s (B £on) = [ b)) d (4.3

1

que também abordaremos em nosso estudo.

4.2 Resultados sobre Convergéncia

Nesta secao, apresentaremos um estudo mais detalhado sobre os resultados de Sloan
e Smith [20]. Os dois primeiros teoremas mostram a propriedade de convergéncia (4.2) e
a propriedade companheira (4.3). Os dois diferem somente pela escolha dos pontos z, ;.

Antes de enunciarmos o primeiro teorema, faremos algumas consideragoes.

Consideremos uma sequéncia de polinémios ortogonais { P, }7°_, com relagdo a uma

funcao peso w e sejam x,;, i = 1,...,n os zeros de P,(z). Seja, ainda, a fungao K(z)
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4.2 Resultados sobre Convergéncia

definida por

Da definicao de K e da série de Fourier para o polinomio de interpolacao de Lagrange

L, temos que

Lk, f) = / k(z)L (2) dz = / B) 1)) da

1 — w(z)
= con | K(z)P(z)w(x)de,
S | K

onde

o = L L@ Poute) 0(=0,... n
" fjlpé(x)Pe(JC)w(x) dr’ RREE

Agora, como LI (z)Py(z) € Py,_1, aplicando a férmula de quadratura gaussiana, obte-

110S

/_ LL (@) Pu(@)w(@) dz = 3 Ay L () Peln),

1 st

onde A, ; sao os pesos da férmula de quadratura gaussiana. Assim, nao haverd confusao
com 0s pesos Wy, ;(k).

Agora, se hy = / Py(x)Py(x)w(x)dx e ap = / K(z)Py(x)w(z) dz, temos que
-1

n

Ik, f) = Z Cconcuehy = Z Z Ang [ (@) Pe(@n,5) 0

=0 (=0 j=1
n n
= Z)\n,jf(xn,j)zaﬁpf(xn] Z)\ng ZQZPZ xn] xnyj)'
j=1 £=0 j=1

Logo, se f € P,,_1,

anﬂ f(@n;) /_1k(:v)f(ac)d Z)\HJZ@@P@ T i) f(2n,;).

Escolhendo, entao, f € P, tal que f(z,,) =1,se j =1, e f(z,;) =0, se j # 1,

temos que
wm(k‘) = )\n,isf_1($n,i)7 1= 1, o, n. (44)
onde SK | é a (n — 1)—ésima soma parcial da série de Fourier da fungao K.
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Teorema 4.2.1 Seja P, o n-ésimo polinomio da sequéncia de polinomios ortogonais
{Pn}5°_y no intervalo [—1,1] com relagio a uma func¢io peso w. Sejam, também,

Tni,Tn2,s- .-, Ty, 08 2zeros de P, e k satisfazendo

/ E@E 4 < o (4.5)

w(z)

Entao, as igualdades (4.2) e (4.3) sdo vdlidas para toda funcao f limitada e Riemann

integrdvel.

Demonstragao: Seja k € L;. Consideremos a seguinte expressao

> i) = [ @)@ da

Somando-se e subtraindo-se Z!wm WS (@) / k()| f(x)d ) na expressao

=1
acima e usando a desigualdade triangular, obtemos

S i (K) ) — /|k ) (@

=1

Z | |wn,i (K — Jwni(K)| 1 (0.0)]
+/1 | k()] = k(@) [ f (x)| d
n ~ ) )
’ ; [wni ()L (i) = /1 k()| f (x) da

(4.6)

k()

Como mostramos em (4.4), se K(z) = (@)
wm(k:) = /\n,iST[Lil(xn,i)- (47)

Se os polinomios P, sao tais que

| P @uts) s = bty

1

onde d;; ¢ o delta de Kronecker, podemos escrever

n

Sff—l(‘r) = Z bJKPJ(x)a

j=1
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K _ 1 !
b = h—j/_lK(x)Pj(x)w(:c) da.

Agora, seja X' um polinémio de grau m. Defina k por k(z) = K (z)w(z). Da prépria

com

definicao de Sf_l(as) e como { Py, Py, ..., P,} é uma base para P,,, segue que, para n > m,

Usando o mesmo raciocinio anterior, para m = n temos

SK (z) = K(z) — b5 P,(z).

Portanto, aplicando (4.7) para k e K obtemos

Wy,i(k) = A\ K (x,;), para n>m.
Agora, como w,; ¢ linear em k, temos
[ i(B)] = |wns(R)| < Jwni(k) = wis(k)| = |wpi(k = k).

Além disso, como f é limitada, temos que |f| < M(f) e, portanto, (4.6) pode ser

reescrita como

n 1
> lunW)l (o) - / k(@) (@) do

1 ~
< M(f) [ (K@) - k(@) da

1
() f(n) — / @)l (@) da

(4.8)

Para n > m, a desigualdade acima se torna

Z|wnz )f( $nz / |k(z)|f(z) dz

< M(f / R (2) - K(2)|w(z) do
Z)\nz’SK K xn,z)‘

1
nil K ()| (2n.0) /1 K (2)] f (2)w(w) dx
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Usando, agora, a bem conhecida desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos
1
2

/ R(o) - K@lude < | | () dxf [ R(a) = K(o)Pua) de|

1

ou, ainda,

/_11 |K(2) — K(2)|w(z) do < c(w) HK x

, (4.10)

2,w

onde c(w) = H1H2,w e

ol = [ o Putoy ]

Agora, como SX7K(z) é um polinémio de grau n — 1, temos que a férmula de

quadratura gaussiana sera exata e, portanto,

ZAMSKK:CM,” < zn:( oni ] [ <\/AMSKKQ;M))2]2

Li=1

_ iAn] [Z AnaSEE( xm)Q] 2
Li=1

_ | / e >d:c]§ [ (55 @) v dx]é
= cw|[sI5F,

Da bem conhecida desigualdade de Bessel (veja [17]), obtemos

Z)\nz SK K xn,z)’ S C<w)

SK—R‘

w) HK—[{HM. (4.11)

2w

Note que, em (4.6), limitamos os dois primeiros termos por M (f) HK K

através das desigualdades (4.10) e (4.11).

2,w

Assim, como ||K]||,, < oo por hipétese e, além disso o conjunto dos polinémios é
denso no espago das fun¢des mensuraveis g tais que ||g|l,, < oo, dado € > 0 sempre

< €.

2w

podemos obter K tal que HK ~- K

Resta-nos mostrar, agora, que o tltimo termo em (4.6) pode ser feito arbitrariamente

pequeno para n suficientemente grande e K um polinomio fixo.
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Podemos notar que o ultimo termo em (4.6) é simplesmente o erro na férmula de
quadratura gaussiana aplicada a integral / |K ()| f(x)w(z) de.

Agora, é bem conhecido (veja [21], Teo_rlema 15.2.3) que se uma funcao for limitada
e Riemann-Stieltjes integravel com relagdo a medida w(z)dzx, entdao o erro na férmula de
quadratura gaussiana converge para zero quando n — 0o. Precisamos mostrar, entao, que
|K(x)|f(z) é limitada e Riemann-Stieltjes integravel.

Obviamente |K (z)|f(z) é limitada, pois f é limitada por hipétese e K é uma funcio
continua (polinomio) definida no compacto [—1, 1].

Como, por hipétese, f é Riemann integravel temos que o conjunto dos pontos de

descontinuidade de f, que denotamos por D(f), tem medida nula. Mas, w € Li;(—1,1) e,

entao

/ w(z)dr = 0.
D(f)

Da equacio acima e do Teorema 1.3.2, temos que f e, portanto, | K (z)| f(x) é Riemann-
Stieltjes integravel com relacao a medida w(z)dx.

Com isso, provamos (4.3). A prova de (4.2) é andloga. ]

Note que o teorema acima nos fornece uma relacao entre a escolha dos pontos que sao
zeros de polindmios ortogonais e as respectivas fungoes k(z) para as quais podemos garan-
tir as propriedades de convergéncia nao somente para func¢oes continuas, mas também para
toda funcao limitada e Riemann integréavel.

O préximo teorema nos mostra outras escolhas e também estabelece condicoes para
a fungao k(z) a fim de garantir convergéncia.

Facamos, antes, um estudo de como se comportam os pesos w;,; se escolhermos os

pontos x,; tals que
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4.2 Resultados sobre Convergéncia

Usaremos a bem conhecida relagao de ortogonalidade

n—1" _
i1y, _6_1 ; n—1dy .
jgo cos {(n—l)‘m} cos {(n—l)‘m} =T a iwl=1,...,n, (4.12)

comaoy,; =1lsel<i<neaa, = Q= %7 sendo d;, o delta de Kronecker.

Pela relagao acima, podemos concluir que

n Mn—1" .
Li(z) = 2 Z Z oS (Z — 1j7r) cos jx f(xn;), (4.13)

n—14 , n—1
i=1 75=0

"
onde E significa que o primeiro e o ultimo termo da soma sao divididos por 2.

De fato, se fizermos

n Mn—1" .
2 -1
p(x) = ' Z cos (; 1j7r) cos jx f (),

n—1 , —
i=1 j=0
de (4.12) temos claramente que
p(l’n,z) :f('rn,é), (= 1,...,71,,
ou seja,
p(ne) = LL(ny) (=1,2,....n.

Logo, como L!(x) e p(z) sdo ambos polindomios de grau n — 1, segue que

Li(x) = p(z).

Assim, como I,,(k, f) = / k(x)L! () dz, temos, por (4.13), que

-1

In<k7 f) = an,z(k)f(mn,z>7

onde
9 n—1" . 1
1=
wyi(k) = - 10%72’; @; COS (jn — 17r) (4.14)
e

1
aj:/ k(x) Tj(x)dx, 1<i<n, 0<j<n-—1. (4.15)
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Os polinémios T, (z) sao definidos por T,,(z) = cos(ncos™ z), -1 < z < 1, e sao
ortogonais no intervalo [—1,1] com relagio & funcdo peso w(z) = (1 — 22)~2. Esses sio

os polinémios de Chebyshev de primeira espécie.

Teorema 4.2.2 Parai=1,...,n, sejam x,,, dados por

Tpi = COS K%; 1) w} : (4.16)
T = COS K:L__ll) W] : (4.17)

Lpi = COS K;;:i) w} . (4.18)

Além disso, seja k satisfazendo

ou

/_ |k(x)|P dx < oo (4.19)

1

para algum p > 1. Entao, (4.2) e (4.3) sao vdlidas para toda funcgdo f limitada e Riemann-

integravel.

Demonstragao: A demonstracao para cada um dos conjuntos de pontos é andloga.
Faremos aqui o caso (4.17), sendo que as modificagoes técnicas necessarias para se fazer
os outros casos podem ser encontradas em [19].

Se k satisfaz (4.19) para algum p > 1, podemos definir uma fun¢ao K periddica de

periodo 27 e par, da seguinte forma:
™
K(0) = k(cos(9))[sen(6)],
cujos coeficientes da série de Fourier em termos de cosenos sao dados por

1 27
a; = ;/o K(0) cos(j0) db, Jj>0.
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Temos claramente que || K[|, < oo, pois

I, = :/02ﬂ|K(0)|pde];: [/O%!k(COS(G))!plsen(e)\Pde};

| " fcos(6))ent®) ) %

IN

=

P

= _/Oﬂ |k(cos(0))|P|sen(8)|do +/ ’ ]k(cos(@))|p]sen(9)|d91

- L
= 2/ |k(m)|pdx] < 00.
L J-1

Utilizando, entdo, as equagoes (4.14) e (4.15), obtemos

2 ni .
wna(k) = —M 8K (0,), i=12,...,n, (4.20)
n—1
onde
1 — 1
Oénle./nn:—,OZm‘:l, enz: ! T, i:2a"-7n7
2 n—1
e

55—1(9) = % +ajcosf + ...+ a”271 cos(n — 1)6.

Agora, seja K um polinémio trigonométrico de grau m definido em termos de cosenos,

e seja k € Ly(—1,1) definida por

(cos™ ).

=
8
~—
I
SR
~—~
—_
|
8
N
|
N[
=

Logo,

K(0) = §k(cos 0)|send|.

Portanto, para n > m+ 2, usando um raciocinio analogo ao da demonstracao anterior

temos

Da igualdade (4.20), obtemos

1 2 ni 1 .
wy,i(k) = a K,), i=1,2,....n, n>m+2.
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Fazendo a substituicio z = cos 6 e usando o fato de |K(#) — K ()| ser par e periédica

de periodo 27, temos

/\k: x)|dex = / |k(cos ) — k(cos 0)|send df = = /|K K(0)|do

™

=2 / 1 (6) — K(0)|do. (4.21)

Temos, também, que

Z\wm (k- ) —Z 20 | K 6,

Agora, como cos ) = cos(2m — 0), temos Sf_‘lf((@n’i) = 55_11%(9”727171‘) e, portanto,

n 2n—2
7 2 n,i
>~ lwni(k = B)] —Z TSI (0 = —— 7 2 1S5 (4.22)
i=1 i=1
Para n > m + 2, temos ainda que
1 ~
lem Wend) = [ k@) ds
-1
1 2n—2
= 1 Z S, 1( 0.)| f(cosb,;) / |k(cos 0)| f (cos 0)send df
n_
=1
1 2n—2 o
= nz |f(C088m) _/ |K(0)|f(COSQ) d@ .
0

(4.23)

Usando a desigualdade (4.8) juntamente com as equagoes (4.21),(4.22) e (4.23), obtemos

n 1 1 o ]
> luns )l flons) = [ @ISt <2107 /O 2(0) - K(8)|d6
2n—2 SK K
+‘ni1 Z K (0n,3)f (co5 0n,3) - %/O "R (0)]f(cos6) o).

(4.24)

Agora, aplicando a desigualdade de Holder, temos

/OQWIf((@)—K(e)meg Uo%de]; Uo%m(e)—fc(e)wder :AHK_K
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4.2 Resultados sobre Convergéncia

onde A depende somente de p (pois ¢ depende de p.)
Para majorarmos o segundo termo de (4.24), usaremos a desigualdade (1.8) que nos

diz que se S é um polinomio trigonométrico de grau menor que n, entao

2n—2

1
=] > 150l < AL|ISIl < Az |15l
i=1

onde A; e Ay sao constantes independentes de S e n. Note que a segunda desigualdade é
uma conseqiiéncia natural da desigualdade de Holder.

Portanto, aplicando (1.8) e o Teorema 1.4.2, obtemos

2n—2

1 -
> ISE ()] < Ay
=1

n—1

K-K
Sn—l

§A3HK—K
P

p

Conseguimos, assim, majorar os dois primeiros termos em (4.24) por multiplos de

i

, que podem ser feitos arbitrariamente pequenos através da escolha adequada
do polin();lio trigonométrico K.
Agora,2o ultimo termo em (4.24) é exatamente o erro da regra do trapézio para a
integral / ' %|f((9)|f(cos 0) df e, portanto, converge para zero quando n — oo, pois f é
Riemann (i]ntegrével.

Portanto, (4.3) esta demonstrado. A demonstragao de (4.2) é andloga. ]

Denotemos o erro nas férmulas de quadratura produto por E,(k, f) = I (k, f) —
I,,(k, f). Usaremos, no teorema seguinte, F, 1(f) para denotar o erro da melhor apro-

ximagao uniforme de f por um polinomio de grau menor ou igual a n — 1, ou seja,

O proximo teorema a ser abordado em nosso estudo, nos fornece um limitante para
o erro e pode ser aplicado a qualquer formula de quadratura produto independentemente

de como os pontos {x,;} forem escolhidos.

Teorema 4.2.3 Sejam {x,1,...,Tnn} um conjunto de pontos, k € Ly e f € C[—1,1].

Entao, o erro na formula de quadratura produto satisfaz

[En (ks )] < (Z [wn,i(k)] + / k()] dx) . (f).
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Demonstracao: Como a férmula de quadratura produto I,(k, f) é exata se f é um

polinomio de grau menor que n, segue que

E.(k, f) = I(k, f) — I(k,p) + L(k,p) — L(k, f) = I(k, f —p) — L(k, f — p),

onde p € P,_;. Entao,

“En(kaf)l = |/_1k($)(f( d:U—anl 337“ _p(mnﬂ'))

IN

[ @115 - o Idx+Z|wm o) — s

1
< [ w@iir ol dx+§j|wn,i<k>| 17 =l

_ (;mm |+/ e |d:c> T

Como a desigualdade acima vale para qualquer polinomio de grau menor que n, o
resultado segue tomando-se p a melhor aproximagao para f, que sabemos sempre existir

(veja, por exemplo, [16]). ]

Corolario 4.2.1 Sejam {xp1,..., T} um conjunto de pontos e k € Ly tal que (4.2) é
valida para toda fungao continua f. Entao,

B, (k, £)| < c(k)En-1(f),

onde c(k) € um nimero positivo independente de n e f.

Demonstracao: Se (4.2) ¢ vélida para toda fungao continua, entdo um resultado de

Pélya nos garante a existéncia do supremo dado por

) = sup (Z i) + [ k(@) dx) .

Portanto,

Ea(k, f) < (len,z(k)l +/_1 !k(l’)ldw) Ena(f) < e(k)Ena(f).
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Corolario 4.2.2 Sejam os pontos x,,; escolhidos como nos Teoremas 4.2.1 e 4.2.2. Entao,
5 1
B < (2 Ih@)lde s e, ) i)
-1

onde €, — 0 quando n — oc.

Demonstracao: Tome

D NCIEY WEETE

Pelo Teorema 4.2.3,

Btk )] < (Z ana] + [ |k:<x>rd:c> Buaf) = (2 ol ) Eua(1)

1

1

Como lim Z |wWai ()| f(zn:) = / |k(x)| f(x)dz, se escolhermos f(z) = 1, temos que

-1
en—>0quand0n—>oo |

Daremos, agora, algumas defini¢bes basicas necessédrias a compreensao de resultados

posteriores.

Definicao 4.2.1 Seja p uma fungao mensurdvel e nao negativa que se anula somente em
um conjunto de medida nula. L((Jp) € definido para 1 < q < oo como sendo o espaco das

funcoes mensurdveis g tais que

lglly” = llgnll, < oo

Definigao 4.2.2 Seja L, : C[-1,1] — L((Ip) um operador linear que leva f em LI. Defi-

nIMos sua norma por

(p)
1L | = sup —HLZLqu
ey 1l

1 1
Observe que LI(J’) C Ly, pois se g € L;(;”), entao pela desigualdade de Hélder, temos

g
lgll, = H—p

) Iplly < oo

p

<[;

1
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Lema 4.2.1 Seja {zp1,...,Znn} um conjunto de pontos dados e 1 < p < co um nimero
fizo. Seja, também, p € L, uma funcao nao negativa que se anula em, no mdzrimo, um

congunto de medida nula. Entao,

2 iz |wni(K)|
sup S0 — (|1,
kerl? Kl

Demonstragao: Temos que

|Z 1wm xnz |f xnz
||f|| <Z' T <Z'w’“

Agora, claramente podemos obter fy € C[—1,1] tal que

fo(zni) = || foll o, sinal (w,;(k)) para i=1,2,...,n.

Assim,
|Z?:1 wn,i(k)fo(xn,i” _ Z?:1 |wnz fO -rnz Z |w
[ foll o 1 foll o

e, portanto,

Ly k@)Ll (a)s S0y W) )l 5

=1 TN, n,t
sup = sup =Y |w,i(k)|.
feC[-1.1] HfHoo feCc[-1,1] Hf“oo ZZ:;

Dai, segue que

1
Yy () 1 2 k@)L ()
sup l——l’ = sup - sup ||f”
keLW Il&||p keL(,,) . prC[—l,l] ~
‘ Y k(w dx)
= sup sup
fec-11] ||f|| k
ke oll,
\f S @)p(a)de
= sup sup
fect-11] HfH I k
keL) P
p
1
L e@ @i
= sup sup
reci-11) 1fllw ceL, 1G1,
1EL|
= sup 9 _ HLnHZog' -

reci-111 I1flls
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O préximo teorema também nos fornece, além da garantia de convergéncia da férmula
produto em determinados casos, um limitante para o erro. Este teorema, além de nos dar
uma boa caracterizagao de convergéncia, também serd de grande utilidade na demonstra-
¢ao do resultado seguinte.

Teorema 4.2.4 Seja {T,1,...,Tnn} dado, e seja 1 < p < oo um nimero fivo. Além

disso, seja p € Ly uma fungao mensurdvel nao negativa que se anula no mdxrimo em um

conjunto de medida nula.
1
(i) Se f € C[-1,1] e k € LY C Ly, entdo

- (L)
E.(k, f)] < <||k||p 1L, + ||/<f||1) En1(f).

1
(i) 1, (k, f) converge para I(k, f), para toda funcao continua f e toda fun¢ao k € L,(J”)
se, e somente se, sup HLnHig)’q < 0.

Demonstragao:

(i) Usando o lema anterior, temos que

> it [Wni(K)]
5
1l

<IL® ke Ly

00,q ?

ou ainda,

- () )
> fwni(R) < Mkl 1 Lall2, VE € L7
=1

Da desigualdade acima e do Teorema 4.2.3, obtemos
En(k, Nl < (D lwnalk)] + /1 k()] dz | Ena(f)
i=1 -

()
< (nknp ||Ln||§;%q+||k||1) Eur ().
(i)

1
(<) Suponha f € C[-1,1], k € Lp") C L; e sup ||Ln||<(£)7q < o0.
Logo, de (i) e do Teorema de Weierstrass, temos que I,(k, f) — I(k, f) quando

n — 00, pois

() .
1tk ) = 1000 = (1 L2, + 61, ) in 17 = .
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(=) Suponhamos, agora, que I,(k, f) — I(k, f), Vf e C[-1,1] eVk € L;(,;). Para

1
uma fungao k € L;p : fixa, temos uma seqiiéncia {I,(k,.)} de funcionais lineares limitados

e definidos em C[—1, 1] por

L(k )] () = / k() L (2)de,

1

com norma dada por

' k(o)L (2)dx n
‘f—l (z)La () ‘:Zmnvi(k)" n> 1. (4.25)

[ 1n(K,.)|| = sup
feC[-1,1] ||f||oo i=1

Assim, do Teorema da Limitagao Uniforme, segue que existe M (k) < oo tal que
[ Ln(k, )| < M(k), n=>1 (4.26)

1
Note que este fato acontece para toda funcao k € L,(f ). Usando novamente o lema

anterior e, também, (4.25), temos

(k..
Wnlbs Iy, (427
p

kerl? Nkl

sup

Considere, agora, a aplicacao linear limitada ¢, que associa a cada funcao k de L;()%) 0
funcional linear I,,(k,.) do espago dos funcionais lineares limitados em C[—1,1].
Por (4.27), segue que
bl = I1Zall 2,

Usando o Teorema da Limitacao Uniforme para a seqiiéncia ¢, e a equacao (4.26),

temos que existe M < oo tal que ||¢,|| < M, ou seja, ||Ln||f£)7q < M Vn. Portanto,
sup || L[|, < 0.
n

Observacao 4.2.1 Segue, do Teorema da Limitagao Uniforme e de argumentos usuais,

que a propriedade sup HLnHC()Z)q < 00 wvale se, e somente se,
n

lim ||(Z), = e, =0

n—oo

para toda funcgdao continua f (veja [20]).
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4.2 Resultados sobre Convergéncia

O 1ltimo resultado que abordaremos neste trabalho nos traz uma caracterizacao de
convergencia das féormulas de quadratura produto quando tomamos, como conjunto de
pontos, os zeros dos polindmios de Jacobi. Este resultado nos fornece, ainda, um contra-
exemplo para a convergéncia da féormula quando p = 1.

Porém, antes, fagamos algumas consideragoes sobre um resultado de Nevai [10], que
nos fornece algumas majoragoes necessarias a demonstracao do préximo teorema.

Se w@A(z) = (1 — 2)*(1 + z)°, com «a,3 > —1, escrevemos w(zx) ~ w®d(x) se o
quociente w(x)/w®P)(x) estiver entre duas constantes positivas para todo x. Diremos,
também, que w é uma funcdo peso generalizada de Jacobi, e escreveremos w ~ w(®?),

se w(z) ~ w?(z), w/wed € C]-1,1] e o médulo de continuidade w(d) de w/w >

1
/ ®d5<oo,
0

satisfizer a condicao

4]

onde o médulo de continuidade w(d) de uma fungao f é dado por

w(d) = sup |f(z) = f(y)].
le—y|<é
Podemos, agora, enunciar o teorema dado por Nevai.
Teorema 4.2.5 Seja w ~ w*? e v = uw@Y. Suponha que L{ — f quando n — oo em

C?, para toda fungao f € C[—1,1]. Se a > —% e u~! € limitada em uma vizinhanca de

1, entdo necessariamente, p < 4(a +1)/(2a+ 1) e, da mesma forma, se 3> —1 eu™" €

limitada em uma vizinhan¢a de —1, entao p < 4(b+1)/(28+ 1).

Aqui, C? indica o espaco das fungoes continuas f com relacao a norma dada por

Wy = { [ 15000 )

Nao daremos a demonstragao do resultado acima, que pode ser encontrada em [10].

Nosso objetivo, agora, é demonstrar o teorema seguinte.

Teorema 4.2.6 Sejam o, 3 > —1 dados e x,1,%n2,...,Tp, 05 zeros dos polinomios de
Jacobi P,

(i) Se a e b sao nimeros nao negativos dados, tais que I,(k, f) converge para I(k, f)

para todo k satisfazendo
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4.2 Resultados sobre Convergéncia

/1 k() (1 —2)"(1+2)""|" do < oo, (4.28)

1
para algum p > 1 e toda funcao continua f, entdo

20 + 1

,O} e b > max [2ﬁ+1,0].

aZmaX[

(i1) Existem f € C|—1,1] e k € Ly satisfazendo

/1 R(x)(1 — )50 (1 4 )~ ma45 )

1

dr < 00, (4.29)

tal que I,(k, f) ndao converge para I(k, f).

Demonstragao: (i) Escolhamos um ndmero arbitréario 1 < py < oo. Pelas hipdteses
do teorema, temos que I,(k, f) converge para I(k,f) para toda fungdo continua f e
toda funcao k satisfazendo (4.28) com p = pg. Assim, pelo Teorema 4.2.4, temos que

sup ||Ln||(o’;)qo < 00, onde
n

1 1
—+—=1 e p() = (1—2)%1+a)
do  Po

Da Observacao 4.2.1, concluimos, entao, que

lim [|(LE - £)p*?]],, =0,

n—00 q0
para toda fungao continua em C[—1,1].
Usando, agora, o teorema anterior para v(z) = (1 — 2)%%(1 + 2)%° segue que se

a > —%, entao

4q0a+1

=550

ou, ainda,

4 Po

(4.30)

a

Como (4.30) acontece para py > 1 arbitrario, passando ao limite quando py — 1,

podemos concluir que
200 + 1
> .
="

60



4.2 Resultados sobre Convergéncia

Por outro lado, a > 0 por hipétese e, portanto, para todo o > —%, temos

20+ 1
a > max [ ,0(.
A f . 1 ~ . .ﬁ .
gora, facilmente vemos que, se —1 < a < —5, & equagao acima se verifica pois, neste
caso, teremos

=0.

2 1
max[ ot ,0]

Analogamente,

2 1
meaX[ 52_ ,0}.

(ii) Suponhamos que I,(k, f) — I(k, f) para toda funcao f € C[—1,1] e para toda
funcao k satisfazendo (4.29). Entao, do Teorema 4.2.4(ii) e da Observacao 4.2.1, segue
que

lim ||(L] — f)p'*?|| =0, VfeC[-1,1]

n—oo

2

(1 4 ayl20]

2a+1
oc4+ 70

onde p(x) = (1 — a:)max[

Assim, para toda fungao continua f e para todo z € (—1,1), obtemos

lim Lf(x) = f(z).

n—oo

No entanto, o ultimo resultado é falso, pois é conhecido ([21], Teorema 14.4) que,
para o caso da interpolacao sobre os zeros dos polinomios de Jacobi, para cada ponto
zo € (=1,1), existe f € C[—1,1] tal que a seqiiéncia {L{°(xq)} é ilimitada. Assim,

obtemos uma contradigao e (ii) estd demonstrado.
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Consideracoes Finais

Neste trabalho, fizemos um estudo detalhado sobre férmulas de quadratura envolvendo
zeros dos polinémios quase-ortogonais, estudo este baseado em Freud [6]. Fundamentados
neste estudo, trabalhamos com o intuito de encontrar propriedades semelhantes para o
caso dos polinomios similares.

Muitas dessas propriedades foram obtidas analogamente. Entretanto, na demons-
tracao de alguns resultados, pudemos notar claramente algumas mudancas necessarias e
dificuldades que surgiram essencialmente devido a diferenca entre as relacoes de ortogo-
nalidade em ambos os casos. Levando em consideracao este fato, fizeram-se necessarias
algumas mudancas na definicao dos pesos para a féormula de quadratura no caso dos
polinomios similares. Independentemente disto, mostramos, no Capitulo 3 que todas as
propriedades validas para o caso das férmulas de quadratura do tipo Gauss associadas aos
polinomios ortogonais permanecem validas quando trabalhamos no caso dos similares.

Realizamos, ainda, um estudo baseado em Sloan e Smith [20] sobre as férmulas de
quadratura interpolatorias produto, que vém sendo bastante estudadas e tém intrinseca
relacao com a Teoria da Medida e integral de Lebesgue. Neste estudo, percebemos que
a garantia de convergéncia da férmula estd intimamente ligada a escolha dos pontos e
a condigoes impostas as funcoes k£ e f. Para certas escolhas de pontos, tais como nos
Teoremas 4.2.1, 4.2.2 e 4.2.3, garantimos a validade da propriedade (4.3). Esta pro-
priedade nos garante que os pesos wy ;(k) sdo assintoticamente positivos se k(x) > 0 para

x € [a,b] € [—1,1] pois, escolhendo f = x[ap (funcdo caracteristica), obtemos, através de
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(4.2) e (4.3), a igualdade
lim Wyi(k)| = lim Whi(k).
lim ZH (k)] = lim ZH (k)

Vimos, também, um teorema que garante que, se escolhermos como conjunto de pontos
os zeros do polinomio ortogonal P,, a férmula de quadratura interpolatéria produto ira
convergir desde que haja uma relacdo entre as funcoes k e w (fungao peso associada a
P,). Diante disto, e das semelhangas encontradas nos Capitulos 2 e 3, surge uma questao
natural: se escolhermos como conjunto de pontos os zeros de B,,, como ird se comportar
a convergéncia da formula de quadratura associada? Quais sao as condi¢oes para que tal

fato aconteca? Esta é, sem duivida alguma, uma boa motivagao para estudos futuros.
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