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Resumo

Nesta tese abordamos dois problemas. O primeiro trata-se do problema de condicao
de contorno para hierarquias integraveis. Através do método de dressing, que foi utili-
zado com éexito para construir solucoes do tipo séliton com condicao de contorno nula,
propomos uma abordagem geral para resolver o problema com condi¢cao de contorno nao
nula, onde o vacuo possui uma configuracao de campos nao trivial. Aplicamos entao
este método, para as hierarquias mKdV e AKNS com condicao de contorno constante.
Introduzimos operadores de vértice que incorporam a condi¢ao de contorno do problema,
generalizando os operadores de vértice utilizados anteriormente. Quando o vacuo tende
a zero, recuperamos os resultados conhecidos com condi¢ao de contorno nula. Solugoes
interessantes como dark sélitons, table-top solitons, kinks, breathers e wobbles sao obti-
das para todas as equacoes da hierarquia mKdV. Introduzimos também, uma deformacao
integravel da hierarquia mKdV que contém a equagao de Gardner. Solucoes com condigao
de contorno nula desta hierarquia estao relacionadas com solugoes de vacuo nao trivial
da hierarquia mKdV.

O segundo problema consiste numa generalizacao da construcao Lie algébrica da
equacao curvatura nula. A construcao usual foi motivada pela estrutura dos modelos de
Toda afim e é capaz de gerar as hierarquias mKdV /sinh-Gordon e AKNS/Lund-Regge.
Propomos uma generalizacao que contém, além destas, outras hierarquias integraveis como
as hierarquias de Wadati-Konno-Ichikawa (WKI) e Kaup-Newell (KN). Estas hierarquias
contém modelos interessantes e alguns deles nao foram suficientemente estudados, especi-
almente os de fluxo negativo. Mostramos que equagcoes importantes, como a equagao que
descreve pulsos curtos em meios nao lineares recentemente proposta por Schafer-Wayne e
o modelo bosonico de Thirring, surgem naturalmente desta construcao. Além disso, esta
construcao abrange uma classe maior de modelos numa classificacao algébrica sistematica.
Mostramos que estas hierarquias estao relacionadas entre si através de transformacoes de

gauge.

Palavras Chaves: dlgebras de Kac-Moody; dressing; equagoes diferenciais; dinamica
nao linear; problemas de valor de contorno;

Areas do conhecimento: fisica matemadtica; sistemas integraveis; teoria de campos;
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Abstract

In this thesis we approach two distinct problems. The first one deals with boundary
value problems for integrable hierarchies. Through the dressing method, which was succes-
sfully employed in the construction of vanishing boundary soliton solutions, we propose an
algebraic approach to solve the nonvanishing boundary value problem where the vacuum
has a nontrivial field configuration. We apply the proposed method to the mKdV and
AKNS hierarchies with a constant boundary value. We introduce vertex operators that
takes into account the boundary condition, generalizing previous known vertex operators.
When the vacuum tends to zero, we recover previous known results with vanishing boun-
dary condition. Interesting solutions arises like dark solitons, table-top solitons, kinks,
breathers and wobbles for the whole mKdV hierarchy. We also introduce an integrable
deformation of the mKdV hierarchy containing the Gardner equation. Solutions of this
deformed hierarchy are related with nontrivial vacuum solutions of the mKdV hierarchy.

The second problem consists in a generalization of the Lie algebraic structure of the
zero curvature equation. The usual construction was motivated by affine Toda field the-
ories and can generate the mKdV /sinh-Gordon and AKNS/Lund-Regge hierarchies. We
propose a new construction that contains, besides them, other integrable hierarchies like
the Wadati-Konno-Ichikawa (WKI) and Kaup-Newell (KN). We show that interesting
models like the short-pulse equation recently proposed by Schéafer-Wayne and the boso-
nic Thirring model, arise naturally from this construction. Moreover, this construction
embraces a larger class of models into a systematic algebraic classification. We show that

all these hierarchies are related through gauge transformations.
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Capitulo 1
Introducao

A maioria dos fenomenos fisicos sao descritos por equacoes diferenciais nao lineares. Por
outro lado, o estudo de sistemas nao lineares geralmente é feito de forma perturbativa,
mantendo os termos lineares dominantes, ou através de calculos numéricos. Obviamente
isso é feito porque nao esta disponivel um ferramental matematico suficientemente pode-
roso e a0 mesmo tempo simples, para que estes problemas possam ser abordados de forma

exata.

Contudo, existe uma classe de modelos muito especiais dentro da dinamica nao linear
que sao os sistemas completamente integraveis. Estes sistemas, usualmente em 1+1 di-
mensoes, embora ja temos avancgos consideraveis em sistemas integraveis de 2+1 e alguns
modelos em 3+1 dimensoes, sao descritos por equacgoes diferenciais parciais nao lineares
que podem ser resolvidas exatamente. A teoria de sistemas integraveis em 141 dimensoes
avancou significativamente desde a introducao do método de espalhamento inverso, que é
uma das maiores realizacoes em fisica matematica dos iltimos 40 anos. Isso permitiu que
importantes conexoes com teorias matematicas belissimas fossem reveladas, como algebras
de Kac-Moody, geometria algébrica, algumas conexoes ainda misteriosas com teoria de
numeros, funcoes Theta, o problema de fatorizacao de Riemann-Hilbert, dentre outras.
Esses modelos possuem infinitas quantidades conservadas e suas solugoes sao chamadas
de sélitons, que nao possuem andlogo para equagoes lineares. Apesar de ser uma onda, o

soliton tem comportamento corpuscular de energia localizada e interage elasticamente.

Do ponto de vista matematico, sistemas integraveis sao interessantissimos. Além



disso, eles ocorrem no mundo real em diversas areas da fisica como em Otica nao li-
near, fisica de plasmas, dinamica de fluidos e condensados de Bose-Einstein. Modelos
integraveis também surgem frequentemente em estudos tedricos de teorias de campo con-

forme, mecanica estatistica e teoria de cordas.

Nesta tese, vamos tratar de sistemas integraveis classicos em 141 dimensoes, com
uma formulagao Lie algébrica de dimensao infinita que sao as algebras de Kac-Moody.
Em [1, 2] foi proposto um método sistemético para construir hierarquias integraveis, que
constitui uma classe de modelos nao lineares obtidos através de uma estrutura algébrica
bem definida. Além de propor um método para construir modelos, obtendo o par de
Lax explicitamente, a classificacao algébrica é consequéncia imediata desta construcao.
Através desta estrutura algébrica, em [2, 3, 4, 5] também foi proposto um método de
encontrar solugoes de todas as equacoes diferenciais de uma hierarquia integravel. Este é
o conhecido método de dressing algébrico e é uma forma de resolver o problema de fato-
rizagdo de Riemann-Hilbert [4] assumindo uma decomposicao de Gauss do grupo. Este
método utiliza operadores de vértice [6] para obter solugoes to tipo séliton, que determina
sistematicamente a forma da solucao, a relacao de dispersao das ondas e a interacao entre
solugoes multi-solitonicas. Estes trabalhos constituiram um grande avanco na area de
sistemas integraveis devido a sua sistematizacao e generalidade. Outros métodos, como o
método direto de Hirota, onde é necessario um bom ansatz para que funcione adequada-
mente, e mesmo o espalhamento inverso, costumam ser empregados individualmente para
cada modelo. O método de dressing na forma proposta nestas referéncias resolve toda a

hierarquia de equacoes de forma unificada.

Estas solugoes automaticamente fixam uma condi¢ao de contorno nula. Implementar
condicoes de contorno em sistemas integraveis ainda nao ¢ um problema bem compre-
endido e geralmente implica em uma grande dificuldade técnica. O primeiro resultado
interessante que vamos apresentar ¢ uma generalizagao do método de dressing para re-
solver problemas com condi¢ao de contorno nao nula. Isso implica em deformacoes nas
transformacoes de gauge do método de dressing. Além disso, os operadores de vértice an-
teriores nao podem mais ser utilizados por nao serem autoestados dos operadores de Lax
no vacuo. Para contornar este problema, introduzimos novos operadores de vértice que

dependem da condicao de contorno e sao autoestados dos operadores de Lax no vacuo.



Consequentemente, a relagao de dispersao dependera da condigao de contorno bem como
a interacao entre os sélitons. Aplicamos este método para obter solugoes com condicao de
contorno constante da hierarquia modificada de Korteweg-de Vries (mKdV) [7], obtendo
solugdes do tipo dark sélitons, kinks, table-top sélitons, breathers e a solugao wobble [8, 9].
Construimos uma deformacao integravel da hierarquia mKdV [7] que contém a equagao
de Gardner, cujas solugoes com condicao de contorno nula estao relacionadas com solugoes
com condicao de contorno nao nula da hierarquia mKdV. Este mesmo operador de vértice
foi utilizado para resolver a subclasse de equagoes correspondentes a fluxos negativos pares
da hierarquia mKdV /sinh-Gordon, proposta em [10]. Também estudamos solugoes com
condi¢ao de contorno nao nula da hierarquia de Ablowitz-Kaup-Newell-Segur (AKNS),
introduzindo operadores de vértice apropriados para este caso. Um caso particular inte-
ressante sao as solugoes com condicao de contorno nao nula para a equagao nao linear de

Schrodinger (NLS), que foram consideradas recentemente em [11].

A construcao de hierarquias integraveis proposta em [1, 2] ndo inclui uma grande classe
de modelos integraveis conhecidos. Entao, propomos uma generalizacao da estrutura
algébrica da equacao de curvatura nula e com isso, incorporamos outras hierarquias in-
tegraveis nesta classificagdo. Construimos a hierarquia de Wadati-Konno-Ichikawa (WKI)
reobtendo modelos previamente conhecidos [12, 13]. Fluxos negativos destas hierarquias
sao raramente investigados, por se tratarem de equacoes integro-diferenciais mais dificeis
de serem obtidas. Entretanto, investigamos o primeiro fluxo negativo da hierarquia WKI e
obtemos um modelo que ainda nao foi previamente estudado. Uma reducao deste modelo
implica na equagao proposta em [14] para descrever pulsos ultra-curtos em meios nao line-
ares, como alternativa a equacao NLS com nao linearidade ctibica. Também consideramos
a hierarquia de Kaup-Newell (KN) [15], que se enquadra nesta construgao. O modelo mais
conhecido desta hierarquia é a equagao DNLS (derivative NLS). Investigamos o primeiro
fluxo negativo desta hierarquia e obtemos um modelo que também nao foi extensamente
estudado, que é o modelo modificado de Pohlmeyer-Lund-Regge [16, 17]. Mostramos que
uma reducao deste modelo é equivalente ao modelo de Thirring bosonico. Finalmente,
mostramos como todas estas hierarquias, AKNS, WKI e KN, estao estao relacionadas

entre si por transformacoes de gauge.

Organizamos nosso trabalho da seguinte forma. No capitulo 2 discutimos a condigao



de curvatura nula e a construgao proposta em [1, 2|. Revisamos o método de dressing
proposto em [2, 3, 4, 5] e introduzimos a generaliza¢ao para condi¢do de contorno nao
nula. Mostramos que os modelos relativisticos das hierarquias integraveis nao podem
ter solu¢ado com vécuo constante. No capitulo 3, construimos a hierarquia mKdV /sinh-
Gordon e propomos uma deformacao integravel da hierarquia mKdV contendo a equagao
de Gardner. Consideramos também uma nova classe de modelos, correspondente a fluxos
negativos pares da hierarquia mKdV. Construimos a hierarquia AKNS/Lund-Regge e
obtemos a equacao NLS apropriada para condicao de contorno nao nula, com vacuo
constante.

No capitulo 4, apresentamos as solugoes com condi¢ao de contorno nula das hierarquias
mKdV /sinh-Gordon e AKNS/Lund-Regge. No capitulo 5, construimos as solugoes com
condicao de contorno nao nula destas hierarquias e discutimos em detalhe os diferentes
tipos de solugao obtidas.

No capitulo 6, propomos uma construcao generalizada da equacao de curvatura nula
e consideramos diversos modelos das hierarquias WKI e KN, dentre eles, a equacao de
pulso curto de Schafer-Wayne e o modelo bosonico de Thirring. No capitulo 7, discutimos
como as hierarquias AKNS, WKI e KN estao relacionadas através de transformacoes
de gauge. No capitulo 8, resumimos nossos principais resultados e indicamos potenciais

generalizagoes.



Capitulo 2

Condicao de curvatura nula e o

método de dressing

Introduzimos a construgao de curvatura nula proposta em [1, 2] e mostramos que o
método de dressing é uma transformacao de gauge, mapeando solugoes conhecidas em
novas solucoes da equacao de curvatura nula. Discutimos, resumidamente, o método de
dressing para condi¢ao de contorno nula, na forma proposta por [3, 4, 5]. Propomos
uma generalizacao do método dressing para solugoes com condi¢ao de contorno nao nula.
Discutimos a forma das solucoes solitonicas com vacuo nao trivial e mostramos que nem

todos os modelos das hierarquias integraveis admitem este tipo de solucao.

2.1 Integrabilidade

Uma hierarquia integravel é uma estrutura matematica capaz de gerar infinitas equagoes
diferenciais parciais, nao lineares e integraveis. Existem vérias abordagens para se definir
o que ¢ integrabilidade [18]. Considere um modelo bidimensional contendo n campos
u(z,t) = {ul(x,t), o ,un(x,t)}. Consideramos que integrabilidade, significa que o mo-

delo pode ser reduzido a compatibilidade de um sistema linear

(ax + U[uD\IJ =0,

2.1
(0 + V[u))¥ =0, 2



onde ¥ ¢é elemento de um grupo e os operadores U e V pertencem a algebra de Lie deste
grupo. Estes operadores também sao conhecidos como par de Lax. Eles dependem dos
campos, suas derivadas e possivelmente integrais, como coeficientes lineares dos geradores
da algebra. Portanto, U e V' sao funcionais dos campos e denotamos esta dependéncia na
forma U = Ulu] = U(u, tuy, Uy, - - ., [ udz, ...) e analogamente V = V[u]. A condi¢ao de

integrabilidade ¥,; = ¥,,, implica na equagao de curvatura nula
[0, + Ulu), 0, + V[u]] = 0. (2.2)

Portanto, se existirem operadores U e V' tais que (2.2) reproduza as equagoes de movi-
mento para os campos u(z,t), o modelo em questao é integravel.

Encontrar operadores que resolvam a equagao de curvatura nula, gerando modelos
interessantes, nao ¢ um problema trivial. Mostraremos uma construgao sistematica onde
este problema é resolvido e modelos fisicamente relevantes sao obtidos. Atualmente, nao
existe nenhum método para resolver o problema inverso. Dada uma equagao diferencial,
construir sua representacao de curvatura nula ou afirmar que tal representacao existe. O
fato do modelo ser integravel, significa que a solucao existe, mas nao garante que sera
possivel integrar as equagoes de movimento explicitamente. Mostraremos como obter
solugoes explicitas de um modelo que obedeca a equagao de curvatura nula, através do
método de dressing. A equacao de curvatura nula também implica na existéncia de
infinitas quantidades conservadas, caracteristica que torna o sistema muito especial. As
solucoes usuais destes modelos receberam o nome de sélitons devido a suas caracteristicas
corpusculares de energia localizada e interacao elastica, consequéncia do alto grau de

simetria.

2.2 'Transformacoes de gauge

A equagao de curvatura nula é invariante por transformacoes de gauge. Seja U = gW,

onde g = g(x,t) é elemento de um grupo de transformagoes. Derivando U obtemos

. .
] (2.3)
. .



A condicao de integrabilidade deste novo sistema implica em
(0. +U,0,+ V] =0, (2.4)

mostrando que as transformagoes de gauge (2.3) preservam a equagao de curvatura nula.
Note que esta equagao é valida no mesmo espaco de coordenadas (z,t) que a equacao

original (2.2).

2.3 Construcao de hierarquias integraveis

Um dos problemas na area de sistemas integraveis, além da construgao de modelos, é a sua
classificagao. Utilizando dlgebras de Kac-Moody!, nos trabalhos [1, 2| foi proposta uma
forma de resolver ambos os problemas introduzindo uma construgao geral para hierar-
quias integraveis, ou seja, uma classe de equacoes diferenciais obtidas através da mesma
estrutura algébrica. Assim, a classificacdo é imediata. Esta construcao de hierarquias
integraveis foi subdividida em duas estruturas, correspondentes a fluxos de tempo posi-
tivo e negativo. Em [19] considerou-se ambas as estruturas de forma unificada gerando
modelos mistos, onde uma equacao de tempo positivo se combina com uma equacao de
tempo negativo, dentro da mesma hierarquia. A diferenca essencial é que para fluxos
positivos as equacoes sao diferenciais, enquanto para fluxos negativos as equacoes sao
integro-diferenciais. Em alguns casos, as equacgoes de fluxo negativo podem ser transfor-
madas numa forma local através de transformagoes dos campos.

Seja G uma algebra de Kac-Moody semi-simples e () um operador de gradacao que

decompoe a dlgebra em subspacos graduados,

G= 3G onde [Q,G"M] =nG™, [GM,Gom] C Gortm, (2.5)

nez
Seja EM € G um elemento semi-simples constante, ou seja, que nao depende de x e t.
Definimos os subespacos chamados kernel e image
K={Xeg|[EY X] =0}

R N (2.6)
M={XeG|3Y eGtalque X = [EV Y]},

Veja o Apéndice A para os conceitos algébricos envolvidos.



respectivamente. E possivel mostrar que é = IC & M. Destas definicoes e da identidade

de Jacobi segue que

[K.K]cK, [K,M]cM. (2.7)

Além disso, assumimos a estrutura de espago simétrica
(M, M] C K. (2.8)

Seja A € M© o operador que contém os campos da teoria, como coeficientes de uma
combinacao linear de geradores de grau zero em M. Denotando a base do subespaco
MO por {Ti(o), . ,Téo)}, temos A [u] = ulTl(O) o, T Portanto, o ntimero de
campos do modelo corresponde a dimensao do subespaco M© | que é finita. Definimos o

par de Lax por [1]

Ulu] = EW 4+ AO[y], (2.92)

Z D [u] — D®) S DO NS l)(_m)7 (2.9b)

i=—m

Vul

onde D® ¢ é(i) e n,m sao dois inteiros positivos arbitrarios. Com os operadores na
forma (2.9), podemos resolver a equagao de curvatura nula (2.2) recursivamente em graus,
comecgando do mais alto até o mais baixo. A equagao correspondente a cada grau se de-
compde ainda em componentes K e M, D) = D,(é) +D§f,)l, permitindo determinar todos os
operadores D em funcdo dos campos u = (u1, ..., u,). A projecio da equacio de curva-
tura nula no subespaco M gera as equacoes de movimento do modelo. Explicitamente,

esta decomposicao em graus fornece o seguinte conjunto de equagoes

[E(l), D(")] =0 graun + 1
8, D™ + [EW, D V] 4+ [A® DM =0 graun
(2.10)
0,DW + [EW DO] + [AD DW] =0  grau 1
9,0 — 9, A® 4 [EO), D( D+ (A9 DOT =0  grau0
9,0V 4+ [E®, D] 4 [AO DD =0 grau —1



0, D) + [EW DE™] 4 [AQ DE™D] =0 grau —m + 1
0

9, D™ + [A(O),D(’m)] = grau —m

onde a equagao de movimento é dada por
9,0} — 8,A0 + [E® D V] + [A9, D] = 0. (2.11)

Se considerarmos fluxos de tempo positivo da hierarquia, envolvendo somente operadores

de grau positivo em (2.9b), V = >"" ' D@ temos a equagao de movimento
9,0} — 8,A® 1 [A© D] =o. (2.12)

Para fluxos de tempo negativo, envolvendo somente operadores de grau negativo, V =

O D@ temos a equacio de movimento dada por

8,AQ — [EW DLV =0, (2.13)

E importante observar que na construcao proposta acima, nao incluimos o termo central
nem o operador derivada espectral em (2.9a), o que corresponde a utilizar somente a loop-
algebra. E possivel incluir campos nestas componentes, porém, os campos de interesse
fisico aparecem associados aos outros operadores.

A equacdo de movimento (2.11) contém um modelo misto [19], combinando uma
equacao de tempo positivo n com uma equacao de tempo negativo m. Note que, depois
de definida a estrutura algébrica, para cada escolha de inteiros n e m em (2.9b), obtemos
um modelo integravel, portanto, a construgao (2.9) define uma hierarquia integravel con-
tendo infinitas equagoes diferenciais. A classificagao de cada modelo é automaticamente
dada através de {G\ . Q, EW, n, m}. E possivel mostrar que o primeiro fluxo negativo,
m = 1 com equagao de movimento na forma (2.13), corresponde a um modelo relativistico

equivalente a uma reduc¢do hamiltoniana do modelo Wess-Zumino-Novikov-Witten [20].

2.4 Meétodo de dressing

Mostraremos agora como encontrar solucoes de todos os modelos contidos numa hierarquia

integrével, através do método algébrico de dressing, proposto em [3, 4, 5, 6]. Demons-



tramos que o método de dressing é uma transformacao de gauge, portanto, preserva a
equacao de curvatura nula, mapeando uma solucao conhecida em uma nova solucao.
Suponha uma solu¢do conhecida da equagao de curvatura nula (2.1), denominada
vacuo, contendo uma configuracao de campos ug = (U1o, . ,Uno) onde u;y = ui(z,t). De
(2.1) temos
Uoslug) = —0, WUyt Voluo] = =0, ¥yt (2.14)

Considere o problema matricial de Riemann-Hilbert [4] para o operador definido por
O(z,t) = Yog¥, !, (2.15)
onde g é um elemento de grupo constante. Derivando esta expressao obtemos
2,0 =[0,ls], 906=1[0,V]. (2.16)
Assuma uma decomposi¢ao de Gauss do grupo
o=0"'0, (2.17)
onde ©_ e O, possuem somente geradores de grau negativo e positivo, respectivamente,
0= eXp(X(_l)) exp(X(_Q)) s 0, = exp(X(O)) exp(X(l)) cee (2.18)
onde X € GO Derivando (2.17) em relacio a z e usando (2.16), obtemos a igualdade
0-'9,0, —0-'9,6_07'0, = [67'6.,U)]. (2.19)

Conjugando esta expressao na forma © _ ( ) .)@jrl e reordenando os termos, obtemos duas

transformagoes de gauge — veja (2.3) — dadas por
0,007 —0,0,06;' =0_U,0-" —9,0_0-' =1, (2.20)

onde definimos o operador U. Analogamente, derivando (2.17) em relacao a ¢, obtemos

duas transformacgoes de gauge
@JrVo@jrl — 8t@+@jrl =0_V0'-96_67'=V. (2.21)
Definindo ¥ = © ¥, ou equivalentemente ¥ = ©_¥,, obtemos o sistema linear

(0. +U)V =0, (0+V)¥=0. (2.22)
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A condicao de integrabilidade deste sistema implica na equacao de curvatura nula para
os novos operadores U e V.

Mostramos portanto, que a solucao do problema de Riemann-Hilbert
0-'0, = VgV, * (2.23)

implica que, uma solucao conhecida da equacao de curvatura nula, Uy e Vj, pode ser
usada para construir novas solugoes aplicando os operadores de dressing O, através das

transformacoes de gauge

U= @iUo@:T:l - aw@i@;l, (2.24&)
V =0.V,0;" - 0,0.0;". (2.24b)

O procedimento para encontrar solugoes para os campos u a partir dos campos no
vacuo ug funciona da seguinte forma. Substituimos o operador (2.9a) e o operador U, do
vacuo na transformacdo de gauge (2.24a) com ©,. Como os campos estdao em AO[u] €
MO < GO projetamos a equacio em GO, o que fornecerd uma relagio entre u, ug e

x(0)

X veja (2.18). As fungdes contidas em eX"” sdo

fungoes associadas aos geradores de e
determinadas projetando (2.23) entre estados de peso mais alto, aniquilados por todos os
geradores de grau positivo. Isto define as conhecidas fungoes tau. E importante notar
que as solugoes sao classificadas de acordo com as escolhas do vacuo ug e do elemento de
grupo g.

A loop algebra nao possui representagao de peso mais alto, entretanto, a algebra de
Kac-Moody contendo o termo central, possui representacao de peso mais alto. Portanto,

no método de dressing é necessério levar em conta o termo central na relagao (2.24a).

2.5 Solucgoes com condicao de contorno nula

O método de dressing discutido na segao anterior é geral. A tnica condi¢ao assumida foi
uma solucao conhecida, denominada vacuo. Suponha agora que o vacuo tenha uma con-
figuracdo onde todos os campos sdo nulos, (u1,...,u,) — (0,...,0) e portanto A©® — 0.

Com isso, (2.9a) implica que Uy = E™). Fazendo os campos nulos em (2.9b) e analisando
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os sistema (2.10), vemos que Vj = D,(C" ) —i—D,(gm). Esta é certamente a solucao mais simples
possivel da equacao de curvatura nula.

Levando em conta a extensao central da algebra de Kac-Moody, devemos adicionar
uma componente no operador (2.9a). Note que, como o termo central comuta com todos
os operadores, isto nao altera a construcao dos modelos. Denotando esta componente

convenientemente por —v,¢, a transformagao de gauge (2.24a) envolvendo © fica
EW 4+ AOW] —y,e=0,EV0 ' —0,6,07", (2.25)

onde v é uma funcao que sera determinada.
Seja B um elemento de grupo formado somente por geradores de QA(O), tal que o

operador contendo os campos tenha a forma puro gauge
A0y = -B,B7. (2.26)

Devido a decomposigao de Gauss (2.17), a equagao (2.25) deve ser vélida para cada grau.

Escolhendo somente a contribuicao dos termos de grau zero obtemos
AON] — pye = =0, exp(X @) exp(—X©). (2.27)
Utilizando (2.26) concluimos que
exp(X(O)) [u] = Blu] exp(vc). (2.28)

Substituindo (2.28) no lado esquerdo de (2.23) e projetando a equagao entre os estados

de peso mais alto?, obtemos

(10]©Z'O4|po) = ¢”,  (]©Z'0 i) = (x| Blu]|u)e”, (2.29)

onde |ug) é o estado fundamental, aniquilado por todos os operadores exceto ¢. Os
estados genéricos |ug) e |) s@o aniquilados por todos os operadores de grau maior que

zero, X9 |p) =0, i > 0. Considerando o lado direito de (2.23), definimos as funcdes tau

To0(, 1) = (0| Wog ¥y o), Tz, t) = (ue|Vog Wy | ), (2.30)

2Veja o Apéndice A.
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onde U, é obtido integrando (2.14), que neste caso é dado por
U, = _EM, (D(n) D™
0 = exp x v+ D ™)t (2.31)

As funcgoes tau sao calculadas algebricamente pois W é conhecido e o elemento de grupo
g ¢ supostamente dado. Substituindo (2.30) em (2.29), a solugao dos modelos esta impli-

citamente contida na expressao

(| Blu) ) = — (2.32)

E necessario escolher estados apropriados para extrair os campos associados a cada ope-
rador de B. Como um simples exemplo ilustrativo, suponha o caso abeliano de um tnico

operador em M© A© = ulTl(O) e B tem a forma

B =exp <¢1T1(0)> . (2.33)

De (2.26) concluimos que u; = —0,¢;. Considere o estado |u;), ndo aniquilado somente

por Tl(o) e ¢. Entao, de (2.32) obtemos a solugao

Ty (| Pog ¥y )

u; = —0,01, ¢1 = In — .
T00 (#0|\I’09‘1’o 1|MO>

(2.34)

Note que para obter uma solugao explicita, é necessario ter uma forma definida para
g. No caso de vacuo zero, g na forma de exponenciais de operadores de vértice foi
proposta, para construir solugoes solitonicas, por Babelon e Bernard [4] e as propriedades
algébricas discutidas por Olive et al. [6]. Na préxima se¢do, vamos discutir como o
método de dressing pode ser generalizado, utilizando operadores de vértice apropriados

para condicao de contorno nao nula, contendo o caso de vacuo zero como caso particular.

2.6 Solucoes com condicao de contorno nao nula

Vamos agora considerar o método de dressing para condicoes de contorno mais gerais
[32]. Comegamos assumindo um vacuo qualquer e depois especificamos para o caso onde
os campos assumem um valor constante e diferente de zero.

Assuma que o vacuo tenha campos quaisquer, uy = (Ulo, e ,Uno) onde u;p = wo(x,t) e

assim A[u] — Ag)) [ug]. Neste caso, (2.9a) implica no operador Uy(z,t) = BV +A80) [ug].
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A transformagao (2.24a) para ©,, projetada em grau zero, fornece uma expressdo mais

geral que (2.28) contendo o véicuo explicitamente
AOy] — v,¢ = exp (X(O))A(()O) [uo] exp(—X9) — 9, exp(X©) exp(—X(O)). (2.35)

Assumindo a forma

exp (X(O)) = Bexp(vé) (2.36)

e substituindo em (2.35), relacionamos os campos fisicos do modelo contidos em A®[u]
com as funcgoes associadas a geradores de grau zero em B e 0s campos no vacuo ug. Esta

relacao é dada por

AOy) = BAD [ug)B™! — B,B". (2.37)

Observe que quando A(()O) [up] — 0, recuperamos o caso de vacuo zero (2.26). A relagao
(2.37) é valida para qualquer condigao de contorno.
Devido a escolha (2.36), que é a mesma de (2.28), as fungdes em B continuam sendo

dadas implicitamente por

o (el Yog ot
<Nl~c|B[U]|NZ>:_:< o 91’ >, (2.38)
Too <M0"I’09‘1’o | ko)

porém, com uma diferenga fundamental. O vécuo é diferente, entdao ¥y em (2.38) tem
outra estrutura em relagao (2.31). Note que, para obter ¥ é necessario integrar o sistema
linear (2.14). No caso geral onde Uy, Vo dependem de = e ¢ isso pode ser um problema

complicado. No caso de um vacuo constante isso é trivial, pois [Uo, Vo} = 0, e portanto
Wy = exp(—Upz — Vot). (2.39)

Como um exemplo ilustrativo, considere o caso abeliano de um tnico operador em

MO A0 =, 0 AY = 1y T e B = exp(¢:T("). Substituindo em (2.37) obtemos

uy = Ulo(iv, t) - 8,,;@251 onde qbl =In E (240)

Too

Observe que, se ujg — 0, recuperamos a solugao com condigao de contorno nula (2.34).
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2.7 Solitons com condicao de contorno constante

Consideramos uma forma para g onde as fungoes tau podem ser explicitamente calculadas.
Solugdes do tipo séliton sdo obtidas escolhendo g na forma [6]

N

g=[]exp(F), (2.41)

i=1
onde F; é um operador de vértice. Suponha que F; seja um autoestado simultaneo dos

operadores de véacuo, i.e.
[Uo[uo], E] = —r;i(u)F, [Vo[uo],Fi] = —w;(up)F;. (2.42)
Portanto,
[Uom + Vot, E] = —ni(x,t;up)F; onde n; = Kki(ug)x + w;(uo)t. (2.43)

A fungao n; contém a dependéncia espaco-temporal da solugao, também conhecida como
relacao de dispersao. Além do vértice ser autoestado simultaneo destes dois operadores,
para um dado modelo da hierarquia, ele sera autoestado de qualquer outro Vj correspon-
dente a outro fluxo temporal. Isto decorre diretamente da construcao (2.9), pois fluxos de
diferentes tempos comutam. Além disso, note que Uy e Vj contém a condi¢ao de contorno
corresponde a uma configuragao de campos constante, o que sugere que o operador de
vértice também pode ter uma dependéncia no vacuo para que (2.42) seja vélida. A relagao
de dispersao (2.43) depende, portanto, da condi¢do de contorno do problema wuy.

Para calcular explicitamente as fungoes tau em (2.38), utilizamos (2.39) e a escolha

(2.41), obtendo

N N
VogWy" = [[exp(WoF¥y") = [ [ exp(e" F) (2.44)

i=1 i=1
onde utilizamos a conhecida expansao e*ye ™ = y + [m,y} + %[x, [x,y“ -+ .-+ junto

com a relagao de dispersao (2.43). Tomando (2.44) entre os estados de peso mais alto e
usando a propriedade de nilpoténcia dos operadores de vértice [6] entre os estados, i.e.
(ug| Fi"| ) = 0 para n > 2, obtemos

N

7o = (el [ [ exp (e F3) ) = (el H(l + e | ). (2.45)

=1
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Expandindo explicitamente esta expressao,

Ti = O + are™ + age™ + aze™ + - - -
T agee™t™ L quaeMt f gogem s gL (2.46)

+ a123€771+712+773 4+ ...

onde os elementos de matriz sao dados por (lembrando que F; = Fj[uy])

ailuo] = (pel Filp),  aijluo] = (el FiFjlm),  agrluo] = (pl FiFjFylp), .. (247)

Esta solucao, consequéncia da escolha (2.41), é a forma das solugdes do tipo séliton. Esta
forma vale tanto para condicao de contorno constante quanto para condicao de contorno
nula, porém, note que os campos no vacuo uy aparecem na relacao de dispersao (2.43)
bem como nos elementos de matriz (2.47). Quando ug — (0,...,0) devemos recuperar os
resultados conhecidos com condi¢ao de contorno nula.

O nuimero de vértices determina o numero de sélitons. O ponto chave do método,
consiste em obter operadores de vértice que satisfacam (2.42). No caso de condigao
de contorno nula, estes operadores de vértice foram propostos em [3, 6]. No caso de
condicao de contorno constante, iremos introduzir operadores de vértice apropriados para

as hierarquias mKdV e AKNS utilizando a algebra G = sl.

2.8 Modelos que admitem um vacuo nao trivial

O vacuo corresponde a tomar um valor constante nos campos u — ug = (ulo, . ,Uno)

onde wu;y = const. # 0, de forma que o par de Lax (2.9) fica

Usluo) = BV + AV ug), (2.48a)
Voluo) = DI + DS + . 4+ D + DS + -+ 4 D™ 4+ D™, (2.48b)

O vacuo deve ser solucao da equacao de curvatura nula [Uo, VO} = 0. Observe que (2.482a)
possui dois operadores defasados de um grau, na forma Uy = K + MO = Q) Se
Vy for uma combinacio linear de operadores defasados de um grau na forma QU =
K@ 4+ MU=D = N-1QM onde A é o parametro espectral da loop-dlgebra, entdao o vécuo

sera solucao da equacao de curvatura nula. Esta estrutura é possivel, em principio, para
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todos os modelos da hierarquia por possuirem dois ou mais operadores em V', exceto o
caso m = 1 da parte negativa da hierarquia, que possui somente um operador V = D1,
Concluimos portanto, que o modelo relativistico de cada hierarquia integravel na forma
(2.9), como por exemplo os modelos de sinh-Gordon e Lund-Regge, ndo possuem solucao

com condi¢ao de contorno correspondente a um vacuo constante.
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Capitulo 3
Hierarquias integraveis

Utilizamos a construgao algébrica do capitulo anterior para derivar os principais modelos
das hierarquias mKdV /sinh-Gordon e AKNS /Lund-Regge. Mostramos que os fluxos nega-
tivos da hierarquia mKdV /sinh-Gordon possuem uma subclasse interessante de equagoes,
correspondente a graus pares [10]. Estas equagoes nao possuem solugao com condigao de
contorno nula, ao contrario dos demais modelos da hierarquia. Construimos também uma

deformacao integravel da hierarquia mKdV que contém a equagao de Gardner [7].

3.1 Hierarquia mKdV /sinh-Gordon

Considere G = sly e o operador de gradacao principal () = %H 0 4 2(2, que decompoe a

algebra da seguinte forma
G — {HDY, G — [EG) U GO — f O} (3.1)
Escolhendo BV = EY + EY obtemos
K={EY+EYY,  M={EY - EVI O} (3.2)

O tnico operador em M@ é H© portanto, os modelos desta hierarquia possuem somente
um campo, A® = vH©® onde v = v(z,t). Devido a (3.1), definimos D@ = a;HY) e
DG+ — bjEéj) + ch(,jo—fl), onde os coeficientes a;, b; e ¢; sao funcoes determinadas em
termos do campo v, resolvendo a equacao de curvatura nula recursivamente em graus

como mostrado em (2.10).
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3.1.1 Fluxos de tempo positivo

Considerando somente operadores de grau positivo em (2.9b), temos a representacao de

curvatura nula para a hierarquia mKdV correspondente a fluxos de tempo positivo
[0, + EQ + EY) 4+ vH® 9, + D™ 4+ D=V ... 4+ DO] = . (3.3)

A equagao de movimento para cada modelo é dada na forma (2.12). A projecao de (3.3)
no subespaco de grau n+ 1 — veja a primeira equacio de (2.10) — implica que D™ € K,
ie. n = 25+ 1 devido a gradacao (3.1) e (3.2). Isso mostra que s6 temos equagoes
associadas a n impar.

Resolvendo (3.3) para n = 3, obtemos a conhecida equagdo mKdV que dd nome a
parte positiva da hierarquia

Ay, = vy, — 60%0,. (3.4)
O par de Lax associado a esta equacao ¢ dado por
U=E"+EY 4+ vHO),

«

— (v, + ) EL + vy — 20%)HO,

V=EY+E® 4+ vHY + (v, —?) EO~ (3.5)

N |+

Resolvendo para n = 5, obtemos a equacao modificada de Sawada-Kotera
16v; = Vs, — 100203, — 4000,v9, — 1002 + 3000, (3.6)

cujo par de Lax é dado por

U=E®+EY 4 yHO),
V=E®+E® +vH® 4 (v, —*)EW-

«

— H(va+v )Et(f) + 1 (vaw — 21)3)H(1)+

+5(
=5l

(3.7)
Vpww — 6020, — 2004, + vi + 3v4)E£0)—

oo Ool»—t N

Vpww — 6V, + 200, — '0923 — 3@4) E((ll)—i—

+ (vmm 10v% vy, + 10002 + 6215)H(0).

cnl’_'

Equacgoes de ordem mais alta podem ser obtidas escolhendo n =7,9,... em (3.3).
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3.1.2 Fluxos de tempo negativo
A parte negativa da hierarquia é gerada pela equacao

[0, + EQ + EY) + vH® 8, + D™ 4 pEmih oy pED] = o, (3.8)

onde a projecao em grau zero fornece a equagdo de movimento (2.13). O caso m = 1

corresponde ao modelo relativistico de sinh-Gordon
Out = 2sinh 2¢, V= —¢,. (3.9)

Note que ¢ é a funcdo associada ao gerador de grau zero em (2.26), B = exp(<bH (0)), e
portanto vH® = —B,B~" v = —¢,. O par de Lax da equacio de sinh-Gordon é dado

por

U= B + B - ,HO,

(3.10)
V=e®ECYD 4 2EY).
Trocando ¢ — i¢ em (3.9) obtemos a equacao de sin-Gordon
Gzt = 28in 2. (3.11)

Note que estas equacoes estao nas variaveis do cone de luz. Introduzindo novas coorde-

nadas { =xr +ter1=x—tobtemos

Gee — Prr = 25sinh 2¢, Gee — Orr = 25in2¢. (3.12)

Este é o modelo relativistico mais simples das hierarquias integraveis pois corresponde
a0 caso abeliano onde temos somente um operador em M©. E possivel obter equacoes
integrais de ordem mais alta, associadas m = 3,5, ... embora estas equagoes nao possam

ser escritas numa forma local. Como exemplo, citamos o caso m = 3
Gur = 26270, [e7200 1 (€2 — e72)] 4 27200, [2°0, ! (2 — e7*?)], (3.13)

onde definimos o operador integral 9, = [ dz.
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3.1.3 Fluxos de tempo negativo par

Uma observacao importante, que s6 foi considerada pela primeira vez em [10] é que ao
contrario da parte positiva da hierarquia mKdV, nao existe restricao de que m deve ser
impar para fluxos negativos. Portanto, existem modelos associados a m par na parte

negativa da hierarquia mKdV /sinh-Gordon. Resolvendo (3.8) para m = 2 obtemos
v+ 26728;11)8;16235111 + 2626;11)8;16728;1” _ 07 (314)

onde o par de Lax desta equacao é dado por

U=E9+EY 4+ vHO,
3.15
VvV = g + 26—28;11;8—1628;1@E(—1) . 2628;1va—16—2a;1vE(0) ( )

Sa
Observe que ao contrario das outras equagoes como mKdV e sinh-Gordon, (3.14) nao
possui solucao com condigao de contorno nula v = 0. Entretanto, ela possui solugao com
condicao de contorno constante v = vy. Isso é valido para toda a subclasse de equagoes
de fluxos negativos pares. Este é um fato interessante pois como veremos, sélitons com
condicao de contorno constante sao usualmente chamados de dark sélitons e tem aplicagoes
importantes em otica nao linear. Para esta subclasse de equagoes, portanto, as solugoes
do tipo séliton devem necessariamente ser dark solitons.

A equagao (3.14) pode ainda ser escrita numa forma local, derivando duas vezes em
relacao a x e reutilizando a prépria equagao,

Talat g%y, (3.16)
v

Vgt — 4@2vt —

Outras equagoes, como m = 4 por exemplo, também podem ser consideradas embora nao

possam ser escritas numa forma local. Para detalhes veja [10].

3.2 Hierarquia de Gardner

Agora vamos considerar uma deformacao integravel da hierarquia mKdV para fluxos de
tempo positivo. A equacao de Gardner apareceu pela primeira vez quando Miura (21, 22]

introduziu sua famosa transformacao

u = v + v, (3.17)
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conectando a equacao KdV

4y = Uz, — 6uuy, (3.18)

com a equacao mKdV

Ay = v3, — 6030, (3.19)

A transformacao de Miura é altamente nao trivial pois relaciona solucoes de duas equacoes
nao lineares. Miura [21] percebeu que a equacado KdV é invariante por transformagoes

Galileanas. De fato, considere a mudanca de coordenadas

x— &+ ar, t—, a = const. (3.20)

Entdo, 2 = %, 2=2_ a% e a equacao KdV fica 4u, — 4aus = use — 6uue. O termo

indesejavel —4aue pode ser cancelado pelo termo nao linear por uma translacao no campo.

Portanto, a equacao KdV é invariante pela transformagao (3.20) com

u(z,t) = u(&, )+

win

a. (3.21)

Utilizando a transformacao (3.20) na equacao mKdV, ela se transforma em 4v, — 4av, =
v3e — 6v?ve. Devido ao termo quadrdtico na nao linearidade, uma translagdo no campo
ainda ¢ capaz de eliminar o termo —4ave, porém, surge um novo termo nao linear. Por-

tanto, a equacao mKdV é transformada na equacao de Gardner

20)"?, (3.22)

du, = vze — 6020 — 120900, vy = (3

pela transformagcao (3.20) junto com a translacao
v(x,t) = v(& T) + vo. (3.23)

A equagao (3.22) é interessante por ser uma combinacao das equagdes KdV e mKdV,
contendo os dois tipos de nao linearidade, e também porque pode ser considerada uma de-
formacao integravel das equagoes KdV ou mKdV. Numa sequéncia de trés trabalhos, Wa-
dati [23, 24, 25] obteve solugoes séliton utilizando espalhamento inverso, transformagoes
de Bécklund e mostrou que (3.22) é um sistema Hamiltoniano integravel. Em [26] Ku-
pershmidt considerou uma deformagao da hierarquia KdV, relacionada com a equagao

de Gardner. Recentemente [27] a equagao de Gardner foi utilizada para obter solugoes
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estaticas exatas da equacao de Gross-Pitaevskii, que contém um potencial como arma-
dilha de atomos e é um sistema nao integravel. Este sistema é um bom modelo para
condensados de Bose-Einstein.

A transformacao (3.23), conectando solugoes da equacao mKdV com solugoes da
equagao de Gardner, mostra que as solugoes possuem condicao de contorno diferente
devido a constante aditiva vg. Portanto, solugoes com condicao de contorno nula da
equacao de Gardner estao relacionadas com solucoes de condicao de contorno nao nula
da equagao mKdV e vice-versa.

A transformacdo (3.23) sugere a seguinte deformagao na equacao de curvatura nula

(3.3), gerando a hierarquia de Gardner
[0, + EQ + EY 4+ (vy+ 0)H® 9, + D™ 4 ... 4+ DO] — 0. (3.24)
Resolvendo (3.24) para n = 3 obtemos

1 3
v = ngx — (vg — %) Uy — SUgUV, — 502% (3.25)

onde a é uma constante de integragdo arbitrdria. Escolhendo a@ = 202 obtemos a equagao

de Gardner

vy = V3, — 120000, — 6030, (3.26)
cujo par de Lax é dado por

U E®+EQ+@@+@H@,
V:E1)+E(_20)[+(vo+v) +2(vz—v —2@0v+2v0)E(0)— (3.27)
—%(vx—i—v —I—QUOU—QUO)E(O)‘—F%( — 20% — 6ugv? + 4v, )H(O).

Considerando n = 5 obtemos a equagcao

16v; = vsy — 100?05, — 400V, V9, — 101)3 + 30vtu, —
(3.28)
— 20vgvv3, — 40V, 09, + 120UOU vy + 120003 Vg,
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com o par de Lax

U=E® +EY + (v +0v)HO,
V=E%4 E(_?’C)Y + (UO + U)H(2) + %(vx — % — 2upv + 411[2))Eé1)—
_ %('Ux + 0% + 2090 — 4U§)E(,2; + }l(vgx — 20 — 6ugv? + 4’ + 8US)H(1)+
+ %{'U?)a; — 6020, — 2uv9, + vz + 3vt — 120000, — 209+
+ 4vgv, + 12000% + 8ugv? — Sviv + 8ug LBV — (3.29)
— %{/ng — 6020, + 20v9, — vfc — 30t — 120900, + 209+
+ 4vdv, — 12090° — 8v3v* 4 Svdv — 81)61}E(,1;+
+ %{U% — 100209, — 101”’925 + 6v° — 20UgVV9, — 10vovi+

+ 30vv” + 40ugv® + 16v] } H.

E importante notar que (3.28) ndo é obtida de (3.6) com a transformacao (3.23). A
equagao (3.28) é uma combinacdo da equacao de Sawada-Kotera com a equacao modifi-
cada de Sawada-Kotera (3.6). Solugoes desta hierarquia deformada utilizando operadores
de vértice, e sua relagao com as solugoes da hierarquia mKdV foram discutidas em detalhe
em [7], e também serdo apresentadas nesta tese. Note que o parametro vy em (3.24) tem
origem nas transformagoes (3.20) e (3.23). A equagao de Gardner é amplamente utilizada

para estudar ondas na dgua e na atmosfera [28, 29].

3.3 Hierarquia AKNS/Lund-Regge

Considere G = sly e operador de gradacao homogéneo ) = ci, que decompoe a algebra em
GY = {HY, E9 EUY. (3.30)

Escolhendo EM = HM temos
K={HY},  M={EY, BV} (3.31)
Existem dois operadores em M© e portanto A©) = qE&O) + rE(_Ogé, onde q = ¢q(x,t) e

r = r(x,t) sdo os campos desta hierarquia.
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3.3.1 Fluxos de tempo positivo

Seja
DU — ajH(j) + bng) + CjE(—jo)c e GW. (3.32)

Considerando a parte positiva da hierarquia temos equacao de curvatura nula

—Q

[0, + HY + ¢BO +rE® 8, + D™ + D"V 4 ... 4 DO] =0, (3.33)
O caso n = 2 fornece o sistema

1
Gt = =54z + (g7 — qo70) 4,
= =g+ (07— 7o) (3.34)

e = 3720 — (qr — qoro)T

Na resolucao da equagao de curvatura nula (3.33), escolhemos os coeficientes constantes
de (3.32) de forma conveniente, as = 1 e a; = 0. Nao ha perda de generalidade nesta
escolha pois estas constantes podem ser absorvidas por uma mudanca de coordenadas. A
constante de integragao do coeficiente ay foi mantida, ao contrario do usual. Denotamos
esta constante por %qoro. Esta escolha foi feita para obtermos um sistema que admite
solucao com condicao de contorno constante ¢ — qo € 1 — ro. Geralmente esta constante
de integracao é tomada como zero, fornecendo o conhecido sistema AKNS

G = —5us + 41, (3.35)

_ 1 2
Tt_QTxx_qT'

Note que ao contrario de (3.34), o sistema (3.35) nao possui solugao com condicao de con-
torno constante. Tanto (3.35) quanto (3.34) possuem solugao com condigao de contorno

nula ¢ — 0 e r — 0. O par de Lax do sistema (3.34) é dado por

U=HY 4 ¢E® 4 rEQ

-

(3.36)
V=H® 4+ qE&l) + rE(_lo)é — %(qr — qoro) HO — quEéO) + %TIE(O)

2 —ar

Eliminando a constante de integracao gyro — 0, obtemos o par de Lax de (3.35). Esco-
lhendo ¢ = ¢, r = ap*, t — —it e x — 12, onde « é uma constante, obtemos a equagao

NLS apropriada para condigao de contorno constante

W = 5% — (|9 = [t0]*)¥ = 0. (3.37)
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Esta equacao é interessante e foi objeto de estudo do recente trabalho de Zakharov e

Gelash [11] com a = —1. Do sistema (3.35) temos também a equacao NLS usual

i)y + Yae — 2al¢p*p = 0. (3.38)

Os casos a = F1 sao conhecidos como “focusing” e “defocusing” NLS, respectivamente,
e tem aplicagoes importantes em condensados de Bose-Einstein e ética nao linear.

Resolvendo (3.33) para o caso n = 3, obtemos o sistema

_ 1 3

1 3
Ty = ZTxx:c - §q7"7"x>

onde o par de Lax é dado por

U=HY 4+ qEO 4 rEY)

V=H®4+¢E®+rE® —L1orH® — 10, EO + L BV 1
+ 1 (rq. — qrz)H(O) + 1 (ow — 2¢°r) EO + Hree — 2¢°) EY.
Neste caso escolhemos as constantes ay = 0, a3 = 1 e as outras constantes de integracao
foram tomadas como zero. Note que o sistema (3.39) possui solugdo com condi¢ao de
contorno constante ¢ — qo e r — 9. O sistema (3.39) se reduz a equacao KdV quando
qg=uer = =1 eaequagao mKdV quando r = +q¢ = +v. Se ¢ = v e r = o+ v obtemos

a equacao de Gardner (3.26) com coeficientes arbitrarios

Ay = Vyyy — 60V, — 65070, (3.40)

3.3.2 Fluxos de tempo negativo
A parte negativa desta hierarquia é gerada pela equacao de curvatura nula
[0, + HY + B + rE® 9, + D™ 4 DEm+D .4 pED] = . (3.41)

Considere m =1
[0, + HY + A© 9, + DCV] = 0. (3.42)

Seguindo Leznov-Saveliev [30] suponha a seguinte solugao

A® = _pB B DY = Y B~ (3.43)
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onde B é um elemento de grupo contendo geradores de grau zero na forma
B = exp (XE(_OC)Y) exp ((;SH(O)) exp (zﬂE&O)). (3.44)

Substituindo (3.43) em (3.42) a projegdo em grau —1 automaticamente se cancela e ob-

temos as equagoes de movimento na forma proposta em [30]

(B.B™"),+ [HY,BH"VB™!] =0, (3.45a)

(B™'B,), + [B'HYB,H"V] =0. (3.45b)
A equagao (3.45b) nao é independente, mas foi obtida de (3.45a) expandindo-a e con-
jugando o resultado na forma B~'(...)B. Estas duas equagoes implicam nos vinculos
adicionais

Tr(B,BHY) = ¢, — x,e* =0, (3.46a)

Tr(B'B,HY) = ¢, — Y€ = 0. (3.46Db)
E conveniente introduzir as funcoes auxiliares

U = e?, X = ye?, A=1+x. (3.47)

Resolvendo (3.43) obtemos o par de Lax deste modelo em termos das fungoes de (3.44)

ou (3.47), que é portanto

U=HY 4 qE® +rE© (3.484)
— HO — 4, e® EQ — (x, + a6 EY (3.48b)
— _%&Eg?) — Xwe ?EY, (3.48¢)
V= (142¢xe®)HY — 20 ECD 4 2x (1 + ¢ye®) BV (3.484)
= (1+20%)HEY — 20e? ECY 4 2%(1 + ¢x)e ?ECY. (3.48¢)

Os vinculos (3.46) escritos em termos das fungoes (3.47) ficam
_ Xt _ U
¢Z‘ - A ) qSt - A .

Utilizando estes resultados em (3.45a), é possivel eliminar o campo ¢ e obter as equagoes

(3.49)

de movimento do modelo de Lund-Regge [31, 16]

d’;z 772”7296 ~t 7 Nx X Nx,’J}t ~
o, (K) + AQX 4 =0, (%) n ”22 — 45 =0. (3.50)
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Capitulo 4

Solucoes do tipo séliton com

condicao de contorno nula

Utilizamos o método de dressing e operadores de vértice para construir as solucoes so-
litonicas das hierarquias mKdV /sinh-Gordon e AKNS/Lund-Regge, com condi¢ao de con-
torno nula. Este capitulo nao contém resultados novos, mas introduzimos estas solugoes
para comparar com as solucoes de contorno nao nula que serao apresentadas no capitulo

seguinte.

4.1 Solugoes da hierarquia mKdV /sinh-Gordon

Tomando v = 0 (¢ = 0) no par de Lax correspondente a cada modelo da hierarquia
mKdV /sinh-Gordon, exceto os casos correspondentes a graus negativos pares, que nao

admitem este tipo de solucao, obtemos o vacuo mais simples possivel

Uy=EO + EY) =), (4.1a)
Vo = B 4+ 7D = q@nth), (4.1b)

O operador (4.1a) vale para todas as equagoes da hierarquia enquanto (4.1b) vale para a
equagao mKdV com n = 1, para a equagao de Sawada-Kotera com n = 2 e para a equagao

de sinh-Gordon com n = —1 e assim por diante. Seja

B = exp(¢H"?). (4.2)
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Resolvendo (2.26) obtemos v = —¢,. Integrando o sistema linear (2.14) temos
U = exp(—Q(l)x - Q(2”+1)t). (4.3)

Considere as fungoes tau dadas por (2.30) e escolha g na forma correspondente a solugoes

solitonicas (2.41), com o operador de vértice dado por

o 1
Fy = k72(H™ — —0poC + P (O KflE(_”+1) 7 44
n:z_oo ' ( 2 0 v a v @ ) ( )
onde k; ¢ um parametro complexo. Pode-se verificar que este operador de vértice é

autoestado do vacuo,

Q) B = —2k7"F (4.5)

Esta equacao determina as relacoes de dispersao de cada modelo da hierarquia, implicando

na dependéncia espago-temporal
n; = 2k + 2k2TE (4.6)

Observe que a tnica diferenca entre solucoes de diferentes modelos é a velocidade da onda
c = w;/k; = k7. O tltimo passo para obter a solucdo explicita é calcular os elementos
de matriz do vértice (2.47). Considerando os estados de peso mais alto de sly obtemos

(1=0,1),

1+1
(bl Filpu) = ( 12) ; (4.7a)
Ko — i\
</~LZ|EFj|Ml> = <Ml|ﬂ|/~bz></~bz|Fj|/~Ll>az‘j7 ij = ( . J) , (4.7b)
Ki + K
N N N
(pul HFi‘/m = H<N1|Fi‘,ul> H Q.- (4.7¢)
i=1 i=1 ij=1,

i<j
As expressoes (4.7¢) e (4.7b) mostram que o valor esperado de qualquer poténcia do vértice

se anula, (u|F*|w) = 0, a > 2. Portanto, a solugao geral da hierarquia mKdV /sinh-

Gordon, com condi¢ao de contorno nula, é dada por

p=mL  v=—g,. (4.8)

Too
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A forma explicita das fungoes tau é dada por

=1+ (Fi)e” + (Fo)e” + (FFy) e ™ + -

=S TTE IT o [T exo(n) (4.9)

Jcl icJ ijed  ied
i<j

onde (o), = (1| e |m), I ={1,2,...,N} e asoma ¢ feita sobre todos os subconjuntos de
I. Esta expressao corresponde a solucao N-séliton. Como exemplo, considere a solucao
3-soliton,
1 1 1 1 1 1
Too = 1— 56771 _ 56772 _ 567]3 + Za12en1+n2 + Za13€771+713 + ZOJ236712+773_

1

+n2+
8@12611361236771 GG

] 1 n 1 n 1 UE 1 n +7] 1 n +7] 1 n: +7]
;11 — _26 . _26 2 _26 3 —](1,126 . 2 _]a13€ 1 3 _a236 2 3

+ §a12a13a03e™ TR
Estas funcoes devem ser substituidas em (4.8) e a;; é dado por (4.7b). Se considerarmos
a equagao mKdV, de (4.6) temos n; = 2k;x + 2k3t, para a equagao de Sawada-Kotera
M = 2K;T + 2/1?15 e para a equagao de sinh-Gordon 7; = 2k;x + 2/<ci_1t.

As solugoes com condicao de contorno nula valem para todas as equagao com graus
impares, tanto para fluxos positivos quanto negativos. A subclasse de equagoes com graus

negativos pares nao possui solu¢ao com condi¢ao de contorno nula, mas possui solugao

com condi¢ao de contorno constante e sera tratada adiante.

4.2 Solugoes da hierarquia AKNS /Lund-Regge

Fazendo ¢ = r = 0 no par de Lax de cada modelo da hierarquia AKNS, obtemos o par de

Lax do vacuo correspondente a condicao de contorno nula
, (4.11a)
Vo=H"™ =, (4.11b)

O operador (4.11a) vale para todos os modelos enquanto (4.11b) vale para o sistema AKNS
(3.35) com n = 2, para o sistema (3.39) com n = 3 e para o modelo de Lund-Regge (3.50)

com n = —1. A tnica mudanca é para o sistema (3.34) onde V, = Q@ + %qoroﬂ(o). Seja

B = exp (XE(_OC)Y) exp (¢H(0)) exp (zﬂE&O)). (4.12)
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Entao, (2.26) implica nas relagdes entre os campos ¢ e r com as fungoes y, ¢ e 1. Estas
relagoes ja foram calculadas quando obtivemos o operador (3.48b). Integrando (2.14)
obtemos

Wy = exp(—QWa — Q). (4.13)

Seja g dado por (2.41), com os operadores de vértice definidos por
Fi= Y o D (4.14a)

Gi S ON (4.14b)

Il
]
=
Q

Estes operadores de vértice satisfazem as seguintes equacoes de autovalor
QW F] =—=2x7F,  [Q™,Gi] = 267G, (4.15)

que definem as relagoes de dispersao da hierarquia. A dependéncia espaco-temporal das

solucoes serd portanto
1 = 2K;x + 2K, & = —2r;x — 2K (4.16)
Para o caso do sistema (3.34) temos
ni = 2k + (267 + qoTo)t, & = —2rx — (267 + qoro)t. (4.17)

Utilizando (4.12) na solucdo geral (2.32) e escolhendo estados apropriados, obtemos as

funcoes tau. Além dos estados {| m)}, [ = 0,1, considere o estado

p2) = B ). (4.18)

Entao temos,

Too = €’ = <H0|\I’09‘I’51|ﬂ0>7

= ey+¢ —= <

11 11| Wog Wyt ),

T2 = ¢€V+¢ = <M1"I’09‘I’61|M2>7
v+o <

(4.19)

To1 = X€ N2|\I’09‘D51|M1>,
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e portanto

T T T ~ T T:

6 _ T _T12 T2 _ T12 ~ T2

e ; h=—, X=—, h=—, X=—- (4.20)
Too T11 T11 Too To0

Das relagoes entre os campos contidas em (3.48), chegamos a soluc¢ao geral dos modelos
da hierarquia AKNS. Para o modelo de Lund-Regge j4 temos os campos ) e ¥ em termos

das fungoes tau (4.20). Para os campos ¢ e r temos

(Tll)x7—12 — T11 (712)90

q=—1,e* = 5 : (4.21a)
)
Too) To1 — Too (T
r = —)er’d’ = ( 00)”” 2 00( 21)9”. (4.21b)
TooT11

Para obter a solucao explicita, basta fixar o nimero de vértices e calcular os elementos de
matriz. A solugao contendo somente um vértice corresponde a uma solugao exponencial
da equacao linearizada que nao € interessante. A solucao nao trivial mais simples é obtida

com dois vértices, g = e, e portanto

(e Wog g | im) = () exp(e’“Fl) eXP(&Gz) |111)

(4.22)
= Op + (il Falpu)e™ + (|Gl )™ + (pn] FyGalp)e™ <.
Os elementos de matriz relevantes, envolvendo um vértice, sao
(| Filp) =0, (| Gilm) =0, (| Filpa) = 0, (4.23a)
(ol Filpa) = 1, (11|Gilpo) = 1, (H2|Gilp) = 0. (4.23b)
Os elementos envolvendo dois vértices sao
RiKj
(| FiGjlpz) = 0, (ol FiGjlpo) = ——3, (4.24a)
(ki — r5)
K2
(po| FiGjlpa) = 0, (| FiGjlp) = (—J)z (4.24b)
R; — I{j

Portanto, a solugao envolvendo dois vértices é dada pelas relagdes (4.21) com as seguintes

funcoes tau

(Hol L G2lpo) exp(m + &),
(1| Galpn) exp(m + &),
112 = exp(&)

(m)

To1 = €Xpl11).

Too = 1+
11 = 1+
(4.25)

Y
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Solucdes envolvendo mais operadores de vértice, como por exemplo g = ef1ef2e%¢e% po-

dem ser calculadas analogamente, embora os elementos de matriz sejam mais trabalhosos.
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Capitulo 5

Solucoes do tipo séliton com

condicao de contorno nao nula

Utilizamos o método proposto na secao 2.6 para construir solugoes das hierarquias mKdV,
de Gardner e AKNS. Resolvemos também a subclasse de equagoes de fluxos negativos pa-
res da hierarquia mKdV /sinh-Gordon. Introduzimos operadores de vértice apropriados
que sao autoestados de um vacuo nao trivial. No limite onde os campos do vacuo ten-
dem a zero, recuperamos as solugoes conhecidas do capitulo anterior. Mostraremos que
a hierarquia mKdV pode ter simultaneamente solugoes dark sélitons, kinks, ondas de

amplitude maxima chamada table-top sélitons, breathers e wobbles [7].

5.1 Solucgoes das hierarquias mKdV e de Gardner

Solucoes com condicao de contorno constante da hierarquia mKdV e de Gardner foram
consideradas em detalhe em [7], e solugoes da subclasse de equagoes negativa pares da
hierarquia mKdV /sinh-Gordon em [10]. Nesta se¢do vamos mostrar resumidamente os
principais resultados.
Seja
Q&+ = g0 4 BUTY Ly HO). (5.1)

Fazendo v — vg no par de Lax dos modelos da hierarquia mKdV, exceto o modelo de sinh-

Gordon que como ja discutido na secao 2.8, nao apresenta solugao de vacuo constante,
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obtemos o par de Lax do vacuo para cada modelo

(5.2a)
Vo = QB — Lz, (5.2b)
Vo= — —UOQ( + gvéﬁ(l), (5.2¢)
Vo= U_OQH)' (5.2d)

Nestas relagoes, (5.2a) é um dos operadores de Lax do vacuo e vale para todos os modelos.
Os demais operadores valem individualmente, e.g. (5.2b) vale para a equagao mKdV (3.4),
(5.2¢) para a equagao modificada de Sawada-Kotera (3.6) e (5.2d) para a equagao da parte
negativa par (3.16). Outras possiveis equagdes da hierarquia seguem o mesmo padrao,
como combinacoes lineares de Q41

Para as equagoes da hierarquia de Gardner, tomando o limite v — 0 em (3.27) e (3.29),

obtemos
Uo = Q(l), (53&)
Vo = QW 44200, (5.3b)
Vo = QP + 20200 4 i@, (5.3¢)

onde (5.3a) vale para todas as equagdes da hierarquia de Gardner, (5.3b) vale para (3.26)
e (5.3c) para (3.28). Note que estamos considerando solugoes com condi¢do de contorno
nula para a hierarquia de Gardner e solugoes com condicao de contorno constante para
a hierarquia mKdV. Ambas estao relacionadas, pois ambos os problemas tem a mesma
estrutura algébrica, porém, a interpretacao de vy nas equagoes da hierarquia de Gardner
é de um simples parametro constante que aparece nas equacoes diferenciais, e tem origem
numa transformacao de Galileu (3.20) e (3.23) e nao de um vacuo com um campo constante
como no caso da mKdV.

Integrando o sistema (2.14) obtemos
Uy = eXp(—on — Vgt). (5.4)

Suponha
B = exp(¢H"). (5.5)
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Resolvendo (2.37) para a hierarquia mKdV obtemos
700
v =1y — 0y =g+ Oy In —. (5.6)
8!
Para a hierarquia de Gardner, com vacuo zero, de (2.26) temos
v=—0y6=0,In 2. (5.7)
T11
Note que quando vy — 0 em (5.6) recuperamos o resultado (4.8) da solugdo com condigao
de contorno nula.

Seja g na forma (2.41), com o operador de vértice definido por

Fr= Y (w2—v) "[H™ + ”02_ Fi g o6+ — E™ — LEE”;”}. (5.8)

K Ki + Vg Ki — Vg

n=—oo
Este operador de vértice depende da condi¢ao de contorno e quando vy — 0, recuperamos
o vértice conhecido (4.4). Este novo operador de vértice satisfaz uma equagao de autovalor

para os operadores do véacuo (5.2), que é dada por
[QCD B = —25, (k] — v3)" F. (5.9)

Esta equacao determina a relacao dispersao para cada modelo da hierarquia mKdV e
também para os modelos da hierarquia de Gardner. Note que nao seria possivel resolver
a equagao de Gardner com condi¢do de contorno nula com o vértice usual (4.4). As
relacgoes de dispersao da hierarquia mKdV dependem da condicao de contorno, portanto,
a velocidade destes sélitons dependem de vy. Para a equacao mKdV, com o par de Lax

do vacuo dado por (5.2a) e (5.2b), obtemos
m =2k + (267 — 3ugk)t. (5.10)
Para a equacao modificada de Sawada-Kotera (3.6), com o operador (5.2¢), temos
m =2k + (267 — bugk; + Logk)t. (5.11)

No limite vg — 0 recuperamos a relagao (4.6). Para a equagao da parte negativa par

(3.16), com o operador (5.2d) temos

2/@'

i = 2K + ————t. 5.12
7 o0 (72 — ) (5.12)
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A parte temporal diverge no limite vy — 0, mostrando que as equagoes da parte negativa
par nao possuem solugao com condicao de contorno nula, como esperado. Para as equacgoes

da hierarquia de Gardner, utilizando (5.3), temos para a equagao de Gardner (3.26)
N = 2K;x + {2/@-(/{? — US) + 2/@1}3} t = 2Kx + 2K, (5.13)
e para a equacao (3.28)

7 = 2K, + {2/@-(/@2 — U8)2 + 4@3/@(/@? — vg) + 21)3/{1-}15
(5.14)
= 2K;7 + 2Kt

E interessante notar que ao contrario das relagoes de dispersao da hierarquia mKdV, o
paramatro vy nas relagao de dispersao da hierarquia de Gardner se cancela, mostrando que
a velocidade destes sélitons nao dependem de v, pois estamos resolvendo um problema
de condicao de contorno nula.

Os elementos de matriz do operador de vértice (5.8) sdo dados por

Vo +O’l/iz'

(l Filp) = =5 —=, oo =—L =1, (5.15a)
Z i — i\
(| Fils ) = (| Fi ) | Fl ) aig, — ag = ( : J) : (5.15b)
Ki + Kj
N N

(ul [T Filew) = T [l Film) TT ass- (5.15¢)
i=1 i=1 ij=1
1<J

Note que o vértice (5.8) satisfaz a propriedade de nilpoténcia entre os estados, (| F;"| ) =
0, n > 2. Com estes resultados podemos calcular as fungoes tau para qualquer nimero de
vértices, que entao substituidas em (5.6) — ou (5.7) no caso da hierarquia de Gardner —
e utilizando a relagao de dispersao correta para cada modelo (5.10)—(5.12) — ou (5.13)—
(5.14) no caso da hierarquia de Gardner — obtemos a solugao N-séliton explicitamente

na forma

=1+ (F1),e™ + (Fo),e™ + (F3),e™ + (FiFy) e T +
+ <F1F3>le’71+’73 + <F2F3>le"2+’73 + <F1F2F3>l€m+n2+n3 4.

= [T¢ulFilm) TT @i [ ] exp(m)

JclI icJ ijeJ  ieJ
i<j

(5.16)
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Figura 5.1: Solugoes 1-séliton da equacao de Gardner quando k1 > vy e vg > 0. Escolhemos
vg = 2 e k1 = (3, 2.0001, 2) nas figuras (a, b, c), respectivamente. Quando k1 — vy a
solugdo em (a) se deforma, como mostrado em (b), até se tornar um kink quando k1 = vy,
como mostrado em (c). Solugoes andlogas valem para a equacao mKdV, exceto que as solugoes

tendem a constante vy em |x| — oo devido a condigdo de contorno nao nula.

onde I = {1, 2,..., N } As solugoes da hierarquia mKdV com um vacuo constante sao
conhecidas como dark sélitons. Dark sélitons da equagao NLS tém importantes aplicacoes
em O6tica nao linear e condensados de Bose-Einstein. Como a equacao mKdV aparece em
fisica de plasmas, podemos esperar que dark sélitons da mKdV também tenha aplicagoes

Interessantes.

O comportamento dessas solucoes varia de acordo com os valores de vy e k;. Além das
solugoes sélitons usuais, na Figura 5.1 mostramos um caso onde a solucao se deforma até
se tornar um kink. Na Figura 5.2 temos um caso mais interessante onde solitons usuais
e dark sélitons se deformam até se transformarem no chamado “table-top” séliton, que
¢ uma onda de amplitude méaxima. Este tipo de solucao foi extensamente estudada por
Grimshaw et al. [28, 29] para a equagao de Gardner, e inclusive observada em regides
costeiras do oceano. E importante observar que, substituindo as solugoes com condicao de
contorno nao nula da equa¢ao mKdV na transformacao de Miura (3.17), obtemos solugoes
dark séliton da equacao KdV, entretanto, kinks e table-top sélitons nao sao observados.
Isso mostra que as solugoes interessantes da equagao de Gardner sao herdadas através da

equacao mKdV.
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(a) (b) (c)

Figura 5.2: Solugoes 1-séliton para a equacao de Gardner (a) e (b) e para a equagao mKdV
(¢) quando 0 < k1 < wvg. Os sélitons usuais aumentam de amplitude e se tornam estreitos
quando k1 aumenta, mas quando k1 — v, ele se torna o table-top séliton, onde a amplitude
atinge seu méximo. vy = 2 e k1 = (1.5, 1.9, 1.999999999) em (a). Em (b) mudamos os sinais
vg — —Up, K1 — —K1 com 0s mesmos valores numéricos. Em (c) temos um dark séliton e
table-top séliton para a equacdo mKdV, com os mesmo valores numéricos que em (a). Note o

vacuo correspondente a vy = 2.

5.1.1 Breathers e wobbles

Ao contrario de solugoes com véacuo zero, as solugoes da hierarquia mKdV com vacuo
constante e também as solugoes com condig¢ao de contorno nula da hierarquia de Gardner,
por conter o parametro vy, apresentam um comportamento mais rico dependendo das

escolhas de k; e vy, podendo ter simultaneamente solugoes do tipo séliton e kink.

A expressao geral da solucao do tipo breather pode ser obtida da solugao 2-séliton,
escolhendo nimeros de onda complexo conjugados k; = k3 = a + 13, o que implica que
as relagoes de dispersao terao a forma 1, = 15 = £ + i(, para fungoes reais £ = £(z,1) e

¢ = ((z,t) a serem determinadas. De (5.15) temos (V1), = (V3); = a; — ib, onde

L o ————

T2+ ) 2 )

po VP '
2(a? + B2)’
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(a) (b) (c)

Figura 5.3: (a) breather da equagao de Gardner, (b) breather da equagdo mKdV: vy = 2,
a = 0.5, B = 5. (c) breather da equacdo KAV — vy = 2, a = 1.5, § = 4 — utilizando a

transformagao de Miura (3.17).

e também
/32

(ViVa), = —;(a? +b%). (5.18)

Portanto, a formula geral do breather é dada por
2

=1+ 2¢ alcosC+bsin§—%(a%+52)ef . (5.19)
Um gréfico dessa solugao ¢ ilustrado na Figura 5.3 para as equacoes de Gardner, mKdV
e KdV. Note o vacuo nao nulo nestes dois tltimos casos.

A solucao do tipo wobble para a equacgao de sine-Gordon foi proposta por Kalberman
em [8]. Posteriormente, Ferreira et al. [9] perceberam que que esta solugao corresponde
a 3-sélitons, onde dois deles se combinam para formar um breather e o terceiro é um
kink. Seguindo esta idéia, mostramos que as equacoes da hierarquia mKdV com condigao
de contorno nao nula e as equagoes da hierarquia de Gardner com condi¢ao de contorno
nula, também possuem solu¢ao do tipo wobble. Considere a solugao 3-séliton de (5.16)
com Ky = Ky = a+1 e kg = vg. Entao m =n5 = £ +iC e n3 = &, € uma fungao real

dependendo de vy. De (5.15) temos (V3), = 6,1 e (ViV3), = (VaV5); = 011 (i + id;) onde

K1+ K3 Ko + K3
2 2 2
— 2
=2 +52 oo, 5”;] : (5.21)
(-t )+ 62 (ot ) + B
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(a) (b)

Figura 5.4: Em (a) temos a solugao wobble da equagao de Gardner com parametros k1 = %+6i,
Ko = % — 63, k3 = vg = 2, t = —0.02. Em (b) temos o wobble da mKdV com parametros

K1 =& +5i, ko = & — 5i, kg = vy = 2, t = —0.02.

e portanto

= aq (72 — 1/2) + 2byv,

(5.22)
d; = 2a;yv — b(72 - 1/2).
A férmula geral do wobble é entao dada por
2
=1+ 2¢¢ [al cos( + bsin( — F(a% + b2)e77 +
!
) (5.23)

1
+ 20,1650 [Cz cos¢ — dysin( — % (aF + %) (cF + d?)ef + 5675
a

Um grafico da solugao wobble para as equacoes de Gardner e mKdV é mostrado na
Figura 5.4. Note que a equacao KdV nao possui wobble pois ela nao possui solugao kink.

A relacao de dispersao explicita para a equacao mKdV envolvida nestas solucoes é

& =2ax + 2a(a2 —3p8* — %vg)t,
¢ =2Bx—28(8% — 3a” + 3v))t, (5.24)

Ny = 2007 — VL.
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Para a equagao modificada de Sawada-Kotera (3.6) temos
¢ =2azx + 2a(a’ — 10°8% + 54 — Svja® + Bug B + Buj)t,
¢ =28z +2B(8* — 100”8 + b + 2ug 8% — Luga® + Lug)t, (5.25)
Moy = 2007 + vgt
Para a equacao de Gardner (3.26)
n = 2ax + 2a(a2 — 3ﬁ2)t,
¢ = 2Bz —2B(B* — 3a°)t, (5.26)
Mvy = 2VpT + 21}82&.
Para a equacao (3.28)
n = 2ax + 204(&4 — 10a%5% + 5ﬁ4)t,
¢ = 2Bz +28(B8* — 10a*8% + 5a)t, (5.27)

Moy = 200T + 21}82&.

5.2 Solucoes para a hierarquia AKNS

Tomando campos constantes nos operadores de Lax, novamente os termos em M sobre-

vivem. Seja

QW) = HY) 4 uEY=D 4 o BYY, (5.28)
Tomando o limite ¢ — gy € ¥ — ¢ nos pares de Lax da hierarquia AKNS obtemos

Up=HY + ¢EV + rOEEO) =), (5.29a)
Vo=H®? + ¢oED 4+ ryBY = @), (5.29b)
Vo=H® + ¢EY + TOE(—; — Lqoro(HY + B + 1))
=Q® — LggreQW. (5.29¢)
Para as demais equagoes da hierarquia AKNS, sem considerar o modelo de Lund-Regge
que nao possui solucao com condigao de contorno constante como discutido na segao 2.8,

temos o mesmo padrdo, operadores como combinacdes lineares de QU). Integrando (2.14)

temos

Wy = exp(—Upz — Vit). (5.30)
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Suponha

B = exp(XE(,OC)Y) exp (QSH(O)) exp(wEéO)). (5.31)

Resolvendo (2.37) obtemos os campos ¢ e r como fungao de x, ¢, ¥ e do vicuo. Estas

relacoes sao dadas por

Oy = 7’0@/1(1 + X@/Je%’) — goxe®® + e, (5.32a)
q =€ (q0—rot)* — ¢a), (5.32b)
r=roe 2%+ %? (q0X2 — roXZwZ) — o — X2e?. (5.32¢)

Como esperado, no limite go, 79 — 0 recuperamos as relagoes obtidas em (3.48¢c). Intro-
duzindo as funcoes auxiliares Y = ye?, 1/; =Ye? e A=1+ )Zz@, é possivel simplificar as

expressoes (5.32) na forma

_ 20 2 ﬂ ¢
g= e N (5.33a)
r=roAe ? — Y70 (5.33b)

Projetando (2.38) nos estados apropriados, temos as relagoes com as fungoes tau

T11 T21 T12 ~ T21 7 T2
€¢: ) X = ) w:_a X= ¢:_ (534)
Too 11 11 T00 Too
Substituindo estas relagoes em (5.33) obtemos a dependéncia explicita para a solu¢ao com

condi¢ao de contorno nao nula da hierarquia AKNS,

7= ™ n i1 (7'00)27'12 — Too (ﬁz)x (5.35a)
7'020 + T12T21  Too 7'020 + T127T21
2 Too) To1 — Too (T
- 7"0700 +;‘1sz1 1 ( Oo)ac 21 00( 21)95‘ (5.35b)
T11 TooT11

Agora introduzimos os operadores de vértice apropriados para o caso de vacuo cons-

tante. Considere g na forma usual (2.41), com os operadores de vértice definidos por
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= [% (Hi— WO)} F™ (5.36a)
R

K2 — qor 2
onde F™ = _Lpgm M%é ~ B Em 4 B, (5.36h)
Ki ki (K2 + qoro) K
_ - 1 doTo " (n)
ro(K2 — qor 2
onde G =_0pgm _ M(Snoé +Em - g™ (5.36d)
K K (fif + qoro) K;

No limite gg, 79 — 0 recuperamos os vértices utilizados com condicao de contorno nula
(4.14)'. Pode-se verificar que estes vértices satisfazem as seguintes equagoes de autovalor

para vacuo (5.29),

n—1
Q™ F] = — [% (ﬁi - WO)} {ni + M} F, (5.37a)
K

Ri i

n—1
Q™ G =+ {% (m = qor“)} [mi + qor“} G.. (5.37h)

R i

De fato, estes operadores de vértice foram obtidos exigindo uma equacao de autovalor.
Depois de alguns calculos chegamos na forma proposta em (5.36). A dependéncia espago-
temporal das solugoes do sistema (3.34), tendo a equac¢do NLS com condi¢ao de contorno

constante como caso particular (3.37), é entao dada por

1 2
i :—l—(m-—ir%)x—i——(m?— @)t,
K; 2 K:

Z (5.38)
§i=— (Fdi + qoro)x — 1(/@3 — (QOT20)2>t‘
K 2 R;
Para o sistema (3.39) temos
1 2 3
ni =+ </<&i + M)x + - (Féf — 3KigoTo — 3(6107"0) + (qor;) >t,
K 4 K K
wro), ! (an)® , (aon) -39
fiz—(fii+ ' )x—z(m?—Sniqoro—S - + 3 )t,

Para obter a forma explicita das funcoes tau, ainda falta calcular os elementos de

matriz envolvendo os operadores de vértice (5.36). Os elementos de matriz envolvendo

LA menos de um fator 1/2, k;/2 — K;.
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um vértice sao

_To ("012 - QOTO) do (/%2 - CIOTO)

Gilpo) = 7 Fi\po) = , 5.40a
(1ol Gil po) . (K? n qO'f’o) (10| Filpto) m(ﬂaf n qO'f’o) ( )
_—2kiTo —2g37o

nlGilm) = 5= o {pual Filpua) = — (7 + aory) (5.40D)
2
q

(1| Gilpa) = 1, (1| Fil o) = _;37 (5.40c¢)
2 Z

(2| Gil ) = —-5, (po| Filp) = 1. (5.40d)

]

Note que no limite g, 79 — 0 recuperamos os resultados (4.23). Ao contrério do caso de
condicao de contorno nula, a solugao contendo um vértice apenas nao ¢ trivial. Escolhendo

o elemento de grupo g = ef* temos

qo (’f% - QOTo) o

Too = 1+
K1 (H% + QOTO)
2q2r
m=1- —2‘]0 0 e,
k1 (K3 + qoro) (5.41)
@
Ti2 = ——%em,
Ky
To1 = em.

Nestas expressoes devemos substituir a relagdo de dispersao correta, (5.38) ou (5.39).
Resultado andlogo vale para Gy, trocando n; — &; e os elementos de matriz. Para uma

solucdo contendo dois vértices na forma g = ef1e%? temos

700 = 1+ (o] Fil o)™ + (o] Gl o) e™ + (ol F1 G| po)e™ 2, (5.42a)
T =14 (| Filpn)e™ + (|Gl )e® + (] FiGalp)e 2, (5.42b)
Tia = (pa|Filpa)e™ + (pa|Galpa)e® + (| FyGalpa)e™ 2, (5.42¢)
To1 = {pao| Fy|pn)e™ + (o] G| )e® + (o] FyGa|p )e™ T2, (5.42d)

Além dos elementos de matriz de um vértice, a propriedade de nilpoténcia foi explicita-
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mente verificada e os seguintes elementos de matriz de dois vértices calculados,

(H? - C_I(ﬂ’o) (/43? - (Joro) (Hi/fj + Qoro)2

(KJ? + Q(ﬂ”o) (H? + qoro) RiK; (/ﬁ — /ij)2’

() = 0700 = )" s = auro) ) (s + o) (5.43D)

o (F&f + QOTO) (/f? + 6107“0)'%2 (F&i - ﬁj)z ’
(/‘ii/fj - C]07"0) (Féi/‘ij =+ C]07“0)2

K2+ qoTo) (HJQ + qoro) (ki — Kj)KZ

2

(F«'Mj - QOTO) (/@z’/ij + C](J?”o)

(57 + qoro) (55 + qoro) (i — i) 5

(1ol FiGjlpo) = (5.43a)

(| FiGjlp2) = —QCJO( (5.43c¢)

(2] FiGj| 1) = —2rg

(5.43d)

Durante a realizagdo destes célculos, Zakharov e Gelash [11] consideraram em seu
recente trabalho, novas solugoes da equacao focusing NLS (3.37). Nosso método inclui nao
somente solucoes desta equacao, mas de toda a hierarquia AKNS e temos uma prescri¢ao
sistematica para gerar N-sélitons com condi¢ao de contorno constante. Além disso, nosso
método mostra a origem algébrica da relacao de dispersao e a interacao entre ondas do
tipo séliton através dos elementos de matriz dos operadores de vértice. Mais detalhes

podem ser encontrados em [32].
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Capitulo 6

Construcao generalizada de

hierarquias integraveis

Vamos propor uma generalizacao na construcao discutida na secao 2.3 para a equacao
de curvatura nula. Fazendo isso, poderemos incorporar uma classe mais abrangente de
modelos integraveis dentro de uma classificacao algébrica sistematica.

Seja G uma algebra de Kac-Moody semi-simples e () um operador de gradagao tal que

§7= @G\(n) onde [Q’gA(n)] _ ngﬂn)j [g(n)’g(m)} c g(ner)‘ (6.1)

neL

Seja E® um elemento semi-simples e constante de QA(p), que decompoe a algebra nos

subespacos kernel e image, G=Ka M, definidos por

K={xed|[EW X] =0},

R R (6.2)
M={XeG|3IY e talque X = [EP Y]}
A identidade de Jacobi implica que
[K.K]cK, [K,M]cM, (6.3)
e também assumimos a estrutura de espaco simétrica
(M, M] C K. (6.4)

Seja AW € M@ o operador que contém os campos da teoria. Considere uma base de

M@ dada por {Tl(q), e ,Téq)} e 0S8 campos u = (ul, e ,un). Entao, temos a combinacao
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linear A@[u] = u, T\ + - - + u, T}”. Considere o par de Lax definido por

Ulu] = E™ + Ala) [u],

nxp A (6.5)
Z DO[y] = D) 4 pte=1) ... D@ 4 ... 4 pl=mp)

t=—mXp

V{ul

onde p > ¢. A construgao da sec¢do 2.3, proposta em [2, 1], corresponde ao caso especifico
onde (p,q) = (1,0) — veja (2.9) e (2.10). Quando projetamos a equagdo de curvatura
nula em cada subespaco graduado, vemos que o termo E® é responsavel por acoplar as
equacoes de graus subsequentes. A projecao da equacao de curvatura nula no subespaco

M@ fornece as equacoes de movimento.

A condicao de solubilidade da equacao de curvatura nula é de que todos os operadores
DU) sejam determinados em funcao dos campos de A@ [u], pelas equagoes de grau diferente
de ¢ e pela componente K da projecao em grau g. Contudo, nao sao para todos os valores
de (p,q) que isso é possivel. Se p = 0 as equagdes de diferentes graus nao se acoplam e
portanto nao gera modelos. Se (p,q) = (2,0) as equagdes tem a mesma estrutura do caso
(p, @) = (1, 0), onde as equagdes se acoplam de dois em dois graus e os operadores de grau
fmpar sao irrelevantes'. Portanto, os casos interessantes correspondem ap > lep = g+a
onde a = 0,1. Além do caso (p, ¢) = (1, 0), vamos considerar as construgoes (p, q) =
(1, 1) e (p, q) = (2,1), que correspondem a hierarquias interessantes como veremos.

Em [42, 43] foi considerada uma generalizacao para operadores de graus mais altos,
especificamente para os modelos relativisticos de Toda. O caso p = ¢ e também outros flu-
x0s temporais, correspondente a modelos nao relativisticos, porém igualmente relevantes,

nao foram considerados.

6.1 Segunda construgao (p,q) = (1,1)

Considere o par de Lax dado por (6.5) no caso especifico onde (p,q) = (1,1). A projegao

da equacao de curvatura nula em cada subespaco graduado implica no seguinte conjunto

Tsso equivale a trocar o parametro spectral A — A2.
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de equagoes

[E(l) + A D(n)] =0 grau n + 1
5.D™ 1 [E(l) + AW D(nfl)] =0 grau n
0.D® 4 [E(l) + AD D(l)] =0 grau 2
9,0 — 9,AM 1+ [EV 4 AO DO] =0 grau 1 (6.6)
8,0 1 [E(l) +A(1),D(71)] =0 grau 0
8, D™+ | [E(l) + A(l),D(_m)] =0 grau —m + 1
0,D"™ =0  grau —m

Cada uma destas equagoes se decompoe ainda em componentes K e M. Note que a

equacao de movimento é dada pela projecao em 6(1),

9,D\] — AW + [EW, D)) + [AD, DP] = 0. (6.7)

Os fluxos de tempo positivo envolvem somente operadores de grau maior ou igual a 1, i.e.

V=>", D® . A equacdo de movimento neste caso é dada por

9,D) — 8,A" = 0. (6.8)

Os fluxos de tempo negativo envolvem somente operadores de grau menor ou igual a 1,
. 1 ; ~ . , ~

ie. V=>,_ D eaequagio de movimento mantém a forma (6.7). A equagio (6.7)
também fornece modelos mistos se considerarmos operadores de grau positivo e negativo

simultaneamente.
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6.2 Terceira construcao (p,q) = (2,1)

Considere o caso (p,q) = (2, 1) e portanto o seguinte conjunto de equagoes
[E(Q)7 D(Q”)} 0
[E(Q), D(2”_1)] + [A(l), D(Q”)} 0 grau 2n + 1

9,D 4 [E®), D] 4 [AD, per-1] = g

grau 2n + 2

grau 2n

0, D@ + [ E® D(O} [ AL D(l)} 0 grau 2
0,DM — 9,AM ¢ [ } [A(l D(O)} =0 grau 1 (6.9)
0,D© 1 [E(Q), D(*2)] + [A(l), D(fl)} -0 grau 0

0, D=2m+2) 4. [E(Q), D(_zm)} + [A(l), D(_Qm“)} 0 grau —2m + 2
0, D72m+Y) 4 [A(l), D(_%ﬂ 0 grau —2m + 1
0

axD(f2m

grau —2m
A equacao de movimento contendo a hierarquia completa é dada por
9,0\ — 0,4 + [E® DV 4 [AW, D] = 0. (6.10)
Fluxos positivos sao gerados com V = Z2n D e a equacdo de movimento tem a forma
O D — 9,AY = 0. (6.11)

Fluxos negativos sao gerados com V = Z D® ¢ a equacao de movimento fica

i=—2m
940 — [£2, D] ~ [, D] =0 (612

A equagao (6.10) também é capaz de fornecer modelos mistos, combinando uma equagao

de tempo positivo com uma equacao de tempo negativo.

6.3 Hierarquia de Wadati-Konno-Ichikawa

A hierarquia de Wadati-Konno-Ichikawa (WKI) foi proposta em [12] e é interessante por

conter nao linearidades mais fortes do que no caso AKNS. Além disso, a dispersao e nao
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linearidade sao acopladas num tnico termo, ao contrario da maioria das equagoes que é
uma soma de termos lineares e nao lineares. A hierarquia WKI se enquadra na construgao
proposta em (6.5) com (p,q) = (1, 1).

Considere a algebra G =slyeo operador de gradagao homogeéneo ) = d, de forma

que a decomposicao da algebra fica
Gl — {Ec(j)7 E(—ZZH H(i)}, (6.13)

Seja E® = H® e portanto AV = g(z,t)EY) + r(z,t)EY). Devido a (6.13) temos

DO = ¢,EY + blE(_ZL + ¢;H®, onde os coeficientes sdo funcoes que serdo determinadas

em termos dos campos q e r.

6.3.1 Fluxos de tempo positivo

Considerando somente fluxos de tempo positivo da hierarquia WKI, temos a equacao de

curvatura nula
[0, + HY + ¢EY +rEY 8, + D + DY 4 ... 4 pW] =0, (6.14)
O caso n = 1 fornece as relagoes ¢; = ¢, e r; = r;, como ocorre em todas as hierarquias
integréveis. Considere o caso n = 2. A projecao da equagao (6.14) num subespago de
grau 3 fornece ay = coq € by = cor. A projecao em grau 2 implica no sistema
a1 = c1q — %@cag, by = cir + %asz, 0,Cco = ra; — qby. (6.15)

Substituindo as duas primeiras equagoes na terceira obtemos

(c2)a (q7)a

=— 0,1 = 19, In(1 = (1 -1z 6.16
.. 2t qg) n(cy) 10, In(1+qr), ca=(1+gqr) (6.16)
Utilizando este resultado novamente no sistema anterior,
1 q 1 T
am=cqg—=|—1 , by =cr+ - (—> . (6.17)
2<<1+qr)”2>x 2\(1+q)" /.

A componente K da projecao em grau 1 implica que d,¢; = 0 e a componente M nas

equagoes de movimento

(6.18)
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onde escolhemos ¢; = 0. Este sistema de equagoes é o andlogo do sistema AKNS para

esta hierarquia. O par de Lax explicito para o modelo (6.18) é dado por

U=HY 4 ¢ +rEY,
_ q (2) r (2) 1 (2)
V=% p»,y T p®, - g
(1—|rq7")1/2 (1—|—q7“)1/2 (14—(17")1/2 (6.19)

1 q 1 T 1)
e oy Y e
2((1+q7“)1/2>x 2\ (1 +qr)'?)

Fazendo q = ¢, r = ay*, t — —i e x — ix, obtemos o andlogo da equacao NLS para a

hierarquia WKI
- 192 v _

Considere agora o caso n = 3. As projecoes em graus 4 e 3 fornecem os mesmos

coeficientes do caso anterior

cs = (14 qr)"12, as = q(1 4 qr)~Y2, by = r(1+ qr)~Y?, (6.21)

1 q 1 T
) QU [ S, I T a— (6.22)
2 <(1+W>”2)w : <(1+qr>”2>$

A projecao em grau 2 fornece o sistema
Ozt +2a1 —2c1q =0, Oyby —2by +2c17 =0, 0yca +b1g—ar =0. (6.23)

Substituindo as duas primeiras equagoes na terceira obtemos uma equagao diferencial

para o coeficiente ¢y,

= 4 ) _4 r
(c2) (1 +qr)+ E(qr)x =1 ((1 n qr)1/2>m 1 ((1 N qr)W)m' (6.24)

A solugao desta equagao é dada por

1 x! T T
og == — ATz (6.25)

4(1+qr)"*
Com este coeficiente determinamos todos os coeficientes anteriores. A projecao em grau

1 fornece 0,¢; = 0. Escolhendo ¢; = 0, obtemos portanto as equagoes de movimento

1 q
hg— - —=— =0
tq 4 x <(1 —|—q7")3/2>

(6.26)
1 T
or—=-0* —=——1]=0.
' 4 x((l—i—qr)g/Q)
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O par de Lax deste modelo é

U=HY 4 ¢eY + g%

—a

_ q (3) r (3) 1 (3)
V= o —— () R ——— (O
(1+qr)1/2 (1+q7“)1/2 (l—i-qr)l/2
1 . 1 Tz 1 g,y —qr, 2
A I L Y (6.27)
2(1+qr) 2(1+qr) 4(1+qr)

1 0 1 Ty 1)
o —% ) pop = ) g,
4 <(1+q7’)3/2>x 4 (1+q7‘)3/2 N

Fazendo r = ¢ = u e t — —4t obtemos a equacao

O+ 02 (L> = 0. (6.28)

(14 u2)*?
Esta equacdo foi obtida em [13] para descrever uma barra eldstica sobre um impulso
em uma de suas extremidades, e por isso é conhecida como “elastic beam equation”.
Este modelo tem aplicacoes praticas no estudo da aerodinamica de uma asa de aviao por

exemplo. Fazendor =1, ¢ =v—1et — —2t o sistema (6.26) se reduz a equagao de Dym

vy = (v_1/2) (6.29)

rrT

Esta equagao apareceu pela primeira vez num trabalho de Kruskal [33] e é atribuida a um

trabalho nao publicado de Harry Dym.

6.3.2 Fluxos de tempo negativo

Até onde sabemos, fluxos negativos da hierarquia WKI [12] ndo foram previamente con-
siderados. Vamos considerar o primeiro fluxo negativo e mostrar que uma reducao deste
sistema corresponde a um modelo interessante, que foi proposto recentemente para des-
crever pulsos ultra-curtos em meios nao lineares e tem atraido atengao em pesquisas
recentes.

A parte negativa da hierarquia WKI é gerada pela equacao de curvatura nula
[0, + HY + BV +rEY 8, + DE™ 4 ...+ DO 4 W] =, (6.30)

Considere m = 1, correspondente ao primeiro fluxo negativo. A projecao em grau —1

implica que a_1, b_; e c_1 sdao todos constantes. A projecao em grau zero implica no
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sistema
Oza0 + 2a_1 — 2c_1q = 0,
Oxbo — 2b_1 + 2c_17 =0, (6.31)
Oyco +b_1g —a_1r = 0.

Escolhendo as constantes arbitrarias a_; = b_; = 0 e integrando este sistema obtemos
ap = 2c¢_10; 'q, bo = —2c_10,'r, co = const. (6.32)

A projecao em grau 2 implica que a; = ¢1q e by = ¢1r. A projecao em grau 1 fornece as
equagcoes de movimento e uma equacgao adicional,

0za1 + 2a9 — 2¢0q = ¢4,

8;,;(71 — 2b0 + 2007“ =T, (633)

0:¢1 + bog — agr = 0.
Utilizando esta tltima equacao obtemos

¢ =240, (ro; g+ q0;'r)
a1 = 2c_190, " (r&; " + q0; '), (6.34)
by = 2c_170; " (rd; " + ¢80, 'r) .
Escolhendo as constantes arbitrarias como ¢g = 0 e ¢c_; = 1, obtemos as equagoes de
movimento nao locais
g = 20, [q0," (r0;'q + q0;'r)] + 40, ¢,

(6.35)
ry = 20, [r@;l (r@;lq + q@;lr)] + 40, 7.

Este sistema de equagoes pode ser escrito numa forma local, introduzindo novos campos

definidos por
q = Gus = Py (6.36)

Assim temos rd; 'q + q0;'r = 0, (¢p) e portanto

Gut = 40 + 2 (Ppds), ,
put = 4p +2(dppa), -

(6.37)
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Estas equacoes sao simétricas pela troca dos campos e correspondem ao analogo das

equacoes de Lund-Regge para a hierarquia WKI. Seu par de Lax é dado por

U=HY+¢,E" + p, B,

(6.38)
V = 20pd, BV + 26pp, D + 2¢pHY + 20E® — 2pE© + HD.
6.3.3 A equacao de pulso curto
Fazendo t — }lt e p = ¢ = u no sistema de equagoes (6.37), obtemos a equagao
L g
Ugp = U + g (u )m (6.39)

Esta equagao foi recentemente proposta por Schéifer e Wayne [14] para descrever pulsos
ultra-curtos em meios nao lineares. A propagacao de pulsos em fibras oticas é usualmente
descrita pela equacao NLS com nao linearidade ctibica. Entretanto, a equacao NLS nao é
uma boa aproximacao das equagoes de Maxwell no limite onde os pulsos sao estreitos. Por
outro lado, a equagao (6.39) se torna uma aproximagao cada vez melhor neste regime e por
isso ficou conhecida como equagao de pulso curto (SPE — short pulse equation). Em [34]
Sakovich e Sakovich perceberam que esta equacao era integravel, em [35] Brunelli obteve
operadores de recursao e considerou a estrutura bi-Hamiltoniana. Solugoes periddicas
foram obtidas por Matsuno em [36] e uma derivacdo matematicamente precisa desta
equacgao, partindo das equacoes de Maxwell, foi feita no recente trabalho de Pelinovsky
e Schneider [37]. Note que o sistema (6.37) corresponde a uma generalizagdo de duas

componentes da equagao (6.39).

6.4 Hierarquia de Kaup-Newell

Kaup e Newell (KN) [15] foram os primeiros a resolver a equagao de Schrédinger contendo
uma derivada de uma nao linearidade ciibica (equacao DNLS — derivative nonlinear
Schrédinger), utilizando o espalhamento inverso. O par de Lax utilizado por eles pode
ser generalizado para se construir uma hierarquia de equagoes, que recebe o nome de
hierarquia KN. Esta hierarquia se enquadra no caso (p, ¢) = (2, 1) da construgao proposta

em (6.5).
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Considere a algebra G = sly e operador de gradagao homogéneo () = cz, de forma que

a decomposicao da algebra fica
Gl — (B, EY HD), (6.40)

Seja E® = H® e portanto AN = q(a:,t)E,gl) + r(:v,t)E(,l)

o- Devido a (6.40) temos
DO = ,EY + b,EY + ¢;HO,

6.4.1 Fluxos de tempo positivo

Considerando fluxos positivos da hierarquia KN, temos a equagao de curvatura nula

[0, + H® + BV +rEY 8, + D + DV ... DW] =0, (6.41)

—Q)

Considere o caso n = 2. Projetando as equagoes em cada grau é possivel obter todos os
coeficientes a;, b;, ¢; e as integracOes necessarias para obte-los sao triviais. Tomando as
constantes de integragao como zero e escolhendo o 1inico coeficiente constante e arbitrario

como ¢4 = 1, obtemos os sistema de equagoes

qr = _%q:r:p - %(QQT)xa

(6.42)
o= b (),
O par de Lax deste sistema é dado por
U=H®4¢EY +rEY, (6.43a)
V=HY 4+ ¢ ¢+ TE(_go)é - %qu(z)—
—3(Pr+q) B — L (gr® - rx)E(_lc)y. (6.43b)

Fazendo g = 1, r = ay* e t — —2it no sistema (6.42), obtemos a conhecida equagao

DNLS

W+ Yue + a([PPY), = 0. (6.44)
As solugoes desta equagao, utilizando o espalhamento inverso foram consideradas em [15].
A equagao DNLS possui amplas aplicagdes em fisica de plasmas e dtica nao linear.

Consideramos agora o caso n = 3. Os calculos sao um pouco mais trabalhosos que no

caso anterior, mas nao apresentam dificuldades maiores. O sistema de equagoes resultante,
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escolhendo as constantes de integracao nulas e o unico coeficiente arbitrario e constante

como cg = 1, é dado por

1 30,32 3
Gt = 79z2x + 5T +7974z) _,
o= b+ 360), ~ Harr),
O par de Lax deste modelo é
U=H®?+¢EY +rEY (6.46a)
V=HO® 4 qE® +rEC) — LgrHY — L(¢*r 4 ¢,) E® —
—Ygr? - rx)E(f’c)y + 1(2rq, — 2qr, + 3¢°r*) HP+
+ %(qu + 6qrq, + 3q3r2)Eé1) + £ (2rps — 6qrry + 3q2r3)E(_136 (6.46b)
Fazendo t — it, v — —ix e ¢ = u = r* em (6.45) obtemos a equagao
Uy = }lumx — g(|u|4u)x — %i(|u|2ux)x, (6.47)

que possui uma derivada de uma nao linearidade de quinta ordem.

6.4.2 Fluxos de tempo negativo

Fluxos negativos da hierarquia KN, utilizando a construcao (6.5), sao gerados pela equacao

de curvatura nula
[0, + H? + BV + rEY) 9, + D2 4 D2 4y O] — g, (6.48)

Considere o primeiro fluxo negativo, correspondente a m = 1. A projegao de (6.48) em
grau 2 implica que ag = by = 0. A projecao em grau —2 em a_o, b_s, c_5 todos constantes.
A projecao em grau —1 em a_; = 2c_,0;'q e b_1 = —2c_»9; 'r. A projecao em grau zero
implica que a_y = b_y = c_; = 0 e ¢y = 229, (q0;'r + 0, 'q). Assim, escolhendo a

constante arbitraria c_o = 1, obtemos as equacgoes nao locais

Yo =09,"'q—q0, " (q0,'r + 8, 'q),
(6.49)
1re =0, r 4+ 10, (g0, 'r + 10, 'q).
Esta equacao pode ser escrita numa forma local introduzindo os campos
q= g, = py. (6.50)
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Obtemos entao as equagoes de movimento

10at = 6 — PPy,

(6.51)
TPet = P+ GPpa,
com seu par de Lax dado por
U=H®+¢,EV +p, B, (6.52a)
V=H 4+ 20ECD —2pE" ) 4 2¢pH©. (6.52b)

O sistema (6.51) é conhecido como sistema modificado de Pohlmeyer-Lund-Regge e é
equivalente a terceira equagao de Painlevé de acordo com [17]. Até onde sabemos, este
modelo nao foi previamente reconhecido como sendo um fluxo negativo da hierarquia KN.

O sistema de equagoes (6.51) é invariante pelas transformagoes

r—ar, t—alt, ¢—a’?p, p—a'?p, (6.53)

onde « é uma constante arbitraria.

Fazendo t — it, x — —ix e r = ¢* o sistema (6.49) se reduz a equacao nao local
16 =19;"'q — q0; " (407 '¢" + ¢"9; ' q) (6.54)

e a sua equagao complexo conjugada. A forma local desta equacao é uma redugao do
sistema (6.51)

10w = ¢ — 1|6, (6.55)
A equacao (6.54) — ou equivalentemente (6.55) — é equivalente ao modelo de Thirring
bosonico como mostraremos a seguir. Note que o sistema (6.51) é mais geral, contendo o

modelo de Thirring bosonico como caso particular. Portanto, o sistema (6.51) relaciona

diversos modelos importantes.

6.4.3 Modelo de Thirring bosdnico

Esta relagdo com o modelo de Thirring bosonico foi motivada pelos resultados de [38].

Considere a equacao (6.54), bem como sua respectiva equagao conjugada. E imediato que

Na'q +qqp) = q*/qd:c + q/q*d:c- (6.56)
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Portanto, fazendo a mudanca ¢ — —%q, t— —%t e r — 2x, obtemos a equagao
G = —/qu+ %q/3t|q|2dx. (6.57)
Sejam as novas funcoes definidas por

on=taop( 5 [lalas). =4 [qen(5 [Tbar)an @39

Derivando ¢, em relagao a t e usando a equagao (6.57) obtemos

Dby = ids + idn / Arlgl2de. (6.59)

Utilizando novamente a equagao (6.57), bem como as defini¢oes (6.58), a seguinte igual-

dade ¢é valida
/(q*qt+qq2‘)d:v = —/(q*/ qu’+q/ q*da:’)da:,
= —/qdm/q*dm,

Substituindo este resultado em (6.59), e calculando 0,¢2 da prépria defini¢ao (6.58),

obtemos o seguinte sistema de equagoes

10;p1 + P2 — G231 = 0,
10y02 — $1 — P11 ¢2 = 0.

(6.61)

Este é o modelo de Thirring massivo para campos bosonicos. Obtivemos importantes
relacoes considerando o primeiro fluxo negativo da hierarquia KN. Concluimos portanto,
que o sistema modificado de Pohlmeyer-Lund-Regge (6.51), terceira equagao de Painlevé
e modelo de Thirring bosonico (6.61) estao todos relacionados, sendo o mais geral deles o
sistema (6.51). Todos estes modelos estao contidos na hierarquia KN e correspondem ao

primeiro fluxo de tempo negativo.
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Capitulo 7

Transformacoes de gauge entre

hierarquias integraveis

Vamos mostrar como as hierarquias anteriores sao equivalentes, relacionadas por trans-
formagoes de gauge. Isso implica que os modelos associados ao mesmo fluxo temporal
de hierarquias diferentes estao conectados. Os resultados que iremos apresentar foram

motivados pelos trabalhos de Wadati-Sogo [39] e Rogers—Wong [40].

7.1 Relacao entre WKI e AKNS

A relagao entre estas duas hierarquias foi proposta inicialmente por Ishimori [41]. Como
vimos na se¢ao 2.2, transformacoes de gauge preservam a equacao de curvatura nula. O
operador relacionado com o problema linear da componente espacial da hierarquia WKI
é dado por

U=HY gD +7EY, (7.1)

enquanto para a hierarquia AKNS temos
U=HY+¢E® +rE9. (7.2)
Considere a transformacao de gauge

U =g(HY +¢BY + rE(_OO)()g*1 — g, " (7.3)
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e assuma que g seja solucao da projecao em grau zero desta equacao, i.e.

97" 9. = ¢BEY +rE©) (7.4)

—a

Esta relacao determina g em termos dos campos ¢ e r da hierarquia AKNS. Suponha g

na forma
g= exp(—wEéO)) exp(—ng(O)) exp(—xE(_Oo)t) = B! (7.5)

Resolvendo (7.4) obtemos as mesmas relagoes obtidas em (3.48b), que séo

Op = Xd}xe%a q= _¢x€2¢> r=—Xz— X21/}9£62¢' (7.6)
Substituindo (7.5) na transformacao (7.3) obtemos

U'=gHDg ™ = (14 2x0e®)HY 4 20(1 + xpe*) BV — 2 EY) (7.7)

—a

Contudo, o operador U’ ainda ndao est4 na forma (7.1) devido a componente de H). Até

aqui, o que obtivemos foi um mapeamento entre os problemas lineares, ¥ = g¥,
0,0 =—U¥ +— §,0=-U'7,
QU =-VU — U =-V'U,

onde

Vi=gVg ' —ag . (7.9)

e V é o operador (2.9b) para um dado fluxo de tempo da hierarquia AKNS. Portanto,
para relacionar a construcao da hierarquia WKI com a da AKNS ¢é necessario mais do que
uma transformacdo de gauge. Para eliminar o coeficiente de H") em (7.7) precisamos de

uma transformacao que preserve a estrutura da equacao de curvatura nula.

7.1.1 Transformacao de Backlund reciproca

Para fazer a transformagao discutida na secao anterior, vamos utilizar o resultado proposto

por Rogers e Wong [40]. Considere uma lei de conservagao na forma

O,T + 0,F = 0, (7.10)
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onde T = Tu| = T(u7 Ug, ..., [udz,.. ) ¢ um funcional dos campos, suas derivadas e
possivelmente integrais, assim como F' também tem a mesma forma. Seja a transformagao

de Backlund dada por

dr' = Tdx — Fdt, t'=t. (7.11)

Note que a lei de conservacao (7.10) é consequéncia desta transformagao, pois decorre da

compatibilidade de %—“‘Z =Te aa—:”t/ = —F. Fazendo uma segunda transformacao na mesma
forma

dx" =T'da' — F'dt’, "=t (7.12)

teremos dx” = T'"T'dx — (T’F + F’) dt = dx, se e somente se

1 F
T=—, F=-_ 7.13
T’ T’ ( )
onde agora 7" = T'[v/] = T" (u, Uy, ..y [udd!, .. ) e analogamente para F’. Como con-

sequéncia de (7.12), obtemos uma nova lei de conservagao devido a compatibilidade de

ox _ mt , Ox __ 1o/
oo = 1 e gp = —1I7,

OyT + 0pF' = 0. (7.14)

Além disso, a transformagao de Béacklund (7.11) implica na seguinte mudanga de coorde-

nadas

o_106 o6_0 KO
or  T'oz"’ ot ot T ox'

Concluindo, uma transformacao do tipo (7.11) com os vinculos (7.13), preserva todas as

(7.15)

equagoes expressas na forma (7.10), além de que ela é a sua prépria inversa. Efetuando
duas transformacgoes consecutivas recuperamos o caso inicial.

Considere agora o sistema linear de equacoes
0,V =-UVY, oV =—-VU. (7.16)

Fazendo uma transformacao do tipo (7.11), e portanto usando a mudanga de coordenadas
(7.15), obtemos um sistema equivalente em novas coordenadas, contanto que os vinculos
(7.13) sejam respeitados

Oy VU =-UT¥ onde U =zU,

i (7.17)
Op¥ =—-V'U onde V' =V +ZU.
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Utilizando (7.17) e (7.13) é facil verificar que duas transformagoes seguidas recupera os
operadores iniciais, U” = LU =U e V" =V’ + %U’ =V.

Podemos utilizar uma transformacao de Backlund reciproca para eliminar o coeficiente
do termo de HY) em (7.7). Portanto, utilizando (7.11), considere a transformacio (x,t) —
(&, 7) tal que

d¢ = Tdx — Fdt, T =1, (7.18)
onde T = 1+ 2xe?® e F serd obtido utilizando as equacoes de movimento do fluxo
correspondente e integrando a relagao 0,F = —9,T. Com isso, obtemos a transformacgao

de coordenadas

0 0 0 0 F@

—=T—= —=—-F—. 7.19
Ox o€’ ot or o€ (7.19)
Utilizando estas transformacoes em (7.8), obtemos o sistema equivalente
ol = 0, 00— VT, (7.20)
onde
U=3U" = HY +GEY) + 7EY, (7.21)
e portanto de (7.7) obtemos
2 2 2,.2¢ 2 2
ge,r) = 20T =2, W T TioTo (7.22a)
14 2xve TooT11 + 2T11T12T21
- —2xe* T11721
— A s 7.22b
7’(57 7—) 1+ 2X’¢€2¢ 7_020 ¥+ 27_127_21 ’ ( )

onde utilizamos as relagoes (4.19) e (4.20) para expressar os campos da hierarquia AKNS
em termos das fungoes tau. Note que temos uma relagao implicita na dependéncia espaco-
temporal (7.18) e que depende da equagao de movimento correspondente a cada fluxo da
hierarquia AKNS através de F'. Portanto, a hierarquia WKI esta relacionada com a hie-
rarquia AKNS por transformagao de gauge e mais transformagao de Backlund reciproca.
As solugoes da hierarquia WKI nao sao dadas numa forma explicita como as solugoes da
hierarquia AKNS, mas pela forma (7.22) e uma relagao implicita envolvendo as coorde-
nadas (7.18). Esta relacdo é a origem das solugoes loop-sélitons obtidas por Ishimori [41]
e também por Matsuno [36], onde ele obteve solugoes da equacao de pulso curto (6.39)
através de uma transformacao que a relaciona com a equagao de sinh-Gordon. Como
sabemos, a equacao de sinh-Gordon pode ser obtida como um caso particular da equagao

corresponde ao primeiro fluxo negativo da hierarquia AKNS.
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7.2 Relacao entre KN e AKNS

Seguindo [39], podemos relacionar as hierarquias KN e AKNS por transformagao de gauge.
Notando que podemos trocar o parametro espectral da loop-algebra sem alterar a estru-
tura algébrica da equacao de curvatura nula, fazemos A — A? na construcao da hierarquia
AKNS e temos

U=H®?+¢EY +rE9. (7.23)

Para o operador de Lax da hierarquia KN temos

U=H®?+GEY +7E"Y (7.24)

—a

Considere a seguinte representacao matricial para os operadores de sy

A0 0 A" 0 0
H®™ = . B = . EBY = . (7.25)
0 =" 0 0 A" 0
Seja
a(A) b(A)
90)) = (7.26)
c(A) d(A)
o elemento de grupo da transformacao de gauge
U=gUg™" = g.97" (7.27)

Substituindo os operadores na representagao matricial, obtemos o seguinte sistema de

equacoes
Agc =1b— a,, (7.284a)
A\jd = qa — 2X*b — by, (7.28b)
Ma =rd+2\°c — ¢, (7.28¢)
ATb = qc — d,. (7.28d)

Assumindo que a ~ \°, (7.28a) implica que b ~ A\’ e ¢ ~ A\71. Para que (7.28d) seja
consistente, devemos ter c =0ed~ X oub=0ed ~ A\~!. Considerando o primeiro caso,
a solugao do sistema é dada por

7t —af

1
g= onde f=exp (— /(jfdx) , (7.29)
0 2\f 2
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e a relacao entre os campos fica

72 a= (G +50°7). (7.30)

DO =

r =

Considerando o segundo caso, b= 0e d ~ A™1, a solucao do sistema é

fo0 1 [
g= 7f = onde f =exp (—5 /qrdx) , (7.31)

2\ 02X
e a relacao entre os campos

g=117% v =1 — 50 (7.32)
Esta é a solu¢ao encontrada em [39]. Encontrar as relagoes inversas, ¢ e 7 em fungao de ¢

e r nao é simples. De qualquer forma, mostramos que as duas hierarquias, AKNS e KN,

estao relacionadas por transformacao de gauge.

7.3 Miura como uma transformacao de gauge

Como mostrado na se¢ao 3.3.1, a hierarquia KdV é pode ser gerada pelo operador

- Aw
U=HY+E? 4+ yE® = , (7.33)
1 =X
enquanto a hierarquia mKdV por
A
U=HY +vE® +vEO® = . (7.34)
vo—A
Considere a transformacao de gauge
U=gUg "' — g9 (7.35)

com o operador g na forma (7.26). Substituindo os operadores obtemos um sistema de

equacoes cuja solucao é dada por

2 +v v 9
g= : U= 0" F U,. (7.36)
1 +1

Portanto, a transformacao de Miura surge naturalmente como uma transformacgao de

gauge entre as hierarquias mKdV e KdV.
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Capitulo 8

Conclusoes e perspectivas

Nesta tese, propomos um método para resolver o problema de condi¢ao de contorno nao
nula para hierarquias integraveis, através do método de dressing. A condi¢ao de contorno
aparece como uma solucao conhecida, denominada vacuo, a partir da qual construimos
uma solugao mais geral por transformagao de gauge. Propomos um método geral, valido,
a principio, para qualquer hierarquia integravel construida com uma estrutura algébrica
definida e qualquer condicao de contorno. Consideramos explicitamente somente o caso
de condigao de contorno onde os campos assumem um valor constante e nao nulo, onde as
solugoes sao construidas utilizando operadores de vértice que sao autoestados do par de
Lax no vacuo. Aplicamos o método para as hierarquias mKdV e AKNS, onde introduzimos
operadores de vértice apropriados. Solucoes interessantes da hierarquia mKdV foram
obtidas, mostrando que, a introduc¢ao de um campo nao nulo no viacuo faz com que a
relacao de dispersao e interacao entre multi-solitons dependam da condicao de contorno.
Mostramos que as equacoes da hierarquia mKdV admitem solugoes do tipo dark séliton,
table-top sélitons, kinks e wobbles quando a condicao de contorno nao se anula. Estes
tipos de solugao nao existem para a condicao de contorno nula. A subclasse de equagoes de
graus negativo pares da hierarquia mKdV, nao possuem solugao com condi¢ao de contorno

nula, mas possuem solugao com condigao de contorno constante.

Construimos uma deformacao integravel da hierarquia mKdV, que contém a equacao
de Gardner. Solugoes desta hierarquia também foram encontradas e mostramos que as

solucoes interessantes da equagao de Gardner, tem origem na sua relacao com as solugoes
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da equagao mKdV com condicao de contorno nao nula.

Propomos uma nova construcao algébrica da equacao de curvatura nula, e incorpora-
mos as hierarquias AKNS, WKI e KN numa classificagao algébrica consistente. Obtivemos
o primeiro fluxo negativo da hierarquia WKI e uma redugao deste sistema ao caso de um
Unico campo ¢ equivalente a equacao de pulso curto proposta por Schafer-Wayne, que é
um bom modelo para pulsos ultra-curtos em meios nao lineares. Portanto, nosso sistema
pode ser considerado como uma generalizagao de duas componentes da equacao de pulso
curto.

Consideramos o primeiro fluxo negativo da hierarquia KN e obtivemos um modelo mo-
dificado de Pohlmeyer-Lund-Regge. Mostramos também, que uma reducao deste modelo
ao caso de um unico campo ¢é equivalente ao modelo de Thirring classico para campos
bosonicos. Portanto, este sistema também pode ser considerado uma generalizagao de
duas componentes do modelo de Thirring bosonico.

Mostramos que essas trés hierarquias estao relacionadas através de transformagoes de
gauge, o que prova diversas relagoes, como por exemplo, a ligagao do modelo de Thirring
com a equacao de sinh-Gordon e a ligagao da equacao de pulso curto também com a
equacao de sinh-Gordon. Sabemos que cada um destes modelos esta contido no primeiro
fluxo negativo de sua respectiva hierarquia.

Extensoes dos nossos resultados podem ter implicagoes interessantes e estao sendo
consideradas. A primeira extensao, seria considerar o método de dressing com solucoes
mais gerais, como solucoes periddicas. E conhecido que modelos integraveis possuem
solucoes mais gerais que sélitons através de fungoes elipticas. Seria interessante obter este
tipo de solucao através do método de dressing, o que ainda é um problema em aberto.
Quanto a construcao de curvatura nula, pode-se considerar extensoes supersimétricas das
hierarquias WKI e KN. Isso corresponderia a versoes supersimétricas da equacao de pulso
curto e do modelo de Thirring bosonico. Também podem ser considerados os modelos

gerados pela gradacao principal, pois s6 consideramos a gradacao homogénea.
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Apeéendice A
Algebras de Lie

Fazemos uma breve revisao sobre os conceitos de dlgebras de Lie, de dimensao finita e
infinita, necessarios para compreensao da matematica envolvida nesta tese. Entretanto, a
titulo de realizacao dos calculos, somente a algebra Ay ~ sl e suas relacoes de comutacao,
apresentadas na secao A.4, é suficiente. Para o leitor interessado em mais detalhes e numa

introdugao consistente a algebras de Kac-Moody, indicamos as referéncias [44], [45] e [46].

A.1 Algebras de Lie semi-simples

Uma dlgebra de Lie G é um espago vetorial com uma operacao bilinear chamada de
comutador [,]:G x G — G, tal que
(anti-simetria),

0
(A.1)
0 (identidade de Jacobi).

XY+ Y, X] =
X v z]] + [z XY+ [ [2.X]) =

A dimensao da élgebra de Lie é a dimensao de seu espaco vetorial. Toda algebra de
Lie esta associada a um grupo de Lie G, onde os elementos deste grupo sao obtidos
exponenciando os elementos da algebra, i.e. VX € G, eX € G.

Uma representacao de G é uma associacao de cada elemento de G com um operador
agindo sobre um espaco vetorial, de forma que as relagoes de comutacao sejam preservadas,
i.e. se D(X) ¢ uma representacio de G, entao D([X,Y]) = [D(X),D(Y)]. A dimensao

da representacao é a dimensao do espaco vetorial sobre o qual os operadores agem. Uma
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representacao matricial é dita irredutivel quando as matrizes nao podem ser escritas na
forma diagonal por blocos.

Uma representacao particularmente 1util é a representacao adjunta, onde G atua sobre
seu proprio espaco vetorial. Esta representacao é obtida na forma X +— ady, onde
adxY = [X,Y]. Esta representagao permite definir uma forma bilinear simétrica sobre
G, chamada forma de Killing, (X,Y) = Tr(adxady). Esta forma bilinear ¢ invariante
([X,Y],Z) = (X, Y, Z])

Um ideal de G é um subconjunto Z C G tal que [Z,G] C Z. Uma é&lgebra de Lie é
simples se nao possui nenhum ideal préprio!. Uma dlgebra de Lie é semi-simples se nao
possui nenhum ideal abeliano? préprio.

A 4lgebra G é completamente definida especificando um conjunto de geradores {T;} e

suas relagoes de comutagao

[T..Ty) = fu°T.. (A.2)

Os elementos f,,¢ sao chamados coeficientes de estrutura e caracterizam completamente
G. Na representacao adjunta, os elementos de matriz sao dados por (ad;pa)bC = fu’

Um elemento X € G é chamado de semi-simples se adx é uma matriz diagonalizavel
na representacao adjunta. Assim, a subdlgebra de Cartan é definida pelos elementos her-
mitianos independentes em (A.2), que sdo semi-simples e que expandem uma subélgebra
abeliana méxima. A subélgebra de Cartan é denotada por H e seus geradores sao {H,},
a =1,...,r e podem ser todos diagonalizados simultaneamente. Pode-se mostrar que
todas as possiveis subalgebras de Cartan sao isomérficas e a sua dimensao é denotada por
r = rank(G).

Seja H € H e E, € G os autovetores de ady na representagao adjunta,
adyFE, = a(H)E,. (A.3)

O mapeamento o : H — a(H) € R é uma funcao linear sobre H. As fungdes a pertencem
ao espaco dual a H, a € H*. Essas fungoes a sao chamadas de raizes e o conjunto de
todas as raizes de G é denotado por A. As raizes sempre ocorrem em pares, pois se «

é uma raiz entao —a também é, e como s existe um F, associado a « as raizes sao

IPréprio significa um subconjunto diferente de G e de 0.
2Um subconjunto é abeliano se todos seus elementos comutam entre si.
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nao degeneradas. Além disso, nenhum multiplo de uma raiz ca para ¢ € C é uma raiz,
exceto ¢ = +1. Entao, {H;, E,} forma uma uma base da dlgebra de Lie G e utilizando a
invariancia da forma de Killing e (A.3), pode-se mostrar que (H;, E,) =0¢ (E,, Eg) =0
se a+ [ #0.

15 possivel introduzir um isomorfismo entre G e G* através da forma de Killing, o €
G* — H, € G, onde
a(H) = (Ha, H), YHE€EH. (A.4)

A forma de Killing também induz um produto interno entre as raizes de H*
(avﬂ) = (HOH HB)7 0476 eH". (A5)

Para cada raiz « exitem trés geradores associados {H,, F., E_,} que forma uma
subalgebra s, de G. Como as raizes ocorrem em pares e os geradores de H sao her-

mitianos, temos as seguintes relagoes de hermiticidade
Hl =H;, El=E_. (A.6)

As raizes expandem H*, porém, elas nao sao todas independentes. Pode-se escolher um
subconjunto de raizes de A, {«a;} i = 1,...,r tal que qualquer raiz pode ser obtida como
uma combinacao linear av = ). n;;, onde n; sdao nlimeros inteiros de mesmo sinal. Os
elementos desta base, oy, sao chamados de raizes simples. Se n; > 0, a é uma raiz positiva,
caso contrario negativa. Existe uma raiz 6 = ). n;a; formada pelo conjunto méximo de
n; > 0 chamada de raiz de peso mais alto.

Da identidade de Jacobi temos
[Hy, [Ea, Es]] = {a(H:) + B(H:)} [Ea, Ej). (A7)
Entéo, existem trés situacoes:
1. Sea+ B € A= [E, Eg| ~ Epip.
2. Se + =0 = [Ea, Eg| € H. Da invariancia de Killing e (A.4),
(H, [Ea, B5]) = ([H, Ea], E-o) = a(H)(Ea, B_0) = (H, (Ea, E_a)Hy)  (A8)

logo, [EQ,EQ} = (EQ,E,Q)HQ.
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3.Sea+ B¢ A= [E, Es) =0.

Portanto, na base {H;, E,} temos as seguintes relagoes de comutagao

[H;, Hj] =0,
[H;, Ea)] = a(H;)E,,

NapEorp (a+pBe€A) (A.9)
[Ear Bs] = 4 (Ea, E_o) Ha (a+B=0)

0 (a+8¢A)

onde N,p é uma constante. Nesta base, a algebra G é decomposta da seguinte forma
G=H®Y Goa=HOA ®A_ (A.10)

que é a chamada decomposicao de raizes e A4 denota o espaco de raizes positivas e ne-
gativas, respectivamente. Dado o espago de raizes A toda a informacao sobre as relagoes
de comutacao entre os geradores pode ser reconstruida, portanto, A especifica completa-
mente a algebra G. Também podemos codificar toda essa informacao na matriz de Cartan
A= (aij), que é definida em termos de raizes simples

2 iy Ly
0y — M

L odg=1,...,m (A.11)

aj, a;)
A matriz de Cartan satisfaz a; = 2, a;; < 0ea;; = 0 = aj;; = 0 para ¢ # j. Na
verdade, essa ¢ a definicao da matriz de Cartan e poderiamos ter partido daqui e definir
todas as propriedades de G com base na matriz de Cartan. A matriz de Cartan para
algebras semi-simples também satisfaz det(A) # 0, o que deixa de ser verdade no caso de
algebras de Kac-Moody. Também vemos que 0 < a;ja;, < 4, sendo que 4 € excluido pela
independencia linear das raizes simples.

A matriz de Cartan pode ser representada graficamente pelo diagrama de Dynkin, que
¢ construido associando um ponto a cada raiz simples «; e ligando os pontos relacionados a
; € aj por a;;aj; linhas. Se o? > ocJQ- coloca-se uma flecha apontando para o ponto referente
a . Dessa forma, todas as algebras de Lie simples sao classificadas com base na matriz
de Cartan e s6 existem 9 tipos: A, ~ sl(r+1), B, ~ so(2r+1),C, ~ sp(2r), D, ~ so(2r)

e também as chamadas dlgebras excepcionais Fg, E7, By e Fy, Gs.
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Como os geradores da subdlgebra de Cartan podem ser todos diagonalizados simulta-
neamente, podemos usar uma representacao qualquer sobre um espago vetorial V' onde os

vetores |¢) sao autoestados de H € H,

Hl¢) = ¢(H)|9). (A.12)

Os autovalores ¢(H) € H* sdo chamados pesos. Na representacdo adjunta os pesos sdo
chamados de raizes. Podemos utilizar uma base de pesos fundamentais denotados por

{p:} i =1,...,r definidos por

—— L = ;.. A.13
(aj,05) (A.13)

Das relacoes de comutacao obtemos
HE,|¢) = {¢(H) + a(H)} Ea| ) (A.14)

e portanto E,|¢) ~ |¢ + a) também é um vetor peso. Como o espago vetorial é finito,
deve existir um estado |u) que seja aniquilado pelos operadores E,, E,|u) = 0. O vetor
|y é chamado de estado de peso mais alto e o seu autovalor pu é o peso mais alto, e
pode ser escrito como uma soma de nimeros inteiros positivos g = >, m;u;. Para uma

representacao irredutivel, pode-se mostrar que este estado é tnico.

A.2 Algebras de Kac-Moody

E possivel definir uma algebra de dimensao infinita a partir de G, através de uma série de

Laurent no parametro espectral A € C,
L(g) EQ@C()\,)\*I) = {X@)\” |X€Q,n€Z}. (A.15)

L(Q) é chamada de loop-dlgebra. As relagoes de comutacao da loop-dlgebra sao entao
definidas por
(X @AY ®A"] = [X,Y] @\, (A.16)

Suponha um operador ¢ € G, chamado de termo central, que comuta com todos os demais
operadores

(6, X®A\"] =0, VX @\ e L(G). (A.17)
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Redefinimos o comutador (A.16) por
1
(X @A"Y ®A"] = [X,Y] @A™+ §n5n+m70(X, Y)e, (A.18)

onde (X,Y) é a forma de Killing sobre G. Pode-se mostrar que esta extensao central
é unica e que (A.18) satisfaz as propriedades de anti-simetria e identidade de Jacobi.
Das relagbes de comutacao (A.9) vemos que a segunda dessas relagdes implica que a
raiz « é infinitamente degenerada para todos os operadores E, ® \". Para eliminar essa
degenerescéncia, ¢ necessario introduzir um novo operador cujos autovalores dependam

de n. Isto é feito definindo o operador derivada espectral,

d
il Al
= (A.19)

que s6 atua sobre o parametro A da loop-algebra
[d, X ®\"] =nX @ A",
. (A.20)
[, = 0.
O operador d mede a poténcia do parametro spectral. Entao, a algebra de Kac-Moody é
definida por
G=L(G) ®CéwCd (A.21)
Note que d induz uma gradagao natural em G, QA = zneZ Q\("), onde os subespacos é\(")
sao definidos por [a?, G™] = nG™ e satisfazem [é("), Gm] c Gintm),
A forma de Killing sobre G também & redefinida,

(XN, Y @A) = )Ontm.05
(d, X @ \") = (d,d) = (cX®A) (¢,¢) =0, (A.22)
(¢,d) = 1.

Daqui por diante denotamos X™ = X ® A\". Entdo, as relacdes de comutacao de Q\

na base {H, (), Eén)} sao dadas por

[Hf"), H™] = ln5n+m o(H;, H;)é
[H™, B = a(H;) B+

aﬂEa’fﬂm (a+BeA) (A.23)
[ Ea, E_, {H (ntm) 4 n5n+m Oc} (a+ B =0)

(@+5¢A)
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A subalgebra de Cartan é expandida por {Hl(o), e ,HT(,O),(:, cZ} e a raiz associada aos

operadores Ey" ) ¢

&= (o,0,n). (A.24)

. . n
A raiz associada a Hi( )¢

nd = (0,0,n) onde ¢ =(0,0,1). (A.25)

Em (A.24) « é a raiz da élgebra finita correspondente G. Note que os operadores de G
correspondem ao modo n = 0. Além disso, temos as relagoes de hermiticidade

H =g EWI=gCM e =4 (A.26)

Da mesma forma que para a algebra de dimensao finita, é possivel obter estados de

peso mais alto {|u)}, I =1,...,r, que sdo aniquilados por todos os geradores de poténcia

positiva no parametro spectral,

EQ|m) =0 (a>0)
ES ) =0 (n>0)
H™ ) =0 (n > 0) (A.27)
Hz'(0)|:ul> = ( z‘)|m>
el) = clur)

onde ¢ é um numero e o peso fundamental m(Hi) = (Ml)i é uma componente do vetor
= [()1,- -, ()r]. Também existe um estado de peso mais alto, denotado por |u),

que ¢é aniquilado por todos os geradores exceto pelo termo central

¢lpo) = c|po)- (A.28)

Note que os estados E,|u;) também sao estados de peso mais alto pois, HZ.(O)Eé”)W) =
{(H:) + a(H:) }EC ) e portanto ES” ) ~ |+ pu).
Agora, escolhemos uma normalizagao para a forma de Killing entre os geradores e isso

define completamente as relagoes de comutagao. Vamos utilizar a base de Chevalley, de
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forma que
n m 4 ~
[Hz( ), HJ( )] = ;n&-jémrm,oc

200 - oy

[(H™ B = iTEi”;m)
N ESH™ (a+pBeA) (429
(BB =S 6 HI™ 4 Znbuimet (o +8=0)
0 (a+ 5 ¢ A)
onde N,z é uma constante, a;; = Q(Eg;j)) ¢ a matriz de Cartan de G, o e [ sao raizes

quaisquer, e.g, @ = » .m0y, o; sdo as rafzes simples de G e {; sdo inteiros definidos pela

expansao a/a? =Y. Loy /a?.

A.3 Operadores de gradacao

Seja G uma algebra de Kac-Moody e G sua algebra de Lie finita correspondente. Uma
Z—gradagao decompoe a algebra nos subespagos
G=EPsm, [G™,Gm™] cgrtm, (A.30)
nez

onde G™ 6 um subespago de grau n,

[Qs,G™] = nG™, (A.31)
onde o operador de gradacao (), ¢ definido por
" 2 - HO R
s = ——— + NJd. A.32
Q ; Si Oél2 + ( )
Nesta defini¢do o vetor s = (s1,...,5,) é composto de nimeros inteiros positivos e 1y

sao os pesos fundamentais satisfazendo (A.13). Também temos Ny = > s;m;, onde
6 = >, moy é araiz de peso mais alto de G e mg = 1. As gradagdes importantes que

vamos considerar sao a homogénea e a principal, definidas por

Shom = (1,0,0,...,0), (A.33a)
Sprin = (1,1,1,...,1). (A.33b)

Existem gradacoes intermedidrias entre essas duas, mas nao iremos considera-las.
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A.4 Algebra sl

Seja A; a algebra de Kac-Moody obtida através da dlgebra de Lie finita A; ~ sfs, que
possui somente uma raiz «. Os geradores de A; sao {E,, E_,, H} e vamos escolher a

2

normalizacao o = 2. Dessa forma, as relagoes de comutagao para a algebra de Kac-

Moody A; na base de Chevalley sao

[H(n)7 H(m)} = 200 4m.0¢
[H™, BI] = 2680
HOF™) 408,406 (a4 =0)
0 (caso contrario) (A.34)
2 E(n)} = [e, HM] = [e, aﬂ =0
[d, EV)] = nEY)
[d, H™] = nH™
Uma observacao importante é que a construcao dos modelos integraveis pelo método de
curvatura nula, nao envolve a algebra completa, mas somente a loop-dlgebra, que ¢é obtida
fazendo ¢ = 0 nas relagoes (A.34). Entretanto, para obter solugoes destes modelos pelo
método de dressing ¢ necesséario utilizar a algebra completa, com extensao central, pois

utilizamos estados de peso mais alto que nao existem para a loop-algebra.

As gradagoes principal e homogénea, definidas em (A.32), séo
Qhom - Qprin == %H(O) + 2dA (A35)

A representagao de peso mais alto corresponde as expressoes (A.27)—(A.28) onde o

numero ¢ é fixado como sendo ¢ = 1.
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