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Resumo 

o estudo e a determinação de leis de conservação, bem como de simetrias, é de funda- 

mental importância para que possamos compreender a natureza dos fenômenos físicos ao qual 

se propõe descrever determinados tipos de sistemas de equações diferenciais. Então, com esse 

quadro em mente, discutiremos aqui um método para que possamos determinar leis de con- 

servação diretamente a partir de sistemas de equações diferenciais. Esse método nos permite 

encontrar leis de conservação pela análise das simetrias de sistemas de equações diferenciais 

em um espaço muito especial, chamado espaço de jatos, de tal forma que independe se o nosso 

sistema de interesse possui ou não um problema variacional associado. Os meios para que 

possamos determinar um conjunto de leis de conservação passa pela construção de funções car- 

acterísticas de cada simetria, bem como a possível determinação de operadores de recursão e 

simetrias generalizadas associados ao sistema de equações diferenciais em estudo. Com estes 

operadores e com as funções características das simetrias, podemos então determinar conjuntos 

e hierarquias de leis de conservação de uma forma bastante direta e operacional para qualquer 

sistema de equações diferenciais. 



Abstract 

The determination of conservations laws, as well as symmetries, are of fundamental 

importance for our understanding of the character of physical phenomena, which we belive to 

described by some kind of Systems of differential equations. So, with this in mind, we discuss 

here an approach to determine the conservations laws directelly from Systems of differential 

equations. This method allowed us to íind the conservations laws from the study of symmetries 

of that Systems of differential equations, in a very special kind of space, called jet space, inde- 

pendently if it has or not a variational problem associated with it. The ways for which we can 

determine a set of conservations laws, makes use of characteristic function for each symmetry, 

as well as the determination of recursion operators and generalized symmetries associated to 

the Systems of differential equations. With this operators and the characteristic functions of 

symmetries, we are able to find hierarchies and set of conservations laws in a very direct and 

operational way for every kind of Systems of differential equations. 



“A ciência das coisas exteriores não me cosolará da ignorância da moral, em tempo de 

afíição; mas a ciência dos costumes me consolará sempre da ignorância das ciências exteriores”. 

Blaise Pascal 

“Simetria no que vemos de um ponto de vista, baseada no fato de não haver razão de 

procedermos de outro modo; e baseada também na figura do homem; daí acontecer de querermos 

a simetria apenas em largura e não em altura nem em profundidade.” 

Blaise Pascal 
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Introdução 

A importância de se conhecer invariantes em uma teoria física deve-se ao fato que a 

partir de quantidades conservadas no sistema podemos verificar se a nossa teoria esta de acordo 

com os fatos observacionais aos quais ela se propõem descrever. Além desse fato de carácter 

básico, acrescente-se que a existência de quantidades conservadas faz com que possamos reduzir 

a região do espaço de fase acessível ao sistema em questão. 

Sabemos, que a grande maiorias dos sistemas físicos são descritos por algum tipo de 

equação diferencial, ou por um conjunto delas. Cade então colocar a questão de como determinar 

quantidades conservadas para uma dada equação diferencial (ou sistema delas). Com esse 

objetivo em mente, queremos aqui, nesta dissertação, descrever um médoto sistemático para que 

possamos determinar quantidades conservadas diretamente a partir das equações diferenciais 

que descrevem o sistema. 

Poderiamos dividir os sistemas de equações diferenciais em duas grandes classes. As 

que estão associados a problemas variacionais, ou seja, como veremos mais adiante, sistemas 

de equações diferenciais auto-adjuntos. E os outros, que não possuem um problema variacional 

associado. Para os primeiros, dizemos que os mesmos são decorrentes da extremização de uma 
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dado funcional, que em física normalmente chamamos de Lagrangeana. Para estes sistemas 

poderiamos determinar leis de conservação diretamente a partir do Teorema de Noether, teo- 

rema este bastante conhecido entre os físicos, e que será discutido no Cap.(3) dessa dissertação. 

Cabe frisar, porém, que muitos sistemas físicos não são descritos por equações provindas de 

uma Lagrangeana. Os sistemas dissipativos, por exemplo. Note-se porém, que a inexistência 

de uma formulação Lagrangeana não quer dizer, necessariamente, que procede de processos 

dissipativos. Como veremos, a equação de Korteweg-de Vries fornece um exemplo destrutivo 

de sistemas não Lagrangeano conservativo. 

Daremos, nesta dissertação, ênfase a sistemas de equações diferenciais que não são 

auto-adjuntos , ou seja, não possuem uma Lagrangeana associada. Como exemplo desse tipo 

de equação, discutiremos aqui a Equação do Calor, Equação de Korteweg-de Vries (KdV) 

e a equação de Cahn-Hilliard. E como exemplo de uma equação que possui um funcional 

associado, discutiremos a Equação de Onda. Vale mencionar que o caso de exemplos será, 

ademais, frequente. Com isso se pretende dar concretude a conceitos matemáticos por vezes 

abstratos. 

A abordagem que daremos nessa dissertação é bastante geométrica , e os sistemas de 

equações diferenciais, nessa análise, serão descritos por objetos geométricos. Quanto as equações 

que nos servirão de exemplos, a sua escolha faz com que tenhamos entre elas tipos variados 

de dinâmicas. Temos duas equações lineares e duas não-lineares. Das não lineares, uma é 

integrável (KdV) e a outra não é (Cahn-Hilliard). A equação do calor e a equação de Cahn- 

Hilliard descrevem sistemas dissipativos. As outras duas não. Mesmo que não venhamos a fazer 

uso dessas propriedades, vemos que os conceitos e os métodos que aqui iremos expor perpassam 

uma grande variedade de situações. 

No Cap.(l) introduziremos uma série de conceitos e definições, tais como um critério 

de invariança (ou simetria) de equações diferenciais. Associamos uma álgebra de Lie com o 

conjunto de geradores de transformações de simetrias de um sistema de equações diferenciais. 

Os conceitos de prolongamento e de espaço de jatos também serão introduzidos no Cap.(l). No 
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Cap.(2), a partir das idéias expostas no Cap.(l), determinaremos os geradores de transformações 

de simetrias, que formam uma álgebra de Lie, para as nossas quatro equações em estudo. 

No Cap.(3) discutiremos simetrias variacionais, mostraremos por exemplo, que o con- 

junto de simetrias do funcional associado a um sistema de equações diferenciais, está sempre 

contido no conjunto de simetrias da sua equação de movimento. Determinaremos, também 

nesse capítulo, um conjunto de simetrias variacionais para a Equação de Onda. 

Em seguida, no Gap. (4), faremos uma generalização do conceito de simetria, quando 

também definiremos a idéia de operadores de recursão. Nesse capítulo, demostraremos porque 

apenas equações diferenciais auto-adjuntas podem ser oriundas de um determinado problema 

variacional. 

E, finalmente, com a idéia de funções características de campos vetoriais Hamiltonianos, 

introduzidos no final do Cap.(4), poderemos então determinar, no Cap.(5), leis de conservação 

propriamente ditas, para as nossas quatro equações em estudo. A dissertação termina então, 

ilustrando o uso dos conceitos que foram introduzidos nos capítulos anteriores, de tal forma a 

exibir um tipo de “vitrine” de quantidades conservadas. 

Devemos ressaltar, por fim, que o espírito que motiva a presente dissertação não eh 

a de fazer uma revisão completa do assunto e também não é a de se ater a uma exposição 

matemáticamente rigoroda. Conquanto o assunto seja de índole matemática, o que aqui se faz 

é dar uma visão “prática” de quantidade conservadas, muitas vezes convencendo o leitor mais 

pela constatação dos métodos do que pela demostração. Nesta mesma ordem de idéias, cabe 

mencionar que vários teoremas serão dados sem demostração no texto, ou porque elementares, 

ou porque muito extensos. 



Capítulo 1 

Simetrias de Equações Diferenciais 

0 conjunto de todas as simetrias associadas a um sistema de equações diferenciais forma um 

grupo de transformações locais que atua no espaço das variáveis dependentes e independentes 

do sistema, com a propriedade básica de levar uma solução em outra. O principal objetivo desse 

capítulo será desenvolver um método sistemático e operacional para que possamos determinar 

quais são estas simetrias. 

Para tanto necessitamos primeiramente entender como que um grupo de simetrias atua 

nas soluções, levando-as em outras. Com esse objetivo estudaremos na primeira seção desse 

capítulo simetrias associadas a equações algébricas. 

Na segunda seção desse capítulo veremos como podemos relacionar o conceito de grupos, 

com o de sistemas de equações diferenciais, e definir de uma forma bastante precisa a idéia de 

simetria para um sistema de equações diferenciais. 

Na última seção desse capítulo vamos introduzir uma sequência de conceitos que serão 

de extrema importância para o cálculo do grupo de simetrias de um sistema de equações difer- 

enciais, bem como definir precisamente, e de uma forma geométrica, o que entendemos por um 

sistema de equações diferenciais. As principais idéias a serem discutidas nessa última seção 

serão a do espaço de jatos e a prolongamento da ação do grupo de transformações de simetria 

para que o mesmo atue nesse espaço. 

13 
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1.1 Simetrias de Equações Algébricas 

Antes de entrarmos na questão das simetrias de equações diferenciais, será útil primeira- 

mente discutirmos simetrias de equações algébricas. Seja 

F^(rr)=0 u = 0,...,l (1.1) 

um sistema de equações algébricas tal que Fi, F2,..., Fi são funções suaves de argumentos reais, 

definidas em uma variedade M. Uma solução x será um ponto x Ç. M ta\ que F^{x) = 0. Para 

esse dado sistema de equações, um grupo de simetrias será um grupo G de transformações 

locais, com a propriedade básica de levar um ponto do conjunto de soluções para outro ponto 

do mesmo conjunto, isto é, leva uma solução em outra solução. 

Assim se x for solução, e ^ e G tal que g • x também é uma solução de F^ = 0, então g 

é um elemento de um grupo de simetrias para F. 

1.1.1 Subconjuntos Invariantes 

Definição 1.1 

Seja G um grupo de transformações locais atuando em alguma variedade M. Um 

subconjunto S C M é dito ser G-invariante, e G é dito ser um grupo de simetrias de S, se 

sempre que x E S, tivermos g • x E S. 

Para ilustrar a idéia considere At = 3?^ e Gc um grupo a 1-parâmetro de translações 

no assim 

(x,y) —> (x + ce, y + e), e € 9? (1.2) 

onde c é uma constante. Então podemos verificar facilmente que a família de retas x = cy+d são 

subvariedades invariantes sob a ação de Gc, como era de se esperar, já que Gc gera translações 

dos pontos sob a reta. 

Um segundo exemplo de subvariedade do invariante sob a ação de um dado grupo 

de transformações que podemos visualizar facilmente será o seguinte, «S = {(a;, y) : yx = 0} que 
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é claramente invariante sob a ação de um grupo de transformações de escala, (x* —> A*x‘). 

1.1.2 Funções Invariantes 

Agora queremos encontrar um critério de invariância para funções, que são parte fun- 

damental de nosso estudo de simetrias de equações algébricas. Isto é, queremos encontar as 

simetrias associadas as funções F{x) que definem o nosso sistema de equações. 

Definição 1.2 

Seja G um grupo de transformações locais atuando em uma variedade M. Uma função 

F : M. —> M, onde J\í é uma segunda variedade, é dita ser uma função G-invariante se para 

todo X E Ái e todo g E G, a seguinte relação for verdadeira: 

F(g-x)=F(x). (1.3) 

Vejamos o seguinte exemplo: considere a função ^(x,y) = | para {{x,y) E dF/ y 0}. Se 

tomarmos o grupo das transformações de escala G^ : {x,y) —> {Xx,\y), podemos verificar 

facilmente a invariância de ^(x, y) sob a ação desse grupo G^. 

1.1.3 Invariância Infinitesimal 

A importância de um critério infinitesimal de invariância que nos será proprocionado 

pela teoria dos Grupos de Lie, está no fato de que podemos substituir complicadas, e muitas 

vezes, não-lineares condições de invariância, por uma forma infinitesimal e linear, que repre- 

sentará a ação do grupo. Dessa maneira fica bastante convidativo estabelecermos um critério 

infinitesimal de invariância. 

Proposição 1.3 

Seja G um grupo conexo de transformações atuando em uma variedadeM. Uma função 

suave real ^ : M. —> é uma função invariante sob a ação do grupo G se e somente se 

v(C) = 0 y X E M (1.4) 
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onde V é o gerador infínitesimal do grupo G. 

Assim, se vi... Vr formam uma base para uma álgebra de Lie A, e são os geradores 

infinitesimais de G, então a Proposição (1.3) nos diz que C(a;) será uma função invariante se e 

somente se Vk(C) = 0 para k = 1,..., r. Para um dado sistema de coordenadas locais a forma 

geral para um campo vetorial v será dada por 

= (1-5) 

Se impusermos o nosso critério de invariância, obteremos 

v.(C) = + ... + = 0 (1.6) 

OU seja, C deve satisfazer um sistema linear e homogêneo de equações diferencias parciais de 

primeira ordem. Tomemos como exemplo o grupo das translações no plano, que possui o gerador 

infinitesimal dado por v = cdx + dy. [1]. Da equação 

v(C) = 0 , (1.7) 

obtemos que a função (( = x — cy) é invariante sob o grupo das translações no plano. Considere 

ainda o seguinte exemplo: seja Ad = e 5^ C Ad; Se = {x^ + = 1} e G = SO(2) 

atuando em Ad, podemos verificar que a subvariedade é invariante sob a ação de G, cujo 

gerador infinitesimal possui a expressão v = —ydx + xdy. Reescrevendo a curva associada a 

como ^(a:, y) = x"^ + y"^ — 1, verificamos que 

v{^) =-2xy + 2xy = 0, (1.8) 

como esperávamos. 

1.1.4 Invariância Local 

Vamos agora discutir um critério de invariância apenas na vizinha da identidade do 

grupo de transformações. 



1. Simetrias de Equações Diferenciais 17 

Definição 1.4 

Seja G um grupo de transformações locais atuando em uma variedade M. Um subcon- 

junto S C M é dito ser G-invariante se para todo a; G <S existir uma vizinhança da identidade 

Gx C Gx em G tal que g ■ x G S para todo g G Gx- Uma dada função F : U —> N, onde U 

é algum subconjunto aberto em M, é chamada localmente G-invariante se para cada x G U 

existir uma vizinhança Gx C Gx da identidade em G tal que F(g-x) = F(x) para todo g G Gx- 

e F é dita globalmente G-invariante se F(g • x) = F(x) para todo x G U,g G G tal que g-x gU 

também. 

Aqui podemos ver que o grupo das translações horizontais (x, y) —> {x + e, y) 

atuando no 9?^, pode deixar determinadas regiões abertas do 9?^ localmente G-invariantes. 

Como exemplo, podemos tomar a região determinada pelo segmento de reta {{x,y) : y — 

0; —l<a;<l}. Ela é uma subvariedade do 9?^ que, como podemos verificar, é localmente 

invariante pela ação das translações horizontais. 

Proposição 1.5 

SejaM C M uma subvariedade de M. Então N é localmente G-invariante se e somente 

se para cada x G M, A\x C TM\x- Onde A\x é a álgebra associada ao grupo G. Em outras 

palavras, M é localmente G-invariante se e somente se seus geradores infínitesimais v, estiverem 

todos no espaço tangente a J\í. [2]. 

1.1.5 Método para Construir Invariantes 

Em um dado sistema de coordenadas locais podemos escrever de uma forma geral os 

geradores infinitesimais de um grupo de transformações como 

então pelo nosso critério de invariância local 

v(C) = 0 
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e o sistema de equações características 

dx^ dx"^ 

dx'^ 

dx^ 

^^(x) ^‘2{x) ^^(x) 

pode ser integrado facilmente, e a solução geral pode ser escrita como: 

(1.10) 

(1.11) 

C‘(l‘, ■■.,l"') = Ci,...,í"' '(l‘,...,l”“) = Cm-i. (1.12) 

Como um exemplo podemos considerar novamente o grupo das rotações SO(2), cujo gerador 

infinitesimal é dado por v = —ydx + xdy. Podemos então escrever, de acordo com a equação 

(1.11), a seguinte equação característica associada: 

dx _ dy 

-y X ’ 
(1.13) 

OU seja, 

J xdx = — J ydy. (1-14) 

Integrando, obtemos x"^ + y“^ = c, como era de se esperar, pois qualquer elemento da família 

de círculos no é uma subvariedade invariante sob a ação do grupo das rotações. 

1.2 Grupos e Equações Diferenciais 

Vamos considerar um sistema S de equações diferenciais com p variáveis independentes 

(a:\...,x^) e q variáveis dependentes {u^,... ,u^). Então um grupo de simetria do sistema S 

será um grupo G de transformações locais que atua em algum subconjunto aberto M C X xU 

de tal maneira que G transforma soluções de S em outras soluções de S. 

Devemos, a rigor, ser mais precisos na definição de como atuam os elementos de um 

grupo de Lie em um sistema de equações diferenciais. Nesse sentido, digamos que u = f{x) seja 

uma solução de um sistema de equações diferenciais parciais. Então devemos primeiramente 

identificar essa função com o seu gráfico 

Tf = {(x, f{x)) :x€Q}cXxU (1.15) 
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onde Q, C X é o domínio da função /. Note que F/ é certamente uma subvariedade p- 

dimensional de X x U. Assim se F/ C Mg, onde Mg é o domínio de definição da ação do 

grupo G, então a transformação de F/ induzida por g será da seguinte forma 

= {5-(a:,w) = {x,ü) /{x,u)eTf} (1.16) 

Definição 1.6 

Seja S um sistema de equações diferenciais parciais. Um grupo de simetrias do sistema 

S será um grupo G de transformações locais atuando em um subconjunto aberto M do espaço 

das variáveis independentes e dependentes do sistema, com a propriedade de que sempre que 

u = f{x) for uma solução de S, então u = g • f{x) será também uma solução do sistema. 

Como exemplo tomemos a equação do calor Ut = Uxx- O grupo das translações, dado 

por: 

(x, t, u) —> (x + ea,t + eh, u) e € 

é um grupo de simetrias para a equação do calor, pois como podemos verificar, se f{x,t) for 

uma solução, então f{x — ea,t — e6)também será. Uma das propriedades interessantes de se 

conhecer o grupo de simetrias de um dado sistema de equações diferenciais, é que a partir de 

uma dada solução podemos construir outras aplicando sucessivas vezes os elementos do grupo 

de transformações de simetrias sobre a solução conhecida. Entretanto o que queremos agora 

é encontrar um critério de invariância infinitesimal para um sistema de equações diferenciais 

análogo ao que tinhamos para equações algébricas. Devemos ainda notar que a forma como 

estamos conduzindo o nosso estudo de simetrias nos dá um forte apelo geométrico, o que nos 

vai levar diretamente a idéia de prolongamento, como veremos na próxima seção. 

1.3 Espaço de Jatos e Prolongamento 

Nessa primeira etapa de nosso estudo estamos interessados em encontrar as simetrias 

ou, mais precisamente, a álgebra de simetrias de um sistema de equações diferenciais. Para 
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isso, devemos primeiramente definir o que entendemos por um sistema de equações diferenciais. 

Como veremos, a abordagem adotada estará baseada em visão bastante geométrica do problema. 

Para que isso seja possível necessitamos “prolongar” o nosso espaço básico X xU das variáveis 

dependentes e independentes do sistema para um espaço “maior”, onde as várias derivadas que 

ocorrem no sistema também são representadas por coordenadas desse espaço. 

Assim dizemos que é o espaço que contém todas as variáveis dependentes do sis- 

tema juntamente com todas as suas derivadas de primeira ordem. Então dado um sistema 

de equações diferencias que possui derivadas de até n-éssima ordem, para termos uma inter- 

pretação geométrica desse sistema devemos prolongar o nosso espaço básico X x U até “jatos” 

de n-ésima ordem, de tal modo que o sistema fique totalmente imerso nesse espaço. Dada uma 

função real suave f{x) = /(x^, • • •, x^) de p variaveis independentes, existirão 

Pk (1.17) 

derivadas de ordem k da função /. Elas serão denotadas por 

djf = 
ay 

dx^^dx^^ • • • dx^’^ 
(1.18) 

Em geral se / : X —>• U for uma função suave com X^W‘eUc:±lSa^eu = f{x) = 

if^{x), • • ■, então existe um número q • pk de derivadas Uj = djf°‘{x) necessárias para 

representar todas as derivadas diferentes de ordem k. 

Denotamos por = U x x • • • x t/„ o produto cartesiano de espaços, cujas 

coordenadas representam as derivadas das funções u = f{x) de todas as ordens de 0 a n. 

Devemos ainda notar que é um espaço euclidiano cuja dimensão é dada por 

9 + + • • • + çp” = ç(r") 

Para exemplificar essa idéia, vejamos o seguinte exemplo. Considere o caso onde p = 2 e q = 1. 

Então, AT ~ com coordenadas (x^,x“^) = (x,y) e U ~ 9? com coordenada u. Construimos 

0 espaço Ui com coordenadas (ux,Uy) que é isomorfo ao 3?^. Analogamente, notamos que 
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1/2 — ^ com coordenadas (uxx,Uxy,Uyy). Digamos que o sistema de equações diferenciais que 

estamos interessados possui derivadas de até segunda ordem, então o espaço de jatos necessário 

e suficiente para “absorver” completamente esse sistema será 

= X X =X XUXU1XU2] (1.19) 

C/(2) = C/ X C/l X t/2 ~ X X = 3?®; 

M(2) = X X C/(2) = X gí® = 3fJ». (1.20) 

Um ponto nesse espaço terá as coordenadas: 

^ (^> 2/) ^3/) ^xxi ^yj/) 

Se tivermos uma função / : X —> U, existirá uma função induzida 

chamada n-ésimo prolongamento de /, tal que 

pr("V —>■ C/("). (1.21) 

Na Seção (1.3.4) voltaremos a falar do prolongamento de funções. 

O espaço total X x C/^”^ das variáveis dependentes, independentes e suas derivadas até 

ordem n é chamado de espaço de jatos de n-ésima ordem. Se u = f{x) for uma função cujo 

gráfico vive em Xi C X x U, então pr^'^^f(x) será também uma função, e seu gráfico viverá em 

um espaço de jatos de n-ésima ordem = Xi x Ui x U2 x ■ • ■ x Un- 

1.3.1 Sistema de Equações Diferenciais 

Denotamos um sistema de equações diferenciais de n-ésima ordem como 

A(x,u("^) = 0 , (1.22) 
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envolvendo x = (a:\ • • ■, variáveis independentes, e w = (u^, • • •, variáveis dependentes. 

Podemos considerar A como sendo um mapeamento suave do espaço de jatos X x para 

algum espaço euclidiano. 

A X ^ K' 

Assim se para uma dada região contida em X x £/(") o mapeamento A for nulo, ele determinará 

explicitamente uma subvariedade S contida nesse nosso espaço ampliado, tal que: 

«Sa = : A(x,u(”)) = 0} C Xxt/(") . 

Dessa forma o nosso conceito de sistema de equações diferenciais corresponde a um objeto 

geométrico bem definido: a subvariedade «Sa do espaço dos jatos X x 

Nesse caso se u = f{x) for uma solução suave desse sistema de equações diferenciais, 

deve satisfazer 

A(x,pr(”^(/(x))) = 0 (1-23) 

Ou equivalentemente, de um ponto de vista geométrico estamos afirmando que o gráfico da 

prolongamento de f{x) esta inteiramente contido na subvariedade Sa determinada pelo nosso 

sistema de equações diferenciais A(x, Ou seja 

= {(x,pr(”)/(a:))} CSa 

onde 5a = {A(x, = 0}. 

Se tomarmos como exemplo a equação do calor 

Ut = Uxi , (^'24) 

temos p = 2,9 = 1 e n = 2, pois a equação é de segunda ordem. O espaço de jatos necessário 

para absorver completamente essa equação será então X x ou em termos de suas coorde- 

nadas (í, X, u, Ux, Ut, Uxx, Uxu Utt)- Assim a equação do calor como escrita acima nos define um 

hiperplano nesse espaço que pode ser visualizado no seguinte esboço. 
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E se uma função u = f{x) for uma solução para a equação do calor, teremos 

C <Sa . 

1.3.2 Prolongamento da Ação do Grupo 

Seja G um grupo local de transformações atuando em algum subconjunto aberto M. C 

X X U. Então existirá uma ação induzida de G no espaço de jatos C X x 

chamada de n-ésimo prolongamento da ação do grupo G, 

Se g for um elemento do grupo G suficientemente próximo da identidade, e se uq = 

f{xo) for uma função suave, cuja transformada g • / está definida numa vizinhaça do ponto 

(xo,üo) = g • (xo,uo), poderemos então definir a ação do grupo de transformações prolongado 

pA^^^g no ponto (xo,Uo^^), como sendo 

pr<”>s(io,4"’) = (ío,4"’) (1-25) 

4”’ = p’'<“>(p-/)(ío) 

onde 

(1.26) 
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1.3.3 Invariância de Equações Diferenciais 

Estamos agora interessados em estabelecer uma conexão entre o objeto geométrico de- 

scrito pelo sistema de equações diferenciais, isto é, pela subvariedade S C X x com 

a ação prolongada do grupo G de transformações de simetrias pr^'^^G, que deixará a subvar- 

iedade invariante sob a ação do mesmo. Assim, construiremos nosso critério de invariância para 

sistemas de equações diferenciais parciais. 

Teorema 1.7 

Seja M um subconjunto aberto de X x U e vamos supor que A(x, = 0 seja 

um sistema de equações diferenciais de n-ésima ordem defínidas sobre A4, com correspondente 

subvariedade Sa C Suponhamos que G seja um grupo de transformações locais atuando 

em M., cujo prolongamento (que atua no espaço de jatos) deixa a subvariedade Sa invariante, 

signifícando que sempre que G Sa nos teremos G Sa para todo 

g Çi G. Então, G será um grupo de simetrias do sistema de equações diferenciais parciais no 

sentido da Def (1.6) 

Devemos notar que da maneira como construimos nosso critério de invarança, con- 

seguimos dar uma interpretação bastante geométrica para a idéia de simetrias de equações 

diferenciais. 

1.3.4 Prolongamento de um Campo Vetorial 

Para operacionalizarmos a ação de um grupo de transformações prolongadas, devemos 

primeiramente prolongar os geradores infinitesimais das transformações. Ou seja, devemos 

definir como prolongar um campo vetorial. 

Definição 1.8 

Seja M. <Z X y. U um aberto, e seja v um campo vetorial em Aí com o correspondente 

grupo 1-parametro exp{ev). O n-ésimo prolongamento de v, denotado por pr^^^^v, será um 
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campo vetorial em um espaço de n-jatos M, e será defínido como sendo o gerador infínitesimal 

do correspondente grupo prolongado a 1-parametro pr^’^^lexp(ev)j. Em outras palavras, 

d 

e=0 
pr^'^\exp{e\)]{x, (1.27) 

para qualquer {x,u^"'^) € 

Dado que as coordenadas {x, em M consistem das variáveis independentes (a;^, • • • x^ 

e das variáveis dependentes uj até ordem n, nesse sistema de coordenadas um campo vetorial 

toma a seguinte forma generalizada 

V = 
i=l Q=1 J 

Como tínhamos: 

(1.28) 

t=i a=l 

podemos identificar v* = pr(”V, ou seja 

pr(”>v = '£é£i + 
d 

■ , Bx t=i a J 
(1.29) 

Falta-nos ainda determinar as funções coeficientes 0^. Mas antes disso vamos primeiramente 

discutir uma condição infinitesimal para invariância. 

1.3.5 Condição de Invariância Infinitesimal 

Analogamente à idéia de invariância infinitesimal construída para um sistemas de equações 

algébricas, procuraremos agora um critério infinitesimal para sistemas de equações diferenciais 

parciais. 

Primeiramente devemos notar que estamos dando uma abordagem geométrica para estes 

sistemas de equações diferenciais. Isso se deve, como já vimos, ao fato de estarmos analisando- 

as no espaço de jatos. Assim, nosso critério de invariância deve-se dar pela atuação do grupo 
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nesse espaço. Como também já vimos, isso se dá pelo prolongamento da ação do grupo. Como 

a ação do grupo esta associada a um campo vetorial v como sendo o gerador infinitesimal do 

grupo, o nosso critério de invariância infinitesinal se dará pela ação de no espaço de jatos. 

Teorema 1.9 

Suponha =0; u= l,’-- l, um sistema de equações diferenciais parciais 

defínido sobre uma região M C X x U. Então, se G for um grupo de transformações 

locais atuando em M., e 

pr^"V[A,/(a:, = 0 (1.30) 

com u = 1, • • • Z, sempre que A„(x, = 0, e para todo gerador infínitesimal v de G, então 

G será um grupo de simetrias para o sistema de equações diferenciais parciais. 

Podemos ainda notar que esse nosso critério pode ser reescrito como 

pr(”V[A,,(a;, ^ Q,,ft(x,u^'^^)A^(x,u^^'>) , (1.31) 
A*=l 

Isso significa que sempre existem funções Qi,^(x, u^”)) tal que a equação acima seja verdadeira.[3] 

1.3.6 Uma Fórmula para o Prolongamento 

Agora que temos em mãos um critério de invariância infinitesimal proporcionado pelo 

Teorema (1.9), nos falta determinar uma forma explícita para um campo vetorial prolongado. 

Da Eq.(1.29) notamos que para termos a forma explícita para falta-nos somente deter- 

minar os coeficientes 0^. 

Por simplicidade, vamos dividir a nossa discussão em dois casos. Primeiramente, vamos 

analisar transformações que atuam somente nas variáveis independentes do sistema. Nesse caso 

podemos escrever o gerador da transformação infinitesimal, em um dado sistema de coorde- 

nadas, como: 

(1.32) 
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atuando em M. d X xU. O grupo de transformações g = exp{ev) atuará da seguinte forma 

g^-{x,u) = (f,ü) = (0e(rc),u) . 

Como V é o gerador da transformação, ele deve satisfazer a seguinte relação: 

. d 

(1.33) 

vu = — 
de 6=0 

exp{e'v)x , V Ç. A . (1.34) 

Da Eq(1.33), temos 

logo: 

X = 0e(a:) = exp{ev)x 

d0* 

de 6=0 
= Í*W • (1.35) 

Vamos, ademais, considerar apenas uma variável dependente u G 

O espaço de jatos de primeira ordem terá então coordenadas (x, = (x, u, Ux) e se 

u = f{x), teremos 

pr^^^ge • = (x,ü^^^) , (1.36) 

onde X = 0e(x) , ü = u. Assim: 

dl df 50-.,-. 

k=l dx^ dx^ 
(1.37) 

Mas como 0_.(x) = x, logo: 

®A(e..(í)) = 14 = n. 

então: 

dx^ '' dx^ 

A 50^, 

hi 

Usando a Eq.(1.29) obtemos a seguinte expressão para o primeiro prolongamento de v 

*=1 

(1.38) 

(1.39) 
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juntamente com o primeiro prolongamento da Eq.(1.27) 

(1) ^ pr'' W = — 
de e=0 

pr^^\exp{ew)\ (1.41) 

onde exp{e\) é a ação dada pela Eq.(1.36). Sabendo que a ação do grupo no primeiro jato 

de está associada à Eq.(1.40) temos então 

(1.42) 

Desde que todas as funções sejam suaves, podemos então trocar a ordem das derivadas 

e escrever 
d 

de E = 
e=Q dxi 

^ d ?deí, 

dx^ . de . 

P ack 
(1.43) 

•=o ÍTi 

onde usamos a Eq.(1.35) para obtermos a identidade acima. Assim, encontramos a seguinte 

expressão para o coeficiente do primeiro prolongamento de v. 

4^ (x, U, ÍZx) — 'y 7j~TÍZfc 
fc=l dx^ 

(1.44) 

Vamos considerar agora o seguinte exemplo. Seja AT ~ com coordenadas (x, y) e seja 

G o grupo das rotações SO(2) atuando em A, e t/ ~ 9í?. Sabemos que o gerador infinitesimal 

desse grupo é dado por 

V = -ydx 4- xdy (1-45) 

Queremos agora determinar o primeiro prolongamento de v. De acordo com a Eq.(1.29) basta, 

determinar os coeficientes <^ (x, u, Ux), associados ao gerador de SO(2). Nesse caso temos p = 2 

e q = l, e identificamos x^ = x e x^ = y. Teremos ainda = —y e = x. Assim o gerador 

prolongado até o primeiro jato terá a seguinte forma: 
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Pela Eq.(1.44), temos 

r = - E 
Jk=l ax 

d{-y) dx 
= -^y (1.47) 

analogamente encontramos 

(f>^ = Ux (1.48) 

Substituindo a Eq.(1.47) e Eq.(1.48) na Eq.(1.46), obtemos a expressão completa para o primeiro 

prolongamento do gerador de SO(2) 

d d 

-»ãí + % 
u “f" 'iíx 

du>u 
(1.49) 

Agora vamos ao segundo caso, onde somente as variáveis dependentes serão transfor- 

madas sob a ação do grupo. Ou seja 

g^-{x,u) = {x,ü) = {x,^^{x,u)) (1.50) 

Nesse caso, o nosso gerador em dado sistema de coordenadas locais, será dado por v = (f){x, u)du- 

Assim, segue das Eqs. (1.29) e (1.27) que 

<j){x,u) = 
de e=0 

$í(a:,u) (1.51) 

Se ti = f{x), teremos então/e = g • f, tal que: 

ü = fe{x) = ^,{x,f{x)) (1.52) 

Para encontrarmos o prolongamento de primeira ordem associado a v, devemos examinar 

primeiramente como as derivas de u, uj, transformam-se sob a ação de v. 

dfef ^ , df, ,, ,, 

dxi du 
(1.53) 

Ui 
dx^ du 

ou seja. 

(1.54) 
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Percebemos aqui que uj transforma-se como se fosse devido a ação do operador de Euler. Se 

juntarmos agora as Eq.(1.29), Eq.(1.27) e Eq.(1.51) obteremos a seguinte expressão para ^ 

prolongado, uma associada as transformações que atuam somente nas variáveis independentes, 

e outra, para as variáveis dependentes. Queremos agora uma fórmula generalizada que explicite 

um campo vetorial prolongado. Mas, para obtermos essa expressão será conveniente discutirmos 

primeiramente o conceito de derivadas totais. 

1.3.7 Derivadas Totais 

A idéia básica que está por trás dos conceitos de derivada total, é a de criar um operador 

que atue diretamente no espaço de jatos, de maneira independente sobre cada um de seus eixos 

coordenados. Também será a partir do conceito de derivada total que poderemos generalizar 

mais facilmente o conceito de prolongamento de um campo vetorial. 

Definição 1.10 

Seja P{x, uma função suave de {x, u) e de derivadas de u até n-ésima ordem, 

deãnida em um subconjunto aberto C X x A derivada total de P com relação a 

X* é uma função suave, D{P(x, deãnida em e dependendo de derivadas de u até 

ordem (n + 1), com a propriedade de que se u = f(x) para qualquer função suave então: 

(1.55) 

tal que: 

j 

Até aqui o que temos são duas séries de equações que determinam a forma do vetor 

AP(2:,pr<")/W) = (1.57) 
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Proposição 1.11 

Dado P{x,a i-ésima derivada total de P possui a seguinte forma geral 

dP ® dP 

onde J = 
duj dk + \yOL 

^ .     
dx‘ ^ dx‘dx’í ■ ■ ■ dx’1' 

(1.58) 

(1.59) 

Como exemplo, consideraremos o caso onde X = e Cl = 3?. Poderão então existir 

duas derivadas totais, Dx e Dy, tal que 

^ ô , a d d 
Dx — o d" líX ^ + Uxx n d" '^xy n 

dx du dux duy 

Derivadas totais de ordem mais alta são definidas em analogia a nossa notação de 

derivadas parciais de ordem superior, assim, explicitamente, se J = {ji, • • •, jk) com 1 < jk <p 

para cada k, escrevemos 

Dj — Dj^Dj^ • • • . (1.60) 

Agora estamos em condições de encontrar uma forma geral para o prolongamento de um campo 

vetorial. 

1.3.8 Uma Fórmula Geral Para o Prolongamento 

Teorema 1.12 

Seja 

V = d- (1-61) 

um campo vetorial defínido em um subconjunto aberto Ái C X xU. O n-ésimo prolongamento 

de V é 0 campo vetorial 

Q=1 J 
(1.62) 
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definido em um correspondente espaço de jatos C X x onde a segunda soma começa 

sobre todos os multi-índices J = (ji, • • •, jk) com 1 < Jfc < p, 1 < A: < n. As funções coeãcientes 

de serão dadas pela seguinte equação: 

Dj(<Pa 
P P 

Ero + (1.63) 

onde uf = ^ euf^j = 
9u° 
dx' [4] 

Para demonstrarmos esse teorema devemos considerar transformações simultâneas, tanto 

nas variáveis dependentes quanto nas independentes, e seguir o procedimento desenvolvido na 

Seção (1.3.6), juntamente com a idéia de derivada total exposta na seção anterior. 

Como um caso especial e bastante útil para nossas discussões posteriores, vamos con- 

siderar um sistema de equações diferenciais parciais onde temos p = 2 e ç = 1. Vamos supor 

que nossa equação diferencial envolva uma função u = f{x,t). Então, o espaço básico será 

X X U ~5R^x9? = 9í^,ea forma geral para um campo vetorial atuando nesse espaço será a 

seguinte: 

V = ^{x,t,u)dx + T{x,t,u)dt + <f){x,t,u)du . (1-64) 

Queremos calcular um prolongamento de ordem 2 para esse campo. Então, através do 

Teorema (1.12), obtemos a seguinte expressão: 

pr(2)v = V + EE<^a(^>'“^^^) 
a=l J 

d 

duj 

pr(2)y = V -I- 
OUx UUt UUxx 

+ 
xt d 

+ 

(1.65) 

(1.66) 
duxt dutt 

Usando a Eq.(1.63) determinaremos os coeficientes da expressão acima em termos de 

^{x,t,u), r{x,t,u) e (j){x,t,u) e suas derivadas. Essa parte do cálculo é bastante trabalhosa, 

e mais trabalhosa se torna quanto maior a ordem do coeficiente que se deseja calcular. Como 

exemplo, vamos determinar o coeficiente 0®®. Então, pela Eq.(1.63), temos: 

(jf ^n,x TUtj -b Uxxx “b Uxxt • (1.67) 
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= 0II - (DxOUxx - {Dl^)Ux - {DxOUxx + 

^'^XXX (-^X^)^XÍ '^'^xxt ^'^XXX '^^xxt J (1.68) 

como temos 

Dx^ = ^x + Ux^u , (1.69) 

Dx^ — Çix “I" 2Wj;^ux “1“ 

Analogamente, calculamos os coeficientes t e (f> e obtemos: 

DxT = Tx + UxTu , (1-71) 

Dx4> = 4>x + Ux^u , (1-72) 

— '^xx ”1” ^Ux'^ux *1” *b Uxx'^u i (^’73) 

D^(j) — (j^xx “b 2líx0ux “I” ”1” Uxx4^u • (^*74) 

Substituindo as Eqs. (1.69 - 1.74) na Eq.(1.68), obteremos a seguinte expressão para <j>^^ 

4^ 4^xx “b (20XU ^xx)^x TxxfJ-t d” (•^uu 2^xu)^x ^T~xu^x^t~^ 

^uu’^1 ‘Tuu‘^x^t d” (^u 2Çx)Wxx ^TxUxt ^^u^x'^xx~^ 

OêT-^^XíxIIxí • (^'7fi) 

O cálculo desse único coeficiente nos dá uma boa idéia de como pode ser trabalhoso esse 

processo. Como veremos no Cap.(2), o cálculo desses coeficientes é a base para a determinação 

da álgebra de simetrias de um dado sistema de equações diferenciais parciais. 
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1.3.9 Algumas Propriedades Básicas de Campos Vetoriais Prolon- 

gados 

Teorema 1.13 

Suponha que v e w sejam campos vetoriais em M C X x U. Então seus campos 

prolongados associados possuem as seguintes propriedades 

1.3.10 Funções Características de Simetrias 

Nessa última seção vamos reescrever a fórmula geral do campo vetorial prolongado, 

transformação associada a uma dada simetria. Essa função nos será de grande utilidade na 

busca e determinação de leis de conservação. 

p^(n)(cv + c w) = cpr^”V + cpA^^^w (1.76) 

para c e c constantes, e 

pr^"^[v,w] = [pr^"V (1.77) 

dado pela Eq.(1.62), em termos de uma nova função Qa, chamada função característica da 

Seja 

^ ® a (1.78) 

um campo vetorial associado a uma dada simetria, chamamos de função característica de v a 

função 
p 

Q„(l,tlC>) = <j>a(x,u) - j^{(l,u)uf (1.79) 
t=l 

onde a = 1, • • •, ç. Com essa definição em mãos, podemos reescrever os coeficientes dos 

campos vetoriais prolongados como: 

p 

t=i 
(1.80) 
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Definiremos agora o vetor característico da transformação como: 

v<3 = . (1.81) 
a=l 

Se juntarmos as Eqs. (1.80) e (1.81), podemos reescrever a Eq.(1.62) como 

= p7'^"Vq + èfft (1.82) 
i=l 

onde: 

(1.83) 
a=l J 

A importância e uso dessas funções que caracterizam uma dada transformação de sime- 

tria ficará claro nos próximos capítulos. 



Capítulo 2 

  ^ 

Determinação da Álgebra de Simetrias 

de Algumas Equações Diferenciais 

Nesse capítulo vamos determinar a álgebra de simetrias de quatro equações especiais: Equação 

do Calor, equação de Korteweg-de Vries (KdV), equação de Cahn-Hilliard e a Equação de Onda, 

sendo que destas quatro somente a equação de onda é auto-adjunta, ou como discutiremos 

no Cap.(4), somente para a Equação de Onda existe um funcional associado (lagragiana), e 

portanto, somente para essa equação nós poderiamos nos valer do teorema de Noether para 

encontrar quantidades conservadas. Entretanto, nesse capítulo vamos somente determinar a 

álgebra de simetrias dessas equações, ficando para o Cap.(5), a determinação de quantidades 

conservadas propriamente ditas. 

2.1 Determinação da Álgebra Associada a Equação do 

calor 

Vamos agora determinar um conjunto de transformações de simetrias que determinam 

uma álgebra de Lie associada a Equação do Calor. 

Considere a Equação do Calor: 

Ut = V,xx ) (2"l) 

36 
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onde os seus coeficientes estão devidamente normalizados. Essa nossa equação está definida em 

um espaço X x U, que por sua vez possui um sistema de coordenadas locais dado por {x, t, u). 

De acordo com a notação do capítulo anterior, teremos, portanto, p = 2 e q = 1. Como a 

Equação do Calor é uma equação de segunda ordem, n = 2, será necessário um espaço de jatos 

de segunda ordem para absorve-la completamente. As coordenadas desse espaço de jatos serão 

(x, t, M, Uxí Uti Uxxt Uxti 'ííít) • 

Assim a equação do calor A(rr, t, = 0, onde A(a;, t, =ut~ Uxx determina uma 

subvariedade no espaço X x Veremos agora como determinar as suas simetrias. 

2.1.1 Critério de Invariância 

Seja 

d d d 
V = ^{x,t,u)— + r{x,t,u)— + (j){x,t,u)— (2.2) 

um campo vetorial em X xU. Queremos encontrar todos os coeficientes possíveis r, 4>, tal 

que V gere uma transformação de simetria da equação do calor. Como dissemos, a equação do 

calor determina uma subvariedade no espaço de jatos X x Assim, um campo vetorial, 

correspondente a v, para atuar nesse espaço, deve ser prolongado até a maior ordem desse 

espaço de jatos, ou seja, até segunda ordem. Como já calculado no capítulo anterior, da 

Eq.(1.66) temos a seguinte forma para esse campo prolongado: 

P|.(2)y J.X ^ ±t ^ ±XX ^ AXt ^ Att ^ 
V +  + (f>^ 

UUx OUf ^'^xt 
(2.3) 

onde os coeficientes (j>^, 0*, • • • são determinados pela Eq.(1.63) 

i=l 

p 

E 
t=l 

(2.4) 

Agora, para que v seja gerador de um grupo de simetria da equação A{x,t,u^'^^) = 0, 

deve satisfazer o critério de invariância infinitesimal expresso pelo Teorema (1.10), ou seja 

pr^^V[A(x,í,u^^^)] = 0 . (2.5) 
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Com dado pela Eq.(2.3), ao aplica-lo em A(a;, t, obtemos a seguinte equação 

(2.6) 

2.1.2 Equação Determinante 

Falta-nos ainda encontrar quais são os coeficientes e (jf^ da Eq.(2.6), pois será a 

partir deles que poderemos encontrar (^, r , 4>) que aparecem na Eq.(2.2), e que determinam 

os geradores da álgebra de Lie associada a equação do calor. Lembremos agora que da Eq.(1.75) 

temos: 

0 ^xx “I” (20IU ^xx)^x '^xx^t “f” (ç^uu 2TxuUxUí"t- 

^uu^x T~uu'^x^^ d" 2^x)^n 2TxÍ/xí 3^uíZx^ii“b 

T^U^Uxx ‘2T‘^ilLx'^xt • 

Ademais da Eq.(2.4) obtemos que 

2 2 
í, w(2)) = Dt{(t) - Cui) + è 

t=i t=i 

= (pt- Dt(^Ux + TUt) + ^Uxt + rutt 

ou seja 

(f> (x, t, ^) (pt ^fUx “h ((pu TjiXlf 

Substituindo Eq.(2.8) e Eq.(1.75) em Eq.(2.6) obteremos que 

(2.7) 

(2.8) 

^x(CxX 20UX ^í) “f* “1“ "^xx) "t" ^X^í(2Txu 

0uu) ”1" ^xx(2^x ^u) '^t^u ”1“ “I” 

“hStíxí^^x ”í" 3^x^xx^ii ”1“ ^t'^xx'^u ”í” ^tix^xí"^ "í“ 0xx “ ^ j (^*^) 

que chamamos de equação determinante. 
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Antes de avançarmos na busca dos coeficientes (^, r, 0), vamos substituir Ut por Uxx 

na Eq.(2.9), de acordo com a nossa equação A (a:, t, =Ut — Uxx = 0. Fazendo isso, obtemos 

a seguinte expressão: 

^x(,^xx 20U2; Uxx(,^^x “t” "^Xl) “b ^X^Xxi^Çu ”b 2Txu ^u) 

"b^i(2^a;u *^uu) *b Ux^uu ”b ^jj^xx^uu d” ^Uxt'^x ”b ‘^UxUxt'^u d” 0xx ~ 9 • (2.10) 

Como u = u{x, t) pode ser qualquer solução da equação do calor, a única maneira de (2.10) ser 

satisfeita é que os seus coeficientes sejam todos iguais a zero. Isso implica no seguinte conjunto 

de equações diferenciais parciais para (^, r 

Coeficiente Equação 

y>xt 

^x^xx 

X 

tixx 

ui X 

XLx 

1 

2r„ = 0 (a) 

2tx = 0 (b) 

Tuu = 0 (c) 

2^ü d- 2txu = 0 (d) 

^uu ~ 0 (s) 

2^x -Tf¥Txx-^ (f) 

2^IU 4^uu — 0 (g) 

íxx 2(f>jix Íí — 0 (h) 

(t^xx ~ 0 (i) 

Este sistema de equações determina (^, r, ^). Trata-se de um sistema de equações 

lineares solúvel por simples substituições e integrações elementares, resultanto em: 

^ = d -t- \bx + et + cxt 

T — a -h dí d- cí^ 

<i> = {f — ex — ^ct — ct^)u +!3{x^t) 

(2.11) 



2. Determinação da Álgebra de Simetrias de Algumas Equações Diferenciais 40 

onde (a, b, c, d, e, f) são constantes arbitrárias e /? é uma solução arbitrária da equação do calor. 

2.1.3 Construção dos Geradores da Álgebra de Lie Associada 

Vamos agora determinar a álgebra de Lie de simetrias da equação do calor. 

A forma geral para um gerador dessa álgebra de Lie é dada pela Eq.(2.2) onde (^, r, 4>) 

são dados pelas Eqs.(2.11). Então pelo nosso critério infinitesimal de invariância, determinamos 

os coeficientes (^, r, 0) escritos em termos de 6 constantes arbitrárias (a, b, c, d, e, /), mais uma 

solução arbitrária da equação /3{x,t). Logo, vamos ter 6 possíveis diferentes geradores para 

uma álgebra de Lie associada a equação do calor, além de um conjunto de geradores associados 

a função í). 

Consideraremos primeiramente, a função /3{x, t) que aparece no coeficiente (f) como sendo 

igual a zero. Então, se tomarmos o = 1 e os demais parâmetros ( b, c, d, e, f) iguais a zero, 

vamos obter: 

Ç(x,í) = 0 , 

r(í) = l , 

^(x,t,u) = 0 . (2.12) 

Substituindo estes valores em (2.2) obtemos o primeiro gerador: 

Agora tomamos 6 = 1 e os demais parâmetros iguais a zero e obtemos: 

(2.13) 

r(í) = t , 

(j){x,t,u) = Q . (2.14) 

1 d d 

“ 2^dx dt 

Logo 

(2.15) 
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com c = 1 e os demais iguais a zero, 

= xt , 

r(í)=í2 ^ 

(l>{x, t, u) = —{^t + x^)u 

implica: 

V3 = xt— 1- r— — 
dx dt 

Au. 2\ ^ 

Com d=l, a = ò = c = e = / = 0 

(2.16) 

(2.17) 

^(x,í) = l , 

r(í) = 0 , 

(j){x,t,u) = 0 , 

d 
V4 = 

dx 

e = l, a = b = c = d = f = 0 

/ = !, a = b = c = d = e = 0 

^{x,t) = t , 

r(í) = 0 , 

<f){x,t,u) =—xu , 

d d 
V5 = t- xu — 

dx du 

^{x,t)=0 , 

r{t) = 0 , 

(f){x,t,u) = u , 

d 
Ve = tí 

du 

(218) 

(2.19) 

(2.20) 
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E finalmente consideramos a = b = c = d = e = f = 0 e (3{x,t) como sendo qualquer solução 

da equação do calor, teremos: 

V0 = (3{x,t)— (2.21) 

como o gerador de uma subálgebra de dimensão infinita. 

Em resumo, temos os seguintes vetores que formam uma base da álgebra de Lie de 

simetrias da equação do calor. 

V2 = + 4 

V3 = Xt£ + _ (a;2 ^ 

V5 = - XU£ 

(2.22) 

Os elementos do grupo a 1-parâmetro, Gj, associado a gerador Vj são escritos como: 

Qi = exp{evi) , (2.23) 

tal que: 

exp{evi)(x,t,u) = {x,i,ü) . (2.24) 

A interpretação dos Qí é a seguinte: gi e geram translações no tempo e no espaço respectiva- 

mente, gp e ge refietem a linearidade da equação envolvida, g2 gera transformações de escala, g^ 

é um tipo de “boost” galileano, enquanto g3 gera um genuino grupo de transformações locais. 

Podemos construir agora a seguinte tabela de relações de comutação: 
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2.2 A Equação de KdV 

Analogamente aos cálculos realizados na seção anterior vamos agora determinar a 

álgebra de Lie das simetrias da equação de KdV [5] [6], que é dada por: 

A{x,t,u^^^) = Ut + Uxxx + uUx = 0 . (2.25) 

As principais diferenças entre essa equação e a anterior estão no fato dessa ser uma equação 

diferencial não linear, o que deve reduzir o número de suas simetrias, e também no fato desta 

ser de uma ordem maior, o que aumenta significativamente o volume de cálculos a serem feitos. 

Assim, o nosso espaço de jatos deve ser de terceira ordem para absorver completamente 

a equação de KdV. 

2.2.1 Critério de Invariância e Equação Determinante 

Seja 
a d a 

dx ^ dt au 
(2.26) 

um campo vetorial. De acordo com a Eq.(1.62), temos a seguinte expressão para o campo 

prolongado até terceira ordem: 

ttt 
+ + + + — + (í>' o 

dx dt du dut dutt du, tu 
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XX ^ _|_ ^xxx ^ 
dux du. 

+ ^ 
^ ^XX ^xxx 

o critério de invariância escreve-se como: 

du xt du txx du 
(2.27) 

ttx 

p;'(3)v[A(a;, í, u)] = 0 , (2.28) 

que dos dá a seguinte equação: 

0* -j- -{- u(j)^ -|- (f)Ux = 0 . (2.29) 

Cada um desses coeficientes é dado pela Eq.(1.63). O cálculo de 0* encontra-se na seção anterior, 

Eq.(2.8): 

- ÇtUx + (0U - Tt)ut - ^uUxUt - TuU^ . (2.30) 

o cálculo de (j)^ é simples, e nos leva a: 

<jy^ = Dx{(Í>-^Ux-TUt)-\-^Uxx + TUxt , (2.31) 

= Dx(t> - UxDx^ — UtDxT . (2.32) 

Usando as Eq.(1.69), Eq.(1.71) e Eq.(1.72) obtemos: 

(l>^ = (f>x+ (0U - ^x)Ux - TxUt - ^uul - TuUxUt . (2.33) 

Finalmente, devemos determinar a partir da Eq.(1.63), temos: 

= Dl{<j) - ^ut - rux) + ^Uxxxx + ruxxxt • (2.34) 

Tal cálculo é extenso, e será omitido. O resultado é: 

~ ^xxx “1“ Ux^(j>uxx ^ixi] “b 3Uj.[0uuz ^xzu] "b 3líxx[0xu ^zi]"b 

-f- ^UxUxx\^uu 3^ux] ”b ^x[í^“uu 3^itíu] “b Uxxx\4^u 3^x] "b 

4Uxtíxxx[^u] Wt['^xxx] 3UíUx[Txxu] 3li(tijj[Txuu] 3Utlíxx ['^xu] ”b (2.35) 

3íífltxUxx ['^uu] '^tU^\Tuuv\ ^íWxxx['^u] ^^xx[^“] 3ltxt['^xx] — 6UxtWx [^xu] "b 

3'Uxí'Ux[Tuu] 3tíxtWxx ["^u] 3Uxxt['^x] 3ííxxíWx ['Tu] 
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Substituindo (j)^ e (jf^^ na Eq.(2.29) teremos: 

d" UxU([3Txxu “t“ [Tu] ~f* 3Uj.[0uuj; ^xxtijd" 

"b^xxx d" Ua;[30uxx "b íxxx] *b 3líj;x[0xu Cxx] “t" 3Ua;Uxx[<?^uu 

3^iuu] “b‘Uxxx[^u 3^x] bu^líxi[^uu] 4UxUxxx[^u]“b 
(2.36) 

3líílij.[Txtiu] 3lítlíxx [^lu] 3UtlíxUxx[^uu] ^t^xí^MUu] U^Uxxxf^ujd* 

3Uj.j.[^u] 3Uxt[Txx] 6UxtUx[Txu] 3Uxí'Ux [^uu] 3lixf'Uxx[’^u] 3ltxxt[’^x]"b 

-3UxxtWi[r„] - u[(j)x\ - UUx[<j>u - ^x] - UUt[Tx] - UU^[^u] - UUtUx[Tu] = 0 . 

Devemos ainda substituir a equação de KdV, ut = —Uxxx — uux na equação acima, o que resulta 

em: 

"b Uxxx[ Çx ”1“ "b Txxx] ííUx[ (ffu "^xxx] 'Ux'1£xxx[3Txxu “I” 

“f" 'U?í^[3Txxu “b UUxUxxxf^^ti] “h 3líxi[0xu ^xx ] “í” ^1lx\^^UUX C2^xu]”b 

*b0xxx *b Ux[3<^uxx "b 0 íxxx] d" 3UxUxx[0uu 3^ux] d" '^^[^uuu 3^xuu]d“ 

6u^Uxx[íuu] 'Ux[Çuuu] d“ 3UxxxUj.[Txuu] d* 3uIí^[Txuu] d" 3UxxxUxx[‘^xu] ^[0x]“b (2.37) 

d~3uUxUxx[^xu] "b 3UxUxx^xxx["^uu] d“ 3uU^'ÍXxx[*^tiu] d* Uxxx^xí^^wuu] d“ ^^^.[Tuuujd" 

3'Uj.j.[^u] 3Uxí['Txx] 6MxíUx[Txu] 3iíxíUj.[Tuu] 3líxí'Uxx ['^u] 3Uxxí[’^x]d' 

-3UxxtUx[Tu] — UUx[(f>u — ^x] d- UUxix[Tx] d" V?Ux[Tx] ~ Uul[^u] “b 2uUxUxxx['Ju] = 0 . 

Essa é a nossa equação determinante para a KdV. Para determinarmos (Ç, r, 0) devemos igualar 

cada coeficiente da equação acima a zero, resultando no seginte quadro: 
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Coeficiente Equação 

Uxxx 

UUx 

llxV^xxx 

U 

V/XLx^xxx 

tlxx 

ul 

lí>T 

uZ 

uul 

^xx^xxx 

V/Xlx'^xxx 

XLIíx^xx 

líx^xx^xxx 

UulUxx 

uut 

+ Tj + Txxx — 0 

(f^u Txxx ~ 0 

3Txxu "i" — 0 

(j>x = 0 

Tu = 0 

Tu = 0 

4^XU ^XX ~ 0 

0UUX Cxxu ~ 0 

(f^xxx “H — 0 

<f) + UTt U^x “I" 30UXX ^x 

0tíii 3^ux ~ 0 

^UUU 3^XUU ~ 0 

íuu = 0 

Çuuu = 0 

Txuu ~~ 3 

Txuu ~ 

Txu — 

r„ = 0 

Txu “ 3 

Tuu ~ 0 

Tuu “ 0 

Tuuu “ 0 

Tuuu “ fi 

= 0 

(a) 

(b) 

(c) 

(d) 

(e) 

(f) 

(g) 

(h) 

(i) 

(j) 

(1) 

(m) 

(n) 

(o) 

(P) 

(q) 

(0 

(s) 

(t) 

(u) 

(v) 

(x) 

(z) 
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^xx — 0 (aa) 

Uxt Txx = 0 (bb) 

UxtUx Txu ~ 0 (cc) 

Uxtul Tuu = 0 (dd) 

'^Xt^XX 0 

^XXÍ '^X “ 0 (^) 

UxxtUx Ty = 0 (gg) 

Wlixxx '^X “ 0 

U^Ux Tx = 0 (ii) 

uul = 0 (jj) 

Esse conjunto de equações diferenciais lineares nos permite determinar por simples 

substituições e integrações elementares. E obtemos as seguintes expressões para eles: 

Ç(x, t) = -XCi + C2Í + C4 

r(t) = Cií + C3 (2.38) 

0(u) = CiU + C2 

2.2.2 Construindo Geradores 

Usando a Eq.(2.26), e tomando o conjunto de Eqs.(2.38), fazendo primeiramente Ci = 1 

e as demais constantes todas iguais a zero, obtemos o primeiro gerador 

d d d 
(2.39) 

que é o gerador das transformações de escala. Agora C2 = 1 e Ci^2 = 0 
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que é o gerador de um boost galileano. Fazendo C3 = 1 e 0*5^3 = 0, obtemos: 

''= = 5* ' 
(2.41) 

que gera as translações temporais do sistema. Por último, C4 = 1, e os demais iguais a zero nos 

leva a: 

que é o gerador das translações espaciais. 

Resumindo temos os seguintes geradores para uma álgebra de Lie para a KdV 

vi = 

^2 = íâ + ll 

^^ = ít 

V4 = A 

(2.42) 

(2.43) 

Podemos agora construir a seguinte tabela de comutação. 

2.3 Equação de Cahn-Hilliard 

Esse tipo de equação surgiu basicamente para descrever a propagação de ondas em 

sistemas onde atuam forças externas periódicas. [7]. A equação convenientemente normalizada 

pode ser escrita como: 
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A{x,u^'^\x)) = Ut - uu\ + - v^) + Uxxxx (2.44) 

Dos desenvolvimentos do Cap.(l), sabemos que devemos prolongar o nosso campo ve- 

torial até a quarta ordem, o que nos levará ao critério de invariância dado por 

pr^^^\'[A{x,u^^^)] = 0 . 

Segue-se que: 

(f>^ - u\(i) - 2uuxx<i> - 2uux(jf + (1 - -I- = 0 . (2.45) 

Os termos já foram calculados anteriormente, restando agora determinar a 

partir da Eq.(1.63). Resulta que: 

^xxxx ^ ^ Uxxxxx^ + UxxxxtT , (2.46) 

onde 

~ fJ'xxxxx^ "I" ^Uxxxx^x^ "b ^Uxxx^^x^ ”b ^Uxx^^x^ ”b > (^•^'^) 

= «txixxT^ + 4Utxxx-Dx'T-b ÔUtxx-Dx''’+‘^“tx-Ox'^ + , (2.48) 

Substituindo e na Eq.(2.45) e utilizando a equação de Chan-Hilliard, 

Eq.(2.44), obtemos a seguinte equação determinante: 

(pt ít[Wx] "b (</>u ^t)[^^x] "b (0u '7’t)[Wxx('^^ 1)] "b (t^ 0u)['í^xxx] ^u['^x^]”b 

”b ^u[^x^xxx] ^x ”b [Uxx(^ 1) ^xxx] ”b 21111 líxx(^ 1) 2míj,ltxxx] 

+^u[UxUxx{u^ - 1)] - 2uUxx<f> - 2uUxDx4> + 2uulDx^ + (1 - — Ux(l - u^)Dl^+ 

-ul(j) - 2uxx(l - u^)Dx^ + Dl(f) -b 4uxxxx-DxC -b GuxxxDl^ + AuxxDl^ -b UxD^^ . 

(2.49) 

Onde os termos que envolvem derivdas de r em relação x foram todos igualados a zero, já que 

o coeficiente Uxxxt aparece uma única vez, e esta associado com DxT. Temos ainda: 
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D^(p — 4^XXXX "t" ^l[40ixiu] "t" Wxi[60a;iu] + “I" Wxix[4</>xu] + U^3.[3^Uu]"I“ 

+ UxUxi[l20uui] “1“ ’^i[4^xuuu] 4“ Wxlíxxx[40ttu] 4" ^x^a:x[O0uuu] (2.50) 

+«x[<^ uuuu ] "t" Wxxxx[0u] 

E analogamente para Resulta, igualando a zero todos os coeficientes, uma série de equações 

diferenciais. Omitindo as equações redundantes teremos a seguinte tabela: 

Coeficiente Equação 

Ux 0 <^uu ^<pxxuu — 0 (a) 

UUx 2(^x ~ 0 (^) 

Ux^xxx 40UU — 0 (c) 

tl tíxx 2^x “ 0 (^) 

Uxxxx T~t fi^x ~ 0 (e) 

«Lxx Tu = 0 (f) 

UxUxxxx 4^u = 0 (g) 

Ux 4(^xxxu d" ^xxxx — 0 (h) 

Com estas 8 equações podemos determinar os coeficientes de nossos geradores. Vale 

comentar que a equação determinante completa (com os termos irrelevantes) possui 123 termos. 

Do sistema acima resulta que: 

C = Cl 

r = C2 

0 = 0 

(2.51) 
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2.3.1 Os Geradores das Simetrias da Equação de Cahn-Hilliard 

A partir da forma geral para nossos geradores 

a d 

obtemos dois geradores, o primeiro com ci = 1 e C2 = 0 

d 

e o segundo, fazendo Ci = 0 e ca = 1 

V2 = 
dt ‘ 

Consequentemente temos a seguinte tabela de comutação 

Vi V2 

Vl 

V2 

2.4 A Equação de Onda 

Essa equação será a última ser analizada nesse capítulo, e por simplicidade, vamos 

considerar a equação da onda unidimensional 

A(a:, = 0 (2.52) 

Nosso critério de invariância será: 

pr^^V[A(a:, = 0 (2.53) 

que leva a; 

^ Q (2.54) 
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Usando novamente a Eq.(1.63) encontramos 0“ como sendo 

0“ = Dl(j) - UxDl^ - utÜ^T - 2uxtDt^ - 2uttDtT , (2.55) 

onde 

Aí = ít + ntíu , (2.56) 

•^tí ~ ítt d" 2íítítu + tíjítxu d" Wttíu ) (2.57) 

e, analogamente para jD^í/» e D^r. Substituindo ainda uu por Uxx, de acordo com a Eq.(2.52), 

obtemos a seguinte equação determinante: 

0XX d" UxUt(2Txu 2ítu) d“ Ut{2(f>txi T%t + Txx) d" d“ Uxx{^^x 27^) + 

ÍXxUj (íuu) d" rtxUxi(2íu) UtUxxi^Tu) d" V-xti^Tx 2ít) UtUxt(,^^u) d" U^{2^xu 0uu)d“ 

d"'Uj.U((Tuu) + UtUxx{Tu) d" UxUxxij^u) d" Ux(íxx íft 2(^xu) d" Ui{Tuu) d" W^(íuu) = 0 

(2.58) 

o que nos permite, analogamente aos casos anteriores, construir a tabela de equações abaixo: 

Coeficiente Equação 

1 ^tt 4*xx — 0 (a) 

Uxx íx Tt — 0 (b) 

UxUxx 2Í^ — 0 (^) 

U^ZLxx 2l~n 0 (fi) 

Uxt 2tx - 2ít = o (e) 

2íxu 4*UU — 0 (f) 

Este conjunto de equações determina a forma de (í ,r, </►), que resulta ser: 

í = Cl d- C22: d- C3Í d- C4{x^ d-1^) + 2csxt 

T = Ce d-C3a:d-C2Íd-2c4a;íd-C5(a:^ d-í^) 

(f) = (C7 - C40: — Csí)lí d- P{x, t) 

(2.59) 

onde (3{x,t), de acordo com a equação (a), pode ser qualquer solução da Equação de Onda. 
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2.4.1 Construindo os Geradores 

Vamos primeiramente considerar que a solução P{x,t) identicamente nula. Tomando 

Cl = 1 e Ci^i = 0 obtemos 

V. = ^ . (2.60) 

que é o gerador das translações espaciais. Com C2 = 1 e Ci^2 = 0 

gera uma transformação de escala. Se fizermos C3 = 1 e Cj^3 = 0, obtemos 

que é gerador de uma rotação hiperbólica em torno de um eixo perpendicular ao plano (x, í). 

Com C4 = 1 e CijíA = 0, teremos 

V4 = (x^ + í^)A + 2:ri|-^«£ . (2.63) 

e com C5 = 1 e Cj^s = 0, obtemos 

V5 = 2xt^ + {x^ + ■ (2-64) 
ax at du 

Estes dois últimos são típicos geradores de transformações locais. Tomando agora ce = 1 e 

Ct5í6 = 0 teremos: 

(2.65) 

gerador das translações espaciais. E finaimente tomando C7 = 1 e as demais constantes todas 

iguais a zero encontramos 

d 
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associado basicamente a uma transformação de escala em u. Por último, se fizermos q = 0 e 

^{x, t) como sendo uma dada solução da Equação de Onda (2.52), obtemos uma subálgebra de 

dimensão infinita 
o 

que refiete basicamente a linearidade da equação de onda. 

A tabela de comutação obtida a partir destes geradores é: 

Vi V2 V3 V4 Vs V6 V7 

Vi Vl V6 2v2 - V7 2Vs 

V2 -Vl V2 - V3 V4 V5 -Ve 

V3 -Ve V3 - V2 Vs V4 -Vl 

V4 V7 - 2v2 -V4 -Vs -2v3 

Vs -2v3 -Vs -V4 0 V7 - 2v2 0 

Ve Ve Vl 2V3 2V2 - V7 

V7 0 



Capítulo 3 

Simetrias Variacionais e Leis de 

Conservação 

Nesse Capítulo vamos primeiramente analisar sistemas de equações diferenciais que estão as- 

sociadas a um problema variacional. Depois de expormos os conceitos básicos, introduziremos 

as simetrias variacionais. Em seguida discutiremos a idéia de Lei de Conservação, de uma 

forma precisa, para sistemas de equações diferenciais. E finalmente, discutiremos o Teorema de 

Noether, e condições de aplicabilidade em sistemas de equações diferenciais. 

3.1 Simetrias Variacionais 

Definimos um problema variacional como sendo o problema da determinação dos ex- 

tremos do funcional 

C = J^L{x,u^"'^)dx , (3.1) 

onde Q C X é um aberto com fronteira dCt, com X = W’ e U = Chamamos o integrando 

de lagrangeana do problema variacional C. O nosso critério para que um dado 

funcional tenha um extremo, será a aplicação de uma derivada variacional sobre C[u\, com a 

condição de que o resultado da aplicação seja nulo. Podemos expressar essa idéia na seguinte 

proposição. 

55 
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Proposição 3.1 

Se u = f{x) é um extremo de C[v\, então 

5C[u] = 0 ,x E 

Onde ó designa a derivada variacional [8]. Agora, precisamos operacionalizar a atuação da 

derivada variacional, para isso, devemos definir o operador de Euler. 

Definição 3.2 

Para 1 < a < g, o a-ésimo operador de Euler é dado por 

Com esta definição em mãos, podemos verificar que a derivada variacional 5C[u\ pode ser 

escrita como E(L). Ou seja, 5C[u] = E(L). Assim, com o conceito de extremo, dado pela 

Proposição (3.1), juntamente com a definição de operador de Euler, podemos estabelecer o 

seguinte teorema sobre extremos de problemas variacionais. 

Teorema 3.3 

Se u = f{x) é um extremo suave do problema variacional 

C\u] = f L(x,u^"'^)dx 
Jçi 

então ele deve ser uma solução das equações de Euler-Lagrange 

E^{L) = 0 z/ = 1, ...,q . 

Definiremos agora o que é um grupo de simetrias variacionais associado a um dado 

funcional. 

Definição 3.4 

Um grupo G de transformações locais atuando em uma variedade M C fio x é um 

grupo de simetrias variacionais de £ = Jq L{x, u^^^)dx, se sempre que existir um subdominio 
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Q C Qo , u = f{x) uma função suave defínida em Cl cujo grâãco vive em Ái, e g E G é tal que 

formações nas variávies dependentes e independentes do sistema, tais que, o funcional per- 

maneça inalterado. 

Com os teoremas e definições expostos até aqui, podemos agora partir para a construção 

de um critério infinitessimal de invariância variacional. 

3.1.1 Critério Infinitesimal de Invariância 

Analogamente ao conceito desenvolvido no Cap.(l), queremos definir aqui também um 

critério infinitesimal de simetria. Queremos um critério para que possamos identificar um 

conjunto de geradores de transformações como sendo, ou não, um grupo de simetrias para um 

dado problema variacional. 

Teorema 3.5 

Um grupo G de transformações atuando em Ai C fio x U será um grupo de simetrias 

variacionais do funcional dado pela Eq.(3.1) se e somente se 

ü = f{x) = g ■ f{x) esta deãnido em fi C fio, então: 

(3.2) 

Ou seja, as simetrias de um funcional se manifestam sobre a forma de geradores de trans- 

pr^"V(L) -1- LDiv^ = 0 (3.3) 

para todo (x, G e todo gerador inônitesimal 

de G. Onde: 

Div^ = -f •.. + Dj,e. (3.4) 

Para entendermos esse teorema notemos que para cada g € G, temos: 

(x,ú) = g-{x,u) = (05(a:,u),$j,(a;,u)) , (3.5) 
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e que pela Def.(3.4) temos a seguinte expressão como condição de simetria: 

í L{x,pr^'^\g • f){x))detJg{x,pr^^^f(x))dx = í L{x,pr^^^f{x))dx . (3.6) 
Jn Jçi 

A matriz jacobiana pode ser reescrita como: 

. (3.7) 

Se tomarmos u = f{x), os integrandos da Eq.(3.6) tomarão a seguinte forma: 

. (3.8) 

Agora, para obtermos a versão infinitesimal da Eq.(3.6), escrevemos o fluxo como g = Çe = 

exp(ev) e derivamos em relação a e, de tal forma que: 

^[detJg^(x,u^^^)] = Div^(pr^^^gf • (x,u^^^))detJg^(x,u^^^) . (3.9) 

Da Def.(1.8) temos: 

(„)) = ^ pr(")[ea;p(ev)](a:,u(")) . (3.10) 
de e=o 

Juntando agora as Eqs.(3.7) - (3.9), obtemos a seguinte versão infinitesimal da Eq.(3.6): 

[pr^"V(L) + LDiv^]detJg^ = 0 . (3.11) 

Como o determinante da matriz jacobiana da transformação é sempre diferente de zero, pois a 

transformação está sujeita a uma estrutura de grupo, obtemos a seguinte expressão: 

pr^”V(L) + LDiv^ = 0 , (3-12) 

que é a Eq.(3.3). 
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3.1.2 Simetrias da equação de Euler-Lagrange 

Agora discutiremos a invariância das equações de Euler-Lagrange, frente a uma trans- 

formação de simetria variacional. 

Teorema 3..6 

Seja G um grupo de simetrias variacionais do funcional C[u\ = L(x, u^'^^)dx, então 

G é um grupo de simetrias das equações de Euler-Lagrange E(L) = 0.[4][9]. 

Como exemplo, tomemos a equação da onda e suas simetrias, discutidas na última seção 

do Gap. (2). Ela se integra à definição de simetria variacional desenvolvida nesse Capítulo, 

justamente por ser a única das equações diferencias discutidas anteriormente que possui um 

problema variacional associado. Vamos analiza-la agora com alguns detalhes. Do Cap.(2) 

sabemos que a nossa equação é dada por: 

A(x,u^^^) = Utt - Uxx , (3.13) 

que é a equação de movimento associada ao seguinte funcional: 

= //- \ul]dxdt , (3.14) 

onde podemos verificar a concordância com o Teorema (3.3). Ou seja: 

E(L) = A(x,u^^^) = Utt - Uxx = 0 . (3.15) 

Dado que sabemos quais são os geradores das simetrias da equação de onda, já determinadas 

no Cap.(2), e lembrando, do Teorema (3.6), que as simetrias da lagrangeana são simetrias da 

equação de Euler-Lagrange associada. Podemos então determinar quais são as simetrias da 

lagrangeana, verificando quais das simetrias da equação de movimento são também simetrias 

da lagrangeana. 

Assim, tomemos o gerador Vi como dado pela Eq.(2.84). Ele é uma simetria da equação 

de movimento, Eq.(3.15), como verificamos com os cálculos realizados na Seção (2.4). Podemos 
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agora verificar que esse gerador é também gerador de uma simetria do problema variacional 

associado. Para isso, de acordo com o Teorema (3.5), basta mostrar que: 

+ LDiv^ = 0 , (3.16) 

onde o prolongamento é feito somente até a primeira ordem, pois essa é a ordem mais alta das 

derivada presentes em C[u]. Assim, obtemos: 

= vi , (3.17) 

logo: 

E 

pr^^\{L) = 0 . 

Div{0 = Dx{l) = 0 , 

(3.18) 

(3.19) 

assim: 

LDiv{^) = 0 , (3.20) 

logo: 

pr^^Vi(L) + LDiv{^) = 0 (3.21) 

Ou seja, verificamos através do Teorema (3.5) que Vi = ^ é gerador de um grupo de sime- 

trias variacionais de £[u], além de ser também o gerador de uma simetria para a equação de 

movimento associada. Uma outra simetria da equação de movimento, calculada no Gap. (2), 

V2 = x-^ -f também é uma simetria do problema variacional, pois como podemos verificar: 

p7-(i)v2 
d d d d 

^ a ^ aj. a dx Õt UUx OUf 
(3.22) 

então: 

pr^^'>V2{L) = -ul - u: (3.23) 

E 

Div( = Dx{x) + Dt{t) = 2 , (3.24) 
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assim: 

Logo: 

LDiv(X) = ul + u\ 

+ Div{^) = 0 

Agora, se tomarmos V3 = vamos obter: 

V3 = X— +1— — Ut- -u, 
dx ' ~ dt '“'‘dux dut 

pr^^^3{L) = —UtUx — UxUt = -2utUx 

logo 

Dvi{^) = Dx{t) + Dt(x) = 0 

p/^V3(L) + LDiv{^) = -2uxUt 

(3.25) 

(3.26) 

(3.27) 

(3.28) 

(3.29) 

(3.30) 

Assim, verificamos que V3 dado pela Eq.(2.86) não é gerador de um grupo de simetrias varia- 

cionais para o funcional dado pela Eq.(3.14), mas é gerador de um grupo de Lie para a sua 

equação de movimento, Eq.(3.15). Procedendo de maneira analoga para os demais geradores 

da equação da onda, calculados no Cap.(2), verificamos ainda que os campos V4,vs,V7, dado 

pelas equações (2.87), (2.88) e (2.90) também não são geradores de simetrias variacionais desse 

problema. Em geral as simetrias da equação de movimento são sempre maiores (número de 

geradores) que do problema variacional associado. 

Nos falta ainda analizar quais as condições sobre ve e v^, Eq.(2.89) e Eq.(2.91). O 

gerador vç é claramente uma simetria do funcional associado, cálculo idêntico ao desenvolvido 

para o gerador vi. Agora, para que o gerador v^, que é uma simetria da equação de movimento, 

seja também uma simetria do funcional associado, devemos verificar quais condições devem ser 

impostas sobre a função /?. Então, de acordo com o Teorema (3.5), devemos calcular o primeiro 

prolongamento de = /5(x, í)^. Obtemos: 

d d d 
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E aplicando o nosso critério de invariância, com a lagrangeana da Eq.(3.14), temos: 

+ fim (3.32) 

e 

LDiv{0 = L[D^{0) + Dt(0)] = 0 . (3.33) 

Assim pelo Teorema (3.5) para que vp seja um gerador de um grupo de simetrias variacionais 

de C[u] dado pela Eq.(3.14), \p deve satifazer: 

pr^^\p{L) = fixUx + fim = 0 , (3.34) 

ou simplesmente: 

fixUx + fim = 0 . (3.35) 

Queremos agora encontrar quais são as funções fi que podem satisfazer esta equação. Como 

u{x, t) pode ser qualquer solução da equação da onda, podemos igualar cada um dos coeficientes 

acima a zero. Então, do coeficiente Ux» temos que: 

/3x = 0 (3.36) 

mas, como mostrado na Cap.(2), fi é uma função somente se x e í, então teremos: 

fi{x,t) = m . (3.37) 

Juntando essa informação com a condição imposta pelo coeficiente Ut, teremos: 

fit = f'{t) = 0 , 

ou seja: 

/(() = Cl. (3.38) 

Logo: 

fi{x,t) = Cl . (3.39) 
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Assim temos um novo gerador para um grupo de simetria do funcional dado pela Eq.(3.14), 

que é o seguinte: 

V/3 = 
du 

(3.40) 

Resumindo obtemos o seguinte conjunto de geradores de simetrias variacionais para o funcional 

dado pela Eq.(3.14), cujos extremos são as soluções da equação da onda discutida no Cap.(2): 

V2 + 4 

V6 = | 

^0 = Íl 

(3.41) 

E podemos então escrever a seguinte tabela de comutação associada aos geradores acima. 

Devemos ainda notar que os geradores de simetrias do funcional dado pela Eq.(3.14), e cujos 

extremos são soluções da equação da onda, estão todos contidos no conjunto de simetrias da 

própria equação de movimento, já calculados no Cap.(2), o que esta em completo acordo com 

0 Teorema (3.6). 

Voltaremos a estas simetrias mais adiante, quando determinaremos leis de conservação 

associadas a alguns desses geradores. 
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3.2 Leis de conservação 

Uma lei de conservação associada a um sistema de equações diferenciais A{x, = 0. 

é uma expressão de divergência total nula: 

DivP = 0 , (3.42) 

para todas as soluções u = f{x) do dado sistema de equações. Onde P = [P\{x, ,..., Pp{x, 

é a p-upla função suave de x, u e derivadas de u. 

No caso de sistemas de equações diferenciais ordinárias, envolvendo uma única variável 

X € 3?, uma lei de conservação será da forma DxP = 0. Isso implica que P{x, seja uma 

constante para qualquer solução do sistema. Essa lei de conservação equivale a noção clássica 

de primeira integral ou constante de movimento para o sistema. 

Em um problema dinâmico, uma das variáveis independentes é destinguida das demais 

como sendo o tempo t, e as variáveis x = (x^,... ,x^) são as variáveis espaciais. Nesse caso 

uma lei de conservação toma a seguinte forma: 

DtT + DivX = 0 . (3.43) 

Onde chamamos T de densidade conservada e X = (X^,..., X^) de corrente ou fluxo conservado 

associado. 

Suponha agora um domínio espacial Í2 C 3?^, e u = f{x,t) uma solução definida para 

todo X Ç. Çl, a < t < b. Considere ainda o seguinte funcional associado a densidade conservada: 

7n[/](í) = / T{x,t,pA'^^f{x,t))dx (3.44) 
J çi 

que depende somente de t. A propriedade conservativa básica associada a esse funcional nos 

diz que 7n[/] depende somente do valor inicial de / em í = 0, e do valor de / na fronteira d^. 

Proposição 3.7 

Suponha que T e X sejam a densidade e o fluxo conservados, associados a uma lei 

de conservação de um dado sistema de equações diferenciais. Então, para qualquer domínio 
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limitado Q C com fronteira suave dfl, e para qualquer solução u = /(x, t) deãnida para 

x^Q, a<t<b, eo funcional dado pela Eq.(3.44) satisfaz: 

Tn[f]{t) - 7n[/](a) = - í í X{x,T,pr^'^^f{x,T)-dSdT . (3.45) 
Ja Jdíl 

então T e X definem uma lei de conservação. 

Para verificar isso, basta derivar o funcional dao pela Eq.(3.44), em relação a í, e 

obtemos: 

^r„(/l(<) = , (3.46) 

usando então a Eq.(3.43) juntamente com o teorema da divergência, temos: 

^Talfm = -J^^X{x,t,pr(’‘^f)-dS , (3.47) 

que implica em: 

7n[/](í) - 7n[/](a) = - í í X{x,T,pr^'^^f{x,T)-dSdT . (3.48) 
Ja JdCl 

Ou seja: 

[ {DtT(x, + DivX{x,t,pA^'^^^f)}dx = 0 (3.49) 
Jíi 

que é o funcional associado a nossa lei de conservação. 

3.2.1 Leis de Conservação Triviais 

Chamamos de leis de conservação triviais expressões de divergência total nula, que 

decorre diretamente de uma identidade, e podemos distinguir dois tipos de leis de conservação 

triviais. O primeiro tipo ocorre quando a próprio P{x, it^")) assume valor nulo para as soluções 

do sistema. Por exemplo, se tomarmos a equação de onda, discutida anteriormente: 

A(x,u^"^) = utt - Uxx = 0 . (3.50) 

A expressão 

A(^w? + ^ul) - DxiutUx) = ut{utt - Uxx) = 0 , (3.51) 
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é claramente uma lei de conservação, já que essa expressão é uma divergência total. Se fizermos 

agora a seguinte substituição; 

Ut = Vx 

Itx — 

Obtemos: 

~ Dx{uxVx') = 0 , (3.53) 

que difere da primeira lei de conservação pela seguinte expressão: 

- ^vl) + Dx{vxUx - UtUx) = 0 . (3.54) 

E dizemos que esta última lei de conservação é trivial, pois o próprio P vai a zero quando u for 

uma solução da Equação de Onda. 

Um segundo tipo de lei de conservação trivial, ocorre quando a divergência é identica- 

mente nula, independentemente de a função u ser ou não uma solução do problema associado. 

Por exemplo, um sistema com p = 2eç = l,a identidade: 

D^{Uy) - DyM = 0 , (3.55) 

(3.52) 

é sempre verdadeira. As leis de conservação devido a divergências identicamente nulas não 

dependem de quaisquer estruturas particulares de um dado sistema de equações diferenciais. 

E podemos identificar esse tipo de lei de conservação trivial, de uma forma geral, com o lema 

de Poincaré: du = 0, u> = da, localmente.[10]. Por exemplo, a divergência do rotacional é 

sempre identicamente nula, independentemente do campo sobre o qual se atua o rotacional ser 

ou não solução de um dado sistema de equações diferenciais. Dessa maneira podemos dizer que 

0 rotacional de um campo é sempre uma quantidade conservada trivial. 

Teorema 3.8 

Suponha P = (Pi,..., Fp) uma p-upla função suave dependendo de x = 

eu = (u^, • • •, u®) e derivadas de u, defínida em todo o espaço de jatos X x Então 
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P será uma divergência nula, DivP = 0, se e somente se, existirem funções suaves Qjk, 

i ,j =l,...,p, dependendo de x,u e derivadas de u, tais que 

Qjk — ~Qkj J') ^ — 1) • • • jP 

e 

Pj — XI PkQjk J = 1) • • • jP 
k=l 

para todo (x, [10] 

Note que a divergência do rotacional de um dado campo, se enquadra perfeitamente ao 

panorama desse teorema. 

Concluindo, diremos que duas leis de conservação P e P, são equivalentes, somente se 

elas diferirem por uma lei de conservação trivial R. Ou seja, P = P + R . 

3.2.2 Características de Leis de Conservação 

Dada uma lei de conservação, associada a um sistema de equações diferenciais A(x, 

Podemos afirmar que DivP é idênticamente zero para todas as soluções do sistema se e somente 

se existirem funções tais que: 

DivP = , (3.56) 
U,J 

para todo (x, 

Para verificarmos isso basta lembrarmos que = 0 define uma subvariedade 

«Sa, tal que uma dada função F, se anulará em <Sa se e somente se escrevemos: 

F = , (3.57) 
t/ 

para qualquer função suave ií^.[6]. Em particular se escrevermos F = DivP, teremos: 

DivP = . (3.58) 
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Agora escrevendo Hv no sentido da Eq.(1.82), 

Hu = + Y.QÍ{x,u)Dj , 
j 

obtemos: 

DivP = 
i' j 

em acordo com a Eq.(3.56). 

Agora, se integramos por partes a equação acima, obtemos: 

QiDjA, = DjÍQÍA,) - Dj{QÍ)A, . (3.59) 

Dessa maneira, temos a seguinte identidade equivalente: 

/ 
DivP = DivR + ^ QvAy = DivR + <3 ■ A , (3.60) 

i/=i 

onde escrevemos os l termos Q = (Qi,..., Qi), como: 

Q, = Y.(-Dj)QÍ . (3.61) 
J 

e R = {Ri,... ,Rp) como Q\,Av. Assim R é uma lei de conservação trivial, pois podemos 

substituir P por P — R, e obter uma lei de conservação equivalente, escrita de uma forma 

especial, que chamamos de equação característica de uma lei de conservação: 

DivP = Q-A (3.62) 

Onde as funções Q são as funções características de um dado conjunto de transformações de 

simetria, como definida na última seção do Cap.(l). 

Se voltarmos agora para a nossa equação de onda, veremos que na Seção (3.2.1) deter- 

minamos a seguinte lei de conservação para essa equação: 

A(^W? + - DxiUxUt) = UtDt{Ut - Vx) + UtDxiVt - Ux) . (3.63) 
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Podemos então observar que o termo do lado direito da expressão acima, já esta escrita na 

forma de uma equação característica, de acordo com a Eq.(3.62), e determina a seguinte função 

característica: 

Q = (-A(mí), -Dxiut)) = {-utt, -Uxt) , (3.64) 

associada a quantidade conservada descrita na Eq.(3.63). 

Voltaremos a discutir características de leis de conservação no Cap.(5), onde deter- 

minaremos classes gerais de leis de conservação associadas as equações discutidas nessa dis- 

sertação. 

3.3 Teorema de Noether 

Nessa seção iremos relacionar grupos de simetrias e leis de conservação para sistemas 

de equações diferenciais associados a algum problema variacional. Faremos isto de maneira tal 

que, para cada uma das simetria calculadas, possamos determinar as funções características, 

e a partir delas verificarmos se existe ou não uma lei de conservação associada a essa dada 

transformação. Para tanto, enunciaremos o seguinte teorema: 

Teorema 3.9 

Seja G um grupo local de transformações de simetrias a 1-parâmetro do funcional 

C[u] = / L{x, u^^^)dx. Seja 

o gerador infínitesimal de G, e 

Qa{x,u) = 4>a - = Ã 
i=l 

a função característica de v, como na Eq.(1.79). Então Q = (Qi,.,., Q,) também será a função 

característica de uma lei de conservação para as equações de Euler-Lagrange E(L) = 0; em 
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outras palavras, existe uma função P{x, = (Pi,..., Pq), tal que: 

DivP = Q • E(L) = è QuBu{L) , (3.67) 
v=l 

que é a equação característica de uma lei de conservação para as equações de Euler-lagrange 

E(L) = 0. [4]. 

Chamamos este teorema de Teorema de Noether, e para provarmos esse teorema deve- 

mos nos valer do nosso critério de invariância infinitesimal: 

pr^”V(L) -t- LDiv^ = 0 , (3.68) 

Introduzimos o campo prolongado como na Eq.(1.82), obtemos: 

Pt^^KqÍL) = f^CDiiL) -f LDivÇ = 0 , 
i=l 

pr^'^^\Q{L) Div{^L) = 0 . (3.69) 

Escrevemos ademais: 

ou 

dL 
pr(")vQ(L) = Y.DjQaQ^ 

CtfJ 

pr^^^VQ(L) = è<5aE(P) + DivA , (3.70) 

pA^^vqÍL) = Q ■ E(L) + DivA . (3.71) 

Substituindo a Eq.(3.71) na Eq.(3.69), obtemos: 

Q • E(L) -1- DivA •¥ Div{^L) = 0 

Q-E(L) -h Div{A + ^L) = 0 . (3.72) 

E, finalmente, identificando P = —(A 4- L^) obtemos a Eq.(3.67), como queriamos. 

Analizando agora o caso particular onde o funcional possui derivadas de no máximo 

primeira ordem, ou seja, L{x,u^^^), teremos: 

9 

Z 
a=l 

dL dL 

du° i=l ‘duí 
(3.73) 
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Se compararmos esta equação com a Eq.(3.71), encontramos: 

Ai = T.Q. 
a 

dL 

duf 
(3.74) 

Temos então a seguinte versão do teorema de Noether para problemas variacionais de primeira 

ordem. 

Teorema 3.10 

SejaC[u] = f L(x,u^^^)dx um funcional associado a um problema variadonal de primeira 

ordem, e v uma simetria variacional. Então: 

1 PíT Q P f)T 

Q=1 a=lj=l 
(3.75) 

são componentes de uma lei de conservação DivP = 0 para as equações de Euler-Lagrange, 

E{L) = 0. 

Voltaremos a esse teorema mais tarde, quando analizaremos leis de conservação associ- 

adas as simetrias da Equação de Onda. 



Capítulo 4 

Simetrias Generalizadas, Operadores 

de Recursão e Sistemas Hamiltonianos 

Primeiramente, iremos analizar neste capítulo o conceito de simetrias generalizadas que, como 

veremos, trará como consequência uma expansão bastante significativa do nosso “espectro” de 

simetrias associadas a um dado sistema de equações diferencias. 

Em seguida vamos analizar a idéia de operadores de recursão. Estes operadores possuem 

a propriedade básica de transformar funções características de uma dada simetria em outra, 

criando assim o conceito de hierarquia de simetrias, o que nos levará a um conjunto infinito de 

novas simetrias, e consequentemente, de leis de conservação. 

Por último, discutiremos a associação de sistemas de equações diferencias com um tipo 

particular de equação de evolução, a qual chamamos de sistema hamiltoniano. 

4.1 Simetrias Generalizadas 

Uma simetria generalizada associada a um sistema de equações diferenciais é, basica- 

mente, um campo vetorial com uma nova dependência nos seus coeficientes. Os coeficientes 

r,..., 0 que até aqui dependiam exclusivamente de (x, í, u), passarão agora a depender também 

de derivadas de u. E neste sentido que dizemos que nossas transformações são generalizadas. 

72 
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4.1.1 Funções Diferenciais 

Seja M C X X U um subconjunto aberto e conexo no espaço das variáveis dependentes 

e independentes, cujo prolongamento C X x são subconjuntos abertos em um espaço 

de jatos correspondentes. Seja A o espaço das funções suaves P{x,u^'^^) com dependência em 

x,ue derivadas de u até ordem n, tal que P : Chamamos estas funções de funções 

diferenciais. 

Para designarmos funções diferenciais usaremos ainda a seguinte notação: P{x, = 

F[u]. Ou seja, a introdução dos colchetes significa que os argumentos da função P também 

dependem de derivas de u. Nesse quadro, podemos ainda notar a existência de um número 

mínimo de operadores fundamentais que atuam em A, tais como: Derivadas totais Dj : A —> 

A] divergências totais Div : A‘^ —> .4; e o operador de Euler E : A —>■ A'^. 

4.1.2 Campos Vetoriais Generalizados 

Definição 4.1 

Um campo vetoríal generalizado será uma espressão na forma: 

onde e ç!>q são funções diferenciais suaves. 

Em total analogia com as definições do Cap.(l), podemos agora definir o prolongamento 

de um campo vetorial generalizado como sendo: 

= v+5] X) > (4.2) 
a=l |tJ<n 

cujos coeficientes são determinados pela seguinte equação: 

4’^ = - èeo + . (4.3) 
i=l t=l 

Como podemos notar na expressão acima, e na forma como o prolongamento de v está escrito, 

devemos ter sempre a mesma expressão para os coeficientes 0^, dependendo somente da ordem 
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da equação onde o campo prolongado irá atuar. Assim, será interessante denotarmos os nossos 

campos prolongados na forma de um prolongamento “infinito”, e que denotamos por: 

• (4.4) 
i=l Q=1 J 

Para ilustramos a idéia de prolongamento de campos generalizados, vejamos o seguinte 

exemplo: Considere um campo vetorial generalizado dado por: 

dx 
V = XUxx- f- ut — 2 

=^'du 
(4.5) 

Então, de acordo com a Eq.(4.2), vamos obter a seguinte expressão para o primeiro prolonga- 

mento desse campo: 

fn ^ 2 ^ r ^ 9 prK XUxx-Q^ + + Ux[Uxx - XUxxxI-q:^ ‘ (4.6) 

Escreveremos agora um critério infinitesimal de simetria para transformações cujos geradores 

são campos generalizados. 

Definição 4.2 

Um campo vetorial generalizado v é uma simetria infínitesimal generalizada de um 

sistema de equações diferenciais 

A^[u] = A^(x,u^^^) = 0, (4.7) 

se e somente se 

pr'v[Av] = 0 = (4.8) 

para toda solução suave u = f{x). 

Se tomarmos agora a nossa Equação do Calor, Eq.(2.1), podemos verificar que o seguinte 

campo generalizado é uma simetria generalizada da mesma. 

V = Ut — 
ou 

d d d 
prv = Uí— + — d- utxx^— 

uu du% duxx 

(4.9) 

(4.10) 
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Assim, pelo critério de simetria dado pela Def.(4.2), vamos ter: 

"axx] — ^íí '^xxt “ -^í(^í y>xx) “ d • 

Devemos ainda notar que, em geral, podemos escrever o critério de invariância dado pela 

Def.(4.2) como: 
i 

prv(A^) = ^ (4.12) 
n=i 

tal que = X) onde G A, de maneira análoga a que foi escrita a forma carac- 

terística de uma lei de conservação na seção (3.2.2). 

4.1.3 Campos Vetoriais de Evolução 

Definição 4.3 

Seja Q[u] = (Qi[u],..., Qq[u]) G A uma q-éssima função diferencial. O campo vetorial 

generalizado 

= (4.13) 

é chamado campo vetorial de evolução, e Q é chamada função característica de v. 

Então de acordo com a Eq.(4.4) teremos a seguinte forma para o prolongamento de um 

campo vetorial de evolução: 

prvQ = . (4. 

Devemos notar que todo campo vetorial v, possui uma representação de evolução vq corre- 

spondente com uma função característica Q dada por: 

= a = i,...,í. (4.15) 
t=l 

Note-se que esta expressão está em total acordo com a nossa definição inicial, Eq.(1.79). 
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4.1.4 Calculando Simetrias Generalizadas 

Para que possamos determinar o conjunto de transformações de simetrias generalizadas 

de um dado sistema de equações diferenciais, devemos proceder de maneira análoga ao que 

fizemos no Cap.(2), ou seja, escrevemos o nosso critério de invariância, obtemos a equação de- 

terminante, e encontramos os geradores. Porém, agora, temos a diferença que os nossos campos 

de simetrias são generalizados. Então, por simplicidade, será interessante escrever o critério de 

invariância dado pela Def.(4.2), em termos de campos vetoriais de evolução, lembrando que a 

nossa função característica também depende de derivadas de u, isto é, Q{x, 

Voltando para a equação do calor, Eq.(2.1): 

A(x, =Ut - Uxx =0 , 

escrevemos o nosso campo generalizado de evolução como vç = Q[u]du. Usando a condição de 

invariância, Eq.(4.8), escrita em termos de um campo vetorial de evolução, teremos; 

prvç[ut - Uxx] = 0 , (4.16) 

ou utilizando a Eq.(4.14) 

Y.DjQ—{ut-Uxx) =0 , (4.17) 

DtQ - = 0 . (4.18) 

Devemos notar que quanto maior a ordem das derivadas consideradas em Q, maior será a 

quantidade de novas simetrias generalizadas. Então, no estudo da nossa Equação do Calor 

vamos considerar, por simplicidade, que a nossa função característica Q tenha uma dependência 

de derivadas de, no máximo, terceira ordem, ou seja, Q = Q{x,t,u,Ux,Uxx,Uxxx)- Assim, pela 

Eq.(4.18) temos: 

AQ = DlQ , 

ou seja; 

Qt Qxx + 2UxQxu + ‘^UxxQxux + ^^xxxQxUxx + ‘^'^xxxxQxuxxx + U^Quu + 2UxUxxQuux~^ 
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+ 2UxUxxxQuUxx 4” ‘^'^xUxXXxQuV.xxx 4" ^^Xxf^XXxQuxIlxx 4” ^'^XxUxxXxQuxUxxx'^ 

+ + '^XXxQuxxUxx "t" ‘^'^XXxl^XXXxQuxxUxxx 4" '^XXXxQ^xxx^xxx • 

Onde substituímos Ut por Uxx, Uxt por Uxxx, etc. Então, a partir da equação determinante 

acima, encontramos a seguinte forma geral para a função característica de um transformação 

de simetria generalizada de terceira ordem associada à Equação do Calor: 

Q{t, X, U, Ux, Uxx, Uxxx) = UxxxAi + UxxA2 + «1^3 + UA4 + E{x, t) , (4.20) 

onde Al, A2, A3 e A4 são constantes reais, e E{x, t) é qualquer solução da equação do calor. Se 

fizermos inicialmente E(x, t) = 0, vamos obter o seguinte conjunto de função características de 

transformações de simetrias generalizadas: 

5i ~ Uxxx 

Q92 ~ Uxx 

Q93 ~ 

Q9* ~ ^ • 

Temos ainda um conjunto infinito de funções características associadas a solução E{x,t) da 

equação do calor, ou seja: 

Qe = E{x,í) . (4.22) 

No Gap. (5) voltaremos a este conjunto de funções características, juntamente com funções 

características para as equações de KdV, Cahn-Hilliard e Equação de Onda. Determinaremos 

aí leis de conservação diretamente dessas funções características. 

4.1.5 Equações de Evolução 

Considere um sistema de equações de evolução dado por: 

(4.21) 

(4,23) 
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onde P[u] = P{x, dependendo de x € 3?^ e u € 3?^ e derivadas de u. 

Se aplicarmos o critério de simetria dado pela Def.(4.2), escrita em termos de um campo 

vetorial de evolução, vamos obter: 

prvg[A] = 0 (4.24) 

DtQ = prvg(F) . (4.25) 

Podemos notar que o próprio P será uma função característica de algum campo de simetria de 

evolução. 

Proposição 4.4 

Um campo vetorial de evolução vq será uma simetria de um sistema de equações de 

evolução ut = F[u] se e somente se 

o 
+[vp,vg] = 0 (4.26) 

onde denota um campo vetorial de evolução com característica 

Para provar essa proposição basta notar que em relação a equação de evolução, Eq. (4.23), 

a seguinte expressão sempre é verdadeira: 

uj,t = Djut = DjP[u] 

Usando ainda a seguinte identidade: 

r» /n _ dQv 
DtQu - ’ 

ou seja. 

DtQu = + prvp{Q^) , 
dt 

Obtemos, comparando com a Eq.(4.25): 

dQu 
DtQu = -Qf + pr^p{Qu) = prvg^(P) 

Ou seja: 

dQu 

dt 
+ prvpiQu) - pr^QÁP) = 0 . 

(4.27) 

(4.28) 

(4.29) 

(4.30) 

(4.31) 
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A expressão acima pode ser reescrita como: 

^ + [vp.vq] = 0 , (4.32) 

como afirma a proposição (4.4) . 

4.2 Operadores de Recursão 

A idéia de operadores de recursão surge como um segundo médoto para a determinação 

de funções características de simetrias associadas a sistemas de equações diferenciais. Ao 

contrário dos métodos desenvolvidos nos capítulos anteriores que, como vimos, são bastantes 

sistemáticos e operacionais, a idéia baseada nos operadores de recursão não é nada direta, e a 

princípio não existe nenhum procedimento para que possamos encontrar tais operadores, isso 

se eles existirem, pois pode acontecer que para determinado sistema de equações diferenciais 

não exista nenhum operador de recursão associado. Mesmo assim, é interessante tê-los como 

um segundo método para determinar características generalizadas. [10] 

Definição 4.5 

Seja A um sistema de equações diferenciais. Um operador de recursão para A será um 

operador linear 71: ^ A^ no espaço das q-éssimas funções diferenciais, com a propriedade 

de que sempre que vq for uma simetria de evolução de A, então Vg, com Q = 7ZQ, também 

será. 

Por exemplo, se tomarmos as funções características da equação do calor, Eq.(2.1), 

determinadas na seção anterior, Eqs.(4.21), podemos verificar facilmente que 71 = Dx é um 

operador de recursão para a equação do calor. Pois: 

Q92 ~ ^Qq3 ~ ^xQgs > (4.33) 

ou ainda: 

Q93 ~ ^Q9* — • (4.34) 
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Dessa maneira, se tivermos um conjunto de funções características, sempre podemos tentar 

identificar um ou mais operadores de recursão e então construir novas funções características. 

Por exemplo, sabemos que Dx é um operador de recursão para a Equação do Calor. Então, a 

partir de Qi, podemos construir, digamos, Qg^ como sendo: 

Qg$ ~ DxQg^ = Uxxxx ) (4.35) 

que é função característica de uma nova simetria generalizada, que por sua vez pode ou não 

ter uma lei de conservação associada. [11]. Então, de maneira geral, podemos construir toda 

uma hierarquia de simetrias generalizadas associadas a esse operador de recursão. Podemos 

notar que Dt também é um operador de recursão para a equação do calor, pois pelo critério de 

invariância temos: 

DtQ = DlQ . (4.36) 

Escrevendo Q = DtQ, obtemos: 

Dt{DtQ) = Dl{DtQ) = Dt[DtQ - DlQ\ = 0 . (4.37) 

Assim Q também é uma função característica, logo Dt é um operador de recursão. 

Existe outro operador de recursão menos trivial para a equação do calor, 1z = tDx + \x, 

que como podemos verificar: 

{Dt - Dl) {tDx + ^x)Q = {tDx + ^x) {DtQ - DlQ) . (4.38) 

Ou seja, Q = TZQ é função característica de uma nova simetria generalizada. Agora podemos 

combinar estes operadores de recursão, TZeTZ, e construir novas funções características a partir 

do conjunto de Eqs.(4.21), por exemplo: 

Qge ~ '^Qgi ~ t'^xxxx d" 2^Uxxx , . 
(4.39; 

Q g^ — tUxx ”1" 2^® * 

Então, podemos, apenas usando combinações de 72. e construir um conjunto infinito de 

funções características para a equação do calor, que nos levará diretamente para o conceito de 

hierarquias, como veremos adiante. 
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4.2.1 Derivadas de Fréchet 

Será útil definirmos agora o conceito de derivadas de Fréchet, para que possamos for- 

malizar um critério para operadores de recursão associados diretamente com o sistema de 

equações diferenciais e não mais só a partir das suas funções características. 

Definição 4.6 

Seja P[u] = G uma r-éssima função diferencial suave. A derivada de 

Fréchet de P será o operador diferencial Tip \ ^ A^ tal que: 

£=0 
P[u 4- eQ[u]] (4.40) 

para qualquer Q Ç. A'^ . 

Por exemplo, se tomarmos F[u] = Uxx, vamos obter a seguinte expressão para a derivada 

de Fréchet de P: 

Dp(Q) = ^ 
£=0 

(uix + eO|<J) = DlQ , (4.41) 

OU seja, T>p = Dl- Em geral podemos sempre escrever a derivada de Fréchet de um dada função 

P como: 

,dPa 
(Dp)^ = ,1^ = 1,P = 1 q. (4.42) 

Em particular, se P = A[u] for um sistema linear, teremos Dp = A. Existe ainda uma íntima 

conexão entre derivadas de Fréchet e campos vetorias de evolução. 

Proposição 4.7 

Se P Ç. A^ e Q £ A^, então: 

Dp(Q)=prvQ(P). (4.43) 

Podemos verificar essa proposição diretamente das Eq.(4.14) e Eq.(4.42). 

Proposição 4.8 

Seja P E A^. Seja V um operador diferencial linear, tal que VP 6 A. Então a derivada 

de Fréchet de VP será o produto de dois operadores diferenciais: 

Dpp = V • Dp (4.44) 
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Por exemplo, se considerarmos P{u] = uuxx + vamos obter a seguinte expressão para a 

derivada de Fréchet de P: 

Dp = uDI. + 2uxDx + Uxx (4.45) 

que pode ser escrita como: 

Dp = Dx- (uDx + Ux) (4.46) 

o que está de acordo com a Def.(4.8), pois também podemos escrever P como: 

P[u] = Dx • (uUx) = DxP , (4.47) 

ou seja: 

Dd^p = Dx'Dp . (4.48) 

4.2.2 Derivadas de Lie de Operadores Diferenciais 

Estamos particularmente interessados em derivadas de Lie de operadores diferenciais em 

relação a campos vetoriais de evolução, com o objetivo de implementarmos adiante um critério 

para identificar um dado operador como sendo ou não de recursão. Se vq for um campo vetorial 

de evolução, e V um operador diferencial, então a derivada de Lie de T>, em relação ao campo 

vq, será a variação infinitesimal de V sob a ação do grupo a um parâmetro exp(ívç). 

Definição 4.9 

Seja 7Í um operador diferencial. A derivada de Lie de 71 com relação ao campo vetorial 

de evolução vq será o operador diferencial 

VQ|[7e]| = TZt + [JI,Dq] = prvQin) + [71,Dq] . (4.49) 

Por exemplo, se considerarmos agora a equação da KdV, escrita na forma da Eq.(2.25), e o ger- 

ador V2, associado às suas simetrias, Eqs.(2.43), podemos então calcular a função caractéristica 

associada ao gerador V2 a partir da Eq.(1.79), e obter: 

<?2[w] = 1 - tUx (4.50) 
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Consequentemente, da Eq.(4.13), teremos o seguite campo vetorial de evolução associado: 

d 
= (1 - tUx) 

du 
(4.51) 

Escrevendo a equação de KdV como: 

Ut — P [uj — '^xxx VtVfj (4.52) 

podemos então calcular o efeito do fluxo do campo vetorial do evolução vq^, sobre a equação 

de KdV, ou seja, podemos calcular a derivada de Lie do operador TZ, tal que P[u] =TZ-u, onde 

TZ = —Dl — uDx, diretamente da Eq.(4.52). Ou seja, queremos calcular: 

Então, de acordo com a Eq.(4.51) e Eq.(4.14), teremos: 

logo: 

- (1 {u^ + tuxt)^ ’ 

= (tux -l)Dx + tuuxx^ • 

Usando agora as Eq.(4.42) e Eq.(4.50), calculamos: 

Dqj = —tDx , 

tal que: 

[JZ,T>q^] = tuDl - tUxDx 

Assim, de acordo com a Eq.(4.9) temos: 

''^<32! [^]l = — Dx + tuu, ’ 

(4.53) 

(4.54) 

(4.55) 

(4.56) 

(4.57) 

(4.58) 

que é a expressão para a derivada de Lie de TZ em relação a vg^. 
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4.2.3 Critério para Operadores de Recursão 

Iremos agora nos utilizar dos conceitos de derivadas de Fréchet e de Lie para constru- 

irmos um critério para identificar determinados operadores como sendo ou não operadores de 

recursão de um determinado sistema de equações diferenciais. 

Teorema 4.10 

Seja A[ií] = 0 um sistema de equações diferenciais. SefZ:A^ —> for um operador 

linear tal que: 

Da • • Da (4.59) 

para toda solução u de A, onde TZ : .4^ —> é um operador diferencial linear, então 7Z será 

um operador de recursão para o sistema de equações diferenciais A. 

De acordo com a Proposição (4.7), um campo vetorial de evolução será uma simetria 

de A somente se: 

prvç(A) = Da(Q) = 0 . (4.60) 

Assim, se o operador 7Z satifazer a Eq.(4.59), e se existir Q = TZQ, teremos: 

DaQ = DA(7^Q) = • (Da(Q)) = 0 . (4.61) 

Isso prova o Teorema (4.10). Se tomarmos por exemplo a equação do calor A[u] = Ut~ Uxx — 0, 

iremos obter, da Eq.(4.42), a seguinte expressão para Da: 

Da = A-D„„ . (4.62) 

Digamos agora que TZ seja um operador de recursão para A. Então, de acordo com o Teorema 

(4.10), TZ deve ser o mesmo que 1Z, ou seja: 

Da • • Da , (4.63) 

XX 9 

ou ainda: 

DtTZ — ^ — ^Du, (4.64) 
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Tlt = [D„„,7^] . (4.65) 

Então, se substituirmos a Eq.(4.65) na Eq.(4.49), obteremos; 

Vu.J[7^]| = 0 . (4.66) 

Ou seja, qualquer operador linear será um operador (de recursão) invariante sob o fluxo gerador 

por vq=uxx ^ equação do calor. 

Se tomarmos agora a equação de KdV, Eq.(2.29), podemos veriflcar que 

71 = Dl + ^u + , (4.67) 

é um operador de recursão para a KdV. Na forma como escrevemos o 71, D~^ aparece como 

sendo um operador integral, cuja definição nos diz que deve atuar somente sobre funções que 

podem ser escritas como divergências totais, [12] . Para verificarmos a propriedade recurssiva 

desse operador devemos primeiramente calcular a derivada de Préchet D^, onde: 

A[u] = ut + Uxxx + uux = Ut — A:[u] = 0 . (4.68) 

O termo relevante de Da será: 

D* = -Dl — uDx — Ux . (4.69) 

Então, para provarmos que 7Z é um operador de recursão para a equação da KdV, basta 

mostrarmos que: 

yk\[7Z]\ = 0 , (4.70) 

ou seja: 

7lt = [7l,T>k] . (4.71) 

Temos então da Eq.(4.67): 

T^t — 0 (^ixx UUx') 0 {Uxxxxx 4” 4” UUxx')7^X (4.72) 
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e ainda; 

DjfcT^ = -Dl - \uDl - y'^xDI - {3uxx + \u^)Dx - \{uxxx + + 

”1“ UUx + Uj.')Dj. , 

e 

nOk = -Dl - luDl - fuxDl - {3uxx - lv?)Dx - (uxxx + uux) . (4.74) 

Logo: 

7^t = [Dfc,7^] . (4.75) 

Verificamos assim que 71 realmente é um operador de recursão para a equação da KdV. É 

importante frisar que todo operador de recursão é invariante sob a ação do fluxo gerado pela 

equação diferencial associada ao mesmo. 

Definição 4.11 

Um operador 7Z : —)■ é dito ser hereditário se ele satisãzer a seguinte relação: 

vtjp|[7^]| = 7Z^^rp\[R]\ , (4-76) 

para toda função diferencial P[u] G A^. 

Podemos verificar também que o nosso operador 7Z, dado pela Eq.(4.67), é hereditário, 

pois satisfaz Def.(4.11). Isso significa que, a partir de uma função característica associada a 

equação da KdV, podemos construir toda uma hierarquia de novas funções características e, 

consequentemente, como veremos, de leis de conservação, apenas com aplicações de 7?., [13]. 

4.2.4 Operadores Diferenciais Adjuntos 

Nessa seção iremos definir o adjunto de um operador diferencial, bem como o conceito 

de auto-adjunto e anti-adjunto. Também veremos um critério para que possamos caracterizar 

um dado sistema de equações diferenciais como sendo ou não a equação de movimento de um 

dado problema variacional. 

(4.73) 
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Para tanto, consideremos 

v = Y.Pj[^]Dj . Pj^Á. 
J 

(4.77) 

um operador diferencial. O operador adjunto associado a V, denotado por P*, é tal que: 

í P-VQdx = í Q-V*Pdx , (4.78) 
Jü Jíi 

seja sempre verdade para todo par de funções P,Q Ç: A. 

Integrando por partes a equação acima, verificamos que podemos escrever a seguinte 

expressão para V*: 

V* = • Pj • (4-79) 
j 

Por exemplo, se tomarmos a derivada de Fréchet associada a equação da KdV: 

uPx J (4.80) 

calculado na Eq.(4.69). Obtemos, de acordo com a Eq.(4.79), a seguinte expressão para a sua 

adjunta: 

d; = Dl + uD, . (4.81) 

Definimos ainda um operador como sendo auto-adjunto se: 

V = V* , (4.82) 

e será anti-adjunto se: 

V = -V* . 

Se integrarmos por partes a Eq.(4.78), teremos: 

p.VQ = Q. V*P -f- DivA , 

(4.83) 

(4.84) 

onde A G AF, é uma expressão bilinear envolvendo P, Q e suas derivadas. 
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Podemos também verificar que a aplicação do operador de Euler na expressão acima 

resultará; 

E(P • VQ) = E(g • V*P) , (4.85) 

como deveriamos esperar, pois as divergências totais formam o núcleo do operador de Euler. 

Devemos também notar que a aplicação do operador de Euler em uma função diferencial 

P, pode ser escrita como a derivada de Préchet do adjunto de P, ou seja: 

E(P) = = DJ . (4.86) 

de acordo com a Eq.(4.79) e a Def.(3.2). 

E finalmente devemos ainda observar a seguinte relação para a derivada variacional do 

produto de duas funções: 

E(P.Q) = DJ,(0) + DJ(P) , (4.87) 

para P, Q € Essa nossa última equação será de fundamental importância para que possamos 

caracterizar leis de conservação. 

Proposição 4.12 

Seja A = 0 um sistema auto-adjunto de equações diferenciais, isto é, A é um sistema 

de equações diferenciais cuja derivada de Fréchet associada é auto-adjunta: = Da, então 

A é uma equação de Euler-Lagrange para algum problema variacional. 

Para demostra-la, tomamos a Eq.(4.84), e escrevemos: 

u • Vv — V • V*u = DivP , (4.88) 

onde u, V e P são funções suaves pertencentes a A, e V* é o adjunto formal do operador V. 

Então, se substituirmos V por A associado ao sistema de equações diferenciais, e DivP = Q-A, 

de acordo com a Eq.(3.56), obtemos: 

u • Av — V • A*u = Q • A . (4.89) 
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Se A for equação de Euler-Lagrange para algum problema variacional, teremos: 

Q-A = Q-E{L) = 0 , (4.90) 

assim: 

u • Av — V • A*u = 0 , (4-91) 

para quaisquer u e v diferenciáveis. Em particular, quando u = v, obtemos: 

Au = A*u , (4.92) 

ou seja, o sistema A é auto-adjunto, como afirma a Proposição 4.12. 

Proposição 4.13 

Seja A um sistema de equações diferenciais e DivP = 0 uma lei de conservação. Então 

se vr for um campo vetorial de evolução associado a uma simetria do sistema A, existirá uma 

função induzida P = prVij(P), com componentes Pi = prvR{Pi), que também será uma lei de 

conservação, DivP = 0. 

Para verificarmos essa proposição basta aplicarmos em ambos os lados da Eq.(3.56) o 

prolongamento de uma dada simetria vr do sistema original obtendo assim a seguinte equação: 

Div\prvR{P)] = prvR{Q)-A + Q-prvR{A) . (4.93) 

Como prvfí(A) = 0, pois vr é uma simetria de A, teremos: 

Div\prvR{Q)] = ptvr{Q) ■ A , (4.94) 

ou: 

DivP = Q-A , (4.95) 

o que prova a Proposição (4.14). 
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4.3 Sistemas Hamiltonianos 

Nessa seção iremos definir o conceito de sistema Hamiltoniano associado a um sistema 

de equações diferenciais. Isso nos permitirá estabelecer uma correlação entre grupo de simetria 

e leis de conservação. 

Os objetos básicos que nos permitirão conectar leis de conservação com a idéia de 

sistemas Hamiltonianos serão os parênteses de Poisson. 

Na Subseção (4.3.4) trataremos de uma generalização de sistemas Hamiltonianos, onde 

então será necessário escrevermos os nossos objetos matemáticos numa forma funcional, para 

que possamos determinar leis de conservação propriamente ditas. 

4.3.1 Parênteses de Poisson 

Definição 4.14 

Um parêntese de Poisson em uma variedade A4 é uma operação que associa a cada par 

de funções F, H suaves, uma função {F, H] em M., com as seguintes propriedades: 

(a) bilinearidade: 

{cF + cP, H] = c{F, H} + c {P, H} 

para constantes c, c G 5R. 

(b) anti-simetria: 

(F.H) = , 

(c) identidade de Jacobi: 

{{F,H},P}-^-{{P,F},H}-^{{H,P},F} , 

(d) regra de Leibniz: 

{F,H-P} = {F,H}^P + H-{F,P) . 
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Os parentêses de Poisson definem uma estrutura de Poisson em A4, e designamos uma 

variedade que possui essa estrutura por variedade de Poisson. 

Definição 4.15 

Seja M. uma variedade de Poisson. Uma função suave, C : M. —> 9? é chamada 

de função de Casimir se os parênteses de Poisson de C com qualquer outra função forem 

identicamente nulas, i.e. {C, H} = 0 para todo H : M —> 3Í. 

4.3.2 Campo Vetorial Hamiltoniano 

Se considerarmos Ai uma variedade de Poisson então, se olharmos para a propriedade 

de bilinearidade e para a regra de Leibniz, Def.(4.14), podemos notar que o mapeamento F (->• 

{F, II}, para uma dada função II em Ai, determina um campo vetorial em Ai. 

Definição 4.16 

Seja Ai uma variedade de Poisson e H : Ai —> 9? uma função suave. O campo vetorial 

Hamiltoniano associado a H, será um campo vetorial vjj em Ai, tal que: 

v„(F) = {F,H} , (4.96) 

para toda função suave F : Ai —9?. 

Proposição 4.17 

Seja Ai uma variedade de Poisson. E seja F, H : Ai —> 9i, funções suaves com corre- 

spondentes campos vetoriais Hamiltonianos vp, v^. O campo vetorial Hamiltoniano associado 

aos parênteses de Poisson de F e H será, a menos de um sinal, o comutador de Lie dos dois 

campos vetoriais Hamiltonianos: 

V{F,ií} = -[vF,Vií] . (4.97) 

Para provarmos essa proposição basta considerar uma função P : Ai 9J e lembrar da 
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definição do comutador de Lie. Assim: 

[vh,'Vf]{P) = -vh^vfÍP) - 'Vf'Vh{P) . 

Juntando a definição de campo Hamiltoniano, 

[víí.-vf] = vjí{P,F} - vp{P,H} , 

[víf.vfl = {{P,F],H} - {{P,H],F} . 

e usando a propriedade de anti-simetria e a identidade de Jacobi, obtemos: 

[vh,vf] = {P,{F,H}} , 

ou seja: 

[vh,Vh] = • 

(4.98) 

(4.99) 

(4.100) 

(4.101) 

O que está conforme à Proposição (4.17). 

4.3.3 Funções de Estrutura 

Vamos considerar o seguinte sistema de coordenadas locais, x = (a:^,..., x”*) em At e 

uma função H{x). Então, nesse sistema de coordenadas, podemos escrever um campo vetorial 

Hamiltoniano, de uma forma geral como: 

• (4-102) 

Se usarmos a Eq.(4.96), obtemos: 

m ^ 

{p,jí} = -cr„(P) = x;e(i)g- . (4.103) 
t=i 

Assim: 

v/r(a:*) = í*(x) = {x*, H} . (4.104) 

Então, podemos reescrever agora a Eq.(4.103) como: 
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Usando a propriedade de anti-simetria juntamente com a Eq.(4.104), escrevemos: 

{x‘, H) = -{H, = -Vi(íf) = - . (4.106) 

Substituindo a Eq.(4.106) na Eq.(4.105) obtemos 

onde chamamos os parênteses {x*, x^} de funções de estrutura de uma variedade de Poisson M 

relativas a um dado sistema de coordenadas, funções essas que nos servem para determinar a 

estrutura de Poisson de A4, e que serão denotadas por: 

f\x) = {x\x^} . (4.108) 

Podemos reescrever a Eq.(4.107) na forma matricial como: 

{F,H} = VF-JVH . (4.109) 

Agora se juntarmos as Eq.(4.108) e Eq.(4.103), temos: 

m m fiTT fs 

Portanto, em um dado sistema de coordenadas locais, podemos escrever: 

^ = J(x)VH(x) , (4.111) 

OU alternativamente: 

§ = {i,JÍ> . (4.112) 

que chamamos de sistema Hamiltoniano associado ao campo vetorial vh, que como veremos 

poderá ou não estar associado a uma dada simetria de um sistema de equações diferenciais. 
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4.3.4 Equação de Evolução 

Vamos introduzir agora uma generalização da Eq.(4.111). Portanto, escrevemo-la na 

forma de uma equação de evolução: 

ut = K[u] . (4.113) 

Substituímos cada termo da Eq.(4.111) pelo “correspondente” funcional associado. Assim es- 

crevemos nossa função Hamiltoniana na forma funcional como: 

H n = j Hdx e T . (4.114) 

O operador gradiente será substituído por uma derivada variacional: 

VH ^ 5% . (4.115) 

E a função de estrutura será identificada como um operador linear 

(4.116) 

que chamamos de operador Hamiltoniano, e que satisfaz a Eq.(4.109), que é reescrita na forma 

funcional como: 

{V,S} = JôV-VSSdx . (4.117) 

Assim, de acordo com as definições acima podemos escrever a seguinte proposição: 

Proposição 4.19 

Seja V um operador Hamiltoniano com parênteses de Poisson, Eq.(4.117). Para cada 

funcional 7í = f Hdx E õi, existe um campo vetorial de evolução w-u, chamado de campo 

vetorial Hamiltoniano associado a H, que satisfaz: 

prxniV) = {V,n} (4.118) 

para todos os funcionais V Ç.T. Evy, tem como característica VSH = T>E(H). [4]. 

Agora iremos associar leis de conservação com campos vetorias Hamiltonianos de uma 

dada transformação de simetria de um sistema de equações diferenciais. 
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Definição 4.20 

Seja T> um operador diferencial Hamiltoniano. Um funcional de Casimir para T>, será 

um funcional C ^ T tal que V5C = 0 para todo x, u. 

Assim, de acordo com a Proposição (4.19) podemos concluir que um funcional C, será 

um funcional de Casimir somente se: 

{C,n} = 0 neT . (4.119) 

Isso nos leva diretamente para uma interpretação de natureza conservativa tais funcionais, e 

então podemos escrever a seguinte proposição: 

Proposição 4.21 

Seja V um operador Hamiltoniano. Se C for um funcional de Casimir para V, então C 

determina uma lei de conservação para todo sistema Hamiltoniano Ut = VÔTÍ relativo a V, [4]. 

Por exemplo, se tomarmos a equação de Cahn-Hilliard, Eq.(2.44), temos: 

Ut = uul + Uxx{u^ - 1) (4.120) 

No Cap.(2) determinamos suas simetrias, e uma delas esta associada ao seguinte campo: 

d 
Vl = 

dx 
(4.121) 

Então, de acordo com a Eq.(1.79), esse campo possui a seguinte função carcterística associada: 

Q1 — Ux (4.122) 

Ela pode ser escrita como: 

Qi = -Dj;{u) . (4.123) 

Assim sendo, vemos que Dx é um operador Hamiltoniano para a equação de Cahn-Hilliard, e 

se tomarmos em conta a Def.(4.20), e escrevendo V = Dx, teremos: 

Dx{5C) = 0 . (4.124) 
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Então ÒC = Const., ou ainda: 

5C = j E{C)dx = Const. , (4.125) 

f   ^ 
5C= —{u}dx = Const. (4.126) 

J j OUj 

Assim obtemos que c = u, ou seja: 

C = J udx , (4.127) - 

que podemos interpretar como uma lei de conservação de massa para o sistema descrito pela 

equação de Cahn-Hilliard. 

De uma maneira geral, um campo vetorial Hamiltoniano v-p, terá V{5T) como sua 

função característica associada, de acordo com a Proposição (4.19). Ou seja, podemos escrever: 

Qi = V{5%) , (4.128) 

onde 77 é uma quantidade conservada associada a característica Qi. 

Definimos na Seção (3.2) uma lei de conservação como sendo uma expressão do tipo: 

DfT + DivX — 0 

Ou, equivalentemente, para o funcional associado: 

T[t',u] = f T{x,t,u^^^)dx , 
Jq 

temos: 

onde P está associado a equação: 

dT 
— + pr vp{T) = 0 . 

Ut = P[u] , 

(4.129) 

(4.130) 

(4.131) 

(4.132) 

que será o sistema de equação de evolução associado ao problema de interesse. 



Capítulo 5 

Determinando leis de conservação 

No presente capítulo terminaremos esta dissertação apresentando algumas quantidades conser- 

vadas associadas às quadro equações que tomamos como exemplo anteriormente: Equação do 

Calor, KdV, Cahn-Hilliard e Equação de Onda. Como se verá, isto nos fornecerá um grande 

resumo dos conceitos até agora introduzidos e mostrará de forma concreta, que cálculos devem 

ser feitos, levando simetrias em leis de conservação. De fato, boa parte dos cálculos já foi feito 

em capítulos anteriores. Estes resultados serão aqui reagrupados, para maior clareza. 

Partindo das simetrias calculadas no Cap.(2), determinamos as funções características 

associadas a cada uma delas, para então em seguinda determinarmos simetrias e funções car- 

acterísticas generalizadas juntamente com operadores de recursão para as equações em estudo. 

Finalmente, a partir da associação de funções características com operadores Hamiltonianos, 

determinaremos leis de conservação. Isto será feito para cada uma das equações em questão. 

5.1 A Equação da KdV 

A equação: 

= Itt + Uxxx +UUx = 0 . (5.1) 

97 
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5.1.1 Características e Simetrias Ordinárias 

Simetrias da Equação de KdV calculadas na Seção (2.2), Eqs(2.43): 

V4 = ê 

(5.2) 

Assim, a partir da Eq.(l,79), calculamos o seguinte conjunto de funções características associ- 

adas a cada uma das simetrias, e obtemos: 

Ql — ^ “b XXLx “f" iXlZlx "f* i^xxx 

(^2 “1 tlíx 

Qz ” WUj; -f~ Uxxx 
(5.3) 

5.1.2 Características e Simetrias Generalizadas 

Agora, a partir do conjunto de funções características dado pelas Eqs.(5.3), e usando o 

operador de recursão para a KdV, dado pela Eq.(4.67): 

n = Dl + ^u+ , (5.4) 

que já verificamos sua propriedade recursiva na sequência de cálculos realizadas da Eq.(4.70) 

até Eq.(4.75). Podemos então construir agora, novas funções características de simetrias gener- 

alizadas para a equação da KdV aplicando simplesmente??, nas funções dadas pelas Eqs.(5.3), 

Qh = T^Qa 

Qb = Dl. + -u + -UxD~^{—Ux) 

assim: 

^5 — ^xxx UUjj , 

(5.5) 

(5.6) 

(5.7) 
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que é igual a Qa a menos de um sinal. Agora: 

Qe — T^ÍQ2) (5.8) 

(5.9) 

Poderiamos continuar calculando indefinidamente novas funções características apenas apli- 

cando TZ nas funções já determinadas, mas antes seria interessante determinarmos quais dessas 

funções características estão associadas a leis de conservação. 

5.1.3 Leis de Conservação 

Para determinarmos leis de conservação, de acordo com a Proposição (4.19), basta 

verificar quais dessas funções características estão associadas a campos vetoriais Hamiltonianos, 

ou seja, queremos saber quais dessas funções características podem ser escritas como; 

de acordo com a Eq.(4.128). 

Assim, começaremos com a mais simples de nossas funções características para a KdV, 

ou seja, começaremos com Q^: 

Qi = V{ÔVi) (5.10) 

«4 = ’D{SPi) , 

(^4 — tíjj (5.11) 

(5.12) 

onde escrevemos V = Dx, e obtemos 

-ti. = D^{5'Pi) , (5.13) 

Ou, simplismente 

E(P4) = u . (5.14) 

Segue-se que: 

= —u . (5.15) 
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Obtemos assim: 

P4 = — 
1 

2* 
(5.16) 

Podemos escrever a quantidade conservada associada à função característica associada a Q4, 

como: 

'Pa = j{-^u^)dx . (5.17) 

Podemos, agora, verificar que P4 satisfaz a condição de lei de conservação dada pela Eq.(4.131), 

ou seja: 

dV4 

dt 
+ pr\K{PA) = 0 , (5.18) 

onde K = —Uxxx—uUx, de acordo com Ut = K[v\, dado pela Eq.(5.1). Usando agora a Eq.(4.14), 

escrevemos; 
  

(5.19) pr\K = Dj{-Uxxx - UUx) 
J du-^ 

Assim vamos obter 

De modo que 

PTVkÍPa) = -UUxxx - U^Ux 

dV4 

dt 
= -UUt , 

mas, de acordo com a Eq.(5.1), podemos ainda escrever: 

logo: 

Assim: 

— *^xxx ) 

dPi 2 
— UVixxx “b Vt Vix 

dt 

dt 

+ P^VrÍPa) = UUxxx + U^Ux - U^Ux - UUxxx = 0 , 

como queríamos. 

Analogamente pode-se escrever: 

(5.20) 

(5.21) 

(5.22) 

(5.23) 

(5.24) 

Qz = DxiôVz) , (5.25) 
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e encontrar 

que por sua vez também satisfaz a Eq.(4.131), sendo assim também uma quantidade conservada. 

Para Q2 = 1 — íWx, encontramos: 

(6.27) 

Para a função característica Q\, não foi possível encontrar nenhum funcional Vi, tal que 

Q\ = Dx{5V\) (5.28) 

significando que não podemos associar uma lei de conservação para KdV neste caso. 

Se escolhermos agora Q5, Eq.(5.7), que é a função característica de uma simetria gen- 

eralizada, vamos obter a seguinte expressão para uma quantidade conservada associada a ela: 

que, como vemos, é igual a P3, a menos de um sinal. Para Qq, novamente não encontramos 

nenhuma quantidade conservada. Poderiamos continuar aplincando TZ sobre características 

conhecidas até obter outras que possuem quantidades conservadas associadas, mas, entretanto 

Esta afirma que se V2, V3 e V4, são simetrias associadoas a leis de conservação para uma dada 

equação, então prvi(Pj) também será uma quantidade conservada associada à mesma equação. 

Assim, iremos agora combinar as nossas três quantidades conservadas, Pi,P2, P3, determinadas 

até aqui, com as funções características associadas a elas, Q2, Q3, Qi, e encontrar novas leis de 

conservação para KdV. 

Podemos então calcular, digamos P44, como sendo: 

(5.29) 

para ilustrar outras técnicas passamos agora a implementar a idéia exposta na Proposição (4.13). 

Pu = prvQ^iP^) . (5.30) 
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Então, usando a Eq.(4.14), escrevemos: 

Pu = (5.31) 

e obtemos: 

P44 = uux , (5.32) 

que é uma nova quantidade conservada, de acordo com a Eq.(4.131). Podemos verificar este 

fato explicitamente, calculando 

p7'V/^(P44) = "^llxy^xxx d* d* '^'^xxxx d“ *^^x d” V^xx j (5.33) 

dP44 

dt 
— UfUx d" Ullxt 

Usando a Eq.(5.1), obtemos 

dP44 

dt 

2 2 2 
W^XXXX ^ ^XX J 

e finalmente 

dP44 

dt 
+ prvK{P44) = 0 , 

(5.34) 

(5.35) 

(5.36) 

como queriamos. Como um segundo exemplo, vamos calcular P32' 

Pb2 = EDj{Qz)-^^{P^) . (5.37) 

Assim, 

õ 1 
P32 = XI Dj{uux d- Uxxx)-õ^{xu - -tu^) , (5.38) 

P32 — XXtUx d~ Xlíxxx tUUxxx • (5.30) 

De maneira geral partindo de uma primeria família de quantidades conservadas P/, podemos 

obter uma segunda geração dada por: 

Pü = 'EDj{Q,)-^^{P,) , (5.40) 

onde Qi é função característica de uma lei de conservação. No caso da Equação da KdV, 

obtemos a seguinte tabela de leis de conservação para duas gerações: 
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Qi, Pj Quant. Conser. 

Casimir C = u 

Q2 P2 = xu— 

Q3 Po — — Í7/2 ■^3 2^ 

Q4 P4 = -K 

Q2, P2 P2,2 = X -tu- XtUx + PuUx 

Q2, P3 P2,Z = - \tU^Ux + tUxU:i 

Q2, Pa P2,A = tUUx — U 

Q3, P2 Pz,2 = XUUx + XUxxx — tU^Ux — tUU^ 

Qz, Pz P^,3 — 2^ 2^ Uxxx UUxUxx UxUxxx 
1,.2 

Qz, Pa PZfA — ^ UUxxx 

Qa, P2 PAí2 — XUx “I" tuUx 

Qa, Pz Pa,Z — UxUxx 2^ 

Qa, Pa PAjA — UUx 

Para ilustrar, vamos calcular ainda duas quantidades conservadas de terceira geração. 

Por exemplo, tomando primeiramente a função característica Q4, e a quantidade conservada 

P43, escrita na tabela acima. Obtemos: 

í*4,(4,3) =prvQ,(P4,3) , (5.41) 

X 
Pa,{A,Z) = '^Dj{-Ux)^(UxUxx- -^U^Ux) . (5.42) 

Ou seja: 

•P4,(4,3) = uul + - uL - UxUxxx 

Calculando agora, como um segundo, exemplo a quantidade conservada associada a Q3 

e P44, teremos: 

Pz,(aa) = prvQsiPAA) , (5.43) 
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Obtemos: 

■^3,(4,4) — y V Dj(uUx + y>xxx) 
J 

■^3,(4,4) — "b ^ '^xx *1* tíx'^xxx ^'^xxxx 

5.2 A Equação do Calor 

A equação; 

A{x,U^'^^) — Ut - Uxx = 0 . 

5.2.1 Características e Simetrias Ordinárias 

Simetrias da Equação do Calor calculadas na Seção (2.1), Eqs(2.22): 

■^2 = 52;^ + 

V3 = Xt-^ + _ (x2 + ií)u|- 

V5 = - XU^ 

Então, a partir da Eq.(1.79) temos que 

p 

- Y^^{x,u)ui . 

(5.44) 

(5.45) 

(5.46) 

Q{x,u^^^) = 0(x, u) (5.47) 
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Podemos calcular o conjunto de funções características associadas a cada uma das simetrias 

acima, e obter: 

“ yxx 

Q2 “ 2^"^x iyxx 

Qz = -XtUx - t‘^Uxx - {x^ + \t)u 

Q4 = -Ux (5.48) 

Qz = —tux — xu 

Qe = u 

Qp = (3(x,t) . 

5.2.2 Características Generalizadas e Operadores de Recursão 

Na Seção (4.14) determinamos o seguinte conjunto de simetrias generalizadas associadas 

à Equação do Calor: 

Q91 ~ '^xxxx 

Q92 ~ '^xxx 

Qg, = Ux (5.49) 

Q94 ~ ^ 

Q9Í — E{x, t) . 

onde E{x^ t) é qualquer solução da equação do calor. 

Podemos, ainda verificar que Dx é um operador de recursão para a equação do calor. 

De acordo com o Teorema (4.10), Eq.(4.59), escrevemos: 

TZi = Dx (5.50) 

De fato, podemos verificar que qualquer 

= (Dx)^ (5.61) 
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será um operador de recursão para a Equação do Calor devido a sua linearidade. Além disto, 

o operador: 

= tD^ + , (5.52) 

também é um operador de recursão para a Equação do Calor, como mostrado na Eq.(4.38). 

Usando então o conjunto de funções características, dado pelas Eqs.(5.48) e Eqs.(4.49), 

juntamente com os operadores de recursão TZi e 7Í2, dados pelas equações Eq.(5.50) e Eq.(5.52), 

respectivamente, podemos construir novas funções características pela aplicação de 7^i e 72-2. 

Assim, obtemos: 

Qg, = n^{Qi) , (5.53) 

Qpg = v>xxx • (5.54) 

ou: 

Qg,=n^{Qg.) , (5.55) 

Qq7 “ ^XXXXX • (5.56) 

Usando o operador TZ2^ temos que; 

Qga ~ T^2{Qg^) ) 

Qgs = tUx + ^XU . 

Podemos também combinar os dois operadores de recursão: 

Qgg = 72-272.1 (Q4) , 

Qgg “ “tVixxx 

5.2.3 Leis de Conservação 

De maneira análoga aos cálculos feitos para a equação de KdV, passamos agora a deter- 

minar leis de conservação para a Equação do Calor. Assim, tomando as funções características 

(5.57) 

(5.58) 

(5.59) 

(5.60) 
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de Qi a Qe, Eqs.(5.48), verificamos que apenas a simetria associada a Q4 possui uma lei de 

conservação que pode ser escrita como: 

Q4 — Dx{SVi) , (5.61) 

OU seja: 

ou: 

-Ux = Dx{5Va) , 

Assim: 

E(P4) = -u 

dux' ' '^''duxx 

Pa = —. 

= —u 

(5.62) 

(5.63) 

(5.64) 

(5.65) 

Ou, escrevendo na forma funcional: 

Va = Ji-^u^)dx . (5.66) 

Agora, para funções características generalizadas, Eqs(5.49), podemos encontrar uma lei de 

conservação, associada a Qg^ e Qg^, tal que: 

Ou seja, temos que: 

Assim, segue-se que 

Para Qg^, temos: 

Qq2 — PxidVg^ . 

^(•^52) ~ Uxx 

n. = /. 

Qgz~ Pxi^Pg^ ) 

(5.67) 

(5.68) 

(5.69) 

(5.70) 
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ou: 

P» = -'Pi = j (iu^)íii . (5.71) 

Para as demais características generalizadas, apenas Qg^ e Qg^, estão associadas a leis de con- 

servação. Assim: 

<3j. = , (5.72) 

OU seja: 

Segue-se que 

Para temos: 

logo: 

'Pge = J . 

XXXX ) 

P = -u^ ^97 2“®® ■ 

(5.73) 

(5.74) 

(5.75) 

(5.76) 

Podemos verificar que cada uma dessas quantidades, P4, Vg^ e Vg^, satisfaz o critério de lei de 

conservação, dado pela Eq.(4.131). Por exemplo, se tomarmos vamos obter: 

dPc 97 
dt 

— ^xx^xxt (5.77) 

ou: 

dPc 

dt 

de acordo com a Eq.(5.45), enquanto que: 

— UxxUxxxx > 

prvKiPgj) = -H^j(wxx)^(^n2j 
<J 

prVK(Pgr) = -I>|(«l,.)Uji 

P^^KÍ.PgT} — —Pxx^xxxx 

(5.78) 

(5.79) 

(5.80) 

(5.81) 
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Logo: 

^+prv^(i’„) = 0 , (6.82) 

como queríamos. 

Agora, com estas três quantidades conservadas, juntamente com suas funções carac- 

terísticas, podemos construir uma segunda geração de leis de conservação, dada pela Eq.(5.40), 

como: 

P>i = ^Dj(Qi)-^(Pi) . (5.83) 

Assim, construimos a seguinte tabela de quantidades conservadas associadas a Equação do 

Calor: 

Qu Pj Quant. Conser. 

Casimir C = u 

Qi P2 = 

Q 92 Ps = -hui 2 “a: 

Q 97 Pi = Wxx 

Qa, Pa PAjA — UUx 

Qa, P, 92 P1,32 — UxUx 

Qa, Pt 97 P1,37 — UxxUxxx 

Q92, P1 P1,32 — UUx 

Q921 P92 P92,92 — UxUxxxx 

Qs2) P97 P92,97 — UxxU. XX “IXXXZ 

Q37J p1 Pj7,4 — UUx 

Q97í P92 P97,92 — UxUxxXXXX 

Q971 P97 P97,97 — UxxUxxxxxxx 
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Novamente, para exemplificar, calcularemos duas quantidades conservadas de terceira 

geração associadas a Equação do Calor. Tomemos primeiramente Q4 6 Pg2,gi- Assim: 

Q 

> (5.84) 

■^4(p2,ff2) “ (^2 ‘^xx)Ux 

Agora, tomando Qg^ e Pa,q2, obtemos: 

■^P2(4,P2) —Dj('^xxx) ^ ) 
.7 

■^^2(4,52) — '^X^XXXXX ~i” '^XX^^XXXX 

Ambas as expressões satisfazendo a Eq.(4.131) como critério de lei de conservação. 

5.3 A Equação de Cahn-Hilliard 

(5.85) 

A equação: 

A(a;,u(^^) = ut - uul + Uxx(l-u^) + Uxxxx = 0 (5.86) 

(5.87) 

5.3.1 Características e Simetrias Ordinárias 

Simetrias da Equação de Cahn-Hilliard calculadas na Seção (2.3), Eqs(2.51): 

V2 = â • 

Calculamos então o seguinte conjunto de funções características associadas a cada uma das 

simetrias, e obtemos: 

Ql — Ux 

Q2 — Uxxxx 4” ^2,25(1 ^ ) . 

(5.88) 

Para a Equação de Cahn-Hilliard, não foi possível determinar nenhum operador de re- 

cursão, como também não determinamos funções características generalizadas. Assim passare- 

mos diretamente para leis de conservação associadas as características dadas pelas Eqs.(5.68). 
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5.3.2 Leis de Conservação 

Para a função característica Qi, das Eqs.(5.63), claramente podemos escrever: 

Qi = Dx{SVi) , 

assim: 

ou seja: 

E(Pi) = -u 

Vi = J{~u^)dx . 

(5.89) 

(5.90) 

(5.91) 

Para a característica Q^, não é possível escrever uma expressão na forma da Eq.(4.128). Assim, 

para a Equação de Cahn-Hilliard temos somente duas quantidades conservadas diretas, uma 

dada pela própria função de Casimir, Eq.(4.127), e a expressão dada pela Eq.(5.91). 

Verificaremos agora que P\ = —satisfaz a Eq.(4.131), ou seja: 

dPi 

dt 
+ prvK{Pi) = 0 ■ (5.92) 

Para prvií(Pi), temos: 

Enquanto que: 

prVic(Pi) = - ““x + Wxxxx]^—(“õW^) 
J OUj l 

prVK-(Pi) = UUxx{^ “ 1) + - UUxxxx • 

apl 

dt 
— -UUt 

Escrevendo Ut = uu^. + Uxx{u^ ~ 1) ~ '^xxxx, de acordo com a Eq.(5.86), obtemos: 

dPi 

dt 
= —U^Ux + UUxx(l — W^) + Uti; XXXX 

Ou seja: 

m 

dt 
+ prvic(Pi) = 0 . 

(5.93) 

(5.94) 

(5.95) 

(5.96) 

(5.97) 
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Podemos ainda expandir o “espectro” de leis de conservação para a Equação de Cahn- 

Hilliard a partir da função de Casimir 

C = Judx , (5.98) 

da característica Qi; e da quantidade conservada Pi e usando a Eq.(5.40). Podemos, então, 

calcular uma segunda geração de leis de conservação dado por: 

Pi,c = , (5.99) 
j UilJ 

e: 

^1.1 = • (5.100) 

Resumindo temos a seguinte tabela de leis de conservação para a Equação de Cahn-Hilliard: 

Qi, Pj Quant. Conser. 

Casimir C = u 

Qi Pi = 

Qi, C P\,C — 

Qi> P\ P1,1 — UUj 

^1,1 Pi,(i,i) — uUxx n. 

5.4 A Equação de Onda 

A equação: 

A(x,u(^)) = Utt - Uxx = 0 . (5.101) 
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5.4.1 Características e Simetrias Ordinárias 

Simetrias da Equação de Onda calculadas na Seção (2.4), Eq.(2.60) - Eq.(2.67): 

V2 = 

V3 = 

V4 = (a;2 + + 2xt§-^ - xuf^ 

V5 = 2o:íA + + _ tul 

wp = j3{x,t)^ . 

Então, a partir da Eq.(1.79): 

p 
Q{x,u^^^) = (j){x,u) - J3^(x,u)ui , 

i=l 

calculamos o seguinte conjunto de funções características associadas a cada uma das simetrias, 

e obtemos: 

— Ua, 

Q2 = —XUx — tUt 

Q3 = -tUx - XUt 

O4 = —{x'^ + t'^)Ux — 2xtUx — xu 
(5.104) 

Q5 = —2xtUx — {x^ + t‘^)ut — tu 

Q& ~ 

Qr = u 

Q0 = P{x,t) . 

Calculamos ainda, no Gap. (3), um conjunto de simetrias variacionais para a equação de Onda, 

veja-se a Seção (3.1), Eqs.(3.40). Conjunto este de simetrias, todo contido nas Eqs.(5.102). 

(5.102) 

(5.103) 
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5.4.2 Características e Simetrias Generalizadas 

Consideremos o seguinte conjunto de operadores: 

7^1 — Dx 

'R-2 = Dt 

TZz — xDx + tDt 

Kxt = tDx + xDt . 

(5.105) 

Podemos verificar que todos eles são operadores de recursão para à Equação de Onda, 

Eq.(5.101), pois de acordo com o nosso critério para operadores de recursão, Teorema (4.10), 

podemos escrever; 

• IZ = TZ ‘ (5.106) 

para qualquer um dos operadores dado pelas Eqs.(5.107). Por exemplo, se tomarmos TZxt, 

juntamente com a derivada de Préchet para a Equação de Onda, teremos 

Da = D? - D| , (5.107) 

logo, 

Da ' TZxt — TZxt ■ Da (5.108) 

satisfazendo assim o critério para operador de recursão. Podemos então, usar agora o conjunto 

de funções características, Eq.(5.104), juntamente com os operadores de recursão, Eqs.(5.107), 

para calcularmos características generalizadas. Assim, determinamos aqui algumas carac- 
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terísticas de interesse: 

Qgi 

Qgi 

Qg2 

Qgi 

Qg3 

Qg2 

Qg* 

Qgi 

= nUQi) 

= TZ2ÍQ7) 

= -ur 

= TZxíÍQt) 

= —tUx — XUt — + X^)Uxt — 2xtUxx 

= TlziQs) 

= —2xtUxx — XUt — tUx — + t'^)Uxt • 

(5.109) 

5.4.3 Leis de Conservação 

Na Seção (3.1.2) determinamos um conjunto de campos, Eqs.(3.41), como sendo ger- 

adores de simetrias variacionais associadas à Equação de Onda. Podemos usá-los para construir 

uma primeira geração de quantidades conservadas diretamente da Eq.(3.75), de acordo com o 

Teorema (3.10). Ou seja: 

dL , j dL , . 

onde a expressão acima está simplificada em relação a Eq.(3.75), porque aqui temos somente 

uma variável dependente. Então, de acordo com a Eq.(5.112), temos a seguinte expressão para 

a densidade conservada associada a simetria variacional vi, Eq.(5.104): 

p. = . (5.111) 

Da Eq.(3.14), temos a seguinte expressão para a Lagrangiana: 

i - O ■ (5.112) 

Assim: 

PI — UtUx . (5.113) 
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Analogamente, para os campos V2, ve e v^, dados pelas Eqs.(3.41), obtemos respectivamente 

as seguinte quantidades conservadas: 

P2 = +ul) - XUtUx , 

Pe = + , (5.114) 

Pp = Ut . 

Podemos agora determinar uma segunda geração de quantidades conservadas, usando 

Pi, P2, P3 e Pp, e algumas funções características. Por exemplo, podemos usar Qg^ e Pi, na 

Eq.(5.40), assim: 
Q 

PJ2il ~ y ^ Pjj f^xxx)'^ (lít'ííx) > (5.115) 
J OUj 

Pp2,l = {ut Ux)UxxXX • (5.116) 

Resumindo, podemos escrever a seguinte tabela de densidades conservadas associadas a Equação 

de Onda: 
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Podemos finalizar este capítulo notando primeiramente que KdV foi a equação que 

apresentou o maior número de quantidades conservadas associadas diretamente a simetrias 

ordinárias, fato este que poderia gerar certa surpresa, a princípio, já que devido a sua não- 

linearidade, devemos ter poucas simetrias. Assim, era de se esperar que também poucas quan- 

tidades conservadas de primeria geração aparecessem. Por outro lado, a Equação do Calor, 

que tem um grande número de simetrias ordinárias (7), apresenta apenas duas quantidades 

conservadas diretas. Já a equação de Cahn-Hilliard, devido a sua ordem relativamente alta 

(4) e seus termos não-lineares, apresentou apenas duas quantidades conservasdas diretas, como 

esperavamos. E por último a Equação de Onda, com sua linearidade e especialmente pelo fato 

de ser auto-adjunta, apresentou grande número de simetrias, e também de leis de conservação, 

principalmente de ordens superiores. 



Apêndice A 

Variedades Diferenciáveis 

Variedades 

Definição A.l 

Uma variedade m-dimensional é um conjunto A4, juntamente com uma coleção finita 

de subconjutos Ua C M, chamados cartas coordenadas, e funções um a um Xa -Ua Va, em 

subconjuntos abertos conexos 14 C 3?”*, chamados mapas coordenados locais, que satisfazem 

as seguintes propriedades: 

(a) As cartas coordenadas cobrem M: 

= M. (A.1) 

(b) Na interseção de qualquer par de cartas coordenadas £40^4» ^ composição dos 

mapeamentos: 

= (A-2) 

é uma função suave (infinitamente diferenciável). 

(c) Se X € C/q, e X € são pontos distintos de M, então existem subconjuntos abertos 

118 
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W C Va, W C Vp, com Xa{x) € W, X/siS:) € W, satisfazendo: 

X-a\W)Ç\xp\W)=t (A.3) 

Mapeamentos Entre Variedades 

Se M eJV são variedades suaves, uma função F : M JV é dita suave se sua expressão 

em coordenadas locais é uma função suave em qualquer carta coordenada. 

Teorema A.2 

Seja F : Ad —> V um mapeamento de uma variedade M para uma variedade JV em 

Xo E M.. Então existem coordenadas locais x = (x^, próxima a. Xo, e y = (y^, 

próxima a yo = F{xo) tal que nestas coordenadas F possui a forma simples: 

y = (x^, 0, se n>m (A.4) 

y = (x^,x”*), sen < m . (A.5) 

Subvariedades 

Definição A.3 

Seja M uma variedade diferenciável. Uma subvariedade de M é um subconjunto JV C 

M, juntamente com uma função suave biunívoca <f> : N C. M, onde o espaço dos 

parâmetros, jv, é alguma outra variedade, e N = 4>{N) é a sua imagem através de 0. Em 

particular, a dimensão de V é a mesma que a de jV, e não excede a de A4, [14]. 



Apêndice B 

Grupos de Lie 

Grupo 

Definição B.l 

Um grupo é um conjunto G juntamente com uma operação de grupo, usualmente 

chamada de multiplicação, tal que para qualquer dois elementos g e h áe G, o produto g • h 
/ 

também pertença a G. E necessário que a operação do grupo satisfaça os seguintes axiomas: 

(1) Associatividade. Se g, h e k são elementos de G, então: 

g-{h’k) = {g-h)-k , (B.l) 

(2) Elemento identidade. Há um elemento e de G, chamado elemento identidade, com 

a seguinte propriedade: 

e-g = g = g-e (B.2) 

qualquer que seja g Ç.G. 
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(3) Inverso. Para cada g € G há, um inverso, denotado g com a propriedade: 

g-g ^ = e = g ^ ■ g. (B.3) 

Grupo de Lie 

Definição B.2 

Um grupo de Lie a r-parâmetros é um grupo G que também possui uma estrutura de 

variedade diferenciável r-dimensional de tal forma que ambas as operações de grupo: 

m:GxG->G, m{g,h) = g-h, g,hÇ.G, (B.4) 

e a inversão: 

i: G G, i(g) = g~^, g E. G, (B.5) 

são mapas suaves entre variedades. 

Subgrupos de Lie 

Definição B.3 

Um subgrupo H de um grupo de Lie G é dado por uma subvariedade <f>: H G, onde 

H por si mesmo é um grupo de Lie, H = ^(H) é a imagem de 0, e 0 é um homomorfismo do 

grupo de Lie. 

Teorema B.4 

Suponha que G seja um grupo de Lie. Se H for um subgrupo de Lie G, fechado, então 

H será uma subvariedade de G e assim também um grupo de Lie. Contrariamente, qualquer 

subgrupo regular de um grupo de Lie G, é um subgrupo fechado. 
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Grupos de Lie Locais 

Definição B.5 

Um grupo de Lie local a r-parâmetros consiste de subconjuntos conexos e abertos Vo C 

U C 3?’’ contendo a origem, e aplicações suaves: 

m : y X U SR" , (B.6) 

definindo a operação de grupo, e: 

i:Vo-^V, (B.7) 

definindo a inversão de grupo, com as seguintes propriedades adicionais: 

(a) Associatividade. Se x, y e z G V, e também m(x, y) e m(y, z) estão em V, então: 

m{x, m{y, z)) = m(m(x, y), z). (B.8) 

(b) Elemento identidade. Para todo x € V, m(0,x) = x = m{x, 0). 

(c) Inverso. Para cada x EVq, m{x,i{x)) = 0 = m{i{x),x). 

Teorema B.6 

Seja y, C y C 5R" um grupo de Lie local com multiplicação m{x,y) e inversão i{x). 

Então existe um grupo de Lie global G e uma carta coordenada x'-U* -^V*, onde U* contém 

o elemento identidade, tal que V* C Vo, x(^) = 6- 

x{g • h) = m{x{g), x{h)) (B.9) 

sempre que g,h Ç:U*,e: 

x{g~^) = i{x{g)) , 

sempre que g EU*. Além do mais, há um único grupo de Lie simplesmente conexo G* com as 

propriedades acima. Se G for qualquer outro grupo de Lie, existe um mapa de recobrimento 
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TT: G* G que é um homomorfismo do grupo, pelo qual G* e G são grupos de Lie localmente 

isomorfos. (G* é chamado grupo de recobrimento simplesmente conexo de G) 

Proposição B.7 

Seja G um grupo de Lie conexo e U C G uma vizinhança da identidade. Seja também, 

U’° = {gi • g2 • — • 9k • 9i ^ U} um conjunto de k-produtos de elementos de U. Então: 

00 
G=[jU^. (B.ll) 

k=l 

em outras palavras, qualquer elemento do grupo g Ç.G pode ser escrito como um produto finito 

de elementos de U. 

Grupos de Transformações Locais 

Definição B.8 

Seja M uma variedade suave. Um grupo de transformações locais atuando em é 

dado por um grupo de Lie (local) G, em um subconjunto aberto U, com: 

{e} X M C W C G X M, (B.12) 

que é o domínio de definição da ação do grupo, e um mapa suave :U M com as seguintes 

propriedades: 

(a) Se {h,x) 6 U, {g, ^(/i,x)) EU, e também {g • h,x) E U, então: 

^{g,^{h,x)) = ^{g-h,x). (B.13) 

(b) Para todo x E M, 

"^{e,x) = X. (B.14) 
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(c) Se (g,x) e U, então {g ^,'^{g,x)) eU e: 

'^Í9~^,'^{9,x))=x. (B.15) 

Órbitas 

Definição B.9 

Uma órbita O C M de um grupo de transformações locais é o menor subconjunto 

não vazio de uma variedade M, que é invariante sob a ação do grupo, e satisfaz as seguintes 

condições: 

(a.) Se X £ O, g E G e g - X é definido, então g • x eO 

(b) Se Ó C (9 e satisfaz a condição (a) então Õ = 0, o\xÕ é vazio. 



Apêndice C 

Algebras de Lie 

Álgebra de Lie 

Definição C.l 

A álgebra de Lie de um grupo de Lie G, denotada aqui por A, é o espaço vetorial de 

todos os campos vetoriais invariantes a direita sob a ação de G, 

A - TGl . (C.l) 

Definição C.2 

Uma álgebra de Lie é um espaço vetorial A juntamente com uma operação bilinear 

[;-]:AxA^A (C.2) 

chamado bracket de Lie de A, satisfazendo os axiomas: 

(a) Bilinearilidade: 

[cv + c'v', w] = c[v, w] + c'[v', w] (C.3) 
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[v, cw + c'w'] = c[v, w] + c'[v, w'] (C.4) 

para constantes c, c' G 9fí, 

(b) Anti-simetria: 

[v,w] = -[w,v] (C.5) 

(c) Identidade de Jacobi: 

[u, [v, w]] -I- [w, [u, v]] + [v, [w, u]] = 0 (C.6) 

para todo u, v, v', w, w' 6 A. 

Subgrupos a Um Parâmetro 

Proposição C.S 

Seja V ^ 0 um campo vetorial invariante à direita sob a ação de um grupo de Lie G. 

Então o fluxo gerado por v na identidade, é expresso como 

Qs = exp{ev)e = exp(ev) , (C.7) 

e é deflnido para todo £ G 5R, formando um subgrupo a um parâmetro de G, com 

ffs+S — 9e ■ 9Sj 9o — 9e ~ 9—e (^•®) 

isomorfo a 3? ou ao grupo do círculo 50(2). 
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Subálgebras 

Teorema C.4 

Seja G um grupo de Lie com álgebra de Lie A. Se H cG é um subgrupo, sua álgebra 

de Lie é uma subálgebra de A. Caso contrário, se 7í' for qualquer subálgebra s-dimensional de 

A, há um único subgrupo de Lie conexo a s-parâmetros H de G com uma álgebra de Lie 7i' . 

Teorema C.S 

Seja A uma álgebra de Lie de dimensão finita. Então A é isomorfa a uma subálgebra 

de AL{n) para algum n. 

Teorema C.6 

Seja A uma álgebra de Lie de dimensão finita. Então existe um único grupo de Lie 

G* simplesmente conexo, tendo A como sua álgebra de Lie. Além do mais, se G for qualquer 

outro grupo de Lie conexo com álgebra A, então tt : G* —> G é um grupo de recobrimento 

simplesmente conexo de G. 

Algebras de Lie de grupos de Lie Locais 

Proposição C.7 

Seja C 5R’’ um grupo de Lie local com multiplicação m(x, y), x,y € V. Então a álgebra 

de Lie A dos campos vetoriais invariantes à direita sob V é gerada por campos vetoriais: 

t=i 

k = 1,..., r, onde 

fíW = ^(0,1) . (c.io) 

Nesta expressão os m‘’s são os componentes de m, e djdx^ denota derivadas com respeito ao 
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primeiro conjunto de r variáveis em m{x,y), depois que os valores x = 0, e y = x tenham sido 

substituidos. 

Ação do Grupo Infinitesimal 

Teorema C.S 

Sejam wi,Wr campos vetoriais em uma variedade Ad satisfazendo 

i,j — 1, para certas constantes Então existe um grupo de Lie G cuja álgebra de Lie 

tem como constante de estrutura relativa a alguma base vi,Vr , e a ação de um grupo 

local G em Al é tal que í^(vi) = Wi para i = 1, onde ip é definido como: 

r 
[w,,Wj] = ^4wk , (C.ll) 

(C.12) 
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