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Impacto potencial desta pesquisa

Este trabalho contribui para a literatura ao estabelecer uma abordagem estruturada
para o estudo de propriedades envolvendo as sequéncias de Fibonacci e de Lucas por meio
de ferramentas matriciais. Com destaque para a introducao da relagao

Loy Lp | 13 1| | Fn I _ 0, -0

l Ly Ln_J - ll 2] an_l FJ SRy
que constitui uma propriedade central para diversas demonstragoes inéditas desenvolvidas
nesta dissertacao. Outro aspecto relevante do trabalho sao as demonstragoes minuciosas
das formulas de Binet para (F),) e (L,) por meio de abordagens matriciais distintas,
também inéditas. Nesse contexto, sdo exploradas tanto as matrizes Qr, Qr, M e P
quanto suas poténcias inteiras.

Além disso, o trabalho desenvolve uma base formal para congruéncia de matrizes e
explora suas implicagoes no contexto das sequéncias estudadas. Essa abordagem amplia
a analise de propriedades aritméticas, oferecendo uma via matricial, com destaque para o
uso da matriz ()1, na obtencao de novas demonstracoes para resultados de divisibilidade.

Assim, espera-se que o conteudo deste texto contribua para o aprofundamento da
relacdo entre algebra linear e teoria dos niimeros, além de incentivar novas investigacoes
com essa abordagem.

Sao frutos desta dissertagao os artigos [1] e [2] e a apostila [3] referente ao minicurso
ministrado na XI Bienal da Matematica.

Potential impact of this research

This work contributes to the literature by establishing a structured approach to the
study of properties involving the Fibonacci and Lucas sequences through matrix tools. In
particular, it introduces the relation

Lpyw Lo | |3 1 | Fn Fu _Q, Q!

[ Ln Ln—l] B [1 2] [Fn—l Fn—2‘| ok Eo
which constitutes a central property for several original proofs developed in this disserta-
tion.

Another relevant aspect of the work is the detailed proofs of Binet’s formulas for
(F,) and (L,) through distinct matrix-based approaches, which are also original. In this
context, the matrices Qr, Qr, M, and P, as well as their integer powers, are explored.

In addition, the work develops a formal basis for matrix congruence and explores its
implications in the context of the sequences studied. This approach broadens the analysis
of arithmetic properties, offering a matrix-based path, with emphasis on the use of the
matrix )z, to obtain new proofs of divisibility results.

Thus, it is expected that the content of this text will contribute to a deeper understan-
ding of the relationship between linear algebra and number theory, as well as encourage
further investigations using this approach.

The articles [1] and [2], as well as the booklet [3] for the minicourse taught at the XI
Bienal da Matematica, are outcomes of this dissertation.
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Resumo

Neste trabalho, exploraremos as relagoes entre os niimeros de Lucas e Fibonacci usando
matrizes. Analisaremos as sequéncias de Fibonacci (F,) e de Lucas (L) sob a dtica das

(Q—matrizes de Fibonacci e de Lucas, representadas por Qp = H g)] e Qr = E) ;]7

: . . 11 . .
da M-matriz de Fibonacci, representada por M = [ e da P-matriz auxiliar, repre-

1 2|
sentada por P = [1 2

2 —1
relacoes entre os termos das sequéncias mencionadas. Com o auxilio da algebra matri-
cial, demonstraremos conexdes entre os termos das sequéncias (F},) e (L,,), propriedades
classicas de divisibilidade, além de relagdes com o ntimero de ouro.

] , uma vez que através da potenciacao dessas matrizes, obtemos

Palavras-chave: Numeros de Fibonacci. Ntimeros de Lucas. Matrizes.



Abstract

In this work we will explore the relationships between the Lucas and Fibonacci num-
bers using matrices. We will analyze the Fibonacci sequence (F),) and the Lucas se-
quence (L,) from the viewpoint of the Fibonacci and Lucas Q-matrices, represented by

Qr = H (1)1 and Q) = E ;], the Fibonacci M-matrix, represented by M = H ;],
and the auxiliary P-matrix, represented by P = ; _21 , since by taking powers of these

matrices we obtain relations among the terms of the sequences mentioned. With the help
of matrix algebra, we will demonstrate connections between the terms of (F),) and (L),
classical divisibility properties, and relations with the golden ratio.

Keywords: Fibonacci numbers. Lucas numbers. Matrices.
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1 Introducao

A sequéncia de Fibonacci é uma das mais célebres da matematica. Desde que Leonardo
de Pisa, também conhecido como Leonardo Fibonacci, a introduziu por meio do famoso
problema dos coelhos no livro Liber Abaci [4], em 1202, ela tem atraido a atencao de
matematicos e pesquisadores ao longo dos séculos. Atualmente, essa sequéncia continua
a desempenhar um papel crucial na pesquisa mateméatica, com aplicacoes em diversas
areas. A importancia continua desse tema é evidenciada pela existéncia da revista The
Fibonacci Quarterly, dedicada, desde 1963, exclusivamente ao estudo dessa sequéncia e
de sua matematica associada.

A sequéncia de Fibonacci é dada como segue:

1,1,2,3,5,8,13,21, . ..

cada termo também é chamado de nimero de Fibonacci. O n-ésimo termo da sequéncia
é denotado por F;,. Podemos obter qualquer termo da sequéncia somando os dois termos
imediatamente anteriores: F,, o = F,, + Fj,11, n € N.

Supondo que a lei de recorréncia continua valida, podemos expandir a sequéncia para
indices nao-positivos. Podemos reescrever:

Fn:Fn+2_Fn+l-

Assim, dados quaisquer dois nimeros de Fibonacci consecutivos, podemos encontrar
o numero antecedente. Veja:

Fy=Fy,—F =0;

F,=F —F=1;

Fo=F—F,=—1;
Foa=F —F,=2
F,=F,—F,=-3;
Fs=F,—F, =5
Fe=F,—F5=-8

. —F,, sen par

E possivel notar empiricamente que, dado n natural, F_, = " p , ou
E,, se n impar

seja, F_,, = (—=1)""1F,. Comprovaremos este fato na Segdao 4.1 do Capitulo 4. Fica

estabelecida a sequéncia (F},) para todo n € Z.

13
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Entretanto, apesar da publicagao do problema que originou a sequéncia de Fibonacci
ocorrer no inicio do século XIII, a sequéncia sé ficou conhecida com esse nome no século
XIX, gracas aos estudos e publicacdes do matemético francés Edouard Lucas [5]. Lucas
prop0s sua propria sequéncia, com a mesma lei de recorréncia, porém comecando com 1
e 3. A sequéncia de Lucas é dada como segue:

1,3,4,7,11,18,29,47, . ..

cada termo também é chamado de nimero de Lucas. O n-ésimo termo da sequéncia é
denotado por L,. Podemos obter qualquer termo da sequéncia somando os dois termos
imediatamente anteriores: L,,o = L, + Ly, n € N.

Supondo que a lei de recorréncia continua valida, também podemos expandir a sequén-
cia de Lucas para indices nao-positivos, da mesma forma como fizemos para Fibonacci.

Podemos reescrever:
L, = Ln+2 - Ln—‘rl'

Assim, dados quaisquer dois nimeros de Lucas consecutivos, podemos encontrar o
numero antecedente. Veja:

Lo=1ILy—L; =2
L,=IL—Lo=—1;
Lo=Ly—L_ =3
La=L,—L o=—4;
La=Lo—L 3=T
Ls=Ls—L 4=—11;
Le=L_4—L 5=18

Observando o padrao anterior, é possivel notar empiricamente que, dado n natural,

L_, = Ln: Se T bat , ouseja, L_, = (—1)"L,. Comprovaremos este fato na Secao
—L,, sen impar
4.2 do Capitulo 4. Fica estabelecida a sequéncia (L,) para todo n € Z.

Entre as varias sequéncias que surgem ao modificar os termos iniciais da sequéncia de
Fibonacci, a sequéncia de Lucas destaca-se como a mais proeminente. Uma razao para isso
¢é a simplicidade de sua féormula de Binet em comparagao com a dos niimeros de Fibonacci.
As férmulas de Binet, alids, sdo consideradas um dos resultados mais significativos e
versateis desse tipo de sequéncias de recorréncia, pois estabelecem uma ligacao entre seus
termos inteiros e poténcias do nimero de ouro, ¢ = 1+2‘/5, e seu conjugado, ¢ = 1_2*/5,
ambos nimeros irracionais. Para o n-ésimo nimero de Fibonacci a formula de Binet é
dada por F, = f:f e para o n-ésimo numero de Lucas é dada por L,, = ¢™ + ¢5. Nesta
dissertacao, demonstraremos as féormulas de Binet de varias maneiras diferentes.

As ferramentas que utilizaremos para a anélise dessas sequéncias e de suas propriedades
serao as (Q-matrizes de Fibonacci e Lucas, a M-matriz de Fibonacci e a P-matriz auxiliar.

Em 1960, em sua dissertacao de mestrado [6], Charles King introduziu a matriz Qp =

11

1 0|
(-matriz de Fibonacci, e a partir dessa publicacao sua utilizacao se popularizou entre
os estudiosos da area. Diversos artigos foram publicados no The Fibonacci Quarterly,

De fato, Basin e Hoggatt [5] fazem referéncia a essa fonte como a origem da
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escritos por Hoggatt, seus alunos e outros colaboradores, com o método da matriz. Nesta
F, n+1 F, n

, para n € 7, e buscaremos muitos
Fn Fn—l

dissertacao, mostraremos que Q% = [

outros resultados a partir disso.
Mais recentemente, em 2010, no artigo [7], Koken e Bozkurt apresentam a matriz

1 . . -
QL = 3 como a (Q-matriz de Lucas. E demonstram por inducao que, para n € N,
1 2

vale
n Fn+1 Fn ,
52 , se n é par
n Fn Fn—l
QL = ’
n—1 Ln+1 Ln ;.
2 , Sen elmpar
Ln Ln—l

nos faremos uma adaptagao dessa demonstragdo e ampliaremos seu resultado para todo
n € 2.

O uso dessas matrizes possibilita a aplicacao de métodos de algebra linear para o estudo
das sequéncias, oferecendo uma abordagem distinta para analisar suas identidades e re-
lagoes intrinsecas. Demonstraremos utilizando algebra matricial, com n € Z, identidades
amplamente conhecidas, como a Identidade de Cassini F, 1 F,_ 1 — F? = (—1)", sua equi-
valente para Lucas L, 1L, 1 —L? = —5(—1)", relagdes intrinsecas como L,, = F,,_;+F,.1
e L1+ L,—1 = bF,, também propriedades percebidas por nds, em [1], tais como

Ln-‘rl Ln _ 3 1 . Fn Fn—l _ Q . n—1
Ln Ln—l B 12 Fn—l Fn—2 B Eo
e outras.

A algebra linear também nos propiciara analisar o polindmio caracteristico de Qp,

Por(x) = 2 —x—1, obter seus autovalores, sendo eles ¢ = 1+—2‘/5 e Py = 1_2‘/5, e autovetores
1 1

associados, sendo eles respectivamente v = « [1], com a € R* e vg = (3 l 1 ], com
¢ 2

£ € R*. E, utilizando propriedades conhecidas da algebra linear, poderemos relacionar os
autovalores e autovetores de ()r com autovalores e autovetores de ()% para obter

¢n+;_$2n+1 ¢¢? _f :

n __ — Q2 — Q2

QF = P"—g1 R I
P—d2 o—d2

propiciando uma demonstracao alternativa da férmula de Binet para nimeros de Fibo-
nacci.

Outra demonstracao da féormula de Binet sera possivel relacionando os autovalores
de QF com os autovalores de (%, F"HF";JFF"‘/E e F"HF";_F”‘/E, obtidos a partir do
polinémio caracteristico de Q%, pon (7) = 2 — (Fp+ Fo)r+ FoF oy — F2

A mesma andlise podera ser feita com o polindmio caracteristico de Qr, pg,(z) =
22 — 5z +5, para obter seus autovalores, sendo eles p = /5¢ e vy = —/5, € autovetores

. . 1 1
associados, sendo eles respectivamente wy, = « [1 ,coma€R* ewy =011 ],comf e
é ¢
R*. E, pelas mesmas propriedades utilizadas para relacionar os autovalores e autovetores



Introducgao 16

de Qr com os de ()%, relacionaremos os de ()7, com os de ()} para obter

¢—¢2 ¢—¢2

P tl—gnt! -
5%
n __

(bn_qsg, ¢n71_¢;_1 9 se n pal"
Q= o3 b3 7
5%71 ¢n+1 + ¢£L+l ¢n 4 ¢72z )
, sen impar

O+ o gy

propiciando uma demonstragao alternativa da férmula de Binet para nimeros de Fibonacci
e de Lucas.
Outra demonstracao da formula de Binet, para nimeros de Fibonacci e de Lucas, sera
possivel relacionando os autovalores de ); com os autovalores de Q7. Se n par, temos
ue o polinémio caracteristico de Q% é pon (x) = x2 =52 L,x+5"(—1)", e seus autovalores
que 0 p 7 € pgr n ,

5”‘/5. Se n impar, temos que o polinémio caracteristico de Q)] é
Fn\/§+Ln e 55 Fn\/;?—Ln.

sao 52
pon(r) = 2% — 5" F,x — 5"(—1)", ¢ scus autovalores sio 52
Uma exposicao mais detalhada dessas ideias, bem como as novas demonstracoes da
férmula de Binet por meio da matriz @1, descritas acima, pode ser encontrada em [2].
1 ;] . Koshy [9] refere-se
a essa matriz como estreitamente relacionada a Q. Nesta dissertagao, mostraremos que
M — Fon1 Fap
F. 2n F: 2n+1
A algebra linear também nos propiciarda analisar o polinémio caracteristico de M,
pu(z) = 2% — 3z + 1, obter seus autovalores, sendo eles ¢? = 3+—2‘/5 e ¢3 = 3V5 o

2
1 1

) e R ety =

925] com « ety = f3 l%

£ € R*. Como feito anteriormente, relacionaremos os autovalores e autovetores de M
com os de M™ para obter

Em 1983, no artigo [8], Sam Moore estudou a matriz M =

] , para n € Z, e partiremos desse fato para obter outros resultados.

autovetores associados, respectivamente t; = « [ ], com

2n—1 2n—1
g2l —g3" e

Mn - d)Q(j;L__(Z%n ¢2nﬁi<é¢)2§n+ 1 3
p—p2 d—p2

propiciando uma demonstracao alternativa da férmula de Binet para nimeros de Fibo-
nacci.

2 —1
onde exploram as propriedades geométricas envolvendo os vetores de Fibonacci, u =

J& em 1963, no artigo [10], Hoggatt e Ruggles introduziram a matriz P = ll : ],

F, L . .
[ ;fl}, e os de Lucas, o = [ EH]. Nesta dissertagao, mostraremos que, para n € 7Z,
n n

- n—1

s 7 Y
52 P, sen éimpar

531, 5
Pn { 2 se n e par

estabeleceremos uma conexao com as (Q-matrizes e demonstraremos outros resultados.
Por fim, demonstraremos relacoe e propriedades classicas de divisibilidade envolvendo
os numeros de Fibonacci e de Lucas utilizando congruéncia de matrizes e as (-matrizes.
O objetivo deste trabalho é estudar as relacoes entre os nimeros de Fibonacci e de
Lucas, assim como as propriedades de divisibilidade associadas a essas sequéncias, utili-
zando as matrizes Qp, Qr, M e P. No primeiro capitulo, apresentaremos os fundamentos
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das matrizes 2 x 2 e o conceito de congruéncia de matrizes. Para a redacao deste capi-
tulo, foram consultadas as seguintes referéncias: [11], [12], [13], [14] e [15]. No segundo
capitulo, introduziremos nog¢oes elementares sobre os niimeros de Fibonacci e de Lucas,
com mencao a figuras histéricas como Leonardo Fibonacci, Edouard Lucas, Jacques Phi-
lippe Marie Binet e Giovanni Domenico Cassini. Para a redacao deste capitulo, foram
consultadas as seguintes referéncias: [4], [5], [16], [17], [18], [19], [20], [21], [22], [23], [24],
[25], [26], [27]. No terceiro capitulo, estudaremos as matrizes Qr e @, determinando
suas n-ésimas poténcias inteiras, polinémios caracteristicos, autovalores e autovetores, e
demonstrando as férmulas de Binet dos niimeros de Fibonacci e de Lucas por métodos ma-
triciais de diversas maneiras que nao foram encontradas na literatura. Resultados obtidos
com a (Q;, neste trabalho, possivelmente sdo inéditos, uma vez que essa matriz é recente
e nao encontramos publicagdes sobre ela além das dos autores originais em [7]. Para a
redacgao deste capitulo, foram consultadas as seguintes referéncias: [6] e [7]. No quarto
capitulo, estudaremos as matrizes M e P, determinando suas n-ésimas poténcias inteiras,
polinémios caracteristicos, autovalores e autovetores, e demonstrando a formula de Binet
para numeros de Fibonacci por métodos matriciais, contetido este que nao foi encontrado
na literatura. Para a redacao deste capitulo, foram consultadas as seguintes referéncias:
[8], [9], [10] e [28]. No quinto capitulo, demonstraremos propriedades de divisibilidade
envolvendo os nimeros de Fibonacci e de Lucas usando as matrizes Qp e Q.



2 Matrizes Quadradas de Ordem 2

Neste capitulo, abordaremos as matrizes 2 x 2, um tema que pode parecer, a primeira
vista, bastante simples. No entanto, acreditamos que uma explicagao cuidadosa destes
pré-requisitos sera essencial para o entendimento da abordagem que traremos para o
estudo dos nimeros de Lucas e de Fibonacci nos capitulos seguintes.

2.1 Matrizes 2 x 2

Uma matriz quadrada de ordem 2 com entradas reais é basicamente uma tabela de
nimeros reais com duas linhas e duas colunas, denotada por

[an a12]

az ag|’

onde a1, a2, asy, az € R. De modo geral, se pode definir uma matriz com entradas reais
tipo m x n (lé-se m por n) como uma tabela retangular de niimeros reais, com m linhas
e n colunas. No caso em que m = n, a matriz é dita quadrada de ordem n. Em nosso
estudo, focaremos no caso em que m = n = 2, pois apenas este tipo de matriz nos sera util
neste trabalho, mas, o leitor interessado em se aprofundar no estudo de matrizes gerais,

pode consultar a obra didatica [11]. O conjunto de todas as matrizes quadradas de ordem
2 com entradas reais serd denotado neste texto como M, (R).

Dada A = [le 3121 € M5(R), definimos como diagonal principal da matriz A, o
21 Q22

conjunto dos elementos a;; tais que ¢ = j. Definimos, também, a diagonal secundaria de
A, como o conjunto dos elementos a;; tais que ¢ +j = n+1 = 3. No caso em que estamos
discutindo, com n = 2, isto equivale a dizer que a diagonal secundéria de A consiste dos
elementos que nao pertencem a diagonal principal.

Diagonal secundéria Diagonal principal

Definimos como trago de A, denotado por tr(A), a soma dos elementos da diagonal
principal, isto é, tr(A) = a1 + ag.
an 6112] [bll b12

Dizemos que duas matrizes
g1 G22 b1 b2

€ M,(R) sao iguais quando a;; = b;;

para quaisquer 7, j € {1,2}.

18
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Considerando o corpo R, podemos definir o produto de um escalar real por uma matriz

como
3 [an Gw] _ lﬂan 56112]

Q21 Q22 Bagr Bag

onde f € Re lan iz o M, (R). Também, podemos definir duas operagoes internas em

Q21 Q22
a11 G12] [bn b12
)

a1 Qga| |bar bao € M(R), definimos

M, (R): adigao e produto entre matrizes. Dadas l

[all 012] n [511 512] _ lall +b11 a2 +b12]

Qo1 Q22 ba1  bao agy + ba1  ag + b

a1 G12| |bin bia| _ fanbin + aiebar a1ibia + a1zb
a1 age| |ba1 by a21b11 + ag2bo1  ag1b12 + a2boz|
Aqui podemos observar, com facilidade, que o produto entre matrizes nao é comuta-
1

. 1 2 1 .
tivo. Por exemplo, se A = [3 4] e B= [1 O]’ entao

Aopo 2l L [rre2-n 1rg2-0] _[3 01
T3 4|1 0] T [3-144-1 3-144-0] |7 3

Boa [t Y[ttt 1241-4] _[4 6
“1 0|73 4] T [1-140-3 1-240-4| |1 2|’

dessa forma, A- B # B - A. Obviamente existem excecoes, mas, de forma geral, nao
podemos afirmar que o produto comuta.

Existe um elemento neutro multiplicativo com relacdo ao produto de matrizes em
M,(R), chamado matriz identidade, a saber,

10
=l )

isto significa que A-1 = I-A = A, para qualquer matriz A € My(R). Em relagao a
adicao, o elemento neutro é chamado de matriz nula, a saber,

00
o=l 3]
o que significa que A+ O = O + A = A, para qualquer matriz A € M,(R).

2.2 A estrutura de M;(R)

Com a adigao entre matrizes e o produto por escalar, o conjunto Ms(R) forma um
espaco vetorial sobre o corpo R, ou seja, valem as propriedades:

1. A+ B=B+ A, VA, B e My(R)
2. A+ (B+C)=(A+B)+C, VA B,C € MyR)
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310 € My(R) | A+ 0 = A, VA e My(R)

VA€ My(R), 3 — A e MyR) | A+ (—=A) =0
a(BA) = (af)A, VA€ My(R) eVa,B €R

(a+ p)A=aA+ A, VAe My(R)eVa,5 R
a(A+ B)=aA+aB, VA Be My(R) eVaeR
1A= A, VA€ My(R)

Considerando as 4 primeiras propriedades apresentadas anteriormente, podemos afir-
mar que o conjunto M(R) é um grupo abeliano com relagdo a operagao aditiva. Além
disso, complementando com o produto entre matrizes apresentado, temos que (Mz(R), +, -)
¢ um anel, nao comutativo, com unidade. Isso ocorre porque também valem:

(a) A-(B-C)=(A-B)-C, VA, B,C € My(R)
(b) (A+B) - C=A-C+B-C, YA, B,C € My(R)
() A-(B+C)=A-B+A-C, YA, B,C € My(R)
(d) 3 € My(R) | A-T=1-A=A, YA€ M(R)

Um ponto interessante a ser observado sobre o conjunto Ms(R) é que, com as operagoes
usuais apresentadas, ele nao possui estrutura de corpo. Além da nao comutatividade em
relagao ao produto de matrizes, existem mais dois impeditivos:

o Ne o s w

(i) M3(R) possui divisores de zero. Isto significa dizer que é possivel encontrar duas
matrizes ndo-nulas A, B € My(R) tais que seu produto resulte na matriz nula, isto
¢, A-B=0,com A# 0O e B#O.

Por exemplo, considere A = [8 ﬂ e B = B (1)1, obviamente nenhuma delas é

nula. Todavia, perceba que

_fo1] [r 1] _fo-1+1-0 0-141-0] _[o 0] _
A'B_lo 11'[0 0]_[0-1“-0 o.1+1-01_l0 0]_0'

(ii) Nem toda matriz de Ms(R) é inversivel com relagdo ao produto de matrizes.
Dizemos que uma matriz A € My(R) é inversivel, quando existe outra matriz em
My (R), denotada por A7, tal que A- A~' = A='. A= 1. As matrizes A e A™! sdo
ditas inversas uma da outra.

. . -, , . 11
Vejamos um exemplo de matriz que nao é inversivel. Considere A = 11l Para

que A seja inversivel, teria que existir uma outra matriz em M,(R), digamos A~! =

[CCL Z}, tal que A- A~! = I. Porém, nesse caso, note que

11_ab_a—|—cb+d_10:>a+c:1 . b+d=0

1 1| |e¢ d| |la+c b+d| |0 1 a+c=0 b+d=1
Como os sistemas nao possuem solugao, segue que a inversa de A nao existe, isto €,
A nao é inversivel.
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O leitor interessado em conhecer mais sobre topicos em estruturas algébricas como
grupos, anéis e corpos, pode conferir o livro [12]. Seguindo o nosso contetido, existe uma
forma pratica para verificar se uma matriz 2 x 2 é inversivel, e, em caso afirmativo, calcular
rapidamente a matriz inversa, como veremos na se¢ao a seguir.

2.3 Matrizes inversiveis e determinantes

a . . .
Vamos supor que A = [c ] seja inversivel. Determinemos os valores de z,y,z e ¢

d

Ty

na matriz inversa A~! = [z t}' Sabemos que

R

[az—i—bz ay—l—bt] _ ll 0] ‘ 2.1)

sendo assim, temos
cr+dz cy+dt 0 1
Da equagao (2.1), segue o sistema

: (2.2)

ar +bz =1
cx+dz=0

o qual, multiplicando a primeira equacado por ¢ e a segunda por a, é equivalente a

acx + bez = ¢
acx + adz =0

Subtraindo as equagoes, chegamos em (ad — bc)z = —c. Existe solu¢ao tnica deste
sistema se, e somente se, ad — bc # 0. Assim,

—C

Z:ad—bc'

Substituindo o valor de z na segunda equacao do sistema (2.2) e isolando o z, temos

B d
" ad —be’

T

Da equagao (2.1), também segue o sistema

{ay—i—bt—O (2.3)

cy+dt =1
o qual, multiplicando a primeira equacao por ¢ e a segunda por a, € equivalente a

acy +bet =0
acy + adt = a
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Subtraindo as equagoes, chegamos em (ad — bc)t = a. Como ja estamos supondo
ad — be # 0, ocorre

f_ @
"~ ad —be’
Substituindo o valor de ¢ na primeira equagao do sistema (2.3) e isolando y, temos
b
Y= 0d —be
Desse modo,
d —b
Al = |ad —bc ad—bc| — 1 d _b‘
—¢ a ad —bc |—c a

ad —bc ad— bc

Com a deducao anterior, acabamos de estabelecer o seguinte teorema:

b
Teorema 2.1. Uma matriz A = [Z d ¢ inversivel se, e somente se, ad —bc # 0. Nesse

1 _
caso, calcula-se a inversa fazendo A~! = d b )
ad —bc |—c a

. |d -b|, . . . .
A matriz [ a ] ¢é chamada de matriz adjunta. Denotamos a matriz adjunta de A

como adj(A).

O numero real ad — be, que figura no Teorema 2.1, é chamado de determinante da
matriz A. Para uma matriz quadrada de ordem qualquer, uma bela e acessivel discussao
sobre a existéncia e a forma do determinante pode ser conferida em [13]. Mas, observe
que, no caso das matrizes em M(R), ele é o produto dos elementos da diagonal principal
da matriz menos o produto dos elementos da diagonal secundaria. Dada A € My(R),
denotamos o determinante de A como det(A). No caso em que a matriz estd na forma
explicita, entre colchetes, para denotar o determinante trocamos os colchetes por barras,
como segue:

a b a b
A—L d] — det(A) = . d’—ad—bc.
Segue, portanto, que uma matriz A = Z é inversivel se, e somente se, det(A) # 0.
1 _
Em caso afirmativo, A=! = det(4) [_dc Cﬂ‘

11 . . ,
No caso da matriz [1 10 apresentada anteriormente, temos que seu determinante é
igual a zero, o que confirma o que discutimos sobre ela nao ser inversivel. Agora, a matriz

11 , . , N . .
[1 g| possui como determinante o ntiimero —1, o que nos indica que ela é inversivel e

. . 110 -1 0 1 -
possui como inversa a matriz 11 1| h -l Como confirmagao, note que

11] fo 1] _[t-0+1-1 1-141-(=1] _[1 0
[1 0]'[1 —1]_l1-0+1-1 1-1+0-(—1)1_[0 1]
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O 1| |1 1 | 0-141-1 0-1+1-0 | 10
1 =1} |1 0] |1-14(-1)-1 1-14(=1)-0f |0 1}|°
Uma série de propriedades sobre determinantes pode ser demonstrada. O leitor pode

encontrar uma lista interessante delas no apéndice do livro [14]. Provaremos aqui, para
matrizes quadradas de ordem 2, algumas propriedades no teorema seguinte.

Teorema 2.2. Dadas A, B € My(R) e § € R:
(a) det(A - B) = det(A) det(B);
(b) det(BA) = 5 det(A);

(c) Se A for inversivel, det(A™') =

det(A)

. : [ by b
Demonstracao. Considere A = iz p | D12)
|21 Q22 ba1 oo

a1 a1z [bir bia _|aiibin + aigbar  a11bi2 + a12beo
A-B= . = )
ba1 a2 ag1bi1 + agabar  azibiz + azaba

Entao,

det(A - B) = (a11b11 + a12b21)(a21b12 + ag2ba2) — (a11b12 + a12b22)(ag1b11 + az2bs)
= apbrrasibis + 11011020092 + a12b21091b19 + reborazaboy
— A13broazibi; — a11b12a22b21 — 12092021011 — ayabagaszbag
= 11022011022 — A11G22b12091 — 12021011022 + A12G21b12091
= (a11a22 - a12a21)(bnbz2 - 512621)

= det(A) det(B).

(b)
det(BA) = BaiiBass — Bas fary = (*(ar1a9: — ania12) = 7 det(A).

e usando o item (b),

1 _
(c) Como A~ = [ 422 a12]7 considerando =

" det(4) |—an  an det(A)
obtemos
—1y 1 2 Q22  —ai12 . 1 ’
det(A™) = (det(A)) det ([—aﬂ an ]) = (det(A)) (a11a22 — ai2as)
1 1
= @y W = qeay

Outra maneira mais simples de demonstrar o item (c) ¢ usando o item (a), pois
sabendo que A - A~! = I, temos

1

1 =det(I) = det(A)det(A™) = det(A™!) = det(A)"
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O item (a) do Teorema 2.2 pode ser estendido, por indugdo, para n matrizes em M(R).
Para finalizar essa secao, discutiremos sobre a inversa do produto de matrizes inversi-
veis.

Teorema 2.3. Dadas A, B € My(R) inversiveis, entao o produto A-B também o é. Além
disso, (A-B)"'=B1. A1

Demonstracao. Note que
(A-B)-(B"AY=A-(B-BYHY A'=A4.T-A'=4-A"1=1
ainda
(B'-AY. (A-By=B"'- (A1 A).-B=B'1-B=B"'B=1
Logo, A - B é inversivel e, como a matriz inversa é tnica, (A- B)™t = B71. A™t O

O Teorema 2.3 pode ser estendido, por induc¢do, para um produto com n matrizes
inversiveis.

2.4 Potenciacao e semelhanca de matrizes

Ao se multiplicar uma matriz por ela mesma, é comum utilizar a notagdo de po-
tenciacdo da seguinte forma: A% = I, A' = A e A" = A" . A, onde A é uma ma-
triz ndo-nula qualquer em Ms(R). Se A for inversivel, também podemos estabelecer
AT = (AH" = (A")~!, onde n € N.

Dizemos que duas matrizes A, B € M(R) sdo semelhantes, se existir uma matriz
S € My(R) inversivel, tal que A = S - B-S™'. Nomearemos a matriz S de matriz de
similaridade entre A e B.

Outra observagao util que podemos fazer é que se duas matrizes A e B sao semelhantes,
e uma delas for inversivel, a outra também serd. Suponha que A = S-B-S™! e que existe
B~!. Sendo assim, existe a matriz oriunda do produto S-B~!.S~! €, como (S-B-S71)~1
(SH=t.p7t. 871 = 5. B 1. 57! segue que A~ = (§-B-S7)7l = 5. B71. S existe.

Envolvendo potenciagao e semelhan(;a de matrizes, estabelecemos o seguinte resultado:
se A é semelhante a B, entdo A" é semelhante a B"™, para todo n inteiro. Adicionalmente,
a matriz de similaridade entre A e B é a mesma entre A" e B".

Teorema 2.4. Considere A, B,S € My(R), onde S € inversivel. Se A =S -B-S7

entdo A" = S - B" - S™t, para todo n inteiro.

Demonstragio. Para n = 0, o resultado é trivial. Provaremos usando inducao finita para
n inteiro positivo.

(i) Paran =1 e n = 2, o resultado é verdadeiro, pois temos que A =S - B-S~! (por
hipétese) e também

A=S-B-S' = A.-A=S-B-S'. 4
= A’= S B - 51 (s B-S™
= A*=S5-B-(S'-S)-B-S™*
:>A2:S-BQ-51.
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(ii) Suponha que o resultado é vélido para n = k, com k > 2, isto é, A¥ =S . B¥. -1,

(iii) Provemos para n = k + 1. Partindo da hip6tese de indugao (ii), temos:
AP =5.B". 57" = A" A=85.-B".57". A
— Al =g.BF.571.(S.B.-S7h
— Al =g.p~".(§71.9).B- S5
— Ak-‘rl =9. Bk+1 . S_l.

Por (i), (ii) e (iii), segue o resultado para n positivo. Para n inteiro negativo, basta
notar que n = —m, onde m € N. Nesse caso, sabemos, pela inducao anterior, que
A™ =S .B™. S ! e entdo,

AN — AT™ — (Am)—l — (S . Bm™. S—l)—l — (S_1>_1 .B~™. S—l —S.B". S_l,
isto é,
A"=S.B". S
O

O proéximo resultado refere-se ao determinante de uma n-ésima poténcia de uma ma-
triz.

Teorema 2.5. Dada A € Ms(R) ndo-nula, com det(A) # 0 e n € Z, entao det(A") =
(det(A))™.
Demonstragio. Para n = 0, veja que, pela hipdtese, det(A%) = det(I) =1 = (det(A))°.

Provaremos via indugao finita para n inteiro positivo.

(i) Paran =1, det(A') = det(A) = (det(A)).
(i) Assumimos que o resultado seja verdadeiro paran = k, com k > 1. Isto é, det(A*) =
(det(A))*.
(iii) Mostremos que é verdadeiro para n = k + 1. De fato, det(A**!) = det(A* - A).
Pelo Teorema 2.2,

det(A" - A) = det(A*) det(A) = (det(A))*(det(A)) = (det(A))"*.

Por (i), (ii) e (iii), provamos o resultado para n positivo.

Se n for negativo, entdo n = —m com m € N. Da indugdo anterior sabemos que
det(A™) = (det(A))™. Assim,
1 1

— Jot (A7) = (det(A))m = (det(A))™™ = (det(A))".

det(A™) = det(A™™) = det((A™)™)

[]

Para finalizar a se¢ao provaremos que matrizes semelhantes possuem o mesmo deter-
minante.

Teorema 2.6. Dados A, B € My(R) semelhantes, entao det(A) = det(B).
Demonstragio. Basta observar que A =S-B-S™1 com S € My(R). Assim,

det(A) = det(S - B-S™') = det(9) det(B)

1
det(S) = det(B).
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2.5 Polinémio e equacao caracteristica

Dada A € My(R), o polindmio na varidvel x resultante da operacao det(A — zI) é
chamado de polindémio caracteristico da matriz A, denotado neste texto por pa(x). Por
sua vez, a equagao det(A — xI) = 0 recebe o nome de equagdo caracteristica de A. As
raizes da equacao caracteristica sao chamadas de autovalores da matriz em questao.

. ai; a2
Considerando A = , observe que
21 A22

pute =i (o] =g 1)) -

= (au - iU)(CL22 - $) — Q12021 = Q11022 — Q11T — G22X + z? — 12021
= 2” — (a11 + a22)T + a11as — a2a = z° — tr(A)z + det(A),

ail — T Q12
21 Ago — T

isto é, o polindmio caracteristico de A é dado por
pa(r) = 2% — tr(A)z + det(A).

Assim, a respectiva equagio caracteristica é 2 — tr(A)z + det(A) = 0.

Um dos resultados mais importantes referentes a equagoes caracteristicas de matrizes é
um teorema produzido pelos mateméaticos A. Cayley (inglés) e W. R. Hamilton (irlandés)
no século 19 [5]. Para entender o teorema, antes precisamos explicar o que significa dizer
que uma matriz verifica uma equagdo. Focando em equagoes do segundo grau (pois sdo
as que aparecerdo no contexto em que estamos), dada uma equagio az® + bx + ¢ = 0,
com a,b,c € R e a # 0, dizemos que uma matriz A € M(R) verifica tal equa¢do quando

aA? + bA + cl = [0 0

0 0] . Uma vez estabelecido isto, segue o resultado comentado.

Teorema 2.7 (Cayley-Hamilton). Toda matriz de My(R) verifica a sua propria equagdo
caracteristica.

a1x a2

Demonstracio. Dada A = [ ], temos pa(z) = 22 — (a1 + a)T + a11a20 — 12091 .

a21  A22
Sendo assim,

pa(A) = A? — (a1 + an)A + (a11a22 — ar2a91)1

air G2 aip a2 a1 Q19 1 0
= : — (a11 + a) + (a11a22 — a12a21) 0 1
Q21 Q22 Q21 Q22 Q21 Q22

2 2
| afy taea21  a11012 + a12a92 ajy + a11az2  a11012 + a12092
= 2 - 2
a11G21 + G21G22 Q21012 + A% 11021 + G22G21 Q11022 + A5

+ a11G22 — A12G21 0
0 a11G22 — A12G21

| Q12G21 — Q11022 0 a11022 — (12021 0
0 ag1a12 — A11022 0 a11022 — A1202]

:[g g].

Portanto, A € My(R) verifica a sua prépria equagio caracteristica. ]
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Agora demonstraremos um resultado que garante que matrizes semelhantes possuem
polinémios caracteristicos iguais.

Teorema 2.8. Se A, B € My(R) sio semelhantes, entao pa(x) = pp(x).

Demonstragio. Temos que A = S - B+ S~ para alguma matriz S inversivel em My(R).
Assim,

A—xI=S-B-S'—2] = S (A—z)=B-S' -5 (x)
= St (A-2l)-S=B-S"(xI)-S.

Porém, note que S~ - (zI)-S = xI, ou seja,
St (A—xl)-S=B-—zal.
Desse modo,

pa(e) = det(B — o) = det(S™" - (A a1) - §)
1
= T det(A — zI) det(S) = det(A — zI) = pa(x).

]

Observe que o Teorema 2.8 adicionalmente garante que os autovalores de matrizes
semelhantes também sdo os mesmos.

2.6 Diagonalizacao

Dizemos que uma matriz A € My(R) é diagonalizavel quando ela é semelhante a
uma matriz diagonal D € My(R). Nesta se¢do, provaremos que toda matriz A € My(R)
que possua dois autovalores distintos é diagonalizdvel. Encontraremos, também, uma
forma explicita para a matriz de similaridade. Para isso, introduziremos o conceito de
autovetores.

Considere A € M5(R) e A um autovalor de A. Um autovetor de A associado a A é uma

) a
matriz coluna, v = [

b

] , onde a e b ndao sao simultaneamente nulos, tal que A - v = \v.

O produto Av é definido como \v = BZ
aiia + ayob
a21a + agb|’

. ayp a2
] . Por sua vez, considerando A = l ,

Q21 A22

A-védeﬁnidocomoA-v:[

Lema 2.9. Sejam v e w autovetores de uma matriz A, associados d A1 e Ay, respectiva-
mente. Se v = aw, entdo A\ = \o.

Demonstrag¢io. Como A-v=XMve A -w=\hw,
MY =A- (aw) = a(A-w) = a(lw) = A (aw) = \v.

Assim,
)\1’0 = )\Q’U - ()\1 — )\2)’0 =0.

Uma vez que v nao possui todas as entradas nulas, segue que A\ = As. O
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Lema 2.10. Sejam v = [ﬂ ew = [wl
2

vy wi|
Wa

vetores nao-nulos. A matriz P =
V2 W2
{’0 'w] tem determinante nulo se, e somente se, v e w sao multiplos escalares.

Demonstragcao. Suponha v e w sao multiplos escalares, tal que v = aw, a € R*, sem
perda de generalidade. Entao

p— U1 wi1| _ |[Qwp w1
Vg  Wo awy Wy’

det(P) = (cw;)wy — wy(aws) = a(wiwy — wiwy) = 0.

Por outro lado, suponha que det(P) = 0. Isso implica que vjwy — wyvy = 0.
O caso em que w; e wy sao ambos nao-nulos, temos
U1 U2
L =2 =y,
wn W2
para algum o € R*. Assim, v; = aw; e v9 = aws, 0 que implica v = aw.

Agora, consideremos o caso em que ou w; € nulo ou we é nulo. Vamos assumir wy = 0
sem perda de generalidade, temos w; # 0 (pois w nao é nulo). E de vyws — wyvgy = 0,
segue

W1V = 0,

. . 0
como wy # 0, temos v, = 0. Isso implica que v = aw, com a = — € R*.

wy
Portanto v e w sdo multiplos escalares se, e somente se, det(P) = 0. O
Lema 2.11. Sejam v = UL e w = |“Y vetores. Considere as matrizes A = |“11 12
v2 W2 Ay Qg9
e P= U1 ’w1] _ {'v w}, entdo A - P = [A"v A'w}.
V2 W2
Demonstracao.

A.p= M1 Guizf U1 Wi ANt apglz Gnw o Wy
a1 A2 A21V1 + A2V A21W1 + A22W3

Por outro lado,

A.op— [@11 a12] ) lvll _ [@1101 +a12@2]

Qo1 Q22 () A21V1 + G220

A a1 are wy| _ |G11W1 + a12W2
. w - . p— .
(21 Q22 wa A21W1 + G2W2
Portanto,A-P:{A-'v A-w}. m
Agora, temos as ferramentas para provar o seguinte resultado:
Teorema 2.12. Seja A € My(R) com 2 autovalores distintos, Ay # Ao, com autovetores

U1 w1 . . \ ~ .
v = L} ] ew = [w , respectivamente associados a Ay e \o. Entdo as matrizes P =
2 2

[vl wl]:[v w} eD:[)\1 0] sdo tais que D = P71 A P.

Vo Wo 0 )\2
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Demonstragcdo. Usando o Lema 2.11, como A-v = \jv e A-w = Aw, segue que
A-P=A. {v w} = {A-v A~w} = [)\1'0 )\Qw}

. )\11}1 )\le |1 w1 /\1 0 o
- |)\1U2 )\21112] - [Ug ’LUQ] [0 )\2‘| =P-D.

Pelo Lema 2.9, v e w nao sao multiplos. Pela contrapositiva do Lema 2.10, a matriz

U2 W2
Segue,

V1 W1 . ~ ~ . s . .
[ ] tem determinante nao-nulo. Entao, pelo Teorema 2.1, a matriz P ¢é inversivel.

A-P=P-D — P 1. A.P=P'.P.D— D=P ' . A.-P

]

O Teorema 2.12 nos diz que se uma matriz 2 x 2 possuir 2 autovalores distintos, entao
ela serd diagonalizavel, uma vez que serd semelhante a matriz diagonal, cuja a diagonal
principal é formada pelos autovalores em questao. Nesse caso, a matriz de similaridade
P, cujas colunas sao os autovetores, é chamada de matriz diagonalizadora.

A seguir apresentamos outros resultados que nos serao tteis ao longo do texto.

Teorema 2.13. Dado um autovalor \ de uma matriz A, se v for um autovetor associado
a N\, entao av também serd.

Demonstracao. Por hipétese, Av = Av. Assim:
A(awv) = a(Av) = a(Av) = M aw),

ou seja, av também é autovetor associado a . O]
. _ [a 0]" a” 0
Teorema 2.14. Dados a e b nao-nulos e n € Z, entao o b =lo wl

Demonstracao. Para n = 0, temos

R

Provaremos via indugao finita para n inteiro positivo.

R

(ii) Assumimos que o resultado seja verdadeiro para n =k, com k > 1, isto é,

=l a)

(i) Paran =1,
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(iii) Provaremos para n =k + 1. De fato,
aOkHiaOk.aOliak 0 'a()iak-a 0
0 b S |00b 0 bl |0 o |0 b | O bF-b|”

a 0 kH_ a¥tt 0
0 b 0 bt

Por inducao, o resultado vale para n positivo. Para n negativo, temos que n = —m,

onde m € N. Note que
a 0] 1[p o] [t
0 bl  ab 0 a 10 ’

BT (ERE

Como m é positivo, pela indugao anterior,
[a Or _ [(i)m 0 ] _ [am 0 ] _ [a" 0]
- 1\ — -m| = n| -
0 b 0 (5) 0 b 0 b
O]

Teorema 2.15. Os autovalores de uma matriz A", com n € {0,1,2,---}, sao da forma
A", onde A sdo autovalores de A. Caso A seja inversivel, o resultado vale para n € Z.

ou seja

= O

Assim:

[@nR=RI=
= O
| S

3

Demonstragdo. Seja v um autovetor de A associado a A. Assim, Av = A\v. Verifiquemos
que A"w = \Nv paran € Z. Sen =0, A% = Jv = v = lv = \». Para n inteiro
positivo, usemos indugao.

(i) Para n = 1, por hipdtese Av = \v, ou seja, Alv = M.

(ii) Suponha que a propriedade seja verdadeira para n = k, com k > 1, isto é, Afv =
New,

(iii) Provaremos que a propriedade é verdadeira para n = k + 1. De fato,

Ay = A (Av) = A (W) = A(AM),
pela hipétese de indugao (ii):
Ay = X(\v) = AN)v = Mo,

Por (i), (ii) e (iii), por indugao, estabelecemos a propriedade para n inteiro positivo e
A qualquer.

Caso A seja inversivel, podemos estudar o que ocorre com n inteiro negativo. Primei-
ramente note que % ¢ autovalor de A~!, pois:

Av=) v = A1 Av=A""(w)
— v=\A"v)

1
— A lv= 1Y
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Agora, sendo n inteiro negativo, n = —m, onde m € N. Entao:
A" = A"y = (A1),

pela indugao anterior:

O

H&a muitos conceitos interessantes sobre matrizes quadradas que poderiamos explorar
no caso especifico de matrizes 2 x 2. No entanto, nosso objetivo neste momento é apenas
fornecer os pré-requisitos necessarios para conectar a teoria matricial com as sucessoes
de Lucas e de Fibonacci. Convidamos o leitor mais curioso, que deseja aprofundar seus
conhecimentos sobre matrizes, a consultar as obras [11] e [13], por exemplo.

Na proxima secao, definiremos o conceito de congruéncia entre matrizes. Ressaltamos
que a literatura especifica sobre congruéncias matriciais é escassa e buscamos estabelecer
uma base solida para fazer uso no Capitulo 6.

2.7 Congruéncia de matrizes

Dadas duas matrizes A, B € My(Z), com entradas a;; e b;; respectivamente, e m € Z,
dizemos que a matriz A é congruente a matriz B médulo m se a;; = b;; (mod m), para
i,7 € {1,2}. Denotamos A = B (mod m).

A congruéncia modular no conjunto M,(R) é uma extensao natural da congruéncia
entre inteiros, revisada sucintamente no Apéndice A, seguindo a mesma logica, porém
operando de entrada a entrada. Assim, a relaggio A = B (mod m) impoe que cada
componente a;; seja congruente a b;;, o que permite transpor as propriedades aritméticas
escalares para a algebra matricial.

A congruéncia matricial A = B (mod m) fornece uma maneira sucinta de expressar
as 4 congruéncias a;; = b;; (mod m) para ¢,j € {1,2}.

Proposigao 2.16. A congruéncia modulo m € Z, com m > 2, define uma relagio de
equivaléncia em My (Z).

Demonstragio. Sejam A, B,C € My(Z), com entradas a;;, b;; € ¢;; respectivamente, m €
Zem?>2 Se A= DB (mod m)e B=C (mod m), entao

ap — by = pim, (2.4)
aiz — b1z = pam, (2.5)
ag — by = p3m, (2.6)
gy — bag = pym, (2.7)
bi1 — c11 = psm, (2.8)
biz — c12 = pem, (2.9)
by1 — Co1 = prm, (2.10)
bay — Coo = pgm, (2.11)

onde pq, pa, P3, P4, Ps, Pe; P7, P8 € L.
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(i) Reflexividade: De fato,

an —an =0, (2.12)
a2 — ag = 0, (2.13)
91 — Q91 = O, (214)
Q99 — 99 = 0. (215)
Portanto, das equagoes (2.12), (2.13), (2.14) e (2.15),
A=A (modm).
(ii) Simetria: Da equagao (2.4)
—(CLH — bll) = —pm = b11 — a1 = —pim, —p1 € 7. (216)
Da equagao (2.5)
—(a12 = biz) = —pam = bz — a1z = —pam, —pz € Z. (2.17)
Da equacao (2.6)
—(az1 — ba1) = —psm = by — ag1 = —psm, —p; € Z. (2.18)
Da equagao (2.7)
—(agy — bap) = —pam == byy — agz = —pam, —ps € Z. (2.19)

Portanto, das equagoes (2.16), (2.17), (2.18) e (2.19),

B=A (modm).

(iii) Transitividade: Somando as equagoes (2.4) e (2.8),
air — by + b — i1 = pim +psm = an — e = (p1+ps)m, p1+ps € Z,

ou seja
aj; = c¢p; (mod m). (2.20)

Somando as equagoes (2.5) e (2.9),
a1z — big + b1z — 12 = pom + psm = a1z — c12 = (P2 + ps)M, P2+ ps € Z,

ou seja,
ajs = c¢12 (mod m). (2.21)

Somando as equagoes (2.6) e (2.10),
g1 — bay + by — ¢ = pam + prm = amn — ¢ = (p3 +pr)m, ps +pr € Z,

ou seja,
as; = ¢ (mod m). (2.22)
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Somando as equagoes (2.7) e (2.11)
a2 — bag + bag — 20 = pym + psm = age — Co2 = (s + ps)m, ps+ps € Z,

ou seja,
Az = Coo  (mod m). (2.23)

Portanto, das equagoes (2.20), (2.21), (2.22) e (2.23),

A=C (mod m).

Conclui-se que a congruéncia médulo m define uma relagao de equivaléncia em My (Z).
[

Propriedade 2.17. Sejam A, B,C, D € M,(Z), com entradas a;;, b;j, ¢;; e d;; respecti-
vamente, m, k,x,y € Z, comm >2en € N. Se A= B (mod m), C =D (mod m) e
r =y (mod m), entdo

A+C =B+ D (mod m);
k

(b) kA = kB (mod m);
(¢c) A-C=B-D (mod m);
(d) A" = B™ (mod m).

Demonstracao. Da hipétese,

ap — by = pim, (2.24)
aiz — bia = pam, (2.25)
ag — by = psm, (2.26)
gy — bag = pym, (2.27)
c11 — di1 = psm, (2.28)
c12 — di2 = pem, (2:29)
Co1 — dg1 = prm, (2.30)
Cog — dag = psm, (2.31)

onde P1, D2, P3, D4, Ps5, D6, P71, P8 € L.
(a) De fato,

ajy + c11 — (biy +di1) ae + ci2 — (b2 + di2)
A+C —-(B+ D)=
* (B+D) [am + o1 — (b1 +da1) a2z + c20 — (baa + do2)
_ [an — by +ci1—din alg—bia+cia — d12]

a1 — boy + o1 —dor @ — bag + oo — dao
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Substituindo as entradas da matriz A+ C' — (B + D) de acordo com as equagoes
(2.24), (2.25), (2.26), (2.27), (2.28), (2.29), (2.30) e (2.31)

A+C—(B+D)= pim +psm - pam + pem
D3+ P pam + pgm

(p1+ps)m  (p2 + ps)m

N [(PS +pr)m (pa +p8)m] '

Reescrevendo (p1 + ps) = pi, (p2 + ps) = Db, (p3 +p7) = v, (pa+ps) =) € Z,
temos

/ /
A+C—(B+D)= lp}m p?m] .
psm pym

Assimm | (A+C—(B+ D)), m| (A+C—(B+ D))z, m| (A+C—(B+D))xn
em|(A+C—(B+D))gn, onde (A+C — (B + D)),; indica a entrada posicionada
i-6sima linha e j-ésima coluna da matriz A+C — (B+ D). Portanto, A+C = B+ D
(mod m).

Considere a diferenca entre as matrizes kA e kB. Pela definicio de produto por
escalar, temos:

kA — kB — lkall — kb kayp — k’bu] B [k(au —by1) k(ajs — bm)] '

kasy — kbay  kagy — kbay N k(a21 - 521) k‘(am - 522)

Substituindo as entradas de acordo com as equagoes (2.24), (2.25), (2.26) e (2.27):

_ |k(pim) k(pam)| _ |(kp1)m  (kp2)m
WA= kB = [k(pgm) k(p4m)] N [(kpg)m (/{;p4)m1 '

Como kpy, kps, kps, kpy € Z, cada entrada da matriz resultante ¢ um multiplo de
m. Assim, m | (kA —kB),;;, onde (kA — kB);; indica a entrada posicionada i-ésima
linha e j-ésima coluna da matriz kA — kB, o que prova que kA = kB (mod m).

De fato,

21C11 + G22C21  A21C12 + G29C22 bardy1 + baaday  baidia + baadag

_|a11€c11 + @12C01 — biidi1 — biadar  ar1ci2 + aiacee — biidia — biadas
a21C11 + A22C21 — bardiy — baadar  agicia + aacaa — bardia — baadas

A-C—B.-D= [ancn + 221 A11Ci2 + a12022] _ [bndn + biadar  buidiz + b12d22]

Somando e subtraindo ai1di; e ajado; na entrada localizada na primeira linha e
primeira coluna da matriz A-C — B - D, temos

(A-C —B- D)1y =an(cin —din) + ara(car — dar) + dii(arn — biy) + dor(ar2 — bia).

Substituindo ¢17 — di1, a11 — b1y, 21 — do1 € a;a — bis de acordo com as equagoes
(2.24), (2.25), (2.28) e (2.30),

(A-C —B- D)1y = an(psm) + di1(prm) + ar2(prm) + day (pam)
= m(anps + dipr + a1apr + doaipa).
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Reescrevendo (a11ps + di1p1 + a12pr +doipe) = py € Z, temos (A-C — B- D)1 = mp)
eassimm | (A-C — B - D).

Somando e subtraindo ai1dis e aj2doy na entrada localizada na primeira linha e
segunda coluna da matriz A-C — B - D, temos

(A-C —B-D)1a = an(c12 — dia) + a1a(co2 — daz) + diz2(ays — by1) + daa(aiz — bia).

Substituindo c19 — dq2, 99 — dog, a;1 — b1y € a2 — bis de acordo com as equagdes
(2.24), (2.25), (2.29) e (2.31),
(A-C — B - D)1y = an(psm) + aiz2(psm) + di2(p1m) + daa(pam)
= m(anps + ai2ps + dizp1) + dazp2).
Reescrevendo (a11pg + a12ps + diap1) + doopa) = ph € Z, temos (AC' — BD)1o = mp),
cassimm | (A-C — B - D).

Somando e subtraindo as;di; e assds; na entrada localizada na segunda linha e
primeira coluna da matriz A-C — B - D, temos

(A-C — B - D)y = asn(c11 — di1) + aga(car — dar) + dii(agr — bar) + dar(aga — baa).

Substituindo ¢17 — di1, c21 — da1, a1 — ba1 € ass — bay de acordo com as equagoes
(2.26), (2.27), (2.28) e (2.30),
(A-C — B - D)y = as(psm) + aze(prm) + di1(psm) + do1 (pam)
= m(anps + azpr + di1ps + daips).
Reescrevendo (ag1ps + agepr +di1ps +daips) = pi € Z, temos (A-C — B- D)y = mpl
eassimm | (A-C — B- D).

Somando e subtraindo agidis € agedss na entrada localizada na segunda linha e
segunda coluna da matriz A-C — B - D, temos

(A-C — B- D)y = as(c12 — dia) + aga(co2 — daz) + diz(ag — bay) + dag(ags — baa).

Substituindo Cig2 — dm, Co9 — dgg, ao1 — b21 € 99 — bgg de acordo com as equagées
(2.26), (2.27), (2.29) e (2.31),
(A-C — B+ D)ag = as1(pgm) + asa(psm) + di2(psm) + daz(psm)
= m(agps + ag2ps + di2ps + daaps).
Reescrevendo (agpg + ageps + diaps + doops) = ply € Z, temos (A-C'— B- D)y = mp)
eassimm | (A-C — B - D).
Portanto, A-C = B - D (mod m).

(d) Provaremos via indugdo finita para n € N.

(i) Paran =1 en =2, o resultado é verdadeiro, pois temos que A = B (mod m)
(por hipédtese) e também, pelo item (b),
A=B (modm) = A-A=B-B (modm)
— A’=DB% (mod m).
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(ii) Suponha que o resultado é vélido para n = k, com k > 2, isto é, A¥ = B*
(mod m).

(iii) Provemos para n = k + 1. Partindo da hipétese de inducao (ii) e do item (b),
temos:

AF =B (modm) = A*-A=B"-B (modm)
— A = B*1 (mod m).
Por (i), (ii) e (iii), segue o resultado para n € N.
Temos:
det(A) = ar1a22 — aizag
det(B) = b11b22 — blgbgl.

Uma vez que A = B (mod m), temos a;; = by (mod m), ass = bye (mod m),
a2 = b (mod m) e az; = by (mod m). Pela Propriedade A.8, itens (¢) e (d):

a11092 = bllbgg (mod m)

—a1aa91 = —biabyy  (mod m).
Pela Propriedade A.8(a), obtemos:

a11G93 — Q12021 = b11bog — b1obey  (mod m) = det(A) = det(B) (mod m).

Da hipotese
xr—y=qm, q€ 7. (2.32)

De fato,
2A—yB = rapy xaiz| ybir ybio
Taz1 Ta22 ybar  ybao

_ zay — ybi waiz — ybio
xag — ybay xage — ybaa|

Somando e subtraindo ya;; na entrada localizada na primeira linha e primeira coluna
da matriz vA — yB, temos

(xA —yB)11 = zay — ya + yai; — ybu
=an(z —y) + y(ai; — b11).

Substituindo ai; — by; e © —y de acordo com as equagdes (2.24) e (2.32) respectiva-
mente,

(xA —yB)11 = a11(gm) + y(p1m)

2.33
= (anq+yp1)m, ang+yp: € Z. ( )

Assim m | (A — yB)11.
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Somando e subtraindo ya;s na entrada localizada na primeira linha e segunda coluna
da matriz vA — yB, temos
(xA —yB)12 = xa12 — Yaiz + yaia — ybia
= arz(z — y) + y(ar2 — bia).

Substituindo a2 — bys € © — y de acordo com as equagoes (2.25) e (2.32) respectiva-
mente,

(A — yB)12 = arz(gm) + y(pam)
= (a12q + ypa)m, ai2q + yps € Z.

Assim m | (xA — yB)ia.
Somando e subtraindo yas; na entrada localizada na segunda linha e primeira coluna
da matriz vA — yB, temos
(xA —yB)a = xa — yaz + yaz — ybx
= a1 (x —y) + y(ag — ba).

Substituindo ag; — be; e © — y de acordo com as equagoes (2.26) e (2.32) respectiva-
mente,

(A — yB)a1 = aai(gm) + y(psm)
= (@219 + yp3)m, aq+yps € Z.

Assim m | (zA — yB)a.

Somando e subtraindo yass na entrada localizada na segunda linha e segunda coluna
da matriz vA — yB, temos

(xA — yB)ag = Tags — Yasa + Yass — ybao
= ag(r — y) + y(az — bae).

Substituindo age — bes €  — y de acordo com as equagoes (2.27) e (2.32) respectiva-
mente,

(A — yB)a = axn(qm) + y(psm)
= (a2q + ypa)m, axnq+ yps € Z.

Assim m | (A — yB)aa.
Portanto, xA = yB (mod m).
[l

As propriedades enumeradas anteriormente consolidam a viabilidade de operar com
matrizes sob a relagdo de congruéncia, garantindo que as operacoes fundamentais de
adicao, multiplicagao por escalar e produto de matrizes preservem a estrutura modular.

Na analise de divisibilidade, frequentemente busca-se simplificar a configuracao de
uma matriz para isolar termos de interesse. A propriedade a seguir apresenta a matriz
adjunta como uma ferramenta estratégica para esse fim, permitindo que qualquer matriz
A € My(Z) seja relacionada a uma forma diagonal médulo m.
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Propriedade 2.18. Considere A € My(Z) e m € Z com m > 2. Entao é verdade que
A-adj(A) = det(A)I (mod m).

a1; Aa12

Demonstraciao. Denote A =
a1 a2

1 . Dessa forma,

—ag1 411

adj(A) = l 122 _‘“2] .

Entao,

Q21 Q22 —Q21 Q11

A-adj(A) = [a“ “12] . l@? —alzl

_ |@11G22 — Q12021 A11012 — A11G12
A21022 — G21022 Q11G22 — Q12021

—( B ) 1 0
= (A11Q22 — Q12021 01

= det(A)I.
Da igualdade de matrizes
A-adj(A) =det(A)I (mod m).
O

A importancia da Propriedade 2.18 reside no fato de que a matriz adjunta atua como
um mecanismo de simplifica¢do, permitindo que qualquer matriz A € Ms(Z) seja reduzida
a uma forma diagonal médulo m. Ao demonstrar que o produto, A - adj(A), resulta em
uma matriz onde a diagonal secundaria é nula e a diagonal principal é composta pelo
determinante, estabelecemos a base necessaria para determinar a matriz inversa modular.

Dizemos que uma matriz A € My(Z) é a inversa de A € My(Z) médulo m se a relagao
de congruéncia A- A= A-A=1 (mod m) for satisfeita.

Assim, a propriedade seguinte utiliza essa estrutura para mostrar que, sob a condigao
de que o determinante de A seja inversivel em Z,,, a matriz adjunta de A pode ser esca-
lonada pelo inverso modular do determinante de A, denotaremos det(A), para finalmente
obter a identidade modular 1.

Propriedade 2.19. Seja A € My(Z), m € Z com m > 2 e mdc(det(A), m) = 1. Entao A
é inversivel modulo m se, e somente se, o determinante de A é inversivel em 7Z,,. Ainda,

temos que A = det(A) adj(A) (mod m).
Demonstracio. Suponha que A é inversivel em Z,,. Entdo existe A € Z,, tal que:
A-A=1T1 (modm).
Tomando os determinantes:
det(A) det(A) = det(I) (mod m) = det(A)det(A) =1 (mod m).

Logo, det(A) possui inverso em Z,,, ainda det(A) = det(A).
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Agora, suponha que det(A) é inversivel em Z,,. Tomando o produto da Propriedade
2.18 e det(A),

det(A) A-adj(A) = det(A) det(A)l (mod m).
Como mdc(det(A),m) = 1, temos

A -det(A)adj(A) =1 (mod m).
Logo, A possui inversa em Z,,, ainda A = det(A) adj(A). ]

Buscaremos, a seguir, estender o resultado apresentado na Propriedade 2.17(d), véalido
para expoentes inteiros positivos, para o caso geral em que o expoente é um inteiro
qualquer. O seguinte resultado nos sera ttil.

Propriedade 2.20. Considere A, B € M,(Z) inversiveis com entradas a;; e b;; respecti-
vamente e m € Z. Se A= B (mod m), entdo A~! = B™! (mod m).

Demonstragio. Pela Propriedade 2.17(e), temos
det(A) = det(B) (mod m). (2.34)

Como A = B (mod m), temos

ap = b11 (mod m), (235)
e
as = bys  (mod m). (2.36)
Pela Propriedade A.8 (b), temos
—a13 = —by2  (mod m), (2.37)
e7
—ag = —by;  (mod m). (2.38)
Pelas equagoes (2.35), (2.36), (2.37) e (2.38), obtemos
adj(A) = adj(B) (mod m). (2.39)
Pela Propriedade 2.17(f), multiplicando as equagoes (2.34) e (2.39), obtemos
det(A)adj(A) = det(B)adj(B) (mod m),
ou seja,

AP =B (mod m).

Agora sim, estamos prontos para o resultado seguinte:

Propriedade 2.21. Considere A, B € My(Z) inversiveis e m,n € Z. Se A= B (mod m),
entdo A" = B" (mod m).
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Demonstragio. O caso n € Z" ja foi estabelecido na Propriedade 2.17 2.17(d).
Resta analisar o caso em que n < 0. Seja n = —k, com k € Z*. Como A = B
(mod m) e A, B sdo inversiveis, segue pela Propriedade 2.20 que

A'=B"" (mod m).
Aplicando novamente a Propriedade 2.17(d) ao caso positivo k, obtemos
(A™H = (B™H*  (mod m),

ou seja,
A" = B" (mod m).

Portanto, a propriedade é vélida para todo n € Z. O

Essa sequéncia logica transforma uma propriedade algébrica estrutural em uma ferra-
menta para o estudo de propriedades de divisibilidade matricial.

H4 muitos conceitos interessantes sobre congruéncia de matrizes, no entanto, as obras
que abordam os conceitos com rigor matematico ainda sao escassas. Convidamos o leitor
mais curioso, que deseja aprofundar seus conhecimentos, a consultar a obra [15].



3 Numeros de Fibonacci e de Lucas

Este capitulo serda dedicado a introdugao dos conceitos elementares sobre os niimeros
de Fibonacci e os niimeros de Lucas. Para isso, apresentaremos algumas figuras histoéricas
que desempenharam papéis importantes na construgao desses conceitos, como o proprio
Fibonacci, seu divulgador Edouard Lucas e os mateméticos Jacques Binet e Giovanni
Cassini. Além de estabelecer as definigoes basicas via sequéncias de recorréncia, estudare-
mos as formulas de Binet e um pouco da intima relagao entre as sequéncias de Fibonacci
e de Lucas com o nimero de ouro e seu conjugado. Terminaremos o capitulo demons-
trando algumas identidades interessantes, preparando o caminho para analises envolvendo
matrizes que iniciaremos no capitulo seguinte.

3.1 Leonardo Fibonacci

Leonardo Fibonacci foi um matemético do século XIII. Nasceu em Pisa, Italia, e por
isso também era conhecido como Leonardo Pisano, ou Leonardo de Pisa. Era filho de um
rico mercador e encarregado de negdcios nas cidades de Veneza, Génova e Pisa. Viveu
parte de sua juventude no norte da Africa, onde aprendeu o idioma e a cultura rabe,
viajou pelo Mediterraneo durante grande parte de sua vida, conhecendo a Grécia, a Siria, o
Egito, a Sicilia, Constantinopla e o sul da Franca, aprendendo a matematica e os sistemas
numéricos locais.

Em 1202, publicou, por volta dos 30 anos de idade, sua obra Liber Abaci [4], cujo prin-
cipal feito foi introduzir os niimeros indo-arabicos na Europa. Os algarismos divulgados
no livro prevalecem até os dias atuais sobre os algarismos romanos utilizados na época.

Seu legado consiste em quatro livros: Liber Abaci [4], escrito em 1202, mas que somente
se preservou na edi¢do ampliada e revisada de 1228; Practica Geometriae [16], escrito em
1220, um compéndio com aplicagoes da algebra a solucao de problemas de geometria e
trigonometria; Flos [17], escrito em 1225, onde soluciona desafios matematicos escritos
por Joao de Parma; Liber Quadratorum [18], escrito também em 1225, sobre equagoes
diofantinas, em homenagem ao imperador Frederico II Hohenstaufen (1194-1250).

Entretanto, apesar das iniimeras contribui¢oes matematicas, Fibonacci é especialmente
lembrado pela sequéncia de Fibonacci, que ficou assim conhecida, no século XIX, gracas
a0 matematico francés Edouard Lucas [5]. A sequéncia de Fibonacci surgiu para auxiliar
a resolucao de um problema sobre o crescimento de uma suposta populagao de coelhos
em Liber Abaci. Tal problema é como segue:

“Um homem coloca um casal de coelhos em um cercado a fim de que estes se repro-
duzam. Determine quantos casais de coelhos existirao neste cercado ao final de um ano
sabendo que a natureza destes coelhos é tal que a cada més cada casal produz um novo
casal que se torna produtivo do segundo més em diante”.
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Para resolucao do problema ficticio proposto por Fibonacci, suponha que os coelhos
nao morram no periodo em questao. Denote por n o nimero do més, A um casal apto a
reproducao, A, o numero de casais aptos a reproducao em n, B um casal inapto para a
reproducao, B, o numero de casais inaptos a reproducao em n e T, o total de casais de
coelhos em n. A seguinte tabela exibe os casais de coelhos no avancar dos primeiros 5
meses:

n Casais A, | B, | T,
1 A 1 0 1
2 AB 1 1 2
3 ABA 2 1 3
4 ABAAB 3 2 |5
5 ABAABABA 5 318
6 | ABAABABAABAAB | 8 5 |13

Tabela 3.1: Primeiros meses de casais de coelhos no problema de Fibonacci.

Note que A, 1, na Tabela 3.1, é a soma de A, e B,, que também é igual ao total de
casais de coelhos no n-ésimo més 7,,. E B, 1, na mesma tabela, é igual a A,, o niimero
de coelhos aptos a reprodugao do més anterior. Logo, podemos expandir a tabela para
solucionar o problema proposto por Fibonacci:

n| A, | B, | T,
1 1 0 1
2 1 1 2
3 2 1 3
4 3 2 5
5 5 3 8
6 8 5 13
7 13 8 21
8 | 21 13 | 34
9 | 34 | 21 | 55
10 | 55 | 34 | 89
11| 89 | 55 | 144
12 | 144 | 89 | 233
13 | 233 | 144 | 377

Tabela 3.2: Um ano de casais de coelhos no problema de Fibonacci.

Assim, observando a Tabela 3.2, decorrido 1 ano apds o 1° més do problema, havera

377 casais de coelhos.
A sequéncia numérica que representa os nimeros de casais de coelhos aptos a repro-
ducgao a cada més, é conhecida como sequéncia de Fibonacci e é dada como segue:

1,1,2,3,5,8,13,21, ...

cada termo também é chamado de ntimero de Fibonacci. O n-ésimo termo da sequéncia
¢ denotado por F,. Podemos formalmente definir a sucessao (F},):

Definigao 3.1. A sequéncia de Fibonacci (F},) é definida por F; =1, Fy =1 e F,1o =
Fn + Fn+1, n € N.
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3.2 Edouard Lucas

Francois Edouard Anatole Lucas foi um matemético do século XIX. Nasceu em Ami-
ens, Franca. Trabalhou como professor de matematica do ensino médio e foi um mate-
matico bastante ativo, tendo publicado mais de 180 artigos sobre as mais diversas areas
da matematica. Suas maiores contribuigoes ocorreram em Teoria dos Numeros. Estu-
dou extensamente sequéncias de recorréncia, foi o responsavel por batizar a sequéncia
de Fibonacci, e a relacionou diretamente com uma outra sucessao correlata, atualmente
conhecida como sequéncia de Lucas.

Dois artigos de Lucas se destacam para nosso proposito: Recherches Sur Plusieurs
Ouvrages de Léonard de Pise [19], escrito em 1877, um copilado sobre suas varias desco-
bertas sobre a sequéncia de Fibonacci; e Théorie des Fonctions Numériques Simplement
Périodiques [20], escrito em 1878, texto sobre a teoria geral das sequéncias de recorréncia
de segunda ordem e suas principais propriedades. Também se destaca um livro: Thé-
orie des Nombres, Tome Premier [21], escrito em 1891, onde relatou que observando a
sequéncia de Fibonacci provou uma reciproca do pequeno teorema de Fermat e dela de-
duziu corolarios sobre nimeros primos com trinta digitos, e ainda afirmou que “A teoria
de sequéncias de recorréncia é uma inesgotavel mina que contém todas as propriedades
dos ntimeros” [21]. Com essas pesquisas, foi capaz de estabelecer um nimero primo de 39
digitos, o maior nimero primo por 75 anos e ainda hoje o maior ntimero primo encontrado
sem auxilio computacional [22, 23].

A sequéncia de Fibonacci é definida determinando os dois primeiros termos inteiros
e respeitando a lei de recorréncia. Muitas sequéncias diferentes podem ser determinadas
variandos os dois primeiros termos inteiros e mantendo a lei. Por exemplo, comecando
com 1 e 3, respectivamente, cria-se a sequéncia de Lucas. O n-ésimo termo da sequéncia é
denotado por L, e cada termo desta sequéncia é chamado de nimero de Lucas. Podemos
formalmente definir a sucessao (L,,):

Defini¢ao 3.2. A sequéncia de Lucas (L,) é definida por L1 = 1, Ly = 3 e Lo =
Ln + Ln+1, n € N.

Dada de forma explicita por:
1,3,4,7,11,18,29,47, . ..

Dentre as sequéncias que podem ser obtidas alterando-se os valores iniciais da sequén-
cia de Fibonacci, a sequéncia de Lucas é a mais notavel. Um dos motivos é que a sequéncia
formada pelos nimeros de Lucas possui uma féormula de Binet mais simples que a dos
numeros de Fibonacci. As formulas de Binet estao entre os resultados mais importantes
e versateis sobre os nimeros de Fibonacci e de Lucas, pois relacionam seus termos, que
sao inteiros, com poténcias do nimero de ouro e de seu conjugado, que sao irracionais.

3.3 Jacques Binet

Jacques Philippe Marie Binet foi um matematico, fisico e astronomo do século XIX.
Nasceu em Rennes, Franca. Estudou na Ecole Polytechnique em Paris, onde se tornou
professor, trabalhando ao lado de notérios mateméticos como Joseph Fourier, Joseph-
Louis Lagrange e, seu amigo proximo, Augustine Louis Cauchy. Seus estudos sao de
significante contribuicao para teoria dos ntimeros, algebra linear e mecanica celeste.
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Dentre as muitas publicagoes, traremos destaque ao artigo Mémoire Sur L’Intégration
des Equations Linéaires Auz Différences Finies, D’un Ordre Quelconque & Coefficients
Variables [24], escrito em 1843, quando Binet formalizou e divulgou a férmula que permite
expressar os termos de sequéncias de recorréncia em termos de poténcia de nimeros
irracionais. Apesar da formula ser historicamente atribuida a Binet, os resultados ja eram
conhecidos por Daniel Bernoulli, Leonard Euler e Abraham de Moivre.

Considere ¢ = 1+2‘/5, o irracional conhecido como ntimero de ouro, e ¢9 = 1_2‘/5, como
o seu conjugado. Nao ¢ nosso objetivo neste trabalho explorar a natureza do ntimero de
ouro por si s6, muito embora verificaremos como é grande a sua relagdo com a sucessao
de Fibonacci de véarias formas diferentes. Para o leitor que deseja se aprofundar um
pouco mais sobre o nimero ¢, recomendamos a leitura do livro [25]. Para nosso texto, as
seguintes igualdades serao tteis em muitas demonstragoes mais adiante:

PPy = (1 +2\/5> (1 _2\/g> = 1;5 =1 (3.1)

S
2(1—\/5): 1_\/32_@;

() A
\/g) 1-v5  —1+v5  1+5-2 (3.3)

2 2 N 2
_1+\f
92

—l=¢-1

(5 () -

210+v5)  1+v56
=T T T

¢21:<1—\/3 _1:< 2 ><1+\/3>:2(1+\/5)

2 1-v5)\1+5 1-5
_21+VE)_1+VE_-1-VE_1-vE-2 (35)

-4 =2 2 2
:1_;5—1:@—1;
¢2_<1+\/5>2_1+2\/5+5_6+2\/5

L2 )4 (3.6)
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2 2
¢2+¢g:<1+\/5> +<1—\/5> :1+2\/5+5+1—2\/5+5
2 2 4 4
1+2V5+5+1—-2V5+5 12
- 4 =3 =7
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Segue o Teorema de Binet, em sua versao para (F,,) e (Ly):

Teorema 3.3 (Binet). Para n € N, considerando ¢ = 1+2\/g e g = 1_2*/5,

(a) o n-ésimo nimero de Fibonacci é dado por

g0
¢ — 2
(b) o n-ésimo nimero de Lucas é dado por
Lo= "+ 63

Demonstragcao. Vamos provar o teorema por indugao.

(a) (i) Paran =1en =2, o resultado ¢ valido, pois

O =0 _ -0
b—b2 D0

G — g2 L2/EEs _ 1-avEEs  142vEis149vEh A5
2 _ 4 VR 1 -4 _1-p,
¢ — ¢ Vb G Vb

(ii) Assumimos verdadeiro paran =k en =k + 1, com k > 2, ou seja,

Pr — o
F.o=1 "2
T - o

¢k+1 _ ¢§+1
¢ — ¢

(iii) Mostremos que é verdadeiro para n = k + 2. De fato,

Fk+1 =

Fryo = Frp1 + Fy,

B W

6= o
e M
- ¢ — ¢
_ 9o+ " — ooy — 0

¢ — P2

(@ +1) — d5(d2 +1)
¢ — ¢ '
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Pelas equagoes (3.6) e (3.7), temos:

_ ¢'¢* — dhe3

Flyo =

¢ — @2
B G2 ght?
¢ — ¢a

Por (i), (ii) e (iii) provamos a igualdade para F,, para todo n € N.

(b) (i) Paran =1en =2, o resultado é valido, uma vez que

1+v5 1—-v6 14+V5+1-+5 2

1 1 _
O+ o= 2 2 2 2

¢2+¢2:1+2¢5+5+1—2¢5+5:g:
2 4 4 4

(ii) Assumimos verdadeiro paran =k en =k + 1, com k > 2, ou seja,

3:L2.

Ly = ¢" + ¢

Ligy = ¢ + g5t
(iii) Mostremos que é verdadeiro para n = k + 2. De fato,
Liyo = L1 + Ly,
= " oy 4 o gy
= 0" 0! + ¢" + ey + o
= "0 +1) + d5(g2 +1).

Pelas equagoes (3.6) e (3.7), temos:

Lipo = "0 + 9505
— 2 g2,

Por (i), (ii) e (iii) provamos a igualdade para L,, para todo n € N.

3.4 Indices nao-positivos

Podemos também expandir as sequéncias de Fibonacci e de Lucas para indices nao
positivos, supondo que a lei de recorréncia continua valida. Para Fibonacci, podemos
reescrever:

Fn:Fn+2_Fn+1-
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Assim, dados quaisquer dois nimeros de Fibonacci consecutivos, podemos encontrar
o numero de Fibonacci antecedente. Veja:

Fo = Fy, — Iy = 0;
Fo=F—F=1:
Fo=Fy—F,=—1:
Fo—=F, —F,=2

sendo estes os valores encontrados para indices nao positivos, respeitando a relagao de
recorréncia original, fica estabelecida a sequéncia (F),) para todo n € Z.
A Tabela 3.3 exibe uma lista de alguns valores de F;, com indices inteiros:

n|..|-6 [0][1]2]3]4
Bl [8] L rjoftf1f2]3]

Tabela 3.3: Ntumeros de Fibonacci F;,, com n € Z.

4
3]

—_

(6] ...
8] ...

-5 -3 -2 0|12 5
) 2 |-1 0|11 S

—_

Observando a tabela, percebe-se empiricamente que, para n € N, F_,, = (=1)"T1F,.
Comprovaremos este fato na Secao 4.1 do Capitulo 4.

Da mesma forma, podemos expandir a sequéncia de Lucas para indices nao positivos,
reescrevendo a lei de recorréncia como

L, = Ln+2 - Ln+1~

Assim, dados quaisquer dois ntimeros de Lucas consecutivos, podemos encontrar o
numero de Lucas antecedente.

Lo=1Ly— L, =2
L,=1IL—Lo=—1;
Lo=ILo—L_,=3;
La=IL_—L o=—4;

sendo estes os valores encontrados para indices nao positivos, respeitando a relagao de
recorréncia original, fica estabelecido L,, para todo n € Z.
Na Tabela 3.4, segue uma lista de alguns valores de L,, com indices inteiros:

n|...|-6 [0[1]2]3]
Ly |...|18 [2[1]3]4]

Tabela 3.4: Ntumeros de Lucas L,, com n € Z.

5[4
11 7

3] -2
413

41516 ...
7

-1
-1 1118 ...

Observando a tabela, percebe-se empiricamente que, para n € N, L_,, = (=1)"L,,.
Comprovaremos este fato na Secao 4.2 do Capitulo 4.



Giovanni Cassini e algumas identidades 48

3.5 Giovanni Cassini e algumas identidades

Giovanni Domenico Cassini foi um astrénomo, engenheiro e matematico do final do
século XVII, nascido em Perinaldo, Italia. Foi professor de Astronomia na Universidade
de Bolonha, Italia, e diretor do Observatorio de Paris.

Dois artigos famosos: Découverte de deux Nouvelles Planétes autour de Saturne [26],
escrito em 1676 e publicado na revista Journal des S¢avans, divulgou a descoberta de
quatro satélites que orbitam Saturno e a faixa escura que separa esses anéis, que é cha-
mada atualmente de divisdo de Cassini, em sua homenagem; e Une Nouvelle Progression
de Nombres [27], escrito em 1733, Cassini investigou as propriedades dos ntimeros de
Fibonacci e derivou varias identidades, incluindo a que atualmente é conhecida como
identidade de Cassini, a qual demonstraremos a seguir.

Propriedade 3.4 (Identidade de Cassini). F, 1 F, 1 — F? = (—1)", n € N.

Demonstragdo. Considerando F,,_1, F, 1 e F,, conforme o Teorema 3.3, temos:

e ¢"+l—¢3“><¢"-1— 31>_<¢"—¢3>2
Frerbn F"‘( 5o 5= 5= s

I e R O SO 9P 20798 + 93"
N (¢ — p2)? (¢ — h2)?
P — g — g g 4 93T — 92T 4 207 — 93T
(¢ — p2)?
=T — g 4 297 g
N (¢ — p2)?
_ —¢" P Phdy " — Pr s o + 2(da)"
(¢ — ¢2)?

(9h2)" (—pd3 ' — &~ o) + 2(Pho)"

(¢ — p2)? '

Pelas equagoes (3.2) e (3.4), temos:
(002)" (—=P(=9) — Ppa(—2)) + 2(Pp2)"

Fn+1Fn—1_F3:

(¢ — ¢2)?
_ (pd2)" (% 4+ B3) + 2(dpp2)"
(¢ — h2)? '

Pelas equagoes (3.8) e (3.9), temos:

3(pP2)" 4 2(Ppp2)"  B(pga)"
5 B

Fo1Foq — F) = = (pp2)".

Pela equagao (3.1), concluimos:

Fop1 By — F2 = (—1)".
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Na demonstracao apresentada na Propriedade 3.4, utilizamos a férmula de Binet para a
sequéncia de Fibonacci. No entanto, do ponto de vista historico, a identidade de Cassini
¢ anterior a formalizacdo da férmula de Binet. De fato, Giovanni Domenico Cassini
estabeleceu sua identidade no século XVII, enquanto a expressao explicita da sequéncia em
termos de poténcias de niimeros irracionais, posteriormente associada a Jacques Philippe
Marie Binet, surgiu apenas no século XIX. Assim, a abordagem aqui adotada é moderna
e nao corresponde ao método originalmente empregado por Cassini.

Com a Identidade de Cassini, podemos demonstrar outras identidades relacionadas.

Propriedade 3.5. (F,,_1 + F,,11)? —4(-1)"=5F? neN.
Demonstracao. Usando a Propriedade 3.4, temos:

(Foo1 + Fn+1)2 —4(-1)" = (F—1 + Fn+1>2 —A(Fp1 Fey — FS)
== F2 -1 -+ 2Fn 1Fn+1 + Fr?-i-l - 4Fn+1Fn71 + 4F,3
=F’ 4+ F —2F,F, 1 +4F;
- n—an—l + Fn+1Fn+1 - 2Fn—1Fn+1 + 4F3
= nfl(anl - Fn+1> + Fn+1(Fn+1 - anl) + 4F73
= n—l(Fn—l - (Fn—l + Fn)) + Fn+1((Fn—1 + Fn) - Fn—l)
+4F?
= n—l(_Fn) + Fn-l—an + 4F§
:Fn(Fn-‘rl _Fn—1>+4F3
= F,F, +4F?
= F2 +4F?
= BFS,
como queriamos demonstrar. O
Propriedade 3.6. L, L, ; — L?> = —5(—=1)", n € N.
Demonstragdo. Considerando L, 1, L,,1 e L, conforme o Teorema 3.3, temos:
Lojilp = L3 = (8" + 05 (0" + 0571) — (¢" + 05)°
= ¢" " 4 M 4+ 9T " + @b T el — (07" + 20705 + 63")
= P+ 9"y ¢ T op T+ 98T — PP — 2070 — 937
— ¢n+1¢721—1 + ¢n—1¢721+1 o 2¢n¢721
= ¢ 9 Ph, ! + " Py — 2(Pa)"
= ¢" o5 (905" + ¢ da) — 2(dha)".
Pelas equagoes (3.2) e (3.4), temos:
Lys1Ln-y — L2 = ¢"¢5(d(—¢) + da(—¢2)) — 2(d¢2)"

:(¢¢2> ( ¢2 ) 2(¢¢2)
= —(092)" (¢ + ¢3) — 2(P¢p2)".

Pela equagao (3.8), temos:
Lny1Ly—1 — LZ = =3(¢¢2)" — 2(¢¢2)" = —5(d2)".
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Pela equacao (3.1), temos:
LpsiLyy — L2 = —5(—1)".
[

A identidade acima é uma versdao da identidade de Cassini para nimeros de Lucas,
e foi demonstrada pelo préprio Edouard Lucas em seu livro Théorie des Nombres, Tome
Premier [21].

Existem intimeras outras identidades envolvendo os niimeros de Fibonacci e os niime-
ros de Lucas, abrangendo relagdes algébricas, propriedades combinatorias e conexdes com
outras sequéncias recorrentes. Para uma coletanea ampla dessas identidades, recomenda-
mos a leitura do Capitulo 10 de [5], no qual o autor apresenta diversos resultados.



4 Explorando as ()-Matrizes

Neste capitulo, exploraremos a () p-matriz de Fibonacci e a (Q-matriz de Lucas, come-
¢ando com suas n-ésimas poténcias naturais. Demonstraremos as expressoes dos niimeros
de Fibonacci e de Lucas para indices negativos exclusivamente por meio de matrizes.
LnJrl Ln

Ln Ln—l
teiro. Além disso, estudaremos o polinomio caracteristico das matrizes Qp, Q%, Qr e QF
para determinar seus autovalores e autovetores, estabelecendo conexoes entre os niimeros
de Fibonacci e de Lucas com o nimero de ouro e seu conjugado. Com esses resultados,
demonstraremos as féormulas de Binet para todo n inteiro de diversas maneiras, utilizando
matrizes.

Analisaremos também como obter a matriz a partir de ()7, para todo n in-

4.1 (@p-matriz de Fibonacci

|11 .
A matriz [1 ()] pode se tornar uma excelente ferramenta para estudar nimeros de

Fibonacci. Isso ocorre pois, ao calcularmos suas poténcias, suas entradas passam a ser
preenchidas por estes numeros. O primeiro a estudar essa matriz foi Charles King [6],
em 1960. King a nomeou ()-matriz de Fibonacci. A escolha da letra () parece ter sido
arbitraria, mas foi amplamente aceita e adotada por algebristas ao redor do mundo. Neste
texto, denotaremos essa matriz por (Jr e a nomearemos de ()p-matriz de Fibonacci, uma
vez que trataremos de uma matriz similar para niimeros de Lucas.

Observe que:

Ql_'11_'F2 21N
S V| B AR 2
622:'21:'113 129
P 1T R R
Q3:32:'F4 ]
FT2 1] 7 B R
C24:53:'175 Fy]
T3 27 |Fy F3)

de forma geral, é possivel estabelecer que, para n inteiro, vale

n o __ Fn+1 Fn
QF_[Fn Fn—l].

51
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Com base neste resultado podemos estabelecer varias identidades envolvendo ntimeros
de Fibonacci, através da manipulacao da matriz Qr. Iniciaremos sua demonstragdo no
lema a seguir e a completaremos no Teorema 4.6.

Lema 4.1. Paran € N, a n-ésima poténcia de Qr é dada por:

n o __ Fn+1 Fn
E Fn Fn—l '
Demonstragdo. Provaremos via indugao finita.

(i) Para n =1, o resultado é valido, pois
QL — 11 B R
F 10 Fy Fyl|’
(ii) Assumimos que o resultado seja verdadeiro para n = k, com k > 1, isto é,

ok = Fry1  Fy
F Fr  Fea|’

(iii) Mostremos que é verdadeiro para n = k + 1. De fato,

k1 k Fry1  Fi 11 Frop+Fy Frn Frio Frp
F :QF'QF: : = = .

F, Fea| (1 0| |Fr+Fer F Frr o Fy

Por (i), (ii) e (iii), provamos o lema. O

O Lema 4.1 nos permite demonstrar, de forma bastante simples, a identidade de
Cassini para n natural, através do calculo de det(Q%). Vejamos:

Propriedade 4.2 (Identidade de Cassini). F,, ;1 F, ; — F2 = (—=1)", n € N.

Demonstrag¢io. Basta observar que det(Q%) = (det(Qr))". Sendo assim, do Lema 4.1:

n

F.yw F,| 11
F, F,, _‘1 0f ’ (4.1)
o que implica
FoiiFuoy — F2 = (=)™
O

4.1.1 Formalizando a expressao dos numeros de Fibonacci com
indices nao-positivos
Para generalizar o resultado fornecido pelo Lema 4.1, calculando Q% para qualquer n

inteiro (e ndo apenas natural), precisamos formalizar a expressdo mateméatica que de forma
empirica observamos na Segao 3.4. Para isso, faremos uma comparacao entre (Q%)! e

(Qp')™
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Lema 4.3. Paran € N, a inversa da n-ésima poténcia de Qp € dada por:

or_ [(C1P L (—1)E,
(QF) :[(_1)”+1Fn (—1)”Fn+1]'

Demonstragio. Pelo Teorema 2.1 e pela identidade de Cassini (Propriedade 4.2), temos:

—1
F, F,
n\—1 __ n+1 n
(QF) - [ F Fnl}
1 [F,_, —-F,
—1 —F, F.

)"
n—1 F
e [ P, FM}
1)n+1Fn
n+1F _l)nF’n_"_1 .

Por outro lado, usando o Teorema 2.1, observe que

Lot 1o -1 0 1
QFlZL 0] :—1l—1 1]:l1 —1]'

Considerando as poténcias de Q' e usando os valores apresentados na Tabela 3.3 da

Secdo 3.4, perceba que
Q:l — 0 1| _|F Foaf,
F 1 -1 F. F,|’

—1\2 __ — -2 .
(QF ) - __1 2 ] _F_2 F_3_ )

—1\3 _ — .
(QF ) I 2 _3_ _F—S F_4_ )

a2 =3]  [Fs F
(QF>__3 5 _F4F5'

De modo geral, o Lema 4.4 estabelece a regra observada acima, via indugao.

Lema 4.4. Para n € N, a n-ésima poténcia de Q' ¢é dada por:
F_ F
—1\n __ n+1 n
(QF ) - [ F—n F_n_1] .
Demonstragcdo. Vamos verificar o lema por indugao.

(i) Para n = 1, o resultado é verdadeiro uma vez que

o foo1 Fy F.
Q' = [1 —1] B lF_Ol F_j '
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(ii) Assumimos que o resultado seja verdadeiro para n =k, com k > 1, isto é,
F F_
—1k _ k+1 k
(QF ) [ F_k F_k_1]
(iii) Mostremos verdadeiro para n = k + 1.

Q&)™ = Q)" - (QF)!
[Foen Fo 101
TP Faal |l -1
_ [P, Fop —Foy
g1 Fop—Foy
[ Fy (Fopa+ Fop) — Fy
Py (FPlpot+ Flpn) = Flgp

[ Fa Fan
Fp1 Flip—o]’
Por (i), (ii) e (iii) provamos a igualdade para n € N. O

A partir da comparacio entre (Q%)"' e (Q7')", para n € N, obtidas pelos Lemas 4.3
e 4.4, seremos capazes de provar com uma abordagem diferente das usuais, no préximo
resultado, que F_, = (—1)"T1F},.

Teorema 4.5. F, = (—1)""'F,, n € N.

Demonstracao. Uma vez que
@) = @)
dos Lemas 4.3 e 4.4

(=1)"Fpy (—1)”+1Fn] (4.2)

F—n+1 F—n
(~1)"E, (1)"Fup [ ]

F—n F—n—l '

Das entradas localizadas na primeira linha e segunda coluna das matrizes da equagao
(4.2), segue que
F,=(-D""E,.

]

Dessa forma, somos motivados a completar a Defini¢ao 3.1, considerando indices nao
positivos, com Fy = 0 e F_, = (=1)""'F,, para n € N. Comprovaremos, a seguir, que
a formula de Binet para os nimeros de Fibonacci continua valendo, mesmo com essa
definicao mais completa, agora englobando indices inteiros nao positivos. De fato,

e Paran=20:
P —¢y 1-1
d—¢s  d—y

e Sen €N, para —n:
e R Y
¢ — 0" _ T (s
¢ — P2 ¢P—d2  O—

_ (_1\n ¢g_¢n _(_ n+1<¢n_¢g): _ 1\n+1 _
(1><¢—¢2> A e e
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4.1.2 Q% para qualquer n inteiro
Agora, podemos generalizar o Lema 4.1 para n inteiro.

Teorema 4.6. Para n € Z, a n-ésima poténcia de Qr ¢ dada por:

n o__ Fn+1 Fn
Fn Fn—l '

no=
Demonstragao. Para n = 0, o resultado é trivial, uma vez que
Q0 — ll 0] _ lﬂ Fo] _ [FO—H Fy ]
F0 1 Fy, F,4 Fo  Fo
O caso em que n é inteiro positivo esta provado no Lema 4.1. Analisemos quando n é

inteiro negativo. Nesse caso, n = —k, onde k € N. Entdo, Q% = Q7" = (Q%)" ¢, pelo
Lema 4.1, segue que

P @b = |

Calculando a inversa usando o Teorema 2.1 e aplicando a identidade de Cassini (Pro-
priedade 4.2), temos

n 1 F.., —F; _ 1 F.1 —F
Qi = Fe1 Froy — F? [_Fk Fk“] - [ ]
1
1

)
(4.3)
_ [P <] [0t A
—Fy Fyn (=1)*'F (1) Feg
Mas, perceba que,
F,=F_=(-1)""F,
Fopr=F o =F gy = (D" E = (-1)F R
e
Foia=F p1=F g41)= (~)*IHE L = (DM E = (1) Fi.
Dessa forma, da equagao (4.3), temos
n o __ Fn+1 Fn
QF B [ Fn Fn—1‘| .
]

Agora, nao existe dificuldade em generalizar a identidade de Cassini para todo n
inteiro, como enunciada a seguir.

Propriedade 4.7 (Identidade de Cassini). F,, . F,, 1 — F? = (—=1)", n € Z.
Demonstragcao. Para n = 0, o resultado ¢é trivial, uma vez que
Fopbo . —F=FRF ,—-F=1-1-0=1=(-1)".

O caso em que n é inteiro positivo estd provado na Propriedade 4.2. Analisemos
quando n ¢é inteiro negativo. Nesse caso, n = —k, onde k € N, basta observar que

det((Q7")*) = (det(Q7"))*. Sendo assim, do Lema 4.4:
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k

Y

O

Fopp Py
1 -1

_‘0 1

o que implica
FoppiFo — F2p = (=1~

Sabendo que (—1)* = (=1)", temos:

Fop1 By — F2 = (—1)".

4.2 (@;-matriz de Lucas

Por sua vez, para estudar a sequéncia de Lucas de forma similar a que fizemos com a

3 1 )
) 2]. A matriz

Q) esté introduzida no artigo [7] e o resultado principal obtido por Koken e Bozkurt nesse
estudo de 2010 foi estabelecer uma forma para ()} para todo n natural. Nesta dissertacao,
além de revisar a demonstragao original por indugao feita em [7], também ampliaremos o
resultado para todo n inteiro.

Nesse sentido, verificaremos que

de Fibonacci, podemos usar a () -matriz de Lucas, definida como @ =

n FnJrl Fn ,
52 , se n é par
Qn . Fn Fn—l
L — )
n—1 Ln—H Ln ;.
o2 , sen éimpar
Ln Ln—l

para todo n inteiro. Iniciaremos este processo com o lema a seguir, que ¢ o mesmo
resultado apresentado em [7], mas com a demonstragao adaptada.

Lema 4.8. Para n € N, a n-ésima poténcia de QQr, € dada por:

n Fn+1 Fn /
52 , sen € par
Qn . Fn anl
7=
n—1 Ln+1 Ln 5 7
,  semn e impar
Ln Ln—l

Demonstracao. Vamos provar o lema por inducao.
(I) Supondo n par:

(i) Para n = 2, o resultado é verdadeiro, pois
F F| 7|1 1] |5 5

9+ 3+2] 13 1] 13 1] _
T 342 144 |1 2 |1 2 L
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(ii) Assumimos que seja verdadeiro para n = k, com k par e k > 2, ou seja,

E_ gk Frir Fy
QL““{FR FM]'

(iii) Mostremos que é verdadeiro para n = k + 2. De fato,

i =0 Q1

_ E Fk+1 5% 2 1
Fk 1 11

k2 2Fk+1+Fk Frp1 + Iy,
2F, + Fy—1 P+ Fp

bf2 Fryz Fryo
Fivo Fria|’

I\J

I
01

I
ot

o que prova a igualdade para n par.
(IT) Supondo n impar:

(i) Para n =1, o lema é véalido, uma vez que

%LQ L1_31_ 1
i P R R

(ii) Assumimos que o resultado seja verdadeiro para n = k, com k impar e k > 1,
isto é,
_ lLk+1 Ly, ]
Ly  Lp_1|

(iii) Mostremos que é verdadeiro para n = k + 2. De fato,

17 =01 Q1
gkt Lk+1 Lk 2 (2 1
R A L“] o L 1]

ket [2L441 4+ Ly Lyyr + Ly
2Lk + Ly—1 L+ L

_ 5% -Lk+3 L2
_Lk+2 Lyt

o que prova a igualdade para n impar.
m

Ampliaremos o resultado do Lema 4.8 para toda poténcia inteira mais adiante no

texto.
Fn+1 Fn ]

O leitor deve ter notado que a n-ésima poténcia da matriz Qr produz [ r r ,
n n—1

. |L L -, . , . . .
mas a matriz [ £+1 I " ] nao é produzida pela n-ésima poténcia de ). Nesse sentido,
n n—1

) L L . -
fica o questionamento: como obter EH I " | a partir de Q7 Iniciemos a nossa
n n—1

exploragao, que também inédita e ndo abordada em [7], mas desenvolvida em [1].
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(i) Primeiramente, considere n impar. Uma vez que Q7 = Q- Q7 ', pelo Lema 4.8,

temos ) ) ) )
n;g Ln+1 Ln . 3 1 574"5 Fn anl
Ln Lnfl N _1 2_ . [Fnl FnQ] ’
ou seja, ) ) ) )
Loyr Ln | _ |3 1| | Fu Fua
L Ln Ln—l_ N _1 2_ Fn—l Fn—2 .
(ii) Agora, considere n par. Como Q7' = Q- Q%, pelo Lema 4.8, temos

}5%/ Ln+2 Ln+1 — 3 1 }5}2&/ Fn+1 Fn
Ln+1 Ln 1 2 Fn anl
LTL+2 Ln+l _ 3 1 . Qn
L,y L, 1 2 F
Lyt Ly _ 31 n—1
[Ln+1 Ln ] — ll 2‘| QF QF-
Multiplicando por Q' pela direita, os dois lados da igualdade anterior, segue
Lyya Lpga| |0 1) 13 1] .0 (1 1] |0 1
Lniow Ly 1 -1} |1 2 F 10 1 -1
Ln+1 Ln+2 - Ln+1 _ 31 . Fn anl . 10
Ly, Lyoi—L, | |1 2 F,1 F, o 01

anH (Ly, + Laz1) —%} B [3 1] _ l F, Fn_ll |

Ln (Ln—1+%) _% N 1 2 Fn—l Fn—2

Loyt Lo _[3 1] [P Fus
Ln Ln—l B I 2 Fn—l Fn—2 '
Por (i) e (ii), acabamos de estabelecer a seguinte propriedade:

Propriedade 4.9.

[Ln+1 Ln ] _ [3 f| ) [ Fn Fn—1‘| _ QL . %—1’ n € N. (44)

ou seja,

Ln Ln—l 12 Fn—l Fn—2

Note que a Propriedade 4.9, a priori, é valida apenas para n natural. Todavia, sera
possivel expandi-la para todo n inteiro mais adiante.

Com base na Propriedade 4.9, podemos facilmente demonstrar, a partir do uso do
determinante, a identidade correspondente a de Cassini para nimeros de Lucas.

Propriedade 4.10. L, L, ; — L?> = —5(—1)", n € N.

Demonstragao. Utilizando a Propriedade 4.9,

L, L, e n _
i = det(QL W 1) = det(QL : QF : QFI)
Ln Lnfl
o 3 1|F,y1 F, [0 1
1 2| F, F,.q|1 —1|°

Pela identidade de Cassini (Propriedade 4.7), temos:
Lyyi1Lny — L2 =5(—1)"(=1) = —=5(=1)".
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4.2.1 Formalizando a expressao dos nimeros de Lucas com in-
dices nao-positivos

Para generalizar o Lema 4.8 para todo n € Z, precisamos provar que L_, = (—1)"L,
e faremos isso de modo similar ao que fizemos para F_, na Secao 4.1.1. Calcularemos,

primeiramente (Q%)~!

Lema 4.11. Para n € N, a inversa da n-ésima poténcia de Q) € dada por:

1 Fn—l _Fn
e sen par
@=L
" N L R se n impar
+1 —Ln Ln+1 ) p

Demonstragio. (i) Pelo Lema 4.8, para n par:

(Qn>—1 _ 5%Fn+1 5%Fn -
L) = 52F, 53F, 4|
ou seja,
Q) 1 5:F,  —52F,
L T 53, 153 F, 1 —53F,53F, | -5 F, 53 F,.

52
B 5n<Fn+1Fn—1 - F2 [ F Fn+1‘|

1 n—1
—5%(Fn+1Fn—1_F2 [ F Fn+1]

A Propriedade 4.7 implica
(QTD?l e

Como n é par:

(ii) Pelo Lema 4.8, para n impar:

n—1 n—1 —1
n\—1 __ 5TLn-i—l 5TLn

ou seja,
1 57 Lyy —5"7T L
ny—1 __ n—1 n
(QL) 5%[1 TL;l Lni 7L;1Ln5anan [—5?[,71 5nT71Ln+1
_ 5nT_1 Ln—l _Ln
B SR_I(Ln—FILn—l - L?L) _Ln Ln+1

_ 1 an—l _Ln‘|
5%(Ln+an—l_L%) _Ln Ln+1 '
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A Propriedade 4.10 implica

= S S i

Como n impar, entao:

525
o 1 Ln—l _Ln
57?1 _Ln Ln+1
Por (i) e (ii), estd demonstrado. O

Por outro lado, note que

L3 1 [2 —1
=)o) =atilh 5]

Com base nisso, podemos estabelecer (Q;)".

12 -1
51-1 3 |°

Lema 4.12. Para n € N, a n-ésima poténcia de Q7' é dada por:

1 F—n+1 F—n
57% s SeE N par
(Q_l)n . F—n F—n—l
I =
1 LfnJrl Lfn .
il , Sen impar
52 L—n L—n—l

Demonstrag¢do. Vamos verificar o lema por indugao.

(I) Para n par:

(i) Para n = 2, o resultado é verdadeiro, pois
10y Fol 111 -1 115 =5
53 |[Fo F3| 5|-1 2| 25|-5 10
b4+l —2-3 112 -1 112 -1 (O
T 25|—2-3 1+9| 5|-1 3] 5|-1 3] ‘L7
(ii) Assumimos que o resultado seja verdadeiro para n = k, com k par e k > 2 isto é,

1 |F. F
-\t _ — k+1 k
(QL ) - 5% [ F—k F—k—1‘| .



() -matriz de Lucas 61

(iii) Mostremos que é verdadeiro para n = k + 2. De fato,

(QL )HQ (QL ) ‘(QZI)Q

1 [Py Fu) 11 -1
_5 Fo F_q| 5|-1 2

N\?v

_ 1 _kaﬂ —F —F 1 +2F,
552 [Pk —Flpr —Flp +2F
_ L[ (P + Fy) = Foy —(F 1+ F ) +2F
552 |(Fopa + Fgpon) = Fopon —(Fapo+ Fopn) +2F 4
_ 1 (Flpy —Foga+ (Fpat Foyy)
552 |[Flp2 —Flpot+ (Fps+ Flgo)
1 [Fyy Fo
5 [Pl Fles)’

Por (i), (ii) e (iii) provamos a igualdade por indugdo mateméatica para n par.
(II) Para n impar:

(i) Para n =1, o resultado é verdadeiro, pois
I | Lo Lo|_ 1|2 -1 _ o
s L, Ly 5|-1 3| ¥E-
(ii) Assumimos que o resultado é verdadeiro para n = k, com k {mpar e k > 1, assim,

1 L_ L_
—1\k __ k+1 k
(@)= 55 [ L_y L—k—l] '

(iii) Mostremos que o resultado é verdadeiro para n = k + 2. De fato,

@Y = (M) - (@)

1 Ly Ly 11 -1
okt | Ly Lp| 5|-1 2
_ 1 (L ogor— Loy —L g1 +2L 4
5% | Lok —Log1 —Lx+2L p
_ L[ (kL) — Loy, ~(L g1 — L_y) +2L 4
55 ((Lopo+ Lopa) —Logr —(Lopot+Log1)+20 4
_ 1 Ly —L g+ (L o+L g )
5% |Lok—2 —Logo+ (Loga+ Ly )
L [l Lo
5%° |Lok—2 L_p-s|

Por (i), (ii) e (iii) provamos a igualdade por indugdo matemética para n impar.
E por (I) e (II) provamos o lema. O

Antes de prosseguirmos com o resultado principal desta secao, que é a confirmagao
da féormula para L_,,, percebida empiricamente na Secao 3.4, trabalharemos em algumas
propriedades, similares e inspiradas na Propriedade 4.9, e que nos serao tteis mais adiante.
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Propriedade 4.13.

Lnfl _Ln _ 3 1 Fn _FnJrl
l—Ln LJ‘L 2]'[—1?%1 Fn+2]’ et

Demonstragio. (i) Primeiramente, considere n impar.
Uma vez que (Q7)~' = Qr - (Q}) ™!, pelo Lema 4.11, temos

ULy —Ln| _ (3 1| L/ Fain-1 —Faay
%1 _Ln Ln+1 I 2 %1 _F(n+1) F(n+1)+1 ’
Lnfl _Ln _ 3 1 . Fn _Fn+1
_Ln Ln—l—l N 1 2 _Fn+1 Fn+2 .

(ii) Agora, considere n par.
Como (Q7 N = Q- (Q})7!, pelo Lema 4.11, temos

1 L(n—l)—l _L(n—l) _ 3 1 . Fn—l _Fn
o —L-1) Lpn-1)+1 12 5 |=F, Fua|’

Ln—2 _Ln—l _ 31 . Fn—l _Fn
_Lnfl Ln B I 2 _Fn Fn+1 '
Multiplicando por —@Q ', pela direita, os dois lados da igualdade anterior, segue

Lys —Lya] [0 =11 _[3 1] [Fon -F] [0 -1
“L,. L, —1 1| |1 2| |=F, Fo.| |-1 1|

[Ln—l _Ln—2 - Ln—1‘| _ |ﬁ’ 1] [ Fn _Fn—l - Fn‘|

ou seja,

assim,

isto é,
_Ln Ln—l + Ln I 2 . _Fn+1 Fn + Fn+1
Loy =L, _[31] [ Fu  —Fuu
_Ln LnJrl B 12 _FnJrl Fn+2 '
Por (i) e (ii), acabamos de estabelecer a propriedade. O

Propriedade 4.14.

L—n+1 L—n _ 3 1 F—n F—n—l
[ Lfn Ln1‘| N [1 21 ' anl Fn21 1 € N

ou seja,

Demonstra¢io. (i) Primeiramente, considere n impar.

Uma vez que (Q;')" = .- (Q;H)" !, pelo Lema 4.12, temos
4 L—n+1 | _ 13 Y U Py For
Lfn 1 L 2] g | Fomrny  Fouyn-a]’

Loy Lo ] 3 1] [F Foo
L—n L—n—l B I 2 F—n—l F—n—2 .

ou seja,
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(ii) Agora, considere n par.
Como (Q71)" ' = Q- (Q;1)", pelo Lema 4.12, temos

1 Lo+ L@y | _[3 1],
S L_(n—1)y L (n—1)—1 1 2

an+1 an
s | Fo, Fo, 4|’

assim,
L—n+2 L—n+1 _ 3 1 . F—n+1 F—n
L—n+1 L—n B I 2 F—n F—n—l .

Multiplicando por @', pela direita, os dois lados da igualdade anterior, segue

Loyio Lopya| (0 1 13 1| |Foppr Fop | (01
Lo Lo |11 =171 2| | Fy Foal |1 —1|

isto é,
L7n+1 L7n+2 - L7n+1 _ 3 1 . an anJrl - an
Lfn L,n+1 - Lfn N 1 2 anfl an - anfl ’
ou seja,
Loy L | |3 1] | Frw Flpa
L—n L—n—l 12 F—n—l F—n—2 .
Por (i) e (ii), acabamos de estabelecer a propriedade. O

Na verdade, podemos deixar estabelecido, conforme [1], que:

Propriedade 4.15.
Ln+1 Ln _ 31 Fn Fn—l _ n—1
[ Ln Ln—l] B [1 2‘| [Fn—l Fn—Q] B QL QF » B E Z
Demonstracao. Para n = 0, o resultado é trivial, uma vez que
3 1) | Fo Foa| (3 1) |0 1] |1 2
1 2| |Fo1 Foo| |1 2 1 -1 |2 -1

_ L0+1 LO
Lo Lo-1|

O caso em que n é inteiro positivo estd provado na Propriedade 4.9. E o caso em que
n = —k, tal que n € N, esta provado na Propriedade 4.14. O

E como consequéncia,
Propriedade 4.16. L, 1L, | — L?> = —5(—1)", n € Z.
Demonstracao. Para n = 0, o resultado é trivial, uma vez que
LiL,—Li=1-(-1)—-2>=-5=—5(-1)".

O caso em que n é inteiro positivo esta provado na Propriedade 4.10. Analisemos
quando n ¢ inteiro negativo. Nesse caso, n = —k, onde k € N, da Propriedade 4.14:
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Fop  F_p
Fo 1 Fpa’

L pyr Loy
Ly L.y,

EE
12

o que implica

Lol g — L%, =06—1)(F F po—F% ).
Pela Identidade de Cassini (Propriedade 4.7), temos

Loyl — L2 =5(-1)"" = —5(-1)".

O
Agora sim, estamos prontos para demonstracao inédita do resultado seguinte:
Teorema 4.17. L_, = (—1)"L,, n € N.
Demonstragio. A Propriedade 4.13 implica
Ln—l _Ln _ —3Fn - Fn+1 _3Fn+1 + Fn+2
_Ln Ln+l B _Fn - 2F1n—&-1 _Fn—I—l + 2Fn+2
_ -2Fn+(Fn—2+Fn—l)_Fn+l _3Fn+1+(Fn+Fn+l)
F/_Fn+1_(n1+7F/) _/+Fn+2+F+%)
_ F+Fnz+% Eii —Fop — n1+F/)+F/
L n—1 FnJrl F + Fn+2
ou seja,
Ln—l _Ln — Fn + Fn—2 —Ln—-1— Fn+1 (4 5)
_Ln Ln+l _Fn—l - Fn+l Fn + Fn+2 . .
A Propriedade 4.14 implica
L—n—l—l L—n o 3F—n + F—n—l 3F—n—1 + F—n—2
L—n L—n—l B F—n + 2F—n—1 F—n—l + 2F—n—2
_ 2F—n + F—n+1 2F—n—1 + F—n
B F—n—l + F—n+1 F—n—2 + F—n
ou seja,
LfnJrl Lfn — an + an+2 anfl + anJrl
L—n L—n—l F—n—l + F—n+1 F—n—2 + F—n ‘

Pelo Teorema 4.5, temos:

Lonyn Loy ] [ ()" E, +(=1)"2'F,_, (—1)HHE 4 (1),
L., L_,_i| (_1)n+1+1Fn+1 + (_1)n—1+1Fn71 (_1)n+2+1Fn+2 + (_1)n+1Fn

— (_1)n+1 Fn+Fn72 —4Ln41 _anl
_FnJrl_anl Fn+2+Fn ’
implicando
(_1)n+l L—n+1 L—n _ Fn + Fn—2 —Ln+1 — Fn—l
L—n L—n—l _Fn—l—l - Fn—l Fn—l—? + Fn .



() -matriz de Lucas 65

Pela equacao (4.5), temos:

(_1)n+1 L7n+1 Lfn _ Lnfl _Ln '
Lfn L,nfl _Ln LnJrl

Das entradas localizadas na primeira linha e segunda coluna das matrizes da equagao,
segue que:
(-)""L_,=~L, = L_,=(=1)"L,.

]

Utilizaremos tais observacoes para completar a Defini¢do 3.2, da mesma maneira como
fizemos com os nimeros de Fibonacci, ou seja, definimos Lo =2 e L_,, = (—1)"L,,, com
n € N. Verificaremos agora que a féormula de Binet para os nimeros de Lucas também
permanece funcionando com os indices inteiros nao positivos. De fato,

e Paran=0:
P+ ) =1+1=2=L,.

e Sen €N, para —n:

e L T A U

Dessa forma, conseguimos estabelecer o Teorema de Binet para todo n inteiro.
Teorema 4.18 (Binet). Para n € Z, considerando ¢ = 1+27\/5 e ¢y = 1_—2‘/5,

(a) o n-ésimo nimero de Fibonacci é dado por

)
¢ — @2
(b) o n-ésimo nimero de Lucas é dado por

4.2.2 ()7 para qualquer n inteiro

Com essas informagoes, podemos generalizar o Lema 4.8 para que n seja qualquer
nimero inteiro.

Teorema 4.19. Para n € Z, a n-ésima poténcia de QQp € dada por:

n FnJrl Fn ,
2 s Sen € par
n Fn anl
Q7 =
n-1 Ln+1 Ln ;.
2 , Sen eimpar
Ln Ln—l

Demonstracio. O caso em que n é inteiro positivo esta provado no Lema 4.8. Analisemos
quando n é inteiro negativo. Nesse caso, n = —k, onde k € Ne Q} = Q;* = (Q%)~".
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(I) Considere k par, ou seja, n par.

Pelo Teorema 2.1 e a Propriedade 4.7, temos

n __ ky—1 _
QL - (QL) - [ 5%Fk 5 Fk_

525(—1)’C —52F), 52F 4
F.., —F
— 5—]4: _1 k‘5§ k—1 k
(=1) [_Fk Fita

Mas, perceba que,
F,=F_,=(-1)""F,

Fooi=F g =F gy = ()" E = (1) Fy

Fooy =Py = Fogeeny = (=) V7 Ry = (1) Fopn = (=1 Frp.

Assim, segue que

Fn anl

Antes de passarmos para o caso em que n é impar, analisemos quando n = 0. Nessa

situacao, o teorema ¢ verdadeiro, pois

0 __ 1 0 . F1 F() g2 F0+1 FO
Q) = — — 52 .
F 01 Fy I, Fo  Fo

Portanto, o teorema ¢é verdadeiro para quando n é par.

(IT) Considere k£ impar, ou seja, n impar.

Usando o Teorema 2.1 e a Propriedade 4.10, temos

k-1 k-1 —1
n kvl _ |92 Ly 52 Ly
QL (QL) [ 57’“;1[% 571“;1 Lk—l

B 1 5% L, -5 Ly
a 52(%1)5(—1)”€+1 57 Ly 57 Lyy
k—1
_ K Ly —Ly
5h=15(—1)2(=1)k1 | =Lg Lpy1

_ ke [(—1)k_1Lk—1 (=1 Ly ]
a (=DFLy  (=1)* ' Lppa

Uma vez que
L,=L_=(-1FL,
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Lppn=Logpn =L geny = (=1)" ' Li s

Lyi=L g 1=L g1y=D""Lp = (—1)" "Ly,

temos
n n—1 Ln+1 Ln
QL =5 [ Ln Ln—1‘| .

Portanto, o teorema é verdadeiro para quando n é impar.

4.3 Identidades de Fibonacci e Lucas

Nesta se¢do, vamos exemplificar como podemos obter identidades envolvendo os ni-
meros de Fibonacci usando operagoes com a matriz (Qr. E demonstraremos algumas
identidades que conectam os niimeros de Lucas com os de Fibonacci, através da matriz

Qr-
Propriedade 4.20. F,,., = F, .1 F, + Fi,F._1, m,n € Z.

Demonstragio. Observe que Q7" = QW - Q%. Isto posto, do Teorema 4.6,

Fm+n+1 Fm+n — Fm+l Fm . Fn+l Fn
Fern Fernfl Fm mel Fn anl 7
ou seja,

[Fm+n+1 Fern ‘| — [Fm+1Fn+l +Fan Feran +Fan11 (4 6)

Fan+1+mean Fan_Fmeanfl

Das entradas localizadas na primeira linha e segunda coluna das matrizes da equacgao
(4.6), segue que

Fern Fernfl

Fern = m+1Fn + Fanfl-

O]
Propriedade 4.21. F,,,_, = (-1)"(F,Frs1 — Fni1 Frn), m,n € Z.
Demonstragio. Observe que Q7" = Q% - (Q%)~!. Todavia,
Ot= [ BT L R =R [Fo <R
r Fn anl (-1)" _Fn Fn+1 _Fn FnJrl '
Sendo assim, do Teorema 4.6,
menJrl men _ Ferl Fm . (_1)n anl _Fn
Fm—n Fm—n—l Fm Fm—l _Fn Fn+1 ’
Realizando a multiplicagao de matrizes:
Fm—n+1 Fm—n _ (_1)n Fm—l—an—l _Fan Fan+1 _Fm+1Fn (4 7)
Fm—n Fm—n—l Fan—l _Fm—an Fm—an+l _Fan . .

Das entradas localizadas na primeira linha e segunda coluna das matrizes da equagao
(4.7), segue que
Fm—n - (_1)n(Fan+1 - Fm+1Fn>-



Identidades de Fibonacci e Lucas 68

Propriedade 4.22. L, = F,,_1 + F,11, n € Z.
Demonstragdo. Pela Propriedade 4.15,
_Ln-i—l Ln ] _3Fn + Fn—l 3Fn—1 + Fn—2_

L Ln Ln—l_ _Fn + 2Fn—1 Fn—l + 2Fn—2_ ’

ou seja, ) ) ) )
Ln+1 Ln _ Fn + Fn+2 Fn—l + Fn+1 (4 8)
Ln Ln—l_ Fn—l + Fn+1 Fn—Z + Fn ] . .

Comparando as entradas da primeira linha e segunda coluna nas matrizes da igualdade
anterior, segue o resultado. O]

Propriedade 4.23. L,,.1 + L, 1 = 5F,, n € Z.

Demonstragao. Igualando o trago das matrizes na equagao (4.8), temos:

Lyii+ Ly1=F,+Fpo+F s+ F,
= 2F, + Foio+ F_s
=2F,+ (F,+ Fou1) + Frs
=3F, + Foi1+ Fs
=3F,+ (F, + F,1)+ F,
=45, + F, 1+ Iy
=4F, + F,
=5F,.

Outra demonstracao para a Propriedade 4.23:

Demonstragcao. Multiplicando por (), pela esquerda, os dois lados da igualdade da Pro-

priedade 4.15, segue:
3 10 |Ln+1 Lo | _ 31 Oy - Q!
1 2| | Ly L,a| |1 2] <8 @F

3Ln—f—l + Ln 3Ln + Ln—l _ Q2 . Hn—1
Ln+1 + 2Ln Ln + 2Ln—l e o

F2+1 F2

2 _
Pelo Teorema 4.19, temos )7 =5 [ F, Fy

] = 5Q%, entdo:

[Ln-i-l + Ln+3 Ln + Ln+2 ‘| 5%@2 . n—1
F F >

Ln =+ Ln+2 Lnfl + Ln+1

isto é,
[Ln+1 + Ln+3 Ln + Ln+2 ] _ 5Qn+1
Ly+Lpyo Ly + Lpp Eo
ou seja,
[Ln+1 + Ln+3 Ln + Ln+2 ] _ [5Fn+2 5Fn+1] ) (49)
Ly+4 Lpis  Loy_1+ Lysa 5F,.. 5F,

Comparando as entradas da segunda linha e segunda coluna nas matrizes da equacao
(4.9), segue o resultado. O
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Propriedade 4.24. L, + F,, = 2F,, .1, n € Z.

Demonstra¢io. Somando Q% em ambos os lados da equagdo matricial (4.8), temos:
Ln+1 Ln + Fn+1 Fn o Fn+Fn+2 Fn—1+Fn+1 + Fn+1 Fn
Ln Lnfl Fn anl N anl +Fn+l Fn72 + Fn Fn anl
_ Fn+Fn+2+Fn+l Fn—1+Fn+1+Fn
Fn71+Fn+1+Fn Fn72+Fn+Fn71 '

O que implica

Lpia+Fopr Lo+ Fy | |2Fhe 2F0n (4.10)
Ln + Fn Ln—l + Fn—l 2Fn+1 2Fn ‘ ‘

Comparando as entradas da primeira linha e segunda coluna na igualdade matricial
(4.10), obtemos a identidade desejada. O

Propriedade 4.25. L, — F, =2F,,_{, n € Z.

Demonstra¢io. Subtraindo Q% em ambos os lados da equacao matricial (4.8), temos:

Ln+1 Ln . Fn+1 Fn o -Fn+Fn+2 Fn71+Fn+1 o Fn+1 Fn

Ln Ln—l Fn Fn—l _Fn—1+Fn+1 Fn—2+Fn Fn Fn—l
-Fn+Fn+2_Fn+1 Fn—1+Fn+1_Fn
_Fn—1+Fn+1_Fn Fn—2+Fn_Fn—1

_[2Fu+ Eqi — Eeri 2Fua+ Fr — B
| 2F, 1+ B~ B 2F, o+ Eq — Bl

Implicando

Ln+l_Fn+l Ln_Fn ‘| — [ 2Fn 2F’n—l‘| (4 11)

Ln - Fn Lnfl - anl 2Fn71 2Fn72

Comparando as entradas da primeira linha e segunda coluna na igualdade matricial
(4.11), obtemos a identidade desejada. O

Propriedade 4.26. 2 — [?> = 4F, .\ F, 1, n € Z.
Demonstracao. Das Propriedades 4.24 e 4.25, temos:
(Ln, + Fo)(Ly, — F,) = 2F,112F, 1,
isto é,
L2 — F? =4F, ,F,_,.
Propriedade 4.27. [?2 —4(—-1)"=5F2 n € Z.
Demonstracio. Somando as igualdades produzidas nas Propriedades 4.7 e 4.16, temos:

_5(_1)n + (_1)71 = Ln+1Ln—1 - Li + Fn+1Fn—1 - an
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isto é,
L? —4(—-1)"= Ly Ly + Fy 1 Fy_y — F2
Usando a Propriedade 4.22,
L2 —4(—=1)" = (Fp + Foy2)(Fyg + Fo) 4 Fy1 Fyy — F2
= F\Fps + B+ Fro By + FoyoFy + Fyii Fyy — B2
= Fh o+ (Fu+ Fop) P+ (Fu+ Fop)Fn + Fon B
= F,Fy_ 9+ FoFy o+ Fy1Fyog 4 FyFy + Fui By + Fp Fy s
= Fs + B F o+ o Fy o+ Fop By o+ Fy by + Fp B
=F}+ F,Fy o+ FFy o+ Fupi(Fuo+ Fu) + Ful By,
=F?’+ F,F, o+ F,F, o+ F, 1 F, + F, 1 F,
=F?+2F,F, o +2F,,F,
=F2+2F,F, 2 +2(F,1+ F,)F,
= F? +2F,F, 5+ 2F,F,_1 + 2F,F,
=3F2+2F,(F, o+ F,1)
=3F +2F,F,

=5F2.
[
Propriedade 4.28. L,,., = Ly 1 Fy + Ly Foq, ny,m € Z.
Demonstracao. Da Propriedade 4.15, temos:
Lm+n+1 Lm+n o m+n—1
[ Lm+n Lernfl N QL QF
=Qr- Q- QF
o Lm+1 Lm n
B [ Lm Lm1‘| . QF7
ou seja,
Lm+n+1 Lm+n . Lm+1 Lm . Fn+1 Fn
Lm+n Lernfl B Lm mel Fn anl .
Implicando
Lm+n+1 Lm+n — Lm+an+1 + Lan Lm+1Fn + Lan,1 (4 12)
Lern Lernfl Lan+1 + melpn Lan + meanfl . ‘

Comparando as entradas da primeira linha e segunda coluna na igualdade matricial
(4.12), obtemos a identidade desejada. [

Propriedade 4.29. 2L,,., = L,,L,, + 5F,, F,,, n € Z.
Demonstra¢io. Somando os termos da diagonal secundaria na equacao (4.12), temos:

2Lm+n = Lm+1Fn + Ly Frq + Lan+1 + L1 Fy
- Lm(Fn—l + Fn—I—I) + (Lm—l + Lm—l—l)Fn'

Substituindo F,,_1 + F},+1 de acordo com a Propriedade 4.22 ¢ L,,, 1 + L,+1 de acordo
com a Propriedade 4.23, obtemos a propriedade desejada. O
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Propriedade 4.30. 2F,, ., = F,, L, + F,,L,,, n € Z.
Demonstragio. Somando os termos da diagonal secundaria na equacao (4.6), temos:

2Fm+n: m+1Fn+Fan71+Fan+1+mean
= Fn(Fm—l + Fm+1) + Fm(Fn—l + Fn—i—l)-

Substituindo F, 1 + Fj,41 € F,_1 + F,,41 de acordo com a Propriedade 4.22; obtemos
a propriedade desejada. O

Propriedade 4.31. 5F,,,, = L,Ly,s1 + L1 Ly, n € Z.

Lm+1 Lm ] por [Ln+1 Ln

Demonstragao. Multiplicando [ L. L. . L, L,

] , de acordo com a equagao

(4.8), obtemos:

Lm+1 Lm . Ln+1 Ln
Lm mel Ln Lnfl

_ Fm+Fm+2 Fm—1+Fm+1 . Fn+Fn+2 Fn—1+Fn+l
Fm71+Fm+1 me2+Fm anl—i_FnJrl Fn72+Fn '

Implicando, nas entradas da primeira linha e segunda coluna:
Lm+1Ln + Lan—l = (Fm + Fm+2)(Fn—1 + Fn+1) + (Fm—l + Fm—i—l)(Fn—Q + Fn)a
ou seja,

LyLyi1+ Ly1 Ly = (Fpy + Frio) (Fac1 + Fogr) + (Fo1 + Fop1) (B + F)

=FnFa 1+ FogoFn + F B + Fopa P

+ Fnabn o+ Fupi b o+ F i By + Frn By
= (FpFn+ FnFo) + (Fo + Fn)Foor + Frna Fy

+ (Fs1 + F)Fnir + Fri B o+ FFir + B Fy o
= (Fp1 By + FoFo) + (B (Fg + Fq) + FrFrq)

+ Fop1(Fooa + Fo) 4 2F,(Fooy + F) + Frpoa Foo + Fry 1 Fy
=2(Fp1 B+ F o) + 2FF o+ Fr Fy

+ FpiFn1 +2FF+ F 1 Fy o+ Fr 1 Fy
=3(Fnii b+ FnFo)+ FoFuy+ Fp By

+FEn B+ En(Fhao+ Foq)+ FaFy o+ Fa F,
=3(FpFn+ FnFoq) +2F,F, 1+ F F,

+ FoaFna+ (Fea + Fo)Fpo+ Fpi i Fy
=3(F1 Fn + F ) + 2F, F,

+ Fop1(Foo+ Fooq) + (Foy + o) F,
=5(Fp1 B+ Fo by q).

Substituindo F}, 1 F,, + F,, F,,—1 de acordo com a Propriedade 4.20, obtemos a propri-
edade desejada. O

Propriedade 4.32. L, ,, = (-1)""Y(F,, L1 — Fyny1Ly), n,m € Z.
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Demonstragao. Pela Propriedade 4.15, temos:

menJrl men o m—n—1
[ men Lmn1‘| B QL e

=Qr- Q" QF
_ L—n+1 L—n m
B [ Lfn Ln1‘| . QF‘

E pelo Teorema 4.17, temos:

Lm—n—l—l Lm—n _ n _Ln—l Ln m
[ Lm—n 1 - (_1) [ Ln ‘| 'QF

menfl _LnJrl
— (_1)n—1 Lnfl _Ln . Ferl Fm
_Ln Ln+1 Fm mel '
Implicando
Lm—n+l Lm—n _ (_1\n—1 Ln—lFm+1 - LnFm Ln—lFm - LnFm—l
[ men Lmnl] N ( 1) an+1Fm - LnFerl LnJrlmel - LnFm ' (413)

Comparando as entradas da primeira linha e segunda coluna na igualdade matricial
(4.32), obtemos a identidade desejada. O

Propriedade 4.33. 5F,,_, = (—1)" Y L,,Lni1 — Lini1Ln), n,m € Z.
Demonstragao. Igualando o trago das matrizes na equagao (4.13), temos:

Lin-ni1 + Linn1 = (=1)" M (Lp_1Fpy1 — Lo Ey) + (=) (Lyy1 Froey — Lo F))

(=) YLy—1Fmi1 + Lyi1Fon1 + L Fr

— LyFpy1 — LoFy — L, Fy)

(=)™ ((Ln1 + Lo) Frst + L1 Frot = L Fyy — Lu(Fo + Frup1))
(=" (L1 (Fn1 + Fag1) = Lu(Fo + Fuga)).

Substituindo L, n+1 + Ly_n_1 de acordo com a Propriedade 4.23 e F,, 1 + F1 €
F,, + F,1o de acordo com a Propriedade 4.22, temos a propriedade desejada. O

4.4 Polindbmios caracteristicos

4.4.1 PolinoOmios de Fibonacci

1 1],
1 0]edadopor

Observe que o polinémio caracteristico da matriz Qp = l

pop(2) = 2* —tr(Qp) + det(Qp) = 2° —z — 1.

Nesse contexto, obtemos a equacdo caracteristica de Qp ao igualar pg,(z) a zero,

2?2 —x —1=0. A partir dessa equacio, podemos calcular os autovalores de Qp:

D EJED D) 145
2 2
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isto é, existem duas raizes de pg(x) = 0, as quais também sao autovalores de Qp. Sdo

eles ¢ = # e (g = 1_2‘/5, ou seja, sao 0s mesmos irracionais que aparecem nas férmulas
de Binet.

Os autovetores, v, associados a um autovalor A de QQr, podem ser encontrados igua-

lando (Qr — AI)v = 0. Considerando v = l;j, temos:

(o 0o S) Bl ) = 15 Bl L)

-y

Resolvendo a equagao para A = ¢, temos que os autovetores de QQr sdao da forma

ou seja,

1
¢ b2
com (3 € R*. Assim, pelo Teorema 2.12, temos:

n_11‘¢o”‘$—1 1
S R R

1
e e o4
¢ — @2 - .

1 1
v =« [1 ,com o € R*. Para A = ¢», temos que os autovetores sao da forma vy = (3 [ ] ,

¢ 2

Pela equagao (3.1),

a2l E A
_ oL [ 5% e
o=y |0 — A gl gt

¢n+17¢2n+1 ¢n_¢g
— P—p2 o=¢2
—1 ¢);7. .

P"—oh "
p—2 P—2

Usando o Teorema 4.6, sabemos que

¢n+1_¢2n+1 d)"f(ﬁn

o o | [P B (4.14)
e sl E N AN SN '
¢—p2 =2

Comparando as entradas da primeira linha e segunda coluna na equacao matricial

(4.14), acabamos de verificar o item (a) do Teorema 4.18 (Binet): F, = Q; _jQ

— Q2
n € Z. Ou seja, esta é outra forma de se provar o teorema em questdo, mas dessa vez
usando matrizes.

, para

Fn+1 Fn

Agora, o polindémio caracteristico de Q% =
Fn Fn—l

] é dado por

p@%(l’) = .1'2 — t?”(@z—v) + det(Q%) = 1'2 — (FnJrl -+ Fn,1)$ -+ Fn+1Fn71 — FTZL
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Pela identidade de Cassini (Propriedade 4.7) e como F,_1 + F,.1 = F, + 2F, 4,
podemos reescrever o polindmio caracterfstico como pon () = 2° — (F, +-2F, 1)z +(—1)".
Sabemos que os autovalores de Q)% sdo a n-ésima poténcia dos autovalores de Qp,

: n 1+v5\" n 1-v5\" A 5
ou seja, ¢" = (T) e ¢y = ( 5 ) . Por outro lado, os autovalores também sao as

raizes da equagao caracteristica, % — (F,, + 2F,_1)z + (—1)" = 0, calculando suas raizes,
obtemos:

—(=(Fy +2F, 1) £\ (=(Fu + 2F, 1)) — A(=1)"
2
B 2P (—(Fay 4 Fapr))? — 4(=1)"
_ : .

xr =

Pela Propriedade 3.5,

F,+2F, £ |F, V5 F,+2F, 1+ F,\5
xr = = .
2 2

Concluimos, portanto, que os autovalores de Q% sao

" 5

(4.15)

or = 21 . (4.16)

Isto significa que acabamos de obter uma forma de escrever as poténcias n-ésimas do
nimero de ouro e de seu conjugado em func¢do do n-ésimo e (n — 1)-ésimo termos da
sequéncia de Fibonacci.

Isolando F),_; na equacao (4.15), obtemos:

[N i F”2(1 V), (4.17)

Substituindo na equacao (4.16) o valor de F,,_; conforme obtido na equagao (4.17),

obtemos
B, +2(2R0) R b
2 = )
2

isolando F;,
" — ¢y
vh

F, =
Pela equacao (3.9), concluimos

]
¢ — P2
Desse modo, acabamos de verificar novamente o item (a) do Teorema 4.18 (Binet):
g 90
¢ — ba

questao, também usando matrizes.

, para n € Z. Ou seja, esta é outra forma de se provar o teorema em
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4.4.2 PolinoOmios de Lucas

A L . 3 1],
O polinémio caracteristico da matriz Q;, = [1 2] é

po.(x) = @® — tr(Qr) + det(Qr) = 2* — bz + 5.

Para obter os autovalores de 1, calculemos as raizes da equacio caracteristica, 22 —
bx + 5 =0. Assim,

—5) & /(=52 —4(1)(5) 5+ 5
2 2

Denote os autovalores de (), por ¢ = 52—\/‘?’ € (g = 5’2*/5. Note que, interessantemente,

© =50 e g3 = —/5y, 0 que evidencia a relacdo entre o niimero de ouro e os niimeros
de Lucas.

Os autovetores, v, associados a um autovalor A de ()7, podem ser encontrados igua-

lando (@ — M )v = 0. Considerando v = [Z] , temos:

i B - -

1
Resolvendo a equacio para A = v/5¢, temos autovetores da forma v; = a [ V56— 3] =
1
ali|, com o € R*. Agora, considerando A\ = —/5¢, temos autovetores da forma
¢

vy =[3 [ \/5; 31 =0 “1, com § € R*. Assim, pelo Teorema 2.12, temos:
- 27 ¢2
on 00 ll 1] | W 0 ] l; _11
Fo—dals ml L0 Ve |5 1)
Pelas equagoes (3.1) e (3.9), segue
L1 [(VBe)" (+vEe)] 1L
Qr = IRV I N G T N I B S |
@ ¢2

_ ¢
o [MRE O sy g VB6n)"
V5 | (V59)"  (=VBee)" _ (v5e)" n VB2)"
L oo2 PP ) o2

VB e — (1B tanes VB (-1 g ]

| VET - (CVE ey VB et - —)f” B33!
[V e - (BB VBNV - (-1 VB
VEVE gn - (CWEWE ) VRV g (VB g

[¢mtt—(—Drep™! ¢"—(=1)" ¢y
—VE | VS
" —(=1)"¢3 o —(=1)"¢y

L V5 V5
'¢n+1_(_1)n¢;+1 ¢>n*(*1)n¢g
— \/gn d—02 ¢p=¢2
¢n—(=1)"¢y " —(=1)"¢p

L P—d2 P—¢2
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Polinomios caracteristicos

O que indica que fomos capazes de expressar (7 em uma Unica matriz
Voltemos a expressar ()7 em duas matrizes, dividindo a paridade de n:

¢n+1_¢3+1 ¢n_¢g
5 o—d2 o—d2
52 6 —gn gn—l_gn1 | se n par
QL = =2 =92 : (4.18)
L A A o ,
52 o 1 g o1t ¢n_1 , sen impar
2 2
Usando o Teorema 4.19, quando n par, obtemos
¢n+17¢;+1 d)n_qsg
n n F F
2 p—p2 o—d2 K> n+1 n
52 |: ¢"—¢>S ¢n1¢31] = 52 [ Fn Fn_ll . (419)

¢—p2 ¢—p2

Comparando as entradas da primeira linha e segunda coluna na equagao (4.19) veri-
n__ in

ficamos, mais uma vez, o item (a) do Teorema 4.18 (Binet): F), = M, paran € Z

Comparando as entradas da primeira linha e primeira coluna na equagao (4.19),

par.
verificamos o mesmo item do mesmo teorema para n € Z impar.

Usando o Teorema 4.19, quando n impar, sabemos que

Ard s ] (4.20)

+1 n+1
ne1 1" 4 ¢y
Ln Lnfl

¢"+o5 O or

Comparando as entradas da primeira linha e segunda coluna na equagao (4.20) ve-
rificamos novamente o item (b) do Teorema 4.18 (Binet): L, = ¢" + ¢}, para n € Z
impar. Comparando as entradas da primeira linha e primeira coluna na equagao (4.19),

verificamos o mesmo item do mesmo teorema para n € Z par.
Ou seja, esta é outra forma de se provar o teorema de Binet usando matrizes.

n F, n+1 F, n
D2 PF , se n par
PN o n n—1
Agora, o polinémio caracteristico de Q)] = . Ob-
n=1 Ln+l Ln .
P I I , sen impar
n n—1

serve que teremos dois polinomios caracteristicos de acordo com a paridade de n.
Para n par, temos:
53 F, 53 F, 53 F, 53 F,
2 n+1 n n+1 n
=2 = 52(Fp1 + Fu)z + 5" (Fu1 Foy — F7).
Podemos substituir F, 1 F, 1 — Fﬁ e F, .1+ F,,_1 usando as Propriedades 4.7 e 4.22

Para n impar, temos:

2
p( ) =X t) n—1 n— n
L(x) ([ 52 Ln ) 21Ln—l 5 QILn

22 = 5"T (L1 + Lu_1)z + 5" (Lps1 Loy — L2).

5% Lt 572 L |\ e (1572 Lnn 5:L
52Ln—1

Podemos substituir L, 1L, 1 — Li e Ly+1+ L,,—1 usando as Propriedades 4.16 e 4.23
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Dessa forma, o polindomio caracteristico de Q)7 é dado por

x? — 53 L,x +5"(—1)",  se n par

ydol (z) = { ntl

r? — 572 F,x —5"(—1)", sen impar.

Os autovalores de ()} sao as n-ésimas poténcias dos autovalores de ()r, logo ¢" =
(V50)" e ¢ = (—v/5¢y)". Por outro lado, os autovalores também sdo as raizes das
equagoes caracteristicas.

Para n par, as raizes de 2% — 5% L,z + 5"(—1)" = 0 sio:

(=53 L) £ /(=53 L,,)? — 4(1)(57(—1))

xTr =

2
5% Ly £ /5nL2 — 4(5")(— 1)
B 2
EY 5 .

Pela Propriedade 4.27, obtemos:

n Lni 5F7% n Lni‘Fn‘\/g n Ln:l:Z?n\/5
:[,‘:52 f :52 f :52 f .

2
5°F F, & /57 LE2 + A(57)(—1)"
B 2
3 (Fn\/S + /5F2 + 4(—1)n)
= H2 5 .

Pela Propriedade 4.27, obtemos:

E, + (/L2
- (W) s (BEILl) s (R )

2 2

Entao os autovalores de )} sao

o — (Eg)r = |51 LA, sen par
5%@, se n fmpar ’
5%“_73“/5, se n par
oh = (Vo) =1, A, .
Dz smo==n  ge n impar

Com essas informagoes, para finalizar esta se¢do, apresentaremos mais uma nova prova
do Teorema de Binet (Teorema 4.18).
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Demonstragio.  (I) Considerando n par, temos:

(IT)

(VBo)" = 53 (W) (4.21)

(—V/562)" = (Vo)™ = 52 <Ln_2F"\/S> : (4.22)

Objetivando isolar F), na equagao (4.21), fazemos:

oot (BB g BB

o que implica

(4.23)

Substituindo na equagdo (4.22) o valor de F,, conforme equagao (4.23), temos:

_ (2¢"—Ln N
5/%3:%(% (2= )\/5> g D204 L

2 2 2 ’

obtendo:
Ly=¢"+eb. (4.24)

Substituindo na equacao (4.23) o valor de L,, conforme equacao (4.24), temos:

_ 29" — (9" + ¢%)

F, = .
V5
Pela equagao (3.9),
" — ¢y
F,=——"= 4.25
¢ — ¢2 (4.25)

(VBe)" = 5% <m> (4.26)

(—V5¢2)" = —(V5g)" = 52 <m> . (4.27)

Note que as equagoes (4.21) e (4.26) sdo iguais, portanto, isolando F}, encontraremos
a equacao (4.23) novamente. Substituindo na equagao (4.27) o valor de F}, conforme
obtido na equagao (4.23), segue:

—%s:%((”%“w L)

2
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Objetivando isolar L,,, fazemos:

20" — L, — L, . —2¢"+ 2L,
—¢y = e 5 :>¢2:2¢27

obtendo, novamente,

Ly =¢" + ¢3. (4.28)

E, se repetirmos a substitui¢cdo da equagdo (4.24) na equagao (4.23), obteremos a
equagao (4.25) mais uma vez.

Portanto, por (I) e (II), para n € Z qualquer, F, = ¢¢:L:¢f e L, =¢" + ¢. ]




5 Explorando Outras Matrizes

As @-matrizes nao sdo as unicas matrizes que auxiliam no estudo dos numeros de
Fibonacci e de Lucas. Outras surgiram ao longo do tempo, ampliando as possibilidades
de investigacao matematica. Neste capitulo, apresentaremos a M-matriz e a P-matriz;
estudaremos suas n-ésimas poténcias e as relacionaremos com as ()-matrizes. Além disso,
demonstraremos a expressao dos numeros de Fibonacci com indices negativos e anali-
saremos o polindmio caracteristico das matrizes M, M"™ e P. Com esses resultados,
demonstraremos a férmula de Binet para niimeros de Fibonacci para todo n inteiro por
outra abordagem, também utilizando matrizes.

5.1 M-matriz de Fibonacci

|11, , . .
A matriz [1 2] é outra ferramenta para o estudo dos niimeros de Fibonacci, pois suas

poténcias também exibem um padrao relacionado a essa sequéncia. A matriz foi estudada
primeiramente por Sam Moore em 1983 no artigo Fibonacci Matrices, publicado na The
Mathematical Gazette [8]. Neste trabalho, adotaremos a notagdo M, a mesma utilizada
por Moore em seu artigo, e a chamaremos de M-matriz de Fibonacci.

Observe que:
|11 R R
M= ll 21 | Fy F3l’

o -6 8]

3 5 Fy F;
M = lg 1831 - [zﬁ;z Z};j 5
-t 2[5 5,
de forma geral, é possivel estabelecer que, para n inteiro, vale
M= [F;Z: Ffm‘

Iniciaremos sua demonstracao no lema a seguir e a completaremos no Teorema 5.3.

Lema 5.1. Paran € N, a n-ésima poténcia de M é dada por:

Fon1 I
M" = .
[ Fyy, FQn-‘,—l]

30
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Demonstragao. Provaremos via inducao finita.

(i) Para n = 1, o resultado é vélido, pois

B e R N P R -1 I P TCD RS U 160
1 2 Fy, Fj Fyay  Faye|

(ii) Assumimos que o resultado seja verdadeiro para n =k € N, k > 1, isto é,

For_y F
ME = |21 2%k |
[ Fop Fap

(iii) Mostremos que é verdadeiro para n = k + 1. De fato,

Mk+1 — Mk . M
_ Foyr Fye | 101
| Fop Fop| |12

 [Fop1 + P, Fapy +2Fy,
| For + Fory1 Fop + 28541

_ Fore1 Faerr + Fa
| Forre Foryo + Fop

| Forp1r Fopge
| Forva Forys

_ -F2(k+1)—1 Far)
| Fogerny  Fogernye1]

Por (i), (ii) e (iii), provamos o lema. O

5.1.1 M" para qualquer n inteiro

Para generalizar o resultado fornecido pelo Lema 5.1, calculando M™ para qualquer n
inteiro (e ndo apenas natural), precisaremos do préximo resultado:

Lema 5.2. Para n € N, a n-ésima poténcia de M~ é dada por:

F o, F
Mfl n__ 2n—1 2n )
(M) [an Foni

Demonstragdo. Provaremos via inducgao finita.

(i) Para n = 1, o resultado é valido, pois

M-l — 2 -1 _ F 3 F_, _ Foom—1  Foon .
-1 1 Fo F_4 Fooqy  Fosa)s1

(ii) Assumimos que o resultado seja verdadeiro para n =k € N, k > 1, isto é,

Foopq F_
MF = 2k—1 2k |
l Flop  Foopp
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(iii) Mostremos que é verdadeiro para n = k + 1. De fato,

M*(k+1) — M*k . M*l

_ | Feaer Fop | |20 1
| Flop Flopn| |11

OF op 1 — Fop —F gp 1+ F g

2F o) — Floppn —Flop + Flopp

2F op 1 — (Fop o+ Fop 1) —F o1+ (Fop o+ F o)
2F o — (Flop—1 + F_o) —F o)+ (Flop—1 + Fo)

C[Faps = Fopo Flops
| Flop — Flop1 Flop

C[(Fop s+ F o) = Fopo Foops
(Flok2+ Flop1) = Flop1r Flop

_ (Foop3 Foop o
_F72k72 Fgry

_ -F—Q(k-i-l)—l Foopt)

| Flogry Foogerns1]
Por (i), (ii) e (iii), provamos o lema. O
Agora, podemos generalizar o Lema 5.1 para n inteiro.

Teorema 5.3. Para n € Z, a n-ésima poténcia de M é dada por:

F2n—1 F2n
M" = .
[ FQn F2n+1‘|

Demonstracao. Para n = 0, o resultado é trivial, uma vez que

a0 — |1 O] [F ol _ [P o)
0 1 Fy, F Fowy  Fhop+1|

O caso em que n ¢é inteiro positivo estda provado no Lema 5.1. E o caso em que n é
inteiro negativo estda provado no Lema 5.2. O

5.1.2 Formalizando a expressao dos nimeros de Fibonacci com
indices nao-positivos com a M-matriz

A expressao matematica que de forma empirica observamos na Secao 3.4 foi provada no

Teorema 4.5 na Se¢ao 4.1.1 utilizando a () p-matriz, vamos demonstrar o mesmo Teorema

utilizando a M-matriz nesta segdo. Para isso, faremos uma comparacao entre (M")~! e

(M1,

Lema 5.4. Paran € 7Z, a inversa da n-ésima poténcia de M é dada por:

E —F
M™ -1 _ 2n+1 2n )
( ) [_FQn FQn—l
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Demonstragao. Calculando a inversa de M™, de acordo com o Teorema 5.3, pelo Teorema
2.1 e aplicando a Identidade de Cassini, Propriedade 4.7, temos:

(Mn)—l — 1 [F2n+1 _F2n1 _ [F2n+1 _FQn‘| )

(=12 |—Fan  Fop T | -Fn Faao

O

A partir da comparagdao entre (M™)~! e (M~1)", para n € N, obtidas pelos Lemas
5.2 e 5.4, seremos capazes de provar com a M-matriz o Teorema 4.5, ou seja, que F_,, =
(—1)"*'F,, para n € N. De fato, uma vez que

(Mn)—l — (M_l)n,
dos Lemas 5.2 e 5.4

[F_Qn_l Fls, ] _ [F2n+1 —Fan]. (5.1)

F—Qn F—2n+1 _FQn FQn—l
Das entradas localizadas na primeira linha e segunda coluna das matrizes da equacao
(5.1), segue que
F—Qn = _F2n~

E das entradas localizadas na primeira linha e primeira coluna das matrizes da equacao
(5.1), segue que
Fonfl = F2n+1
F_(ant1) = Fonta.
—F}), sek par

, ou ainda, F_p = (=1)*1F,.

Ou seja, dado k natural, F_, = )
F, se k impar

5.2 Identidades de Fibonacci com a M-matriz

Nesta se¢ao, vamos exemplificar como podemos obter identidades envolvendo os ni-
meros de Fibonacci usando operagoes com a matriz M.

Propriedade 5.5. Fy(in) = Fomq1 oy + FopFop_y, m,n € Z.
Demonstracio. Observe que M2+ = Af2m . M?" Isto posto, do Teorema 5.3,
[Fz(nwn)l Fymin) 1 _ [Fzm_l Fom ] . len_l F, ]
Fomin)y  F2imtn)+1 Fom  Fomia Fon  Fopia
ou seja,

[FQ(m+n)—1 Fomn) ] _ [Fzm—lFM—l + FomFon  Fom-1Fon + FomFon g

= . 5.2
Fotmin)  Fopman)+1 FomFon1 + Fomy1Fon  FopFon + F2m+1F2n+1] (52)

Das entradas localizadas na segunda linha e primeira coluna das matrizes da equagao
(5.2), segue que
FQ(m+n) = F2m+1F2n + Fop Fopy.
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Propriedade 5.6. FZ(m—n) = FQmF2n+1 — F2m+1F2n, m,n € Z.
Demonstragio. Observe que M=) = M2™ . (M?")~1, Isto posto, M2"=") ¢ M?™ do
Teorema 5.3 e (M?")~! do Lema 5.4,
F2(mfn)71 F2(mfn) _ F2m71 F2m . F2n+1 _FQn
FZ(m—n) F2(m—n)+1 F2m F2m+1 _F2n F2n71 '

Realizando a multiplicacao de matrizes:

FQ(m—n)—l FQ(m—n) _ FQm—1F2n+1 — Fombon  —Fom 1Fon + FomFon o (5 3)
Fom—n)y  Foim—n)t1 FomFony1 — Fomp1Fon  —FomFon + Fopp1 Fono1| '

Das entradas localizadas na segunda linha e primeira coluna das matrizes da equagcao
(5.3), segue que
F2(m—n) = F2mF2n+1 - F2m+1F2n-

]

5.3 Polindomios caracteristicos da M-matriz de Fibo-
nacci

A L . 1 1],
Observe que o polinémio caracteristico da matriz M = [ ] é dado por

1 2
pu(7) = 22 — tr(M)x + det(M) = 2° — 3x + 1.

Para obter os autovalores de M, calculemos as raizes da equacdo caracteristica, 2% —
3r4+1=0. Assim,

) EVE ) 345
2 2

54 3+V6 _ _ 42 L 3=V5 _ _ 42 :
Os autovalores de M sao =52 =1+ ¢ = ¢° e 52 = 1 + ¢ = ¢3, 0 que mais uma
vez evidencia a relagao entre o niimero de ouro e os numeros de Fibonacci.

Os autovetores, v, associados a um autovalor A de M, podem ser encontrados igualando

(M — A )v = 0. Considerando v =

Z] , temos:

1-x 1| [a] _ [0 _ e =X+ _ |0
1 2— A b__ 0 a+b2-=X\)| |0]°
Resolvendo a equagdo para o autovalor A = 1 + ¢, obtemos autovetores da forma

1 1 .
« ], onde a € R*. De forma analoga, para o autovalor

vt = ‘“[—u—(lm)) Yo

A = 14 ¢, 0s autovetores sado dados por vy = f3

1

-+ @»} =5 m com f € R
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Assim, pelo Teorema 2.12, temos:

1 1] [¢ 01”_[1 1]1

& ¢2] |0 ¢ ¢ b2

1 1] [¢* o0 1 |
6 @) |0 ?L@—¢L¢1]
1 1] [¢* o0 1 By —1
ool [0 e

G2 |0 0" —(0—¢) -0 1

<25k S
o= |0 ] [0 @3] | o -1

Multiplicando as matrizes, obtemos
n 1 [ ¢2n ¢2n _¢ 1
M'wa2¢“1£$4w¢2_J
R R A
¢ _ ¢2 __¢2¢2n+1 + ¢¢%n+l ¢2n+1 . ¢gn+1
L [(=0¢0)e™ ! = (—da)3" ! &“ﬁ?]
¢ — o | (—=0da)d™ — (—dp2)p3" " — pant!

M" =

Da equacao (3.1), segue

— @2
2 1
d)Qn _d)gn ¢)2n+1 7¢2n+

P—2 P—p2

¢2n—17¢3n—1 ¢2n_¢gn
M= | o P .

Usando o Teorema 5.3, sabemos que

¢2n71_¢§"*1 ¢2n7¢%n
Fy 1 F
¢2¢:z:¢(;22n ¢2nﬁ:¢3;2n+1 - 2n—1 n . (54)
2 2 Fy, F2n+1
¢—¢2 ¢—¢2

Comparando as entradas da primeira linha e segunda coluna na equacao matricial

o -0

¢ — b2

n € Z par. Comparando as entradas da primeira linha e primeira coluna na equagao (5.4),
verificamos o mesmo item do mesmo teorema para n € Z impar.

F2n—1 F2n ,
¢ dado por
F, @nﬂl P

(5.4), verificamos novamente o item (a) do Teorema 4.18 (Binet): F, , para

Agora, o polindmio caracteristico de M" = [

Py (%) = .1'2 — tT’(Mn) + det(M") = 1'2 — (anfl + anH)x + FanlFQnJ’,l — F22n

Pela identidade de Cassini (Propriedade 4.7) e como Fy,_1 + Fo,i1 = Fop + 2F5, 1,
podemos reescrever o polindmio caracteristico como pgn (2) = 2% — (Fyp + 2F, 1) +
(_1)2n = 1’2 — (an + 2F2n_1)flf + 1.

Sabemos que os autovalores de M™ sao a n-ésima poténcia dos autovalores de M, ou
seja, ¢ = (3+—25)n e P = (3_2‘/5>n. Por outro lado, os autovalores também sao as
rajzes da equacdo caracteristica, z? — (Fy, + 2F5, 1)x + 1 = 0, calculando suas raizes,
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obtemos:

—(—(Fop +2F5,1)) £ \/(_(FQn—l + Fop1))? — 4(1)(1)
2
Fyp +2F5, 1 £ \/(Fanl + Fopy1)? —4(—1)%
p— 2 .

Tr =

Pela Propriedade 3.5,

v — Fop + 2Fo,_1 £ |F5,|V5 _ Fo + 28y, 1 £ F5, /B
B 2 B 2 '

Concluimos, portanto, que os autovalores de M™ sao

Fyp +2F5, 1 + Fou /5

2n
= 5.5
. : (5.5
e
on  Fon +2F5, 1 — Fo\/5
5= 5 ) (5.6)

Isto significa que acabamos de obter uma forma de escrever as poténcias 2n-ésimas do
nimero de ouro e de seu conjugado em fung¢ao do 2n-ésimo e (2n — 1)-ésimo termos da
sequéncia de Fibonacci.

Isolando F%,_1 na equagao (5.5), obtemos:

2¢%" — Fy, (1 4+ +/5)

Fop_ 1 = 5 . (5.7)
Substituindo na equagao (5.6) o valor de Fj, ; conforme obtido na equagao (5.7),
obtemos , Y
20°" — Fy, (1 5
F2n+2<¢ 22( a )>_F‘2n\/3
2n
2 - 2 Y
isolando F,
¢2n _ 42n
F2n - 2
V5
Pela equagao (3.9), concluimos
¢2n _ %n
Fyy=—=. 5.8
T 60 58)

Substituindo na equagao (5.7) o valor de F5,, conforme obtido na equagao (5.8), obte-
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mos

267 — <¢2n - 3) (1+V5)

B, = ¢ —2¢2
¢2n _ %n)
2n _ 2n _ 42n
2= () )
B 2
2¢2n _ <¢2n — %n> _ ¢2n +¢2n
_ ¢ — b2 ’
N 2
¢2n o gn>
2n 2n
K="
B 2
_ (¢ +83")(6 — 62) — ¢ + 43"
2(¢ — ¢2)
_ ¢2n+1 _ ¢2n¢2 + ¢¢§n o %nJrl o ¢2n + (b%n
2(¢ — ¢2)
GO —1) = (6= 1) + (<602)8 — (—062)08" "

2(¢ — ¢2)
Pelas equagoes (3.1), (3.3) e (3.5), segue

¢2n—1 _ Q%n—l + ¢2n—1 _ ¢%n—1

Fop1 =
gt (59)
R
Desse modo, pelas equagoes (5.8) e (5.9) acabamos de verificar, para n € Z, novamente,
o item (a) do Teorema 4.18 (Binet): F,, = QZ:ZS, para n € Z. Ou seja, esta é outra

forma de se provar o teorema em questdo, também usando matrizes.

5.4 P-matriz

1 2
A matriz P = 9 _q foi apresentada como uma matriz especial por Hoggatt e
Ruggles [10] numa publicagao do The Fibonacci Quarterly de 1963. Neste trabalho, ado-
taremos a notacao P utilizada por Hoggatt e Ruggles em seu artigo e a chamaremos de
P-matriz. Outra notagdo comum para a mesma matriz é R, utilizada por Koshy em seu
livro [9] e por Gokcan e Deger em seu artigo [28].

Observe que:
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P l5 10] _ 5% p.

10 =5
peo [ 0] oo

de forma geral, é possivel estabelecer que, para n inteiro, vale

n /7
" 521, se n ¢ par
P el L .
572 P, sen éimpar

Iniciaremos esse processo com o lema a seguir. A mesma conclusao pode ser encontrada
em [28]; contudo, o autor apresenta apenas o resultado, sem a respectiva demonstragao.

Lema 5.7. Paran € N, a n-ésima poténcia de P ¢é dada por:

n P
pr 521, sen € par
n—1 Y as °
572 P, sen éimpar

Demonstracao. Vamos provar o lema por inducao.
(I) Supondo n par:

(i) Para n = 2, o resultado é verdadeiro, pois

FRERE

(ii) Assumimos que seja verdadeiro para n = k, com k par e k > 2, ou seja,

N

5

P =531
(iii) Mostremos que é verdadeiro para n = k + 2. De fato,
Pk+2 — Pk . P2
—557.53]
— 5%,
o que prova a igualdade para n par.
(II) Supondo n impar:
(i) Para n =1, o lema é valido, uma vez que
=1 1
52 P=P=P".
(ii) Assumimos que o resultado seja verdadeiro para n = k, com k impar k& > 1,

isto é,
PF=57P.
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(iii) Mostremos que é verdadeiro para n = k + 2. De fato,

Pk+2:Pk’_P2
k-1 2
=52 P.52]

k+1

— 5% P.]

(k+2)—1
-5 2

o que prova a igualdade para n impar.

]

Para generalizar o resultado fornecido pelo Lema 5.7, calculando P™ para qualquer n
inteiro (e nao apenas natural), precisamos da poténcia (P~1)".

Lema 5.8. Para n € N, a n-ésima poténcia de P~' é dada por:

52 1, sen é par
(P =4 o5 SR
572 P, sen éimpar
Demonstracao. Vamos provar o lema por inducao.
(I) Supondo n par:

(i) Para n = 2, o resultado é verdadeiro, pois

2|1 0 115 0
5 2 = —
01 2510 5

(iii) Mostremos que é verdadeiro para n = k + 2. De fato,

(P—l)(k+2) _ (P—l)k X (P—1)2
—5%3[.5%]

—k—2

= 5 2 [

—(k+2)

= 5 2 [’

o que prova a igualdade para n par.
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(IT) Supondo n impar:

(i) Para n =1, o lema ¢ valido, uma vez que

(@3]
|
vl
o
I
[
Y
Il
O] DU =
ot
—
Il
e
L

(ii) Assumimos que o resultado seja verdadeiro para n = k, com k impar e k > 1,

isto é,
—k—1

(P YHYr=5"2P

(iii) Mostremos que é verdadeiro para n = k + 2. De fato,

(Pfl)k+2 — (Pfl)k . (P71)2

— 55 P.5751
—k—3

=572 P.]

—(k+2)—1
2

9

o que prova a igualdade para n impar.

5.4.1 P" para qualquer n inteiro

Agora, podemos generalizar o Lema 5.7 para n inteiro.

Teorema 5.9. Para n € Z, a n-ésima poténcia de P é dada por:

n—1

n s
" 521, sen € par
572 P, sen € impar

Demonstracao. Para n = 0, o resultado é trivial, uma vez que

PO — lé ﬂ — 53]

O caso em que n ¢ inteiro positivo estd provado no Lema 5.7. E o caso em que n é
inteiro negativo estd provado no Lema 5.8. O]

5.4.2 Relacao entre a P-matriz e as ()-matrizes

Nesta subsecao, estabelecemos a relacao da P-matriz com as matrizes Qr e (01, a fim
de obter uma identidade semelhante a da Propriedade 4.15, apresentada na Secao 4.2,
utilizando a P-matriz.

Perceba que

1 2 1 3-1] [3 1] Jo 1 .
P:lZ —1]:[2 1—21:l1 21'[1 —JZQL'QF‘
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Entao, da Propriedade 4.15,
Lpyw L, | |31 F, F._1| nei 1o n
[ Ln Ln—l] N [1 2‘| [Fn—l Fn—2‘| - QL r N QL QF B P QF

Acabamos de obtemos a seguinte propriedade, apresentada por Hoggatt e Ruggles em
[10], porém com outra demonstracao:

Propriedade 5.10.

[ Ln Ln—l] N [2 —1] [ Fn Fn—l] =P QF7 n € 2.

Com isso podemos demonstrar a Propriedade 4.16 com a P-matriz.

Demonstragio. Basta observar que det ([L”H Ln ]) = det(P)-det(Q%). Sendo assim,

Ln Lnfl
Ln+1 Ln _ 1 2 Fn+1 Fn
Ln Loa|™ ‘2 —1‘ Fy, Foi|’ (5.10)
o que implica, pela Propriedade 4.7,
Ln+1Ln71 - LZ == _5(_1)n
O

5.5 Identidades de Fibonacci e Lucas com a P-matriz

E possivel utilizar a relacéo entre a P-matriz e as Q-matrizes, para demonstrar todas as
identidades previamente estabelecidas no Capitulo 4 que relacionam os niimeros de Lucas
aos de Fibonacci. Ainda assim, nesta se¢ao, apresentaremos uma selecao de demonstracoes
que consideramos particularmente notaveis.

A primeira identidade que demonstramos relacionando os nimeros de Lucas e de
Fibonacci é a Propriedade 4.22: L,, = F,,_1+F,, .1 para todon € Z. A seguir, reobteremos
esse resultado utilizando a P-matriz.

Demonstragao. Pela Propriedade 5.10,

Ln Ln—l 2F’n-l—l - Fn 2Fn - Fn—l

— Fn+Fn+2 Fn—1+Fn+1
Fn+1+Fn+Fn71_Fn Fn+Fn72+Fn71_anl ’

an+1 Ln 1 _ an+1 + 2Fn Fn + 2}Wn—l‘|

ou seja,
Ln+l Ln _ Fn + Fn+2 Fn—l + Fn+1
Ln Lnfl anl + Fn+1 Fn72 + Fn '

Comparando as entradas da primeira linha e segunda coluna nas matrizes da igualdade
anterior, segue a Propriedade 4.22. O]

Na Propriedade 4.23, estabelecemos que L, + L, 1 = 5F,, n € Z. A seguir,
reobteremos esse resultado utilizando a P-matriz.
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Demonstragcao. Multiplicando por P, pela esquerda, os dois lados da igualdade da Pro-
priedade 5.10, segue:

1 2] [Lost Lol 1o o
b A e

Lyji+2Ly Ly +2L,] _[5 0] [Fu  Fa
2Lpir — Ly 2Ln—Loq| |0 5| | F, Foi|’

ou seja

Ln + Ln+2 Lnfl + LnJrl o 5Fn+1 5Fn
Lnfl + Ln+1 Ln72 + Ln N 5Fn 5Fn71 '

Comparando as entradas da primeira linha e segunda coluna nas matrizes da igualdade
anterior, segue a Propriedade 4.23. O]

Na Propriedade 4.24, estabelecemos que L,, + F,, = 2F,, 1, n € Z. A seguir, reobtere-
mos esse resultado utilizando a P-matriz.

Demonstrag¢io. Somando Q% em ambos os lados da igualdade da Propriedade 5.10, temos:

Ln+1 Ln Fn+1 Fn o n n
[Ln Lnl]+[Fn Fn1‘|_P QF+QF

—(P+1)-Q}

_[2 2] [Fun Fo

20 F, F,_1|°
O que implica

[Lnﬂ +F.n L, +F, ] _ [2Fn+2 2Fn+1]

Ln+Fn Ln—1+Fn—1 N 2-F'n—l-l 2Fn

Comparando as entradas da primeira linha e segunda coluna na igualdade matricial
anterior, obtemos a Propriedade 4.24. O]

Na Propriedade 4.25, demonstramos que L,, — F,, = 2F,,_1, n € Z. Agora, apresenta-
remos uma nova deducao dessa identidade, desta vez por meio da P-matriz.

Demonstrag¢do. Subtraindo % em ambos os lados da Propriedade 5.10, temos:

Ln—i—l Ln Fn+1 Fn o n __ n

Ln Lnfl
—(P-1)-Q;
_ [0 2] [Fu Fu
T2 2] | B Fua
[ 2F, 2F, 4
= 2Fu1 — 2F, 2F, —2F,
. [ 2Fn 2Fn71
N _2(Fn71 + Fn) - 2Fn 2(Fn72 +Fn71) - 2Fn71 ‘
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O que implica

Ln+1 - Fn+1 Ln - Fn o 2Fn 2Fn71
Ln_Fn Ln—l_Fn—l B 2Fn—1 2Fn—2 ‘

Comparando as entradas da primeira linha e segunda coluna na igualdade matricial
anterior, obtemos a Propriedade 4.25. O]

Na Propriedade 4.28, obtivemos a identidade L+, = L1 Fy + LinFr—1, m,n € Z.
A seguir, apresentaremos outra forma de chegar a esse mesmo resultado, utilizando a
P-matriz.

Demonstragao. Da Propriedade 5.10, temos:

Lm+n+1 Lm+n o m+n
le+n Lm-l—n—l =F QF

=P-QF QF
_ Lm+1 Lm n
- [ L, Lm—l] ’ QF7
ou seja,
Lm+n+1 Lm+n — Lm+1 Lm . FnJrl Fn
Lm+n Lm+n71 Lm mel Fn anl '
Implicando

Lan+1 + Lm—an Lan + Lm—an—l .

Lm+n+1 Lm+n — Lm+1Fn+1 + Lan Lm+1Fn + Lan—l
Lm+n Lm+n—l

Comparando as entradas da primeira linha e segunda coluna na igualdade matricial
anterior, obtemos a Propriedade 4.28. O

Na Propriedade 4.29, demonstramos que 2L,,, = L, L, + 5F,,F,, n € Z. A seguir,
apresentaremos uma nova demonstracao dessa identidade com o auxilio da P-matriz.

Demonstragao. Multiplicando por P, pela esquerda, os dois lados da igualdade da Pro-
priedade 5.10, segue:

1 2 Lm+n+1 Lm+n ] _ p2 m-+n
[ ] [ Lm+n Lm+n71_ =F QF

le+n+l + 2Lm+n Lm-‘rn + 2Lm+n—1] [5 0- . [Fm+1 Fm ] . an+1 Fn ]

2Lm+n+1 - Lm+n 2Lm+n - Lm+n—1 0 5_ Fm Fm—l Fn Fn—l
_ 5-Fm—l—l 5Fm . Fn+1 Fn
B 5Fm 5F‘m—l Fn Fn—l ’

ou seja,

5Fan+1+5Fm—1Fn 5Fan+5Fm—1Fn—1 .

Lm+n+1 + 2Lm+n Lern + 2Lm+n71 o 5Fm+1Fn+1 + 5Fan 5Fm+1Fn + 5Fan71
2Lm+n+1 - Lm—i—n 2Lm+n - Lm+n—1
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Das entradas da primeira linha e primeira colina na igualdade matricial anterior, ob-
temos:
Lm+n+1 + 2Lm+n = 5Fm+1F’I’L+1 + 5Fan7

ou seja,
2Lm+n = 5Fm+1Fn+1 +5F,F, — Lm+n+1-

Note que

S5Emi1Fn =4 B + (B + Fo) Foa

=3Fh1Fhi+ (Fnoa+ Fo)(Far+ Fy) + (B + Fo) Fa

= FpiFop +2F (B + F) + Fyoa(Foor + F) + F(Fooa + F)
+ (mel + Fm)FnH

=FnnFo + Fnn(Foor + F) 4+ (B + Fogr) (Faor + F)
+ Fo1 (B + ) + (Frmy + Fo) Foa

= Fn1 P + Foi(Fooy + ) + Foga(Fooy + ) + Frpoa(Fooy + F)
+ (Fp1 + Fo) Froar.

Reordenando os termos de forma conveniente, obtemos
SFp1Fit = (Bt + Fo) (Bt + Fost) + (B + Fin2) Foer + (Bt + Fir ) P

Substituindo £y, 1 + Fint1, Frno1 + Fui1, Fon + Fope e de acordo com a Propriedade
4.22, obtemos
5Fm+1Fn+1 - Lan + Lm+1Fn+1 + Lan

Substituindo L,,+1F,+1 + Ly, F,, de acordo com a Propriedade 4.28, obtemos

5Fm+1Fn+1 = Ly Ly + Lm+n+1-

Portanto,
2Lm+n - Lan + Fm+n+1 + 5Fan - Lm+n+1
= L,L,+5F,,F,.
Assim obtemos a Propriedade 4.29. O]

A identidade 5F,,,, = LoLyy1 + Ly_1L,, n € 7Z, foi apresentada na Propriedade
4.31. Mostraremos agora que esse mesmo resultado pode ser novamente obtido por meio
da P-matriz.

Demonstragao. Das Propriedades 5.10 e 4.22, obtemos
Lm+n+1 Lm+n _ Lm+1 Lm Fn+1 Fn
B Lm Lm—l Fn Fn—l

_ Lm+1Fn+1 + Lan Lm+1Fn + Lan—l
N Lan+1 + mean Lan + meanfl .

Lm+n Lm+n—1
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Somando as entradas da primeira linha e primeira coluca com as entradas da segunda
linha e segunda coluna, obtemos

Lyini1+ L1 = Lyni1 Fros1 + Lin By + Ly By + Ly 1 F
=Lp1Foi1+ L+ Ly (B o+ Fyq) + Ly 1y
=Lp1Fos1+ LinFy + Ly Fyo+ (L + Lin—1) Frq
=LpiFni1r+LnFp+ LyFy o+ L Fr gy
= (Fo1+ Fos1) L1 + (F—o + F) Ly,.

Substituindo L, n+1 + Lmin_1 de acordo com a Propriedade 4.23 e F,,_1 + F, 41 e
F,_ >+ F, de acordo com a Propriedade 4.22 obtemos a Propriedade 4.31. O

5.6 Polindomios caracteristicos da P-matriz de Fibo-
nacci

2|,
9 _11 é dado por

Observe que o polinémio caracteristico da matriz P = [
pp(r) = 2> — tr(P)x + det(P) = 2> — 5.

Para obter os autovalores de P, calculemos as raizes da equacao caracteristica, 22> —5 =
0. Assim, os autovalores de P sao V5 e —/5.
Os autovetores, v, associados a um autovalor A de P, podem ser encontrados igualando

(P — Al)v = 0. Considerando v = [Z] , temos:

1—A 2 el _ |0 . a(l—X)+2b | |0
2 —1-=A bl |0 20 +b(—1—=N)| |0|"
Resolvendo a equacéo para o autovalor A = v/5, obtemos autovetores da forma v, =

1+v5 o
a| 2 = « , onde a € R*. De forma andloga, para o autovalor A\ = —/5, 0s

1 1
1—v/5 b2
autovetores sao dados por vy = 3 i =4 [ |- com g e R*.

Assim, pelo Teorema 2.12, temos:
PH_V chﬁ 0 ]V @11
11 0 —5 11
_lcb abz].[\/ﬁn 0 1 1 [1 —dn]
11 0 (—1)"5'| ¢—0y |1 ¢ |

Pela equacao (3.9),

s E A

"$2VE 0B + ¢¢2<—1>”¢5’“‘1 |



Polinomios caracteristicos da P-matriz de Fibonacci 96

Pela equagao (3.1), segue

o [6— (<1, 1 (<1
S [ R A

O que indica que fomos capazes de expressar P" em uma tnica matriz.



6 Propriedades de Divisibilidade dos
Numeros de Fibonacci e de Lucas

Neste capitulo, vamos exemplificar como podemos demonstrar propriedades de divisi-
bilidade envolvendo os ntimeros de Fibonacci e de Lucas usando as matrizes Qr e Q1. As
demonstragoes se baseiam em duas ideias principais: a Identidade de Bézout, Teorema
A5, e o fato de que qualquer poténcia de uma matriz diagonal é também uma matriz
diagonal.

6.1 Divisibilidade e a matriz Qr

Nesta secao, investigaremos propriedades de divisibilidade envolvendo os niimeros de
Fibonacci sob uma perspectiva matricial, utilizando a matriz QQr e suas poténcias.

Propriedade 6.1. Se m | n entao F,, | F,,, m,n € N.

Demonstragio. Da hipétese, n = gm, ¢ € N. Sabemos que F}, | F},,. Isto posto,

m __ Fm+1 Fm — Fm+1 0

Sendo assim, da Propriedade 2.17(d),
I3 F, F 0 |°
myq _ MH)™Mq _ gm—+1 am | _— m+1
(QF) - wF [ qu qu1‘| - [ 0 Fm1‘| (HlOd Fm)

Realizando a potenciagao, do Teorema 2.14,

qu+1 qu
qu qu—l

Fl., 0 ]
m dF,). 6.1
i | e r) 61)

Das entradas localizadas na primeira linha e segunda coluna das matrizes da relacao
de congruéncia da equacao (6.1), segue que, F,,, =0 (mod m), dai

Fp | Fyn —0=F,.

Propriedade 6.2. Fiq(m, ) = mdc(F,, F,), m,n € N.

Demonstragiao. Demonstremos a igualdade conforme a Propriedade A.3.

97
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(i) Primeiramente, mostremos que Fidc(m,n) | mdc(Fr,, F,).

Como mdc(m,n) | m e mde(m,n) | n, existem a,b € N tais que m = mdc(m,n)a e
n = mdc(m,n)b. Aplicando a Propriedade 6.1, segue que

Fmdc(m,n) | Fmdc(m,n)a =F, e Fmdc(mm,) | Fmdc(m,n)b = F,.

Pela defini¢ao de méaximo divisor comum, Fiuac(m,n) | mde(Fy,, Fy,).

(ii) Resta mostrar que mdc(Fp,, ) | Fnde(mn)-

Pelo Teorema A.5, existem z,y € 7Z, tais que
QY = Qi = Q- Q.

De modo similar ao que foi feito na prova da Propriedade 6.1, sabemos que

rm — Fﬂrsz—l-l 0 yn Fngl 0
= [ 0 Frﬁ—l] (mod F,,) e Q% = [ 0 B (mod F,).
Pelo Teorema A.10,
Q= | i . ] (mod mdc(Fy, ) (6.2)
L m—1
e
pad 0
Q¥ = '(L)H 7 (mod mdc(Fy,, F,)). (6.3)
L n—1

Multiplicando as relagoes de congruéncia médulo mdce(F,,, F,,) das equagoes (6.2) e
(6.3), pela Propriedade 2.17(c),

T Y
;m. ?IJT” = [Fm—i-l 0 ‘| . [Fn—i-l 0 1 (HlOd de(Fm’Fn));
1

0 Er 0o F,
ou seja,
mac(mn) _ | i1 Fr 0 ] mod mdc(F},, F,
pro = (a0 | nod mact, )
Assim,
Fmdc(m n)+1 Fmdc(m n) Fw-}—le—l—l 0
’ ' = | mton mod mdc(F,,, F},)).
Fmdc(m,n) Fmdc(m,n)—l 0 F'nfo—ng—l ( ( ))

Logo, mdc(£5n, 1) | Finde(m,n) — 0.

Por (i) e (i7),
Fmdc(m,n) = de(F’nu Fn)
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Da Propriedade 6.2, concluimos que
mdc(Fr,, Fymy1) = mde(m,gm +1) =1, (6.4)
resultado que sera 1util na demonstragao a seguir.

Propriedade 6.3. Se F,, | F,, entdo m | n onde m,n € N e m # 2.

Demonstragao. Pelo Teorema A.1, n = gm +r com g, € Z ¢ 0 < r < m. Observe que

no—= QI = Q%" Q% o que implica
Qn — qu+1 qu . FrJrl Fr
o qu qu,1 Fr Frfl ’
ou seja,
Qn — qu+1Fr+1 + quF’r qu-‘,—lFr + quFr—l (6 5)
F quFr+1 +qu—1Fr quFr + qu—lFr—l . .

Partindo da equagao (6.5) e da hipdtese

n o__ [qu+lFr+1 + quFr qu+1Fr + quFr1]

— Fn+1 0
B quFr+1 + qu—lFr quFr + qu—lFr—l

=% Fn—1‘| (mod F,,). (6.6)

Das entradas localizadas na primeira linha e segunda coluna das matrizes da relagao
de congruéncia da equagao (6.6), segue que
Fo | Fomr Fr + Fyn Fromq — 0.
Entao, pelas Propriedades A.2 e 6.1,
Fo | Fymi1 Fr.
Da equagao (6.4), mdc(F,,, Fi1) = 1, pela Propriedade A.6
F,. | F..

Sabendo que 0 < r < m e m # 2, entao F, < F,,. Como F,, | F,, segue que F, =0,
ou seja r = 0.
Portanto,
m | n.

O

Propriedade 6.4. Dados m,n € N com ¢,r € Z tais que m = gn+r e 0 < r < m, entao
mdc(F,,, F,) = mde(F,, F,.).

Demonstrag¢io. Demonstremos a igualdade conforme a Propriedade A.3.

(i) Primeiramente, mostremos que mdc(F,,, F;,) | mdc(F,, F}).

Pela definicao de maximo divisor comum, sabemos que ¢ suficiente demonstrar que
mdc(Fy,, ) | F, e mde(F,,, F,) | F.; o primeiro sendo 6bvio, vamos demonstrar o
segundo.
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(i)

Observe que Q7 = Q¥ = Q% - Q.. Sendo assim,
Qm _ Fqn+1 Fqn . Fr—i—l Fr _ Fqn+1Fr+1 + Fanr Fqn—i—lFr + Fanr—l
F Fqn Fqnfl Fr Frfl Fanr+1 +Fqn71Fr Fanr +Fqn71Fr71 .

Ainda, mdc(F,,, F,,)|F,, entdo Q' é igual a

Fqn+1Fr+1 + Fanr Fqn+1Fr + Fanr—I]

Qm — Fm+1 0
E Fanr+1+Fqn—1Fr Fanr—l_Fqn—lFr

0 Fm—1‘| (mod mdc(F,, F},)).

(6.7)

Das entradas localizadas na primeira linha e segunda coluna das matrizes da relagao
de congruéncia (6.7), Fy, =0 (mod F},), dai segue que

mdc(Fy, Fy)|Fyns1 Fy + FynFy_y — 0.

Entao, pela Propriedade A.2, como mdc(F,,, F,,) | F,, e F,, | F,, segue que

mdc(F,,, F,) | Fy Fr (6.8)
Da equacao (6.4), mdc(F),, Fy,41) = 1, logo mde(mdc(F,,, F,,), Fyni1) = 1. Disso, e
da equagao (6.8), segue que mdc(F,,, Fy,) | F.

Resta mostrar que mdc(F,,, F.) | mdc(F,,, F,).

Pela definicao de maximo divisor comum, sabemos que é suficiente demonstrar que
mdc(F,, F,.) | F, e mdc(F,, F,) | F,,; o primeiro sendo ébvio, vamos demonstrar o
segundo.

Sabemos que mdc(F,, F,) | F,, entao

n_ |Fay1 O
= [ 0 Fn_J (mod mdc(F,, F})).

Sendo assim, da Propriedade 2.17(d),

qn __ Fg—i—l O
FEY e (mod mdc(F,, F}.)). (6.9)

Por outro lado, mdc(F,,, F,) | F,, entao

r= | Fr Ol od mde(F, F). (6.10)
0 Fr—l
Observe que QF = Q¥ = Q¥ - Q. Multiplicando as relacdes de congruéncia

moédulo mde(F,,, F,) das equagoes (6.9) e (6.10), pela Propriedade 2.17(c),

Qr

Fil., 0 F.ip 0
[ . F;fll ) [ 0 F (mod mdc(F,, F,)),

ou seja,
q
FopiFr 0

QF = [ 0 Fg_1Fr1] (mod mdec(F,, F}.)). (6.11)

Das entradas localizadas na primeira linha e segunda coluna das matrizes da relagao
de congruéncia da equagao (6.11), segue que mdc(Fy,, F.) | Fy,.
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Por (i) e (i7),
mdc(F,,, F,,) = mdc(F,, F,.).

6.2 Divisibilidade e a matriz @;,

Nesta secao, ampliaremos o estudo das propriedades de divisibilidade para incluir
também os nimeros de Lucas. Para isso, utilizaremos a matriz () e suas poténcias, que
nos permitem obter resultados envolvendo as sequéncias de Fibonacci e de Lucas.

Lema 6.5. 5¢ L,, n € N.

Demonstragio. Suponha que 5 | L,,. Isto posto, da defini¢cao de relagdo de congruéncia,
L, =0 (mod 5). Elevando ao quadrado, pela Propriedade 2.17(d), L2 =0 (mod 5).
Com isso, conseguimos reduzir a Propriedade 4.27 a congruéncia médulo 5, obtemos
0—4(=1)" = 0 (mod 5). Entretanto —4(—1)" nao é congruente a 0 médulo 5. E, por
contradigao, 51 Ly,. O

Antes de prosseguirmos, é fundamental justificar a aplicagdo da propriedade distri-
butiva da poténcia sobre o produto de matrizes. Em geral, para matrizes em M(Z), a
igualdade (A - B)* = A* . B* nao é vélida devido & natureza ndo comutativa do produto
matricial. No entanto, tal propriedade pode ser demonstrada por indugao finita sob a
condicao suficiente de que A e B comutem.

Observacio 6.6. As matrizes Qr e Q% ' comutam,

Q A n—1 __ 3Fn+Fn—1 3Fn—1+Fn—2
L Fo Fn+2Fn—l Fn—1+2Fn—2 ’

Qn—l_Q — 3Fn+Fn71 Fn_'_Qanl
o L 3Fn71+Fn72 Fn71+2Fn72 .

Ainda,
Fn+2Fn71 = (Fn71+an2)+2Fn71 :3Fn71+Fn72~

Portanto Q- Q%' = Q%' - Q, justificando a passagem (Qr - Q% 1)* = Q% - (QE1)*,
que usaremos na demonstragao da seguinte propriedade.

Propriedade 6.7. Dados, k,n € N:
(a) Ly | Lin, se k impar;
(b) Ly | Fyn, se k par.

Demonstrag¢io. Sabemos que L, | Ly,

Ln+1 Ln _ Ln+1 0
[ I Ln—1‘| = [ 0 Ln—1‘| (mod Ly,).
Sendo assim, da Propriedade 2.17(d)
k k
Ln-‘rl Ln _ Ln+1 0
[ I Ln—l] = [ 0 Ln—1‘| (mod Ly,). (6.12)
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(a) Para k impar, temos da Propriedade 4.15 e da Observagao 6.6

k
o] -

= QL Q"
_ 5 Ly Lk | | Frn-k+1 Frn—s
Ly Ly Frn—rk  Frn—r—1

kot | L Fon—pp1 L Fion— L1 Fion—k + L Flon—k—1
LyFin—t41+ Lg—1Fpn—r  LiFipn—r + L1 Fgn—r—1| "

Substituindo as entradas da matriz de acordo com a Propriedade 4.28, temos

k
[Ln+1 L, ] _ 5 [Lk+lm—k+1 Lt kn—k ]

L, L, Litin—t  Litkn—i-1|’
ou seja,
k
Ln+1 Ln - k=1 Lkn+1 Lkn
[Ln Ln—l] =07 [Lkn Lkn—l . (613)

Ln Lnfl
(6.12), obtemos

k
Posto [L"H Ln 1 conforme equagao (6.13) na relagao de congruéncia da equagao

k
k-1 Lkn+1 Lkn — Ln+1 0
[ Lo, Lkn—l] = [ 0 L. (mod Ly,). (6.14)

Das entradas localizadas na primeira linha e segunda coluna das matrizes da relagao
k—1
de congruéncia da equagao (6.14), concluimos que L,, | 572 Ly,.

Pelo Lema 6.5, L, | Lyy-
(b) Para k par, da Propriedade 4.15 e da Observagao 6.6

L., L, .
[ Lzl Ln1‘| = (Qu-QF l)k

=Qf QY
sk g
— 5% Qk+kn k)

= 5§QF

k
Ln+1 Ln _ rk FnkJrl Fnk
[ Ln Ln—l] =0 [ Fnk Fnk—l ‘ (615)

ou seja,

Ln Lnfl
(6.12), obtemos

k
Posto [L"H Ln 1 conforme equagao (6.15) na relagao de congruéncia da equagao

k
k Fnk+1 Foe | _ Ln+1 0
= L,). 1
52[Fnk Fnk_ll [ 0 mod ) (6.16)
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Das entradas localizadas na primeira linha e segunda coluna das matrizes da relagao
k
de congruéncia da equagao (6.16), concluimos que L,, | 52 Fj,,.

Pelo Lema 6.5, L, | Fyp.



7 Consideracoes Finais

Iniciamos com os topicos de algebra linear que se fizeram necessarios para o desen-
volvimento deste trabalho, seguindo com Fibonacci e o problema original dos coelhos,
cuja solugao gerou a sequéncia de Fibonacci. Apds, estudamos Lucas, que batizou a se-
quéncia de Fibonacci e criou sua propria, a sequéncia de Lucas. Estudamos Binet, pela
importéncia do Teorema de Binet (Teorema 3.3) para ambas as sequéncias e expandimos
as sequéncias de Fibonacci e Lucas para indices nao-positivos, assim podendo expandir
o Teorema de Binet para indices inteiros (Teorema 4.18). E introduzimos Cassini, pela
notoria Identidade de Cassini (Propriedade 4.7), sua equivalente para Lucas (Propriedade
4.16) e outras identidades interessantes.

Prosseguimos com a ()p-matriz de Fibonacci, inicialmente com a n-ésima poténcia
natural, entdao apresentamos uma nova demonstracao, utilizando exclusivamente matrizes,
para féormula de expressao dos niimeros de Fibonacci para indices nao-positivos, através do
Teorema 4.5. De modo analogo, para a ()p-matriz de Lucas, estudamos, inicialmente com
LnJrl Ln

Ln Ln—l
com a Propriedade 4.9, introduzida em [1]. Entao demonstramos a formula de expressao
dos nimero de Lucas com indices negativos, utilizando exclusivamente matrizes, através

a n-ésima poténcia natural, a () -matriz de Lucas e a obtencao da matriz

LnJrl Ln

Ln Ln—l
n inteiro no Teorema 4.15, conforme em [1]. E utilizamos o polinémio caracteristico de
Qr e O para encontrar os autovalores e autovetores das matrizes e com isso reforcamos a
relacao dos nimeros de Fibonacci e de Lucas com o nimero de ouro e seu conjugado; com
essas informagoes pudemos demonstrar o Teorema de Binet (Teorema 4.18) de diversas
maneiras diferentes utilizando matrizes, conforme desenvolvido em [2].

Demos seguimento a pesquisa, fazendo o estudo da M-matriz, que relaciona niimeros
de Fibonacci, iniciando com a n-ésima poténcia natural, entdo extendemos para indices
negativos, afim de demonstrar para toda poténcia inteira no Teorema 5.3. Formalizamos
a expressao dos niumeros de Fibonacci com indices nao-positivos com a M-matriz. E
utilizamos o polinémio caracteristico de M para encontrar os autovalores e autovetores
da matriz e com isso demonstrar o Teorema de Binet (Teorema 4.18) de outra forma
também usando matrizes.

E estudamos a P-matriz, que relaciona os numéros de Fibonacci e de Lucas, iniciando
com a n-ésima poténcia natural, entao extendemos para indices negativos, afim de de-
monstrar para toda poténcia inteira no Teorema 5.9. Relacionamos a P-matriz com as
matrizes Qr e Q1 e reescrevemos a Propriedade 4.15 utilizando a P-matriz na Proprie-
dade 5.10. E utilizamos o polindbmio caracteristico de M para encontrar os autovalores e
autovetores da matriz e com isso expressar P em uma Unica matriz.

Por fim, abordamos propriedades de divisibilidade com demonstragoes envolvendo os

do Teorema 4.17 e também generalizamos a obten¢ao da matriz , para todo
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numeros de Fibonacci e Lucas utilizando congruéncia de matrizes, com as matrizes Qr e
QL.

Os estudos apresentados contribuem teoricamente para o area das representagoes ma-
triciais das sequéncias de Fibonacci e de Lucas, sintetizando as matrizes Qp, Qr, M e P
e propondo generalizagbes para as suas poténcias n em Z (Teoremas 4.6, 4.19, 5.3 e 5.9).
Aplicamos novas observacoes — em particular a Propriedade 4.15 aplicada as (-matrizes
de [1] — em demonstragdes originais e apresentamos demonstragoes minuciosas do Teo-
rema de Binet (Teorema 4.18), conforme [2] que evidenciam a conexao entre as sequéncias
de Fibonacci e de Lucas e nimero de ouro e seu conjugado, nas Secoes 4.4 e 5.3. Estabe-
lecemos ainda relagoes entre a matriz P e as (Q-matrizes (Propriedade 5.10) e propusemos
uma abordagem baseada em congruéncias matriciais com () para demonstrar proprie-
dades de divisibilidade dos nimeros de Lucas, alternativa as técnicas convencionais. Por
fim, apresentamos demonstracoes de diversas propriedades que relacionam ntmeros de
Fibonacci e de Lucas e questoes de divisibilidade por meio de matrizes.

Em sintese, este estudo buscou articular representagoes matriciais e propriedades arit-
méticas das sequéncias de Fibonacci e de Lucas, evidenciando como a linguagem matri-
cial permite ampliar e sistematizar resultados classicos. Essas sequéncias permanecem de
grande relevincia na matemadtica contemporanea (cf. MSC2020: 11B39, 11B83, 11Y55)
e essa importancia encontra expressao em organizagoes e veiculos especializados, como a
The Fibonacci Association responsavel pela revista The Fibonacci Quarterly (em publica-
¢ao desde 1963). Ao explorar, em particular, diversas demonstragoes do Teorema de Binet
(Teorema 4.18) e congruéncias matriciais com a matriz Q) para questoes de divisibilidade
(Propriedade 6.7), o trabalho propoe caminhos metodoldgicos que, espera-se, estimulem
o desenvolvimento tedrico e novas investigacoes na area.
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A Divisibilidade de Numeros
Inteiros

Neste apéndice, abordaremos o essencial de teoria dos nimeros para compreensao da
Secao 2.7 e para o entendimento das demonstracoes do Capitulo 6. Usaremos como base
as definigdes de Sampaio e Caetano [29] e conviamos o leitor mais curioso, que deseja
aprofundar seus conhecimentos sobre teoria dos niimeros, a consultar a obra na integra.

A.1 Divisibilidade

Dados a,b € 7Z, dizemos que a divide b quando existe m € Z tal que b = am.

Denotamos a | b. Quando a # 0 (e somente neste caso), dizemos também que b é divisivel

por a. Neste caso, o inteiro m é chamado de quociente de b por a e é indicado por m = g

No caso em que nao existe m € Z, tal que b = am, dizemos que a nao divide b e
denotamos a 1 b.

Teorema A.1l. [Algoritmo da divisao em Z] Se a,b € Z e b # 0, entao existem q,r € Z,
unicos, tais que a = bqg+r e 0 < r < |b|. Os inteiros q e r sao chamados, respectivamente,
de quociente e resto da divisao euclidiana de a por b.

Demonstragcdo. Separemos em trés casos.

(i) Caso a >0 e b > 0. Considere o conjunto

S={a—bx|z€Z, a—bx>0}.

Note que S # (), pois para © = 0, a —bx = a € S. Pelo Principio da Boa Ordem,
existe r = min(S). Como r € S, r = a — bq > 0, para algum ¢ € Z. Basta mostrar
entdao que r < b. Suponha que r > b, entao

a—blg+1l)=a—-bg—b=r—>b2>0,

logo a — b(q + 1) € S. Também terfamos a — b(¢ + 1) = r — b < r = min(.S), uma
contradicao.

(ii) Caso a <0eb> 0. Pelo item (i), podemos determinar, ¢’ e 7’ tais que

la| =b¢' + 7', 0 <7r' <b.

Se ' = 0, entdo —|a| = a = b(—¢') + 0 e entdo ¢ = ¢ e r = 0 satisfazendo as
condigoes do teorema.
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Por outro lado, se ' > 0, entao

a=—lal =b(~q) — 1" =b(~q) ~b+b—r' =b(~q — 1)+ (b—1").

Note que, neste caso, 0 < b—1' < b. Bastatomar¢q=¢ —1er=5b—1r'.

(iii) Agora, vamos mostrar que o resultado vale para b < 0. Pelos item (i) e (ii), podemos
determinar inteiros ¢’ e r’ tais que

a=1bld +7r", 0<r" <|b.

Neste caso, temos que |b| = —b, logo
a=bld +1r" = (=b)d +r" =b(—-¢)+1,
e basta tomar ¢ = —¢' e r =1/,

Por fim, vamos provar a unicidade. Mostremos que se dois pares de inteiros (q,r) e
(¢',r") satisfazem as condigoes do resultado, entdao ¢ = ¢’ e r = r’. Temos que

gb+r=q¢b+1. (A1)
Sem perda de generalidade, podemos supor r’ > r. Segue da equagao (A.1) que
(=¢)b=r"—r.
Como " < |b], segue que 1’ — r < |b| e assim,
(¢ —q)b<1bl.
Tomando moédulos na desigualdade acima, segue que
0< |g—q'||o] <o,

o que implica
0<lg—q|<1.

Como q,q € Z, segue que ¢—q = 0, ou seja, ¢ = ¢'. Pela igualdade (A.1), concluimos
que r =1'. H

Propriedade A.2. Sejam a,b,m € Z com m # 0. Sem | a+bem|a, entdo m | b.

Demonstragao. Da hipdtese, existe p € Z tal que a + b = pm, subtraindo a na igualdade,

obtemos
b=pm — a. (A.2)

Também da hipotese, existe ¢ € Z tal que
a = qm. (A.3)

Substituindo a na equagao (A.2) conforme a equagao (A.3), obtemos b = pm — gm,
evidenciando o fator m, b = m(p — q). Reescrevendo p — q = p' € Z, temos b = mp', ou
seja, m | b. O

Propriedade A.3. Sejam a,b € N. Entao a = b se, e somente se, a | be b | a.
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Demonstragio. (i) Se a = b, existe 1 € Z tal que b = la, ou seja, a | b e ainda a = 1b,
ou seja, b | a.

(ii) Sea|beb]|a,existem m,n € Z tal que

Substituindo b na equagao (A.5) conforme a equagao (A.4), obtemos
a = (am)n, (A.6)

ou seja, 1 = mn. Disso, ede que a,be Ny m=1en=1.

Portanto, das equagoes (A.4) e (A.5), a = b.

A.2 Maximo divisor comum

Se z,a € Z, com a # 0 e x | a, entao |z| < |a|. Disso, —|a| < |z| < |a|. Denotamos
por D(a) o conjuto dos inteiros divisores de a. Se a =0, D(a) = Z.

Dados a,b € Z, com a # 0 ou b # 0, existe pelo menos um divisor comum de a e b, a
saber o 1. Denotamos por D(a,b) = D(a) N D(b) o conjunto dos divisores comuns de a
e b. Além disso, se x € Z é um divisor comum de ambos a e b, entdo, |z| < min(|al, |b]).
E, portanto, D(a,b) possui um méximo d, sendo d > 1, ja que 1 | a e 1 | b. Chamamos o
inteiro d de maximo divisor comum de a e b e denotamos mdc(a, b).

No caso em que a = b = 0, definimos mdc(a, b) = mdc(0,0) = 0 (muito embora nao
exista o maior inteiro positivo divisor de 0).

Propriedade A.4. Dados a,b,c € Z, se a | ¢, entdao mdc(a,b) | c.

Demonstragio. Da hipbtese, existe m € Z tal que
c = am. (A.7)
Por outro lado, seja d = mdc(a,b), existe p € Z tal que
a = dp. (A.8)

Substituindo a na equagao (A.7) conforme a equagao (A.8), obtemos ¢ = (dp)m.
Reescrevendo pm = m’ € Z, temos ¢ = dm’, ou seja, d = mdc(a, b) | c. ]

Teorema A.5. [Bézout] Dados a,b € Z, existem t,s € 7 tais que
mdc(a,b) =min{d € Z | d >0 ed = at + bs, com t,s € Z}.

Demonstragio. Seja K = {at + bs | t,s € Z}. Como |a| = al +b-0 € K, em que
I =1 oul = —1 dependendo do médulo de a, temos que K NZ* # ), e portanto, pelo
Principio da Boa Ordem, existe um menor elemento positivo d. Assim, basta mostrar que

d = mdc(a, b).
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Como d € K, d=at'+bs’, comt',s" € Z. Sendo r o resto da divisao de a por d, pelo
Teorema A.1 podemos escrever

r=a—qd
=a — q(at’ + bs)
=a — aqt’ + gbs’

=a(l — qt') + b(—qs).

Portanto r € K NZ™", mas, do Teorema A.1, 0 < r < d, como d = min(K NZ"), segue
que r = 0. Logo d | a, e, com procedimento andlogo, prova-se que d | b.

Por fim, se D é um outro divisor comum de a e b, temos que D | at’ 4+ bs’ = d, o que
implica |D| < |d| e portanto d é por defini¢io o maior divisor comum entre a e b. O

Propriedade A.6. Dados a,b,c € Z, se a | bc e mdc(a,b) = 1, entdo a | c.

Demonstragdo. Da hipdtese, existe m € Z tal que
be = am. (A.9)
Da hipétese e do Teorema A.5, existem t, s € Z tais que
1 = at + bs.
Multiplicando por ¢,
¢ = act+ bes (A.10)

Substituindo bc na equacao (A.10) conforme a equagao (A.9), obtemos ¢ = act 4+ ams,
evidenciando a na equagao: ¢ = a(ct + ms). Reescrevendo (¢t + ms) = m' € Z, temos
c=am, ou seja, a | c. ]

A.3 Congruéncia médulo m

As congruéncias sao particularmente tteis quando se deseja destacar o resto na divisao
euclidiana. Carl Friedrich Gauss introduziu o conceito e a notagao de congruéncia médulo
m por meio de sua obra Disquisitiones Arithmeticae [30]. As nogoes e notagdes propostas
por Gauss foram imediatamente adotadas e permanecem em uso até a atualidade.

Dados a,b,m € Z, denotamos por a = b (mod m) o fato de que a é congruente a b
modulo m, isto é, se m | (a — b).

Alternativamente, temos que dados a,b, m € 7Z,

a=b (modm)
< m| (a—0b)
< a—b=pm, pe’l
< a=b+pm, pe’Z.

Se a ndao for congruente a b médulo m, denotamos a # b (mod m).
Na pratica, adotamos congruéncias apenas para m > 2.

Proposicao A.7. A congruéncia modulo m > 2 define uma relacio de equivaléncia em

Z.
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Demonstragao. Sejam a,b, m € Z, com m > 2.

(i) Reflexividade: Temos a —a = 0 = m - 0. Logo, m | (a — a). Portanto, a = a
(mod m).

(ii) Simetria: Se a = b (mod m), entao m | (a — b). Assim, existe k € Z tal que
a —b=mk. Logo,
b—a=—mk=m(-k), -k cZ.

Assim m | (b — a). Portanto, b = a (mod m).

(iii) Transitividade: Se a = b (mod m) e b = ¢ (mod m), entao m | (a—b) e m | (b—c).
Assim, existem k,p € Z tais que

a—b=mk e b—c=mp.
Somando as igualdades,
(a —b) + (b—c) =mk+ mp,

ou seja,
a—c=m(k+p), onde k+p € Z.
Assim, m | (a — ¢). Portanto, a = ¢ (mod m).

Assim, a congruéncia médulo m > 2 é uma relagado de equivaléncia em Z. O

Propriedade A.8. Considere a,b,c,d,m,k € Zcomm >2en €N. Sea=0b (mod m),
¢ =d (mod m), entdao

(
(

a) a+c=b+d (mod m);

)
b) ka = kb (mod m);
(¢) ac =bd (mod m);
(d) a™ =" (mod m).
Demonstracao. Da hipétese,
a—b=pm, (A.11)
c—d=pym, (A.12)

com pq, ps € Z.
(a) Substituindo a 4+ ¢ — (b + d) de acordo com as equagoes (A.11) e (A.12)

at+c—(b+d)=a—-b+c—d
= p1m + pam
= (p1 + p2)m.

Reescrevendo p; + py = p’ € Z, temos
at+c—(b+d)=pm.

Assim, m | a + ¢ — (b+d) e, portanto, a + ¢ = b+ d (mod m).
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(b) Multiplicando a equagao (A.11) por k, temos,
k(a —b) = k(pym),

ou seja,

ka — kb = (kpy)m.

Reescrevendo kp, = p" € Z, temos
ka — kb= p"m. (A.13)
Assim, m | ka — kb e, portanto, ka = kb (mod m).

(¢) Substituindo ac — bd de acordo com as equagoes (A.11), e (A.12)

ac —bd = a(c — d) + d(a — b)
a(pam) + d(pim)

(aps + dpy)m.

Reescrevendo apy + dpy = p”' € Z, temos
ac — bd = p"'m.
Assim, m | ac — bd e, portanto, ac = bd (mod m).
(d) Provaremos via indugao finita para n € N,

(i) Param =1 e n = 2, o resultado é verdadeiro, pois temos que a = b (mod m)
(por hipdtese) e também, pelo item (b),

a=b (modm) = aa=bb (modm)
— a*=0* (mod m).

(ii) Suponha que o resultado é vdlido para n = k, com k > 2, isto é, a® = b
(mod m).

(iii) Provemos para n = k + 1. Partindo da hipdtese de indugao (ii) e do item (b),
temos:

a* =b* (mod m) = a*a=0b"b (mod m)

— " =" (mod m).

Por (i), (ii) e (iii), segue o resultado para n € N.

Propriedade A.9. Sejam a,b,m € Z com m > 2. Entao:
a) Se r é o resto da divisdo de a por m, entdo a = r (mod m).

b) Se a = s (mod m), com s € Z e 0 < s < m, entdo s é o resto da divisao de a por
m.

¢) a =0 (mod m) se, e somente se, os restos das divisdes de a e b por m sdo iguais.
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Demonstragao. Vejamos

a) Pelo Teorema A.1, a = mq +r, com q € Z. Logo, a — r = mgq, isto é, m | (a —r).

Portanto, a = r (mod m).

b) Sendo a = s (mod m), temos a — s = mq, para q € Z. Logo, a = mq + s.
Como ¢q,s € Z e 0 < s < m, pelo Teorema A.1, segue que s é o resto da divisao de
a por m, uma vez que o quociente e o resto dessa divisao sdo tnicos.

c) Seja r o resto da divisdo de a por m. Pelo item (a), temos a = r (mod m).

Como a = b (mod m), pela Propriedade A.7 segue que b = r (mod m). Como
0 <r <m, pelo item (b), r é o resto da divisao de b por m.

De 0 <7 < m e pela Proprosicao A.9b), r é o resto da divisao de b por m.
O

Teorema A.10. Sejam z,y € Z e m,n € N. Se x =y (mod m), entdo v =y (mod d),
onde d = mdc(m,n).

Demonstragio. Pela hipétese, x —y = km, para k € Z. Como d | m entao d | km e segue
que d | (z —y).
Logo, z =y (mod d), onde d = mdc(m, n). O



