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acolhido durante o doutorado sandúıche e à Christian Mauduit por ter me orientado durante

este peŕıodo;
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Resumo

Neste trabalho, definimos a máquina de somar estocástica relacionada à base de Fibonacci e

a uma sequência de probabilidades (pi)i�1. Obtemos uma cadeia de Markov cujo estados são

o conjunto dos inteiros não-negativos. Estudamos propriedades probabiĺısticas dessa cadeia,

como transiência e recorrência. Mostramos também que o espectro associado a essa cadeia de

Markov está relacionado ao conjunto de Julia fibrado de uma classe de endomorfismos em C2.

Além disso, estudamos propriedades dinâmicas e topológicas de uma classe de endomorfismos

de C2 (ou R2). Precisamente, as aplicações consideradas são fn(x, y) = (xy+cn, x), onde cn 2 C
(ou cn 2 R), para todo n � 0.

Palavras-Chave: Máquina de somar, cadeias de Markov, operador de transição, espectro,

conjuntos de Julia, conjuntos de Julia fibrado.
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Abstract

In this work we define a stochastic adding machine associated to the Fibonacci base and to a

probabilities sequence (pi)i�1. We obtain a Markov chain whose states are the set of nonnegative

integers. We study probabilistic properties of this chain, such as transience and recurrence. We

also prove that the spectrum associated to this Markov chain is connected to the filled Julia

sets for a class of endomorphisms in C2. Furthermore, we study topological and dynamical

properties of a class of endomorphisms of C2 (or R2). Precisely, the considered maps are

fn(x, y) = (xy + cn, x), where cn 2 C (or cn 2 R), for all n � 0.

Keywords: Adding machine, Markov chains, transition operator, spectrum, Julia sets,

fibered Julia sets.
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Introdução

O objetivo deste trabalho é estudar alguns problemas nas áreas de sistemas dinâmicos, probabi-

lidade e análise funcional. Estes problemas envolvem máquinas de somar estocástica, espectros

de operadores de transição associados a cadeias de Markov e conjuntos de Julia fibrado de

endomorfismos em C2.

Seja g : C �! C uma aplicação holomorfa. O conjunto de Julia cheio associado a g é, por

definição, o conjunto K(g) = {z 2 C : gn(z) é limitado}, onde gn é a n�ésima iterada de g.

Conjuntos de Julia cheios e suas fronteiras (chamadas de conjuntos de Julia) apresentam

muitas propriedades topológicas e dinâmicas. Esses conjuntos foram definidos por Fatou e

Julia e eles estão relacionados com várias áreas, como sistemas dinâmicos, teoria dos números,

topologia, análise funcional, entre outras (ver, por exemplo, [4]).

Como uma extensão dos conjuntos de Julia em Cd, d � 2, muitos autores consideraram os

conjuntos K+ = K+(f) = {z 2 Cd : (fn(z))n�1 é limitada} e suas fronteiras @K+, onde f :

Cd �! Cd é uma função polinomial. Existem muitos resultados sobre propriedades topológicas

e dinâmicas no caso em que f é uma aplicação de Hénon definida por f(x, y) = (y, P (y)+c�ax),
para todo (x, y) 2 C2, onde P é um polinômio complexo e a, c são números complexos fixados

(ver [1] e [11]).

Uma conexão entre conjuntos de Julia em C e máquina de somar estocástica foi dado por

Killeen e Taylor em [15]. Eles definiram a máquina de somar estocástica da seguinte maneira:

seja N 2 N = {0, 1, 2, . . .} um número inteiro não negativo. Utilizando o algoritmo fominha,

podemos escrever N de forma única como N =

k(N)
X

i=0

"i(N)2i, onde "i(N) 2 {0, 1}, para todo

i 2 {0, . . . , k(N)}. Dado N escrito em base 2, podemos calcular os d́ıgitos de N + 1 em base 2

através de um algoritmo formado por um sistema de equações de evolução, introduzindo uma

variável auxiliar ”vai 1”, ci(N), para cada d́ıgito "i(N), da seguinte maneira:

Tome c�1(N + 1) = 1 e, para todo i � 0,

11



8

>

<

>

:

"i(N + 1) = ("i(N) + ci�1(N + 1)) mod 2;

ci(N + 1) =



"i(N) + ci�1(N + 1)

2

�

,

onde [x] é a parte inteira de x 2 R+.

Killeen e Taylor [15] definiram a máquina de somar estocástica considerando uma famı́lia

de variáveis aleatórias independentes e identicamente distribúıdas {ei(n) : i � 0, n 2 N},
parametrizadas pelos números inteiros não negativos i e n, sendo que cada ei(n) toma o valor

0 com probabilidade 1 � p e toma o valor 1 com probabilidade p. De forma mais precisa, eles

definiram a máquina de somar estocástica da seguinte maneira: seja N um número inteiro não

negativo e considere as sequências ("(N +1))i�0 e (c0i(N +1))i��1 definidas por c0�1(N +1) = 1

e, para todo i � 0, por

8

>

<

>

:

"i(N + 1) = ("i(N) + ei(N)c0i�1(N + 1)) mod 2;

c0i(N + 1) =



"i(N) + ei(N)c0i�1(N + 1)

2

�

.

Killeen e Taylor [15] estudaram o espectro do operador de transição S associado à máquina

de somar estocástica em base 2, agindo em l1(N), e provaram que o espectro �(S) de S é igual ao

conjunto de Julia cheio da função quadrática f : C �! C definida por f(z) = (z� (1�p))2/p2,

ou seja, �(S) = {z 2 C : fn(z) é limitado}.
Em [9], El Abdalaoui e Messaoudi estudaram o espectro do operador S em outros espaços

de Banach, como c0(N) e l↵(N), ↵ � 1.

Em [17], Messaoudi, Valle e Sester definiram uma extensão da máquina de somar estocástica

de Killeen e Taylor, em base d 2 N, d � 2, considerando uma sequência de probabilidades

(pi)i�1, e provaram que o espectro desse operador de transição agindo em l1(N) é igual ao

conjunto de Julia fibrado E :=
n

z 2 C : lim supj!+1 |f̃j(z)| < +1
o

, onde f̃j = fj � . . . � f1,
para todo j � 1, e fj : C �! C são funções definidas por fj(z) =

⇣

z�(1�pj)
pj

⌘d

.

Neste trabalho, em vez da base 2, iremos considerar a base de Fibonacci (Fn)n�0, ou seja,

a sequência recorrente definida por Fn = Fn�1 + Fn�2, para todo n � 2, onde F0 = 1 e F1 = 2.

Também, iremos considerar uma sequência de probabilidades (pi)i�1, ao invés de uma única

probabilidade p (como foi feito por Messaoudi e Smania em [18] e por Messaoudi e Uceda em

[19], para uma larga classe de sequências recorrentes de ordem 2).

Considere N 2 N = {0, 1, 2, . . .} um número inteiro não negativo. Utilizando o algoritmo

fominha, podemos escrever N de forma única como N =

k(N)
X

i=0

"i(N)Fi, onde ("i(N))i�0 são

12



os d́ıgitos de N em base de Fibonacci com "i(N) 2 {0, 1} e "i+1(N)"i(N) 6= 11, para todo

i 2 {0, . . . , k(N)}.
A partir dessas considerações, provaremos os seguintes resultados:

Teorema 1 Seja S o operador associado à máquina de somar em base de Fibonacci e asso-

ciado à sequência de probabilidades (pi)i�1. Então, em l1(N), temos que �pt(S) = {� 2 C :

(qn(�))n�1 é limitada}, onde (qn(�))n�1 é uma sequência definida por qn(�) = q"0F0
(�) . . . q"NFN

(�),

onde n =
PN

i=0 "i(n)Fi, com qF0(�) = ��(1�p1)
p1

, qF1(�) = 1
p2
(qF0(�))

2 + 1 � 1
p2

e qFn(�) =
1
rn
qFn�1(�)qFn�2(�)�

⇣

1
rn
� 1
⌘

, onde rn = p[n+1
2 ]+1, para todo n � 1. Em particular, temos que

�pt(S) ⇢ E := {� 2 C : ( n(qF1(�), qF0(�)))n�2 é limitada},

onde  n = gn � gn�1 � . . . � g2 e gn : C2 �! C2 é definido por gn(x, y) =
⇣

1
rn
xy �

⇣

1
rn
� 1
⌘

, x
⌘

,

para todo n � 2.

Teorema 2 Em l1(N), temos E ⇢ �(S).

Teorema 3 Suponhamos que lim infi!+1 pi > 0. Então as seguintes propriedades valem:

1) E é compacto e C \ E é conexo.

2) Se pi = 1 para todo i 2 {2, 3, . . . , k} e pk+1 <
1
2 , para algum k � 2, então E é desconexo.

Teorema 4 A cadeia de Markov é transiente se, e somente se,
1
Y

i=1

pi > 0. Se
1
Y

i=1

pi = 0 e

1
X

i=1

pi = +1 então a cadeia de Markov é nula recorrente.

Teorema 5 Se pi = p, para todo i � 1, e �1+
p
5

2 < p < 1, então E \ R = �pt(S) \ R.

Além de estudarmos a máquina de somar estocástica em base de Fibonacci, estudaremos o

conjunto K+ definido por K+ = {(x, y) 2 C2 : (�n(x, y))n�0 é limitada} onde �n = fn � . . . � f1
e fn : C2 �! C2 é definida por fn(x, y) = (xy + cn, x), com cn 2 C, para todo n � 1. Esse

conjunto foi estudado por S. Bonnot, A. de Carvalho e A. Messaoudi em [2], no caso em que

cn = c 2 C, para todo n � 1. Em particular, eles provaram que se c 2 R, com 0 < c < 1
4 , e

K+ := K+ \ R2 = {(x, y) 2 C2 : (fn(x, y))n�0 é limitada}, onde f(x, y) = (xy + c, x), então

K+ = W s(↵) [ W s(✓) [ W s(p) [ W s(f(p)) [ W s(f 2(p)), onde p = (�1,�1), ↵ = (a1, a1),

✓ = (a2, a2), com a1 = 1�p
1�4c
2 e a2 = 1+

p
1�4c
2 , e W s(x) é a variedade estável de x, para todo

x 2 {↵, ✓, p, f(p), f 2(p)}. Nesse trabalho, iremos provar que o mesmo é verdadeiro quando

supomos que �0, 94  c < 0.
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Este trabalho será divido em quatro caṕıtulos. No primeiro caṕıtulo, daremos algumas

definições e conceitos básicos sobre espectro de operadores lineares em espaços de Banach,

conjuntos de Julia, processos estocásticos e cadeias de Markov.

No segundo caṕıtulo, daremos a definição da máquina de somar estocástica em base 2, dada

por Killeen e Taylor, e enunciaremos alguns resultados já provados.

No terceiro caṕıtulo, através de transdutor, definiremos a máquina de somar estocástica em

base de Fibonacci relacionada à sequência de probabilidades (pi)i�1, provando os teoremas 1,

2, 3 e 4.

No quarto caṕıtulo, estudaremos o conjunto K+ e provaremos que se �0, 94  c < 0, então

K+ := K+ \R2 = W s(↵)[W s(✓)[W s(p)[W s(f(p))[W s(f 2(p)). Além disso, provaremos o

teorema 5.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Nesse caṕıtulo, daremos algumas definições e conceitos básicos sobre espectro de operadores

lineares em espaços de Banach, sobre conjuntos de Julia, sobre processos estocásticos e também

sobre cadeias de Markov.

1.1 Espectro de operadores lineares em espaços de Ba-

nach

Para mais detalhes, ver a referência [7].

Definição 1.1 Sejam X um espaço de Banach sobre C e T : X �! X uma operador linear.

Então temos as seguintes definições:

a) Espectro ou espectro linear: �(T ) = {� 2 C : T � �I não é bijetora}.
b) Espectro pontual: �pt(T ) = {� 2 C : T � �I não é injetora}.
c) Espectro aproximado: �a(T ) = {� 2 C : existe sequência (xn)n�0 ⇢ X, com kxnk =

1, para todo n � 0, e lim
n!1

k(�I � T )xnk = 0}.
d) Espectro cont́ınuo: �c(T ) = {� 2 C : �I�T é injetora, (�I � T )X = X mas (�I�T )X 6=
X}.
e) Espectro residual: �r(T ) = {� 2 C : �I � T é injetora, mas (�I � T )X 6= X}.

Vale observar que �(T ) = �pt(T ) [ �c(T ) [ �r(T ) e que �a(T ) ⇢ �(T ).

1.2 Conjuntos de Julia fibrado

Para mais detalhes, ver as referências [4] e [10].

15



Definição 1.2 Seja f : C �! C uma aplicação holomorfa. O conjunto de Julia cheio associado

a f é definido por K(f) = {z 2 C : (fn(z))n�0 é limitada}, onde fn = f � . . . � f
| {z }

n vezes

é a n�ésima

iterada de f .

Definição 1.3 Seja (fn)n�0, fn : C �! C, para todo n � 0, uma sequência de funções holo-

morfas. O conjunto de Julia fibrado associado à sequência (fn)n�0 é o conjunto K((fn)n�0) =

{z 2 C : (fn(z))n�0 é limitada}.

Essas definições podem ser estendidas para funções polinomiais definidas em Cd, com d � 2.

1.3 Processos estocásticos e cadeias de Markov

Para mais detalhes, ver as referências [23] e [25].

Definição 1.4 Um processo estocástico {X(t) : t 2 T} é uma coleção de variáveis aleatórias. O

ı́ndice t representa o tempo e X(t) o estado do processo no tempo t. O conjunto T é chamado de

conjunto dos ı́ndices do processo. Quando T é um conjunto enumerável, dizemos que o processo

estocástico é discreto. Quando T é um intervalo em R, dizemos que o processo estocástico é

cont́ınuo.

O espaço de estados de um processo estocástico é definido como sendo o conjunto de todos

os valores posśıveis que uma variável aleatória X(t) pode assumir.

Assim, um processo estocástico é uma famı́lia de variáveis aleatórias que descreve a evolução

de algum processo (por exemplo, um processo f́ısico) através do tempo.

Definição 1.5 Uma cadeia de Markov {X(t)} discreta é um processo estocástico tal que a

distribuição condicional de um estado futuro Xn+1 não depende dos estados passados X0, X1,

. . ., Xn�1, mas só do estado atual Xn, isto é, existe uma probabilidade fixa pij de tal forma que

um processo que está no estado Xn = i passe para o estado Xn+1 = j, com esta probabilidade:

P{Xn+1 = j|Xn = i, Xn�1 = in�1, . . . , X1 = i1, X0 = i0} = P{Xn+1 = j|Xn = i} = pij.

Dada uma cadeia de Markov, podemos definir sua matriz de transição S, dada por

S =

0

B

B

B

B

B

@

p00 . . . p0n . . .
...

. . .
...

pn0 . . . pnn . . .
...

...
. . .

1

C

C

C

C

C

A

,
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onde pij representa a probabilidade que o estado i transita para o estado j, para todo i, j 2 N.

Definição 1.6 Seja P
(n)
ij := P{Xn = j|X0 = i}. Assim, temos as seguintes definições:

1) Um estado j é dito ser acesśıvel desde um estado i (notação i! j), se P
(n)
ij > 0 para algum

n � 0.

2) Dois estados i e j são comunicáveis (notação i$ j) se i! j e j ! i.

3) Um conjunto de estados E em uma cadeia de Markov é uma classe de comunição se nenhum

estado fora de E é acesśıvel por qualquer estado em E. Se a cadeia de Markov é formada

por uma única classe, isto é, todos os estados são comunicáveis, a cadeia de Markov é dita

irredut́ıvel.

Definição 1.7 Dada uma cadeia de Markov irredut́ıvel, dizemos que um estado i é recorrente

se, e somente se, começando no estado i, o processo retorna infinitas vezes ao estado i com

probabilidade 1, ou seja, um estado i é recorrente se, e somente se, f ⇤
i,i = 1, onde

f ⇤
i,i =

+1
X

n=0

fn
i,i e fn

i,i = P{Xn = i, Xn�1 6= i, . . . , X1 6= i|X0 = i}.

Assim definimos um estado i como sendo transiente se, e somente se, f ⇤
i,i < 1.

Definição 1.8 Sejam i um estado recorrente e Ri = min{n � 1 : Xn = i}. A duração média

entre visitas ao estado i é dada por

mi = E[Ri|X0 = i] =
+1
X

n=1

nfn
i,i.

Dizemos que o estado i é recorrente positivo se, e somente se, mi < 1, e que o estado i é

nulo recorrente se, e somente se, mi =1.

Definição 1.9 Uma cadeia de Markov é chamada de recorrente positiva (respectivamente nula

recorrente ou transiente) se todos os estados são recorrente positivo (respectivamente nulo re-

corrente ou transiente).

Proposição 1.1 [23] Seja X uma cadeia de Markov irredut́ıvel com matriz de transição S. A

cadeia de Markov X é transiente se, e somente se, existe v = (v1, v2, . . .) 2 CN⇤
, com 0 < vi  1,

tal que S̃v = v, onde S̃ é matriz obtida da matriz S, retirando-se uma linha e uma coluna.

Definição 1.10 Sejam X uma cadeia de Markov e S a sua matriz de transição. Dizemos que

µ 2 l1(N) é uma medida de probabilidade invariante em relação à S, se e somente se, µS = µ.

Observe que a cadeia de Markov é recorrente positiva se, e somente se, existe uma medida

de probabilidade invariante em relação à S.
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Caṕıtulo 2

Máquina de somar estocástica em base

2

O objetivo deste caṕıtulo é apresentar alguns resultados clássicos da máquina de somar es-

tocástica em base 2, definida por Killeen e Taylor em [15].

2.1 Máquina de somar em base 2

Considere N 2 N = {0, 1, 2, . . .} um número inteiro não negativo. Utilizando o algoritmo fomi-

nha, podemos escrever N de forma única como N =
k(N)
X

i=0

"i(N)2i, com "i(N) 2 {0, 1}, para todo

i 2 {0, . . . , k(N)}. A representação de N em base 2 é dada por N = "k(N)(N) . . . "1(N)"0(N)2 =

"k . . . "1"0.

Dado N escrito em base 2, podemos calcular os d́ıgitos de N + 1 em base 2 através de um

algoritmo formado por um sistema de equações de evolução, introduzindo uma variável auxiliar

”vai 1”, ci(N), para cada d́ıgito "i(N), da seguinte maneira:

Tome c�1(N + 1) = 1 e para todo i � 0,

"i(N + 1) = ("i(N) + ci�1(N + 1)) mod 2; (2.1)

ci(N + 1) =



"i(N) + ci�1(N + 1)

2

�

,

onde [x] é a parte inteira de x 2 R+.
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2.2 Máquina de somar estocástica em base 2

Killeen e Taylor [15] generalizaram a descrição 2.1 para definir uma máquina de somar faĺıvel,

ou seja, a máquina de somar estocástica, considerando uma famı́lia de variáveis aleatórias

independentes e identicamente distribúıdas {ei(n) : i � 0, n 2 N}, parametrizadas pelos

números inteiros não negativos i e n, sendo que cada elemento dessa famı́lia toma o valor 0

com probabilidade 1 � p e toma o valor 1 com probabilidade p. De forma mais precisa, eles

definiram a máquina de somar estocástica da seguinte maneira: seja N um número inteiro não

negativo e considere as sequências ("(N +1))i�0 e (c0i(N +1))i��1 definidas por c0�1(N +1) = 1

e para todo i � 0, por

"i(N + 1) = ("i(N) + ei(N)c0i�1(N + 1)) mod 2; (2.2)

c0i(N + 1) =



"i(N) + ei(N)c0i�1(N + 1)

2

�

.

2.3 Transdutor da máquina de somar em base 2

Uma outra maneira de encontrarmos os d́ıgitos de N +1 em base 2 é através de um transdutor

finito T , como o da figura 2.1.

Seja A um alfabeto finito. Um autômato em A, denotado por A = (Q,A,E, I, T ), é um

grafo orientado cujas arestas estão etiquetadas com elementos de A, Q é um conjunto finito de

estados, I ⇢ Q é o conjunto de estados iniciais, T ⇢ Q é o conjunto de estados terminais e

E ⇢ Q⇥ A⇥Q é o conjunto de arestas.

Um caminho c no autômato A é, por definição, uma sequência finita de arestas consecutivas,

ou seja, c = (pn, an�1, pn�1) . . . (p2, a1, p1)(p1, a0, p0).

Seja B outro alfabeto finito e denote por A⇤ (resp. B⇤) o conjunto das palavras finitas sobre

A (resp. B). Um transdutor T em A⇤⇥B⇤ é um autômato finito em A⇤⇥B⇤. Uma aresta em

T que liga um estado p à um estado q e que tem como etiqueta (u, v) 2 A⇤ ⇥ B⇤ é denotada

por q
u/v �� p. Dizemos que T lê a palavra u 2 A⇤ e a transforma na palavra v 2 B⇤.

O transdutor T , representado na figura 2.1, é formado por um estado inicial I e um estado

terminal T . O estado I está conectado a si mesmo por uma flecha etiquetada por (1/0).

Também existe uma outra flecha saindo do estado I e chegando ao estado T , etiquetada por

(0/1). Já o estado T está conectado a si mesmo por uma única flecha etiquetada por (x/x),

onde x 2 {0, 1}.
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Figura 2.1: Transdutor T da máquina de somar em base 2.

Seja N = 0"k . . . "1"0 um número inteiro não negativo escrito em base 2. Para encontrar os

d́ıgitos de N + 1 em base 2, vamos considerar o caminho finito

c = (pk+2, 0/"0K+1, pk+1)(pk+1, "k/"
0
k, pk) . . . (p2, "1/"

0
1, p1)(p1, "0/"

0
0, p0),

onde pi 2 {I, T}, p0 = I, pk+2 = T e "i, "0i 2 A⇤. Assim, temos que N + 1 = "0k+1"
0
k . . . "

0
1"

0
0 em

base 2.

2.4 Transdutor da máquina de somar estocástica em base

2

Uma outra maneira de definir a máquina de somar estocástica em base 2 é através de um

transdutor probabiĺıstico. Essa ideia foi apresentada por A. Messaoudi e D. Smania em [18].

Sejam p 2]0, 1] uma probabilidade fixada e (pn+1, an/bn, pn) . . . (p2, a1/b1, p1)(p1, a0/b0, p0)

um caminho finito em T , associado à N 2 N, onde T está representado na figura 2.1. Então,

em base 2, N = an . . . a1a0 e N + 1 = bn . . . b1b0. Constrúımos um transdutor probabiĺıstico Tp

(ver a figura 2.2), da seguinte maneira:

Figura 2.2: Transdutor Tp da máquina de somar estocástica em base 2.

Os estados em Tp são I e T e as etiquetas são da forma (a/a, 1), (a/a, 1 � p) e (a/b, p),

onde a, b 2 {0, 1}, com a 6= b. Se (pi+1, ai/bi, pi) é uma aresta em T e pi = I, então
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(pi+1, (ai/bi, p), pi) e (T, (ai/ai, 1� p), pi) são arestas em Tp. Se (pi+1, ai/ai, pi) é uma aresta em

T , então (pi+1, (ai/ai, 1), pi) é uma aresta em Tp.

Se (pn+1, (an/bn, tn), pn) . . . (p2, (a1/b1, t1), p1)(p1, (a0/b0, t0), p0) é um caminho em Tp, onde

p0 = I e pn+1 = T , dizemos que an . . . a1a0 transita para bn . . . b1b0 e a probabilidade de transição

é tn . . . t1t0.

A partir do transdutor Tp, podemos construir o grafo de transição da máquina de somar es-

tocástica em base 2, representado na figura (2.3), e podemos considerar o operador de transição

S, onde cada entrada sij da matriz do operador S é a probabilidade de transição de i para j,

para todo i, j 2 N.
O operador de transição S da máquina de somar estocástica em base 2 é dada pela seguinte

matriz.

S =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

1� p p 0 0 0 0 0 0 0 . . .

p(1� p) 1� p p2 0 0 0 0 0 0 . . .

0 0 1� p p 0 0 0 0 0 . . .

p2(1� p) 0 p(1� p) 1� p p3 0 0 0 0 . . .

0 0 0 0 1� p p 0 0 0 . . .

0 0 0 0 p(1� p) 1� p p2 0 0 . . .

0 0 0 0 0 0 1� p p 0 . . .
...

...
...

...
...

...
...

...
...

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

Figura 2.3: Grafo de transição da máquina de somar estocástica em base 2.

Killeen e Taylon, em [15], provaram os seguintes teoremas.

Teorema 2.1 Para 0 < p < 1, a cadeia de Markov é irredut́ıvel, periódica de peŕıodo 2 e nula

recorrente.

Teorema 2.2 O espectro de S em l1(N) é igual ao conjunto de Julia cheio da função quadrática
f : C �! C definida por f(z) =

⇣

z�(1�p)
p

⌘2

, ou seja,
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�(S) = {z 2 C : (fn(z))n�0 é limitado}.

Em [9], H. El Abdalaoui e A. Messaoudi consideraram o espectro de S em outros espaços e

provaram os seguintes resultados.

Teorema 2.3 O espectro do operador S agindo em c0, c e lq, q � 1, é igual ao conjunto

de Julia cheio da função quadrática f : C �! C definida por f(z) =
⇣

z�(1�p)
p

⌘2

, ou seja,

�(S) = J(f) = {z 2 C : (fn(z))n�0 é limitado}. Precisamente, em c0 (respectivamente em lq,

q > 1), o espectro cont́ınuo de S é igual conjunto de Julia cheio de f e os espectros residual e

pontual de S são conjuntos vazios.

Teorema 2.4 Em l1, o espectro pontual de S é vazio. O espectro residual de S é um conjunto

não vazio e é igual a um subconjunto denso e contável do conjunto de Julia @(Jf ), ou melhor,

[+1
n=0f

�n{1} = �r(S). O espectro cont́ınuo de S é igual ao complementar relativo do espectro

residual de S no conjunto de Julia cheio Jf de f .

Em [17] e [20], os autores consideraram uma máquina de somar estocástica, tomando uma

sequência de probabilidades p = (pi)i�1, de forma que a probabilidade varia em cada estado,

ou seja, na descrição 2.2 temos que ei(N) = 1 com probabilidade pi+1 e ei(N) = 0 com

probabilidade 1� pi+1, para todo i � 0.

Assim, do mesmo jeito que consideramos o operador de transição S relacionado à proba-

bilidade p, podemos considerar o operador de transição Sp, relacionado à sequência de proba-

bilidades p = (pi)i�1, onde cada entrada sij da matriz do operador Sp é a probabilidade de

transição de i para j, para todo i, j 2 N.
O operador de transição Sp da máquina de somar estocástica em base 2 é dada pela seguinte

matriz.

Sp =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

1� p1 p1 0 0 0 0 0 0 0 . . .

p1(1� p2) 1� p1 p1p2 0 0 0 0 0 0 . . .

0 0 1� p1 p1 0 0 0 0 0 . . .

p1p2(1� p3) 0 p1(1� p2) 1� p1 p1p2p3 0 0 0 0 . . .

0 0 0 0 1� p1 p1 0 0 0 . . .

0 0 0 0 p1(1� p2) 1� p1 p1p2 0 0 . . .

0 0 0 0 0 0 1� p1 p1 0 . . .
...

...
...

...
...

...
...

...
...

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A
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Considerando o operador Sp, em [17], A. Messaoudi, O. Sester e G. Valle provaram os

seguintes resultados.

Teorema 2.5 A cadeia de Markov é nula reccorente se, e somente se,
Q+1

i=1 pi = 0, caso

contrário, a cadeia é transiente.

Teorema 2.6 O espectro de Sp agindo sobre c0, c e l↵, 1  ↵  1, é igual ao Julia fibrado

Ep :=
n

z 2 C : lim supj!+1 |f̃j(z)| < +1
o

, onde f̃j := fj � . . . � f1 e fj : C �! C são funções

definidas por fj(z) =
⇣

z�(1�pj)
pj

⌘2

, para todo j � 1.

Teorema 2.7 Em l1, o espectro de Sp é igual ao espectro pontual e, assim, os espectros residual

e cont́ınuo são conjuntos vazios.

Teorema 2.8 O espectro residual de Sp agindo sobre c0, c e l↵, 1 < ↵  1, é vazio.

Em [20], A. Messaoudi e G. Valle provaram os seguintes resultados.

Teorema 2.9 Em c0, o espectro pontual de Sp é diferente de vazio se, e somente se, lim pn = 1

e, nesse caso, o espectro pontual de Sp é igual à componente conexa do interior do Julia fibrado

Ep que contém 0. Além disso, se pj � 2(
p
2 � 1), para todo j � 1, então o espectro pontual é

igual ao interior de Ep.

Teorema 2.10 Em c, o espectro pontual de Sp é igual ao espectro pontual de Sp agindo sobre

c0 unido ao conjunto unitário {1}.

Teorema 2.11 Em l↵, ↵ � 1, se
P+1

j=1(1 � pj)↵ diverge, então o espectro pontual de Sp é

vazio. Se (pn)n�1 é monótona crescente e
P+1

j=1(1 � pj)↵ converge, então o espectro pontual

de Sp agindo sobre l↵ é igual ao espectro pontual de Sp agindo sobre c0 e, portanto, não vazio.

Note que, no caso ↵ = 1, considerar a convergência de
P+1

j=1(1 � pj) é equivalente considerar

que
Q+1

j=1 pj > 0.
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Caṕıtulo 3

Máquina de somar estocástica em base

de Fibonacci

3.1 Máquina de somar em base de Fibonacci

Considere N 2 N = {0, 1, 2, . . .} um número inteiro não negativo e considere a sequência

de Fibonacci (Fn)n2N definida por F0 = 1, F1 = 2 e Fn = Fn�1 + Fn�2, para todo n � 2.

Utilizando o algoritmo fominha, podemos escrever N de forma única como N =
k(N)
X

i=0

"i(N)Fi,

onde ("i(N))i�0 são os d́ıgitos de N em base de Fibonacci com "i(N) 2 {0, 1} e "i+1(N)"i(N) 6=
11, para todo i 2 {0, . . . , k(N)}.

Exemplo 3.1 Temos F0 = 1, F1 = 2, F2 = 3, F3 = 5, F4 = 8, F5 = 13, . . . . Seja N = 12.

Escrevemos 12 em base de Fibonacci da seguinte maneira:

1) tomamos o maior elemento na sequência de Fibonacci que é menor ou igual à 12 (F4 = 8)

e calculamos 12� 8 = 4;

2) tomamos o maior elemento na sequência de Fibonacci que é menor ou igual à 4 (F2 = 3) e

calculamos 4� 3 = 1;

3) tomamos o maior elemento na sequência de Fibonacci que é menor ou igual à 1 (F0 = 1) e

calculamos 1� 1 = 0.

O processo para quando obtemos o número zero na subtração. Dáı temos N = 12 = F4 +

F2 + F0 = 10101 = "4(12)"3(12)"2(12)"1(12)"0(12).

Assim como foi feito no caso da base 2, dado um inteiro positivoN = "k(n)(N) . . . "1(N)"0(N)

escrito em base de Fibonacci, podemos definir um transdutor para calcular os d́ıgitos de N +1

em base de Fibonacci.

24



Iremos usar o transdutor representado na figura 3.1, definido por Messaoudi e Uceda em

[26]. Este transdutor é formado por um estado inicial I e um estado terminal T . O estado

I está conectado a si mesmo por duas flechas, onde uma delas está etiquetada por (10/00) e

outra por (1/0). Além dessas, existe uma outra flecha saindo do estado I e chegando ao estado

T , etiquetada por (00/01). Já o estado T está conectado a si mesmo por uma única flecha

etiquetada por (x/x), onde x 2 {0, 1}.

Figura 3.1: Transdutor da máquina de somar estocástica em base de Fibonacci.

Exemplo 3.2 Seja N = 17 = F5 + F2 + F0 = 100101F escrito em base de Fibonacci. Então,

N corresponde ao caminho

(T, 1/1, T )(T, 00/01, I)(I, 10/00, I)(I, 1/0, I),

o que nos dá os d́ıgitos de N + 1 = 18 = F5 + F3 = 101000F em base de Fibonacci.

3.2 Máquina de somar estocástica em base de Fibonacci

Seja p = (pi)i�1 uma sequência de probabilidades. De forma análoga ao que foi definido para

base 2, podemos construir de forma natural, um transdutor probabiĺıstico Tp, de tal forma que

nos dê a máquina de somar estocástica em base de Fibonacci, quando as probabilidades mudam

em cada estado.

Tal transdutor (definido na figura 3.2) funciona da seguinte maneira: sejaN = "k"k�1 . . . "1"0

um número natural escrito em base de Fibonacci. Temos que N = ak0ak0�1 . . . a1a0 onde

ai 2 {1, 10, 00} e ai+1ai não possui dois números 1 consecutivos, 0  i  k0 � 1.

Seja (sk0+1, (ak0/bk0 , tk0), sk0) . . . (s2, (a1/b1, t1), s1)(s1, (a0/b0, t0), s0) um caminho em Tp onde

s0 = I1 e sk0+1 = T . Dizemos que ak0 . . . a1a0 transita para bk0 . . . b1b0 com probabilidade

tk0 . . . t1t0.
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Figura 3.2: Transdutor Tp da máquina de somar estocástica em base de Fibonacci com proba-

bilidades não constantes p = (pi)i�1.

Exemplo 3.3 Seja N = 17 = 100101F escrito em base de Fibonacci. Então, no transdutor da

máquina de somar estocástica em base de Fibonacci com as probabilidades mudando em cada

estado, temos os seguintes caminhos:

a) (T, (1/1, 1), T )(T, (0/0, 1), T )(T, (0/0, 1), T )(T, (1/1, 1), T )(T, (0/0, 1), T )(T, (1/1, 1�p1), I1).
Neste caso temos que N = 17 transita para 17 com probabilidade 1� p1.

b) (T, (1/1, 1), T )(T, (0/0, 1), T )(T, (0/0, 1), T )(T, (10/10, 1�p2), I2)(I2, (1/0, p1), I1). Neste caso
temos que N = 17 transita para 16 com probabilidade p1(1� p2).

c) (T, (1/1, 1), T )(T, (00/00, 1 � p3), I3)(I3, (10/00, p2), I2)(I2, (1/0, p1), I1). Neste caso temos

que N = 17 transita para 13 com probabilidade p1p2(1� p3).

d) (T, (1/1, 1), T )(T, (00/01, p3), I3)(I3, (10/00, p2), I2)(I2, (1/0, p1), I1). Neste caso temos que

N = 17 transita para 18 com probabilidade p1p2p3.

A partir do transdutor probabiĺıstico, podemos construir o operador de transição S =

(si,j)i,j2N, onde si,j é a probabilidade de transição do número i para o número j. Veja o

operador S nas tabelas 3.1 (colunas de 0 à 16) e 3.2 (colunas de 17 à 33).
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Observe que S é uma matriz estocástica mas não é duplamente estocástica.

Definição 3.1 Para cada � 2 C, seja (qn(�))n�1 = (qn)n�1 uma sequência definida por:

qF0 =
��(1�p1)

p1
, qF1 =

1
p2
q2F0
�
⇣

1
p2
� 1
⌘

e

qFn = 1
rn
qFn�1qFn�2 �

⇣

1
rn
� 1
⌘

, onde rn = pbn+1
2 c+1, para todo n � 1.

Se n =
N
X

i=0

"iFi, com "i = 0, 1 e "i"i+1 6= 11, então qn = q"0F0
. . . q"NFN

Teorema 3.1 Seja S o operador associado à máquina de somar em base de Fibonacci e a uma

sequência de probabilidades p = (pi)i�1. Então, em l1(N),

�pt(S) = {� 2 C : (qn(�))n�0 é limitada}.

Observação 3.1 Em particular, �pt(S) ⇢ E := {� 2 C : ( n(qF1(�), qF0(�)))n�2 é limitada} e

E =  ({� 2 C : ( n(�,�))n�1 é limitada}), onde  : C �! C é definida por  (�) = p1�+1�p1,
 n = gn � gn�1 � . . . � g2,  n =  n � g1 e gn : C2 �! C2 é definida por

gn(x, y) =
⇣

1
rn
xy �

⇣

1
rn
� 1
⌘

, x
⌘

, 8 n � 1.

Observação: A prova do teorema 3.1 é uma adaptação da prova do mesmo teorema provado

por A. Messaoudi e D. Smania em [18], no caso em que pi = p 2]0, 1] fixado, para todo i � 1.

Para ajudar o leitor, exibiremos a demonstração.

Antes de demonstrarmos o teorema 3.1, será necessário provarmos alguns resultados.

Proposição 3.1 Seja N um número inteiro não negativo. Então os seguintes resultados são

válidos:

i) N permanece em N com probabilidade 1� p1.

ii) Se N = "k . . . "0, com "1"0 = 00, então N transita para N + 1 com probabilidade p1.

iii) Se N = "k . . . "t(10)s, com "t+1"t = 00, s � 1 e t = 2s, então N transita para N + 1

com probabilidade p1p2 . . . ps+1 e N transita para N � F2m + 1, 0 < m  s, com probabilidade

p1p2 . . . pm(1� pm+1).

iv) Se N = "k . . . "t(10)s1, com "t+1"t = 00, s � 1 e t = 2s+1, então N transita para N+1 com

probabilidade p1p2 . . . ps+2 e N transita para N � F2m�1 + 1, 0 < m  s+ 1, com probabilidade

p1p2 . . . pm(1� pm+1).
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Demonstração: (i) Seja N = "k . . . "1"0. Assim temos que "1"0 2 {10, 00, 01}.
a) Se "1"0 = 10, então

(T, ("k/"k, 1), T ) . . . (T, ("2/"2, 1), T )(T, (10/10, 1� p1), I1)

é um caminho no transdutor Tp (representado na figura 3.2).

b) Se "1"0 = 00, então

(T, ("k/"k, 1), T ) . . . (T, ("2/"2, 1), T )(T, (00/00, 1� p1), I1)

é um caminho no transdutor Tp (representado na figura 3.2).

c) Se "0 = 1, então

(T, ("k/"k, 1), T ) . . . (T, ("1/"1, 1), T )(T, (1/1, 1� p1), I1)

é um caminho no transdutor Tp (representado na figura 3.2).

Em todos os casos, temos que N transita para N com probabilidade 1� p1.

(ii) Se N = "k . . . "0, com "1"0 = 00, então

(T, ("k/"k, 1), T ) . . . (T, ("2/"2, 1), T )(T, (00/01, p1), I1)

é um caminho no transdutor Tp. Logo, N transita para N + 1 com probabilidade p1.

(iii) Se N = "k . . . "t(10)s, com "t+1"t = 00, s � 1 e t = 2s, então

a) (T, ("k/"k, 1), T ) . . . (T, ("t+2/"t+2, 1), T )(T, (00/01, ps+1), Is+1)

(Is+1, (10/00, ps), Is) . . . (I3, (10/00, p2), I2)(I2, (10/00, p1), I1)
| {z }

s

é um caminho no transdutor Tp. Neste caso, N transita para N + 1 com probabilidade

p1 . . . psps+1.

b) (T, ("k/"k, 1), T ) . . . (T, ("t/"t, 1), T )

(T, (1/1, 1), T )(T, (0/0, 1), T ) . . . (T, (1/1, 1), T )(T, (0/0, 1), T )
| {z }

2s�2m�2

(T, (10/10, 1� pm+1), Im+1)(Im+1, (10/00, pm), Im) . . . (I3, (10/00, p2), I2)(I2, (10/00, p1), I1)

é um caminho no transdutor Tp. Neste caso, N transita para N � F2m + 1 com probabilidade

p1 . . . pm(1� pm+1).

(iv) Se N = "k . . . "t(10)s1, com "t+1"t = 00, s � 1 e t = 2s+ 1, então

a) (T, ("k/"k, 1), T ) . . . (T, ("t+2/"t+2, 1), T )(T, (00/01, ps+2), Is+2)

(Is+2, (10/00, ps+1), Is+1) . . . (I4, (10/00, p3), I3)(I3, (10/00, p2), I2)
| {z }

s

(I2, (1/0, p1), I1)
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é um caminho no transdutor Tp. Neste caso, N transita para N + 1 com probabilidade

p1 . . . ps+1ps+2.

b) (T, ("k/"k, 1), T ) . . . (T, ("t/"t, 1), T )

(T, (1/1, 1), T )(T, (0/0, 1), T ) . . . (T, (1/1, 1), T )(T, (0/0, 1), T )
| {z }

2s�2m

(T, (10/10, 1� pm+1), Im+1) (Im+1, (10/00, pm), Im) . . . (I3, (10/00, p2), I2)
| {z }

m�1

(I2, (1/0, p1), I1)

é um caminho no transdutor Tp. Neste caso, N transita para N �F2m�1+1 com probabilidade

p1 . . . pm(1� pm+1).

⇤

Proposição 3.2 Sejam i, j 2 N⇤ tais que Fn  i, j  Fn+1 � 1. Então a probabilidade de

transição de i para j é igual a probabilidade de transição de i � Fn para j � Fn, isto é, si,j =

si�Fn,j�Fn.

Demonstração: Se i = j, então, pela proposição 3.1, temos si,j = si�Fn,j�Fn = 1� p1.

Suponhamos i 6= j e si,j > 0.

i) Se i = "n . . . "200 com "n = 1 então, pelo item (ii) da proposição 3.1, j = i+1 = "n . . . "201

e si,j = p1. Assim i� Fn = "n�1 . . . "200, j � Fn = "k�1 . . . "201 e si�Fn,j�Fn = p1 = si,j.

ii) Se i = "n . . . "t00 1010 . . . 1010
| {z }

2s

, com s � 1, então, pelo item (iii) da proposição 3.1,

temos dois casos: j = "n . . . "t01 0000 . . . 0000
| {z }

2s

e si,j = p1p2 . . . ps+1 ou j = i � F2m + 1 =

"n . . . "t00 10 . . . 10
| {z }

2s�2m

00 . . . 00
| {z }

2m

, com 1  m  s e si,j = p1p2 . . . pm(1 � pm+1). Como Fn  i, j 
Fn+1 � 1, então as expansões de Fibonacci de i e j são i = 1cn�1 . . . c0 e j = 1dn�1 . . . d0, onde

cl, dl 2 {0, 1}, cn�1 = dn�1 = 0, cl+1cl 6= 11 e dl+1dl 6= 11, para todo l 2 {0, . . . , n � 2}. Logo,

no primeiro caso, existe um inteiro t  n0  n � 2 tal que "n0 = 1 e "l = 0 para todo inteiro

n0 < l  n�1. Assim, temos i�Fn = "n0 . . . "t00 1010 . . . 1010
| {z }

2s

, j�Fn = "n0 . . . "t01 0000 . . . 0000
| {z }

2s
e si�Fn,j�Fn = p1p2 . . . ps+1 = si,j.

No segundo caso, existe um inteiro n0 tal que n0 = 2s � 1 ou t  n0  n � 2 tal que

"n0 = 1 e "l = 0 para todo n0 < l  n � 1. Logo, temos i � Fn = "n0 . . . "t00 1010 . . . 1010
| {z }

2s

e j � Fn = "n0 . . . "t00 10 . . . 10
| {z }

2s�2m

00 . . . 00
| {z }

2m

(caso t  n0  n � 2) ou i � Fn = 00 1010 . . . 1010
| {z }

2s�2

e

j�Fn = 00 10 . . . 10
| {z }

2s�2�2m

00 . . . 00
| {z }

2m

(caso n0 = 2s�1). Assim, si�Fn,j�Fn = p1p2 . . . pm(1�pm+1) = si,j.

iii) O caso em que N = "n . . . "t00 1010 . . . 1010
| {z }

2s

1 se prova da mesma maneira que o caso

anterior.
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⇤

Proposição 3.3 Sejam i, j, n 2 N⇤ tais que 0 < i < Fn  j. Então sj,i = 0.

Demonstração: Seja n 2 N tal que 0 < i < Fn  j < Fn+1. Assim, as expressões de i e j em

base de Fibonacci são

i = "0n�1 . . . "
0
0 e j = 1"n�1 . . . "0, (3.1)

onde "l, "
0
l 2 {0, 1}, "l+1"l 6= 11 e "0l+1"

0
l 6= 11 para todo l 2 {0, . . . , n}. Se sj,i 6= 0,

então pela proposição 3.1 e o fato que i < j, deduzimos que j = "n . . . "t00 10 . . . 10
| {z }

2s

, com

s � 1 e n � t � 2s + 2, e i = j � F2m + 1 = "n . . . "t00 10 . . . 10
| {z }

2s�2m

00 . . . 00
| {z }

2m

, com 1  m 
s, ou j = "n . . . "t00 10 . . . 10

| {z }

2s�2

1, com s � 2 e n � t � 2s + 1, e i = j � F2m+1 + 1 =

"n . . . "t00 10 . . . 10
| {z }

2s�2m

00 . . . 000
| {z }

2m�1

, com 1  m  s.

Em ambos os casos, obtemos uma contradição devido à relação (3.1).

⇤

Lema 3.1 Sejam � 2 C e v 2 l1 tal que Sv = �v. Então vF0 = qF0v0 e vF1 = qF1v0.

Demonstração:

• (1� p1)v0 + p1v1 = �v0 =) v1 =
�� (1� p1)

p1
v0 = qF0v0.

• p1(1� p2)v0 + (1� p1)v1 + p1p2v2 = �v1 =)
p1p2v2 = (�� (1� p1))v1 � p1(1� p2)v0 =

✓

(�� (1� p1))2

p1
� p1(1� p2)

◆

v0 =)

v2 =

✓

(�� (1� p1))2

p21p2
�
✓

1

p2
� 1

◆◆

v0 =

✓

1

p2
q2F0
�
✓

1

p2
� 1

◆◆

= qF1v0.

⇤

Lema 3.2 Sejam � 2 C e v 2 C1 tal que Sv = �v. Então, para cada k � 1, existe um número

complexo �k = �k(p,�), onde p = (pi)i�1, tal que vk = �kv0. Além disso, se m,n 2 N, n > 1,

são tais que 0 < m < Fn�1, então �m+Fn = �Fn�m. Em particular, se n =
N
X

i=0

biFi, onde

bibi�1 <lex 11, 8i = 1, . . . , N , então �n = �b0
F0

. . . �bN
Fn
.
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Demonstração: Seja � um autovalor de S associado ao autovetor v = (vi)i�0 2 l1(N). Como

a probabilidade de transição de qualquer inteiro não negativo i para qualquer inteiro i + k,

k � 2 é pi,i+k = 0 (ver proposição (3.1)), o operador S satisfaz Si,i+k = 0, para todo i, k 2 N,
com k � 2. Logo, para todo inteiro k � 1, temos

k
X

i=0

sk�1,ivi = �vk�1. (3.2)

Assim, podemos provar por indução sobre k que para todo inteiro k � 1, existe um número

complexo �k = �k(p,�) 2 C tal que

vk = �kv0.

Tome k = Fn+ j, para algum j = 1, . . . ,m, onde 0 < m < Fn�1. Pela proposição 3.3, temos

que sk�1,i = 0, para todo i = 0, . . . , Fn � 1. Dáı, para todo j = 1, . . . ,m, temos que

Fn+j
X

i=Fn

sFn+j�1,ivi = �vFn+j�1.

Pela proposição 3.2, (si,j = si�Fn,j�Fn), donde deduzimos que, para todo j = 1, . . . ,m,

�vFn+j�1 =
Fn+j
X

i=Fn

sFn+j�1,ivi =
Fn+j
X

i=Fn

sj�1,i�Fnvi =
j
X

l=0

sj�1,lvl+Fn . (3.3)

Seja (wi)0ij definida por wi = vFn+i. Assim,

j
X

i=0

sj�1,iwi = �wj�1, j = 1, . . . ,m.

Logo, wm = �mw0, ou seja, vm+Fn = �mvFn . Como vFn = �Fnv0 e vFn+m = �Fn+mv0, segue que

�Fn+m = �m�Fn .

⇤

Demonstração do teorema 3.1: Seja � um autovalor de S associado ao autovetor v =

(vi)i�0 2 l1(N). Assim, pelo lema 3.2, temos que para todo inteiro k � 1, existe um número

complexo �k = �k(p,�) 2 C tal que

vk = �kv0. (3.4)

Afirmação: �k = qk, para todo k � 1.

Tome k = F2n�1 na relação (3.2). Usando o fato que F2n�1 � 1 = 1010 . . . 10
| {z }

2n�2

1 = (10)n�11 e

o item (iv) da proposição 3.1, obtemos, para todo inteiro n � 1,
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(1� p1)vF2n�1�1 +
n
X

i=1

p1p2 . . . pi(1� pi+1)vF2n�1�F2i�1 + p1p2 . . . pn+1vF2n�1 = �vF2n�1�1,

ou seja,

vF2n�1 =
�1

p1p2 . . . pn+1

 

(1� p1 � �)vF2n�1�1 +
n
X

i=1

p1p2 . . . pi(1� pi+1)vF2n�1�F2i�1

!

. (3.5)

Da relação (3.5), trocando n por n+ 1, obtemos

vF2n+1 =
�1

p1p2 . . . pn+2

 

(1� p1 � �)vF2n+1�1 +
n+1
X

i=1

p1p2 . . . pi(1� pi+1)vF2n+1�F2i�1

!

. (3.6)

Assim, temos vF2n+1 =

✓

1� 1

pn+2

◆

v0 +
1

pn+2
AF2n+1 , onde

AF2n+1 =
�1

p1p2 . . . pn+1

 

(1� p1 � �)vF2n�1+F2n�1 +
n
X

i=1

p1p2 . . . pi(1� pi+1)vF2n�1+F2n�F2i�1

!

.

Usando a relação (3.4) e o lema 3.2, temos

vF2n�1+F2n�1 = �F2n�1+F2n�1v0 = �F2n�1�1�F2nv0 = �F2nvF2n�1�1.

Obtemos também

vF2n�1+F2n�F2i�1 = �F2nvF2n�1�F2i�1 , para todo i = 1, . . . , n.

Assim, usando as relações (3.5) e (3.6), obtemos AF2n+1 = �F2nvF2n�1 = �F2n�F2n�1v0.

Portanto, conclúımos que

vF2n+1 =
⇣

1
pn+2

�F2n�F2n�1 �
⇣

1
pn+2
� 1
⌘⌘

v0, para todo n � 1

=) �F2n+1 =
1

pn+2
�F2n�F2n�1 �

⇣

1
pn+2
� 1
⌘

, para todo n � 1.

Agora, mostremos que

�F2n+2 =
1

pn+2
�F2n+1�F2n �

⇣

1
pn+2
� 1
⌘

, para todo n � 1.

Tome k = F2n na relação (3.2). Usando o fato que F2n � 1 = 1010 . . . 10
| {z }

2n

= (10)n e o item (iii)

da proposição 3.1, obtemos, para todo inteiro n � 1,
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(1� p1)vF2n�1 +
n
X

i=1

p1p2 . . . pi(1� pi+1)vF2n�F2i + p1p2 . . . pn+1vF2n = �vF2n�1,

ou seja,

vF2n =
�1

p1p2 . . . pn+1

 

(1� p1 � �)vF2n�1 +
n
X

i=1

p1p2 . . . pi(1� pi+1)vF2n�F2i

!

. (3.7)

Da relação (3.7), trocando n por n+ 1, obtemos

vF2n+2 =
�1

p1p2 . . . pn+2

 

(1� p1 � �)vF2n+2�1 +
n+1
X

i=1

p1p2 . . . pi(1� pi+1)vF2n+2�F2i

!

. (3.8)

Assim, temos vF2n+2 =

✓

1� 1

pn+2

◆

v0 +
1

pn+2
AF2n+2 , onde

AF2n+2 =
�1

p1p2 . . . pn+1

 

(1� p1 � �)vF2n+1+F2n�1 +
n
X

i=1

p1p2 . . . pi(1� pi+1)vF2n+1+F2n�F2i

!

.

Usando a relação (3.4) e o lema 3.2, temos

vF2n+1+F2n�1 = �F2n+1+F2n�1v0 = �F2n+1�F2n�1v0 = �F2n+1vF2n�1.

Obtemos também

vF2n+1+F2n�F2i = �F2n+1vF2n�F2i , para todo i = 1, . . . , n.

Assim, usando as relações (3.7) e (3.8), obtemos AF2n+2 = �F2n+1vF2n = �F2n+1�F2nv0.

Portanto, conclúımos que

vF2n+2 =
⇣

1
pn+2

�F2n+1�F2n �
⇣

1
pn+2
� 1
⌘⌘

v0, para todo n � 1

=) �F2n+2 =
1

pn+2
�F2n+1�F2n �

⇣

1
pn+2
� 1
⌘

, para todo n � 1.

Por outro lado, temos pelo lema 3.1 que

�F0 = �
1� �� p1

p1
= qF0 e �F1 =

1

p2
q2F0
�
⇣

1
p2
� 1
⌘

= qF1 .

Logo �n = qn, para todo n � 1.

Com isso, checamos que �pt(S) = {� 2 C : (qn(�))n2N é limitada}.
⇤
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Conjectura 3.1 Existe 0 < d < 1 tal que se pi > d, para todo i � 1, então �pt(S) = E.

No caṕıtulo 4, provaremos um caso particular da conjectura 3.1. Particularmente, provare-

mos que se pi = p, para todo i � 1, e �1+
p
5

2 < p < 1, então E \ R = �pt(S) \ R.

Teorema 3.2 Em l1(N), temos E ⇢ �(S).

Demonstração: Seja � 2 E e suponhamos que � /2 �pt(S). Provemos que � 2 �a(S). De

fato, para cada k � 2, considere

w(k) = (wk
0 , w

k
1 , w

k
2 , . . . , w

k
k , w

k
k+1, w

k
k+2, . . .)

t = (1, q1(�), q2(�), . . . , qk(�), 0, 0, . . .)t 2 l1(N),

onde (qn(�))n�1 = (qn)n�1 é a sequência definida anteriormente. Seja u(k) = w(k)

kw(k)k1 .

Afirmação: lim
n!+1

k(S � �I)u(Fn)k1 = 0.

De fato, 8 i = 0, . . . , k � 1, temos ((S � �I)u(k))i = 0 e que ui = 0, para todo i > k. Assim,

observe que

k(S � �I)u(k)k1 = sup
i�0

�

�

�

�

�

+1
X

j=0

(S � �I)iju
(k)
j

�

�

�

�

�

= sup
i�k

8

<

:

�

�

�

Pk
j=0(S � �I)ijw

(k)
j

�

�

�

kw(k)k1

9

=

;

.

Se k = Fn, então, para i � k = Fn, temos que:

a) se i = Fn, então Si,j = 0, para j = 0, . . . , Fn � 1, e SFn,Fn = 1� p1. Logo

�

�

�

PFn

j=0(S � �I)ijw
(Fn)
j

�

�

�

= |1� p1 � �||qFn |.

b) se Fn < i < Fn+1 � 1, então Si,j = 0, para j = 0, . . . , Fn � 1, e Si,j  p1, para j = Fn. Logo

�

�

�

PFn

j=0(S � �I)ijw
(Fn)
j

�

�

�

 p1|qFn |.

c) se i = Fn+1 � 1, então Si,j = 0, para j = 1, . . . , Fn � 1, e Si,j  p1, para j = 0, Fn. Logo

�

�

�

PFn

j=0(S � �I)ijw
(Fn)
j

�

�

�

 p1 + p1|qFn |.

d) se i � Fn+1, então Si,j = 0, para j = 1, . . . , Fn, e Si,j  p1, para j = 0. Logo

�

�

�

PFn

j=0(S � �I)ijw
(Fn)
j

�

�

�

 p1.

Assim, de a), b), c) e d), segue que

k(S � �I)u(Fn)k1  |1�p1��||qFn |+p1|qFn |+p1
kw(Fn)k1 .
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Como � 2 E e � /2 �pt(S) segue que (qFn)n�0 é uma sequência limitada, mas (qn)n�0 não

é limitada. Portanto, temos kw(Fn)k1 n!+1����! +1, implicando pela desigualdade acima que

lim
n!+1

k(S � �I)u(Fn)k1 = 0. Portanto, � 2 �a(S) ⇢ �(S).

⇤

Conjectura 3.2 E = �(S).

Teorema 3.3 Suponhamos que existe � > 0 tal que pi > �, para todo i 2 N. Então E é

compacto e C \ E é conexo.

Antes de demonstrarmos o teorema 3.3, precisamos dos seguintes resultados.

Definição 3.2 Seja (fn)n�0, fn : C �! C, uma sequência de funções definida por:

f0(z) = z, f1(z) =
1
p2
z2 �

⇣

1
p2
� 1
⌘

e fn(z) =
1
rn
fn�1(z)fn�2(z)�

⇣

1
rn
� 1
⌘

, para todo n � 2,

onde rn = pbn+1
2 c+1. Observe que fn(qF0) = qFn , para todo n � 0.

Lema 3.3 Se existe k inteiro tal que |fn(z)| > 1 para n 2 {k, k + 1}, então (fn(z))n2N não é

limitada.

Demonstração: Como |fn(z)| > 1 para n 2 {k, k + 1}, então existe um número real A > 1

tal que |fn(z)| > A para n 2 {k, k + 1}. Dáı, temos

|fk+2(z)| = 1

rk+2
|fk+1(z)fk(z)� 1 + rk+2| �

� 1

rk+2
|fk+1(z)fk(z)|� 1

rk+2
|1� rk+2| > A2

rk+2
� 1

rk+2
+ 1

=) |fk+2(z)|� 1 >
1

rk+2
(A2 � 1) � A2 � 1 =) |fk+2(z)| > A2.

Da mesma maneira, temos

|fk+3(z)| > A3 e |fk+4(z)| > A5.

Continuando dessa maneira, chegamos que

|fk+l(z)| > AFl�1 , para todo l 2 N, l � 2.

37



Como A > 1, segue que (fn(z))n2N não é limitada.

⇤

Proposição 3.4 Suponhamos que existe � > 0 tal que pi > �, para todo i 2 N. Então existe

R > 1 tal que

|fk(z)| > R para algum k 2 N =) (fn(z))n2N não é limitada.

Demonstração: Seja R > 1 tal que R >
2

�
� 1. Com isso, temos que

2

p2
� 1 < R < R�

✓

R + 1� 1

�

◆

. (3.9)

Se |f0(z)| = |z| > R, então

|f1(z)| =
�

�

�

�

1

p2
z2 �

✓

1

p2
� 1

◆

�

�

�

�

� 1

p2
|z|2 �

�

�

�

�

1

p2
� 1

�

�

�

�

>
1

p2
R2 �

✓

1

p2
� 1

◆

=
1

p2
(R2 � 1) + 1

=) |f1(z)|� 1 >
1

p2
(R2 � 1) � R2 � 1 =) |f1(z)| > R2 > 1.

Dáı, segue pelo lema 3.3 que (fn(z))n2N é ilimitada.

Se |f1(z)| > R, então

R < |f1(z)| =
�

�

�

1
p2
z2 �

⇣

1
p2
� 1
⌘

�

�

�

 1
p2
|z2|+

�

�

�

1
p2
� 1
�

�

�

=
1

p2
|z|2 + 1

p2
� 1

=) |z|2 > p2

⇣

R + 1� 1
p2

⌘

> �
�

R + 1� 1
�

�

> 1,

onde a última desigualdade é dada pela relação (3.9). Com isso, temos que |f0(z)| = |z| > 1.

Logo, pelo lema 3.3, segue que (fn(z))n2N é ilimitada.

Por indução, suponhamos que para todo i = 0, 1, . . . , k � 1, vale:

|fi(z)| > R =) (fn(z))n ilimitada.

Provemos que o resultado é válido para i = k. De fato, suponhamos que |fk(z)| > R.

Se |fk+1(z)| > 1, segue pelo lema 3.3 que (fn(z))n2N é ilimitada.

Suponhamos |fk+1(z)|  1. Então

1 � |fk+1(z)| =
�

�

�

�

1

rk+1
fk(z)fk�1(z)�

✓

1

rk+1
� 1

◆

�

�

�

�

� 1

rk+1
|fk(z)||fk�1(z)|�

✓

1

rk+1
� 1

◆

>
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>
R

rk+1
|fk�1(z)|� 1

rk+1
+ 1 =) 1

rk+1
>

R

rk+1
|fk�1(z)| =) 1

R
> |fk�1(z)|.

Por outro lado,

R < |fk(z)| =
�

�

�

�

1

rk
fk�1(z)fk�2(z)�

✓

1

rk
� 1

◆

�

�

�

�

 1

rk
|fk�1(z)fk�2(z)|+ 1

rk
� 1 <

<
1

rk

1

R
|fk�2(z)|+ 1

rk
� 1 =) R + 1 <

1

rk

✓

1

R
|fk�2(z)|+ 1

◆

=) R(rk(R + 1)� 1) < |fk�2(z)|

=) |fk�2(z)| > R(�(R + 1)� 1) = R�

✓

R + 1� 1

�

◆

> R =) |fk�2(z)| > R.

Logo, por hipótese de indução, temos (fn(z))n ilimitado.

⇤

Proposição 3.5 Suponhamos que existe � > 0 tal que pi > �, para todo i 2 N. Então existe

um número real R > 0 tal que G =
1
\

n=0

f�1
n D(0, R), onde D(0, R) é o fecho do disco de centro

0 e raio R e G := {z 2 C : (fn(z))n�0 é limitada}.

Demonstração: Consequência direta da proposição 3.4.

⇤

Observação 3.2 Da demonstração da proposição 3.4, temos que se |fk(z)| � R para algum

inteiro k, então (fn(z))n�0 não é limitada. Logo

G =
1
\

n=0

f�1
n D(0, R)

Demonstração do teorema 3.3:

E é compacto

Observe que E =  (G), onde  (z) = p1z + 1 � p1, e da proposição 3.5 temos que G é

compacto. Portanto E é compacto.

C \ E é conexo

Da proposição 3.4, existe R > 0 tal que
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C \ G = C \
 

+1
\

n=0

f�1
n D(0, R)

!

=
+1
[

n=0

C \ f�1
n D(0, R).

Dáı, como C \ D(0, R) é conexo, segue pelo teorema do módulo máximo, para cada função

holomorfa fn, que C\f�1
n D(0, R) é conexo para todo n � 0. Mas, como C\f�1

n D(0, R) contém

uma vizinhança do infinito para todo n � 0, segue que

+1
[

n=0

C \ f�1
n D(0, R) = C \ G é conexo.

Logo, C\ �1(E) = C\G é conexo. Portanto, da definição de  , segue que  (C\ �1(E)) = C\E
é conexo.

⇤

Conjectura 3.3 O conjunto E é compacto e C \ E é conexo, mesmo supondo lim inf
i!+1

pi = 0.

Proposição 3.6 Suponhamos que existe � > 0 tal que pi > �, para todo i 2 N. Então existe

R > 0 tal que G =
+1
\

n=0

f�1
n D(0, R) e f�1

n+1D(0, R) ⇢ f�1
n D(0, R), para todo n � 0.

Demonstração: Seja R um número real tal que R > 2
�
� 1. Pela observação 3.2, temos

G =
+1
\

n=0

f�1
n D(0, R).

Provemos por indução sobre k que f�1
k+1D(0, R) ⇢ f�1

k D(0, R), para todo k � 0.

De fato, suponhamos que f�1
k+1D(0, R) ⇢ f�1

k D(0, R), para todo k = 0, . . . , n � 1, com

n � 5. Seja z 2 f�1
n+1D(0, R) e suponhamos que fn(z) � R. Seja A = 1� 1

�
, o que implica que

�

�

�

1� 1
rn

�

�

�

< |A|, para todo n � 1. Dáı,

R > |fn+1(z)| � 1
rn+1

R|fn�1(z)|�
�

�

�

1
rn+1
� 1
�

�

�

=) |fn�1(z)| < rn+1(R+|A|)
R

< R+|A|
R

= O(1).

Logo, pela hipótese de indução, temos que

|fk(z)| < R para todo k = 1, . . . , n� 2. (3.10)

Por outro lado,

|fn(z)|  1
rn
|fn�1(z)||fn�2(z)|+

�

�

�

1
rn
� 1
�

�

�

< 1
rn
O(1)|fn�2(z)|+ |A| =)

|fn�2(z)| > rn
|fn(z)|�|A|

O(1) > �
R� |A|
O(1)

= O(R).
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Dáı, segue que

|fn�1(z)| � 1
rn�1

|fn�2(z)||fn�3(z)|�
�

�

�

1
rn�1
� 1
�

�

�

=) |fn�3(z)|  rn�1
|fn�1(z)|+|A|

|fn�2(z)| < O(1)
O(R) = O � 1

R

�

.

Ainda temos que

|fn�2(z)|  1
rn�2

|fn�3(z)||fn�4(z)|+
�

�

�

1
rn�2
� 1
�

�

�

< 1
�
O � 1

R

� |fn�4(z)|+ |A| =)
|fn�4(z)| > � |fn�2(z)|�|A|

O( 1
R)

>
O(R)

O � 1
R

� = O(R2).

Sendo assim, escolhendo R suficientemente grande tal que R < O(R2), temos |fn�4(z)| > R,

contradizendo a relação (3.10). Portando z 2 f�1
n (D(0, R)).

Para terminarmos a prova, precisamos mostrar que tal propriedade é válida para os casos

k = 0, 1, 2, 3.

Caso k=0

Seja z 2 f�1
1 D(0, R). Então

�

�

�

1
p2
z2 + 1� 1

p2

�

�

�

< R. Logo 1
p2
|z2|�

⇣

1
p2
� 1
⌘

< R. Portanto,

1
p2
(|z2|� 1) < R� 1 =) |z2|� 1 < R� 1 =) |z| < pR < R,

ou seja, z 2 f�1
0 D(0, R).

Caso k=1

Seja z 2 f�1
2 D(0, R). Logo,

�

�

�

1
r2
f1(z)f0(z) + 1� 1

r2

�

�

�

< R =) 1
r2
|f1(z)||f0(z)|+ 1� 1

r2
< R =)

|f1(z)||f0(z)| < r2R + 1� r2 < R.

Com isso, temos |f1(z)| < (r2R + 1� r2)
3
4 ou |f0(z)| < (r2R + 1� r2)

1
4 .

Se |f1(z)| < (r2R + 1� r2)
3
4 , então

|f1(z)| < (r2R + 1� r2)
3
4 < R =) f1(z) 2 D(0, R) =) z 2 f�1

1 D(0, R).

Suponha |z| = |f0(z)| < (r2R + 1� r2)
1
4 . Com isso, temos

|f1(z)|  1
r2
|z|2 +

�

�

�

1
r2
� 1
�

�

�

 1
r2
(r2R + 1� r2)

1
2 +

�

�

�

1
r2
� 1
�

�

�

.

Seja R suficientemente grande de tal forma que
1
r2
(r2R + 1� r2)

1
2 +

�

�

�

1
r2
� 1
�

�

�

< R, garantindo que |f1(z)| < R, ou seja, z 2 f�1
1 D(0, R).

Caso k=2
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z 2 f�1
3 D(0, R) =) f3(z) 2 D(0, R) =)

�

�

�

1
r3
f2(z)f1(z) + 1� 1

r3

�

�

�

< R

=) 1
r3
|f2(z)||f1(z)|+ 1� 1

r3
< R =) |f2(z)||f1(z)| < r3R + 1� r3  R.

Com isso, temos |f2(z)| <
p
r3R + 1� r3 ou |f1(z)| <

p
r3R + 1� r3.

Se |f2(z)| <
p
r3R + 1� r3, então

|f2(z)| <
p
r3R + 1� r3  R =) f2(z) 2 D(0, R) =) z 2 f�1

2 D(0, R).

Se |f1(z)| <
p
r3R + 1� r3, então

1
p2
|z|2 �

⇣

1
p2
� 1
⌘

 |f1(z)| <
p
r3R + 1� r3 =) |z| < pp2

⇣p
r3R + 1� r3 +

⇣

1
p2
� 1
⌘⌘

1
2

Dáı,

|f2(z)|  1
p2
|f1(z)||f0(z)|+

⇣

1
p2
� 1
⌘

< 1
p2

p
r3R + 1� r3

p
p2

⇣p
r3R + 1� r3 +

⇣

1
p2
� 1
⌘⌘

1
2
+
⇣

1
p2
� 1
⌘

< 1p
p2

⇣

(r3R + 1� r3)
3
2 +

⇣

1
p2
� 1
⌘

(r3R + 1� r3)
⌘

1
2
+
⇣

1
p2
� 1
⌘

= O(R
3
4 ).

Por fim, tomamos R suficientemente grande de tal forma que O(R
3
4 ) < R, garantindo que

|f2(z)| < R, ou seja, z 2 f�1
2 D(0, R).

Caso k=3

z 2 f�1
4 D(0, R) =) f4(z) 2 D(0, R) =)

�

�

�

1
r4
f3(z)f2(z) + 1� 1

r4

�

�

�

< R

=) 1
r4
|f3(z)||f2(z)|+ 1� 1

r4
< R =) |f3(z)||f2(z)| < r4R + 1� r4  R.

Com isso, temos |f3(z)| < (r4R + 1� r4)
3
4 ou |f2(z)| < (r4R + 1� r4)

1
4 .

Se |f3(z)| < (r4R + 1� r4)
3
4 , então

|f3(z)| < (r4R + 1� r4)
3
4  R =) f3(z) 2 D(0, R) =) z 2 f�1

3 D(0, R).

Se |f2(z)| < (r4R+1� r4)
1
4 , então vamos tomar R suficientemente grande de tal forma que

|f2(z)| < (r4R + 1� r4)
1
4 implique |f1(z)| < (r4R + 1� r4)14. Assim, temos

|f3(z)|  1
r3
|f2(z)||f1(z)|+

�

�

�

1� 1
r3

�

�

�

< 1
r3
(r4R + 1� r4)

1
2 +

�

�

�

1� 1
r3

�

�

�

= 1
r3
(r4R + 1� r4)2d +

⇣

1
r3
� 1
⌘

.
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Por fim, tomamos R suficientemente grande de tal forma que
1
r3
(r4R + 1� r4)

1
2 +

⇣

1
r3
� 1
⌘

< R, garantindo que |f3(z)| < R, ou seja, z 2 f�1
3 D(0, R).

⇤

Sejam h : C �! C um polinômio não nulo e Fh := {z 2 C :  n(h(z), z) é limitado}, onde
 n : C2 �! C2 é definida por  n = gn � gn�1 � . . . � g2 e gn : C2 �! C2 é definida por

gn(x, y) =

✓

1

rn
xy �

✓

1

rn
� 1

◆

, x

◆

, para todo n � 2.

.

Observação 3.3 Se h(z) = 1
r2
z2�

⇣

1
r2
� 1
⌘

, então E e Fh são isomorfos por l, onde l : C �!
C é definida por l(�) = 1

p1
��

⇣

1
r1
� 1
⌘

. Além disso, temos Fh = G.

Afirmação 3.1 Os resultados anteriores podem ser generalizados para Fh, para qualquer po-

linômio não nulo h. Em particular, se suponhamos que existe � > 0 tal que pi > �, 8 i 2 N,

então temos C \ Fh conexo e existe R > 0 tal que Fh =
1
\

n=0

'�1
n D(0, R), onde '0(z) = z,

'1(z) = h(z) e 'n(z) = 1
rn
'n�1(z)'n�2(z) �

⇣

1
rn
� 1
⌘

, para todo n � 2. Além disso, temos

'�1
n+1D(0, R) ⇢ '�1

n D(0, R), para todo n 2 N. .

Teorema 3.4 Seja h(z) = a2z
2+a3z

3+ . . .+anz
n, com n � 2 e a2, . . . , an 2 C, e suponhamos

que lim inf
i!+1

pi > 0. Então, temos os seguintes resultados:

a) Se p2 2 (0, 1� p3) [ {1} e p3 <
1
2 , então Fh é desconexo.

b) Se pi = 1 para todo i 2 {2, 3, . . . , k} e pk+1 <
1
2 , para algum k � 3, então Fh é desconexo.

Para demonstrarmos o teorema 3.4, precisamos do seguinte lema que é um caso particular

da fórmula de Riemann-Hurwitz.

Lema 3.4 Sejam � : C �! C uma função polinomial e R > 0. Então

��1D(0, R) é conexo () {z 2 C : �0(z) = 0} ⇢ ��1D(0, R).

Demonstração do teorema 3.4:

a) Se p2 = 1 e p3 <
1
2 , então

'0(0) = '1(0) = '2(0) = 0 e |'3(0)| = |'4(0)| = 1
p3
� 1 > 1,
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o que implica pelo lema 3.3, que ('n(0))n�0 é ilimitada.

Se p2 2 (0, 1� p3) e p3 <
1
2 , então '0(0) = '1(0) = 0, '2(0) = 1� 1

p2
, |'3(0)| = 1

p3
� 1 > 1 e

p2 < 1� p3 =) 1
p2

> 1
1�p3

= p3
1�p3

+ 1 =) 1
p2
� 1 > p3

1�p3
=)

⇣

1
p3
� 1
⌘⇣

1
p2
� 1
⌘

> 1 =)
1
p3

⇣

1
p3
� 1
⌘⇣

1
p2
� 1
⌘

� 1
p3

+ 1 > 1 =) '4(0) > 1.

Logo, como |'3(0)| > 1 e |'4(0)| > 1, segue pelo lema 3.3 que ('n(0))n ilimitada.

Portanto, em ambos os casos, temos que 0 /2 Fh.

Logo, existe um inteiro n � 1 tal que 0 /2 '�1
k D(0, R), para todo k � n, onde R é o número

real definido na observação 3.1.

Como '0
n(0) = 0, para todo n � 1, deduzimos pelo lema 3.4 que '�1

k D(0, R) não é conexo

para todo k � n. Como Fh =
1
\

n=0

'�1
n D(0, R) e '�1

n+1D(0, R) ⇢ '�1
n D(0, R), 8 n 2 N, segue que

Fh não é conexo.

b) Suponha que pi = 1 para i 2 {2, 3, . . . , k} e pk+1 < 1
2 , para algum k � 3. Assim, temos

que '0(0) = '1(0) = . . . = '2k�2(0) = 0 e |'2k�1(0)| = |'2k(0)| = 1
pk+1
� 1 > 1. Assim, com

racioćınio análogo ao que foi feito no ı́tem a), segue que Fh não é conexo.

⇤

Corolário 3.1 Suponhamos que lim inf
i!+1

pi > 0. Se pi = 1 para todo i 2 {2, 3, . . . , k} e pk+1 <
1
2 ,

para algum k � 2, então G e E são conjuntos desconexos.

Demonstração: Seja h(z) = 1
p2
z2�

⇣

1
p2
� 1
⌘

= z2. Dáı, pela observação 3.3 temos que Fh = G
e pelo teorema 3.4 temos que Fh é desconexo. Portanto G é desconexo. Pela observação, segue

também que E é desconexo.

⇤

Conjectura 3.4 Existe 0 < � < 1 tal que se pi > �, para todo i � 1, então E é conexo.

Na figura 3.3 (figura retirada do trabalho [26]), temos imagens do conjunto G, considerando
pi = p, para todo i � 1, para os casos onde p = 1, p = 0.9, p = 0.8, p = 0.7, p = 0.64,

p = 0.6305, p = 0.6301, p = 0.63, p = 0.625, p = 0.6, p = 0.58 e p = 0.5.

Generalização

Seja d 2 N, d � 1, e considere a sequência (Fn)n�0 definida por
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F0 = 1, Fn = a1Fn�1 + . . .+ anF0 + 1, para todo n 2 {1, . . . , d� 1}, e
Fn+d = a1Fn+d�1 + . . .+ adFn, para todo n � 0,

onde ai são inteiros positivos, para todo i 2 {1, . . . , d}, satisfazendo a relação

a1 � a2 � . . . � ad > 1.

Usando o algoritmo fominha, podemos escrever todo inteiro natural N , de forma única,

como N =
Pk(N)

i=0 "i(N)Fi, onde os d́ıgitos "j(N) satisfazem a relação

"i"i�1 . . . "i�d+1 <lex a1a2 . . . ad, para todo i � d� 1.

Como vimos antes, sabemos que a soma de 1 à um número inteiro não negativo N , es-

crito em base (Fn)n�0, é dada por um transdutor. Usando a mesma construção como no

caso da base de Fibonacci, podemos definir a máquina de somar estocástica associada à

sequência (Fn)n�0 e à sequência de probabilidades p = (pi)i�1 e, podemos mostrar que �pt(Sp) =

{� 2 C : (qn(�))n�0 é limitada}, onde qFi(�) são polinômios fixos em �, para todo i 2
{0, . . . , d� 1}, qFn(�) =

1
rn
qa1Fn�1

(�)qa2Fn�2
(�) . . . qadFn�d

(�)�
⇣

1
rn
� 1
⌘

, para todo n � d, e qN(�) =

q"0F0
(�) . . . q"nFn

(�), onde N =
Pn

i=0 "iFi.
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Figura 3.3: Imagem do conjunto G, onde pi = p 2]0, 1], para todo i � 1.
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Definição 3.3 Seja � : N⇤ �! R+ uma aplicação definida por �(n) = ⇧r se Fr  n < Fr+1,

para qualquer que seja r � 0, onde

⇧0 = 1, ⇧1 =
1
p2

e ⇧r :=

[ r2 ]+1
Y

i=2

1

p2i

1

p
b r+1

2 c�b r2c
b r2c+2

, 8 r � 2,

ou seja,

⇧2n =
n+1
Y

i=2

1

p2i
=

1

p22p
2
3 . . . p

2
n+1

e ⇧2n+1 =
1

pn+2

n+1
Y

i=2

1

p2i
=

1

p22p
2
3 . . . p

2
n+1

1

pn+2
, 8n � 1.

Teorema 3.5 A cadeia de Markov é transiente se, e somente se,
1
Y

i=1

pi > 0.

Antes de provarmos o teorema 3.5, precisaremos do seguinte lema.

Seja S̃ a matriz obtida de S, retirando-se a sua primeira linha e a sua primeira coluna (ver

a matriz representada na tabela 3.3).

Lema 3.5 Seja v 2 CN⇤
, v = (v1, v2, v3, . . .). Então S̃v = v se, e somente se, vn = �(n)v1,

para todo n � 1.

Demonstração: Suponhamos que S̃v = v. Como a probabilidade de transição de qualquer

inteiro não negativo i para qualquer inteiro i+ k, com k � 2, é Si,i+k = 0 (ver proposição 3.1),

segue que o operador S̃ satisfaz S̃i,i+k = Si,i+k = 0, 8 i, k 2 N⇤, k � 2. Assim, podemos provar

por indução que para cada n 2 N, com n � 1, existe ↵n 2 R tal que vn = ↵nv1.

Vamos mostrar que ↵n = �(n), para todo n 2 N⇤. De fato:

0) ↵F0 = ↵1 = 1 = ⇧0 = �(F0) = �(1);

1) (1� p1)v1 + p1p2v2 = v1 =) p1p2v2 = p1v1 =) v2 =
1

p2
v1

=) ↵F1 = ↵2 = ⇧1 = �(2);

2) (1� p1)v2 + p1p2v3 = v2 =) p1p2v3 = p1v2 =) v3 =
1

p2
v2 =

1

p22
v1

=) ↵F2 = ↵3 =

b 22c+1
Y

i=2

1

p2i
= ⇧2 = �(F2) = �(3);

3) (1� p1)v3 + p1v4 = v3 =) v4 = v3 = ↵3v1 =) ↵4 = ↵3 = ⇧2 = �(4);

4) p1(1� p2)v3 + (1� p1)v4 + p1p2p3v5 = v4 =) p1(1� p2)v4 + p1p2p3v5 = p1v4

=) p2p3v5 = p2v4 =) v5 =
1

p3

1

p22
v1

=) ↵F3 = ↵5 =

b 32c+1
Y

i=2

1

p2i

1

p
b 3+1

2 c�b 32c
b 32c+2

= ⇧3 = �(F3) = �(5);
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5) (1� p1)v5 + p1v6 = v5 =) v6 = v5 = ↵5v1 =) ↵6 = ↵5 = ⇧3 = �(6);

6) p1(1� p2)v5 + (1� p1)v6 + p1p2v7 = v6 =) (1� p2)v6 + p2v7 = v6 =) p2v7 = p2v6

=) v7 = v6 = ↵6v1 =) ↵7 = ↵6 = ⇧3 = �(7);

Seja k 2 N, k � 7, e suponhamos que ↵n = �(n), para todo n = 1, . . . , k. Provemos que

↵k+1 = �(k + 1).

Para isso, precisamos considerar dois casos:

(i) k + 1 = Fr, para algum r � 3;

Neste caso, podemos ter r = 2l+1 ou r = 2l+2, para algum l � 1. Em ambos os casos, temos

que

8

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

:

k ! k + 1, com probabilidade p1p2 . . . pl+1pl+2;

k ! 0, com probabilidade p1p2 . . . pl+1(1� pl+2);

k !
j
X

i=0

Fr�1�2i, com probabilidade p1p2 . . . pl�j(1� pl�j+1), para todo j = 0 . . . , l � 1;

k ! k, com probabilidade 1� p1.

Fazendo S̃v = v, obtemos da k�ésima linha que

p1p2 . . . pl+1pl+2vk+1 +
l�1
X

j=0

p1p2 . . . pl�j(1� pl�j+1)vPj
i=0 Fr�1�2i

+ (1� p1)vk = vk. (3.11)

Assim, como

Fr�1 
j
X

i=0

Fr�1�2i 
l�1
X

i=0

Fr�1�2i < Fr = k + 1, 8 j = 0, . . . , l � 1

e

↵n = �(n), 8 n = 1, . . . , k,

segue que vPj
i=0 Fr�1�2i

= vk = ⇧r�1v1, para todo j = 0, . . . , l � 1.

Logo, da relação (3.11), obtemos

p1p2 . . . pl+1pl+2vk+1 +
l�1
X

j=0

p1p2 . . . pl�j(1� pl�j+1)⇧r�1v1 + (1� p1)⇧r�1v1 = ⇧r�1v1

=) p1p2 . . . pl+1pl+2vk+1 =

 

�
l�1
X

j=0

p1p2 . . . pl�j(1� pl�j+1) + p1

!

⇧r�1v1 = p1p2 . . . pl+1⇧r�1v1
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=) vk+1 =
1

pl+2
⇧r�1v1 =

1

pl+2

b r�1
2 c+1
Y

i=2

1

p2i

1

p
b r�1+1

2 c�b r�1
2 c

b r�1
2 c+2

v1.

Se r = 2l + 1, então

vk+1 =
1

pl+2

l+1
Y

i=2

1

p2i

1

pl�l
l+2

v1 =
l+1
Y

i=2

1

p2i

1

pl+2
v1 = ⇧rv1.

Se r = 2l + 2, então

vk+1 =
1

pl+2

l+1
Y

i=2

1

p2i

1

p
(l+1)�l
l+2

v1 =
l+2
Y

i=2

1

p2i
v1 = ⇧rv1.

Portanto, temos que

vk+1 = ⇧rv1 = �(Fr)v1 = �(k + 1)v1 =) ↵k+1 = �(k + 1).

(ii) Fr < k + 1 < Fr+1, para algum r � 3;

Nesse caso, temos que Fr  k < Fr+1�1, o que implica que sk,i = 0, para todo i = 0, . . . , Fr�1.
Dáı, temos

1 =
k+1
X

i=0

sk,i =
k+1
X

i=Fr

sk,i =
k+1
X

i=Fr

s̃k,i.

Logo, fazendo S̃v = v e sabendo que ↵n = �(n) = ⇧r, 8 n = Fr, . . . , k, obtemos da k�ésima

linha

k+1
X

i=1

s̃k,ivi = vk =)
k+1
X

i=Fr

s̃k,ivi = vk =)
k
X

i=Fr

s̃k,i⇧rv1 + s̃k,k+1vk+1 = ⇧rv1

=) (1� s̃k,k+1)⇧rv1 + s̃k,k+1vk+1 = ⇧rv1 =) s̃k,k+1vk+1 = s̃k,k+1⇧rv1

=) vk+1 = ⇧rv1 =) ↵k+1 = ⇧r = �(k + 1).

Com isso, conclúımos que ↵n = �(n), para todo n 2 N⇤, ou seja, v = (�(n)v1)n�1.

⇤

Demonstração do teorema 3.5: Suponhamos que a cadeia de Markov é transiente. Então,

pela proposição 1.1, existe v = (v1, v2, . . .) 2 CN⇤
, com 0 < vi  1, tal que S̃v = v. Pelo lema

3.5, segue que vn = �(n)v1, para todo n � 1.
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Assim, temos que
+1
Y

i=1

pi > 0, pois, caso contrário, teŕıamos �(n)
n!+1����! +1, ou seja, vn =

�(n)v1
n!+1����! +1, contradizendo o fato de |vi|  1 para todo i 2 N⇤.

Agora, suponhamos que
+1
Y

i=1

pi > 0. Vamos construir v = (vn)n�1 2 CN⇤
, com 0 < vi  1,

tal que S̃v = v.

Sejam v1 2 C, com 0 < |v1| 
+1
Y

i=2

p2i e v = (vn)n�1 = (�(n)v1)n�1 2 CN⇤
. Pelo lema 3.5,

temos que S̃v = v.

Como ⇧r > 0, para todo r 2 N, segue que �(n) > 0, para todo n 2 N⇤, ou seja, |vn| =
�(n)|v1| > 0, para todo n 2 N⇤. Além disso, temos

|v1| 
+1
Y

i=2

p2i  1, |v2| = �(2)|v1| = ⇧1|v1| = 1
p2
|v1|  1

p2

+1
Y

i=2

p2i = p2

+1
Y

i=3

p2i  1 e,

para qualquer n � 3, tomando r 2 N tal que Fr  n < Fr+1, temos

|vn| = �(n)|v1| = ⇧r|v1| 
[ r2 ]+2
Y

i=2

1

p2i

+1
Y

i=2

p2i =
+1
Y

i=[ r2 ]+3

p2i  1.

Logo, temos que 0 < |vi|  1, para todo i 2 N⇤. Portanto, pela proposição 1.1, temos que a

cadeia de Markov é transiente.

⇤

Proposição 3.7 Seja µ 2 l1(N), µ = (µ0, µ1, µ2, . . .). Então µS = µ se, e somente se,

µn = �nµ0, para todo n � 1, onde �1 = 1, �2 = p2 e, para cada n � 2, temos

1) �Fn+k = �Fn�k, para cada k 2 {1, . . . , Fn�1 � 1};
2) �Fn = p[n+1

2 ]+1.

3) �Fn�1 = p2p3 . . . p[n2 ]+1.

Demonstração: Fazendo µS = µ, temos µj =
+1
X

i=0

µiSi,j =
Fn�1
X

i=0

µiSi,j, para todo n � 1 e

j 2 {1, . . . , Fn � 1}. Assim, por indução, podemos provar que existe (�j)j�1 2 l1(N) tal que
µj = �jµ0, para todo j � 1. Além disso, temos que

p1µ0 + (1� p1)µ1 = µ1 =) �1 = 1,

p1p2µ1 + (1� p1)µ2 = µ2 =) �F1 = �2 = p2 = p[ 1+1
2 ]+1,
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8

<

:

p1p2µ2 + (1� p1)µ3 + p1(1� p2)µ4 = µ3

p1µ3 + (1� p1)µ4 = µ4

=)
8

<

:

µ3 = µ2

µ4 = µ3

=)
8

<

:

�F2 = �3 = p2 = p[ 2+1
2 ]+1

�F2+1 = �4 = p2 = �1�F2

.

Ademais, temos �F3�1 = �4 = p2 =

[ 32 ]+1
Y

i=2

pi.

Sejam n 2 N, n � 3 e µ = (µ0, µ1, µ2, . . .) 2 l1(N). Suponhamos que se µj =
+1
X

i=0

µiSi,j,

para todo j 2 {1, . . . , Fn � 1}, então µj = �jµ0, para todo j 2 {1, . . . , Fn � 1}, onde �1 = 1,

�2 = p2 e, para cada i 2 {2, . . . , n� 1}, vale:
a) �Fi+k = �Fi�k, para cada k 2 {1, . . . , Fi�1 � 1};
b) �Fi = p[ i+1

2 ]+1;

c) �Fi+1�1 = p2p3 . . . p[ i+1
2 ]+1.

Provemos os seguintes ı́tens:

i) �Fn+k = �k�Fn , para cada k 2 {1, . . . , Fn�1 � 1};
ii) �Fn = p[n+1

2 ]+1;

iii) �Fn+1�1 = p2p3 . . . p[n+1
2 ]+1.

Prova de i): Para cada k 2 {1, . . . , Fn�1�1}, temos µFn+k =
+1
X

i=0

µiSi,Fn+k. Como Si,Fn+k = 0,

para cada i 2 {0, . . . , Fn + k � 2}, segue que µFn+k =
+1
X

i=Fn+k�1

µiSi,Fn+k. Dáı, da proposição

3.2, temos que

µFn+k =
+1
X

i=Fn+k�1

µiSi,Fn+k =
+1
X

i=Fn+k�1

µiSi�Fn,k =
+1
X

i=k�1

µi+FnSi,k =
+1
X

i=0

µi+FnSi,k,

ou seja, temos µ0
k =

+1
X

i=0

µ0
iSi,k, para todo k 2 {1, . . . , Fn�1 � 1}, onde µ0

i = µi+Fn , para todo

i 2 N. Observe que, da hipótese de indução, cada �k depende somente das probabilidades, para

todo k 2 {1, . . . , Fn � 1}. Assim, segue que µ0
k = �kµ

0
0, para todo k 2 {1, . . . , Fn�1 � 1}. Logo,

µFn+k = �kµFn = �Fn�kµ0, para todo k 2 {1, . . . , Fn�1 � 1}.

Prova de ii): Temos que

µFn =
+1
X

i=0

µiSi,Fn =
+1
X

i=Fn�1

µiSi,Fn = µFn�1SFn�1,Fn + µFnSFn,Fn +
Fn+Fn�1�1
X

i=Fn+1

µiSi,Fn ,
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ou seja,

µFn = µFn�1SFn�1,Fn + µFnSFn,Fn +
Fn+Fn�1�1
X

i=Fn+1

µiSi�Fn,0

= µFn�1SFn�1,Fn + µFnSFn,Fn +
PFn�1�1

i=1 µFn+iSi,0.

Assim, pela parte i), temos que

µFn = µFn�1SFn�1,Fn + µFnSFn,Fn +

 

Fn�1�1
X

i=1

�iSi,0

!

µFn

= µFn�1SFn�1,Fn + µFnSFn,Fn +
�

Pn�1
i=1 �Fi�1SFi�1,0

�

µFn ,

ou seja, pela proposição 3.1, temos que

µFn = p2p3 . . . p[n2 ]+1µ0p1p2 . . . p[n+1
2 ]+1 + (1� p1)µFn+

+(p1(1� p2) + p2p1(1� p2) + p2p1p2(1� p3) + p2p3p1p2(1� p3) + p2p3p1p2p3(1� p4) + . . .+

+p2p3 . . . p[n�1
2 ]+1p1p2 . . . p[n2 ]

⇣

1� p[n2 ]+1

⌘⌘

µFn .

Disso, segue que

p1µFn = p2p3 . . . p[n2 ]+1µ0p1p2 . . . p[n+1
2 ]+1 +

⇣

p1 � p2p3 . . . p[n�1
2 ]+1p1p2 . . . p[n2 ]

p[n2 ]+1

⌘

µFn ,

ou seja,

p2p3 . . . p[n�1
2 ]+1µFn = p2p3 . . . p[n+1

2 ]+1µ0 =) µFn = p[n+1
2 ]+1µ0.

Prova de iii): Temos que

�Fn+1�1 = �Fn+Fn�1�1 = �Fn�1�1�Fn = p2p3 . . . p[n�1
2 ]+1p[n+1

2 ]+1 = p2p3 . . . p[n+1
2 ]+1

⇤

Corolário 3.2 Se
+1
Y

i=1

pi = 0 e
+1
X

i=1

pi = +1, então a cadeia de Markov é recorrente nula.

Demonstração: Como
+1
Y

i=1

pi = 0, temos pelo teorema 3.5 que a cadeia de Markov é recorrente.

Seja µ = (µ0, µ1, µ2, . . .) 2 l1(N) uma medida invariante para S, ou seja, temos que µS = µ.

Logo, pela proposição 3.7, segue que
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kµk =
+1
X

i=0

|µi| �
+1
X

i=1

|µFi | =
+1
X

i=2

2pi = +1.

Absurdo, pois µ 2 l1(N). Portanto, se
+1
X

i=1

pi = +1, então S não possui medida de probabi-

lidade invariante. Sendo assim, segue que a cadeia de Markov não pode ser recorrente positiva,

ou seja, ela é recorrente nula.

⇤

Definição 3.4 Dados a�1, a0 2 C, defina a sequência recorrente (an)n2N por

an =
1

rn
an�1an�2 para todo n � 1.

Temos que gn(x, y) =
⇣

1
rn
xy �

⇣

1
rn
� 1
⌘

, x
⌘

, para todo n � 1.

Sejam fn : C2 �! C2 e hn : C2 �! C2 aplicações definidas por

fn(x, y) = (xy + cn, x), onde cn = � 1
an

⇣

1
rn
� 1
⌘

, para todo n � 1,

e hn(x, y) = (anx, an�1y), 8n � 0.

Com isso, temos a seguinte proposição.

Proposição 3.8 hn � fn = gn � hn�1, para todo n � 1, ou seja, �n := fn � fn�1 � . . . � f1 =

h�1
n � gn � gn�1 � . . . � g1 � h0.

Assim, para estudarmos o conjunto E = {� 2 C : ( n(qF1(�), qF0(�)))n�2 é limitada} =

 ({� 2 C : ( n(�,�))n�1 é limitada}), definidos no teorema 3.1, onde  : C �! C é definida

por  (�) = p1�+ 1� p1,  n = gn � gn�1 � . . . � g2 e  n =  n � g1, basta estudarmos a dinâmica

de �n.

Proposição 3.9 Para todo n � 3, temos

an =
a
Fn�3
0 a

Fn�2
1

p
Fn�3
2

[n�1
2 ]
Y

i=1

p
Fn�1�2i

i+2

.
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Demonstração: Da definição, temos que

8

>

>

>

<

>

>

>

:

a2 =
1

p2+1�[ 22 ]
a1a0 =

1

p2
a1a0

a3 =
1

p3+1�[ 32 ]
a2a1 =

1

p3
a2a1

=) a3 =
a0a

2
1

p2p3
=

aF0
0 aF1

1

pF0
2

1
Y

i=1

p
F3�1�2i

i+2

=
a
F3�3
0 a

F3�2
1

p
F3�3
2

[ 3�1
2 ]
Y

i=1

p
F3�1�2i

i+2

,

ou seja, temos que a fórmula em questão vale para n = 3.

Suponhamos que a mesma valha para todo 3  n  l e provemos que vale para n = l + 1.

Primeiramente, suponhamos l = 2k + 1, para algum k 2 N, k � 2. Dáı,

al+1 = a2(k+1) =
1

p(k+1)+1
a2k+1a2k =

1

pk+2
alal�1 =

=
1

pk+2

0

B

B

B

B

B

B

@

a
Fl�3
0 a

Fl�2
1

p
Fl�3
2

[ l�1
2 ]
Y

i=1

p
Fl�1�2i

i+2

1

C

C

C

C

C

C

A

0

B

B

B

B

B

B

@

a
F(l�1)�3

0 a
F(l�1)�2

1

p
F(l�1)�3

2

[ (l�1)�1
2 ]
Y

i=1

p
F(l�1)�1�2i

i+2

1

C

C

C

C

C

C

A

=

1

pk+2

a
Fl�3+Fl�4
0 a

Fl�2+Fl�3
1

p
Fl�3+Fl�4
2

[ 2k2 ]
Y

i=1

p
Fl�1�2i

i+2

[ 2k�1
2 ]
Y

i=1

p
F(l�1)�1�2i

i+2

=
1

pk+2

a
Fl�2
0 a

Fl�1
1

p
Fl�2
2

k
Y

i=1

p
Fl�1�2i

i+2

k�1
Y

i=1

p
F(l�1)�1�2i

i+2

=

1

pk+2

a
Fl�2
0 a

Fl�1
1

p
Fl�2
2 p

Fl�1�2k

k+2

k�1
Y

i=1

p
Fl�1�2i

i+2

k�1
Y

i=1

p
F(l�1)�1�2i

i+2

=
1

pk+2

a
Fl�2
0 a

Fl�1
1

p
Fl�2
2 pF0

k+2

k�1
Y

i=1

p
Fl�1�2i+F(l�1)�1�2i

i+2

=

a
Fl�2
0 a

Fl�1
1

p
Fl�2
2 p2k+2

k�1
Y

i=1

p
F(l+1)�1�2i

i+2

=
a
F(l+1)�3

0 a
F(l+1)�2

1

p
F(l+1)�3

2

k
Y

i=1

p
F(l+1)�1�2i

i+2

=
a
F(l+1)�3

0 a
F(l+1)�2

1

p
F(l+1)�3

2

[ (l+1)�1
2 ]
Y

i=1

p
F(l+1)�1�2i

i+2

.

De modo análogo, provamos que o mesmo vale para l = 2k, para todo k 2 N, k � 2.

Portanto, conclúımos a demonstração da proposição.

⇤

A aplicação �n nos motivou a estudar o conjunto K+ definido por

K+ := {(x, y) 2 C2 : �n(x, y) é limitada},

onde �n(x, y) = fn � fn�1 � . . . � f1 e fn : C2 �! C2 é definida por fn(x, y) = (xy + cn, x), com

cn 2 C, para todo n � 1.
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Caṕıtulo 4

Propriedades de K+ e K+ = K+ \ R2

Sejam (cn)n�1 uma sequência de números complexos, fn : C2 �! C2 uma sequência de funções

definidas por fn(x, y) = (xy + cn, x) e K+ o conjunto definido por K+ = {(x, y) 2 C2 :

�n(x, y) é limitada}, onde �n(x, y) = fn �fn�1 � . . .�f1. Em C2, usaremos a norma k ·k definida
por k(x, y)k = max{|x|, |y|}, para todo x, y 2 C.

Os conjuntos de Julia fibrados foram bastante estudados no caso em que fn, n � 1, são

polinômios definidos em C. No caso em que fn, n � 1, estão definidos em C2, não existem muitos

trabalhos na literatura. Além disso, existem muitos resultados sobre propriedades dinâmicas e

topológicas no caso em que f é aplicação de Hénon definida por f(x, y) = (y, P (y) + c � ax),

para todo (x, y) 2 C2, onde P é um polinômio complexo e a, c são números complexos fixados

(ver [1], [11]). O caso em que cn = c, para todo n � 1, foi considerado por S. Bonnot, A. de

Carvalho e A. Messaoudi em [2]. Os resultado obtidos valem (como adaptação) para o caso em

que (cn)n�1 é limitada.

Sejam R > 0, DR = {(x, y) 2 C2 : max{|x|, |y|}  R} e VR = {(x, y) 2 C2 : min{|x|, |y|} >

R}.

Proposição 4.1 Se (ci)i�1 é limitada, então existe R0 > 0 tal que, para todo R > R0, temos

C2 \ K+ =
S+1

n=1 �
�1
n (VR), onde ��1

n (VR) ⇢ ��1
n+1(VR), para todo n � 1, ou seja, K+ =

T+1
n=1 Zn,

onde Zn = C2 \ ��1
n (VR) e Zn+1 ⇢ Zn, para todo n � 1.

A proposição 4.1 é representada na figura (4.1), ou seja, um ponto z não pertence a K+ se,

e somente se, existe N 2 N tal que, para todo n � N , �n(z) 2 VR.

Corolário 4.1 Se (ci)i�1 é limitada, então as seguintes propriedades são válidas:

1. C2 \ K+ = {z 2 C2 : lim
n!+1

k�n(z)k = +1}.
2. K+ é um subconjunto fechado e ilimitado de C2.

56



Figura 4.1: As duas filtrações.

Sejam R > 0 e D = DR o conjunto definido por DR = {(x, y) 2 C2 : max{|x|, |y|}  R}.

Proposição 4.2 Se (ci)i�1 é limitada, então existe R0 > 0 tal que, para todo R > R0, temos

D \K+ =
T+1

n=1 D \ ��1
n (D), onde D \ ��1

n+1(D) ⇢ ��1
n (D), para todo n � 1.

Para cada n � 1, defina K+
n como sendo o conjunto

K+
n = {z 2 C2 : fm � fm�1 � . . . � fn+1 � fn(z) é limitada, 8m � n}.

Proposição 4.3 Se (ci)i�1 é limitada, então existe R0 > 0 tal que, para todo R > R0, temos

K+ =
S+1

n=1 �
�1
n (D \K+

n+1), onde �
�1
n (D \K+

n+1) ⇢ ��1
n+1(D \K+

n+2), para todo n � 1.

A proposição 4.3 nos diz que um ponto z pertence ao conjunto K+ se, e somente se, existe

N 2 N tal que �n(z) 2 D, para todo n � N .

Proposição 4.4 Se 0  |ci| < 1
4 , para todo i � 1, então �(K+) = +1, onde � é a medida de

Lebesgue.

4.1 Dinâmica de �n em R2

Seja c 2 R. Nesse caṕıtulo iremos considerar cn = c, para todo n � 1, ou seja, fn = f , para

todo n � 1, onde f : R2 �! R2 é definida por f(x, y) = (xy + c, x). Assim, teremos �n = fn,

para todo n � 1.

O objetivo desse caṕıtulo é estudar o conjunto de Julia K+ \ R2 = K+ = {(x, y) 2 R2 :

(fn(x, y))n�0 é limitada}. Esse conjunto foi estudado por S. Bonnot, A. de Carvalho e A.

Messaoudi em [2], no caso 0 < c < 1
4 . Em particular, ele provaram que se 0 < c < 1

4 então

K+ = W s(↵) [W s(✓) [W s(p) [W s(f(p)) [W s(f 2(p)), onde p = (�1,�1), ↵ = (a1, a1) e

✓ = (a2, a2), a1 = 1�p
1�4c
2 e a2 = 1+

p
1�4c
2 . Além disso, ele provaram que W s(↵) = int(K+) e

57



@K+ = W s(✓) [W s(p) [W s(f(p)) [W s(f 2(p)). Nesse caṕıtulo, provaremos que o mesmo é

verdadeiro quando supomos �0, 94  c < 0.

Observe que f(x, y) = (x, y) se, e somente se, xy + c = x e y = x, ou seja, x2 � x + c = 0.

Assim, temos que os únicos pontos fixo de f são ↵ = (a1, a1) e ✓ = (a2, a2). Observe também

que os únicos pontos periódicos de peŕıodo 3 são ↵, ✓, p = (�1,�1), f(p) = (1 + c,�1) e

f 2(p) = (�1, 1 + c).

Quando c = 0, temos que ↵ = (0, 0), ✓ = (1, 1), p = (�1,�1), f(p) = (1,�1) e f2(p) =

(�1, 1). Em [2], S. Bonnot, A. de Carvalho e A. Messaoudi consideraram este caso (c = 0) e

provaram que K+ = {(x, y) 2 C2 : |y|  |x|��}, onde � = 1+
p
5

2 .

Figura 4.2: Caso c = 0.

Na figura 4.2, podemos ver K+ (quando c = 0), onde W s(↵) é a região cinza, ou seja,

W s(↵) = int(K+), W s(✓) é a curva azul, W s(p) é a curva rosa, W s(f(p)) é a curva verde e

W s(f 2(p)) é a curva vemelha.

Nas próximas subseções, iremos nos concentrar na prova do seguinte teorema.

Teorema 4.1 Suponhamos �1�p
3

3  c < 0, então K+ = W s(↵)[W s(✓)[W s(p)[W s(f(p))[
W s(f 2(p)), onde p = (�1,�1), ↵ = (a1, a1) e ✓ = (a2, a2). Além disso, W s(↵) = int(K+) e

@K+ = W s(✓) [W s(p) [W s(f(p)) [W s(f 2(p)).

Observação 4.1 Em geral, não é trivial provar que K+ é igual a uma união de variedades

estáveis.
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Figura 4.3: Retângulos R0, R1, R2, R3 e domı́nios L, M , N , P .

Para provarmos o teorema 4.1, precisaremos das seguintes notações (ver a figura 4.3).

Sejam L = [a2,+1[⇥[a2,+1[, M =]�1,�1]⇥ [1 + c,+1[, N =]�1,�1]⇥]�1,�1],
P = [1 + c,+1[⇥]�1,�1], S0 = L [M [N [ P e S = S 0 \ {✓, p, f(p), f 2(p)}.

4.1.1 Dinâmica de f em L [M [N [ P

Nessa subseção, provaremos que (L [M [N [ P ) ⇢ R2 \K+.

Proposição 4.5 As seguintes propriedades são válidas:

1. f(L) ⇢ L, f(M) ⇢ N , f(N) ⇢ P e f(P ) ⇢M .

2. Para todo (x, y) 2 S, temos kfn(x, y)k1 diverge para +1 quando n vai para +1.

3. R2\K+ =
S+1

n=0 f
�n(S), onde f�n(S) ⇢ f�n�1(S), para todo inteiro n � 0.

Demonstração:

1. Seja (x, y) 2 R2.

Se (x, y) 2 L, então xy + c � a22 + c = a2. Assim f(x, y) = (xy + c, x) 2 L.

Se (x, y) 2M , então xy + c  �1. Assim f(x, y) = (xy + c, x) 2 N .

Se (x, y) 2 N , então xy + c � 1 + c. Assim f(x, y) = (xy + c, x) 2 P .

Se (x, y) 2 P , então xy + c  �1. Assim f(x, y) = (xy + c, x) 2M .

2. Seja (x, y) 2 S. Logo, (x, y) 2 (L \ {✓})S(N \ {p})S(P \ {f(p)})S(M \ {f 2(p)}).
Caso 1: (x, y) 2 L \ {✓}, ✓ = (a2, a2).
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Caso 1.1: min(x, y) > d0a2, com d0 > 1.

Afirmação: Para todo inteiro n � 0, temos f 2n(x, y) = (x2n, y2n) satisfazendo min(x2n, y2n) >

dna2, onde dn+1 = g(dn), para todo n � 0, e g(x) = a2(x2 � 1) + 1. Além disso, (dn)n é uma

sequência crescente.

De fato, observe que

d0 > 1 =) d1 = a2(d20 � 1) + 1 > 1 =) d2 = a2(d21 � 1) + 1 > 1 =) . . . =)
dn = a2(d2n�1 � 1) + 1 > 1, 8 n 2 N.

Além disso,

dn+1 > dn , a2(d2n � 1) + 1 > dn , a2 >
dn�1
d2n�1 = 1

dn+1 ,

o que é verdade, já que a2 > 1, pois �1 < c < 0, e 1
dn+1 < 1, pois dn > 1. Dáı, para n = 1,

temos f 2(x, y) = (x2, y2) = ((xy + c)x+ c, xy + c). Mas por hipótese, temos

y2 = xy + c > d20a
2
2 + c = d20a

2
2 + a2 � a22 = a22(d

2
0 � 1) + a2 = a2d1 e

x2 = (xy + c)x+ c > d1a2d0a2 + c > d20a
2
2 + c = a2d1.

Portanto, min{x2, y2} > d1a2. Suponhamos que min{x2n, y2n} > dna2, para n = 0, 1, . . . , k.

Dáı, f 2k+2(x, y) = (x2k+2, y2k+2) = f 2(x2k, y2k) = ((x2ky2k + c)x2k + c, x2ky2k + c). Mas por

hipótese, temos

y2k+2 = x2ky2k + c > d2ka
2
2 + c = d2ka

2
2 + a2 � a22 = a22(d

2
k � 1) + a2 = a2dk+1 e

x2k+2 = (x2ky2k + c)x2k + c > dk+1a2dka2 + c > d2ka
2
2 + c = a2dk+1.

Portando, por indução, provamos que a afirmação é verdadeira.

Pela afirmação, (dn)n é crescente. Se (dn)n for limitada então (dn)n é convergente. Seja l o

limite de dn quando n tende a +1. Dáı, temos

dn+1 = g(dn) = a2(d2n � 1) + 1 =) l = a2(l2 � 1) + 1 =)
a2l

2 � l + 1� a2 = 0 =) l = 1 ou l = 1
a2
� 1 < 1.

Como dn > d0 > 1, para todo n � 1, chegamos em uma contradição. Logo dn não pode ser

limitada. Em outras palavras, temos que x2n+1 = y2n+2 > dn+1a2 e y2n+1 = x2n > dna2, onde

dn diverge para +1 quando n tende a +1. Logo lim
n!+1

xn = lim
n!+1

yn = +1.

Caso 1.2: min{x, y} = a2.
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Como max{x, y} > a2, temos que existe d1 > 1 tal que min{x2, y2} > d1a2 e assim o resultado

segue do caso 1.1.

Caso 2: (x, y) 2 N \ {p}, p = (�1,�1).
Caso 2.1: max{x, y} < �1.
Afirmação: Para todo n � 0, f3n+3(x, y) = (x3n+3, y3n+3) com x3n+3 < x3n < �1 e y3n+3 <

y3n < �1.
De fato, temos

y3n+3 = (x3ny3n + c)x3n + c e x3n+3 = y3n+3(x3ny3n + c) + c, para todo n � 0. (4.1)

Se max{x3n, y3n} < �1, então x3ny3n + c > �y3n + c > 0. Dáı,

x3ny3n + c > 0

x3n < �1

9

=

;

=) x3n(x3ny3n + c) < �(x3ny3n + c) < y3n � c

=) y3n+3 = x3n(x3ny3n + c) + c < y3n.

Por outro lado,

x3ny3n + c > �x3n + c > 0

y3n < �1

9

=

;

=) y3n(x3ny3n + c) < �(x3ny3n + c) < x3n � c,

ou seja, temos x3n+3 = y3n+3(x3ny3n + c) + c < y3n(x3ny3n + c) + c < x3n, completando a prova

da afirmação.

Se (fn(x, y))n�0 é limitada, então as sequências (x3n)n�0 e (y3n)n�0 são convergentes. Sejam

l := lim
n!+1

x3n < �1 e l0 := lim
n!+1

y3n < �1.

Pela relação (4.1), temos

l0 = (l0l + c)l + c e l = l0(ll0 + c) + c =) l0 � l = (l0l + c)(l � l0) =) (l � l0)(l0l + c+ 1) = 0.

Como l0l+c+1 > 0, segue que l = l0. Logo, temos l3+(c�1)l+c = 0, ou seja, l 2 {�1, a1, a2}.
Absurdo, pois l < �1. Assim, temos

lim
n!+1

f 3n(x, y) = (�1,�1) =) lim
n!+1

f 3n+1(x, y) = (+1,�1) =)
lim

n!+1
f 3n+2(x, y) = (�1,+1).
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Caso 2.2: max{x, y} = �1 e min{x, y} < �1.
Como antes, temos x3 < x  �1 e y3 < y  �1 e a prova segue do caso 2.1.

Os casos em que (x, y) 2 P \ {f(p)} e (x, y) 2M \ {f 2(p)} seguem do ı́tem 1 da proposição

e do caso 2.

3. Temos que
S+1

n=0 f
�n(S) ⇢ R2\K+.

Da proposição 4.1, sabemos que existe R > 0 suficientemente grande tal que C2 \ K+ =
S+1

n=0 f
�n(VR), onde VR = {(x, y) 2 C2 : min{|x|, |y|} > R}, e f�n(VR) ⇢ f�n�1(VR), para todo

n � 0. Dáı, se escolhermos R > a2 e tomarmos (x, y) 2 R2 \K+ então

8

>

>

<

>

>

:

(x, y) 2
+1
[

n=0

f�n(VR) \ R2;

(VR \ R2) ⇢ S;

=)
8

<

:

(x, y) 2 R2 e existe j 2 N tal que f j(x, y) 2 VR;

(VR \ R2) ⇢ S;

=)
8

<

:

fn(x, y) 2 R2, para todo n 2 N, e existe j 2 N tal que f j(x, y) 2 VR;

(VR \ R2) ⇢ S;

=)
8

<

:

existe j 2 N tal que (x, y) 2 f�j(VR \ R2);

(VR \ R2) ⇢ S;

=) existe j 2 N tal que (x, y) 2 f�j(S) =) (x, y) 2
+1
[

n=0

f�n(S).

⇤

4.1.2 Dinâmica de f em R
0

[R
1

[R
2

[R
3

Nessa subseção, provaremos que (R0 [R1 [R2 [R3) ⇢ W s(↵) ⇢ K+.

Sejam R0 = [0, 1 + c] ⇥ [0, a2], R1 = [�1, 0] ⇥ [0, 1 + c], R2 = [�1, 0] ⇥ [�1, 0], R3 =

[0, 1 + c]⇥ [�1, 0] e D = R0 [R1 [R2 [R3 (ver a figura 4.3).

Lema 4.1 Os seguintes resultados são válidos:

1. f(R0) ⇢ R0 [R1.

2. f(R1) ⇢ R2.

3. f(R2) ⇢ R2 [R3.

4. f(R3) ⇢ R1.
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Demonstração: 1) f(R0) ⇢ [c, a2(1 + c) + c]⇥ [0, 1 + c]. Mas

a2(1 + c) + c  1 + c , 1+
p
1�4c
2 (1 + c)  1 , p1� 4c  1�c

1+c
,

c2 � 2c+ 1 + (c2 + 2c+ 1)(4c� 1) � 0 , 4c3 + 8c2 � 0 , c � �2.

Assim, como �1 < c < 0, temos f(R0) ⇢ [c, 1 + c]⇥ [0, 1 + c] ⇢ R0 [R1.

2) f(R1) ⇢ [�1, c]⇥ [�1, 0] ⇢ R2.

3) f(R2) ⇢ [c, 1 + c]⇥ [�1, 0] ⇢ R2 [R3.

4) f(R3) ⇢ [�1, c]⇥ [0, 1 + c] ⇢ R1.

⇤

Corolário 4.2 Sejam R0 = R1 [R2 [R3. Então f(R0) ⇢ R0 e D = R0 [R0 ⇢ K+.

Proposição 4.6 Existe N 2 N tal que fN(R0) ⇢ R0, ou seja, fn(R0 [ R0) ⇢ R0 para todo

n � N .

Demonstração: Pelo lema 4.1, temos que fn(R0) \ R0 = fn(R0) \ R0, para todo n 2 N.
Observe que

f(R0) \R0 ⇢ [0, 1 + c]⇥ [0, 1 + c],

f 2(R0) \R0 ⇢ [0, (1 + c)2 + c]⇥ [0, 1 + c],

f 3(R0) \R0 ⇢ [0, (1 + c)3 + c(1 + c) + c]⇥ [0, (1 + c)2 + c] ⇢ [0, (1 + c)3 + c]⇥ [0, (1 + c)2],

f 4(R0) \R0 ⇢ [0, (1 + c)5 + c(1 + c)2 + c]⇥ [0, (1 + c)3 + c] ⇢ [0, (1 + c)5 + c]⇥ [0, (1 + c)3].

Continuando dessa maneira, temos que

fn(R0) \R0 ⇢ [0, (1 + c)Fn�1 + c]⇥ [0, (1 + c)Fn�2 ], para todo n � 4.

Mas como 0 < 1 + c < 1, segue que existe N 2 N tal que (1 + c)FN�1 + c < 0, ou seja, temos

fN(R0) \R0 = ;, implicando que fN(R0) ⇢ R0.

⇤

Seja Y = [c, 0]⇥ [c, 0] ⇢ R2 = [�1, 0]⇥ [�1, 0].

Proposição 4.7 f(Y ) ⇢ Y .
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Demonstração: f(Y ) ⇢ [c, c2 + c]⇥ [c, 0] ⇢ Y .

⇤

Agora, iremos nos concentrar em provar que, para cada z 2 R0[R1[R2[R3, existe n0 2 N
tal que fn(z) 2 Y , para todo n � n0.

Proposição 4.8 Seja z 2 R2. Se f(z) 2 R2, então fn(z) 2 Y , para todo n � 2.

Demonstração: Seja z 2 R2 tal que f(z) 2 R2. Então

f(z) 2 f(R2) \R2 = [c, 1 + c]⇥ [�1, 0] \R2 = [c, 0]⇥ [�1, 0].

Dáı, f 2(z) 2 f([c, 0] ⇥ [�1, 0]) ⇢ [c, 0] ⇥ [c, 0] = Y e pela proposição 4.7 segue que fn(z) 2 Y ,

para todo n � 2.

⇤

Proposição 4.9 Se z 2 ([�1, c] ⇥ [c, 0]) [ ([c, 0] ⇥ [�1, c]) ⇢ R2, então fn(z) 2 Y , para todo

n � 2.

Demonstração: Temos que f 2([�1, c]⇥ [c, 0]) ⇢ f([c, 0]⇥ [�1, c]) ⇢ [c, 0]⇥ [c, 0] = Y .

Portanto, pela proposição 4.7, temos que

fn([�1, c]⇥ [c, 0]) ⇢ fn�1([c, 0]⇥ [�1, c]) ⇢ fn�2([c, 0]⇥ [c, 0]) = fn�2(Y ) ⇢ Y ,

para todo n � 2.

⇤

Proposição 4.10 Se z 2 [�1, c[⇥[�1, c[\{p} ⇢ R2, então existe N 2 N tal que fN(z) 2 Y .

Demonstração: Seja z = (x, y) 2 [�1, c[⇥[�1, c[\{p}.
Caso 1: min{x, y} > �1.
Suponhamos que não existe N 2 N tal que fN(z) 2 Y . Assim, pela proposição 4.8 e pelo lema

4.1, temos que

f 3n(x, y) 2 R2, f 3n+1(x, y) 2 R3 e f 3n+2(x, y) 2 R1, para todo inteiro n 2 N. (4.2)
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Seja (xn, yn) = fn(x, y). Observe que, se existe n 2 N tal que (x3n, y3n) 2 [�p�c, c]⇥[�p�c, c],
então (x3n+1, y3n+1) 2 [c2 + c, 0]⇥ [�p�c, c] ⇢ [c, 0]⇥ [�1, c], do que segue pela proposição 4.9

que (x3n+k, y3n+k) 2 Y , para todo k � 3.

Portanto, devemos supor que

min{x3n, y3n} < �p�c, para todo n 2 N. (4.3)

Seja z0 = min{x, y}. Logo, pela relação (4.3), temos z0 < �p�c, o que implica que

z20 + c > 0. Dáı, temos que (x, y) 2 [z0, c]⇥ [z0, c] =) (x1, y1) 2 [c2 + c, z20 + c]⇥ [z0, c]. Assim,

da relação (4.2), segue que

(x1, y1) 2 [0, z20+c]⇥[z0, c] =)
8

<

:

(x2, y2) 2 [z0(z20 + c) + c, c]⇥ [0, z20 + c];

(x3, y3) 2 [(z0(z20 + c) + c)(z20 + c) + c, c]⇥ [z0(z20 + c) + c, c].

Observe que

z0(z20 + c) + c  (z0(z20 + c) + c)(z20 + c) + c , z0  z0(z20 + c) + c , z30 + (c� 1)z0 + c � 0,

onde a primeira equivalência acontece pois z20 + c > 0.

Seja h : R �! R definida por h(x) = x3+(c�1)x+c. Não é dif́ıcil verificar que h(x) � 0 para

�1 < x < �p�c. Logo temos h(z0) � 0, ou seja, (x3, y3) 2 [z0(z20 + c)+ c, c]⇥ [z0(z20 + c)+ c, c].

Seja g : R �! R definida por g(x) = x(x2 + c) + c e defina zn+1 = g(zn), para todo n 2 N.
Observe que g(z0) � z0 se, e somente se, h(z0) � 0. Portanto, temos z1 = g(z0) � z0 e, pela

definição de g, (x3, y3) 2 [z1, c]⇥ [z1, c].

Pela relação (4.3), temos z1 < �
p�c, o que implica que z21+c > 0. Assim, continuando com

o mesmo racioćınio, temos (x3k, y3k) 2 [zk, c]⇥ [zk, c], com �1 < z0 < z1 < . . . < zk < �p�c e
min{x3k, y3k} < �p�c, para todo k 2 N.

Sendo assim, (zn)n é uma sequência crescente e limitada. Portanto, (zn)n admite limite l.

Logo, temos

g(l) = l =) l(l2 + c) + c = l =) l3 + (c� 1)l + c = 0 =) l 2 {�1, a1, a2}.

Absurdo, pois por construção temos �1 < z0 < z1 < . . . < zk < . . . < l  �p�c < c < a1 < a2.

Assim, existe N 2 N tal que fN(z) 2 Y .

Caso 2: x = �1 e �1 < y < c.
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Figura 4.4: Retângulos R, S, T , U .

Temos que f(x, y) = (�y + c,�1) 2 R3, f 2(x, y) = (y,�y + c) 2 R1 e f 3(x, y) = (�y2 + cy +

c, y) 2 R2. Seja (x0, y0) = f 3(x, y). Dáı, temos (x0, y0) 2 R2, com x0 > �1 e y0 > �1, caindo
no caso 1.

Caso 3: �1 < x < c e y = �1.
Temos que f(x, y) = (�x + c, x) 2 R3, f 2(x, y) = (�x2 + cx + c,�x + c) 2 R1 e f 3(x, y) =

((�x2+cx+c)(�x+c)+c,�x2+cx+c) 2 R2. Seja (x0, y0) = f 3(x, y). Dáı, temos (x0, y0) 2 R2,

com x0 > �1 e y0 > �1, caindo no caso 1.

⇤

Denote por (ver a figura 4.4) R = [a1, 0]⇥ [c, a1], S = [a1, 0]⇥ [a1, 0], T = [c, a1]⇥ [a1, 0] e

U = [c, a1]⇥ [c, a1]. Então Y = R [ S [ T [ U . Provaremos que, se z 2 Y , então lim
n!1

fn(z) =

↵ = (a1, a1).

Lema 4.2 Os seguintes resultados são válidos:

1. f(R) ⇢ S [ T .

2. f(S) ⇢ T .

3. f(T ) ⇢ U [R.

4. f(U) ⇢ R.

Demonstração: 1) f(R) ⇢ [c, ca1 + c]⇥ [a1, 0].

Mas ca1 + c < 0 (pois ca1 > 0) e ca1 + c  c2 + c < 0. Logo f(R) ⇢ S [ T .

2) f(S) ⇢ [c, a1]⇥ [a1, 0] = T .

3) f(T ) ⇢ ([c, ca1 + c]⇥ [c, a1]) ⇢ ([c, 0]⇥ [c, a1]) = U [R.

4) f(U) ⇢ ([a1, c2 + c]⇥ [c, a1]) ⇢ ([a1, 0]⇥ [c, a1]) = R.
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⇤

Lema 4.3 Se �0, 94  c < 0, então |c||a1|+ |a1|3 + |c|3|a1|3 < |c|.

Demonstração: Seja c 2 R, �1 < c < 0. Queremos mostrar que ca1 � a31 + c3a31 + c  0, ou

seja, ca1 + (c3 � 1)a31 + c  0.

Observe que a31 = a1a
2
1 = a1(a1 � c) = a21 � ca1 = a1 � c� ca1 = (1� c)a1 � c. Dáı,

ca1 + (c3 � 1)a31 + c  0() ca1 + (c3 � 1)((1� c)a1 � c) + c  0

() 1�p1� 4c

2
= a1 � c4 � 2c

�c4 + c3 + 2c� 1
() �p1� 4c � 3c4 � c3 � 6c+ 1

�c4 + c3 + 2c� 1

() 1� 4c  9c8 � 6c7 + c6 � 36c5 + 18c4 � 2c3 + 36c2 � 12c+ 1

c8 � 2c7 + c6 � 4c5 + 6c4 � 2c3 + 4c2 � 4c+ 1

() c8 � 4c5 � 2c4 + c3 + 4c2 + 4c� 1  0.

Seja h : R �! R definida por h(x) = x8 � 4x5 � 2x4 + x3 + 4x2 + 4x � 1 Dáı, temos que

h0(x) = 8x7 � 20x4 � 8x3 + 3x2 + 8x+ 4 e h00(x) = 56x6 � 80x3 � 24x2 + 6x+ 8.

Observe que, para�1 < x < 0, temos h00(x) > �80x3�24x2 e�80x3�24x2 � 0 se, e somente

se, x  �0, 3. Além disso, se �0, 3 < x < 0, então h00(x) > �24(0, 3)2 � 6 · 0, 3 + 8 = 4, 04 > 0.

Com isso, seque que o gráfico de h no intervalo ]� 1, 0[ apresenta concavidade voltada para

cima. Além disso, temos que h(�0, 95) = 0, 082156681 > 0, h(�0, 94) = �0, 072496892 < 0 e

h(0) = �1. Portanto, h(c) < 0, para todo �0, 94  c < 0, ou seja, |c||a1|+ |a1|3+ |c|3|a1|3 < |c|.
⇤

Para demonstrarmos o próximo teorema, para cada X 2 {R, S, T, U}, denotaremos por

X(a, b) = {(x, y) 2 X : |x � a1|  a e |y � a1|  b}. Sendo assim, temos R = R(|a1|, |a1|2),
S = S(|a1|, |a1|), T = T (|a1|2, |a1|) e U = U(|a1|2, |a1|2).

Teorema 4.2 Suponhamos �0, 94  c < 0. Se z 2 Y = [c, 0] ⇥ [c, 0], então lim
n!+1

fn(z) =

(a1, a1).

Demonstração: Observe que |c| = |a1|+ |a1|2 e também que xy � a21 = xy + c� a1.

Seja z = (x0, y0) 2 Y . Pelo lema 4.2, basta tomar z 2 R.

1.1) Se (x, y) 2 R(|a1|, |a1|2), R = [a1, 0]⇥ [c, a1], então
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8

<

:

a1  x  a1 + |a1|
a1 � |a1|2  y  a1

=) a21 � |a1|2  xy  a21 + |a1|3 =) �|a1|2  xy � a21  |a1|3,

ou seja, f(R(|a1|, |a1|2)) ⇢ S(|a1|3, |a1|) [ T (|a1|2, |a1|).
1.2) Se (x, y) 2 S(|a1|3, |a1|), S = [a1, 0]⇥ [a1, 0], então

8

<

:

a1  x  a1 + |a1|3
a1  y  a1 + |a1|

=) |a1|4 � |a1|2 � |a1|4 + a21  xy  a21 =) |xy � a21|  |a1|2,

ou seja, f(S(|a1|3, |a1|)) ⇢ T (|a1|2, |a1|3).
1.3) Se (x, y) 2 T (|a1|2, |a1|3), T = [c, a1]⇥ [a1, 0], então

8

<

:

a1 � |a1|2  x  a1

a1  y  a1 + |a1|3
=) a21 � |a1|4  xy  a21 + |a1|3 =) �|a1|4  xy � a21  |a1|3,

ou seja, f(T (|a1|2, |a1|3)) ⇢ U(|a1|4, |a1|2) [R(|a1|3, |a1|2).
1.4) Se (x, y) 2 U(|a1|4, |a1|2), U = [c, a1]⇥ [c, a1], então

8

<

:

a1 � |a1|4  x  a1

a1 � |a1|2  y  a1
=) a21  xy  a21 + |a1|3 + |a1|5 + |a1|6

=) xy � a21  |a1|2(|a1|+ |a1|3 + |a1|4).
Mas, temos que |a1| + |a1|3 + |a1|4  |c| = |a1| + |a1|2 se, e somente se, |a1| + |a1|2  1. Logo,

xy � a21  |c||a1|2, ou seja, f(U(|a1|4, |a1|2)) ⇢ R(|c||a1|2, |a1|4).
1.5) Se (x, y) 2 T (|a1|2, |a1|), T = [c, a1]⇥ [a1, 0], então

8

<

:

a1 � |a1|2  x  a1

a1  y  a1 + |a1|
=) a21 � |a1|2  xy  a21 + |a1|3 =) �|a1|2  xy � a21  |a1|3,

ou seja, f(T (|a1|2, |a1|)) ⇢ U(|a1|2, |a1|2) [R(|a1|3, |a1|2).
1.6) Se (x, y) 2 U(|a1|2, |a1|2), U = [c, a1]⇥ [c, a1], então

8

<

:

a1 � |a1|2  x  a1

a1 � |a1|2  y  a1
=) a21  xy  a21 + 2|a1|3 + |a1|4 =) xy � a21  |a1|(2|a1|2 + |a1|3).
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Mas, temos que 2|a1|2 + |a1|3  |c| = |a1| + |a1|2 se, e somente se, |a1| + |a1|2  1. Logo,

xy � a21  |c||a1|, ou seja, f(U(|a1|2, |a1|2)) ⇢ R(|c||a1|, |a1|2).
Com isso, temos o primeiro diagrama da dinâmica de f do caso 1.1 ao caso 1.6:

R(|a1|, |a1|2)
f // S(|a1|3, |a1|)

f // T (|a1|2, |a1|3)
f // U(|a1|4, |a1|2)

f // R(|c||a1|2, |a1|4)

f // R(|a1|3, |a1|2)

f // T (|a1|2, |a1|)
f // U(|a1|2, |a1|2)

f // R(|c||a1|, |a1|2)

f // R(|a1|3, |a1|2)

Seja n1 = min{n 2 N : n > 0 e fn(x0, y0) 2 R}. Assim, temos que fn1(x0, y0) 2 R(|c||a1|, |a1|2).
2.1) Se (x, y) 2 R(|c||a1|, |a1|2), R = [a1, 0]⇥ [c, a1], então

8

<

:

a1  x  a1 + |c||a1|
a1 � |a1|2  y  a1

=) a21 � |c||a1|2  xy  a21 + |a1|3 =) �|c||a1|2  xy � a21  |a1|3,

ou seja, f(R(|c||a1|, |a1|2)) ⇢ S(|a1|3, |c||a1|) [ T (|c||a1|2, |c||a1|).
2.2) Se (x, y) 2 S(|a1|3, |c||a1|), S = [a1, 0]⇥ [a1, 0], então

8

<

:

a1  x  a1 + |a1|3
a1  y  a1 + ✏|a1|

=) ✏|a1|4 � ✏|a1|2 � |a1|4 + a21  xy  a21

=) |xy � a21|  ✏|a1|2 + |a1|4 � ✏|a1|4.
Como |a1|  |a1| + |a1|2 = ✏, temos que |x � a21|  ✏|a1|(|a1| + |a1|2 � |a1|3)  ✏2|a1| ou seja,

f(S(|a1|3, ✏|a1|)) ⇢ T (✏2|a1|, |a1|3).
2.3) Se (x, y) 2 T (|c|2|a1|, |a1|3), T = [c, a1]⇥ [a1, 0], então

8

<

:

a1 � |c|2|a1|  x  a1

a1  y  a1 + |a1|3
=) a21 � |a1|4  xy  a21 + |c|2|a1|2 =) �|a1|4  xy � a21  |c|2|a1|2,

ou seja, f(T (|c|2|a1|, |a1|3)) ⇢ U(|a1|4, |c|2|a1|) [R(|c|2|a1|2, |c|2|a1|).
2.4) Se (x, y) 2 U(|a1|4, |c|2|a1|), U = [c, a1]⇥ [c, a1], então

8

<

:

a1 � |a1|4  x  a1

a1 � |c|2|a1|  y  a1
=) a21  xy  a21 + |c|2|a1|2 + |a1|5 + |c|2|a1|5.
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Como |a1| < |c| < 1, então xy� a21  |c|2|a1|2+ |c||a1|4+ |c|2|a1|5  |c||a1|(|a1|+ |a1|3+ |a1|4) 
|c|2|a1|. Assim, temos f(U(|a1|4, |c|2|a1|)) ⇢ R(|c|2|a1|, |a1|4).
2.5) Se (x, y) 2 T (|c||a1|2, |c||a1|), T = [c, a1]⇥ [a1, 0], então

8

<

:

a1 � |c||a1|2  x  a1

a1  y  a1 + |c||a1|
=) a21�|c||a1|2  xy  a21+|c||a1|3 =) �|c||a1|2  xy�a21  |c||a1|3,

ou seja, f(T (|c||a1|2, |c||a1|)) ⇢ U(|c||a1|2, |c||a1|2) [R(|c||a1|3, |c||a1|2).
2.6) Se (x, y) 2 U(|c||a1|2, |c||a1|2), U = [c, a1]⇥ [c, a1], então

8

<

:

a1 � |c||a1|2  x  a1

a1 � |c||a1|2  y  a1
=) a21  xy  a21 + 2|c||a1|3 + |c|2|a1|4

=) xy � a21  |c||a1|(2|a1|2 + |c||a1|3).
Logo, xy � a21  |c|2|a1|, ou seja, f(U(|c||a1|2, |c||a1|2)) ⇢ R(|c|2|a1|, |c||a1|2).

Com isso, temos o segundo diagrama da dinâmica de f do caso 2.1 ao caso 2.6:

R(|c||a1|, |a1|2)
f // S(|a1|3, |c||a1|)

f // T (|c|2|a1|, |a1|3)
f // U(|a1|4, |c|2|a1|)

f // R(|c|2|a1|, |a1|4)

f // R(|c|2|a1|2, |c|2|a1|)

f // T (|c||a1|2, |c||a1|)
f // U(|c||a1|2, |c||a1|2)

f // R(|c|2|a1|, |c||a1|2)

f // R(|c||a1|3, |c||a1|2)

Seja n2 = min{n 2 N : n > n1 e fn(x0, y0) 2 R}. Assim, temos que

fn2(x0, y0) 2 R(|c|2|a1|, |c|2|a1|).

Agora, para i = 3, . . . , k + 1, seja ni = min{n 2 N : n > ni�1 e fn(x0, y0) 2 R}. Suponha

que para i = 3, . . . , k, tenhamos fni(x0, y0) 2 R(|c|i|a1|, |c|i|a1|) e provemos que fnk+1(x0, y0) 2
R(|c|k+1|a1|, |c|k+1|a1|). De fato,

k+1.1) Se (x, y) 2 R(|c|k|a1|, |c|k|a1|), R = [a1, 0]⇥ [c, a1], então

8

<

:

a1  x  a1 + |c|k|a1|
a1 � |c|k|a1|  y  a1

=) a21 � |c|k|a1|2  xy  a21 + |c|k|a1|2

=) �|c|k|a1|2  xy � a21  |c|k|a1|2,
ou seja, f(R(|c|k|a1|, |c|k|a1|)) ⇢ S(|c|k|a1|2, |c|k|a1|) [ T (|c|k|a1|2, |c|k|a1|).
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k+1.2) Se (x, y) 2 S(|c|k|a1|2, |c|k|a1|), S = [a1, 0]⇥ [a1, 0], então

8

<

:

a1  x  a1 + |c|k|a1|2
a1  y  a1 + |c|k|a1|

=) |c|2k|a1|3 � |c|k|a1|2 � |c|k|a1|3 + a21  xy  a21.

Assim, temos |xy�a21|  |c|k|a1|2+|c|k|a1|3�|c|2k|a1|3  |c|k|a1|(|a1|+|a1|2�|c|k|a1|)  |c|k+1|a1|.
Logo f(S(|c|k|a1|2, |c|k|a1|)) ⇢ T (|c|k+1|a1|, |c|k|a1|2).
k+1.3) Se (x, y) 2 T (|c|k+1|a1|, |c|k|a1|2), T = [c, a1]⇥ [a1, 0], então

8

<

:

a1 � |c|k+1|a1|  x  a1

a1  y  a1 + |c|k|a1|2
=) a21 � |c|k|a1|3  xy  a21 + |c|k+1|a1|2

=) �|c|k|a1|3  xy � a21  |c|k+1|a1|2,
ou seja, f(T (|c|k+1|a1|, |c|k|a1|2)) ⇢ U(|c|k|a1|3, |c|k+1|a1|) [R(|c|k+1|a1|2, |c|k+1|a1|).
k+1.4) Se (x, y) 2 U(|c|k|a1|3, |c|k+1|a1|), U = [c, a1]⇥ [c, a1], então

8

<

:

a1 � |c|k|a1|3  x  a1

a1 � |c|k+1|a1|  y  a1
=) a21  xy  a21 + |c|k+1|a1|2 + |c|k|a1|4 + |c|2k+1|a1|4,

ou seja, xy� a21  |c|k|a1|(|c||a1|+ |a1|3 + |c|k+1|a1|3)  |c|k|a1|(|c||a1|+ |a1|3 + |c|3|a1|3). Como

pelo lema 4.3 temos |c||a1|+ |a1|3+ |c|3|a1|3  |c|, segue que xy� a21  |c|k+1|a1|. Assim, temos

f(U(|c|k|a1|3, |c|k+1|a1|)) ⇢ R(|c|k+1|a1|, |c|k|a1|3).
k+1.5) Se (x, y) 2 T (|c|k|a1|2, |c|k|a1|), T = [c, a1]⇥ [a1, 0], então

8

<

:

a1 � |c|k|a1|2  x  a1

a1  y  a1 + |c|k|a1|
=) a21 � |c|k|a1|2  xy  a21 + |c|k|a1|3

=) �|c|k|a1|2  xy � a21  |c|k|a1|3,
ou seja, f(T (|c|k|a1|2, |c|k|a1|)) ⇢ U(|c|k|a1|2, |c|k|a1|2) [R(|c|k|a1|3, |c|k|a1|2).
k+1.6) Se (x, y) 2 U(|c|k|a1|2, |c|k|a1|2), U = [c, a1]⇥ [c, a1], então

8

<

:

a1 � |c|k|a1|2  x  a1

a1 � |c|k|a1|2  y  a1
=) a21  xy  a21 + 2|c|k|a1|3 + |c|2k|a1|4

=) xy � a21  |c|k|a1|(2|a1|2 + |c|k|a1|3).
Logo, xy � a21  |c|k+1|a1|, ou seja, f(U(|c|k|a1|2, |c|k|a1|2)) ⇢ R(|c|k+1|a1|, |c|k|a1|2).

Com isso, temos o (k+1)-ésimo diagrama da dinâmica de f do caso k+1.1 ao caso k+1.6:
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R(|c|k|a1|, |c|k|a1|)
f // S(|c|k|a1|2, |c|k|a1|)

f // T (|c|k+1|a1|, |c|k|a1|2)
f // U(|c|k|a1|3, |c|k+1|a1|)

f // R(|c|k+1|a1|, |c|k|a1|3)

f // R(|c|k+1|a1|2, |c|k+1|a1|)

f // T (|c|k|a1|2, |c|k|a1|)
f // U(|c|k|a1|2, |c|k|a1|2)

f // R(|c|k+1|a1|, |c|k|a1|2)

f // R(|c|k|a1|3, |c|k|a1|2)

Em outros termos, temos fnk+1(x0, y0) 2 R(|c|k+1|a1|, |c|k+1|a1|).
Além disso, observando os diagramas, provamos que para todo inteiro k � 1, temos

max
nki<nk+1

{|xi � a1|, |yi � a1|}  ✏k|a1|.

Como �0, 94 < c < 0, temos que lim
n!+1

fn(z) = (a1, a1).

⇤

4.1.3 Caracterizando W s(✓)

Sejam AH2 = {z 2 R2 : f 2n(z) 2 A, 8n 2 N} e H2A = {z 2 R2 : f 2n(z) 2 H2, 8n 2 N}.
Provaremos que W s(✓) = AH2 [H2A .

Denote por (ver a figura 4.3) A = [0, a2] ⇥ [a2,+1[, B = [�1, 0] ⇥ [1 + c,+1[, C =

]�1,�1]⇥ [0, 1+c], D =]�1,�1]⇥ [�1, 0], E = [�1, 0]⇥]�1,�1], F = [0, 1+c]⇥]�1,�1],
G = [1 + c,+1[⇥[�1, 0], H1 = [1 + c, a2]⇥ [0, a2], H2 = [a2,+1[⇥[0, a2].

Lema 4.4 Os seguintes resultados são válidos:

1. f(A) ⇢ B [R0 [R1 [H1 [H2;

2. f(B) ⇢ D [R2;

3. f(C) ⇢ N [ E;

4. f(D) ⇢ E [ F [ P ;

5. f(E) ⇢ R2 [R3 [G;

6. f(F ) ⇢ R1 [ C;

7. f(G) ⇢M [ B;

8. f(H1) ⇢ B [R0 [H1;

9. f(H2) ⇢ B [ A [ L.

Demonstração: 1) f(A) ⇢ [c,+1[⇥[0, a2] ⇢ B [R0 [R1 [H1 [H2;
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2) f(B) ⇢]�1, c]⇥ [�1, 0] ⇢ D [R2;

3) f(C) ⇢]�1, c]⇥]�1,�1] ⇢ N [ E;

4) f(D) ⇢ [c,+1[⇥]�1,�1] ⇢ E [ F [ P ;

5) f(E) ⇢ [c,+1[⇥[�1, 0] ⇢ R2 [R3 [G;

6) f(F ) ⇢]�1, c]⇥ [0, 1 + c] ⇢ R1 [ C;

7) f(G) ⇢]�1, c]⇥ [1 + c,+1[⇢M [ B;

8) f(H1) ⇢ [c, a2]⇥ [1 + c, a2] ⇢ B [R0 [H1;

9) f(H2) ⇢ [c,+1[⇥[a2,+1[⇢ B [ A [ L.

⇤

Proposição 4.11 Seja z 2 A. Se f2n�1(z) 2 H2 e f 2n(z) 2 A, para todo inteiro n � 1, então

lim
n!+1

fn(z) = (a2, a2).

Demonstração: Seja z = (x0, y0) 2 A e suponha que f 2n�1(x0, y0) = (x2n�1, y2n�1) 2 H2 e

f 2n(x0, y0) = (x2n, y2n) 2 A, para todo inteiro n � 1. Assim,

0  x0  a2, a2  y0 <1,

a2 � c  x0y0 < +1, � c  x0x1  a2 � c, a2 � c  x2x1 < +1. (4.4)

Pela relação (4.4), temos x0x1  a2 � c  x0y0 e x0x1  a2 � c  x2x1, ou seja, y2 = x1  y0 e

x0  x2.

Assim, por indução, deduzimos que (x2n)n é uma sequência crescente convergente e (y2n)n é uma

sequência decrescente convergente. Sejam l = lim x2n = lim y2n+1 e l0 = lim y2n = lim x2n�1.

Como x2n+2 = x2n+1y2n+1 + c e y2n+2 = x2n+1 = x2ny2n + c, segue que l = l0l + c e l0 = ll0 + c,

ou seja, l = l0. Logo, temos l = l2 + c, ou seja l 2 {a1, a2}. Como l > 0, segue que l = a2.

⇤

Proposição 4.12 Se z 2 H1 \ {(a2, a2)} então existe N 2 N tal que fN(z) /2 H1.

Demonstração: Seja z = (x0, y0) 2 H1 \ {(a2, a2)}. Logo 1 + c  x0  a2 e 0  y0  a2.

Caso 1: max{x0, y0} < a2.

Suponhamos que fn(z) 2 H1 para todo n 2 N.
Seja z0 = max{x0, y0} < a2 e defina a sequência z1 = z20 + c e zn = zn�1zn�2 + c, para todo

inteiro n � 2. Dáı, temos
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1 + c  x0  z0 < a2, 0  y0  z0 < a2,

1 + c  x1  z20 + c = z1, 0  y1  z0 < a2,

1 + c  x2  z0z1 + c = z2, 0  y2  z1,
...

1 + c  xn  zn, 0  yn  zn�1,

para todo inteiro n � 1. Observe que zn � 1 + c > 0, para todo n 2 N. Além disso, temos que

0 < 1 + c  z0 < a2 =) 0 < 1 + c  z1 = z20 + c < z0 < a2 =)
0 < 1 + c  z2 = z1z0 + c < z20 + c = z1 < z0 < a2 =)

0 < 1 + c  z3 = z2z1 + c < z1z0 + c = z2 < z1 < z0 < a2 =) . . . =)
0 < 1 + c  zn < zn�1 < . . . < z1 < z0 < a2, para todo inteiro positivo n.

Logo (zn)n é uma sequência positiva, decrescente e convergente. Seja l = lim zn. Como zn =

zn�1zn�2 + c segue que l = l2 + c, ou seja, l 2 {a1, a2}. Absurdo, pois, por construção, temos

a1 < 0 < 1 + c  l < z0 < a2.

Logo, existe N 2 N tal que fN(z) /2 H1.

Caso 2: x0 = a2 e 0  y0 < a2.

Dáı x1 = a2y0 + c < a22 + c = a2, y1 = a2, x2 = x1a2 + c < a22 + c = a2 e y2 < a2.

Se (x2, y2) 2 H1, então o resultado segue do caso 1.

Se (x2, y2) /2 H1, então o resultado é válido para N = 2.

Caso 3: 1 + c  x0 < a2 e y0 = a2.

Dáı x1 = x0a2 + c < a22 + c = a2 e y1 < a2.

Se (x1, y1) 2 H1, então o resultado segue do caso 1.

Se (x1, y1) /2 H1, então o resultado é válido para N = 1.

⇤

Observe que, pelo lema 4.4, temos que f(z) 2 (A [ H2), implica que z 2 (A [ H2). Além

disso, f(R2 \ (A [ H2)) ⇢ (R2 \ (A [ H2)). Dáı, pelas proposições 4.5, 4.11 e 4.12, segue que

AH2 [H2A = W s((a2, a2)).

4.1.4 Caracterizando W s(p) [W s(f(p)) [W s(f 2(p))

Nessa subseção, provaremos que (K+ \ (W s(✓) [W s(↵))) = (W s(p) [W s(f(p)) [W s(f 2(p))).

Denote por D = R0 [R1 [R2 [R3 [ AH2 [H2A.
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Proposição 4.13 Seja V := K+ \S+1
n=0 f

�n(D). Então, V = W s(p) [W s(f(p)) [W s(f 2(p)).

Demonstração: Supõe V 6= ;. Então V ⇢ A[B [C [D [E [F [G[H1 [H2. Para cada

X 2 {A,B,C,D,E, F,G,H1, H2}, denote por X 0 = X \ V .

Pelo lema 4.4, temos (ver figura 4.5)

Figura 4.5: Ciclo na filtração.

1. f(A0) ⇢ B0 [H 0
1 [H 0

2; 4. f(D0) ⇢ E 0 [ F 0; 7. f(G0) ⇢ B0;

2. f(B0) ⇢ D0; 5. f(E 0) ⇢ G0; 8. f(H 0
1) ⇢ B0 [H 0

1;

3. f(C 0) ⇢ E 0; 6. f(F 0) ⇢ C 0; 9. f(H 0
2) ⇢ B0 [ A0.

Se z 2 A0 [ H 0
1 [ H 0

2, então segue pelas proposições 4.11 e 4.12 que existe N1 2 N tal que

fN1(z) 2 B0.

Se z 2 B0 [ C 0 [D0 [ E 0 [ F 0 [G0, então percebemos pela figura 4.5 que existe N2 2 N tal

que fN2(z) 2 G0. Assim, se z 2 G0 ⇢ G, então

f(z) 2 f(G) \ B ⇢ [�1, c]⇥ [1 + c,+1[,

f 2(z) 2 (]�1, c(1 + c) + c]⇥ [�1, c]) \D ⇢ (]�1.� 1]⇥ [�1, c]),
f3(z) 2 [0,+1[⇥]�1,�1] =) f 3(z) 2 F 0 =) f 4(z) 2 C 0 =) f 5(z) 2 E 0,

e assim, como já vimos, teremos f 6n(z) 2 G0, f 6n+1(z) 2 B0, f 6n+2(z) 2 D0, f 6n+3(z) 2 F 0,

f 6n+4(z) 2 C 0, f 6n+5(z) 2 E 0, para todo n � 1.

Sendo assim, nos resta estudar o ciclo G0B0D0F 0C 0E 0G0 (ciclo representado na figura 4.6).

Sem perda de generalidade, seja z = (x0, y0) 2 F 0. Assim, para todo inteiro n � 0, temos

f 6n(z) 2 F , f 6n+1(z) 2 C, f 6n+2(z) 2 E, f 6n+3(z) 2 G, f 6n+4(z) 2 B, f 6n+5(z) 2 D. Então,

temos
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Figura 4.6: Ciclo na filtração.

0  x0  1 + c, �1 < y0  �1, (4.5)

�1 < x0y0  �1� c, � 1� c  x1x0  �c, (4.6)

� 1� c  x1x0  �c, 1  x2x1 < +1, (4.7)

� 1� c  x3x2  �c, �1 < x4x3  �1� c, (4.8)

� c  x5x4  1, �1 < x6x5  �1� c. (4.9)

Pela relação (4.6) temos x0y0  x0x1, ou seja, y0  x1 = y2.

Pela relação (4.8) temos x3x4  x3x2, ou seja x4  x2  0.

Como x4  x2  0 e x1  0, segue que x1x4 � x1x2. Dáı, pelas relações (4.9) e (4.7), temos

x5x4  x2x1  x1x4 e, como x4 < 0, segue que x1  x5. Dáı, y0  x1  x5 = y6.

Pelas relações (4.9) e (4.7), temos x5x6  x1x0. Como x1  x5  �1 e x0 � 0, segue que

x0x1  x0x5. Logo, temos x5x6  x1x0  x0x5, ou seja, x6 � x0.

Com isso, conclúımos que (x6n)n e (y6n)n são sequências crescentes.

Afirmação: lim
n!+1

f 6n(x0, y0) = (1 + c,�1) = f(p).

De fato, sejam lim x6n = l e lim y6n = l0. Dáı, temos f 6(l, l0) = (l, l0). Suponha (l, l0) 6= (1+c,�1)
e seja (a, b) = f 6(l, l0). Da mesma forma que provamos que x0  x6 e y0  y6, temos que l  a

e l0  b. Como 0  l < 1 + c ou �1 < l0 < �1, deduzimos que l < a ou l0 < b, ou seja,

f 6(l, l0) 6= (l, l0). Absurdo. Portanto, (l, l0) = (1 + c,�1).
⇤
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Observação 4.2 Foi preciso supor que �0, 94  c < 0 somente para provar o lema 4.2.

Conjecturamos que o teorema 4.1 é verdadeiro para �1 < c < 0. Além de provarmos o teorema

4.1, provamos que se �1 < c < 0 e z 2 K+, então ou existe N 2 N tal que fn(z) 2 [c, 0]⇥ [c, 0],

para todo n � N , ou z 2 W s(✓)[W s(p)[W s(f(p))[W s(f 2(p)), onde p = (�1,�1), ✓ = (a2, a2)

e a2 =
1+

p
1�4c
2 .

4.2 Caso particular da conjectura 3.1

A conjectura 3.1, nos diz que �pt(S) = E, onde �pt(S) = {� 2 C : (qn(�))n�0 é limitada} e

E = {� 2 C : ( n(qF1(�), qF0(�)))n�2 é limitada}, onde qn(�) = qn está definida na definição

3.1, para todo n � 0,  n = gn � gn�1 � . . . � g2 e gn : C2 �! C2 é definido por gn(x, y) =
⇣

1
rn
xy �

⇣

1
rn
� 1
⌘

, x
⌘

, para todo n � 2.

Iremos provar um caso particular dessa conjectura. Seja pi = p para todo i � 1. Dáı, temos

que gn(x, y) =
⇣

1
p
xy �

⇣

1
p
� 1
⌘

, x
⌘

, para todo n � 2, ou seja,  n+2 = gn = g � . . . � g
| {z }

n vezes

, para

todo n � 0. Observe que E \ R = {� 2 R : (gn(qF1(�), qF0(�)))n�2 é limitada} = {� 2 R :

(gn(qF0(�), qF0(�)))n�0 é limitada}.
Sabemos que �pt(S) ⇢ E. Iremos provar, nesse caso particular, que existe � > 0 tal que se

p > � então E \ R ⇢ �pt(S).

Observação 4.3 Seja � 2 R e suponhamos que (qFn(�))n�0 é limitada. Pela definição 3.1, se

provarmos que
Q

n2A(�) |qFn(�)| < +1, onde A(�) := {n 2 N : |qFn(�)| > 1}, então (qn(�))n�1

é limitada.

Teorema 4.3 Se p > �1+
p
5

2 , então E \ R = �pt(S) \ R.

Demonstração: Sejam f, h : R2 �! R2 funções definidas por f(x, y) =
⇣

xy + p�1
p2

, x
⌘

e

h(x, y) = (px, py). Observe que gn = h � fn � h�1, para todo n � 0.

Seja c = p�1
p2

. Como p > �1+
p
5

2 , segue que �1 < c < 0.

Seja � 2 E \ R. Logo (gn(qF0 , qF0))n�0 é limitada, ou seja, (h � fn � h�1(qF0 , qF0))n�0 é

limitada. Seja z = qF0 e observe que gn(z, z) = (qFn , qFn�1), para todo n � 1. Pela observação

4.2, segue que ou existe N 2 N tal que fn � h�1(z, z) 2 [c, 0] ⇥ [c, 0], para todo n � N ,

ou h�1(z, z) 2 W s(✓) [ W s(q) [ W s(f(q)) [ W s(f 2(q)), onde q = (�1,�1), ✓ = (a2, a2) e

a2 =
1+

p
1�4c
2 .

Iremos considerar todos os casos:
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a) Se existe N 2 N tal que fn � h�1(z, z) 2 [c, 0] ⇥ [c, 0], para todo n � N , então existe

N 2 N tal que (qFn , qFn�1) = gn(z, z) 2 [pc, 0] ⇥ [pc, 0], para todo n � N , ou seja, temos que

|qFn |  |pc| < 1, para todo n > N . Com isso, segue que A(�) é um conjunto finito e, pela

observação 4.3, (qn)n�1 é limitada.

b) Se h�1(z, z) 2 W s(q) [ W s(f(q)) [ W s(f 2(q)), então limn!+1 f 3n+l � h�1(z, z) = q,

limn!+1 f 3n+l+1 � h�1(z, z) = f(q) e limn!+1 f 3n+l+2 � h�1(z, z) = f 2(q), para algum l 2
{0, 1, 2}. Portanto, temos limn!+1 g3n+l(z, z) = h(q) = (�p,�p), limn!+1 g3n+l+1(z, z) =

h(f(q)) = (p + pc,�p) e limn!+1 g3n+l+2(z, z) = h(f 2(q)) = (�p, p + pc), para algum l 2
{0, 1, 2}. Assim, como |� p|, |p + pc| < 1 e gn(z, z) = (qFn , qFn�1), para todo n � 1, segue que

existe N 2 N tal que |qFn | < 1, para todo n � N . Logo, segue que A(�) é um conjunto finito

e, pela observação 4.3, (qn)n�1 é limitada.

c) Se h�1(z, z) 2 W s(✓), então pelo que vimos no caṕıtulo anterior, temos que ter f 2n(h�1(z, z)) 2
H2 e f 2n+1(h�1(z, z)) 2 A, para todo n � 0, ou f 2n(h�1(z, z)) 2 A e f 2n+1(h�1(z, z)) 2 H2,

para todo n � 0, onde A = [0, a2] ⇥ [a2,+1[ e H2 = [a2,+1[⇥[0, a2], ou seja, temos

que ter g2n(z, z) 2 [pa2,+1[⇥[0, pa2] = [1,+1[⇥[0, 1] e g2n+1(z, z) 2 [0, pa2] ⇥ [pa2,+1[=

[0, 1] ⇥ [1,+1[, para todo n � 0, ou g2n(z, z) 2 [0, pa2] ⇥ [pa2,+1[= [0, 1] ⇥ [1,+1[ e

g2n+1(z, z) 2 [pa2,+1[⇥[0, pa2] = [1,+1[⇥[0, 1], para todo n � 0. Assim, para n = 0

teŕıamos g0(z, z) = (z, z) = (qF0 , qF0), com qF0 2 [1,+1[ e qF0 2 [0, 1], ou seja, qF0 = 1. Mas

isso segue que gn(z, z) = (1, 1), para todo n � 0 e, portanto, temos (qn)n�1 limitada.

De a), b) e c), segue que � 2 �pt(S), ou seja E \ R = �pt(S) \ R.
⇤
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mathématiques d’Orsay 2/4 (1984/1985)

[7] H.R. Dowson Spectral theory of linear operators. London Mathematical Society Mono-

graphs, 1978.

[8] H. El Abdalaoui, S. Bonnot, A. Messaoudi, O. Sester On the Fibonacci complex dynamical

systems. arXiv:1304.4864v1 [math.DS]

[9] H. El Abdalaoui, A. Messaoudi On the spectrum stochastic perturbations of the shift and

Julia Sets. Fundamenta Mathematicae, v. 218, p. 47-68, 2012.

[10] K. Falconer, Fractal Geometry: Mathematical Foundations and Applications. Wiley 1990.

(Ch. 14).

[11] J. E. Fornaess, N. Sibony Fatou and Julia sets for entire mappings in Ck. Math. Ann. 311

(1998), 27-40.

79



[12] V. Guedj, N. Sibony, Dynamics of polynomial automorphisms of Ck. Ark. Mat., 40 (2002)

207-243.
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