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Resumo

Neste trabalho, definimos a maquina de somar estocéstica relacionada a base de Fibonacci e
a uma sequéncia de probabilidades (p;);>1. Obtemos uma cadeia de Markov cujo estados s@o
o conjunto dos inteiros nao-negativos. Estudamos propriedades probabilisticas dessa cadeia,
como transiéncia e recorréncia. Mostramos também que o espectro associado a essa cadeia de
Markov est4 relacionado ao conjunto de Julia fibrado de uma classe de endomorfismos em C?.
Além disso, estudamos propriedades dinamicas e topoldgicas de uma classe de endomorfismos
de C? (ou R?). Precisamente, as aplicacoes consideradas sao f,(z,y) = (zy+c,,x), onde ¢, € C

(ou ¢, € R), para todo n > 0.

Palavras-Chave: Maquina de somar, cadeias de Markov, operador de transicao, espectro,

conjuntos de Julia, conjuntos de Julia fibrado.



Abstract

In this work we define a stochastic adding machine associated to the Fibonacci base and to a
probabilities sequence (p;);>1. We obtain a Markov chain whose states are the set of nonnegative
integers. We study probabilistic properties of this chain, such as transience and recurrence. We
also prove that the spectrum associated to this Markov chain is connected to the filled Julia
sets for a class of endomorphisms in C?. Furthermore, we study topological and dynamical
properties of a class of endomorphisms of C* (or R?). Precisely, the considered maps are

folz,y) = (zvy + cn, x), where ¢, € C (or ¢, € R), for all n > 0.

Keywords: Adding machine, Markov chains, transition operator, spectrum, Julia sets,

fibered Julia sets.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é estudar alguns problemas nas areas de sistemas dinamicos, probabi-
lidade e andlise funcional. Estes problemas envolvem méaquinas de somar estocastica, espectros
de operadores de transicao associados a cadeias de Markov e conjuntos de Julia fibrado de
endomorfismos em C2.

Seja g : C — C uma aplicagao holomorfa. O conjunto de Julia cheio associado a g é, por
defini¢ao, o conjunto K(g) = {z € C: g"(z) é limitado}, onde g" é a n—ésima iterada de g.

Conjuntos de Julia cheios e suas fronteiras (chamadas de conjuntos de Julia) apresentam
muitas propriedades topoldgicas e dinamicas. Esses conjuntos foram definidos por Fatou e
Julia e eles estao relacionados com varias areas, como sistemas dinamicos, teoria dos nimeros,
topologia, andlise funcional, entre outras (ver, por exemplo, [4]).

Como uma extensdo dos conjuntos de Julia em C%, d > 2, muitos autores consideraram os
conjuntos K+ = K*(f) = {z € C¢: (f*(2))n>1 ¢ limitada} e suas fronteiras 9K+, onde f :
C? — C? é uma funcao polinomial. Existem muitos resultados sobre propriedades topolégicas
e dinamicas no caso em que f é uma aplicagao de Hénon definida por f(z,y) = (y, P(y)+c—ax),
para todo (z,y) € C?, onde P ¢ um polinémio complexo e a, ¢ sao nimeros complexos fixados
(ver [1] e [11]).

Uma conexao entre conjuntos de Julia em C e maquina de somar estocastica foi dado por
Killeen e Taylor em [15]. Eles definiram a médquina de somar estocdstica da seguinte maneira:

seja N € N = {0,1,2,...} um nimero inteiro ndo negativo. Utilizando o algoritmo fominha,
k(N)

podemos escrever N de forma tnica como N = Z e/(N)2', onde &;(N) € {0,1}, para todo
i=0
i€{0,...,k(N)}. Dado N escrito em base 2, podemos calcular os digitos de N + 1 em base 2

através de um algoritmo formado por um sistema de equagoes de evolugao, introduzindo uma
varidvel auxiliar "vai 1”7, ¢;(N), para cada digito ;(/V), da seguinte maneira:

Tome c¢_1(N + 1) =1 e, para todo i > 0,

11



gi(N+1)=(g(N)+c¢_1(N+1)) mod 2;

(N +1) = 61‘(1\7)—1—01-2_1(]\[—}—1) |

onde [z] é a parte inteira de € R™.

Killeen e Taylor [15] definiram a méquina de somar estocéstica considerando uma familia
de varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas {e;(n) : i > 0, n € N},
parametrizadas pelos nimeros inteiros nao negativos i e n, sendo que cada e;(n) toma o valor
0 com probabilidade 1 — p e toma o valor 1 com probabilidade p. De forma mais precisa, eles
definiram a méaquina de somar estocastica da seguinte maneira: seja N um ntimero inteiro nao
negativo e considere as sequéncias (¢(N 4 1));>0 € (¢;(INV +1));>—1 definidas por ¢_;(N +1) =1
e, para todo 7 > 0, por

€Z<N + 1) = (&(N) + Gi(N)Cgfl(N + 1)) mod 2;
£i(N) + (M), (N + 1)

A(N+1) = 5

Killeen e Taylor [15] estudaram o espectro do operador de transigao S associado & méquina
de somar estocéstica em base 2, agindo em [*°(N), e provaram que o espectro o(S) de S é igual ao
conjunto de Julia cheio da funcao quadratica f : C — C definida por f(z) = (z — (1 —p))?/p?,
ou seja, 0(S) ={z € C: f(z) é limitado}.

Em [9], El Abdalaoui e Messaoudi estudaram o espectro do operador S em outros espagos
de Banach, como ¢y(N) e [*(N), o > 1.

Em [17], Messaoudi, Valle e Sester definiram uma extensao da maquina de somar estocastica
de Killeen e Taylor, em base d € N, d > 2, considerando uma sequéncia de probabilidades
(pi)i>1, € provaram que o espectro desse operador de transi¢do agindo em [*°(N) ¢ igual ao

conjunto de Julia fibrado £ := {z € C:limsup, 1£;(2)] < +oo}, onde f; = fjo0...0 fi,

para todo j > 1, e f; : C — C s@o fungdes definidas por f;(z) = (%ﬁ)d.

Neste trabalho, em vez da base 2, iremos considerar a base de Fibonacci (F},),>0, ou seja,
a sequéncia recorrente definida por F,, = F,,_1 + F,_o, para todon > 2, onde Fyp =1e F; = 2.
Também, iremos considerar uma sequéncia de probabilidades (p;)i>1, ao invés de uma tnica
probabilidade p (como foi feito por Messaoudi e Smania em [18] e por Messaoudi e Uceda em

[19], para uma larga classe de sequéncias recorrentes de ordem 2).

Considere N € N = {0,1,2,...} um nimero inteiro nao negativo. Utilizando o algoritmo
k(N)

fominha, podemos escrever N de forma tnica como N = Z gi(N)F;, onde (g;(IN))i>o sao
i=0
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os digitos de N em base de Fibonacci com ¢;(N) € {0,1} e g;41(N)e;(N) # 11, para todo
i€{0,...,k(N)}.

A partir dessas consideragoes, provaremos os seguintes resultados:

Teorema 1 Seja S o operador associado a maquina de somar em base de Fibonacci e asso-
ciado a sequéncia de probabilidades (p;);>1. Entao, em [*°(N), temos que o,(S) = {A € C:
(@n(A))n>1 € limitada}, onde (g, ()))n>1 ¢ uma sequéncia definida por ¢,(\) = ¢z (A) . .. qf}jv()\),
onde n = Y7 ei(n)Fy, com gy (A) = 202 g (V) = L(gr (V) +1— L e gr () =

TLQFTL71<)\)an72()\) — (7% — 1), onde r,, = Plus1]4q; Para todo n > 1. Em particular, temos que
n n 2

opt(S) C E :={X € C: (¢Yn(gm(N),qr (N)))n>2 € limitada},

onde ¥, = §n0Gn_10...0gs € g, : C2 — C? é definido por g, (z,y) = (%:py — (% — 1) ,:E),
para todo n > 2.

Teorema 2 Em [*(N), temos E C o(95).

Teorema 3 Suponhamos que liminf; ., p; > 0. Entao as seguintes propriedades valem:
1) E é compacto e C\ E é conexo.

2) Se p; = 1 para todo i € {2,3,...,k} e prs1 < 3, para algum k > 2, entao E ¢ desconexo.

o0 oo
Teorema 4 A cadeia de Markov é transiente se, e somente se, H p; > 0. Se H pi =0e
i=1 i=1

o0
E p; = 400 entao a cadeia de Markov é nula recorrente.
i=1

Teorema 5 Se p; = p, para todo? > 1, e #5 <p<1 entdo ENR =o,(S)NR.

Além de estudarmos a maquina de somar estocastica em base de Fibonacci, estudaremos o
conjunto KT definido por KT = {(z,y) € C?: (¢n(7,y))n>0 ¢ limitada} onde ¢, = f,0...0 fi
e fn: C? — C? é definida por f,(z,y) = (zy + ¢u, ), com ¢, € C, para todo n > 1. Esse
conjunto foi estudado por S. Bonnot, A. de Carvalho e A. Messaoudi em [2], no caso em que
¢, = ¢ € C, para todo n > 1. Em particular, eles provaram que se ¢ € R, com 0 < ¢ < i, e
KT :=K"NR? = {(x,y) € C?: (f"(x,y))n>0 ¢ limitada}, onde f(z,y) = (zy + ¢, x), entdo
K+ = We(a) UWS(0) UW*(p) UW(£(p) UW*(f2(p)), onde p = (—1,—1), @ = (as,ay),

1oyl-de V21_46 e ay = Lvitde ”21_40, e W#(x) é a variedade estével de x, para todo

0 = (ag,az), com a; =
r € {a,0,p, f(p), f*(p)}. Nesse trabalho, iremos provar que o mesmo é verdadeiro quando

supomos que —0,94 < ¢ < 0.
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Este trabalho serda divido em quatro capitulos. No primeiro capitulo, daremos algumas
defini¢bes e conceitos bésicos sobre espectro de operadores lineares em espacos de Banach,
conjuntos de Julia, processos estocasticos e cadeias de Markov.

No segundo capitulo, daremos a definicao da maquina de somar estocastica em base 2, dada
por Killeen e Taylor, e enunciaremos alguns resultados ja provados.

No terceiro capitulo, através de transdutor, definiremos a maquina de somar estocéastica em
base de Fibonacci relacionada a sequéncia de probabilidades (p;);>1, provando os teoremas 1,
2,3 ed.

No quarto capitulo, estudaremos o conjunto K+ e provaremos que se —0,94 < ¢ < 0, entao
KT :=KTNR? = W5 (o) UW*(0) UW*(p) UW?(f(p)) UW?(f%(p)). Além disso, provaremos o

teorema b.

14



Capitulo 1

Preliminares

Nesse capitulo, daremos algumas definicoes e conceitos basicos sobre espectro de operadores
lineares em espacos de Banach, sobre conjuntos de Julia, sobre processos estocasticos e também

sobre cadeias de Markov.

1.1 Espectro de operadores lineares em espacos de Ba-
nach

Para mais detalhes, ver a referéncia [7].

Definicao 1.1 Sejam X um espago de Banach sobre C e T : X — X uma operador linear.
Entdao temos as sequintes definigoes:

a) Espectro ou espectro linear: o(T) ={\ € C:T — X ndo € bijetora}.

b) Espectro pontual: o0, (T) ={\ € C:T — X\ ndo € injetora}.

¢) Espectro aprozimado: o0,(T) = {\ € C : existe sequéncia (x,)n>0 C X, com ||z,| =
1, para todon >0, e ILm (A — T)x,|| = 0}.

d) Espectro continuo: na:?T) = {\ e C: M —T ¢ injetora, M — T)X = X mas (A —T)X #
X}

e) Espectro residual: 0,.(T) = {\ € C: X[ — T ¢ injetora, mas (AN — T)X # X}.

Vale observar que o(T) = 0, (T) U o (T)Uo,.(T) e que o,(T) C o(T).

1.2 Conjuntos de Julia fibrado

Para mais detalhes, ver as referéncias [4] e [10].
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Definicao 1.2 Seja f : C —> C uma aplicacao holomorfa. O conjunto de Julia cheio associado
a f € definido por K(f) ={z € C: (f"(2))n>0 € limitada}, onde f* = fo...of é an—ésima
= —_——

n vezes

iterada de f.

Definicao 1.3 Seja (fn)n>0, fn: C — C, para todo n > 0, uma sequéncia de fungoes holo-
morfas. O congunto de Julia fibrado associado a sequéncia (f,)n>0 € 0 conjunto K((fn)n>0) =

{z € C: (fu(2))n>0 € limitada}.

Essas definicoes podem ser estendidas para funcdes polinomiais definidas em C¢, com d > 2.

1.3 Processos estocasticos e cadeias de Markov

Para mais detalhes, ver as referéncias [23] e [25].

Definicao 1.4 Um processo estocdstico {X (t) : t € T} € uma cole¢do de varidveis aleatorias. O
indice t representa o tempo e X (t) o estado do processo no tempo t. O conjunto T é chamado de
congunto dos indices do processo. Quando T é um conjunto enumerdvel, dizemos que o processo
estocdstico € discreto. Quando T ¢ um intervalo em R, dizemos que o processo estocdstico €

continuo.

O espago de estados de um processo estocastico é definido como sendo o conjunto de todos
os valores possiveis que uma varidvel aleatéria X (¢) pode assumir.
Assim, um processo estocastico é uma familia de varidveis aleatérias que descreve a evolugao

de algum processo (por exemplo, um processo fisico) através do tempo.

Definicao 1.5 Uma cadeia de Markov {X(t)} discreta é um processo estocdstico tal que a
distribuicao condicional de um estado futuro X,.1 ndao depende dos estados passados Xg, Xi,
.., Xn_1, mas s6 do estado atual X,,, isto €, existe uma probabilidade fixa p;; de tal forma que

um processo que estd no estado X, =1 passe para o estado X, 1 = j, com esta probabilidade:
P{Xn—H - j‘Xn — iaXn—l - in—h cee 7X1 - ilaXO - ZO} - P{Xn+1 — ,]|Xn - 7’} = Dij-

Dada uma cadeia de Markov, podemos definir sua matriz de transicao S, dada por

Poo --- Pon

Pno --- DPnn
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onde p;; representa a probabilidade que o estado ¢ transita para o estado j, para todo 7, j € N.

Definigao 1.6 Seja Pijn) = P{X,, = j|Xo =i}. Assim, temos as sequintes defini¢oes:

1) Um estado j € dito ser acessivel desde um estado i (notagao i — j), se Pz(jn

n > 0.

>0 para algum

2) Dois estados i e j sao comunicdveis (nota¢io i <> j) sei — j e j — i.

3) Um conjunto de estados E em uma cadeia de Markov é uma classe de comuni¢do se nenhum
estado fora de E ¢ acessivel por qualquer estado em E. Se a cadeia de Markov é formada
por uma unica classe, isto €, todos os estados sao comunicdveis, a cadeia de Markov € dita

rredutivel.

Definicao 1.7 Dada uma cadeia de Markov irredutivel, dizemos que um estado i € recorrente
se, e somente se, comecando no estado i, o processo retorna infinitas vezes ao estado i com

probabilidade 1, ou seja, um estado i € recorrente se, e somente se, [, =1, onde

+oo
. n _ iy . G
fi,i - E fi,i € fz,lz - P{Xn - Z7Xn—1 7& (2 aXl 7£ Z|X0 - Z}'
n=0
Assim definimos um estado i como sendo transiente se, e somente se, f7, < 1.

Defini¢ao 1.8 Sejam i um estado recorrente e R; = min{n > 1: X,, = i}. A dura¢ao média

entre visitas ao estado v € dada por

“+o00
m; = E[Ri|Xo =] =Y _nfl.

n=1
Dizemos que o estado i € recorrente positivo se, e somente se, m; < 0o, e que o estado i €

nulo recorrente se, e somente se, m; = 0Q.

Defini¢ao 1.9 Uma cadeia de Markov é chamada de recorrente positiva (respectivamente nula
recorrente ou transiente) se todos os estados sao recorrente positivo (respectivamente nulo re-

corrente ou transiente).

Proposicao 1.1 /23] Seja X uma cadeia de Markov irredutivel com matriz de transi¢io S. A
cadeia de Markov X ¢é transiente se, e somente se, existe v = (vy,vy,...) € CY', com 0 < v; <1,

tal que Sv = v, onde S € matriz obtida da matriz S, retirando-se uma linha e uma coluna.

Definicao 1.10 Sejam X uma cadeia de Markov e S a sua matriz de transi¢ao. Dizemos que

p € IN(N) é uma medida de probabilidade invariante em relacio a S, se e somente se, uS = fi.

Observe que a cadeia de Markov é recorrente positiva se, e somente se, existe uma medida

de probabilidade invariante em relagao a S.
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Capitulo 2

Maquina de somar estocastica em base

2

O objetivo deste capitulo é apresentar alguns resultados classicos da maquina de somar es-

tocdstica em base 2, definida por Killeen e Taylor em [15].

2.1 Maquina de somar em base 2

Considere N € N ={0,1,2,...} um ndmero inteiro ndo negativo. Utilizando o algoritmo fomi-
k(N)

nha, podemos escrever N de forma tinica como N = Z :(N)2', com &;(N) € {0,1}, para todo

i=0
i €{0,...,k(N)}. Arepresentacao de N em base 2 é dada por N = () (N) ...e1(N)eo(N)2 =

Ek...E1€0.

Dado N escrito em base 2, podemos calcular os digitos de N 4+ 1 em base 2 através de um
algoritmo formado por um sistema de equagoes de evolugao, introduzindo uma variavel auxiliar
"vai 17, ¢;(N), para cada digito €;(IV), da seguinte maneira:

Tome ¢_1(N + 1) =1 e para todo i > 0,

gi(N+1)=(g(N)+c¢_1(N+1)) mod2; (2.1)
€Z(N) + Ci_l(N + 1)
5 )

onde [z] é a parte inteira de z € RY.
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2.2 Maquina de somar estocastica em base 2

Killeen e Taylor [15] generalizaram a descricao 2.1 para definir uma méaquina de somar falivel,
ou seja, a maquina de somar estocastica, considerando uma familia de varidveis aleatérias
independentes e identicamente distribuidas {e;(n) : ¢ > 0, n € N}, parametrizadas pelos
numeros inteiros nao negativos ¢ e n, sendo que cada elemento dessa familia toma o valor 0
com probabilidade 1 — p e toma o valor 1 com probabilidade p. De forma mais precisa, eles
definiram a méquina de somar estocastica da seguinte maneira: seja N um ntimero inteiro nao
negativo e considere as sequéncias ((N +1));>0 € (¢;(N +1));>_1 definidas por ¢ {(N+1) =1
e para todo ¢ > 0, por

7 2 ‘

2.3 Transdutor da maquina de somar em base 2

Uma outra maneira de encontrarmos os digitos de N + 1 em base 2 é através de um transdutor
finito 7", como o da figura 2.1.

Seja A um alfabeto finito. Um autémato em A, denotado por A = (Q, A, E,I,T), é um
grafo orientado cujas arestas estao etiquetadas com elementos de A, () é um conjunto finito de
estados, I C @ é o conjunto de estados iniciais, 7" C ) é o conjunto de estados terminais e
E C @ x AxQ éo conjunto de arestas.

Um caminho ¢ no autémato A é, por definicao, uma sequéncia finita de arestas consecutivas,
ou seja, ¢ = (Pn, an—1,Pn-1) - - - (P2, a1, P1)(P1, a0, Po)-

Seja B outro alfabeto finito e denote por A* (resp. B*) o conjunto das palavras finitas sobre
A (resp. B). Um transdutor 7 em A* x B* é um automato finito em A* x B*. Uma aresta em
T que liga um estado p a um estado ¢ e que tem como etiqueta (u,v) € A* x B* é denotada
por q <u—/v p. Dizemos que T 1é a palavra u € A* e a transforma na palavra v € B*.

O transdutor T, representado na figura 2.1, é formado por um estado inicial I e um estado
terminal 7. O estado I estd conectado a si mesmo por uma flecha etiquetada por (1/0).
Também existe uma outra flecha saindo do estado I e chegando ao estado T', etiquetada por
(0/1). J& o estado T esta conectado a si mesmo por uma unica flecha etiquetada por (z/x),

onde z € {0,1}.
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T . 0/1 I

9, U

x/x 1/0

Figura 2.1: Transdutor 7 da maquina de somar em base 2.

Seja N = Oegg ... 169 um nimero inteiro nao negativo escrito em base 2. Para encontrar os

digitos de N + 1 em base 2, vamos considerar o caminho finito

¢ = (Prt2: 0/€% 15 Pit1) D1, Ek/Eps Dk) - - - (D2, €1/€1, 01) (P15 €0/ €05 Do),

onde p; € {I, T}, po =1, pra =T e g;,¢; € A*. Assim, temos que N + 1 = ¢ ,¢} ...l em

base 2.

2.4 Transdutor da maquina de somar estocastica em base

2

Uma outra maneira de definir a maquina de somar estocastica em base 2 é através de um
transdutor probabilistico. Essa ideia foi apresentada por A. Messaoudi e D. Smania em [18].
Sejam p €]0,1] uma probabilidade fixada e (ppi1,@n/bn,Pn) - - - (P2, a1 /b1, p1)(P1,a0/bo, o)
um caminho finito em 7, associado a N € N, onde T estd representado na figura 2.1. Entao,
em base 2, N =a,...a1ap0 e N +1=0b,...b1by. Construimos um transdutor probabilistico 7,

(ver a figura 2.2), da seguinte maneira:

(11,1-p)

0/1,

. (0/0,1-p)

v
T
(&% (1/0,p)

Figura 2.2: Transdutor 7, da méquina de somar estocdastica em base 2.

Os estados em 7, sao [ e T e as etiquetas sdo da forma (a/a,1), (a/a,1 —p) e (a/b,p),
onde a,b € {0,1}, com a # b. Se (pis1,a;/b;,p;) é uma aresta em T e p; = I, entao
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(Pit1, (ai/bi,p),pi) e (T, (a;/a;, 1 —p),p;) sdo arestas em T,. Se (p;+1,a;/a;,p;) ¢ uma aresta em
T, entao (pit1,(a;/a;, 1), p;) é uma aresta em 7.

Se (pn+1s (an/bp, tn),pn) - - - (D2, (a1/b1,t1), p1)(P1, (@0 /bo, to), po) é um caminho em 7,, onde
po =1 ep,1 =T, dizemos que a, ... ajay transita para b, . . . by by e a probabilidade de transi¢ao
ét,... titg.

A partir do transdutor 7,, podemos construir o grafo de transicao da maquina de somar es-
tocastica em base 2, representado na figura (2.3), e podemos considerar o operador de transi¢ao
S, onde cada entrada s;; da matriz do operador S ¢ a probabilidade de transi¢ao de ¢ para j,
para todo 7,5 € N.

O operador de transicao S da maquina de somar estocéastica em base 2 é dada pela seguinte

matriz.

1—p P 0 0 0 0 0 0 0

p(l—p) 1—p P? 0 0 0 0 00

0 0 1—p P 0 0 0 0 0

o_ | Pl=p 0 p-p) 1-p 0 0 00

0 0 0 0 1—p P 0 0 0

0 0 0 0 p(l-p) 1—p p* 00

0 0 0 0 0 0 1—p p O

p'(1-p)

Figura 2.3: Grafo de transicao da maquina de somar estocastica em base 2.

Killeen e Taylon, em [15], provaram os seguintes teoremas.

Teorema 2.1 Para 0 < p <1, a cadeia de Markov € irredutivel, periodica de periodo 2 e nula

recorrente.

Teorema 2.2 O espectro de S em I*(N) € igual ao conjunto de Julia cheio da fun¢ao quadrdtica

. : _ (==0-p)° ;
f: C — C definida por f(z) = ( > > , ou seja,
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0(S) ={2€C: (f"(2))n>0 € limitado}.

Em [9], H. El Abdalaoui e A. Messaoudi consideraram o espectro de S em outros espagos e

provaram os seguintes resultados.

Teorema 2.3 O espectro do operador S agindo em co, ¢ e 19, ¢ > 1, € igual ao conjunto
de Julia cheio da func¢ao quadrdtica f : C — C definida por f(z) = (#)2, ou seja,
o(S) = J(f) ={z € C: (f"(2))n>0 € limitado}. Precisamente, em cy (respectivamente em 19,
q > 1), o espectro continuo de S € igual conjunto de Julia cheio de f e os espectros residual e

pontual de S sao conjuntos vazios.

Teorema 2.4 Em ', o espectro pontual de S € vazio. O espectro residual de S é um conjunto
nao vazio e € igual a um subconjunto denso e contdvel do conjunto de Julia O(Jy), ou melhor,
U f{1} = 0,.(5). O espectro continuo de S € igual ao complementar relativo do espectro

residual de S no conjunto de Julia cheio Jy de f.

Em [17] e [20], os autores consideraram uma maquina de somar estocastica, tomando uma
sequéncia de probabilidades p = (p;);>1, de forma que a probabilidade varia em cada estado,
ou seja, na descrigdo 2.2 temos que e;(IN) = 1 com probabilidade p;1; e €¢;(N) = 0 com
probabilidade 1 — p;11, para todo ¢ > 0.

Assim, do mesmo jeito que consideramos o operador de transi¢ao S relacionado a proba-
bilidade p, podemos considerar o operador de transicao Sy, relacionado a sequéncia de proba-
bilidades p = (p;);>1, onde cada entrada s;; da matriz do operador S; é a probabilidade de
transicao de ¢ para j, para todo i, ) € N.

O operador de transicao Sz da maquina de somar estocastica em base 2 é dada pela seguinte

matriz.
L=p p1 0 0 0 0 0 00
pi(l—=p2) 1-—p DP1P2 0 0 0 0 0 0
0 0 1—p p1 0 0 0 00
s = pp2(l—p3) 0 pi(L—p2) 1—pi  pipeps 0 0 0 0
0 0 0 0 l—p 1 0 0 0
0 0 0 0 pi(l—p2) 1=p1 pip2 0 O
0 0 0 0 0 0 1—pr ;1 O
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Considerando o operador Sp, em [17], A. Messaoudi, O. Sester e G. Valle provaram os

seguintes resultados.

Teorema 2.5 A cadeia de Markov € nula reccorente se, e somente se, H+ 1pi = 0, caso

contrario, a cadeia € transiente.

Teorema 2.6 O espectro de Sy agindo sobre ¢y, ¢ e l*, 1 < a < 0o, € igual ao Julia fibrado

E; = {z € C: limsup;, 1£;(2)] < —1—00}, onde f; == fjo...0ofi e f; : C — C sdo fungdes
2

definidas por fi(z) = (L_pj)> , para todo j > 1.

bj

Teorema 2.7 Em (>, o espectro de Sy € igual ao espectro pontual e, assim, os espectros residual

e continuo sao conjuntos vazios.
Teorema 2.8 O espectro residual de Sy agindo sobre cy, ¢ e ¥, 1 < a < oo, € vazio.
Em [20], A. Messaoudi e G. Valle provaram os seguintes resultados.

Teorema 2.9 Em cy, o espectro pontual de Sy € diferente de vazio se, e somente se, limp, =1
e, nesse caso, o espectro pontual de Sy € igual a componente conexa do interior do Julia fibrado
FE5 que contém 0. Além disso, se pj > 2(\/§ — 1), para todo j > 1, entdo o espectro pontual é

igual ao interior de L.

Teorema 2.10 Em c, o espectro pontual de Sy € igual ao espectro pontual de Sy agindo sobre

co unido ao conjunto unitdario {1}.

Teorema 2.11 Em (¢, a > 1, se e 1(1 — p;)® diverge, entdo o espectro pontual de Sy é
vazio. Se (py)n>1 € mondtona crescente e ijl(l — pj)® converge, entao o espectro pontual
de Sy agindo sobre I¢ € igual ao espectro pontual de Sy agindo sobre ¢y e, portanto, nao vazio.

Note que, no caso o = 1, considerar a convergéncia de +°°(1 p;) € equivalente considerar

que [T;5p; >
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Capitulo 3

Maquina de somar estocastica em base

de Fibonacci

3.1 Maquina de somar em base de Fibonacci

Considere N € N = {0,1,2,...} um ntumero inteiro ndo negativo e considere a sequéncia

de Fibonacci (F,,)nen definida por Fop = 1, Fy = 2 e F, = F,_1 + F,_5, para todo n > 2.
k(N)

Utilizando o algoritmo fominha, podemos escrever N de forma tnica como N = Z gi(N)F;

i=0
onde (£;(N));>0 sao os digitos de N em base de Fibonacci com ¢;(N) € {0,1} e g;41(N)eg;(N) #

11, para todo 7 € {0,...,k(N)}.

Exemplo 3.1 Temos Fy =1, F} =2, F, =3, F3=5, F;, =8, F; =13, ... . Seja N = 12.
Escrevemos 12 em base de Fibonacci da sequinte maneira:

1) tomamos o maior elemento na sequéncia de Fibonacci que é menor ou igual ¢ 12 (Fy = 8)
e calculamos 12 — 8 = 4;

2) tomamos o maior elemento na sequéncia de Fibonacci que é menor ou iqual a 4 (F» = 3) e
calculamos 4 — 3 = 1;

3) tomamos o maior elemento na sequéncia de Fibonacci que é menor ou igual a 1 (Fy=1) e
calculamos 1 —1 = 0.

O processo para quando obtemos o niumero zero na subtracao. Dai temos N = 12 = Fy +

F2 + F() = 10101 = 54(12)53(12)82(12)81(12)60(12)

Assim como foi feito no caso da base 2, dado um inteiro positivo N = ey, (V) ... €1(N)eo(N)
escrito em base de Fibonacci, podemos definir um transdutor para calcular os digitos de N + 1

em base de Fibonacci.
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Iremos usar o transdutor representado na figura 3.1, definido por Messaoudi e Uceda em
[26]. Este transdutor é formado por um estado inicial I e um estado terminal 7. O estado
I esté conectado a si mesmo por duas flechas, onde uma delas esta etiquetada por (10/00) e
outra por (1/0). Além dessas, existe uma outra flecha saindo do estado I e chegando ao estado
T, etiquetada por (00/01). J& o estado T estd conectado a si mesmo por uma tnica flecha

etiquetada por (z/z), onde = € {0,1}.

(10/00)

T (00/01) I

) L

(x/x) (1/0)

Figura 3.1: Transdutor da maquina de somar estocastica em base de Fibonacci.

Exemplo 3.2 Seja N = 17 = F5 + F, + Fy = 100101 escrito em base de Fibonacci. Entao,

N corresponde ao caminho
(T,1/1,T)(T,00/01, I)(I, 10/00, I)(, 1/0, 1),

0 que nos dd os digitos de N +1 =18 = F5 + F3 = 101000 em base de Fibonacci.

3.2 Maquina de somar estocastica em base de Fibonacci

Seja p = (p;)i>1 uma sequéncia de probabilidades. De forma analoga ao que foi definido para
base 2, podemos construir de forma natural, um transdutor probabilistico 75, de tal forma que
nos de a maquina de somar estocastica em base de Fibonacci, quando as probabilidades mudam
em cada estado.

Tal transdutor (definido na figura 3.2) funciona da seguinte maneira: seja N = €xeg_1 ... €180
um numero natural escrito em base de Fibonacci. Temos que N = apag_1...a1a9 onde
a; € {1,10,00} e a;11a; ndo possui dois nimeros 1 consecutivos, 0 < i < k' — 1.

Seja (Sgr+1, (@ /by, tyr ), skr) - - (82, (a1 /b1, t1), 51) (51, (ao/bo, to), So) um caminho em 75 onde
sog = Iy e sy = T. Dizemos que ag ...ajap transita para by ...b1by com probabilidade

te ... tito.
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(vd-1'00/00)
(vd-1'01Li01)

(zd-L'‘0L/01)

(zd-1‘00/00)

Figura 3.2: Transdutor 7> da maquina de somar estocéstica em base de Fibonacci com proba-

p
bilidades nao constantes p = (p;)i>1-

Exemplo 3.3 Seja N = 17 = 100101z escrito em base de Fibonacci. Entao, no transdutor da

mdquina de somar estocdstica em base de Fibonacci com as probabilidades mudando em cada

estado, temos os sequintes caminhos:

a) (T (1/1,1), T)(T. (0/0,1), T)(T (0/0, 1), T)(T, (1/1,1), T)(T, (0/0, 1), T)(T (1/1,1=p1), Iy).
Neste caso temos que N = 17 transita para 17 com probabilidade 1 — py.

b) (T,(1/1,1),T)(T,(0/0,1),T)(T,(0/0,1), T)(T,(10/10,1=ps), I5) (12, (1/0,p1), I1). Neste caso
temos que N = 17 transita para 16 com probabilidade p;(1 — po).

c) (T,(1/1,1),T)(T,(00/00,1 — p3), I3)(I3, (10/00, p2), I2) (12, (1/0,p1), I1). Neste caso temos
que N = 17 transita para 13 com probabilidade pips(1 — ps3).

d) (T7 (1/17 1)7 T)(T7 (00/01,]73)7 13)(]37 (10/007]72)» 12)(]27 (1/07p1)7 Il) Neste caso temos que
N = 17 transita para 18 com probabilidade pipsps.

A partir do transdutor probabilistico, podemos construir o operador de transicao S =
(sij)ijen, onde s;; é a probabilidade de transi¢do do numero ¢ para o nimero j. Veja o

operador S nas tabelas 3.1 (colunas de 0 & 16) e 3.2 (colunas de 17 a 33).
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{0,1,...,16}.

je

{0,1,...,35} e

)is1» PATa i €

(84j)i,j>0 do operador S,

Matriz S

p1p2p3pa(l — ps)
Tabela 3.1

31
32
33
34

F7



Fe

3

32

31

30

29

28

27

26

25

24

3

2

22

21

20

19

18

17

Fo

F1

Fy

F3

Fy

10

12
13
14

Fs

P1
1—-p1

p1p2P3

17
18
19

0
P1pP2
1—p1

p1

1-p1

1—p1

p1(1 — p2)

P1P2P3P4

p1(1 — p2)

20
21

P1
1—p1

1—-p;

p1(1 — p2)

Fg

P1P2
1—p1

22
23
24

P1P2
1—p1

p1(1 — p2)

p1(1l — p2)

P1
1-p

P1pP2P3

p1p2(l — p3)

P1
1—p1

1—py

p1(1l — p2)

26
27
28

P1P2
1-p1

pP1pP2P3

p1(1 — p2)

0

p1p2(l — p3)

0

P1
1—p1

1—p1

p1(1 — p2)

29
30

P1P2
1—p1

0
0

P1P2
1—p1

p1(1l — p2)

p1(1 — p2)

31
32
33

P1
1—p1

0

p1p2(l — p3)

p1p2p3(l — pa)

34

Fr

28

{17,18,...,33}.

je

(pi)isr> Para i € {0,1,...,35} e

>o do operador S

ij)ij

(si

Matriz S

Tabela 3.2



Observe que S é uma matriz estocastica mas nao é duplamente estocastica.

Definicao 3.1 Para cada A € C, seja (¢n(N))n>1 = (qn)n>1 uma sequéncia definida por:

A—(1—

qr, = inniquni2 — (% — 1), onde r,, = P| 1|1y, PATG todon > 1.

N
— _ g — €0 EN
Sen = E giFy, come; =0,1 eeigi # 11, entao q, = q5 .- qpy,
i=0

Teorema 3.1 Seja S o operador associado a mdquina de somar em base de Fibonacci e a uma

sequéncia de probabilidades p = (p;)i>1. Entdo, em I*°(N),

opt(S) ={A € C: (¢u(N))nz0 € limitada}.

Observagao 3.1 Em particular, o,(S) C E :={X € C: ({¥n(qrm (N), qr (X)) )n>2 € limitada} e

E=¢y{{X€C: (¢,(A\A)n>1 € limitada}), onde : C — C € definida por p(N) = pyA+1—py,
Un = gn O Gn_10...0G2, U, =Vn0q1 € gy : C* — C? ¢ definida por

gn(2,y) = (%fcy— (%—1) a:) Vn>1

Observacao: A prova do teorema 3.1 é uma adaptacao da prova do mesmo teorema provado
por A. Messaoudi e D. Smania em [18], no caso em que p; = p €]0, 1] fixado, para todo i > 1.
Para ajudar o leitor, exibiremos a demonstragao.

Antes de demonstrarmos o teorema 3.1, sera necessario provarmos alguns resultados.

Proposicao 3.1 Seja N um numero inteiro nao negativo. Entdo os sequintes resultados sao

validos:

i) N permanece em N com probabilidade 1 — p;.

i) Se N = ¢y, ...€q, com e169 = 00, entao N transita para N + 1 com probabilidade p,.

#11) Se N = ¢1...64(10)%, com e;116, = 00, s > 1 et = 2s, entao N transita para N + 1
com probabilidade p1ps . ..psi1 e N transita para N — Fy,, +1, 0 < m < s, com probabilidade
pip2 - Pl = Pimta)-

w) Se N =¢p...5(10)°1, comep16, =00, s > 1 et = 2s+1, entao N transita para N+1 com
probabilidade p1ps ... psio € N transita para N — Fy,, 1 +1, 0 <m < s+ 1, com probabilidade
pipz - - Pm(l = Pmi1)-
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Demonstracao: (i) Seja N = ¢y ...e160. Assim temos que €160 € {10,00,01}.

a) Se €169 = 10, entdo

<T7 (Ek/gka 1)7 T) ce (T7 (62/527 1>’T)(T7 (10/107 I pl)u Il)

¢ um caminho no transdutor 75 (representado na figura 3.2).

b) Se 169 = 00, entao
(T, (ex/ex, 1), T) ... (T, (e2/e2,1), T)(T, (00/00,1 — py), I1)

é um caminho no transdutor 75 (representado na figura 3.2).

c) Se g9 = 1, entdo

(T, (e1/er, 1), T) .. (T (1 /21, 1), T)(T, (1/1,1 — p1), I)

¢ um caminho no transdutor 75 (representado na figura 3.2).
Em todos os casos, temos que N transita para N com probabilidade 1 — p;.

(ii) Se N =g ..¢gq, com 159 = 00, entdo

(T, (ex/e1, 1), T) ... (T, (e2/2, 1), T)(T, (00/0L, 1), I

¢ um caminho no transdutor 75. Logo, N transita para N + 1 com probabilidade p;.
(iii) Se N =¢...&(10)%, com g;.16, = 00, s > 1 e t = 2s, entao
@) (T, (e /ew 1), T) .- (T, (2ura/er12,1), T)(T, (00/01, pyya), Tyn)

(Is41,(10/00, ps), I5) - .. (I3, (10/00, pa), I) (12, (10/00, py), [12

¢ um caminho no transdutor 7;. Neste caso, N transita para N + 1 com probabilidade

P1---DsPst1-
b) (T, (ex/ek, 1), T) ... (T, (e¢/e4,1),T)
(T,(1/1,1),T)(T,(0/0,1),T).. (T, (1/1,1), T)(T,(0/0,1),T)

~
25—2m—2

(T, (10/10,1 = prmt1), It 1) (Ims1, (10/00, pr), L) - - - (I3, (10/00, p2), I2) (I, (10/00, py ), I1)

¢ um caminho no transdutor 7;. Neste caso, N transita para N — Fj,, + 1 com probabilidade

b1-. pm(l - pm—i—l)'
(iv) Se N =¢i...€(10)%1, com €416, =00, s > 1 e t = 25 + 1, entdo
a) (T> (5k/€k, 1)» T) e (Ta <€t+2/€t+2> 1)7 T)(T> (00/01>Ps+2), [s+2)
(Is+27 (10/007p8+1)7 Is+1) cee ([47 (10/007p3>7 13)(137 (10/007])2)7 IQ)([27 (1/07171)7 [1)

J

N~
S
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¢ um caminho no transdutor 7;. Neste caso, N transita para N + 1 com probabilidade

P1...Ps+1Ps+2-
b) (T, (ex/ek, 1), T) ... (T, (e¢/e4,1),T)
(T, (1/1,1),T)(T,(0/0,1),T)...(T,(1/1,1),T)(T,(0/0,1),T)

251,2771 s
(Tv (10/107 1 - pm+1)> Im+1)£Im+1> (10/007pm)7 [m> s ([37 (10/00,]72), [22([27 (1/07]71), Il)
m‘zl

¢ um caminho no transdutor 7;. Neste caso, N transita para N — F5,,_; + 1 com probabilidade

P1-- -pm(l - pm-i—l)-
O

Proposicao 3.2 Sejam i,j € N* tais que F, < 1,57 < F,.1 — 1. Entao a probabilidade de
transicao de i para j € igual a probabilidade de transicao de i — F,, para j — I, isto €, s;; =

Si_anj_Fn :

Demonstracao: Se i = j, entao, pela proposigao 3.1, temos s; ; = s;_p, j—r, = 1 — p1.
Suponhamos i # j e s;; > 0.
i)Sei=¢e,...c00 com g, = 1 entao, pelo item (i7) da proposi¢ao 3.1, j = i+1 = ¢, ...e501
es;j=p1. Assimi—F, =¢,1...6900, j — F,, = €_1...€201 € S_p, j—p, = P1 = Si;-

ii) Se i = &,...,001010...1010, com s > 1, entdo, pelo item (iii) da proposicao 3.1,
—_—

2s
temos dois casos: j = &,...5010000...0000 € s;; = pip2...Psy1 OU J = & — Fop + 1 =
—— ’

2s
€n...€0010...1000...00, com 1 <m < se s;; =piP2...Pm(l — Pms1). Como F,, < i,j <

2s—2m 2m
F,11 — 1, entao as expansoes de Fibonaccide i e j sao 1= 1lc,_1...coe j = 1d,,_1...dy, onde

c,d; € {0,1}, ¢ho1 = dp1 =0, 16 # 11 e dj1d; # 11, para todo | € {0,...,n — 2}. Logo,
no primeiro caso, existe um inteiro t < ng < n — 2 tal que ¢,, = 1 e g, = 0 para todo inteiro

ng <l <n—1. Assim, temos i—F,, = &, ...£,001010...1010, j—F,, = €, ...:010000. .. 0000
S— S—
2s 2s
(§] Si—Fn,j—Fn = Pp1p2 .. .p5+1 = si,j-
No segundo caso, existe um inteiro ng tal que ng = 2s — 1 out < ny < n — 2 tal que

€ny = 1 e g = 0 para todo ng < I < n — 1. Logo, temos i — F,, = €,,...£001010...1010
—_—

2s
ej—F,=¢,...640010...1000...00 (caso t < ng < n—2)oui— F, =001010...1010 e
25—2m 2m 25—2
j—F,=0010...1000...00 (caso ng = 2s—1). Assim, S;_p, j—r, = D1P2 - - - Pm(l—Dm11) = Si ;-
25s—2—-2m 2m
iii) O caso em que N = ¢,...£001010...10101 se prova da mesma maneira que o caso

. 2s
anterior.
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Proposicao 3.3 Sejam i, j,n € N* tais que 0 < ¢ < F,, < j. Entao s;; = 0.

Demonstracao: Sejan € Ntal que 0 <1 < F,, < j < F, 1. Assim, as expressoes de i e J em

base de Fibonacci sao

i=¢ _,...eqej=1le,1...¢€0, (3.1)

onde ¢;,e; € {0,1}, g1 # 11 e g, # 11 para todo I € {0,...,n}. Se s;; # 0,

entao pela proposi¢ao 3.1 e o fato que ¢ < j, deduzimos que j = ¢,...0010...10, com

2s
s>len>t>2s+2, et =7—Fy,+1=¢,...60010...1000...00, com 1 < m <
—_—

2s—2m 2m
s,ou j = €,...60010...101, com s > 2en >t >2s+1, ei1 =35—Fyp1 +1 =
25—2
€n...0010...1000...000, com 1 <m < s.
25—2 2m—1

Em ambos os casos, obtemos uma contradi¢ao devido a relagao (3.1).

O
Lema 3.1 Sejam A € C e v € 1™ tal que Sv = Av. Entio vp, = qrvo € UV = qF,Vo-
Demonstragao:
A—(1—-p
o (1 —pug+prvr = Ay = vy = %UO = 4ryYo-
1
o pi(1—p2)vo+ (1 —p1)vr + pipove = My =
B B ()\ - (1 _pl))2
pip2v2 = (A = (1 = p1))vr — pi(1l — p2)vg = p —ni(l=pa) Jvo =
1
A—(1—=p1))? 1 1 1
o (B (1) (20 o
bip2 P2 P2 bz
U

Lema 3.2 Sejam A € C e v € C™® tal que Sv = \v. Entao, para cada k > 1, existe um nimero

complexo By, = Br(P, N), onde D = (p;)i>1, tal que vy = Prvg. Além disso, se myn € N, n > 1,
N

sao tais que 0 < m < F,_1, entao Bmir, = Br,Bm. Em particular, se n = ZbiFi, onde

=0
bibi_1 <iex 11, Vi =1,..., N, entio B, = By ... 3.
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Demonstracao: Seja A um autovalor de S associado ao autovetor v = (v;);>0 € [*°(N). Como
a probabilidade de transicao de qualquer inteiro nao negativo ¢ para qualquer inteiro ¢ + k,
k> 2 é p; s = 0 (ver proposicao (3.1)), o operador S satisfaz S; ;1 = 0, para todo i,k € N,

com k > 2. Logo, para todo inteiro k£ > 1, temos

k

Z Sk—1,iU; = /\Uk—l' (32)
i=0
Assim, podemos provar por indugao sobre k que para todo inteiro k > 1, existe um numero

complexo Oy = B(p, A) € C tal que

vy = Brvo.
Tome k = F,,+j, para algum j = 1,...,m, onde 0 < m < F},,_. Pela proposicao 3.3, temos
que sx_1, = 0, para todo ¢ =0, ..., F,, — 1. Dai, para todo j =1,...,m, temos que
Fp+j
D SRjoLiti = Mg, i1
i=F,
Pela proposicao 3.2, (s;; = s,—p, j—r,), donde deduzimos que, para todo j =1,...,m,
Fn+j Fn+j J
NUp o1 = D Spaio1iVi = 3 Sj1iopVi = 3 Sj-11V4F,- (3.3)
i=F, i=F, 1=0

Seja (w;)o<i<; definida por w; = vp, ;. Assim,

J
E Sj—1,;W; = )\wj_l, ] = ]_, ..,
1=0

Logo, wy, = Bnwp, ou seja, Uymip, = BmvUr,. Como vp, = Br, vy € Vg, +m = BF,+mVo, Segue que
BFn—&—m = 5mﬁFn
O

Demonstracao do teorema 3.1: Seja A um autovalor de S associado ao autovetor v =
(v:)i>0 € [*°(N). Assim, pelo lema 3.2, temos que para todo inteiro & > 1, existe um nimero

complexo Oy = Bk(p, A) € C tal que

Vg — ﬁkvo. (34)
Afirmacao: [, = q, para todo k > 1.

Tome k = Fy,_; na relacdo (3.2). Usando o fato que Fy, ; —1=1010...101 = (10)" 'l e
2n—2
o item (iv) da proposigao 3.1, obtemos, para todo inteiro n > 1,
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(1 - pl)Uan—1—1 + Zppo .- 'pi(l - pi-i-l)vFQn—l—inq + p1pe2 - . - Pnt1Vpy, = AUan—l—lv
=1

ou seja,

-1 n
Uy y = DD Pt ((1 —p1— AV, -1+ ;pﬂ?z (1= Pz’+1)UF2n_1F2¢1> . (3.5)

Da relagao (3.5), trocando n por n + 1, obtemos

1 n+1

VFpyr = ((1 — D1 — )\)/UFQn-&-l*l + Zp1p2 - 'pi(l - pi+1)vF2n+1F2¢1> : (36)

P1p2 - - - Pn+2 im1
. 1 1
Assim, temos vp,,,, = | 1 — -~ vy + p_+2AF2nH7 onde
A ! ((1 A) + Zn: (1 ) )
Fontr — — D1 = A)UFp_1+Fo,—1 Pip2 .- - Pi\l = Pit1)VEs, 1+ Fopn—Fai 1 |-
p1p2"'pn+1 i=1

Usando a relagao (3.4) e o lema 3.2, temos
VB 1+ Fon—1 = BFan1+F20—100 = PPy 1-10F5,00 = BRy, UFsp 1 —1-
Obtemos também
Uy 4 Fay—Foyy = PFyy UFy,_1—Fy;_y, DATa todo = 1,... n.

Assim, usando as relagdes (3.5) e (3.6), obtemos Ap,,,, = Br,, V1 = By, Brsn 1 V0

Portanto, concluimos que

Pn+2

VP = (lﬁﬁanﬁan,l — ( L _ 1)) Vg, para todon > 1

- 5F2n+1 = L5anﬁF2n_1 — ( L _ 1), para todo n > 1.

Pn+2 Pnt2

Agora, mostremos que

BFonys = Iﬁﬁlﬁnﬂﬁ&n — < L _ 1), para todo n > 1.

Pn+2

Tome k = F, na relagao (3.2). Usando o fato que Fy, — 1 = 1010...10 = (10)" e o item (i)

2n
da proposicao 3.1, obtemos, para todo inteiro n > 1,

34



(1 - pl)Uan—l + Zp1p2 .- -pi<1 - pi-l—l)szn—in +pipe - - Pn+1Vp,, = >\,UF277._17
=1

ou seja,

-1 n
VFy, = D ot ((1 —p1— A g, -1+ ;pmz (1= Pz’+1)UF2nF2¢> : (3.7)

Da relagao (3.7), trocando n por n + 1, obtemos

-1 n+1
VFypag — ————————— 1—p1—>\vpn 1+ plpz...pil—pilan R |- 3.8
R V1Y S T <( ) ant2 ZZ:; ( +1) nt2—Fa (3.8)
. 1 1
Assim, temos vp,,,, = (1 — vo + A, s, onde
DPn+2 Pn+2
_1 n
AF2n+2 = plpg—pn_H (1 —P1— )\>UF2n+1+F2n—1 + izlplpg .. .pi<1 — pi-l-l)UanH—l—an—in .

Usando a relagao (3.4) e o lema 3.2, temos
VB 14 Fan—1 = BFap i1+ Fon—100 = BFy i1 BFo—100 = BFyp i VFyy—1-
Obtemos também
VP s 14 Fon—Fa; = BFonst UFan—Fy» Para todo i = 1,...,n.

Assim, usando as relacoes (3.7) e (3.8), obtemos Ag,, ., = Br,, 1 VFs = Bropir B, Vo-

Portanto, concluimos que

UPspia = (LBFM-HBFM - < - 1)) g, para todon > 1

Pn+2 Pn+2

1 1
= Brys = mﬁanﬂﬁan — <pn+2 — 1), para todo n > 1.

Por outro lado, temos pelo lema 3.1 que

1—>\—p1 1 9 1
5F0=—TIQFO e 5F1=p—2qF0—(p—2—1)=(JF1-

Logo S, = qn, para todo n > 1.
Com isso, checamos que 0, (S) = {X € C : (¢n(A))nen € limitada}.
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Conjectura 3.1 Eziste 0 < d < 1 tal que se p; > d, para todo i > 1, entdo o, (S) = E.

No capitulo 4, provaremos um caso particular da conjectura 3.1. Particularmente, provare-

mos que se p; = p, para todoi > 1, e #g <p<1, entao ENR =0o,(S)NR.
Teorema 3.2 Em [*(N), temos E C o(S).

Demonstracao: Seja A € E e suponhamos que A ¢ 0,(S5). Provemos que A € 0,(S5). De

fato, para cada k > 2, considere

w®) = (wk, wh, wh, ... ,w,’i,w',jﬂ,w’,jw, )P =1 g (AN, 2(N), - qk(N), 0,0, .)€ 1°°(N),

onde (¢n(A))n>1 = (¢n)n>1 € a sequéncia definida anteriormente. Seja uk) = —”w‘ﬁ’,i;)' )

lim [|(S = ADul™) ] = 0.
n—-+0oo
De fato, Vi =0,...,k — 1, temos ((S — A)u™); = 0 e que u; = 0, para todo i > k. Assim,

Afirmacao:

observe que

~ ‘Z’EO(S — AL}
S — ADNu®| = su S — A i-u(k) =su ” ’
I Jut™| up ]Zo( )iju; Sup 0

Se k = F,, entao, para i > k = F},, temos que:

a) se i = F,, entao S;; =0, para j =0,...,F, —1,e Sg, s, =1 — p1. Logo

’2520(5 - M)z’ng(-F")

= [1=p1 = Algr, |-
b) se F, <i< F,4; —1,entao S;; =0, para j =0,...,F, —1,e5;,; <p, para j = F,. Logo

(8 = ADiul™ | < pilar, |

c)sei=F,.; —1 entdo S;; =0,paraj=1,...,F,—1,¢S;; <py, para j =0, F,. Logo

‘Zﬁo(s - A])ing('Fn) <p1+pilgr,|

d) sei> F,4q1, entdao S;; =0, paraj=1,...,F,, e S;; <pi, para j = 0. Logo

(S8 = ALyl

< p1.

Assim, de a), b), ¢) e d), segue que

1- —A n n +
1(S — ADuF) || < [1—p1 llllnglJ)rlfo:qF 1
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Como A € E e XA ¢ 0,(S) segue que (¢, )n>0 ¢ uma sequéncia limitada, mas (g,),>0 nao

é limitada. Portanto, temos [Jw™)|o UmaiaN +o00, implicando pela desigualdade acima que

lirf 1(S — ADuF) ||, = 0. Portanto, A € 04(S) C o(S).
n—-+00

U
Conjectura 3.2 F = o(9).

Teorema 3.3 Suponhamos que existe 6 > 0 tal que p; > &, para todo i € N. FEntio E ¢é

compacto e C\ E € conexo.
Antes de demonstrarmos o teorema 3.3, precisamos dos seguintes resultados.
Definicao 3.2 Seja (fn)n>0, fn: C — C, uma sequéncia de fungoes definida por:
fo(z) =2, filz) = pinQ - <pi2 - 1) e fn(z) = ifn,l(z)fn,g(z) - (% - 1), para todo n > 2,
onde r, = Plntt |- Observe que f,(qr,) = qr,, para todo n > 0.

Lema 3.3 Se existe k inteiro tal que |f.(2)] > 1 para n € {k,k+ 1}, entao (fn(2))nen nao é

limitada.

Demonstracao: Como |f,(z)| > 1 para n € {k,k + 1}, entao existe um nimero real A > 1

tal que |f.(z)| > A paran € {k,k + 1}. Dai, temos

1
| frr2(2)] = —— | fer1(2) fu(2) = T+ 1pp2| >
k42
1 1 A2 1
=z |fer1(2) fu(2)] = —|1 — rpya| > — — — + 1
Tht2 Tha2 Thio  Thiz

1
= [fra2(z)| = 1> — (A2 = 1) > A2 — 1 = | fria(2)| > A%
Da mesma maneira, temos

| fesa(2)] > A% e | fera(2)] > A5

Continuando dessa maneira, chegamos que

| frii(2)| > Afi1 para todo I € N, [ > 2.
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Como A > 1, segue que (f,(2))nen ndo é limitada.

Proposicao 3.4 Suponhamos que existe 6 > 0 tal que p; > 0, para todo i € N. Entao existe
R > 1 tal que

|fx(2)| > R para algum k € N => (f,,(2))nen nao € limitada.

~ . 2 :
Demonstracao: Seja R > 1 tal que R > 5 1. Com isso, temos que

2 1
——1<R<R5(R+1——). (3.9)
D2 )
Se |fo(2)| = |z| > R, entao
1 1 1 1 1 1 1
]fl(z)|:‘—22— (——1)‘2—]2\2— ——1'>—R2— <——1> =—(R*-1)+1
P2 P2 P2 P2 P2 D2 P2

:>|f1(z>|—1>pi(R2—1)sz—1:>|f1(z)|>RQ>1.
2

Dai, segue pelo lema 3.3 que (f,(2))nen € ilimitada.

Se |fi(z)| > R, entao

R <|fi(z)| =

P2

1
1,2 1 1,2 1 _ 2, 1
p_zz_<p_2_1)‘<—p_2‘2’+p_2_1‘ _pQ|Z’+__1

— [P >p (R41-2) >0 (R+1-4) > 1,

onde a ultima desigualdade é dada pela rela¢ao (3.9). Com isso, temos que |fo(z)| = |z| > 1.
Logo, pelo lema 3.3, segue que (f,(2))nen € ilimitada.

Por indugao, suponhamos que para todo 7 =0,1,...,k — 1, vale:
|fi(2)] > R = (fu(2))n ilimitada.

Provemos que o resultado é véalido para i = k. De fato, suponhamos que |fx(2)| > R.
Se |fr+1(2)] > 1, segue pelo lema 3.3 que (f,,(2))nen € ilimitada.
Suponhamos |fr41(2)] < 1. Entao

L2 [fina)] = | ()i () - (i—l)‘ > 1Al - (1) >

Tk+1 Tk+1 Tk4+1
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R 1 1 R 1
>S 012 - — 1= — > — i 1(2) = = > |fr_1(2)].
rkﬂffk 1(2)] _ _ rkﬂffk 1(2)] 7 | fr—1(2)]

Por outro lado,

1
Tk

R<lital= %fkl(z)fk?(z) N ( N 1)) = r_lk‘fkﬂz)sz(z)! + % -1<

11 1 1 /1
< a§|fk—2(z)| ool Rl< <}—%|fk_2(z')| + 1) = R(re(R+1) = 1) < [fr—2(2)]

= |fr—2(2)| > R(O(R+1)—1)=Rd (R+1 - %) > R = |fr_a(2)| > R.

Logo, por hipétese de indugao, temos (f,,(2)), ilimitado.

Proposicao 3.5 Suponhamos que existe & > 0 tal que p; > 9, para todo i € N. Entdo existe

um numero real R > 0 tal que G = ﬂ f1D(0, R), onde D(0, R) € o fecho do disco de centro
n=0

0eraio ReG:={z€C:(fu(2))n>0 € limitada}.

Demonstracgao: Consequéncia direta da proposigao 3.4.

Observacao 3.2 Da demonstra¢io da proposi¢io 3.4, temos que se |fx(2)| > R para algum

inteiro k, entdo (f,(2))n>0 nado é limitada. Logo

G=()/."'D(O,R)
n=0

Demonstracao do teorema 3.3:
E é compacto
Observe que E = ¥(G), onde ¥(z) = p1z + 1 — p;1, e da proposicao 3.5 temos que G é

compacto. Portanto E é compacto.
C\ E é conexo

Da proposicao 3.4, existe R > 0 tal que
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C\Gg=C\ (ﬂ £ D(0, R)) = JC\ £,'D(0, R).

Dai, como C\ D(0, R) é conexo, segue pelo teorema do médulo maximo, para cada funcao

holomorfa f,,, que C\ f, ' D(0, R) é conexo para todo n > 0. Mas, como C\ f, *D(0, R) contém

uma vizinhanga do infinito para todo n > 0, segue que
+o0 .
U C\ f,'D(0,R) = C\ G é conexo.
n=0

Logo, C\W~!(F) = C\G é conexo. Portanto, da defini¢ao de ¥, segue que ¥(C\¥(E)) = C\E
¢ conexo.

g

Conjectura 3.3 O conjunto E é compacto e C\ E € conexo, mesmo supondo limjnfpi =0.
1—r+00

Proposicao 3.6 Suponhamos que existe 6 > 0 tal que p; > 0, para todo i € N. Entao existe
+oo

R >0 tal que G = ﬂ f'D(0,R) e f,}1D(0,R) C f;'D(0, R), para todo n > 0.
n=0
Demonstragao: Seja R um ntumero real tal que R > % — 1. Pela observacao 3.2, temos

+00
n=0
Provemos por inducao sobre k que f,;rllD(O, R) C £,'D(0, R), para todo k > 0.
De fato, suponhamos que f,);D(0,R) C f,;'D(0,R), para todo k = 0,...,n — 1, com
n > 5. Seja z € fn_le(O, R) e suponhamos que f,(z) > R. Seja A =1 — %, o que implica que

1— Ti < |AJ, para todo n > 1. Dali,

R> |fun(2)] > 5 Rl faa(2)] -

Tn+1

L 1| = lfaa(a)] < A < B = o)

Tn+1

Logo, pela hipdtese de inducao, temos que

|f(2)] < R paratodo k=1,...,n—2. (3.10)
Por outro lado,

()] < 2l fnma (2 faa(2)] +

n(2)|—|A
| froa(2)] > rp AL > 6

L -1 < 2O faa(2)] +14] =
R—|A| _
o)

O(R).
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Dai, segue que

[t 2 751 a2 as(2)] = |75 = 1] = Uaos(2)] <m0 < S0 — 0 (4).

Ainda temos que

a2 < 25 sl s+ |55 = 1| < 30 (1) Vaca(2)] + 14] =

@
- > 5|fn—2(z)|*|A| > — O(R2?).
|f 4(2)‘ O(%) O(%) ( )
Sendo assim, escolhendo R suficientemente grande tal que R < O(R?), temos |f,,_4(2)| > R,
contradizendo a relagao (3.10). Portando z € f,1(D(0, R)).

@

Para terminarmos a prova, precisamos mostrar que tal propriedade é valida para os casos
k=0,1,2,3.
Caso k=0

Seja z € f;'D(0, R). Entdo 22+ 1— -1 < R. Logo -|2%] — (p% — 1) < R. Portanto,

1
P2

(2’| -1)<R-1=|?| -1<R-1= [z| <VR <R,

ou seja, z € f3 'D(0, R).
Caso k=1
Seja z € f, 'D(0, R). Logo,

%f1(2’>f0(2)+1—% < R= %|f1(2)||f0(z)|+1_% < R —
1A fo(2)] < raR+1—1, < R.

Com isso, temos | f1(2)] < (raR+1—173)7 ou |fo(2)] < (raR+1 — ry)i.
Se |f1(2)| < (raR 41 —13)7, entao

[fi(2) < (R +1-13)% < R=> fi(z) € D(0,R) => z € f7'D(0,R).
Suponha |z| = |fo(2)| < (rsR + 1 — r5)3. Com isso, temos

[fi2)] < 5l +

1‘ T2R+1—T2)

Seja R suficientemente grande de tal forma que
%(TQR +1—r9)2 + ‘% — 1‘ < R, garantindo que |f,(2)| < R, ou seja, z € f; 'D(0, R).
Caso k=2
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z€ fy'D(0,R) = f3(2) € D(0,R) = |~ fa(2) fi(z) +1 - | <R

T3

= LIRENAGI+1- 5 <R=|fE)fi(z)] <rsR+1-r3 <R

Com isso, temos | fa(z)| < VrsR+1—r3 ou |fi(2)] < VrsR+ 1 —rs.
Se |fo(2)] < V/rsR+ 1 —r3, entao

If2(2)] < VrsR+1—13 < R= fo(2) € D(0,R) = z € f;'D(0, R).
Se |fi(2)] < V/rsR+ 1 — r3, entao
LI = (5 -1) S G < VRRFT-75 = 2| < vin (VR T=75+ (£ - 1))

Dai,

REIS EAGIHE+ (% 1) |
< AvnRFT=rnym (VsR+T-m+ (2 -1)) + (2 -1)

p2

< L ((r33+ 1—r3)% + (pi - 1) (rsR+ 1 —rg))é + (pi - 1) — O(RY).

Por fim, tomamos R suficientemente grande de tal forma que O(R%) < R, garantindo que
|f2(2)] < R, ou seja, z € f, ' D(0, R).
Caso k=3

2€ fi'D(0,R) = fu(2) € D(0,R) = | L fs(2) fa(z) + 1 — £| <R

T4

= SIBENLEI+1- 1 <R=|()f(x)] <riR+1-ri <R

=

Com isso, temos | f3(2)] < (raR+1—74)7 ou |fa(2)] < (ryR+1 — ry)i.
Se | f3(2)| < (raR+ 1 —14)1, entdo

[f3(2)] < (R +1—714)1 <R = fs(2) € D(0,R) = z € f'D(0, R).

Se |fa(2)| < (raR+1—74)7, entdo vamos tomar R suficientemente grande de tal forma que

|f2(2)] < (raR + 1 —r4)7 implique |f1(2)| < (raR + 1 — r4)'4. Assim, temos

2 < S1AEIAG]+ ‘1 -~
< %(T4R+1 —7“4)% + ‘1 _

1] -1
3 T3 T3

(raR+1—1y)% + (L - 1) :
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Por fim, tomamos R suficientemente grande de tal forma que
%(mR +1—ry)2 + (% — 1) < R, garantindo que |f3(2)| < R, ou seja, z € f; 'D(0, R).
O

Sejam h : C — C um polindémio nao nulo e Fp, := {z € C : 9, (h(z), z) é limitado}, onde
1, : C?> — C? é definida por ¥, = gn 0 ¢n_10...0gs € g, : C> — C? é definida por

1 1
gnlz,y) = <—:cy — (— — 1) ,x), para todo n > 2.

T'n Tn

Observagao 3.3 Se h(z) = %22 — (% — 1), entao E e Fy, sao isomorfos porl, ondel : C —
1
P

C € definida por l(\) = =\ — (% — 1). Além disso, temos Fj, = G.

Afirmacgao 3.1 Os resultados anteriores podem ser gemeralizados para Fy, para qualquer po-

linomio nao nulo h. Em particular, se suponhamos que existe o > 0 tal que p; > o, Vi € N,

entiao temos C \ Fj, conexo e existe R > 0 tal que F), = ﬂ ©,'D(0, R), onde po(z) = z,
n=0

01(z) = h(z) e pu(2) = %gpn,l(z)gon,g(z) - (% — 1), para todo n > 2. Além disso, temos
i1 D(0, R) C ¢, D(0, R), para todo n € N. .

n

Teorema 3.4 Seja h(z) = azz*+a3z®+...+a,2", comn > 2 eay,...,a, € C, e suponhamos

que lim Jrinf p; > 0. Entao, temos os sequintes resultados:
1—+00

a) Sepy € (0,1 —p3)U{1} eps < 3, entdo Fy, € desconezo.
b) Se p; =1 para todo i € {2,3,...,k} € pry1 < %, para algum k > 3, entdao JF, € desconezo.

Para demonstrarmos o teorema 3.4, precisamos do seguinte lema que é um caso particular

da férmula de Riemann-Hurwitz.
Lema 3.4 Sejam ¢ : C — C uma funcdao polinomial e R > 0. Entao

¢ 'D(0,R) € conexo < {z € C: ¢/(z) =0} C ¢~ 'D(0, R).

Demonstragao do teorema 3.4:

a) Sepy=1eps < %, entao
©0(0) = ¢1(0) = ¢2(0) = 0 e |o5(0)] = |a(0)] = - =1 > 1,
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o que implica pelo lema 3.3, que (¢,(0)),>0 ¢ ilimitada.

Se py € (0,1 —p3) e p3 < 3, entdo o(0) = 1(0) = 0, 2(0) =1 — -, [p3(0)] = - —1>1e

1-p3 1-p3 D2

1 1 1 1

1 1 __ D 1 P 1 1
pp<l—psg=— > —ﬁ+1:>p—2—1>—3:>(p—3—1><——1)>1:>

Logo, como |p3(0)| > 1 e |¢4(0)| > 1, segue pelo lema 3.3 que (¢,(0)),, ilimitada.

Portanto, em ambos os casos, temos que 0 ¢ F,.

Logo, existe um inteiro n > 1 tal que 0 ¢ o ' D(0, R), para todo k > n, onde R é o niimero
real definido na observacao 3.1.

Como ¢/,(0) = 0, para todo n > 1, deduzimos pelo lema 3.4 que ¢, ' D(0, R) ndo é conexo
para todo k > n. Como Fj, = ﬁ 0, 'D(0, R) e 0,1, D(0,R) C ¢;'D(0,R), V n € N, segue que

n=0
JFj, nao é conexo.

b) Suponha que p; = 1 para i € {2,3,...,k} e pp1 < 3, para algum k > 3. Assim, temos

que ¢o(0) = v1(0) = ... = @or_2(0) = 0 € |par_1(0)| = |2k (0)| = zﬁ —1 > 1. Assim, com
raciocinio anédlogo ao que foi feito no item a), segue que Fj, nao é conexo.
O
Corolario 3.1 Suponhamos que lierinfpi > 0. Sep; =1 paratodoi € {2,3,...,k} epr1 < %,
1—+00

para algum k > 2, entdo G e E sdo conjuntos desconezos.

Demonstracao: Seja h(z) = 1%222— <pi2 — 1) = z2. Dal, pela observacao 3.3 temos que Fj, = G
e pelo teorema 3.4 temos que Fy, é desconexo. Portanto G é desconexo. Pela observacao, segue

também que E é desconexo.

i

Conjectura 3.4 Fxiste 0 < 6 < 1 tal que se p; > 6§, para todo 1 > 1, entdo E é conezo.

Na figura 3.3 (figura retirada do trabalho [26]), temos imagens do conjunto G, considerando
p; = p, para todo ¢« > 1, para os casos onde p = 1, p = 0.9, p = 0.8, p = 0.7, p = 0.64,
p = 0.6305, p = 0.6301, p = 0.63, p = 0.625, p = 0.6, p = 0.58 e p = 0.5.

Generalizagao

Seja d € N, d > 1, e considere a sequéncia (F},),>o definida por
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Fo=1F,=aF,1+...+a,Fy+1, paratodon € {1,...,d—1}, e
Foia=a1Fyiq1+ ...+ agF,, para todo n > 0,

onde a; sao inteiros positivos, para todo i € {1,...,d}, satisfazendo a relagao
ar > as > ...>aqg > 1.

Usando o algoritmo fominha, podemos escrever todo inteiro natural N, de forma tnica,

como N = ngg) i(N)F;, onde os digitos €;(V) satisfazem a relagao
€i€i1 - Cimdy1 <lex Q102 ...0q4, PATa todo i >d — 1.

Como vimos antes, sabemos que a soma de 1 a um numero inteiro nao negativo NV, es-
crito em base (F},),>0, ¢ dada por um transdutor. Usando a mesma construgdo como no
caso da base de Fibonacci, podemos definir a maquina de somar estocdstica associada a
sequéncia (F,),>0 € & sequéncia de probabilidades p = (p;)i>1 €, podemos mostrar que 0,:(55) =
{A € C : (gn(N))n>0 ¢ limitada}, onde gg,(A) s@o polindmios fixos em A, para todo i €
{0,...,d=1}, gm,(N) = ;- (Va2 (V) - oqzt (A — (% — 1), para todo n > d, e qn(\) =
qm(N) ... gz (N), onde N =377 & .
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p=1 p=09

® »
>

p =064 p - 0.63

p = 0.6305 p=0630f

p=06235 p=106

5

(e

p =038 p=035

Figura 3.3: Imagem do conjunto G, onde p; = p €]0, 1], para todo ¢ > 1.



P g toperado op T < [ woo Fls = 15 apuo T<F(s) = ¢ ZIyRy tg'¢ RRqR],

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 44
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 12
0 0 0 0 (¢d — 1)ed1d 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0z
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 61
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 8T
Td—1 (%d—r1)ld 0 0 (¢d — 1)ed1d 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 LT
Td Td —1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 91
0 edid Td —1 0 (¢d —1)td 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 8
0 0 edtd Td — 1 (e¢d —1)Td 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 jat
0 0 0 td Td —1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 €1
0 0 0 0 vdededld d—1 (%d—r1)ld 0 0 (8d — 1)Cd1d 0 0 0 0 0 0 0 48
0 0 0 0 0 id Td—1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 11
0 0 0 0 0 0 edid d—1 0 (ed —1)1d 0 0 0 0 0 0 0 o)
0 0 0 0 0 0 0 edid Td—1 (ed —1)td 0 0 0 0 0 0 0 6
0 0 0 0 0 0 0 0 id Td—1 0 0 0 0 0 0 0 8
0 0 0 0 0 0 0 0 0 €dedtd Td — 1 0 (ed —1)1d 0 0 0 0 L
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 edtd d—1 (ed—r1)ld 0 0 0 0 9
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 Id Td —1 0 0 0 0 g
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ededid d—1 (8d—-1)ld 0 0 v
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 Td Td —1 0 0 €
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 edid Td —1 0 4
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 edid Td —1 1
L1 91 g1 s €1 A 1T o1 6 8 L 9 g v € 4 1
S v &g o ks O

47




Defini¢ao 3.3 Seja §: N* — R, uma aplicagao definida por B(n) =11, se F, < n < F.44,

para qualquer que seja r > 0, onde
Hig 1 1
_ _ 1 ._
Ho—l,Hl—p—2 61_[7-.— H —ﬁ,VTZQ,

ou seja,
n+1 1 n+1 1 1

| 1
I, =[] 5= ol ||

pie SAE 1 S A e ZE 7 RN ARy AT

,Vn > 1.

€ H2n+1 =

oo
Teorema 3.5 A cadeia de Markov € transiente se, e somente se, le- > 0.
i=1

Antes de provarmos o teorema 3.5, precisaremos do seguinte lema.
Seja S a matriz obtida de S, retirando-se a sua primeira linha e a sua primeira coluna (ver

a matriz representada na tabela 3.3).

Lema 3.5 Seja v € CV', v = (vy,v0,03,...). Entdo Sv = v se, e somente se, v, = B(n)vy,

para todo n > 1.

Demonstragao: Suponhamos que Sv = v. Como a probabilidade de transicao de qualquer
inteiro nao negativo ¢ para qualquer inteiro i + k, com k > 2, é S; ;1 = 0 (ver proposi¢do 3.1),
segue que o operador S satisfaz S'm-% = Siite =0,V 1,k €N, k> 2. Assim, podemos provar
por inducao que para cada n € N, com n > 1, existe «,, € R tal que v, = a,v;.

Vamos mostrar que «,, = 3(n), para todo n € N*. De fato:

0) ap, =y =1 =1y = B(Fy) = B(1);

1
]‘) (1 _pl)'Ul + P1P2Us = V1 == PPV = P1VU] — Uy = p—vl
2
:>OKF1 :OéQ:H1:/8<2)7 1 1
2) (1 = p1)vs + pipavs = V2 = P1pav3 = P12 = U3 = p—vg = Fvl
2 2

[3]+1
= ap, = a3 = H — =y = B(F2) = B(3);

1=2 ¢

3) (1 —p1)vs + prvg = v3 = vy = V3 = Q31 == ay = a3 = LI, = B(4);

4) p1(1 —po)us + (1 — p1)vg —iiplpzps% =04 = p1(1 = p2)vs + p1pap3vs = Prvy

1
= P2P3ls = P2U4y — VU5 = — 50U
P3 D3
[3]+1
1 1
= ap, = Q5 = H 2 R[]~ Iy = B(F3) = B(5);
i=2 pip > 2
[3]+2
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5) (1 —p1)vs + prvg = U5 = Vg = U5 = Q1 = a = a5 = 113 = B(6);

6) p1(1 — p2)vs + (1 — p1)vs + P1p2v7r = Vs = (1 — Pa)Us + Pav7 = Vg == Patz = Pats

:U7:’06:O[6’U1:0[72046:1_13:5(7);

Seja k € N, k > 7, e suponhamos que «,, = (n), para todo n = 1,..., k. Provemos que

apr1 = B(k+1).
Para isso, precisamos considerar dois casos:

(i) £+ 1 = F,, para algum r > 3;

Neste caso, podemos ter r = 2l + 1 ou r = 2l + 2, para algum [ > 1. Em ambos os casos, temos

que

k—k+1, com probabilidade pi1ps . .. pripiia;
k—0, com probabilidade pips ... pr1(1 — pri2);

k—k, com probabilidade 1 — p;.

\

Fazendo Sv = v, obtemos da k—ésima linha que

-1

P1P2 - - - Pi41P142Vk41 T Zplm . -pl—j(l - pl—j+1)UZg o Fro1a; + (1 = p1)v, = g

Jj=0
Assim, como

-1

J
FT—ISZFT—I—QiSZFT—l—Qi<F’f’:k+]‘7vj207"'7l_]‘
1=0 1=0

segue que Vs = v = Il,_jvq, para todo j =0,...,] — 1.

—oFr—1-2i

Logo, da relagao (3.11), obtemos

-1

j
k — Z F,_1_5;, com probabilidade pips...p—;(1 — pi_j+1), paratodo j =0...
i=0

(3.11)

P1D2 - - - Pi+1Pi+2Vk+1 + Zplpz o D= (1 = p—j) ooy + (1 = po) vy = 1Ly

Jj=0

-1
= D1P2 . .- Di+1Di+2Vk+1 = <— Zplm .- -pl—j(l - pl—j-i—l) +p1> IL, _yv1 = pipa ... prall vy
=0
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Se r =2l+ 1, entao

Se r =20 + 2, entao

+1 +2

1 1 1 1
Vk41 = —— H —val = H —S U1 = L, v;.
. Piy2 i—o Pi

Portanto, temos que
Vg1 = vy = B(F vy = Bk + 1)vy = a1 = B(k+1).

(i) F. < k+1 < F,,4, para algum r > 3;

Nesse caso, temos que F, < k < F, 41 —1, o que implica que s;,; = 0, paratodoi =0,..., F, —1.
Dai, temos
k41 k+1 k+1
1= Zsk,i = Z Ski = Z Skyi-
i=0 i=F, i=F)
Logo, fazendo Sv = v e sabendo que a,, = f(n) =1II,, ¥ n = F,, ... k, obtemos da k—ésima
linha
k41 k+1 k
Z SkiV; = U = Z SkiVi = v = Z Skillrvr + Spp1Vk1 = vy
i=1 i=Fy i=Fr

= (1 = 3p )01 + g pg1Vpg1 = vy = Sp Vi1 = Sk llon
= Vg+1 = ILv, = Opy1 = II, = B(k’ + 1)

Com isso, concluimos que «,, = (n), para todo n € N*, ou seja, v = (8(n)vy)n>1.

O
Demonstragao do teorema 3.5: Suponhamos que a cadeia de Markov é transiente. Entao,

pela proposicao 1.1, existe v = (v1,vg,...) € CNV', com 0 < v; < 1, tal que Sv = v. Pelo lema

3.5, segue que v, = f(n)vy, para todo n > 1.
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+o0
A . . , . , n—-+oo . o
ssim, temos que | | p; > 0, pois, caso contrério, terfamos (n) ——— 400, ou seja, v, =

i=1
B(n)v; =225 400, contradizendo o fato de |v;| < 1 para todo i € N*.
+oo
Agora, suponhamos que sz- > 0. Vamos construir v = (v,)p>1 € CV', com 0 < v; < 1,
i=1

tal que Sv = .
+o00
Sejam v, € C, com 0 < |vy| < pr e v = (Up)n>1 = (B(n)v1)n>1 € CV'. Pelo lema 3.5,
i=2

temos que Sv = .
Como II, > 0, para todo r € N, segue que 3(n) > 0, para todo n € N*| ou seja, |v,| =
B(n)|v1| > 0, para todo n € N*. Além disso, temos

+oo +oo +oo
1
| <[P <1 ool = BE@)vi| = Wyfon] = Lo | < p—QHP? =m ][ <1e
=2 =2 =3

para qualquer n > 3, tomando r € N tal que F, <n < F,,, temos

[§]+2 1 ~+o0 +00
ol = Bl = Wl < T[] ST[w = I <t
1=2

ti=2 i=[5]+3

Logo, temos que 0 < |v;] < 1, para todo ¢ € N*. Portanto, pela proposi¢ao 1.1, temos que a
cadeia de Markov é transiente.

0

Proposigao 3.7 Seja p € I1®°(N), pu = (uo, p1, flo,--.). Entao uS = p se, e somente se,
iy = Bnpto, para todon > 1, onde By =1, Py = py e, para cada n > 2, temos

1) Be,+x = Br, Bk, para cada k € {1,..., F,_1 —1};

2) P = Pl

3) Br,—1 = pap3 .. 'p[%]+1'

+oo Fn—1
Demonstracao: Fazendo 1S = p, temos p; = Z,uiSi,j = Z 1;S; j, para todon > 1 e
=0 =0

jeA{l,...,F, —1}. Assim, por indugao, podemos provar que existe (5;);>1 € [*(N) tal que
i; = Bjpo, para todo j > 1. Além disso, temos que

pipo + (L= pi)p = = B =1,
pipapin + (L= pi)pe = po = Br, = B2 = pa = T

2

ol



pip2tte + (1 —p1)ps +pi(1 — po)pus = pig U3 = 2 Br, = Pz =p2 = p[ﬂ]ﬂ
— —_— 2 .
pipz + (1 —p1)pa = py e = 13 Bry+1 = Ba = p2 = B1Bn,

[2]+1
Ademais, temos Bp,_1 = B4 =p2 = H Di-

Sejam n € N, n > 3 e pu = (uo, 11, p2, - ..) € {°(N). Suponhamos que se p; = Z“Z i

para todo j € {1,...,F, — 1}, entdo p; = f;uo, para todo j € {1,.. — 1}, onde 51 =1,
Po = py e, para cada i € {2,...,n — 1}, vale:
a) Br+x = Br, Ok, para cada k € {1,..., F;_1 — 1};
b) Br, = P[igt] 41}
C) ﬁFin = p2p3 - - -p[%hy
Provemos os seguintes itens:
i) Br,+k = BrPE,, para cada k € {1,...,F,_1 — 1};
i) Br, = Plag] 41

ii1) Bp,, -1 = P2D3 - - UEESAISE

—+00
Prova de i): Paracada k € {1,..., F,_1 —1}, temos pup, 1 = Z,uiSi,Fﬁk. Como S; g+ = 0,
i=0
“+o00
para cada i € {0,...,F, + k — 2}, segue que pp, x = Z 1iSi p,+%- Dai, da proposicao
i=Fp4k—1
3.2, temos que
“+o00 —+o00
HF,+k = Z NiSi,FnJrk = Z ,Ltz i—Fpk — Z ,uz+Fn ik = Z/LHFn iks
i=Fp+k—1 i=Fy+k—1 i=k—1
+oo

ou seja, temos ) = Z,ugSi,k, para todo k € {1,...,F, 1 — 1}, onde p} = p;yp,, para todo

=0
1 € N. Observe que, da hipdtese de inducao, cada Sy depende somente das probabilidades, para
todo k € {1,..., F,, — 1}. Assim, segue que puj, = Brpy, para todo k € {1,..., F,_y —1}. Logo,
fE, 1k = Britr, = Br,Brpto, para todo k € {1,..., F, 1 — 1}

Prova de ii): Temos que

-‘rOO +OO Fn+Fn—1_1
= E WiSi F, = E wiSsF, = Wr,~1SF,~1,F, + UF,SF, F, + E 1iSi Fy s
i— i=Fn—1 i=Fntl
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ou seja,
Fn+Fn_1—-1
WE, = WE,—15F,—1,F, + 1, SFE, F, + E i Si—Fp 0

i=Fnp+1

Fo_1-1
= Wp,-1SF,~1,F, + F,SF, F, + Zizl MF,+iSi0-

Assim, pela parte i), temos que

Frn_1—1
UF, = HF,~15F,-1,F, T I, Sk, F, + < Z ﬂisi,o) HE,
=1

= Wp,—15F,-1,F, + lF,SF, F, + (Z;:ll BFZ-—ISFZ-—LO) WE,,

ou seja, pela proposicao 3.1, temos que
PE, = D2P3 - Pz HoP1P2 - - Plaga] g + (1 —p1)pr,+
+ (P1(1 = p2) + pap1(1 — p2) + pap1pa(l — p3) + papspipa(1l — p3) + papspipops(l — pa) + ...+
FP2P3 - - P[n1] 4 P1P2 - - P[a] (1 - p[%]H)) W, -
Disso, segue que
Piltpy = P2Ps - - - P[2] 41 HOP1P2 - - - Plntd] 4y + <p1 ~ P2P3 - Pleci] P1P2 - - -p[g]p[%]Jrl) HFy s
ou seja,

PaP3 - - - P[nsi] 41 HFy = P2P3 - - Plnga] g Ho = MF, = SR

2
Prova de iii): Temos que

B, 1-1 = BE+F,_1-1 = BE,_,-1BF, = P2ps3 - - -p[anl]Hp[nTﬂ]H = P2DPs - -p[%]ﬂ

+0o0 +00
Corolario 3.2 Se Hpi =0ce Zpi = 400, entao a cadeia de Markov € recorrente nula.
i=1 i=1

+oo

Demonstragao: Como H p; = 0, temos pelo teorema 3.5 que a cadeia de Markov é recorrente.
i=1

Seja p = (o, pi1, fi2, - - .) € I*(N) uma medida invariante para S, ou seja, temos que uS = pu.

Logo, pela proposicao 3.7, segue que
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+oo +o0o
il = il = i,
=0 =1

+o00o
= Z 2pi = +00.
=2

+oo
Absurdo, pois 4 € I}(N). Portanto, se Z p; = +00, entao S nao possui medida de probabi-
=1

1=
lidade invariante. Sendo assim, segue que a cadeia de Markov nao pode ser recorrente positiva,
ou seja, ela é recorrente nula.

g

Defini¢ao 3.4 Dados a_1,aq € C, defina a sequéncia recorrente (ay,)nen por

1
Gy = —0p_10y_o para todo n > 1.
n

Temos que g,(x,y) = (%xy — (% — 1) ,93), para todo n > 1.
Sejam f,, : C> — C2% e h,, : C? — C? aplicacoes definidas por

fu(z,y) = (xy + ¢4, 1), onde ¢, = — (i — 1), para todo n > 1,

an \ Tn

e hy(z,y) = (apz, an_1y), ¥Yn > 0.
Com isso, temos a seguinte proposicao.

Proposicao 3.8 h, o f, = g, 0 hp_1, para todo n > 1, ou seja, ¢, == fr0 fn_10...0 f1 =

hlog,0g, 10...0g; 0 hg.

Assim, para estudarmos o conjunto E = {X € C : (¢n(qr, (), ¢r,(N)))n>2 € limitada} =

Y({A € C: (Y,(AA))n>1 é limitada}), definidos no teorema 3.1, onde ¢ : C — C ¢ definida
por Y(A) = piA+1—p1, ¥ = Gn0gn10...04gs €1, =1, 0 g1, basta estudarmos a dinamica
de ¢p,.

Proposicao 3.9 Para todo n > 3, temos

Fn73 Fn72
!

(23]
an an —21
Dy 3 || pi+21 2
i=1

Ay —
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Demonstracao: Da definicao, temos que

1
Qg = —aA1Qgp = —a1Q
Fo F F: F:
p2+1,[2] P2 aoa% attal b2 gl
2 — — —=
1 1 = a3 Pap 1 [371] ’
az = —a201 = —A2Qq 23 Fo H Fs_1_2 » 2 -
P3i1-[3] D3 Dito phi-s H plog
=1

ou seja, temos que a formula em questao vale para n = 3.
Suponhamos que a mesma valha para todo 3 < n <[ e provemos que vale paran =1 + 1.

Primeiramente, suponhamos [ = 2k + 1, para algum k € N, k > 2. Dali,

1 1
A1 = A(k+1) = — Q2k4+102Kk = a1 =
P(k+1)+1 Pr+2
Fi_3 Fi_o Fa_1y—3 Fu-1)-2
1 ag al ag a, _
1—1)—1
Pk+2 [ [
Fl 3 Fio1-92; Fu-1)-3 Fu-1y—1-2i
H Dit2 2 H Diyo
=1
Fi_s+F_4 Fj_o+Fj_ F; Fy
1 aol 3 l 4a1l 2 -3 1 aol 2 1l 1
2k 2k—1 o -
P2 (%] [#5] Pr+2 F B P ,
, F . 1—2 I—1-2i (1—1)—1-2i
Fi_s+F_4 Fio1-9; (1-1)-1-2i p2+2 pl+2
D Dit2 Diyo
i=1 =1
F_o Fj_ Fi_o Fj_
1 aol 2a1l 1 1 aol 2a1l 1
- -1 o k—1 -
Pr+2 Fi_o Fi_1_og Fi_q1-9; Fa_1y—1-2 Pr+2 Fi_2 Fy Fi1—2i+Fq_1)-1-2;
D2 Pri2 Dita Pita D2 P2 i+2
i=1
Fz 2 Fz 1 Fatny—3 Fuyiy—2 Fatny—3 Fuyiy—2
4 O _ % ay _ o ay
k—1 k (l+1)71]
Fi_o 9 Fay1y—1-2: (14+1)—3 Fayy—1-2 2
Py Pr+2 Diyo Dy HPHQ Fagny-s Fut1)-1-2i
, Do i+2
=1 =1 )
1=

De modo analogo, provamos que o mesmo vale para [ = 2k, para todo k£ € N, k£ > 2.

Portanto, concluimos a demonstragao da proposicao.

A aplicacao ¢, nos motivou a estudar o conjunto K definido por
KT :={(z,y) € C*: ¢,(x,y) é limitada},

onde ¢, (z,y) = fno fno10...0 fie fn: C* — C? é definida por f,(x,y) = (xy + c,, 1), com
cn € C, para todon > 1.
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Capitulo 4

Propriedades de KT e KT = KT NR?

Sejam (c,,),>1 uma sequéncia de nimeros complexos, f,, : C* — C? uma sequéncia de fungoes
definidas por f,(z,y) = (zy + cn,z) e KT o conjunto definido por K™ = {(z,y) € C? :
bn(z,y) é limitada}, onde ¢, (z,y) = fno fn_10...0f;. Em C?, usaremos a norma | - || definida
por |[(z,y)|| = max{|z|, |y|}, para todo x,y € C.

Os conjuntos de Julia fibrados foram bastante estudados no caso em que f,, n > 1, sao
polinémios definidos em C. No caso em que f,,, n > 1, estao definidos em C?, nao existem muitos
trabalhos na literatura. Além disso, existem muitos resultados sobre propriedades dinamicas e
topoldgicas no caso em que f é aplicagdo de Hénon definida por f(z,y) = (y, P(y) + ¢ — ax),
para todo (z,y) € C?, onde P ¢ um polinémio complexo e a, ¢ sdo nimeros complexos fixados
(ver [1], [11]). O caso em que ¢, = ¢, para todo n > 1, foi considerado por S. Bonnot, A. de
Carvalho e A. Messaoudi em [2]. Os resultado obtidos valem (como adaptacao) para o caso em
que (¢,)n>1 € limitada.

Sejam R > 0, Dp = {(z,y) € C* : max{|z|, |y|} < R} e Vg = {(z,y) € C? : min{|z], |y|} >
R}.

Proposigao 4.1 Se (¢;);>1 € limitada, entdo existe Ry > 0 tal que, para todo R > Ry, temos
CP\ K+ =/ 6,1 (VR), onde ¢;1(Vr) C é,11(VR), para todo n > 1, ou seja, Kt = :3 Zn,
onde Z, = C*\ ¢, ' (Vr) € Z,11 C Z,, para todon > 1.

A proposigao 4.1 é representada na figura (4.1), ou seja, um ponto z nao pertence a K+ se,

e somente se, existe N € N tal que, para todo n > N, ¢,(z) € Vg.

Corolario 4.1 Se (¢;)i>1 € limitada, entdo as sequintes propriedades sao vdlidas:
1.C*\Kt={zeC?: lir+n |on(2)]] = +o00}.
n—-+0oo

2. KT é um subconjunto fechado e ilimitado de C2.
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Figura 4.1: As duas filtragoes.
Sejam R > 0 e D = Dg o conjunto definido por Dg = {(x,y) € C? : max{|z|, |y|} < R}.

Proposicao 4.2 Se (¢;);>1 € limitada, entao existe Ry > 0 tal que, para todo R > Ry, temos

DNK*=N=Dng¢, (D), onde DN ¢,1,(D) C ¢ *(D), para todo n > 1.
Para cada n > 1, defina K como sendo o conjunto
KF={2€C?: fnofr10...0 fny10 fau(2) é limitada, Vm > n}.

Proposicao 4.3 Se (¢;);>1 € limitada, entao existe Ry > 0 tal que, para todo R > Ry, temos
K =US ¢ (DN, onde o (DN KSL) C ¢t (DNKCE,), para todo n > 1.

A proposicao 4.3 nos diz que um ponto z pertence ao conjunto KT se, e somente se, existe

N € N tal que ¢,(z) € D, para todon > N.

Proposigao 4.4 Se 0 < |¢;| < 1, para todo i > 1, entio A(KT) = +oo, onde X é a medida de
Lebesque.

4.1 Dinamica de ¢, em R?

Seja ¢ € R. Nesse capitulo iremos considerar ¢, = ¢, para todo n > 1, ou seja, f, = f, para
todon > 1, onde f : R? — R? ¢ definida por f(z,y) = (zvy + ¢,x). Assim, teremos ¢, = [,
para todo n > 1.

O objetivo desse capitulo é estudar o conjunto de Julia K™ NR?* = K+ = {(z,y) € R? :
(f™(z,y))n>0 ¢é limitada}. Esse conjunto foi estudado por S. Bonnot, A. de Carvalho e A.

Messaoudi em [2], no caso 0 < ¢ < %. Em particular, ele provaram que se 0 < ¢ < 711 entao
K+ = W(a) UW*(0) UW*(p) UW*(f(p)) UW*(f2(p)), onde p = (~1,~1), a = (ar,a1) o
0 = (a2, a2), a1 = 0= e ap = =2 Além disso, ele provaram que W*(a) = int(K*) e
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OK™ = W3(0) UW*(p) UW*(f(p)) UW?*(f%(p)). Nesse capitulo, provaremos que o mesmo &é
verdadeiro quando supomos —0,94 < ¢ < 0.

Observe que f(z,y) = (z,y) se, e somente se, xy +c = e y = x, ou seja, v2 —x + ¢ = 0.
Assim, temos que os unicos pontos fixo de f sdo a = (a1,a1) e 0 = (as, as). Observe também
que os unicos pontos periddicos de periodo 3 sao a, 0, p = (—=1,-1), f(p) = (1 +¢,—1) e
P(p) = (—1,1+¢).

Quando ¢ = 0, temos que o = (0,0), 8 = (1,1), p = (=1,-1), f(p) = (1,—-1) e f3(p) =
(—=1,1). Em [2], S. Bonnot, A. de Carvalho e A. Messaoudi consideraram este caso (¢ = 0) e

provaram que KT = {(z,y) € C?: |y| < |z|7"}, onde 8 = 1+2\/5'

A

0=(1,1)

a=(0,0)

f(p)=(1,-1)

Figura 4.2: Caso ¢ = 0.

Na figura 4.2, podemos ver K™ (quando ¢ = 0), onde W¥(«) é a regiao cinza, ou seja,
We(a) = int(KT), W#(0) é a curva azul, W*(p) é a curva rosa, W*(f(p)) é a curva verde e
W*(f?(p)) é a curva vemelha.

Nas proximas subsecgoes, iremos nos concentrar na prova do seguinte teorema.

Teorema 4.1 Suponhamos _15\/§ < e <0, entio KT =W*S(a)UWS(O)UWS(p) UW*(f(p))U
We(f%(p)), onde p = (—1,-1), a = (a1,a1) e 0 = (az,az). Além disso, W*(a) = int(KT) e
OK* =W*(0) UW*(p) UW*(f(p)) UW*(f*(p)).

Observacgao 4.1 Em geral, ndo € trivial provar que KT € igual a uma unido de variedades

estdveis.
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Figura 4.3: Retangulos Ry, Ri, R, R3 e dominios L, M, N, P.

Para provarmos o teorema 4.1, precisaremos das seguintes notagoes (ver a figura 4.3).

Sejam L = [ag, +00[X [ag, +oo[, M =] — 0o, —1] X [1 + ¢, +0], N =] — 00, —1]x] —

P=[l+c¢+oo[x] =00, -1, =LUMUNUP e S=5\{0,p,f(p), f*(r)}

4.1.1 Dinamicade fem LUMUNUP

Nessa subsegao, provaremos que (LUM UNUP) C R?\ K.

Proposicao 4.5 As sequintes propriedades sao validas:

1. f(L)c L, f(M)CN, f(N)CPef(P)CM.

2. Para todo (z,y) € S, temos || f™(x,y)||« diverge para +00 quando n vai para +oo.
3. RA\K* =, f™(S), onde f~(S) C f(S), para todo inteiro n > 0.

Demonstragao:

1. Seja (z,y) € R?.
Se (x,y) € L, entdo xy + ¢ > a3 + ¢ = ay. Assim f(z,y) = (zy + ¢, ) € L.
Se (x,y) € M, entao zy + ¢ < —1. Assim f(z,y) = (xy+c¢,z) € N.

Se (xz,y) € N, entdo zy + ¢ > 1 +¢. Assim f(z,y) = (zy + ¢, x) € P.

Se (x,y) € P, entao zy + ¢ < —1. Assim f(z,y) = (xy+c,z) € M.

2. Seja (x,y) € S. Logo, (z,y) € (L\{H) U\ {p}) UL\ {f () UM\ A{f*(0)}).

Caso 1: (z,y) € L\ {0}, 0 = (az, az).

59

007_1]7



Caso 1.1: min(z,y) > dyag, com dy > 1.

Afirmagao: Para todo inteiro n > 0, temos f>"(x,y) = (Ton, Yon) satisfazendo min(xa,, yo,) >
dnay, onde dy,v1 = g(d,), para todon >0, e g(x) = az(z* — 1) + 1. Além disso, (d,), € uma
sequéncia crescente.

De fato, observe que

d0>1:>d1:a2(d3—1)+1>1:>d2:a2(d%—1)+1>1:>:>
dy=—ap(@_ —1)+1>1,¥neN.

Além disso,

dpi1 > dy & ax(d? —1)+1>d, & ay > jgj =

1

71 < 1, pois d, > 1. Dai, paran = 1,

o que ¢é verdade, ja que as > 1, pois —1 < ¢ < 0, e

temos f%(z,y) = (z2,y2) = ((zy + ¢)x + ¢, 2y + ¢). Mas por hipGtese, temos

Yo =xy +c>dia3 +c=diai + ay — a3 = a3(di — 1) + ag = aqd; e

Ty = (zy + ¢)x + ¢ > dyasdpas + ¢ > dia3 + ¢ = aqd;.

Portanto, min{zy, y2} > djas. Suponhamos que min{zs,, y2,} > dyaz, paran = 0,1,... k.

Dali, f2k+2($,y) = (I2k+2,y2k+2) = f2($2k,y2k) = ((I%y% + C)$2k + ¢, TopYor + C)- Mas por

hipétese, temos

Yok+2 = Toplor + ¢ > dias + ¢ = dia3 + ag — a3 = a3(di — 1) + ag = agdiyq €

Lokt = (J?Qkygk + C):Egk + ¢ > dgy1asdgas + ¢ > dia% +c = agdj.

Portando, por inducao, provamos que a afirmacao ¢ verdadeira.
Pela afirmagao, (d,), é crescente. Se (d,,), for limitada entao (d,), é convergente. Seja [ o

limite de d,, quando n tende a +o0c0. Dal, temos

dn+1:g<dn):a2(di—1>+1 :>l:(12(12—1)—|—1 =

a2l2—l—|—1—a2:():>lzloul:$—1<1.

Como d,, > dy > 1, para todo n > 1, chegamos em uma contradicao. Logo d,, nao pode ser
limitada. Em outras palavras, temos que xop11 = Yoni2 > dpi1G2 € Yopi1 = Loy > dpag, onde
d,, diverge para +oo quando n tende a +00. Logo lim =z, = lim y, = +oo.

n—-+o0o n—-+o0o

Caso 1.2: min{z,y} = as.
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Como max{z,y} > ay, temos que existe d; > 1 tal que min{zy, y2} > djay e assim o resultado
segue do caso 1.1.

Caso 2: (z,y) € N\ {p},p=(-1,-1).

Caso 2.1: max{z,y} < —1.

Afirmagao: Para todo n > 0, f3"73(x,y) = (3443, Y3ni3) COM Tanyz < Tzp < —1 € Ysuig <
Yzn < —1.

De fato, temos

Ysnts = (T3nYsn + €)Tan + € € Tany3 = Yant3(T3nYsn + ) + ¢, para todo n > 0. (4.1)

Se max{xs,, ysn} < —1, entdo x3,ys, + ¢ > —ys, + ¢ > 0. Dali,

T3nYsn +¢c >0
= T3, (T3nYsn + €) < —(T30Y3n +¢) < Y3 —cC
T3, < —1

= Ysn+s = T3n(T30Ys3n + €) + ¢ < Yan.

Por outro lado,

T3nY3n +c>—w3, +C> 0
— y3n(x3ny3n + C) < _($3ny3n + C) < T3p — ¢,
Ysn < -1

ou seja, temos T3n+3 = Ysn+3(T3nYsn + €) + ¢ < Ysn(T3nY3n + ¢) + ¢ < x3,, completando a prova
da afirmacgao.

Se (f™(x,y))n>0 € limitada, entao as sequéncias (3, )n>0 € (Ysn)n>0 80 convergentes. Sejam

[:= lim z3, < —1 e I':= lim ys, < —1.
n—+o00 n—+00

Pela relagao (4.1), temos
V= (Ul+c)ltcel=lU+¢)+e=T—1=@1+)1-1)= (I—1)I'l+c+1)=0.

Como I'l4+c+1 > 0, segue que | = I'. Logo, temos >+ (c—1)l+c = 0, ou seja, [ € {—1, a1, as}.
Absurdo, pois [ < —1. Assim, temos

lim f*"(z,y) = (o0, —00) = lim f*"*}(x,y) = (+o00, —0) =

n—-4o00 n—-4o00

lim f*""2(z,y) = (—o00, +00).

n—-+o0o
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Caso 2.2: max{z,y} = —1 e min{z,y} < —1.

Como antes, temos r3 <z < —1 e y3 <y < —1 e a prova segue do caso 2.1.

Os casos em que (z,y) € P\{f(p)} e (z,y) € M\ {f*(p)} seguem do {tem 1 da proposi¢ao

e do caso 2.

3. Temos que J;=° f7"(S) C RA\K*.

Da proposigao 4.1, sabemos que existe R > 0 suficientemente grande tal que C*\ KT =

o f(Vg), onde Vg = {(z,y) € C*: min{|z|,|y|} > R}, e f(Va) C f'(V&), para todo

n > 0. Dai, se escolhermos R > ay e tomarmos (z,y) € R? \ KT entao

U (Vg) NR?; . (z,y) € R? e existe j € N tal que f(x,y) € Vg;

(VRH]RQ)CS (Ve NRY) C 5

f*(x,y) € R? para todo n € N, e existe 7 € N tal que f/(z,y) € Vg;

(VR QR2) CS;

existe j € N tal que (z,y) € f7 (Vg NR?);
(VR ﬂR2) C S,

= existe j € N tal que (z,y) € f77(S) = (z,y) € U f7(9)

4.1.2 Dinamica de f em RyU Ry U Ry U R3

Nessa subsegao, provaremos que (Ry U Ry U R U R3) C Wé(a) C K.
Sejam Ry = [0,1 4 ¢] x [0,as], Ry = [-1,0] x [0,1 + ¢], Ry = [-1,0] x
0,1+ ¢ x[-1,00 e D= RyU Ry U Ry U R3 (ver a figura 4.3).

Lema 4.1 Os sequintes resultados sao validos:
1. f(Ry) C Ry U Ry.
f(Ry) C Rs.
3. f(R2) C Ry U Rs.
4. f(R3) C Ry.
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Demonstracao: 1) f(Ry) C [c,a2(1 4+ ¢)+¢] x [0,1 4 ¢|]. Mas

ax(l+c)+e<l4ee B (140) <1 e VI—4c <]

1 o
+
A —2c+1+(? +2c+1)(4c—1)20<:>4c +8*>0& c>

—2.

Assim, como —1 < ¢ < 0, temos f(Ry) C[c, 1+ ¢] x[0,1+¢] C Ry U Ry.
2) f(Ry) C [-1,¢] x [-1,0] C Rs.

3) f(R2) Cle,14¢] x [-1,0] C Ry U Rs.

4) f(R3) C [-1,¢] x [0,1 4+ ¢] C R;.

Corolério 4.2 Sejam R' = Ry U Ry U R3. Entao f(R)C R eD=R URyC K.

Proposigao 4.6 Eziste N € N tal que f¥(Ry) C R, ou seja, f*(R' U Ry) C R' para todo
n>N.

Demonstracao: Pelo lema 4.1, temos que f*(Ry) \ R = f"(Ry) N Ry, para todo n € N.

Observe que

FRY\R C[0,14d x[0,1+],

FA(R)\ R C[0,(1+c¢)®+¢] x[0,1+¢],

FPRO\NR C[0,(1+c)¥+c(l+ec)+c x[0,(1+c)*+c] C[0,(1+c)>+c] x[0,(1+c)?,
FHR)\NR C[0,(1+c) +e(l+c)* +¢] x[0,(1+¢)° + C[0,(14¢)”+c] x[0,(1+¢)°].

Continuando dessa maneira, temos que
" (Ro) \ R C [0, (14 ¢)f»=1 4+ ¢] x [0, (1 + ¢)F»-2], para todo n > 4.

Mas como 0 < 1+ ¢ < 1, segue que existe N € N tal que (1 + ¢)™-1 + ¢ < 0, ou seja, temos
IN(Ro) \ R =0, implicando que f~(Ry) C R'.
O

Seja Y = [¢,0] X [¢,0] C Ry = [—1,0] x [—1,0].

Proposicao 4.7 f(Y) CY.
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Demonstragao: f(Y) C [¢,c® +¢| x [¢,0] C Y.
U

Agora, iremos nos concentrar em provar que, para cada z € RgU R; U Ry U R3, existe ng € N

tal que f"(z) € Y, para todo n > ny.
Proposicao 4.8 Seja z € Ry. Se f(z) € Ry, entio f"(z) €Y, para todo n > 2.
Demonstragao: Seja z € R, tal que f(z) € Ry. Entao

f(z) € f(R))NRy=[c,1+¢| x[=1,00N Ry = [c,0] x [—1,0].

Dai, f%(z) € f([c,0] x [=1,0]) C [c,0] x [¢,0] =Y e pela proposicao 4.7 segue que f"(z) € Y,
para todo n > 2.
O

Proposigao 4.9 Se z € ([—1,¢] x [¢,0]) U ([¢,0] x [=1,¢]) C Ry, entao f*(z) € Y, para todo
n > 2.

Demonstragao: Temos que f2([—1,¢] % [c,0]) C f([c,0] x [=1,¢]) C [¢,0] X [¢,0] =Y.

Portanto, pela proposicao 4.7, temos que
fr(([=1,e x [e,0]) € f7H([e, 0] x [=1,¢]) € f*72([e, 0] x [e,0]) = f**(Y) C Y,

para todo n > 2.

Proposigao 4.10 Se z € [—1,¢[x[—1,¢[\{p} C R,, entio existe N € N tal que f¥(z) €Y.

Demonstracao: Seja z = (z,y) € [—1,¢[x[—1,[\{p}.
Caso 1: min{z,y} > —1.
Suponhamos que nao existe N € N tal que fV(z) € Y. Assim, pela proposicao 4.8 e pelo lema

4.1, temos que

f(x,y) € Ry, 7" (2,9) € Rz e f2""2(2,y) € Ry, para todo inteiro n € N. (4.2)
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Seja (T, yn) = f"(x,y). Observe que, se existe n € N tal que (23, ys3n) € [—vV—c¢, ] xX[—v/—¢, ],
entdo (T3n41,Ysnt1) € [ +¢,0] X [—v/—¢, ] C [¢,0] x [—1, ¢], do que segue pela proposi¢ao 4.9
que (T3p1k, Ysnik) € Y, para todo k > 3.

Portanto, devemos supor que

min{zs,, Y3, } < —v—c, para todo n € N. (4.3)

Seja zp = min{z,y}. Logo, pela relagao (4.3), temos zy < —/—c, 0 que implica que
22 4+ ¢ > 0. Dali, temos que (z,y) € [20,c| X [20,¢] = (z1,y1) € [* + ¢, 25 + ] X [20,¢]. Assim,

da relagao (4.2), segue que

(z2,92) € [20(25 +¢) + ¢, ¢] X [0, 23 + d];

1, Y1 O,Zg—f—c 20, C
e Bt PEA= ) € (ol + 0+ B+ + ) x [l +9 4 el

Observe que
20(z2+c)+e<(2(z2+c)+e) (22 +c)+ece 20< 20022 +c)+ee 25+ (c— 1)z + ¢ >0,

onde a primeira equivaléncia acontece pois 22 + ¢ > 0.

Seja h : R — R definida por h(z) = 23+ (c—1)z+c. Nao é dificil verificar que h(z) > 0 para
—1 < x < —y/—c. Logo temos h(z) > 0, ou seja, (r3,y3) € [20(28 +¢) +¢,c] X [20(22+¢)+ ¢, c].

Seja g : R — R definida por g(z) = z(2? + ¢) + ¢ e defina z,,1 = ¢(2,), para todo n € N,
Observe que g(zg) > 2 se, e somente se, h(zy) > 0. Portanto, temos 23 = g(z9) > 2o e, pela
definigao de g, (z3,y3) € [21,¢] X [z1, ]

Pela relacio (4.3), temos 2; < —+v/—c¢, o que implica que z?+c¢ > 0. Assim, continuando com
0 mesmo raciocinio, temos (T3, yar) € [2x, ] X [2x,¢], com —1 < 29 < 21 < ... < 2, < —y/—ce
min{wzsy, ys3x } < —v/—¢, para todo k € N.

Sendo assim, (z,), é uma sequéncia crescente e limitada. Portanto, (z,), admite limite [.

Logo, temos
g)=l=1llP+c)+c=l= P+ (c—1)l+c=0=1€{-1,a1,a2}.

Absurdo, pois por construcao temos —1 < zp < 21 < ... < 2z, < ... <[ < —y/—c<c< a1 < as.
Assim, existe N € N tal que fV(z) € Y.
Caso2: z=—-le—-1l<y<ec
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‘az ‘az
1+c 1+c
R: Ro R: Ro
-1 1+c R -1l ¢ a1 1+C R
R, TS
Rs U R 21 Rs
-1 -1

Figura 4.4: Retangulos R, S, T, U.

Temos que f(x,y) = (~y+¢,—1) € Ry, f*(v,y) = (y,—y +¢c) € Rie f*a,y) = (—y* +cy +
c,y) € Ry. Seja (wg,90) = f3(x,y). Dai, temos (g, y0) € Rz, com 7y > —1 e yo > —1, caindo
no caso 1.

Caso 3: —l<zrx<cey=-—1.

Temos que f(z,y) = (—z + ¢, z) € Rs, f2(z,y) = (-2 +cx+c¢,—x +¢) € Ry e fA(x,y) =
((—z*+cx+c)(—z+c)+c, —x*+cx+c) € Ry. Seja (xo,yo) = f3(z,y). Dai, temos (g, yo) € Ra,
com zg > —1 e yg > —1, caindo no caso 1.

g

Denote por (ver a figura 4.4) R = [a1,0] X [¢,a1], S = [a1,0] X [a1,0], T = [¢,a1] X [a1,0] e
U=lc,a1] X [c,a1]. Entdao Y = RUSUT UU. Provaremos que, se z € Y, entao lim f"(z) =
n—oo

a=(ay,ay).

Lema 4.2 Os sequintes resultados sdao validos:
f(R)Cc SUT.

f(8) c

f(I)cUUR.

fU) c

Demonstracao: 1) f(R) C [c,cay + ¢| X [aq,0].

Mas ca; + ¢ < 0 (pois ca; > 0) e cay +c < c?*+ ¢ < 0. Logo f(R) C SUT.

2) f(S) Cle,a] x [a1,0] =T.

3) f(T) C ([e,car + ¢] X [c,a1]) C ([¢,0] X [¢,a1]) = U UR.

4) f(U) C ([ay, 2+ ] x [c,a1]) C ([a1,0] x [¢,a1]) = R.
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Lema 4.3 Se —0,94 < ¢ < 0, entdo |c||a| + |a1]® + |¢|*|ai]® < |c|.

Demonstragao: Seja c € R, —1 < ¢ < 0. Queremos mostrar que ca; — a + a3 + ¢ <0, ou
seja, ca; + (¢ — 1)a} + ¢ < 0.

Observe que a3 = aya? = ay(a; —¢) = a? —ca; = a; —c —ca; = (1 — ¢)a; — c. Dali,

car+ (A —=1)al+c<0<=ca;+(-1)((1—c)ag—c)+¢<0

_ _ 4 _ 4 3
1—+1—14c S c 2c —ngc c 6c+ 1

2 —A+c34+2c—-1 —ct4+c3+2c—-1

98 — 6¢” 4+ % — 36¢° + 18¢* — 2¢3 +36¢2 — 12¢ + 1
AB—=2cT 4+ —465 +6¢* — 263 +4c2 —4e+ 1

<—1—4c<
= A -4 -2+ P+ 4t +4c—-1<0.

Seja h : R — R definida por h(x) = 2% — 425 — 22 + 2® + 42% + 42 — 1 Dai, temos que
h'(x) = 8x" — 20x* — 82 + 32? + 8x + 4 e I (x) = 5625 — 8023 — 242? + 6z + 8.
Observe que, para —1 < z < 0, temos h”(z) > —80x3—24x% e —8023—242% > 0 se, e somente
se, v < —0,3. Além disso, se —0,3 < z < 0, entao h”(z) > —24(0,3)2 —6-0,3 +8 = 4,04 > 0.
Com isso, seque que o grafico de h no intervalo | — 1, 0] apresenta concavidade voltada para
cima. Além disso, temos que h(—0,95) = 0,082156681 > 0, h(—0,94) = —0,072496892 < 0 e
h(0) = —1. Portanto, h(c) < 0, para todo —0,94 < ¢ < 0, ou seja, |c||ai|+ |a1 > +|c]*|ai]® < |e|.
O

Para demonstrarmos o préximo teorema, para cada X € {R,S,T,U}, denotaremos por
X(a,b) = {(z,y) € X : |z —ai] < ael|y—ay] <b}. Sendo assim, temos R = R(|a1|, |a1]?),
S =S(lail|ar]), T =T(lai[*, Jas]) e U = U(Jar[? |ar]?).

Teorema 4.2 Suponhamos —0,94 < ¢ < 0. Sez € Y = [¢,0] X [¢,0], entdo lim f"(z) =

n—-+o0o
(CLl, al) .

Demonstragao: Observe que |c| = |ai| + |a1|* e também que zy — a3 = 2y + ¢ — a;.
Seja z = (xg,yo) € Y. Pelo lema 4.2, basta tomar z € R.
1.1) Se (z,y) € R(la1], a1]*), R = [a1,0] x [¢, a1], entao
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a; <z <ay+ |ai]

= a — | <zy<ad+ | = —|af <zy—add <|af,
a—|afP<y<a

ou seja, f(R(|a1],|a1|?)) C S(lasrf?, |ar|) U T(|a1]?, ]as]).

1.2) Se (x,y) € S(|a1]?, ]a1]), S = [a1,0] x [a1,0], entdo

a; <x <ap+ |a)?

— |a1]* — [a1]? — |aa|* + 0} <2y < af = |2y —af] < Jai]?,
a; <y <a+|a|

ou seja, f(S(la1l*,]a1])) € T(|asf*,]as1]?).

1.3) Se (z,y) € T(Ja1 |, [aa]*), T = [c, a1] x [a1,0], entdo

ap— a1 <z <

s = ai — |ai|* <y < af + | = —|ai|* <3y —af <y,
a; <y <a+|a|

ou seja, f(T(|ar? |a1]?)) C U(lar]*, a1|*) U R(Jax[?, |as]?).

1.4) Se (z,y) € U(lm[*, |a1]*), U = [¢,a1] X [e, 1], entéio

arlalSrsm <t + al +
ar =l <y <a
= ay —af < |ai*(Jas| + |aa’ + |aa[*).
Mas, temos que |ai| + |a1 > + |a1|* < |c| = |ay| + |a1]? se, e somente se, |a;| + |a;]? < 1. Logo,
vy —ai < |clJasf?, ou seja, f(U(Jas|*, |a1]*)) € R(lclasl? [as*).
1.5) Se (z,y) € T(la1|?, |a1|), T = [c, a1] x [a1, 0], entao

a —la? <z <a

P so<a — a; — ||’ <ay <af + | = —|ai P <2y —af <yl
a1 <y <a+|a|

ou seja, f(T(|ar]? |a1])) C U(lar*,|ar]?) U R(|as]?, Jay[?).

1.6) Se (2,y) € Ullar [, lax]2), U = [e;ar] x [e, aa], entiio

ar— |l <z <a
) = a’ <zy <ad+2la]P + || = 2y — af < |ay|(2]a1]? + |a?).
ay —|a]* <y <ay
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Mas, temos que 2|a;|? + |a1]* < |¢| = |a1| + |a1|* se, e somente se, |a1] + |a1]* < 1. Logo,
vy — ai < |clJasl, ou seja, f(U(Jasl,|a1]?)) € R(lcllaal, as[?).

Com isso, temos o primeiro diagrama da dinamica de f do caso 1.1 ao caso 1.6:

f ! f f
R(la1|,]a1]?) ——= S(la1?, a1 ]) ——= T(|a1|*,]a1|*) ——=U(la1[*, |a1|*) ——= R(lcl|a1|?,|a1|*)

R(la1]*, |a1|?)

f f
T(la1|?,]ar]) ——U(Ja1]?, |a1|*) —— R(|c[la1], |a1[?)

R(la1]?, |a1]?)

Sejan; =min{n € N:n > 0e f"(x,90) € R}. Assim, temos que f™ (zg,v0) € R(|c||a1], |a1|?).
2.1) Se (z,y) € R(|cl|a1], |a1]*), R = [a1,0] X [c, aa], entdo

a; < x<a+|clla
- == ai — |c||a1|” L xy < af + |a1|° = —|c||la1|" L2y —a ay|”,
1 1 |H 1‘ % 2< <% 3 2< %< 3

a; — |la)* <y <ay

ou seja, f(R(|cl|al, |a1]?)) € S(larf, |cllas]) U T(|c[|as|?, |c]|as]).
2.2) Se (z,y) € S(|a1]?, |c||ai]), S = [a1,0] X [a1, 0], entao

a <z <ag+|af? — ]t — i — ||t + a2 < 2y < @2
a1 <y < ay + €lay|
= |zy — a?| < €lar* + |ag]? — €|ay|*
Como |a;| < |ay] + |a1|* = €, temos que |x — a?| < €|ay|(|ai]| + |a1]? — |a1]?) < €|as| ou seja,
F(S(lar P, elan])) € T(eaal, |as]).
2.3) Se (z,y) € T(|c]*|ayl,|a1|?), T = [¢, a1] x [a1,0], entao

ay — |cPlay| <z < ay

. = a—|al <ay < af +efla]’ = —|al* <@y —af < o],
a1 <y < ap + [y

ou seja, f(T(|c|?|ar],]ar*)) C Ular]*, e*las]) U R(le[*|as]?, |c]?|ar]).

2.4) Se (z,y) € U(|ar|*, |c|?|asr]), U = [¢, a1] X [¢, ay], entdo

a; — | * <x <y
) — af < zy < af + | |lai ]’ + |a|” + |c*|ad .
a; — |c]flar| <y <ay
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Como |a;| < |¢] < 1, entao zy —a? < |c|?|ai|* + |c||ar|* + [c[*|ar]® < |el|ar](Jar] + a1 |? + |ai|*) <
|c?la1]. Assim, temos f(U(|a1]*,|c|?|a1])) C R(|c[*|adl, as]*).

2.5) Se (x,y) € T(|cllas|* [cllas]), T = [e, 1] x [as, 0], entdo

a; — lcllai]? <z < ay

= ai—|d|a]* < zy < af+|dl|a]P = —|d|a]? < zy—af < |c||a]?,
a1 <y < ar+|cljai]

ou seja, f(T(|cllaif*,[ellar])) € U(lellar]?, |ellai]*) U R(|ella [, [ef|ar]?).

26) Se (2,) € Ullcllarl? lellarf?), U = [e, 1]  [e, 1], entio
a; — el <z <a
bl S TE e oy <@ 2l + ePla?
w = lellaf <y < a
— oy @ < [ellar](@lar? + [ellarf?).
Logo, oy — a? < [ef?|aa]. o seja, FU(|cllas]*. ellar 2)) € Rlel?aal, leaa ).

Com isso, temos o segundo diagrama da dinamica de f do caso 2.1 ao caso 2.6:

f f f f
R(lella],|a1]?) ——= S(la1|?, lellar|) ——= T(|c[?|as], |a1]*) ——= U(lar|*, |c|*|a1]) ——— R(lc[*|ax],|a1[*)

R([c]?|a |, |c]?|as])

f f
T(lellar]?, |ellar]) ——= U(lella1]? |ella1|*) ——= R(lc[*|ax], |c]la1]?)

R(lel|az]?, |c||a1|?)

Seja ne = min{n € N:n >ny e f"(x,yo) € R}. Assim, temos que
fr2(xo,90) € R(|c[*|as], c*|ar]).

Agora, para i = 3,...,k+ 1, sejan; = min{n € N:n >n;_; e f*(x9,y0) € R}. Suponha
que para i = 3,...,k, tenhamos f"(xg,40) € R(|c|*|a1|,|c|*|ai]) e provemos que f™+1(zg,yo) €
R(c[*|aal, [e/**]ar]). De fato,
k+1.1) Se (z,y) € R(|c[*|as], |¢|*|a1]), R = [a1,0] x [c, a1], entdo

a <@ <atello a? — |e|*lai]? < 2y < a? + |c|¥|as|?
ar — |elflai| <y < an
= —|dfa|* < zy —af <|cff|a?,

ou seja, f(R(|c[*|aal, |e[*|as])) € S(lef*|ar |, |e|*lar]) U T (|ef*|as |, [e]|ar]).
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k+1.2) Se (z,y) € S(|c[f|a1|?, |c|*|ai]), S = [a1,0] x [a,0], entdao

a1 <z < ay + |efF|ay|?
i = |c[**|a1* — [e[*|ar]* = |¢|*|ar* + af < 2y < af.
a1 <y <a+|c]*ai]

Assim, temos |zy—ai| < [e|*|ar[*+]e|*|ar[*—[c[*|ar[* < [e]*|ar|(Jar|+a1 *=c[*|as]) < le[**aa.
Logo f(S(lef*|as|?, [e[*lar])) € T(le[**aal, |e[*|as ).
k413) Se (z,9) € T(el ], e ), T = e, ]  [an, 0], emtio

ay — |e/f*Ya | <z < ay

e @ — el < oy < o} + |l
ar <y < ay+ [eff|ai]
= —lcfflaaf® <@y —ai < e Ha?,

ou seja, f(T(|c|*Haul,[c[*|ar[*)) € U(lef*larf, e[ Hai[) U R(Ie[* Haa [*, |e[*+H]aa]).

k+1.4) Se (z,y) € U(|c[f|ai|?, |c|*T|a1]), U = [c,a1] x [c, a1], entdo

a; — |cfflaP <2 < oy
= af < ay < af + o ai* + fefflaa]* + e a [
ar — |c*ay| <y < ay
ou seja, vy — ai < |c[*lar|([cllas| + |a1]* + el Has[*) < lel*las|(ellar] +|as]® + [c[*|as[*). Como
pelo lema 4.3 temos |c||ai| + |a1]® + |c]}|ai|® < |c]|, segue que xy —a? < |c[*+t]a;|. Assim, temos
FO(elflasl?, e aa])) € R(le[**Haal, [e]*|as]?).
k415) Se (2,9) € T(lel¥lar 2 [ef¥lan]), T = [e, ]  [ar, 0], emtiio
ay — |e|Mla P <z < ay
. ai — |c[*|lar* < 2y < af +[cff|a|?
ar <y < ar + |c[f|ai]
= —ld*lar]* < 2y —af < [cf*|ar],
ou seja, f(T(|c[*|asl [c*|a1])) € U(lef*larl?, lef*|ar]*) U R(Ie[*|as]?, [e]*|as]?).
k+1.6) Se (z,y) € U(|c[F|a1]?, |c|¥|ai]?), U = [c,a1] x [c, a1], entdo
ay — |c[fla;]? <z <a
Tl =S <y < el ¢ e
ar = |cffla]* <y < ay
= 2y —ai < |cf*|ar](2]ar]? + [ef*[as ).
Logo, zy — ai < |c[**!|a1], ou seja, f(U(|c[*|ar[*, |c[*|a1]*)) € R(|e|*]aul, |e]*|ar]?).

Com isso, temos o (k+1)-ésimo diagrama da dinamica de f do caso k+1.1 ao caso k+1.6:
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f f f f
R(lcl*la1], [e[*]a1]) —— S(le|*|a11?, [e[Fla1|) —— T(le[*|a1], [e[F]a1|?) —— U(Jc|*|a1]?, le|* T ]a1]) —— R(lc/* T a], [c|*|a1]?)

R(le[® 1 |aq|?, e[FH1

la1l])

f f
ki 12 (alk Kio 12 ok, (2 k41 ki, 2
T(|el*la1l?, ]e]*la1]) ——— U(le|*]a1]?, e|*]a1]?) ——— R(le[* T a1, [e[F]a1]?)

R(le|*la1]?, |c[*|a1]?)
Em outros termos, temos f™+1(xzg, o) € R(|c|*|ay], |c|*|as]).
Além disso, observando os diagramas, provamos que para todo inteiro k£ > 1, temos

max {|z; — a1, |y; — a1|} < ek|a1|.
N <i<Ng41

Como —0,94 < ¢ < 0, temos que lim f"(2) = (a1, a1).

n—-+4o0o

4.1.3 Caracterizando W?*(6)

Sejam Ay, = {z € R* : f?"(z) € A, Vn € N} e Hyy = {2z € R* : f?(2) € H,, Vn € N}.
Provaremos que W#(0) = Ay, U Hs,,.

Denote por (ver a figura 4.3) A = [0,as] X [ag, +00[, B = [-1,0] X [1 + ¢,400[, C =
]—o00,—1]x[0,14¢], D =] —00, —1] x [-1,0], E = [-1,0] x| —o0, —1], F = [0, 1 +¢]x] — 00, —1],
G =[1+c +oo[x[-1,0], Hi = [1 4+ ¢, as] x [0,as], Hy = [az, +00[X[0, as].

Lema 4.4 Os sequintes resultados sao vdlidos:
f(A) C BURyU Ry U Hy U Hy;

B) C DU Ry;

C)

D)

f(E) C RyUR3 UG,
F)yc RiUC;

G)

H,) C BURO UH;;
f(Hy) CBUAUL.

@@N@P‘r’;@!\"!‘

I
i
I
T
I
I
I
I

Demonstracao: 1) f(A) C [¢, +0oo[x[0,as] C BU Ry U Ry U H; U Hy;
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2) f(B) C] —o0,c] x [-1,0] C DU Ry;

3) f(C) C] —o0,¢]x] —o0,—1] C NUE;

4) f(D) C [¢,4o00[x] —00,—1] C EUF U P;
5) f(E) C [e,+00[x[-1,0] C Re UR3 UG,

6) f(F) C] —o0,¢] x[0,14+¢] C RyUC,

7) f(G) C] — oo, ] X [1+ ¢, +o0[C M U B;

8) f(Hy) C [e,ag) X [1+¢,a2) € BURyU Hy;
9) f(Hy) C e, +00[x[ag, +oo[C BUAU L.

Proposigao 4.11 Seja z € A. Se f2"71(2) € Hy e f?"(z) € A, para todo inteiro n > 1, entdo
lim f"(2) = (az, az).

n—-4o00

Demonstragao: Seja z = (z9,1yo) € A e suponha que [ Yzg,y0) = (Tan_1,Yon_1) € Ho €

1?0, Y0) = (T2n,Y2n) € A, para todo inteiro n > 1. Assim,

0 <2y < ay, ay < yp < o0,

ay — ¢ < xoYo < 00, —c<xor1 < a9 —¢, ag — ¢ < Toxy < 400. (4.4)

Pela relagao (4.4), temos zor1 < as — ¢ < xToyp € Tor1 < ay — ¢ < Ty, OU seja, Yo = 11 < Yo €
Ty < X9.
Assim, por indugao, deduzimos que (z3,), é uma sequéncia crescente convergente e (4o, ), é uma
sequéncia decrescente convergente. Sejam [ = limxg, = limys, 1 € ' = limy,, = limxg, 1.
Como Top19 = Toni1Yonil + C € Yopio = Topr1 = Toplon + ¢, segue que [ =l +cel =1+ c,
ou seja, [ = I'. Logo, temos [ = [? + ¢, ou seja [ € {ay,as}. Como [ > 0, segue que [ = as.

O

Proposicao 4.12 Se z € Hy \ {(ay, as)} entio existe N € N tal que fY(z) ¢ H,.

Demonstragao: Seja z = (z9,y0) € Hi \ {(ag,a9)}. Logo 1+ c<xg<azel <y < as.
Caso 1: max{xo, 4o} < as.
Suponhamos que f"(z) € H, para todo n € N.

Seja zp = max{zg, Yo} < ay e defina a sequéncia z; = 22 + c e 2, = 2,_12,_2 + ¢, para todo

inteiro n > 2. Dai, temos
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I+e<zg<2z9<as 0y <z <ag,
l+ce<z<z224+c=2z,0<y <2z < ay,
I+ce<xy <2021 +¢c= 22,0y < 2,

l+e<mp <2zp, 0<yn < 2,
para todo inteiro n > 1. Observe que z, > 1+ ¢ > 0, para todo n € N. Além disso, temos que

0<l4c<zp<aa=0<1l+c<z =z +c<z2<a =
0<l4c<zm=zizp+c<22+c=2z <2z <ay =
O<l4c<zym=mnt+c<znzngtc=n<n1<zn<a —.. . —

0<l4c<z,<zp1<...<2z <2zy< ag, para todo inteiro positivo n.

Logo (z,), é uma sequéncia positiva, decrescente e convergente. Seja [ = lim z,. Como z, =
Zn_17n_2 + ¢ segue que | = [* 4 ¢, ou seja, | € {a;,as}. Absurdo, pois, por construgao, temos
a <0<l4+ce<l<z<as.

Logo, existe N € N tal que fV(z2) ¢ H;.
Caso 2: g =as e 0 < yp < ao.
Dal 77y = agyop + ¢ < a2 +c=ay, y1 = Ay, To = T1a3 +c < a3+ c=ay e Yo < ay.

Se (x2,y2) € Hy, entdo o resultado segue do caso 1.

Se (x9,y2) ¢ Hi, entdo o resultado é valido para N = 2.
Caso 3: 1 +c<xy < aseyy=as.
Daf 21 = mgas +c < a2 +c=ay e y; < as.

Se (x1,11) € Hy, entdo o resultado segue do caso 1.

Se (x1,y1) ¢ Hi, entdo o resultado é valido para N = 1.

O

Observe que, pelo lema 4.4, temos que f(z) € (AU Hj), implica que z € (AU H,). Além
disso, f(R?\ (AU H,)) C (R?\ (AU H,)). Dali, pelas proposigoes 4.5, 4.11 e 4.12, segue que
AH2 U HQA == WS<((12, CLQ)).

4.1.4 Caracterizando W*(p) U W?(f(p)) UW*(f*(p))

Nessa subsegao, provaremos que (KT \ (W#(0) UTW*(a))) = (W*(p) UW?(f(p)) UW*(f%(p))).
Denote por D = Ry U Ry U Ry U R3 U Ay, U Ho 4.
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Proposigdo 4.13 Seja V := K+ \ U2 f~(D). Entio, V.= W?*(p) UW*(f(p)) UW*(£2(p)).

Demonstragao: Supoe V # (). Entao V C AUBUCUDUFEUFUGU H; U H,. Para cada
X e{A B,C,D,EF G,Hy, Hy}, denote por X' = X NV.
Pelo lema 4.4, temos (ver figura 4.5)

Figura 4.5: Ciclo na filtracao.

1. f(AYC B UH|UH); 4. f(D'YC E'UF; 7. f(G') C B;

2. f(B") c D 5. f(E") C G 8. f(Hy) C B"UH{;
3. f(C") C E; 6. f(F') C 9. f(H)) Cc BUA.
Se z € AU H] U H,, entao segue pelas proposicoes 4.11 e 4.12 que existe N; € N tal que

M(z) e B.

Seze BBUC'UD'UE"UF' UG, entao percebemos pela figura 4.5 que existe Ny € N tal
que fN2(z) € G'. Assim, se z € G' C G, entdo

f(z)e fF(G)NB C [—1,¢] X [1 + ¢, +o0],

fAz) el —oo,c(l+c)+c x[=1,d)ND C (] —o00. — 1] x [-1,]),

F3(2) €0, 400[x] —00,—1] = f3(2) € F' = f(2) e ' = f?(2) € I,
e assim, como j& vimos, teremos f(z) € G', f"*1(z2) € B, f"*%(z) € D', fo"*3(2) € F,
foti(z) € C', f5"*5(2) € E', para todo n > 1.

Sendo assim, nos resta estudar o ciclo G'B'D'F'C'E'G" (ciclo representado na figura 4.6).
Sem perda de generalidade, seja z = (zg,y0) € F’. Assim, para todo inteiro n > 0, temos
fo(z) € F, fot(2) € C, f""2(2) € E, f"3(2) € G, f"™(2) € B, f"*3(z) € D. Entao,

temos
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Figura 4.6: Ciclo na filtracao.

0<zg<1l4+¢, —00<y < -1, (4.5)
—co<zoyg < —1—¢, —1—c<x209 < —0F (4.6)
—1—c<x20 < —0¢, 1 <mo11 < +00, (4.7)
—1—c<a319 < —¢, —o0<myr3<—1-—c, (4.8)
—c<wsry <1, —o0 < axgr5 < —1—c. (4.9)

Pela relagao (4.6) temos zoyo < xox1, OU seja, Yo < T1 = Yo.

Pela relagao (4.8) temos z314 < x3x9, ou seja x4 < o < 0.

Como x4 < x5 < 0ex <0, segue que z174 > 122 Dali, pelas relagdes (4.9) e (4.7), temos
Tsxy < o1 < 2124 €, como x4 < 0, segue que x; < z5. Dai, yo < 1 < x5 = ¥s.

Pelas relagoes (4.9) e (4.7), temos x5x¢ < x129. Como 1 < x5 < —1 e xy > 0, segue que
ror1 < ToTs5. Logo, temos x516 < 11709 < Tox5, OU S€ja, Tg > To.

Com isso, concluimos que (Zg,)n € (Yon)n SA0 sequéncias crescentes.
Afirmagao: Tim_ " (z0,1) = (1 +c.~1) = £(p).
De fato, sejam lim z¢, = [ e lim ys, = I’. Dai, temos f¢(I,1') = (I,1'). Suponha (I,1") # (1+c, —1)
e seja (a,b) = f°(1,1'). Da mesma forma que provamos que zy < Tg € Yo < ¥s, temos que [ < a
el’ <b Como0<IlI<1l+cou-—oo <l < —1, deduzimos que | < a ou I’ < b, ou seja,
f8(1, 1) # (1,1). Absurdo. Portanto, (I,I') = (1 + ¢, —1).

O
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Observacao 4.2 Foi preciso supor que —0,94 < ¢ < 0 somente para provar o lema 4.2.
Conjecturamos que o teorema 4.1 € verdadeiro para —1 < ¢ < 0. Além de provarmos o teorema
4.1, provamos que se —1 < ¢ <0 ez € KT, entdo ou existe N € N tal que f"(z) € [¢,0] X [c, 0],
para todon > N, ou z € WH(O)UW*(p)UWS(f(p))UW*(f%(p)), ondep = (—1,—1), 0 = (az,as)

e ay = 1+\/2174c.

4.2 Caso particular da conjectura 3.1

A conjectura 3.1, nos diz que 0,:(S) = E, onde 0,(S) = {A € C : (g(N))n>0 € limitada} e
E={\e€C: (Ynlgr,(N),qr(N)))n>2 ¢ limitada}, onde g,(\) = ¢, estd definida na defini¢ao
3.1, para todon > 0, ¥, = ¢n0Ggn10...0gs € g, : C2 — C? é definido por g,(z,y) =
(%xy — (% — 1) ,x), para todo n > 2.

Iremos provar um caso particular dessa conjectura. Seja p; = p para todo ¢ > 1. Dai, temos

que g,(z,y) = <%xy — (Il) — 1) ,:1:), para todo n > 2, ou seja, ¥,10 = ¢g" = go...o0g, para

n vezes

todo n > 0. Observe que ENR = {X € R : (¢"(qr, (N), ¢, (N)))n>2 € limitada} = {\ € R :
(9" (qr (A)s @ry (N)))n>0 € limitada}.
Sabemos que 0,,(S) C E. Iremos provar, nesse caso particular, que existe § > 0 tal que se

p>d entao ENR C o, (5).

Observacao 4.3 Seja A € R e suponhamos que (qr, (N))n>o € limitada. Pela definicdo 3.1, se
provarmos que [],c 4 |ar, (A)| < +00, onde A(A) :={n € N: [qr,(A)| > 1}, entdo (¢a(A))n>1

€ limitada.
Teorema 4.3 Se p > #5, entao ENR = o, (S) NR.

Demonstragao: Sejam f,h : R? — R? fungoes definidas por f(z,y) = (xy+ %,x) e
h(z,y) = (px,py). Observe que g" = ho f" o h™!, para todo n > 0.
: _ p-1 —1+v5

Seja ¢ = £5. Como p > =32 segue que —1 < ¢ < 0.

Seja A € ENR. Logo (¢"(qr,, qr,))n>0 ¢ limitada, ou seja, (ho ™o h™ (qr,, qr,))n>0 ¢
limitada. Seja z = gg, e observe que ¢"(z,2) = (¢r,, qr,_,), para todo n > 1. Pela observacao
4.2, segue que ou existe N € N tal que [ o h™(z,2) € [c,0] X [¢,0], para todo n > N,
ou hl(z,z) € W*(0) UW?*(q) UW?*(f(q)) UW?*(f*(q)), onde ¢ = (—=1,-1), 0 = (az,a2) e
as = 14++/1—-4c

e

Iremos considerar todos os casos:
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a) Se existe N € N tal que f" o h™1(z,2) € [¢,0] X [¢,0], para todo n > N, entdo existe
N € N tal que (qr,,qr,_,) = 9"(z,2) € [pc,0] X [pe, 0], para todo n > N, ou seja, temos que
lgr,| < |pc|] < 1, para todo n > N. Com isso, segue que A(A) é um conjunto finito e, pela
observacao 4.3, (¢, )n>1 ¢ limitada.

D) Se h(2,2) € W(g) UW(f(@)) UW*((q)), entio lim, e 5 0 h'(z,2) = g,

lim, 40 27T 0 h71(2,2) = f(q) e lim,yoo f2"T2 0 h71(2,2) = f%(q), para algum [ €

3n+l ( 3n+i+1 (

{0,1,2}. Portanto, temos lim, ¢ z,z) = h(q) = (—=p,—p), lim, 51009 z,2) =
hf(q)) = (p + pe, =p) e lim, 400 **F2(2,2) = h(f*(q)) = (=p,p + pc), para algum [ €
{0,1,2}. Assim, como | —p|,|p+pc| <1e g"(z,2) = (¢r,,qr,_,), para todo n > 1, segue que
existe N € N tal que |gr,| < 1, para todo n > N. Logo, segue que A(\) é um conjunto finito
e, pela observagao 4.3, (¢ )n>1 € limitada.

c¢) Se h™1(z, 2) € W*(#), entao pelo que vimos no capitulo anterior, temos que ter f2*(h='(z,z2)) €

Hy e f7"1(h7Y(z,2)) € A, para todo n > 0, ou f2"(h7'(z,2)) € Ae [T (h7Y(z,2)) € Hy,

para todo n > 0, onde A = [0,as] X [ag, +o0] e Hy = [ag, +00[x[0,as], ou seja, temos
que ter g2n(272) € [pa2,+oo[ [0 pa ] [1 +OO[ [Oa 1] € 92n+1(zvz) < [OvpCLQ] X [pa2,+oo[=
[0,1] x [1,400], para todo n > 0, ou ¢*"(z,2) € [0,pas] x [paz,+oo[= [0,1] x [1,+o0] e

g (z,2) € [pag, +o0o[x[0,pas] = [1,+00[x][0,1], para todo n > 0. Assim, para n = 0
terfamos go(Z7Z> = (Z7Z> = <QF07QF0>a com gr, € [17+OO[ € dr € [07 1]) ou Sejau dry, = 1. Mas
isso segue que ¢"(z, z) = (1, 1), para todo n > 0 e, portanto, temos (g,),>1 limitada.

De a), b) e ¢), segue que X\ € 0,4(5), ou seja ENR = 0,,(S) NR.
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