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RESUMO

O presente trabalho teve como objetivo inicial introduzir o formalismo lagrangiano, afim
de enunciar o principio de minima a¢ao, este serd necessdrio para obten¢do da equacgao de
campo de Einstein para o vicuo e do tensor energia-momento. Posteriormente, partindo
das transformacdes de Galileu seguidas pelas transformagdes de Lorentz estabelecemos
as bases matematicas do chamado espaco de Minkowski. Isso nos permitiu estabelecer
objetos geométricos fundamentais da relatividade geral, tais como, o tensor de Riemann e
suas contragdes com a métrica. Tais resultados sdo utilizados para a obtengdo das equagdo
de Einstein no vacuo. Em seguida, obteve-se o tensor energia-momento candnico, a partir
do teorema de Noether e do principio de minima a¢do, e observou-se que este nao era
adequado para se igualar ao tensor de Einstein, pois este ndo era simétrico, entdo utilizou-se
o método de simetrizacdo de Belinfante-Rosenfeld afim de simetrizar o tensor energia-
momento candnico. Ainda, apresentamos o método da métrica, a qual € possivel obter
o tensor energia-momento simétrico. Aplicamos esses métodos para teoria de Maxwell,
Dirac e Rarita-Schwinger. Em que, para as teorias de Dirac e Rarita-Schwinger tratamos

das sutilezas de se lidar com férmions, para o cdlculo do tensor energia-momento.

PALAVRAS-CHAVE: tensor energia-momento; relatividade geral; férmions.



ABSTRACT

The present work’s initial objective was to introduce the Lagrangian formalism, in order to
state the principle of least action, which will be necessary to obtain Einstein’s field equation
for the vacuum and the energy-momentum tensor. Subsequently, starting from Galileo’s
transformations followed by Lorentz’s transformations, we established the mathematical
foundations of the so-called Minkowski space. This allowed us to establish fundamental
geometric objects of general relativity, such as the Riemann tensor and its contractions with
the metric. Such results are necessary to derive Einstein’s equations in a vacuum. Then,
the canonical energy-momentum tensor was obtained, based on Noether’s theorem and the
principle of least action, and it was observed that it was not suitable to equal Einstein’s
tensor, because it’s not symmetric, so the method of Belinfante-Rosenfeld symmetrization
in order to symmetrize the canonical energy-momentum tensor. Furthermore, we present
the metric method, which makes it possible to obtain the symmetric energy-momentum
tensor. We apply these methods to Maxwell, Dirac and Rarita-Schwinger theory. In which,
for the Dirac and Rarita-Schwinger theories we deal with the subtleties of dealing with

fermions, for the calculation of the energy-momentum tensor.

KEYWORDS: energy momentum tensor; general relativity; fermions.
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1 INTRODUCAO

Sabemos que o universo é descrito pelo modelo cosmolégico padrao ACDM.
Temos conhecimento que a matéria baridnica corresponde a 5% da matéria total do universo
e que 95% sdo divididos em matéria escura ou ndo bariénica com 25% e energia escura
com 70%. Sendo esses componentes importantes devido a sua interagdo gravitacional.
Entao, buscam-se particulas candidatas a matéria escura, sabendo que estas estdo fora do
modelo padrao. Acreditamos que um possivel candidato seriam particulas de spin-3/2,
descritas por um espinor-vetor de Majorana, portanto desprovido de carga elétrica. A
maneira pela qual isso poderia ser considerado no contexto da cosmologia seria através do
calculo do tensor energia- momento, o qual compde o lado direito da equacao de Einstein.

O cdlculo do tensor energia-momento € um passo fundamental na formulacdo da
teoria classica de campos, pois captura a conservagao da energia e do momento, aspectos
essenciais para a compreensao das interacdes e da dinamica de sistemas fisicos. Esse
tensor também € central para a descri¢do da interacdo entre campos e a gravitacao, uma vez
que, segundo a relatividade geral, ele atua como a fonte do campo gravitacional. Portanto,
compreender e calcular corretamente o tensor energia-momento € crucial para qualquer
teoria de campos que vise descrever de maneira consistente as propriedades e a evolucdo
dos sistemas fisicos. Nosso interesse aqui recai especialmente em cendrios envolvendo
particulas com spin elevado, como no caso das teorias de spin-3/2.

E ainda, os modelos de spin-3/2 podem ser descritos em termos de espinores-vetores
de Majorana de duas componentes. Isso significa que esses espinores sdo simétricos sob
a operacao de conjugacgdo de carga, ou seja, comportam-se de maneira auto-conjugada.
Tal caracteristica os torna particularmente interessantes para cosmologia, pois abre a
possibilidade de utilizd-los como representantes da matéria escura.

E certo que uma tal afirmagdo, no &mbito do trabalho aqui realizado, precisa ser enca-
rada com cuidado: uma vez que tratamos aqui apenas dos espinores que entraram como
coeficientes de expansdo do campo quantico (e ndo do campo quantico em si) um estudo
sistemdtico mostrando que a neutralidade dos mesmos se coaduna com a neutralidade dos
estados de uma particula advindos da atuacdo do campo quantico se faz mister para o
estabelecimento de uma primeira caracteristica necessdria (embora ndo suficiente) para
elencar o modelo como passivel de descricao de parte de matéria escura. O ponto a ser
enfatizado no presente contexto, entretanto, € que como os espinores de Majorana nio pos-
suem carga elétrica e ndo interagem eletromagneticamente, compartilham caracteristicas
com os candidatos a matéria escura previstos em muitos modelos cosmoldgicos, sugerindo
potenciais aplicacdes na compreensao da composi¢cdo do universo e sua evolucdo.

Portanto, antes do cdlculo do tensor energia momento para particulas de spin-3/2,
estudaremos brevemente mecanica analitica, temos interesse no principio de minima acgdo,

ferramenta essencial para o estudo do tensor energia-momento e para obtencio da equacao
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de campo de Einstein, e ainda, temos interesse em fazer a passagem de discretos graus de
liberdade para infinitos graus de um sistema.

Posteriormente, uma revisao sobre teoria de grupos, pois desejamos entender o que é
um espinor e a dlgebra que este descreve, portanto, faremos um estudo sobre grupo de Lie,
SO(@3), SU(2) e grupo de Lorentz. Nos interessamos na representa¢ao espinorial do grupo
de Lorentz, e o gerador da parte de spin-1 do grupo de Lorentz.

Em seguida seré feita uma introducao a relatividade geral, bem como elementos dela,
com o intuito de construir a acdo de Einstein-Hilbert e obter a equacdo de campo de
Einstein, utilizando o ferramental apresentado a cima.

Posteriormente, obteremos o tensor energia-momento a partir do teorema de Noether,
e surgird a necessidade de simetrizagdo, utilizando o método de Belinfante-Rosenfeld e
um célculo alternativo para o tensor energia-momento, via métrica. Com tais motivagdes,
este trabalho tem o intuito de calcular o tensor energia-momento para teoria de spin-
3/2, passando por outras teorias, como a teoria de Maxwell e a teoria de Dirac, como
passo intermedidrio. De certa forma, este trabalho também se propde a uma revisao
das diferentes maneiras de se calcular o tensor energia-momento, bem como se presta a

entender as sutilezas relacionadas a este tema.
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2 MECANICA CLASSICA

2.1 FORMALISMO LAGRANGIANO E HAMILTONIANO

Nesta se¢@o faremos uma breve revisdo da formulacao lagrangiana e hamiltoniana no
contexto da mecanica analitica, utilizando (LEMOS], 2013). Seja a fun¢do lagrangiana
L(q1,-.-,Gn,G1, -, Gn, 1), ou de maneira compacta, L(qx,qx,t), com k = 1,....,n, onde os

q's denotam as coordenadas generalizadas.
L=T-YV, 2.1

onde 7' € a energia cinética e 1/ a energia potencial. A partir da fun¢do lagrangiana
definimos o funcional: .
2

S= [ L(g.q.t)dt, (2.2)

1
chamado de acdo. Do cdlculo variacional sabemos que no espaco das coordenadas gene-
ralizadas hé inimeras possibilidades de caminhos entre os instantes ¢; e ¢,, entretanto, o
caminho escolhido pela natureza é aquele cuja acdo € minima, esse é o chamado principio

de Hamilton codificado pela variagdo de (2.2)), de tal forma que:

to
55 =6 f L(g, d,t)dt = 0, 2.3)
t

1

ao variar .S, devemos ressaltar que o conjunto das coordenadas generalizadas formam um
conjunto linearmente independente, logo, as varia¢des dqis também serdo independentes,
exceto nos extremos do intervalo, quando se anulam. Portanto, a variacio da acdo resulta

cm:

Y Z ( 5qk + a—qaq'k). (2.4)

Note que, € possivel integrar por partes o segundo termo de (2.4):

to

oL R (2.5)

- dtz[__ﬁ(aq )]5Qk+z 2.0,

gy,

sendo que o segundo termo € nulo, pois as variagdes se anulam nos extremos do intervalo.

Utilizando o principio de minima agio em (2.5)

oL ,
f dt Z[T%_E(T%)]5Qk=0’ (2.6)

Como as variagdes sdo arbitrarias e mutualmente independentes a integral s6 pode ser
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nula se o integrando for nulo:

oL d /0L
=

S & aq,) 0, k=1,. 2.7)

as equagoes sdo chamadas de equacdo de Euler-Lagrange para sistemas holénomos.

Note que, a partir da lagrangiana, que € fun¢@o de (q, ¢), utilizando é possivel
encontrar as equacdes de movimento que descrevem o sistema. Entretanto, € possivel
introduzir outra fung@o que gera a dindmica do sistema, essa € chamada de Hamiltoniana,

definida por:
H(q,p.t Zquz L(q,q,1), (2.8)

em que p; € chamado de momento candnicamente conjugado a ¢;, definido por:

Di = 25’ 1=1,...,n. (2.9)
Tomando o diferencial de (2.8):
u oL oL
dH = i+ qidd;) dg; ) + —dt|, 2.10
;(qwq [2;( 8qiq)+(‘9t ] (2.10)
utilizando (2.7) e (2.9)), ficamos com:
dH = Z(depz Pidq;) — %fdt, (2.11)

entretanto o diferencial de H também €, pela definicao de diferencial, dado por:

dH = Z( g + gﬁdpi)+%—]:dt. (2.12)

Comparando as equacdes (2.11) e (2.12), concluimos que:

OH OH
ji = , Di=- , 1=1,..n, 2.13
= Pt g ! n (2.13)
) OH oL

As equacdes sdo chamadas de equacdes de Hamilton, essas formam um conjunto
de 2n equagdes de primeira ordem que descrevem o sistema. Entretanto no presente esta-
mos particularmente interessados em sistemas com infinitos graus de liberdade, portanto,
surgird a necessidade da passagem dos discretos graus de liberdade para continuos graus
de liberdade, o que serd fundamental para a descricao lagrangiana de teorias de campos
o que serd abordado no capitulo 4. Tendo em vista que nossa discussdo estd tomando o
rumo das chamadas teorias de campos, no proximo capitulo faremos uma breve revisao de

aspectos da relatividade restrita que serao fundamentais para a compreensao de tais teorias.
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3 RELATIVIDADE RESTRITA

3.1 TRANSFORMACAO DE GALILEU

Para pensar nas Transformacdes de Galileu (TG), podemos considerar uma corres-
pondéncia entre referenciais inerciais S e S’. Se adotarmos o caso particular em que a

velocidade v, produz o movimento do referencial S’ em relagcdo a S, conforme mostra a

Figura 1 — Movimento relativo entre referenciais S e S’.

SAy S'Ay

T Uy €T
O > o’ o >

A z’

Fonte: Autora

entdo, teremos uma correspondéncia entre os eixos dos referenciais, tal que:

T = x -t

! =

o ‘Z 3.1)
t = t.

Que sdo as chamadas Transformacdes de Galileu.

Percebemos que € possivel obter a cinemética do movimento para o referencial .S’
a partir de uma cinemdtica do movimento para o referencial S e vice-versa. A principal
caracteristica das Transformacdes de Galileu € que consideramos o tempo uma grandeza
absoluta entre os dois referenciais. Além disso a segunda lei de Newton € invariante
perante tais transformagdes'] No entanto, pode-se demonstrar que as leis de Maxwell ndo
seguem o0 mesmo caminho e isso nos levara as chamadas Transformagdes de Lorentz que

trataremos a seguir.

' Por hipétese a massa inercial com relaciio 2 S’ é a mesma que em relacdo a S, o que se trata de uma

excelente aproximagdo em regimes de baixas velocidades v << c.
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3.2 AS TRANFORMACOES DE LORENTZ

Como mencionado anteriormente, as leis de Maxwell ndo sdo invariantes perante as
transformacoes de Galileu, no entanto, serdo invariantes pelas chamadas transformacdes

de Lorentz, dadas por:

' = AMa-wvt),
y o=y

, 3.2)
= 27
o= Mt-%3),
em que:
A= #, (3.3)
1- 32
Uy
B = = (3.4)

Percebe-se que o tempo perde o status de quantidade absoluta e isso por sua vez
acarretard nos seguintes postulados:
e As leis fisicas sdo as mesmas em todos os referenciais inerciais;

e A velocidade da luz € um invariante.

As varidveis (x,y, z,t), podem ser organizadas através do que chamamos de qua-
drivetores. Os quadrivetores sdo quantidades vetoriais importantes na matematica do
espaco-tempo, podemos entender o conceito, usando o exemplo do quadrivetor posicao

(z#). Este, € definido por:
at = (ct,x,y,2) = (2°, 2!, 2%, 2%), (3.5)

em que 4 € chamado de indice contravariante e representa de maneira simplificada cada
componente do 4-vetor, notemos também que temos uma nova componente temporal, a

coordenada ¥ e as demais espaciais. As transformagdes de Lorentz, nesta notacéo ficam:

2V = Na®- B2, (3.6)
o' = Na' - B2Y), (3.7)
z? = a2 (3.8)
z? = 2 (3.9

Podemos definir também

Ty = (Ct,—ﬂf,—y,—Z) = (-To,ﬂjl,.fﬂg,l’g). (310)
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Assim, o indice p da equagdo (3.10) é chamado de indice covariante | Nesta nota¢do o

produto escalar entre z# € x,, se dd por meio da notacdo:

0

atz, = 2% + xlwy + 22wy + 2013, (3.11)

e as transformagdes de Lorentz estio codificadas na matriz A com elementos («, 3). Esta
matriz satisfaz:
Nyuw = AauAﬂynaﬁ, (3.12)

onde 7 é chamado de Tensor métrico de Minkowski dado por:

1 se p=v=0
Nw =1 -1 se p=v=4i;(i=1,2,3) (3.13)
0 se p+v

Este tensor € responsdvel por transformar um tensor ou um quadrivetor da notacao
covariante para contravariante e vice-versa, subindo e descendo seus indices.

Sabemos que o tempo perde o carater absoluto pelas transformagdes de Lorentz (pois
veja que ele também sofre transformacgdes), de modo que teremos outra constante, a
velocidade da luz. Estamos interessados em encontrar um invariante pelas transformagdes

de Lorentz e esse é chamado de elemento de linha ds?, dado por:
ds® = Adt? - da® = nagdr®da’. (3.14)

Para comprovarmos que este se trata de um invariante, pensemos em um sistema de
coordenadas x’® descrito por:
o _ «
dx'™ = A* dx”, (3.15)

entdo o elemento de linha sera:
ds"™ = nagda’da’”. (3.16)
Pela equagio (3.15)), a equagdo acima fica:

dSIQ

Nag A, AP |, dzda”

Ny dzt dz”

ds?, (3.17)

2 Na verdade a nomenclatura contravariante e covariante est relacionada 4 forma como os quadrivetores

se transformam perante transformacdes de Lorentz. Em resumo, aqueles que se transformarem como o
diferencial se transforma serdo chamados de contravariantes e o que se transformarem como o gradiente
se transforma serdao chamados de covariantes e essa ideia poderd ser estendida para objetos tensoriais
fazendo sentido chamar um tensor de rank arbitrario de contravariante, covariante ou misto (aquele que
possui indices em cima e em baixo).
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que evidencia a invaridncia do elemento de linha por transformac¢des de Lorentz. As
transformacoes de Lorentz, guiadas pela matriz A, satisfazem um conjunto de axiomas
matemadticos que define o que chamamos de grupo. Na préxima secio nossa revisdo aborda

esse tema com a intencao de conferir robustez ao nosso texto.
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4 TEORIA DE GRUPOS

4.1 INTRODUCAO A TEORIA DE GRUPOS

Inicialmente, apresentamos de forma sucinta as defini¢des fundamentais de grupos
e suas representacdes, como uma base para a compreensao dos grupos SO(3), SU(2) e o
grupo de Lorentz, os quais serdo abordados posteriormente. Para comecar, consideramos

os axiomas que formalizam o conceito de grupo:

b}

Definicao 4.1.1. Supondo G um conjunto ndo vazio que respeita uma operagcdo ” %7,
dizemos que G ¢ um grupo se as seguintes propriedades sdo respeitadas:

e Fechamento: Se a € G eb € G, entdo (a * b) € G;

e Associatividade: Y a, b, ¢ € G, teremos, (a * b) *x c=a * (b * c);

e Identidade: Existe um elemento identidade, I ¢ G, tal que, Ya € G, teremos,
Ixa=ax*1=a;

e Elemento inverso: Y a € G, existe um elemento inverso a=' € G, tal que , a * a™' =

-1

at xa =1

Além disso, se as propriedades anteriores forem satisfeitas e, adicionalmente, houver
comutatividade, isto é, se para todo a,b € G tivermos a * b = b * a, entdo o grupo € dito
abeliano ou comutativo.

Para definir representacdes, consideremos primeiramente a definicio de homomor-

fismo.

Definicao 4.1.2. Seja um mapeamento entre um grupo G em um grupo G', de modo que:
gi € G- g G 4.1)

Esse mapeamento é chamado de homomorfismo se as operagcbes de ambos os grupos
forem preservadas. Ou seja, se g1 * go = g3 para gi,92,93 € G, entdo g; * gy = g4
para os correspondentes elementos em G'. Se, além disso, o mapeamento for injetor, o

homomorfismo é chamado de isomorfismo.
Introduzimos entio o conceito de representagao.

Definicao 4.1.3. Seja um homomorfismo entre um grupo G e um grupo de operadores
T(G) em um espago vetorial V, dizemos que T'(G) forma uma representacdo do grupo G,
no espaco 'V, isto é:

g€G-T(g9); (4.2)

logo,
T(g1)T(g2) =T(g192), Vg1, 92 € G. (4.3)
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Notamos que a dimensdo da representacdo é a mesma do espaco vetorial V.

Se a dimensdo de V' € n entdo a dimensdo da representagdo € n. Veja que ha a

possibilidade de inimeras representacdes de um grupo.

4.2 GRUPO DE LIE

Um grupo de Lie € um grupo cujos elementos podem ser caracterizados por um
nimero finito de parametros continuos, com a dependéncia desses elementos em relacio
aos parametros sendo suave, ou seja, diferencidvel. A parametrizacio dos elementos do

grupo deve permitir transformacdes da forma:

a = f(a), 4.4)

onde f é uma funcio infinitamente diferencidvel, e os novos parametros a’ sdo fungdes
dos parametros anteriores a. Observe que o grupo obviamente deve satisfazer aos axiomas
que apresentamos anteriormente. Além disso, se todos os seus elementos sdo conectados a
identidade 1 por uma sequéncia continua e todas as caracteristicas descritas acima forem
respeitadas, o grupo é denominado grupo de Lie conexo.

Pelo que expusemos acima de maneira sucinta, os elementos de um grupo de Lie

conexo, A, permitem uma parametrizagdo do tipo:

A(a) = e’ X5, (4.5)

Sendo a” o pardmetro e Xz o chamado gerador das transformagdes do grupo com
B =1,...,N. Vale ressaltar que, a parametrizacao acima ¢é valida para todos os elementos
do grupo, pois estamos falando do grupo de Lie conexo, como por exemplo, o setor
ortécrono proprio do Grupo de Lorentz, que serd tratado no decorrer do trabalho. Nesse

caso, os geradores X5 satisfazem a seguinte algebra:
[Xom, X = i1 X, (4.6)

chamada de dlgebra de Lie, onde f;fm ¢ chamada de constante de estrutura do grupo. Sao
exemplos de grupo de Lie, o grupo de matrizes ortogonais n x n (O(N)), o grupo de
matrizes unitdrias n x n (U(N)), o grupo especial (pois essas matrizes tem determinante
igual a 1) de matrizes n x n unitarias (SU(V)), o grupo linear de matrizes n x n inversiveis
(GL(n)), dentre outros. Neste relatério, vamos abordar especialmente os grupos: SO(3),

SU(2) e o grupo de Lorentz. A seguir apresentaremos o grupo SO(3).

4.3 GRUPO SO(3)

O grupo SO(3) é o conjunto de todas as matrizes ortogonais 3 x 3 com determinante

igual a 1, também conhecido como o grupo das matrizes de rotacao. Pode-se demonstrar
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que os elementos desse grupo, representados pelas matrizes A, podem ser expressos na

forma (4.5)):
A=exp(if,H,), a=1,23. 4.7)

Veja que o niimeros de parametros corresponde ao nimero de angulos de rotagdo. A
transposta da matriz A fica:
AT = exp(-if3.H,), 4.8)

multiplicando por (4.8):
ATA=(1+B,H +..)(1+B,H,...), (4.9)
pela condicao de ortogonalidade do grupo, os geradores devem obedecer:

HT = —H,. (4.10)

0 ¢ -b
1BHy,=|-c 0 al. (4.11)
b -a 0

Podemos relacionar os parametros 3, com a, b, ¢, de modo que obtemos:
1BoeH, =1aHy +1bHy + icHj, (4.12)

e por fim, obter os geradores H,:

0 0 0 1 0 -2 0
Hy=10 0 —i|, Hy=|0 0 0], Hz3=|7 0 0}. (4.13)
b i O -2 0 0 0 0 0

Verifica-se que essas matrizes representando os geradores H, devem obedecer a se-
guinte relacdo de comutacao:
[Ha, Hy] = i€apHp, (4.14)

a qual corresponde a algebra de Lie do grupo.

4.4 GRUPO SU(2)

Seja uma matriz U, dizemos que U € unitaria se respeita a seguinte relagao:

U'U=UU"=1, (4.15)



23

onde T denota a matriz transposta conjugada de U e 1 denota a matriz identidade. O
conjunto das matrizes unitdrias n x n formam um grupo, com respeito ao produto de
matrizes, denominado Grupo Unitério U (N'). Caso as matrizes tenham determinante igual
a um, isto é:

detU =1, (4.16)

e respeitem a relacdo , essas matrizes formam um grupo chamado de SU(N), um
subgrupo de U (N'), chamado de grupo especial unitério, formado por matrizes de dimenséo
n x n. Entretanto, estamos interessados em um caso especifico, o SU(2), com matrizes
de ordem 2. O grupo SU(2) é um grupo de Lie (NETO, 2010), no geral, em um grupo de
Lie os elementos sdo determinados a partir de um ntiimero finito de parametros que variam
continuamente.

A principio, teremos oito parametros independentes, pois cada entrada da matriz tem
um nimero complexo, que pode ser estrito na forma de a + ¢b, onde a,be R, e como temos
4 entradas com dois numeros reais, teremos oito parametros reais livres. Utilizando as
condigdes (@.15) e (4.16), podemos encontrar dependéncia entre cinco pardmetros, nos
restando apenas 3 parametros livres.

Como o SU(2) € um grupo de Lie, podemos representar seus elementos por:
U =exp (ia,Gy), 4.17)

onde o, sdo os parametros do grupo e (G, denota os geradores do grupo, com a = 1,2, 3.
Logo, U™ seré:
Ut = exp (-ia,GY), (4.18)

Podemos escrever (4.15) em termos de (4.17) e (4.18) e expandir em torno de zero

numa série de Taylor:

Utu

(1-i0,GI +..) (1 +ic,Gy +...)
1+iag(Gy - GL) + O(a?), (4.19)

desconsideramos termos de O(«?). Para que a condig@o (4.15)) seja satisfeita teremos:
G.=Gl. (4.20)

Portanto, concluimos que o geradores do SU(2) devem ser matrizes hermitianas, que

podem ser escritas de maneira geral, como:

—1b
Ov/aGa = ‘ . o ) (421)
a+ib d

note que, aparecem quatro parametros em (4.21)), pois ndo utilizamos a relagdo (4.16)),
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devemos tomar o trago de o, G,, € iguald-lo a zero{']

.Gy = ( © e Zb), (4.22)

a+ib -c

a matriz (4.21)) pode ser decomposta como:

1 » 1
aaGa:a(O )+b(9 Z)+c( 0). (4.23)
10 i 0 0 -1

Relacionamos a, b € ¢ com os parametros oy, oy € 3, € além disso identificamos:

0 1 0 -i 10
01=(1 0) 02:(@ OZ) 03=(0 _1), (4.24)

que sao chamadas de matrizes de spin de Pauli. Podemos relaciond-las com os geradores

do grupo:
1 1 1
G1 = 50’1, GQ = 50’2, G3 = 50'3. (425)

Note que, adicionamos o fator 1/2 nas rela¢ées para que possamos verificar a dlgebra

correta do grupo. As matrizes de Pauli obedecem a seguinte relacdo:
Oa0p = 1€qpeTc + O, (4.26)
utilizando a relagdo (4.26) e (#.25)), encontramos a seguinte relagdo de comutagio:
[Ga, Gb] = i€ancGe, 4.27)

que € dlgebra de Lie dos geradores do grupo SU(2).

Essa discussdo € pertinente, pois, a dlgebra encontrada em ¢ a mesma dlgebra do

SO@3) @.14).

Consideramos, N (N - 1)/2 matrizes que respeitam a seguinte relagéo:
[Xa, Xp]s = XXy + XpXa = 200, (4.28)
onde, [...], é chamado de anti-comutador. Definindo a matriz M,
My = —E[Xa, Xp]. (4.29)
essa por sua vez satisfaz a algebra do SO(N):

[Maln Mcd]mn =1 [(Sac(Mbd)mn - 5ad(Mbc)mn - 6bc(Mad)mn + 5bd(Mac)mn] . (430)

Como as matrizes hermitianas sdo diagonalizdveis devem obedecem a seguinte expressido (NETO, [2010):
detU = det(SUS™) = e%1e = !4,

1
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Logo, se trata de uma representagdo diferente do mesmo grupo e essa representacdo é
denominada representacdo espinorial. Para N = 3 as matrizes que respeitam (4.28]) sdo as

matrizes de Pauli (4.24)), assim, teremos:
[gaa Ub]+ = 25ab7 (431)

por consequéncia: _
M, = —i[aa, o). (4.32)
Como (4.32) é composta pelos geradores do SU(2) e respeita (4.30), notamos que o
SU(2) € a representacdo espinorial das rotacdes e o espinor € objeto transformado por essas

matrizes.

4.5 GRUPO DE LORENTZ

Considere uma transformacdo de um sistema de coordenadas no espago-tempo:
P =AY +a, (4.33)

em que a” e A*, sdo quantidades contantes.

Para o conjunto de transformagdes dadas por (4.33)) que respeitam:
Nuw = A% W NP o (4.34)

forma-se o grupo de Lorentz ndo homogéneo ou grupo de Poincaré. Para o caso
particular, em que a” = 0, isto €, uma transformacgdo sem translacdo, constitui-se o Grupo
de Lorentz homogéneo.

Sendo o grupo de Lorentz um grupo de Lie, podemos tomar a seguinte parametrizacao

para os elementos do grupo:
A= exp( - %w’“’ JW). (4.35)

Pela equagdo (4.34)), a matriz A possui 6 componentes independentes, em que trés delas
sdo associadas com boost e as outras trés associam-se com a rotagdo. Essas, podem ser
representados por w#”, que € um parametro infinitesimal, e .J,,, representa seus geradores,
sendo ambas quantidades antissimétricas.

Tomamos a expansdo da equagdo (4.33):

A=1- %w’“’ T, (4.36)

que em termos dos elementos de matriz, fica:

AP =60 - %wwf (J)” . (4.37)
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podemos tomar uma transformacao de Lorentz infinitesimal:
' = NP \at, (4.38)
substituindo a equagdo (38) em (4.38)), ficamos com:
daP = —%@W ()P Az, (4.39)

em que ox” = x'? — x*. Por outro lado, uma transformacao de Lorentz infinitesimal pode

ser dada por:
AF =0+ W, (4.40)

substituindo (4.40) em (4.38):

SaP = wP \a?, (4.41)
Igualando as relagdes (4.39) e (4.41)) e isolando o gerador (J,,,) :
(J,uu)p A~ Z((SZ o — 65 77;»)» (4.42)
que obedecem a seguinte dlgebra:

[J;uu Jmf] = i(nuajun + 771/,%1]“0 - nMHJVO' - 771/01]/“@)- (443)

Portanto, foi possivel encontrar os geradores do Grupo de Lorentz e checar sua dlgebra
de Lie. Isso justificard pontos importantes quando tratarmos da discussao sobre as corregdes
de Belinfante-Rosenfeld para tensores energia-momento. Dentre as possiveis defini¢cdes
de tensores energia-momento, uma em especial, € particularmente ttil em cosmologia.
Ela consiste de uma deriva¢do funcional com respeito ao tensor métrico da parte da
lagrangiana correspondente a matéria. Neste sentido no proximo capitulo nossa revisdo

abordard aspectos introdutorios da relatividade geral.
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5 RELATIVIDADE GERAL

5.1 CONEXAO AFIM E TENSOR METRICO

De acordo com (WEINBERG!, [1972), o principio da equivaléncia se enuncia da
seguinte maneira: "Em todo ponto do espago-tempo, em um campo gravitacional arbitrario
¢ possivel escolher um sistema de coordenadas localmente inercial, de tal modo que, numa
regido suficientemente pequena em torno do ponto em questdo, as leis da natureza tomam
a forma daquela em um referencial ndo acelerado na auséncia de gravitacdo."Neste caso,
sendo as coordenadas no referencial ndo acelerado, dadas por £ e T, 0 tempo proprio neste
referencial, a equacdo de movimento de uma certa particula livre movendo-se somente
pela influéncia de forcas gravitacionais € dada por por:

d2 «
di = 0. (5.1)

Agora, se pensarmos em qualquer outro sistema de coordenadas x* em que ndo sabemos
se este encontra-se em repouso ou se descreve um movimento curvilineo ou qualquer outro,

podemos escrever os movimentos em £ com relagdo a £ e teremos entao

d (9¢ dar
dr\ Oz* dt

= 0. (5.2)

Entéo, desenvolvendo o lado esquerdo das equag@o (5.2)), temos:

Howw) - HE) e )
dr\ Ox* dt dr\Oxz* | dr Ozt dr\ dr
9 (8ga)dxv dat 08 d*z#
Oxv\ Ozt | dr dr  Oxr dr?’

logo:
0%¢> dxv dxr O~ dPxt
OxvOoz* dt dt " dxk dr? 0 (5-3)

multiplicando (5.3)) pela inversa ggi: e utilizando as propriedades do Delta de Kroneckerﬂ

ficamos com a equagdo de movimento:
R . 0%¢> OxA da dat
dr?  QxvOxt Ot dr dr

54

ou ainda: P Dot
I i) (5.5)

dr? " Wwodr dr

uaca g uaca ésica, v istanci
A equacio é chamada de equacdo da geodésica, essa descreve a menor distancia

' (). se 6, = 0entdo A # p. Se 5, = 1 entdo A = pu.
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entre dois pontos de um espago nao trivial, como um espaco curvo, por exemplo. Note

que, definimos uma quantidade importante, chamada de Conexdo Afim, definida por:

026 A
Ao
= —. 5.6
K Qv Oak O (5.6
Note agora que o tempo préprio de (5.1)), pode ser escrito como:

dr? = 1)0dEdEP, (5.7

ou ainda, em termos de um sistema de coordenadas arbitrario:
0&x &P
2 _ S JTNY
AT = Nag Dtt Dt dxtx”, (5.8)

onde definimos g, :

dr? = G dat'z” . (5.9)

De modo que g,,,, € chamado de tensor métrico para o sistema de coordenadas arbitrario.

Portanto: o 855
Guv = naﬁ@ Oz’ . (510)

Por fim, podemos achar uma relacdo direta entre o tensor métrico e a Conexao Afim,

derivando com respeito a z* a equagdo (5.10)), ou seja:

Ogu, _ 0% 0€° 0 ¢
o> Ozt Oxv Tlef Oz dx OxY luf

sabendo que, vide (5.6):

82€a . aga
Oxtdxr M Qxr’ .11
entao 5 o 0{5 (’955
Guv o
=I% Iy — .
ox? N B o 1P T Dr 1P

Podemos agora utilizar a defini¢do (5.10) para encontrar

0,
oz

= Fiy Gk t Fiu gnu-

Agora, vamos adicionar a equagdo acima a mesma equagdo, porém com f € v trocados
e subtrair a mesma equacdo porém com v e A trocados, de forma que:
agm/ + a.g/\u 8gu>\

- o gnuri‘u + g:‘iu]‘—‘iy + gﬁ)\FZ,\ + g/{/\FZV - g/{)\rsu - gnurz)\-

oxr* Ozt  Ox

Como temos simetria entre os indices covariantes da conexao afim, Ffw = Fgu, entio a

expressao obtida fica
ag/u/ n 89)\1/ _ agli)\ =g e
or*  dxzr  Qgv UM
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Definindo a métrica g¥? como a inversa de g, entdo ela deve satisfazer:
vo — g
g gHI/ - 6/47

obtemos entdo a relagdo entre a Conexdo Afim e a métrica arbitraria, dada por:

FK“ _ lgyg(agﬂlj n ag}\u _ ag,uA)’ (512)

2 ox>  Ox+  OxV

ou seja, dada a métrica do espagco em questdo, € possivel resolver a equacdo da geodésica

5.2 TENSOR DE RIEMANN E SUAS CONTRACOES

Observa-se que sob uma transformacao geral de coordenadas, isto é, que leva

x, — x;, a conexdo afim se transforma como:

y OxA Qx'P ox'e . Ox* O%a’T
= +
M Q' Qxt Jxv o P70 Ox'm Qxt Oz

(5.13)

agora, podemos isolar o termo que impede que este objeto se transforme como um tensor,

o segundo termo do lado direito,

821.17' 81.17' N 8at’p axla

= - 5.14
Oxtdzr  Ox> M Ozr Oxv’ (5-14)
entdo, vamos deriva-lo com respeito a x*
Pam 0 (a7 - oz'P Ox'® ’ (5.15)
OxkOxrOxy  Oxrt\ Oxr M Oxk Oxv

e juntando os termos similares e fazendo a troca de alguns indices adequadamente, ficamos

com

o3x'™ o arﬁu A Ox'P Oz'” O™ argf IT VA T A
( U D] R SR

Ozr0zrdz” O\ Ox* m Ozt Jdzv Oxr \ x™M
S (ij (wa ‘;i : T % £T, %’;éf.)@
Vamos subtrair a mesma equacao, porém com v € k trocados
gj; (631;% - aal;%/n + sz Fén - an Fl)/\n)
- gi:) ?92 : gﬁ ! (ngl’% - 21;7;;7 ST T+ T rgp) = 0. (5.17)

Podemos finalmente escrever a seguinte regra de transformagao para o termo entre
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paréntesis, que passamos a chamar de R)

UVK®

Ox'™ Qxt Oxv Ox*~

oz dx'p Ox'e Ox'm” M

T —
R pon =

(5.18)

Este objeto, como pode ser observado, se transforma como um tensor e recebe 0 nome

de tensor de Riemann:

_or,,  ory,

A A A
R NVN:W_ oV +FZVFH’I7_FZI€F (519)

vn»

note que este objeto estd ligado a Conexdo Afim, e essa com a geometria do espago. Temos

também, outro tensor importante, o tensor de Ricci, que € definido por:

Rum =R, = gJVRJuVm (520)

UVK

e ainda o escalar de curvatura, contraindo os indices restantes com a métrica, ficamos com:
R=R;=g¢""R,.. (5.21)

Essas quantidades serdo importantes para a construcao da equacdo de Einstein a partir
da acdo de Einstein Hilbert.
Temos ainda que o tensor de Riemann apresenta algumas propriedades de simetria.

Ele € simétrico pela troca dos dois pares de indices
Ropwr = Rukop,s (5.22)
e € anti-simétrico pela troca de dois indices dentro dos pares.
Ropwn = —Ryovw = = Ropw, (5.23)

e ainda, mantendo o primeiro indice fixo, havera uma relacdo de ciclicidade entre os demais
indices, tal que:
Ropvw + Rowpw + Roviy = 0. (5.24)

Temos também que o tensor de Ricci € simétrico pela troca de seus indices, isto é:
R, = Ry (5.25)
5.3 EQUACAO DE EINSTEIN
Na relatividade, € possivel separar a acdo em duas diferentes contribuicoes:

I=1,+1I,, (5.26)
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em que /, € a acdo relacionada ao campo gravitacional e /,,, se relaciona com a contribui¢do

de matéria, de modo que:

[:/ﬂ(,cgwm)dg (5.27)

Trabalharemos com a a¢do de relacionada ao campo gravitacional, pois queremos
encontrar uma equagdo de campo para métrica (g,,), entdo precisamos montar uma
lagrangiana que descreva o movimento.Tendo em vista que a lagrangiana € um escalar, o
escalar de curvatura € um 6timo eleito para esse papel, pois € o mais simples dos objetos.
Como queremos que ele seja invariante pelas transformacgdes de Lorentz, teremos um
elemento de volume com um fator de corre¢do \/~g. Entdo, pensando em uma ag¢do em

termos de g, teremos
1
li=<— [ V=gRd" 2
T gRd*z, (5.28)

em que G € a constante da gravitagdo universal. Sabemos que a curvatura R da equacdo
acima € definida por g*¥ R,,,, portanto, podemos tomar o principio da minima a¢ado na na

equagdo (5.28)), e ficamos com:

d(V9R) =9 RO g" + Ro/-g +\/99" 0R,., (5.29)

de modo que
OR,, = ((5F2A);,, - (5F/’>,,);,\. (5.30)

Entdo, o dltimo termo da equagdo (5.29) fica:
uv 9 N A 9 Ny A
V799" 0Ru = 55 (V799" 00n) = 55 (V=9 9" 0T). (5.31)

Pensemos no segundo termo da equagdo (5.29)), utilizando a seguinte relacdo para o

determinante de uma matriz e seu traco, segundo (NETO, [2010):
ddetB =tr(B™'0B)detB, (5.32)

em que B é uma matriz qualquer, B~! € sua inversa e ¢r € o trago da matriz. Podemos

pensar analogamente para métrica g**, com B = g,,,, B™* = " e detB = g, logo:

59 = gﬂl’dgm’g’ (533)
1
oN/—-g = ——=dg, (5.34)
2\/-9
substituindo (5.33) em (5.34), ficamos com:
1
54 = 599" G (5.35)

Sabemos também que
0" = -9"9"? 0G0 (5.36)
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O termo (5.31)) desaparecerd quando integrarmos sobre todo o espago, pois € um termo
de superficie, entdo podemos reescrever ((5.29) a partir de (5.35)) e como:

1 1
51 =—f w_ 2w p5g. diz. 5.37

Se I, for zero, consideramos 0g,,,, uma variacdo arbitrdria, ela ndo pode ser zero, entdo:

1
G = R — g R =0, (5.38)

que € a equagdo de Einstein para o vacuo, em que G* é chamado de tensor de Einsten.
Portanto, com o estudo de alguns objetos como a conexa@o afim e a métrica, foi possivel a
partir do termo ndo homogéneo da conexao afim, encontrar o tensor de Riemann. Com
a contragdo desse tensor, encontramos o escalar de curvatura, que foi o escolhido para
a construcao da a¢do de Einstein Hilbert. Entdo a partir do principio de minima acéo e
algumas manipulacdes matemadticas obtemos a equagdo de Einstein para o vacuo, e esta
por sua vez descreve a geometria do espaco-tempo sem a adicdo de matéria.

Com esses capitulos introdutdrios estamos prontos para atacar a tematica do tensor-
energia momento. Veremos que ela possui inimeras sutilezas e que quando trabalhamos

com teorias fermionicas os cuidados devem ser redobrados.
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6 TENSOR ENERGIA-MOMENTO

O tensor energia-momento € uma grandeza central na teoria de campos, pois descreve
a densidade e o fluxo de energia e momento para diferentes processos fisicos, desempe-
nhando um papel crucial na compreensao das interacdes e conservagdo de quantidades
fundamentais em teorias relativisticas. Esse tensor, tipicamente denotado como 7, con-
tém componentes que representam a energia € 0 momento em uma forma unificada e
permite expressar as leis de conservagao associadas as simetrias de translacao no espago-
tempo, em conformidade com o teorema de Noether. Em particular, em relatividade geral
e teorias de campo cldssicas, ele vincula diretamente as caracteristicas de uma fonte de
campo (como um campo eletromagnético ou gravitacional) a curvatura do espago-tempo,
fornecendo a base para a interag@o entre matéria e gravidade.

Existem vérias abordagens para calcular o tensor energia-momento. A maneira mais
comum, conhecida como "tensor energia-momento candnico", surge da aplicacdo direta do
teorema de Noether para simetrias de translacdo. Essa forma, no entanto, frequentemente
possui limitagdes — por exemplo, ndo € garantido que seja simétrica ou invariante de
calibre, caracteristicas desejaveis em muitas teorias fisicas. Para contornar essas defici-
éncias, métodos de “melhoria” sdo frequentemente aplicados, como o procedimento de
Belinfante-Rosenfeld, que adiciona termos de divergéncia ao tensor candnico, corrigindo
simetria e outras propriedades necessdrias para certos sistemas.

Outro método mais geral, proposto por Bessel-Hagen, envolve considerar simetrias
de calibre além das translag¢des espaciais e temporais. Esse procedimento permite derivar
um tensor energia-momento que ja atende aos requisitos fisicos sem a necessidade de
melhorias ad hoc, especialmente em teorias como a eletrodindmica. Em teorias onde
o tensor energia-momento resulta de uma a¢do exatamente invariante de calibre, essa
abordagem € particularmente vantajosa, pois evita a dependéncia de condi¢des de contorno
e corregdes externas.

Cada uma dessas abordagens destaca um aspecto particular do tensor energia-momento:
enquanto a forma candnica € direta e derivada de simetrias basicas, 0 método de melhoria
visa atender critérios fisicos adicionais, e 0 método de Bessel-Hagen amplia o uso de
simetrias para obter uma descri¢do mais completa. Dessa forma, o estudo das diferentes
formulacdes do tensor energia-momento permite uma compreensdo profunda de como
simetrias e leis de conservacao interagem na estrutura de teorias de campo.

Aqui nds iremos explorar os métodos de Noether, de Belinfante-Rosenfeld e o método
de Hilbert (diferenciacdo com respeito a métrica). Veremos que ao lidar com teorias
fermidnicas alguns cuidados adicionais serdo necessarios, em geral relacionados com a
hermitizacao da lagrangiana e dos resultados. Caso nosso leitor tenha interesse nas sutilezas
relacionadas ao processo de determinagdo do tensor energia-momento recomendamos

uma leitura da tese de Robert Baker bem como seus trabalhos subsequentes (BAKER]
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LINNEMANN; SMEENK| [2021. Preprint.https://doi.org/10.48550/arX1v.2107.10329.).

6.1 TEORIA CLASSICA DE CAMPOS

Sistemas continuos possuem infinitos graus de liberdade, anteriormente, vimos que
um sistema era descrito por g; s coordenadas generalizadas, agora temos simplesmente um
campo que € expresso em termos de todos os pontos do espago-tempo ¢(z,t), onde todas
as coordenadas generalizadas sdo simplesmente denotadas pelo indice x, que € continuo.

Vimos anteriormente que a lagrangiana de um sistema era fun¢do de todas as coordena-
das generalizadas e de suas velocidades (ambas em nimero finito, isto €, com k =1, ..., n),
agora, passamos a usar L(¢,0,¢), uma densidade de lagrangiana, pois temos uma densi-
dade de pontos no espago de configuragdo, que € um funcional, pois depende do campo

¢(x,t) e do quadri-gradiente do campo mas ndo diretamente de z.

L- fﬂ Prl(6,0,0), 6.1)

note que a expressao acima esta integrada sob todo volume, aqui também lembrada pelo

indice €2 com indice do simbolo de integracdo; entdo (2.2) fica:

t2
S = fﬂ dt fQ PrL(6,0,0) = f d'wL(6,0,0). 6.2)

Agora, pensemos no principio de minima agao:

\ or ..
5 = /d (—5¢ 500 ¢)), 6.3)

note que, estd sub-entendido a dependéncia dos campos com as coordenadas x, t.

oL oL
5S = fd4 ( “a( #¢))5¢+8"(W§¢)’ (6.4)

mas sabemos que a variagdo se anula nos extremos do intervalo, portanto o segundo termo

de (6.4) € nulo. Utilizando o principio de minima agao:

foc o |
5 = fd ((% 3ﬂa(au¢))5¢—0, 6.5)

novamente, como as variagdes sdo arbitrarias, a integral s € nula se o integrando for nulo,

portanto:

oL _, o
06 "0(9u9)

que é a equagdo de Euler-Lagrange para o campo ¢(x). Iremos agora abordar o teorema de

=0, (6.6)

Nother sob a perspectiva mais usual da teoria cldssica de campos, aquela devida a Noether,

ou seja, promovendo transformagdes arbitrérias de x,.
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6.2 TEOREMA DE NOETHER

O teorema de Noether nos diz que simetrias implicam em quantidades conservadas,
entdo a partir de (GREINER; REINHARD, 1996) e (LEMOS, 2013) vamos entender o

que sdo essas quantidades. Primeiro, partimos de uma transformacao infinitesimal do tipo:

Ty, =Ty + 0Ty, (6.7)

que induz sobre um certo campo ¢, () uma certa transformago em seu argumento ¢ em

sua forma, dada por:

¢r(2') = ¢r(2) + 00, (2), (6.8)

em que o indice r indica que o campo pode representar um escalar, vetor ou tensor.

Naturalmente, teremos uma mudanca na densidade de Lagrangiana:
L'(z") = L(x)+IL(x). (6.9)

Note que a densidade de lagrangiana é um funcional, pois L(z) = L(¢(x),0¢/0x,,)
que foi escrita nessa notagdo por simplicidade, e apds a transformacgdo passa a ser
L'(¢'(x"),0¢'[0x),). As mudangas e sdo chamadas de variagdes totais, pois
causam uma mudanca na coordenada e na forma funcional do campo.

Podemos definir uma variagdo modificada no campo:

0¢r(z) = ¢r(2) = ¢r (), (6.10)

em que & é chamada de variacio funcional, pois leva em conta apenas mudangas na forma
funcional do campo. Partindo de (6.10), somando e subtraindo ¢'(z’), temos:

00 (z) = ¢r(x)-¢'(a") +¢' (") - ¢p(a);
= 0¢,(x) - (¢'(2) - ¢'(2));
= 56 () - agix)(sxu; 6.11)
S () - 8;&95)5%. (6.12)

em (6.11), utilizamos o fato de que ¢'(2’) = ¢(x) e 0,¢,(z) = 0,¢.(z) é vélido em
primeira ordem E], temos entdo uma relagdo entre a vari¢do total e a variagdo modificada.

Podemos tomar o gradiente de d¢,(x):

3@%«(@) | 90z 99, (x) 6.13)

0
a—%(aqﬁr(x))—a( T A T

ey ~ )
Note que, utilizamos a notagdo 8# = opn

1
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onde utilizamos a validade de ¢'(z") = ¢(x) em primeira ordem, notamos que a derivada
ndo comuta com a variagao 9.
Caso e (6.8) forem transformagdes de simetria, entdo o teorema de Noether

garante uma quantidade conservada, isto é:

55 = fQ AL () - fQ d'zL(x) 0, 6.14)

pelo principio de minima a¢@o, impomos que (6.14) seja zero, para que a acdo 9.5 seja

invariante pois queremos saber as consequéncias dessa imposi¢do. Utilizando (6.9):

0S5 = /Q’ d4x’(5£(:c)+/g;l d*a'L(x) —/Qd‘*:cﬁ(x). (6.15)

Segundo (WEINBERG, 1972), d*x’ = <1+ 9ozr. )d4x entdo a equacgdo (6.15) fica:

Qdxt ddxH
_ 4 4 4 4 _ 4
5 = Ld :Béﬁ(x)+[)d w0L(2) 5 +Ld xﬁ(az)+[2d oL(@) S Ld vL(2),
(6.16)
como a variagdo ¢ € infinitesimal, desconsideramos o segundo termo de (6.16)), pois é de

ordem 2, teremos:

55 = f a6 L(x) + [ d*uL(x 8535 6.17)

Como a densidade de Lagrangiana € um funcional, ela pode ser escrita na forma de

(6.11)), portanto reescrevemos (6.17):

[d4 (5£(x)+—6x“)+[d4x£(a: 9ox"

fﬂ o %(c&w)). (6.18)

05

Podemos escrever 0L, em termos dos campos e suas derivadas:

L), OL(r) <(96,(x)
o= 5o, + 8(0“@)5( T ) (6.19)
_0L(x) < OL(x)
= 5% +axu(a(aﬂ¢r)) On(w) +
OL(x) OL(x) < 0¢,(x)Y
_ a_%<a(au¢r))m(x)+8(6#@)5( o~ ): (6.20)
rearranjando os termos, ficamos com:
- _[9L(x) 9 ( OL(x) \1% 0 OL(x) £, .
55(95)_[ 5 83:M(8(8“¢T))]5¢r+8xu<8(8ﬂ¢r)5@)’ (6.21)

note que a variacdo / comuta com a derivada, o que ndo vale para variagdo total. Substi-
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tuindo (6.21)) em (6.18):

oL(x) 0 [ OL(x) \1=, O [ OL(z) -
| aq(br) - O, (a(a£¢2) )Joo+ a—%(a(a£¢f yo0r L(x)dz, ) =0. (6.22)

O primeiro termo da equagdo (6.22)) é a equacdo de Euler-Lagrange, e portanto, € nulo.

O segundo termo é chamado de equagao de continuidade:

a—%[aigﬁﬁf) (66 - ggb’“ 6x,) + L(x)dz, | = 0 (6.23)
que pode ser reescrita como: ;
b, 1= 0" (6.24)
donde,
fu= 88(52) 00r - (afgfzf) §¢Z gwﬁ(fv))(?x”- (6.25)

A equacdo (6.24) é chamada de equacdo de continuidade e ¢ chamada de
densidade de corrente. Se integramos (6.24)) sob todo espaco:

_ 3 3 3.2 F.
0 - /vd a%fu fdx—f0+/vdxv 7 (6.26)
d . i
d_w().[/d xf0+fsdsf'n. (6.27)

em que S € a superficie bidimensional que delimita o volume V, e utilizou-se o teorema

)
Il

de Gauss no segundo termo em (6.26). Como a regido de integragio engloba todo espaco e

os campos tendem a zero no infinito, a integral de superficie € nula. Portanto,

fv &z fo(z) = C. (6.28)

na qual C' € uma quantidade conservada pois € constante no tempo. Portanto, para
transformacdes infinitesimais das coordenadas e dos campos que deixam a a¢do invariante,
temos uma quantidade conservada C', dada por (6.28)), conhecida como carga de Noether.

6.2.1 Invariancia por translacao

A invariancia por translacdo decorre da homogeneidade do espago-tempo, de modo

que a forma dos campos ndo muda, temos transformagdes do tipo:

P o=t + et

¢r(2) = or(x). (6.29)

Aplicando as transformagdes (6.29) em (6.23)), teremos:

a—quW = 0, (630)
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onde,
oL 0¢,

(04 ¢,) Ox”

em que 0, ¢ chamado de tensor energia-momento candnico, obtido pelo método do

O, - guL(x). (6.31)

teorema de Noether. As cargas conservadas serdo:
P = f d*x 0% (x) = constante. (6.32)
v

Como v =0, 1, 2, 3, isso implica em quatro quantidades conservadas. A componente
zero desse quadrivetor € a integral da densidade de hamiltoniana, a energia. Como a
conservacao do momento linear estd associado a invaridncia por translagdes espaciais,

estabelece-se que P” € a conservagdo do quadrimomento do campo.

6.3 APLICACAO A TEORIA DE MAXWELL

As equacdes de Maxwell formam o nucleo da teoria do eletromagnetismo, descrevendo
a interacdo fundamental entre campos elétricos e magnéticos. Essas equacdes, ao unificar
eletricidade e magnetismo, consolidaram o entendimento de que as variacdes temporais de
um campo produzem o outro, criando assim a base para a propaga¢do das ondas eletromag-
néticas. Essenciais para a fisica tedrica, elas impdem condicdes de simetria e continuidade
ao comportamento dos campos e revelam que a luz é uma onda eletromagnética. A con-
sisténcia dessas equacgdes foi um passo crucial para o desenvolvimento da relatividade
restrita, pois estabelecem a velocidade da luz como uma constante universal, independente
do referencial. Utilizando o sistema CGS gaussianas, as equagdes de Maxwell no vicuo

sdo dadas por:
V-E=4mp, V-B=0, VxE=—-——7+ | VYxB=-——+—7]. (6.33)
c

As equagoes (6.33) devem ser vélidas em todos os referenciais inerciais, portanto é

possivel escreve-las utilizando a notagao covariante. Aplicando a divergéncia na lei de

Ampere:
dp .
- -j=0; 6.34
e introduzindo o quadrivetor:
' = (ep, Jus Jy, J=) = (cps]); (6.35)

em que J# é definido como quadricorrente, de modo que a equagao (6.34) pode ser escrita

como:

o, J" =0. (6.36)

que € chamada de equacdo de continuidade, que descreve a conservagdo da carga/corrente

elétrica.
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Podemos introduzir os potenciais escalares e vetoriais, respectivamente, ¢ e A, de
modo que:
B=vxA E=-V —1% (6.37)
c Ot
Por meio de manipulagdes da equacao consideramos que, A* = (¢, A). Onde

podemos introduzir o tensor de rank-dois F'*¥, definido como o rotacional de A#:
e = gt AV — 9 AV (6.38)
que € representado pela matriz antissimétrica F'*":

0 -E, -E, -E.
E, 0 -B. B
[F7] = .
E, B. 0 -B,
E. -B, B, 0

: (6.39)

onde, F'*¥ é chamado de Tensor do campo eletromagnético, sendo antissimétrico, ou seja:
Fr = —Fvh, (6.40)

Se introduzirmos a transformacao A’* = A* + 9*A em (6.38]), pode se verificar que:
F'* = Ry, (6.41)

Segue-se que, a teoria eletromagnética € invariante por essa transformagdo, que €
conhecida como transformacgdo de calibre. A lagrangiana de Maxwell, na auséncia de
fontes, é dada por:

1
L= ~1 w M (6.42)
Note que esta ¢ hermitiana, e a partir de (6.31]), podemos calcular o tensor energia-

momento para teoria eletromagnética:

oL
g = VA V.
TGS R
_ —FﬂaaVAg"‘inuyFaﬂFaﬁ- (643)

Que ndo € simétrico com respeito a troca de i e v. E desejavel que esse tensor seja
simétrico e invariante de calibre, portanto faremos uma simetrizacdo, apresentada na
proxima secdo, sem alterar a equagdo de continuidade e portanto manter o quadrimomento

invariante perante essa simetrizagao.
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6.4 CORRECAO VIA BELINFANTE-ROSENFELD

O procedimento de simetriza¢cdo de Belinfante-Rosenfeld possibilita simetrizar o tensor

energia-momento candnico, a partir da seguinte construcao:
TH = M 4 O\ KM (6.44)

donde, K* é um tensor de ordem 3 arbitrdrio e antissimétrico com respeito a troca de A
por /i, ou seja,
KM = — (rWY (6.45)

Como comentado anteriormente, esse novo tensor deve obedecer a equacdo de continuidade

(6.30):

0,T" = 9,0M +0,0\K; (6.46)
=0
50T = 9,00\KM = 0. (6.47)

A equacio (6.47) € nula, pois temos um tensor antissimétrico contraido com um produto
simétrico de quadri-derivadas. Note que, 7" obedece a equacdo de continuidade (6.30)),
por consequéncia, o quadrimomento permanece inalterado. Agora, construiremos 7*", de
modo que, se garante:

TR =T"H, (6.48)

Para isso € 1til introduzir o tensor densidade de Momento angular:

oL
M)\w/ — x,ué)/\y _ xue/\,u -
a(a)\¢r)

2 (6.49)

onde, >*" € o gerador da transformagao, sendo uma quantidade antissimétrica. Note que,

M*+ deve obedecer a equagio de continuidade:

MM = 0:; (6.50)
portanto,
Av Av VO v A . 3[, v
8@“6 +xH a)ﬂ —a)\ill' oM - 8,\0 “—8,\ 1 YH Qbr :O;
ﬁ,o_/ T/ 6(8A¢7’)
oL
shor — v = ozl Y ¢, |;
S ( 9(0n0,) ¢)

oL
o —or = O\ i=——=X" o, |. 6.51
A(Za@mr) ¢) ©>D
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Agora, podemos escrever explicitamente (6.48):

O + KM = 0+ O\KAVH (6.52)
0" =0 = —O\(KMY — KM (6.53)

oL S
8((@@) @)

Utilizou-se o resultado de (6.51)) em (6.53)). Note que a expressdo tem a solugdo:

—O\ (KM — K, (6.54)

oL
KM — KAk = Y ), (6.55)
TGS
Podemos permutar os indices ciclicamente,
oL
KA — (P = E”Aqﬁr. (6.56)
9(0u0r)

permutando os indices ciclicamente da equagdo (6.56)), temos:

oL
KV =~
9(0,6r)

Por fim, somando (6.55)) € (6.56)) € subtraindo (6.57)), isolamos finalmente K :

T L VP L T 6.58
Jm@@) T RS TS Ll (%)

KA Y, (6.57)

Portanto, como ¢ solucdo da equagdo (6.52), temos o tensor energia momento
simetrizado via procedimento de Belinfante-Rosenfield, e esse € dado por:

g —aA( OL oy 0L gy 0L

X, . 6.
5(0,6,) 000 " 8(00n) ¢) (59

Agora, estamos aptos a simetrizar (6.43). Tendo posse de (6.59) € possivel simetrizar

(©.43),

T

1
~FROQY Ay + 2" PO Fog +

oL
9(9,A%)

oL

(S04 - 5

+

aE A\ 8

Suu)a 51@}0)
Em que (SW)% € o gerador do grupo de Lorentz para parte de Spin, dado por 1'

Calculemos o primeiro termo de paréntese do (6.60), utilizando a lagrangiana (6.42) e o
gerador (4.42):
oL

Ao B - _,; VA AL VB A
—a(a,,Aa)(S ) g AP = —i(F" Al — PR AN, (6.61)
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O célculo para o demais termos € andlogo. Portanto 7#¥, sera:

1
™ = —F‘M(?"AA+Zn“”FO‘BFaB+8A(FMA”);

1
FFANF\Y = OZAY) + Zn“”FaﬁFaﬁ + OZNFHAY + FFAO, A (6.62)

1
FRAR\Y + ZWF&BFM — gAY, (6.63)
Note que, utilizou-se o fato de:
ONFMAY = jrAY. (6.64)
em (6.62), na auséncia de fontes, j* = 0, portanto, o tensor energia momento sera:
v A v 1 v af
TH = FFE\Y + Zn“ FY¥Fyp. (6.65)

Sendo este simétrico e invariante de calibre. Pode-se mostrar que através desta expres-
sdo somos capazes de encontrar um valor para 7% que de fato corresponde a densidade de
energia do campo eletromagnético, portanto trata-se de um resultado com interpretacdo
fisica correta. A seguir usaremos o método de obtencao por meio da derivada funcional

com respeito da métrica, por vezes chamado de método de Hilbert.

6.5 METODO DA METRICA OU METODO DE HILBERT

Tal como na obten¢do da equacdo de campo de Einstein, partimos da densidade de

lagrangiana que descreve a matéria no espaco:

I, = [ﬂ £,,do, (6.66)

Podemos definir a variacao da acdo como:

5L 1
51, = f O s A= —= f =T, dS) 6.67
& 3 9, 5 Q\/ g Iu (6.67)

em que

o -2 0V/=9m) (6.68)
V=9 0guw

que € o Tensor Energia- Momento fatorado da métrica, este descreve como a matéria

deforma o espaco tempo, e deve completar o lado direito da equagdo de campo de Einstein
(.38).

No momento, nos interessamos em comparar o tensor energia momento simetrizado via

procedimento de Belinfante-Rosenfeld e o tensor energia momento calculado via métrica

para mesma teoria. Nos casos abordados, estudaremos apenas o espaco-tempo plano, o

espaco de Minkowksi.
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Reescrevendo a lagrangiana (6.42)) em termos da métrica explicitamente, temos:
1 Ko ,6’)\
L= ~1 asFing™ g (6.69)
Explicitando o lado direito de (6.68)):

5vr
v” 5mw

T = -

7

6.70
%) (6.70)

utilizando (5.33) e (5.36), temos

oL

1
4( FosFin0g™ g™ + FaﬂFmgm@m);

4 FosFor (=995 gy0) 9" + Faﬁangm(—gﬁngA%gne)]- (6.71)

Temos entdo, apds as substituicdes de (6.71)) e (5.35) em (6.70):

211 0Ge, 1 ) )
TW:__[_\/ggaﬁ$£+4_1\/§(FaﬁFmg’i a65§779 G+ F5F g™ g g gne))}

\/g 2 uv uv 69#1/
(6.72)
1 Ny af 1 Kb QU B)\ a By Av
= 19 FopF -5 FopFirng™yg + FopEFang™ g™ g™ |;
1 Ny af 1 vA K v
= Z'g Fa,BF +§ -F F'u/\—F“FN ) (6'73)
portanto, o tensor energia momento sera:
1
T = Zg“VFaﬁFa’B + PRV, (6.74)
Mas, g — n#¥, entdo:
1
THY = Zn“”FagFO‘B + MRV, (6.75)

No segundo termo de (6.73) utilizou-se FA* F# , = FHAF)\ ¥, vamos prova-la,

FVER, = (DAY - 07 AN (9" Ay — Oy AP)

OPAY (9" Ay — Oy A1) — 9 AN (9" Ay — Oy AM)

(OPAY — 07 AN) (9" Ay — 9y AM)

(01 Ay — O\ AM)(DPAY — 97 A = FH PV n

Notamos que as expressoes e (6.63) para o tensor energia momento da teoria
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eletromagnética sdo idénticas, com a diferenca do calculo do tensor energia momento

calculado via métrica j4 € obtido naturalmente em sua forma simetrizada.
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7 TENSOR ENERGIA-MOMENTO PARA PARTICULAS DE SPIN-1/2

As equagdes de Dirac sdo fundamentais na teoria quantica de campos, pois descrevem
o comportamento relativistico de particulas de spin-Y2, como os elétrons. Formuladas
por Paul Dirac em 1928, essas equagdes incorporaram principios de mecanica quantica e
relatividade, prevendo a existéncia de antiparticulas e explicando o espectro de energia
relativistico do elétron. Diferente da equagdo de Schrodinger, que € aplicavel apenas em
regimes nao relativisticos, as equacdes de Dirac acomodam naturalmente os conceitos
de transformacdo sob o grupo de Lorentz, estabelecendo uma descri¢do coerente para
férmions e suas interagdes com campos eletromagnéticos. Esse formalismo representa uma
das bases para a eletrodindmica quantica e tem um papel essencial no desenvolvimento da
teoria de particulas, sendo indispensdvel para a constru¢ao de modelos relativisticos de
particulas fundamentais e a compreensao do comportamento de particulas em regimes de
alta energia. Nosso contato com espinores, primeiro serd pela teoria de spin-1/2 (NETO,

2017) e se da por meio da Lagrangiana de Dirac, dada por:
L = ipy"8,1p —map; (7.1)

a equacdo de movimento correspondente para v é:

iy O, —mi) =0, (7.2)

que € a equagdo de Dirac. Podemos calcular o tensor energia momento candnico, dado por

(©.31):
O = johpyr OV ). (7.3)

Note que, este ndao € simétrico, portanto podemos simetrizi-lo via procedimento de
Belinfante-Rosenfeld. Para o procedimento, devemos tornar a densidade de lagrangiana
(7.1) hermitiana, adicionando uma derivada total:

Ly

O = i - 20, (T

S0V O = S0, - mi (7.4)

que tem a mesma equagdo de movimento de (7.1).

Hermitizar a densidade de lagrangiana € conveniente, pois segundo (ANDROVANDI;
PEREIRA. 2008 (Apostila)) a densidade de lagrangiana deve ser auto-adjunta, ou sim-
plesmente hermitiana, pois uma lagrangiana nido hermitiana quebra a conservacio de

probabilidade e viola a unitariedade da matriz de espalhamento .S.
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7.1 CORRECAO DE BELINFANTE-ROSENFELD

Podemos calcular o tensor energia momento para ((/.4), este é:
ny o _ L uwav [
5 = 5 (B - 0" dy). (15)
Segundo (BANDYOPADHYAY/ 2001) o tensor de Belinfante que simetriza (/.5) é:
KM = A 4] o (7.6)
+
em que
o

2

utilizando as relacdo de anti-comutacdo, aplicando a derivada em ([/.6]) e utilizando a

" ==50v"7], (7.7)

equagdo de movimento:
OV = L0 IO + O e = 0 ). 78)
Portanto, o tensor Energia-Momento simetrizado fica:
TH = S0 + Gy 0) = (0 + 0 ), (7.9
este € simétrico e hermitiano.

7.2 METODO DA METRICA

Para o célculo do Tensor energia-momento via métrica, utilizamos a densidade de
lagrangiana hermitizada (7.4), na equagéo (6.68):
)7

2 [0v/-
RN (V- A
o primeiro termo € nulo, devido a equacido de movimento ([/.2)), portanto:

oL
V) 5guu 5g,uu

)
T = =2 £ , (7.10)
0y
pelos mesmos motivos apresentados acima, fatoramos a métrica de (7.4]):
_ 6 sag LT AT 7
OLir = 59000t = 59" BONY ~ M. (7.11)

Colocando (7.11)) o tensor Energia-Momento fica:

T = (570 + Gy 0 = (0T + 04y (7.12)
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que € simétrico, hermitiano e quase igual ao calculado via simetrizacdo de Belinfante-
Rosenfeld, a menos de uma constante global, que nio deve fazer diferenca no resultado

fisico que este tensor carrega.
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8 TENSOR ENERGIA-MOMENTO PARA PARTICULAS DE SPIN-3/2

A teoria de Rarita-Schwinger € fundamental para a descri¢@o de particulas de spin-3/2
em um contexto relativistico, sendo a base tedrica para modelos de férmions de alto spin,
como o gravitino em teorias de supergravidade. Desenvolvida por William Rarita e Julian
Schwinger em 1941, a teoria expande o formalismo de Dirac, aplicando-se a particulas que
possuem graus de liberdade adicionais devido ao spin fraciondrio maior que 1/2. A equagao
de Rarita-Schwinger, que combina caracteristicas de vetores e espinores, enfrenta desafios
matematicos e fisicos, como as condi¢des de consisténcia e causalidade, especialmente
em interacdes com campos gravitacionais. A teoria € central para o desenvolvimento
de modelos tedricos que exploram a supersimetria, pois o gravitino € considerado o
superparceiro do griviton nessas teorias. Portanto, a teoria de Rarita-Schwinger € crucial
para estender as fronteiras do modelo padrdo, fornecendo uma estrutura para explorar novas
simetrias fundamentais e particulas hipotéticas em fisica de altas energias e cosmologia.
Nosso primeiro contato com uma teoria de spin-3/2 se dard por meio da Lagrangiana
de Rarita-Schwinger (RARITA; SCHWINGER, 1941; RAHMAN, 2009) onde v, € um

espinor-vetor de Dirac. A lagrangiana de Rarita-Schwinger € dada por:
L = =i Y"1, — imab, i (8.1
onde, y#P € totalmente antissimétrico e obedece a seguinte relacao:
Y = AP — g AP+ ghPyY = gt Pt (8.2)
A equacdo de movimento derivada da densidade de lagrangiana (8.1)) é:
K = =iy 0,1, —imy*y, = 0;

perceba ainda que, a densidade de Lagrangiana (8. 1)), pode ser escrita como:

1 - 7R - T -
L= —5%7"”’) Oth, = §m¢w” Yy, + Qﬁu%'y“"p Yy + §mww‘“’%, (3.3)
note que, a equacdao de movimento continua a mesma. E ainda,

L Lf
==+ —. 4
L 2+2 (8.4)

Segundo (BENAKLI, 2018), temos os seguintes vinculos, obtidos dinamicamente,
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chamadas condi¢des de Fierz-Pauli:

(i7"0, - m)y” = O; (8.5)
Y, = 0; (8.6)
Yt = 0 (8.7)
o, = 0. (8.8)

essas constantes serdo uteis para o calculo do tensor energia-momento. Queremos calcular
0 tensor energia momento para essa teoria, que descreve particulas massivas de spin-3/2.
Nas préximas secdes, o calcularemos de trés diferentes métodos, vistos anteriormente, via

teorema de Noether, Belinfante-Rosenfeld e Métrica.

8.1 TENSOR ENERGIA-MOMENTO VIA TEOREMA DE NOETHER

A partir de (6.3T)) e utilizando a lagrangiana de Rarita-Schwinger (8.1I), podemos

calcular o tensor energia momento candnico para a teoria, obtemos assim:
0" = ihy PO P — g L; (8.9)
mas, usando a equacao de movimento, vem que:
O = 1)y 1P 0. (8.10)

Perceba que o tensor energia momento obtido ndo é simétrico a exemplo do que também
ocorre com a teoria de Maxwell. Usaremos entdo o método de Belinfante-Rosenfeld para

tentar obter um resultado simétrico, como fizemos para particulas de spin-1/2.

8.2 TENSOR ENERGIA MOMENTO VIA BELINFANTE- ROSENFELD

Com a intengao de deixar (8.10) simétrico utilizamos (6.59). Mas antes, calculemos o

tensor energia-momento para densidade lagrangiana hermitizada (8.3):
Oy = %&awﬂa% - éa”&ava“%ﬁ, (8.11)
utilizando a relagio (8.2)) e as condi¢des de Fiers-Pauli o tensor energia-momento fica:
Oy = %zﬁw“a”z/}a + %8”&“vf‘wa. (8.12)

Para simetriza-lo, precisamos do gerador de rotagcdes (parte de spin) do grupo de

Lorentz na representacdo de espinores vetores spin-3/2, em D = 3 + 1, esse gerador € dado
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por (SILVA et al., 2024):
. 1
(S 5 = g8} - " 0%) = 5703 (8.13)

Portanto, o tensor energia momento obtido a partir do procedimento de Belinfante-

Rosenfeld, sera:
1 - A if1- 1. -
™ = §¢avuay¢a + §auwa,yu¢a + 5 §¢a7“a”8”¢p + if)pd}pv“o‘pa”wa +
_ _ 1- _
= DD = Dyla Y = Say PO, - aﬂmmwa). (8.14)

O resultado ndo € simétrico, mas acredita-se que o problema seja o tensor energia-
momento candnico (8.12), pois este ndo ¢ hermitiano, como calculado para spin-1/2. A

seguir apresentamos nosso resultado obtido com respeito ao método da métrica.

8.3 TENSOR ENERGIA-MOMENTO VIA METRICA

O tensor energia momento serd dado pela expressdo (6.70), note que o primeiro termo

dessa expressdo € nulo, devido ao uso da equacdo de movimento (8.3), de modo que (6.70)

se reduz a: Py
T = -2 . (8.15)
0w
De modo que:
T =T 4 T (8.16)
onde, utilizando (8.4) em (8.13)) :
T = - oL ; (8.17)
0G
:
T = - 0L . (8.18)
0Gpuw

Faremos a conta para (8.17), portanto, fatorando a métrica dos dois primeiros termos

de 8.3);

oL = i&ﬁvaﬁpa/\waégaﬁgﬁAgps + i&nVaﬁpaA¢£gaﬁégﬁAgps +
+ izﬂ,ﬁ'yaﬁp&\wgg“”gﬂ’\dgpe + imi/;ﬁfyagwgéga“g"ﬁ + im@,{’yaﬁwgga“ég’\ﬁ(&l%

Utilizando a equagao e o primeiro termo da equacéo (8.19) em (8.13)), teremos:

o 5gom
_Zwﬁfyaﬂpa)\weg/BAQPE 5_
Juv

. o nwdgfw
~ i YappOr e (—g%g . )g7* g
G

- —%(ZZ_JV’Y“’\Ba,\wﬁ + @“yykﬁﬁkwg). (8.20)
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Analogamente para os demais termos e usado a propriedade (8.10):

T %(w—wweaﬂbe T w_#,yu)\ea)\w€ + w_a,ya ueauwe + Qﬁa'}/a ueauwe + lﬁnvnkuﬁ)\wu
+ ey O + MY Y b — PV g + by Y — byt ]).(8.21)

Utilizando os vinculos de Fiers-Pauli em (8.21)) e utilizando as relagdes:

WYY = W= W =% (8.22)

Teremos uma parte do tensor energia momento:
ny o v TNV 7 v 1BV
™= Z(W’y“éw P =PI g — Py OMg). (8.23)

O célculo para (8.18]) € andlogo. Juntando todos os termos, o tensor energia momento, fica

simetrizado e hermitiano:
i _ _ _ _
T = <P N + P O = 5790y = 977 9¥4g) + c.h. (8.24)

que conclui a obten¢@o do tensor energia momento via métrica o qual como esperado é
simétrico com respeito a troca dos indices p e v. Esse célculo foi checado computacional-
mente, utilizando o pacote Fields-X (FROBI, 2020. Preprint. https://doi.org/10.48550/arXiv.2008.1242),
no Mathematica Wolfram e estard no anexo A. Partido do resultado final obtido, aplicou-se
as condi¢des de Fierz-Pauli e a relagdo (8.2) obteve-se (8.24).
Nossa intencao inicial era estender este estudo para o caso das teorias de spin-3/2,
massivas em D = 2 + 1 dimensdes e que foram exploradas pelo grupo de pesquisa de Gua-
ratinguetd em (MENDONCA; SANTOS; LIMA, 2017, MENDONCA; LIMA; SANTOS|
2018; [LIMAL [2018]). Porém como vemos as sutilezas encontradas ao lidar com férmions
foram tecnicamente um pouco impeditivas e portanto o trabalho deve continuar apds a

conclusdo de nossa graduacao.
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9 CONCLUSAO

No presente trabalho, exploramos aspectos de mecanica analitica, teoria de grupos,
relatividade geral e teoria cldssica de campos. Esses topicos foram fundamentais para a
constru¢do e compreensdo do tensor energia-momento. O estudo da mecanica analitica foi
relevante devido ao principio da acdo minima, utilizado para a obtencao da equacio de
campo de Einstein para o vacuo e para o cdlculo do tensor energia-momento.

Durante a derivacao do tensor energia-momento pelo teorema de Noether, encontramos
dificuldades relacionadas a sua simetria, o que exigiu a busca de métodos alternativos para
a sua formulacdo. Observamos, por exemplo, a necessidade de hermitizar a densidade
lagrangiana para garantir a conservagao da probabilidade, aplicando essa abordagem as
densidades lagrangianas de Dirac e Rarita-Schwinger.

Para particulas de spin-1, o cdlculo do tensor energia-momento através do procedimento
de Belinfante-Rosenfeld foi relativamente simples, ja que a densidade lagrangiana era
hermitiana, e o gerador da transformagdo simétrica era direto. A escolha desta teoria como
primeira aplicagdo revelou-se adequada, pois possibilitou confirmar a validade do método,
conforme demonstrado em (BELINFANTE, 1940), sem grandes nuances.

Contudo, o método de Belinfante-Rosenfeld apresentou complexidades para particulas
fermidnicas devido a independéncia dos campos espinoriais, ao gerador da componente
de spin, e a necessidade de hermitiza¢do da densidade lagrangiana. A simetriza¢do do
tensor energia-momento candnico foi desafiadora, especialmente para particulas de spin-
3/2, e, mesmo com suporte computacional, ndo foi possivel concluir o célculo do tensor
energia-momento para este caso.

Ja com o método métrico, o cdlculo foi consideravelmente mais simples, exigindo
apenas que a densidade lagrangiana fosse hermitiana e utilizando as relagdes (5.35) e
(5.36). Assim como no método de Belinfante, foi necessario empregar as condi¢des de
Fierz-Pauli para eliminar constantes indesejadas. Nesse método, conseguimos obter o

tensor energia-momento com sucesso para todas as teorias abordadas neste trabalho.
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Tensor Energia-Momento Via
métrica

Resumo: O pacote Fields-X do Mathematica/Wolfram é uma poderosa ferramenta voltada para a
manipulag¢do simbdlica e o cdlculo em teorias de campos cldssicas e quanticas. Projetado para simpli-
ficar o trabalho com tensores, o Fields-X permite realizar calculos complexos em teorias de calibre,
relatividade geral, teorias de campos espinoriais, entre outras, com alto grau de automatiza¢do. Suas
funcionalidades incluem o calculo do tensor energia-momento, a aplicag¢do do teorema de Noether para
encontrar correntes conservadas e a manipulagdo de densidades lagrangianas com simetrias internas e
de espago-tempo.

Além disso, o Fields-X facilita a hermitizacdo de densidades lagrangianas e a andlise de condicoes de
consisténcia, como as condi¢oes de Fierz-Pauli para campos espinoriais. Com sua interface integrada
ao Mathematica, o pacote amplia significativamente as capacidades do software em teorias de campos,
permitindo calculos simbolicos e algébricos complexos de forma acessivel e precisa, tornando-se uma
ferramenta essencial para pesquisadores em fisica teorica e matematica aplicada.

Aqui iremos usd-lo para calcular o tensor enregia momento pelo método de Hilbert para uma teoria de
spin-3/2.

Definindo o Manifold a métrica e a estrutura de indices
espinoriais

Com os comando a seguir carregamos o pacote Fields-X e definimos um manifold M de quatro
dimensdes equipado com uma métrica plana que chamaremos de gg. Definimos um conjunto de
indices gregos correspondentes ao manifold e uma estrutura de indices latinos maitsculos corre-
spondentes aos indices espinoriais.

in[-1:= | Block[{Print}, << xAct FieldsX ];

in[-]:= | DefManifold[M, 4, {a, B, ¥, &, U, V, P, O}]

x»+ DefManifold: Defining manifold M.

x+ DefVBundle: Defining vbundle TangentM.

in[-]:= | $CenterDotTexSymbol = ".";

in[-]:= | DefMetric[-1, gg[-u, -v], PD, PrintAs -» "g",
FlatMetric -» True, SymbolOfCovD -» {",", "6"}]




2 | TEM.M.Rarita-Schwinger.D=3+1.nb

x»+ DefTensor: Defining symmetric metric tensor gg[-u, -v].

x»+ DefTensor: Defining antisymmetric tensor epsilongg[-a, -8B, -¥, -6].
x+ DefTensor: Defining tetrametric Tetragg[-o, -8B, -v, -6].

x»+ DefTensor: Defining tetrametric Tetraggt[-o, -8B, -v, -6].

x»x DefMetric: Associating fiducial flat derivative PD to metric.

x»x DefTensor: Defining weight +2 density Detgg[]. Determinant.

in[-]:= | DefSpinStructure[gg, {A, B, F, G, H, J, K, L, Q}1;
VBundlesOfCovD [PD] has been used.
x+ DefVBundle: Defining vbundle SpinM.
ValidateSymbol: System name K is overloaded as an abstract index.
VBundlesOfCovD [PD] has been used.
-+« UpSet: Tag PD in VBundlesOfCovD[PD] is Protected.
x»x DefTensor: Defining nonsymmetric AChristoffel tensor AChristoffelPD[A, -3, -F].
x»+ DefSpinStructure: Assuming metric signature (-,+,...,+).
x»x DefTensor: Defining tensor Gammaggl[o, -A, B].
x+ DefTensor: Defining tensor Gammaggo|[-A, B].
x»+ DefTensor: Defining tensor Gammagg2[a, 3, -A, B].
x»+ DefTensor: Defining tensor Gammagg3[o, 3, v, -A, B].
+» DefTensor: Defining tensor Gammagg4d|a, B, ¥, &6, -A, B].
+» DefTensor: Defining tensor GammaggStar[-A, B].

- SetDelayed: Tag Zero in

xAct FieldsX Private'mu$xAct FieldsX Private'nu$xAct FieldsX Private’a$xAct FieldsX Private’b$
Zero /; VBundleOfindex|

xAct\FieIdsX‘PrIvate‘a$] === SM is Protected.

x»+ DefSpinStructure: Precomputing y products... done.

Definindo a massa e o espinor-vetor

in[-1:= | DefConstantSymbol [m]

+» DefConstantSymbol: Defining constant symbol m.

in[-1:= | DefoddSpinor[¢[-u, -A], M]

+» DefTensor: Defining tensor y[-u, -A].

x»+ DefTensor: Defining tensor bary[-u, A].




TEM.M.Rarita-Schwinger.D=3+1.nb | 3

Definindo a Lagrangiana de Rarita-Schwinger hermitizada

in[-]:= | £ = ReplaceDummies[-1i / 2 x bary[u, A] - Gammagg3[-u, -v, -p, -A, B] xPD[v]@¥[p, -B] +
i *m »bary[-u, A] - Gammagg2[u, v, -A, B] - y[-v, -B] +

i1/2xPD[v]@ebary[u, A] - Gammagg3[-u, -V, -p, -A, B] <y [p, -B]]

Out[«]=
» 1

1
im gt - g Y[g]aBAB+E 1 ¥[8 apya® ¥7g O™ - — i P YI[8]apya® 0¥

N

Impondo as condicOes de Fierz-Pauli sobre o espinor

Condicao de transversalidade dos campos

ml-1:= | ¢ /: PD[a_le@y[b_, A_] /; PairQ[a, b] :=©
bary /: PD[a_]e@bary[b_, A_] /; PairQ[a, b] :=0

Condi¢do Gama-traco-nulo dos campos:

inf-]- | & /: Gammaggl[B_, -A_, B_] -¥[a_, -B_] /; PairQ[a, B] :=©
bary /: bary[a_, A_] - Gammaggl[B_, -A, B_] /; PairQ[a, B] :=0
¥ /: Gammaggl[B_, - A_, B_]1 <¢[a_, -B_] /; PairQ[a, B] :=©
bary /: bary[a_, A_] < Gammaggl[B_, -A, B_] /; PairQ[a, B] := 0

in[-]:= | SetGammaTraceless[expr_] :=
Module [ {dummy},

dummy = expr /. CenterDot -» "CenterDot";

dummy = dummy //.
Gammaggl[B_, - A_, B_] "CenterDot"[___, ¥[a_, -B_1, ___1/; PairQ[a, B] = O;

dummy = dummy //.

Gammaggl[B_, - A_, B_] "CenterDot"[___, bary[a_, A_], 1 /5 PairQ[a, B] > 0;

dummy = dummy //. Gammaggl[B_, - A_, B_]

"CenterDot"[___, PD[_]ebary[a_, A_], 1 /; PairQ[a, B] > 0;

dummy = dummy //. Gammaggl[pB_, - A_, B_]
"CenterDot"[__ _, PD[_]e@¥[a_, -B_], ___1 /; PairQ[a, B] > 0;

dummy /. "CenterDot" -» CenterDot




4 | TEM.M.Rarita-Schwinger.D=3+1.nb

Partindo para o calculo do Tensor Energia-Momento pelo
método de Hilbert

mf-]:= | T[u_, v_] = -2 % LeftVarD[gg[u, v]1]1[L] -2 *RightVvarD[gg[u, v11[£L] //
CollectTensors // SetGammaTraceless;

in[-]:= | CollectTensors@JoinGammaMatrices [T[u, v]]

out[e]=

1
im qu s datim wvA : qu+E i %A - O Y[g1aAB+

1 1
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