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Resumo

O objetivo desta dissertacdo é estudar e comparar Formulas Trapezoidais
Estendida e Generalizada e a Regra de Simpson Estendida quando aplicadas na
resolucao numérica de Equagoes Diferenciais Parciais Parabdlicas em uma dimensao,
mais especificamente para as Equacbes de Difusao. O Erro de Truncamento e a
Estabilidade dos métodos também sao analisados algebricamente. Outro método
utilizado na comparacao numérica é o conhecido método de Crank-Nicolson, que se

baseia na Férmula Trapezoidal Classica para integracao no tempo.

Palavras-chave: Equacao de difusao, Equacao de conveccao-difusao, Sistema de

diferencas finitas.



Abstract

The purpose of this work is to study and compare Extended and General-
ized Trapezoidal Formulas and Extended Simpson Rules for the numerical solution
of one dimension partial differential equations, more specifically for Diffusion Equa-
tions. Also, the truncation error and the properties of stability of the methods are
investigated algebrically. Another method used for comparasion is the well known
Crank-Nicolson scheme based on the Classical Trapezoidal Formula for integration

in time.

Keywords: Diffusion equation, Convection-diffusion equation, Finite-difference

schemes.
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Introducao

Neste trabalho, consideramos a solu¢ao numérica de equacoes diferenci-
ais parciais parabdlicas em uma dimensao, mais especificamente equacoes de di-
fusao. Um método de diferencas finitas bastante utilizado na obtencao da solucao
aproximada para estas equagoes é o método de Crank-Nicolson [8] que baseia-se
na Férmula Trapezoidal Cléassica para integracdo na variavel temporal. E conheci-
do que a Férmula Trapezoidal possui a propriedade da A-estabilidade, mas nao
da L-estabilidade. Para problemas com descontinuidade nas condicoes de contorno
e condicao inicial, o0 método de Crank-Nicolson produz, em geral, oscilagoes inde-
sejaveis na solucao numérica proxima ao contorno. Um método que tem mostrado
ser mais adequado para este tipo de problemas é o denominado método implicito.
Este método emprega a Formula de Euler Regressiva para integracao na variavel
temporal, a qual é L-estavel.

O objetivo principal desta dissertacao é analisar alguns métodos que tem
sido propostos na literatura, para a solucao de equacgoes de difusao. Estes métodos
utilizam para a integracao na variavel temporal as Férmulas Trapezoidais Estendida
[11] e Generalizada [6], e a Regra de Simpson Estendida [7]. Verificamos, por meio
de experimentos numéricos, que estes métodos tem um desempenho superior ao
Crank-Nicolson, especialmente para problemas com descontinuidade nas condicoes
inicial e de contorno.

A Férmula Trapezoidal Estendida foi proposta por Usmani e Agarwal [14],
para solucao numérica de problemas de valor inicial. Ela é obtida pelo acoplamento
de dois métodos lineares de passo miiltiplo, tem ordem 3 e é A-estavel. Poste-
riormente, Jacques [11], apresentou uma modificacao desta férmula e obteve uma
familia de métodos estendidos de passo um, convergentes de ordem 3 que dependem
de um parametro. Analisando a estabilidade desta familia de métodos, ele obteve

para diferentes valores do parametro, féormulas A-estaveis e L-estaveis.



Chawla et al [6], apresentaram uma familia de Férmulas Trapezoidais Gene-
ralizadas para a integracao de problemas do tipo “stiff 7. Dependendo da escolha
do parametro a, formulas A-estaveis e L-estaveis podem ser obtidas.

A Regra de Simpson Estendida, proposta por Chawla et al [7], é uma familia
de métodos que dependem de um parametro. Analisando a estabilidade desta familia
de métodos, para diferentes valores do parametro, métodos A-estaveis e L-estaveis
podem ser obtidos.

Este trabalho estd organizado em capitulos, sendo que no capitulo 1 apre-
sentamos alguns conceitos basicos e os métodos que serao utilizados para a solugao
de equacoes diferenciais parciais parabdlicas.

No capitulo 2, trabalhamos com a equacao de difusao pura para a qual apli-
caremos as Formulas Trapezoidais Estendida e Generalizada. O erro de truncamento
local e a estabilidade dos métodos sao estudados algebricamente.

No capitulo 3, trabalhamos com a equacao de conveccao-difusao para a
qual aplicaremos as Férmulas Trapezoidais Estendida e Generalizada, e a Regra
de Simpson Estendida. O erro de truncamento local e a estabilidade também sao
estudados algebricamente.

No capitulo 4, fornccemos os resultados obtidos da implementacao de to-
dos os métodos envolvidos, utilizando o Fortran 77 e o software Mathematica para
plotarmos os gréficos, e em seguida, apresentamos as consideragdes finais fornecendo
uma analise comparativa dos métodos, e um apéndice com o exemplo de um dos

programas implementados.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentamos alguns conceitos elementares e os métodos

numeéricos que serao utilizados no decorrer deste trabalho.

1.1 Definicao das Equacoes Diferenciais Parciais
Parabdlicas

As equacoes estudadas neste trabalho, sao a equacao de difusao pura e a

equacao de conveccao-difusao, definidas respectivamente a seguir:

Ou(z,t) U82u(:v,t)

ot Ox?

(1.1.1)

Ou(x,t) N C@u(x,t) _ 082u(:£,t)

ot ox 0x? (1.1.2)

sujeitas a condicao inicial:
u(z,0) = f(z), 0<z<I
e as condicoes de contorno:
w(0,t) = a(t), wu(l,t)="0b(t), t>0

3



onde x é a variavel espacial, ¢ a variavel temporal, ¢ e v sao constantes.
Estaremos preocupados com a obtencao de aproximacoes para a solucao
das equagoes (1.1.1) e (1.1.2) através de técnicas numéricas. Desta forma, supomos

sempre que os problemas que serao resolvidas possuem solucao.

1.2 Notacao

Como estamos interessados em determinar aproximacoes para a solucao
de equacoes diferenciais parciais parabdlicas através da substituicao das derivadas
espaciais por meio de diferencas finitas, estaremos, regularmente, usando vetores,
matrizes e derivadas parciais de vetores. Assim, fornecemos a notacao que sera
utilizada para denotarmos estes elementos.

Os vetores serao representados em negrito. Tomemos, por exemplo, o vetor

u de dimensao nx1, como

U(l’l, tj)
u; =u(t;) =
U(.TN, tj)
onde x é a variavel espacial e t é a variavel temporal.
As matrizes serao representadas por letras maiusculas e as derivadas dos
vetores como (u;); = 9ulti) -~ Além disso, a posicao de cada elemento do vetor sera

ot

indicada por u; ; = u(z;, t;).

1.3 Operadores Lineares

Para aplicarmos os métodos numéricos na solucao das equacoes diferenciais
parciais parabdlicas, usaremos os seguintes operadores de diferencas finitas: o o-
perador de diferenca centrada, o operador deslocamento, os operadores de diferenca
progressiva e regressiva que serao denotados, respectivamente, por d,, B, A\, V e

definidos como:



Operadores de diferencas centradas de segunda e primeira ordem, respecti-

vamente:
1 0u(x;, t;
Sy = lulwis, 1)~ 2ule, 1) vulren, 1) ~ ZUTEL)
1 ou(z;,t; ,
5xuz-,j %[U(ZL’H_D t]) - U(Zlii_l, tj)] ~ %, 1 = 1, ceey N

Operador deslocamento na variavel temporal:
FEfui; = uijn
Operador de diferenca progressiva na variavel espacial:
A = Ui — U
Operador de diferenca regressiva na variavel espacial:

Vi j = tij = Uiy,

1.4 Definicao dos Métodos Numéricos

Para obter a solugdo numérica das equagoes (1.1.1) e (1.1.2), utilizamos dis-
cretizacao por diferencas finitas, mais especificamente, usamos diferencas centradas
de segunda ordem na variavel espacial para aproximar a derivada de segunda ordem.
As equacoes obtidas, juntamente com as condicoes de fronteira e condicao inicial,
constituem um problema de valor inicial que sera resolvido pelos métodos numeéricos
que descrevemos mais adiante.

Esses métodos sao divididos quanto as propriedades da A-estabilidade e da
L-estabilidade. Definimos estes conceitos aplicando os métodos numéricos a uma

equacao teste
Y =My, AeC, Re(\) < 0,

cuja solugao y(z) = k.exp(Ax), onde k é uma constante arbitraria, tende a zero

3

quando x tender para o infinito.



Obtemos, entao, uma equacao de diferencas da forma

A~

Ynt+1 = R(h)yn

~

onde § = Ah e R(h) é a funcao de estabilidade do método. Claramente, y, — 0

A~

quando n — oo se, e somente se, | R(h) |[< 1 e o método é absolutamente estédvel
para os valores de h que satisfazem esta desigualdade.

Assim definimos:

Definicao 1.4.1 Denominamos a regiao R, do plano complexo, definida por

Ry ={h e C:| R(h)|< 1}, de regiio de estabilidade absoluta do método.
Definicdo 1.4.2 Um método é A-estivel se Ry D {h: Re(h) < 0}.

~

Definigao 1.4.3 Um método é L-estdvel se for A-estavel e além disso, | R(h) |— 0

quando Re(h) — —oo.

Apresentamos, agora, os métodos numéricos que serao utilizados na reso-

lugao das equacoes de difusao e de convecgao-difusao.

1.4.1 Férmula Trapezoidal Estendida

A Férmula Trapezoidal Estendida proposta por Usmani e Agarwal [14],

para a solucao do problema de valor inicial

v =rty), yla)=n a<t<b (1.4.3)

¢ dada pelas equacoes:

Ujivz = Oyj —4yjp + h(2f; +4fin)
fj+2 = f(tit2, Ujr2),

h .
Yirr = Yj+ 7500 +8fm1 = fiva). (1.4.4)



Esta formula é A-estavel e tem ordem 3. Posteriormente, Jacques [11] apre-
sentou uma modificacdo desta férmula e obteve uma familia de métodos estendidos

de passo um, convergentes de ordem 3 que dependem de um parametro 3y, definida

por:

Ujre = (L +2B0)y; — 2Bo0yj+1 + h[Bofj + (2 + Bo) fiz+1),
Fivz = ftjza, Gj42),

h X
Yirr = Yj + 5005+ 8fj1 = firel. (1.4.5)
As Férmulas Trapezoidais Estendidas, denotadas por ETF(5,), sao A-estaveis
V [y > —1, e L-estaveis para [y = 0.

Uma classe geral de métodos de passo um estendidos foi apresentada por

Chawla et al [6].

1.4.2 Foérmula Trapezoidal Generalizada

Apresentamos aqui a Formula Trapezoidal Generalizada, proposta por Chawla

et al [6] para solugao do p.v.i. (1.4.3), dada pelas equagdes:

h X
Yj1 =y; + 5[(1 —a)f; +af;+ finl

~

fi = fti 95);

~

95 = Vi — My (1.4.6)

para o parametro « € [0, 1]. Denotaremos o método por GTF(«) o qual é L-estavel
para « € (0,1] e A-estavel para o = 0, que resulta na Férmula Trapezoidal Cléssica

ou média aritmética, ou seja,

h
Yjr1 =Y; + §[fj + fiml



1.4.3 Regra de Simpson Estendida

Para a solu¢ao numérica do p.v.i. (1.4.3), Chawla et al [7] forneceram uma
familia de um parametro, g, que denominaram de Regras de Simpson Estendidas,

descritas como:

- 1 3 h
Yj4l = Zyj + ZZ/;‘H - ij+1;

fj+ = f(tj—i—%: ?jj+%)=

1
2

N h
Jjrr = ooy; + (1 — 0)yjpa + ﬂ[(l +4) fj + 8200 — 1) fi 1 + (4o — 5) 1],

fj+.l = f(tj—i—%: ?Jj+%):

2

h .
yj+1:yj+g[fj+fj+1+4fj+%]. (1.4.7)

As Regras de Simpson Estendidas, denotadas por ESR(«y), sdo A-estdveis

V oy < %, e L-estaveis para oy < %

1.5 Estabilidade

Para estudarmos a estabilidade dos métodos numéricos envolvidos neste
trabalho, aplicamo-os as equagoes (1.1.1) e (1.1.2) com condigoes de contorno ho-

mogéneas e obtivemos um sistema da forma:
uj+1:Quj: J=0,1,2,...

onde () é a matriz de amplificacdo do método.
Assim, o método é estdvel [13] se os auto-valores de Q sdo em mddulo

menores ou iguais a um, ou seja,
PYCIES? (15.8)

Definicao 1.5.1 Um método serd incondicionalmente estdvel quando a desigual-
dade (1.5.8) for satisfeita Vh,k > 0, ou seja, quando ndo temos restrigdes quanto

ao tamanho dos passos. Caso contrario, o método serd condicionalmente estdvel.



Enunciaremos, a seguir, dois teoremas e algumas propriedades, necessarios

para demonstrarmos a estabilidade dos métodos.

Teorema 1.5.1 Os auto-valores da matriz N x N

8a0:

onde a, b, c podem ser reais ou complexos.

A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [13, pgl54].

Teorema 1.5.2 (Teorema de Gerschgorin) [12] Seja A uma matriz N x N e

N
seja D; o disco do plano complexo com centro em a; e raio r; = Z |lai;|, ou seja,

j=1
J#i
N
Di={2€C/|z—au| <Y layl}, j#i.
j=1
Os autovalores da matriz A estdao contidos em D = UD;, © = 1,...,N.

Além disso, a uniao de k discos que nao interceptam os (N — k) discos restantes

contem exatamente k autovalores (contando os maltiplos).
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Propriedades 1.5.1 (Encontram-se em [12] e [13])

Suponha A uma matriz com autovalores \;. Entao,

(1) A matriz kA tem autovalores k\;;

(ii) A matriz A?, onde p é um ndmero inteiro positivo, tem autovalores \!;

(iii) Se A for nao singular, A~! tem autovalores )\%;

(iv) A matriz A+ kI tem autovalores \; + k;

No caso dos sistemas envolvidos neste trabalho, a matriz de amplificacao
@ sempre depende de uma matriz cujos autovalores sao conhecidos. Desta forma,
podemos calcular os autovalores de ) usando os resultados a seguir [13, pg58]:

(v) Seja x um autovetor correspondente ao autovalor A\ de uma matriz A.
Entao, Az = Az. Assim, A(Az) = A%z = Mz = Az, mostrando que a matriz
A? tem autovalor \? correspondendo ao autovetor x. Analogamente, A? = )Pz,
p=3,4,...

Se f(A) = a,AP+a, AP~ +. . .+aol é um polindémio em A com cocficientes
Ap, ..., a9, entao f(A)x = (ap P + ...+ a,)z = f(N)z, mostrando que f(A) tem
autovalor f(\) correspondente ao autovetor z.

(vi) O autovalor de [f,(A)]™! fo(A) correspondente ao autovetor x é fo(A)/ f1(N),
onde fi(A) e f5(A) sao polinémios em A.



Capitulo 2
Equacao de Difusao

Neste capitulo, apresentamos a equacao de difusao com condicoes de con-
torno de Dirichlet para a qual aplicaremos as Formulas Trapezoidais Estendida
e Generalizada, analisando o erro de truncamento local e a estabilidade dos dois
métodos. Os resultados sao também estendidos para a equacao com condicoes de

contorno de Newman.

2.1 Introducao

Consideremos a seguinte equacao de difusao:

ou(x,t) 0*u(z, 1)
5 =0 IO 0O<z<l, t>0, (2.1.1)

sujeita a condicao inicial
uw(z,0) = f(x), 0<z<lI, (2.1.2)
e as condicoes de contorno de Dirichlet
uw(0,t) = a(t), wu(l,t)="0b(t), t>0. (2.1.3)

Para um nimero inteiro positivo N, consideramos a grade retangular (z;, ¢;),

x;=1h, 1=0,...,N+1, t; = jk, com incremento espacial h = NLH e incremento
temporal k£ > 0. Ainda, definimos a constante r = Z—’j

11
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Para a integracao numérica de (2.1.1), o método mais utilizado é o de Crank-
Nicolson que consiste na “média aritmética ” dos métodos implicito e explicito para

equacoes difcrenciais parciais parabdlicas, dados respectivamente por:
—rui_l,j+(1+2r)ui’j — TUj41,5 = Ugj—1, 1= 1,...,N— 1, j = 1,2,...

Ui g1 = Ui+ T (Uim1; — 2Uij + Uigj)-

Assim, o método de Crank-Nicolson pode ser escrito como:
—TUi—1 g1 (24 27U jan — TU1 g1 = TU1 G+ (2= 27)u + T

Este método é incondicionalmente estavel Vr > 0. Experimentos mostram
que, em geral, este método produz numa regiao préoxima do contorno, oscilacoes na
solucao numérica quando as condicoes inicial e de contorno sao descontinuas.

Para se contornar este problema, outros métodos tem sido propostos. Assim,
na secao seguinte, fazemos uma andlise da Formula Trapezoidal Estendida para a
equagao de difusao (2.1.1) e na segao 2.3, analisamos a Férmula Trapezoidal Ge-
neralizada para a mesma equacao. Estes métodos se mostraram mais adequados na

solucao numérica dessa equacao.

2.2 Férmula Trapezoidal Estendida - Sistema de
Diferencas Finitas (ETF-FDS)

Substituindo a derivada espacial da equagao (2.1.1) pela férmula de dife-
rencas centradas, obtemos:

Ou(x;, t) W

e ﬁ[u(xi_l,t) = 2u(w,t) + u(wip,t)], i=1,...,N. (2.2.4)
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Considerando
u(zq,1) _ (2 1 0 0 0|
u(z2,1) -1 2 -1 0 0
u(t) = . J=10 0 |,
u(zy_1,1) 0 0
u(zy,t) 00 0 -1 2]

b(t)

e usando as condigoes de contorno (2.1.3), podemos escrever o sistema (2.2.4) como

a‘(;(tt) = Zle(t) ~ Ju() (2.2.5)
com a condigao inicial u(0) = [f(z1),..., f(zn)]"

Agora, aplicando a Férmula Trapezoidal Estendida (5y = 0 ) (1.4.5) em

(2.2.5) e usando as notagoes definidas no capitulo 1, temos

0 = w42k}, = u; + Qk{%[ch — Ju)} =
Ujpo = u;+2r[cj — Jujy] (2.2.6)
€
k N
uj; = u;+ E{E)u} + 8, —1),,} =
ui = uy+ g{?)%[cj = Ju;] + 8%[%“ —Jujp] - %[Cju — J 0]}

(2.2.7)
Agora, substituindo @1 dado por (2.2.6) em (2.2.7), obtemos

2 1 1
(I+ 5+ 6T2'I2)“j+1 =(I— gr,])uj + f—2[5cj +2(41 +1J)cj11 — €jua] (2.2.8)
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onde I denota a matriz identidade.
Chamamos (2.2.8) de Férmula Trapezoidal Estendida - Sistema de Dife-
rencas Finitas (ETF-FDS) para a equacao de difusao (2.1.1). Vale notar que este

sistema é pentadiagonal.

2.2.1 Erro de Truncamento Local (ETF-FDS)

Para obtermos o erro de truncamento local do sistema ETF-FDS (2.2.8),
primeiramente vamos escrever todas as equacoes envolvidas nele usando os ope-

radores do calculo de diferencas finitas. Assim, obtemos

~ v
Uigrz = Uigt 25 [Ui1gen = i Ui =
kv

Uy, +2— 2 5zuz’j+1 (229)

e entdo, a discretizagdo da Férmula Trapezoidal Estendida para a equagao (2.1.1) é

dada por
kv
Uit = Uiyt o[y = 2uig 4 i) + 8(Uimr e = g + i) —
(@im1,j40 — 205549 + Uig1 j12)]
1 U A
= E[ui,j+l — ] = W[(E)uifl,j + 8ui-1j41 — Gimt,j42) —
2(5uij + Bui i1 — ftz’j+2) + (Suis1,j + Buisrjrr — Uit jy2)]
1 R
= E[7Li7j+1 um] 12h2 (5§(5U2J + 8ui,j+1 — ui,j+2)- (2210)

Agora, substituindo 4, j1o, dado por (2.2.9), em (2.2.10), a ETF-FDS é des-

crita por
1 kv
pluign —uigl = g 82 2ui + (4 - ﬁ(si)“z,ﬁﬂ (2.2.11)

Utilizando o operador deslocamento E;", o operador de diferencas finitas
que define o método (2.2.11) resulta em

L=—(Ef-1)— ﬁéﬁ[ (4 — %530)]3*] (2.2.12)

Vamos obter, entao, o erro de truncamento local para o operador L.
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Seja D, = %, -+, e note que Dy = vD?. Aplicando Série de Taylor em

todos os operadores envolvidos em (2.2.12); temos:

1 h? h?
—82 =D+ —D*+ _—DS+ ...
h2* $+12 $+360 o
e
h,2
Ef :1+th+51)§+.... (2.2.13)
Substituindo-os obtemos
k“2+ o2 Liams Lo e 12,0020
24+ (4- ﬁéw)Et =6+ 3kD, + kD, —l—ék Dy _Ekh D.D; — Ek h>D;D; + ...

e, consequentemente

LY kv oy oy oo 1o s 1 5 4 1., 2
v 4 — D, + —k .y —k —h
1oy 4 1922
—h*D,D —kh*D;D
+360h L, + 36kh DL+
Logo, temos que
L 54 Lo, 2 L 922 1oy 4
L= ﬁk Dy — Eh D.D? — %kh D;D; — %h DD, + ... (2.2.14)

mostrando com isso que o sistema ETF-FDS tem ordem O(h?) + O(k?), ou seja,

possui ordem 3 na variavel temporal e ordem 2 na variavel espacial.

2.2.2 Estabilidade do sistema ETF-FDS

Para condi¢oes de contorno homogéneas, o sistema ETF-FDS (2.2.8) pode
ser escrito como

U1 = Quj, j == O, 1, 2, e (2215)
com a matriz de amplificacao para o sistema de diferencas dada por
2 1 1
Q=+ ng + 6rQJ?)—l(J - ng).

Pela definicao 1.5.1, para mostrarmos que o sistema ETF-FDS é incondi-

cionalmente estavel, devemos mostrar que os auto-valores da matriz () sao em
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modulo menores ou iguais a um. Também pelo Teorema 1.5.1, sabe-se que os auto-

valores da matriz J sao dados por

A(J) = dcos(0,), 0, = —" _ s—1,... N.
() = dcos(B). 0= 5t 5=,

Assim, os auto-valores da matriz ) (Propriedades 1.5.1) sdo dados por

_ 3 — 4r cos?(6;)
3+ 8rcos2(f,) + 8r2 cost(0;)’

As(Q) s=1,...,N.

Agora,

3 — 4r cos?(6;)

c 1o 1< 3 — 4r cos?(6;) <1
3+ 8rcos?(6s) + 8r2cost(bs)| ~

~ 3+ 8rcos?(6,) + 8r2 cost(f,) ~

S r>0 e (T‘Sm ou TEO)

Percebemos entao, que o sistema ETF-FDS é incondicionalmente estavel

Vr > 0, ou seja, nao temos restricoes sobre h e k.

2.2.3 Condicoes de Contorno de Newman

Aplicamos, aqui, a Formula Trapezoidal Estendida - Sistema de Diferencas
Finitas para a equacao de difusao (2.1.1), com a mesma condi¢ao inicial (2.1.2), mas
com condic¢oes de contorno de Newman da forma:

ou(0,t)
ox

ou(l,t)
ox

=au(t)—b; e

= —CLQU(t) + bQ, (2216)

onde a, as, by, by sao constantes nao-negativas. Primeiramente, consideramos a dis-
cretizacao das condicoes de contorno para x = 0. Introduzimos o ponto ficticio x_1,
e substituindo a derivada espacial pelo operador de diferencas centradas de primeira

ordem, obtemos

ou(0,t) ou(z;,t) 1
O = aluo(t) — b1 (& T = ﬁ[“‘('xiqu?t) — U(ZL’Z'_h t)}
S oaue(t) = b = —fun(t) — us (D) (2.2.17)

2h
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Usando a equagao (2.2.17) e eliminando u_; da equagao (2.2.4), para i = 0,

obtemos:

8u0 (t)
ot

8u0 (t)
ot

D fua(8) = 200(t) + 1 (1) =

%[—(aluo(t) = b1)2h + ui(t) = 2uo(t) + i (t)] =

v 2v

©2ur(f) — (24 2har)uo(0)] + b (2.2.18)

De maneira analoga, para condi¢des de contorno em z = [, temos:

ou(l,t)
ox

= —CLQUN_H(t) + b2

or ﬁ[“(%drl;t) — u(®i1, )]

—a2uN+1(t) + b2 (&

1
ﬁ[uz\m(t) — un(t)]

e eliminando uyy9 da equacao 2.2.4, para : = N + 1, obtemos entao

Definindo
u(wo,t) | 94 %a -2 0 0 0|
u(z1,1) ~1 2 —1 0 0
u(t) = , A= 0 0 |
u(ry,t) 0 0 —-1 2 1
u(@n1,) | 0 0 0 -2 2+2ha,
i
0
b=
0
_b2_

entdo, podemos escrever (2.2.18),(2.2.4) (parai=1,...,N) e (2.2.19) como

i

ou(t) v 2v
5 =~ Au®) + b, (2.2.20)
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Agora, aplicando a Férmula Trapezoidal Estendida (5, = 0) (1.4.5) para
(2.2.20) temos

N /
U0 = u; + 2ku j+1 =

ﬁj+2 =u; — QTAUJ'_H + 4rhb (2221)

k N
Uji 1 = u; + E[5u'j + 8u'j+1 — u’j+2] =

W =u, + 1%(24hb — 5Au; — 8Au . + Afij). (2.2.22)
Substituindo 1,5 dado por (2.2.21) em (2.2.22), obtemos

2 1, ., 1 1
([ + gTA + 67” A )Uj+1 = ([ — gTA)llj + gTh(GI + T'A)b (2223)

Para mostrar a estabilidade do sistema (2.2.23), primeiro notamos que com
a ajuda do Teorema de Gerschgorin, os auto-valores da matriz A, denotados por
i, sao todos nao-negativos (Teorema 1.5.2). Agora, os auto-valores da matriz de
amplificacao
* 2 L 5 42v—1 1
Q"=+ zrA+=r"A%" (I — -rA),
3 6 3
do sistema (2.2.23) sdo dados por (Propriedades 1.5.1)

1—%7“,11

AMQF) = .
(@) 14 2rp+ +r2p2

Assim, analisando a regiao onde [A(Q*)| < 1, obtemos que o sistema (2.2.23)

sera incondicionalmente estavel Vr > 0.
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2.3 Foérmula Trapezoidal Generalizada - Sistema

de Diferengas Finitas (GTF(«)-FDS)

Analogamente a Secao 2.2, aplicamos a Formula Trapezoidal Generalizada

(1.4.6) em (2.2.5) e usando as notacoes definidas no capitulo 1, temos

N kv N
u; =441 — ﬁ[c‘ﬂ“l — Jllj+1] = u; = (I + TJ)uj+1 — TCj+1 (2324)
€
= i 1 ! 7Y ! 0,1
Wi = u;+ (1 - aJuj+ ol +uj,), a€0,1] =
r N
U1 = Uy + §[Cj + Cjr1 — J{(l — Oz)llj + auy + 11j_|_1}]. (2325)

Agora, substituindo @1 dado por (2.3.24) em (2.3.25), obtemos

r

1 1 1
(I+ 5(1 +a)rJ + 5(17“2']2)119‘“ = (I - 5(1 —a)rJ)u; + 2

r
Cj + 5[[ + OZT‘J]CJ'_H,
(2.3.26)

onde I denota a matriz identidade.

Chamamos (2.3.26) de Férmula Trapezoidal Generalizada - Sistema de
Diferengas Finitas (GTF(«)-FDS) para a equacao de difusao (2.1.1).

O sistema (2.3.26) requer, em geral, a solu¢ao de um sistema linear penta-

diagonal com a matriz dos coeficientes
1 | R
M:]+§(1+a)rJ+§(w J?.

Em [3], os autores sugerem que para N grande podemos calcular a solugao
de (2.3.26) resolvendo o sistema linear pentadiagonal pelo produto de duas matrizes

tridiagonais P, onde M = P2% e

1
P:I+Z(1+a)rJ, com a=3-2V2.
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2.3.1 Erro de Truncamento Local (GTF(«)-FDS)

Para obtermos o erro de truncamento local do sistema GTF («)-FDS (2.3.26),
adotamos o mesmo procedimento da secao 2.2.1 e usando as notagoes definidas no

capitulo 1, temos

R kv
Gig = Uiger = o lticnger = g+ Ui ] =
kv
(1-— 5 0 Uy e (2.3.27)

e entdo, a discretizacao da Férmula Trapezoidal Generalizada (1.4.6) para a equacao

(2.1.1) é dada por

1
%[“mﬁrl — U] = h2 5925(( )i+ Ui g1+ Qi) (2.3.28)

Agora, substituindo 4, ; dado por (2.3.27) em (2.3.28), a GTF(a)-FDS ¢é

descrita por

1 kv
%[“i,jﬂ Ui = o2 5925[( a)ui; +a(l - 72 5i)um+1 + Uij1]- (2.3.29)

Utilizando o operador deslocamento E;", o operador de diferencas finitas do

método (2.3.29) resulta em

L=-(Ef —1)— —&[(1-a)+{a(l - k—(s?) +1}E}]. (2.3.30)

1
k 2h%F h? "

Passemos entao, ao erro de truncamento local para o operador L.

Novamente, seja D, -, e note que D; = vD2. Utilizando (2.2.13),

-4 ..
=1

obtemos

kv 1
(1-a) + {a(l- ﬁag) +1}E =2+ kD, + (1 — a)§k2Dt2 +
1
(1— 2a)6k3Dt3 + (1 - 3a)ﬂk4Df —

1 2 o L 90000
— DD — — D:D; —
12akh Dy 12akh Dy
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k 1 1
s50l(l—a) + {a(l= 5502 + 1}E/] = Dy+ SkD} + (1 - a) 7 K*D} +

2h2" h2'®
1 1 1
1 1 1
—k’h’D3D?> + —h’D?’D, + —h*D*D, . ..
48 Vet g Pallet g Dol

Logo, temos que

1 1 1
L = —(3a-1)k’D? - —hn’D,D? + —(4a — 1)k>D?

1 1
53— Dkh?DED? + %(504 —Dk'D? +
1

1
@(304 — 1)k*h*D2D} — 360h4D§Dt +... (2.3.31)

mostrando que o sistema GTF(a)-FDS tem ordem O(h?) + O(k?) se o # L. E
interessante notar que para o« = %, o método GTF(%)—FDS tem ordem 3 na variavel

temporal.

2.3.2 [Estabilidade do sistema GTF(«)-FDS

Para condigdes de contorno homogéneas, o sistema GTF(a)-FDS (2.3.26)
pode ser escrito como

u g =Qu;, j=0,1,2,... (2.3.32)

com matriz de amplificacdo dada por
1 | N 1
Q:([+§(1+0z)rj+§ar J?) (I—i(l—a)rJ).

Pela defini¢ao 1.5.1, para provarmos que o sistema GTF(«)-FDS, « € [0, 1],
¢ incondicionalmente estavel, devemos ter os auto-valores da matriz (), em modulo,
menores ou iguais a um. Também pelo Teorema 1.5.1, sabemos que os auto-valores

da matriz J sao dados por

ST

b = 2N + 1)’

As(J) = 4cos?(0) s=1,...,N.

i



Assim, os auto-valores da matriz Q (Propriedades 1.5.1) sao dados por

1—2(1 — a)rcos?(6,)

A (Q) = _ s=1,...,N.
(@) 1+ 2(1 + a)rcos?(0s) + 8ar? cos*(6;)’ ’
Agora,
1—-2(1— 2
(1 — «)rcos*(6s) “le
1+ 2(1 4 a)rcos?(0s) + 8ar? cos*(6;)
_9(] _ 2
< 1 —2(1 — a)rcos®(6s) 2y
14 2(1 4 a)rcos®(6,) + 8ar? cos*(fs) —
—1
= >0 >
" ¢ = 2 cos?(6;)
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Percebemos entdo, que o sistema GTIF(«)-FDS serd incondicionalmente

estavel Vr > 0.

Condicoes de Contorno de Newman

Analogamente a Secao 2.2.3, aplicamos a Férmula Trapezoidal Generalizada

(1.4.6) para (2.2.20) e obtivemos com isso

A

!/
U =ujp —ku'j =

ﬁj = (I + TA)uj+1 — 2rhb (2333)

llj+1 = 11] + 5[(1 — Oé)ulj + Oélilj + ulj+1] =
T

Wt = u; — §A[(1 — Oz)llj + Otflj + 11j+1)] + 2rhb. (2334)

Substituindo 1,5 dado por (2.3.33) em (2.3.34), obtemos

1

1 1

(2.3.35)
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Para mostrar a estabilidade do método (2.3.35), primeiro notamos que com
a ajuda do Teorema de Gerschgorin, os auto-valores da matriz A, denotados por
i, sao todos nao-negativos (Teorema 1.5.2). Agora, os auto-valores da matriz de

amplificacao
* 1 Lo 5 ov—1 1
Q :(I+§(1+a)rA+§ar A%) (I—§(l—a)rA),

do sistema (2.3.35) sdo dados por (Propriedades 1.5.1)

1-i1—-a)rp
1+ 21+ a)rp+ Lar2p?’

ANQ) =

Assim, analisando a regiao onde |A(Q*)| < 1, obtemos que o sistema (2.3.35)

sera incondicionalmente estavel Vr > 0.



Capitulo 3

Equacao de Conveccao-Difusao

Neste capitulo, apresentamos a equacao de conveccao-difusao com condicoes

de contorno de Dirichlet para o qual aplicaremos as Férmulas Trapezoidais Estendida

e Generalizada, e a Regra de Simpson Estendida, analisando o erro de truncamento

local e a estabilidade dos trés métodos. Os resultados sao também estendidos para

a equacao com condicoes de contorno de Newman.

3.1 Introducao

Consideremos a seguinte equacao de convecgao-difusdo:

Ou(x,t) N Ou(x,t) Ua2u(:v,t)

[, t
5 c o 52 0<x <, > 0,

sujeita a condicao inicial
uw(z,0) = f(x), 0<z<lI,
e as condicoes de contorno de Dirichlet

w(0,4) = a(t), u(l,t) =b(t), t>0.

(3.1.1)

(3.1.2)

(3.1.3)

Para um nimero inteiro positivo N, consideramos a grade retangular (z;, ¢;),

x; =th,1=20,...,N+1,t; = jk, com incremento espacial h = NLH
ck

temporal k£ > 0. Ainda, definimos as constantes r = Z—’j ep=9".

24

e incremento
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Para a integracdo numérica de (3.1.1), os métodos mais utilizados sao o
explicito, o implicito e o Crank-Nicolson. Um dos métodos utilizado para resolver

(3.1.1) é o explicito
ui’jﬂ = ui,j - §<Uz (1,7 — Ui—l,j) + T(Ui+1,j — QUZ"]‘ + ui—l,j)

que emprega a Formula de Euler para integracao no tempo.
Um outro método também utilizado para resolver (3.1.1) é o implicito
(—r+2 1+2 P —
=T+ §)Uz’+1,j+1 + (1 +2r)ug i + (=7 — §>ui71,j+1 = Ui
que emprega a Formula de Euler Regressiva para integracao no tempo.
O método de Crank-Nicolson é a "média aritmética” dos métodos implicito

e explicito para equacoes diferenciais parciais parabdlicas e pode ser escrito como:

-r  p -r _p

(7 + Z)Uz’+1,j+1 + (1 +r)uipn + (7 - Z) i—1j+1 =
r._p r.p

(5 = Py + (L= 1)uig + (5 + Juiery.

Este método é incondicionalmente estavel. Note que para ¢ = 0, ele se reduz
ao conhecido método de Crank-Nicolson para a equacao de difusao u; = vugy,.

Experimentos mostram que, em geral, este método produz numa regiao
proxima do contorno, oscilacoes na solucao numérica quando as condicoes inicial e
de contorno sao descontinuas.

Para se contornar este problema outros métodos tem sido propostos, e
na secao seguinte, fazemos uma andlise da Férmula Trapezoidal Estendida para
a equacao de convec¢ao-difusio (3.1.1); na segao 3.3, analisamos a Regra de Simp-
son Estendida e na secao 3.4, analisamos a Férmula Trapezoidal Generalizada para
a mesma equacao. Estes métodos se mostram mais adequados na solugao numeérica

dessa equacao.
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3.2 Foérmula Trapezoidal Estendida - Sistema de
Diferencas Finitas (ETF(5))-FDS)

Substituindo as derivadas espaciais da equagao (3.1.1) pela férmula de dife-

rencas centradas, obtemos:

ou(x;,t) ¢

o %[u<xi+17t) — u(zi-1, )] =
v :
ﬁ[u(xi_l, t) = 2u(w, t) + u(wig,t)], i=1,...,N. (3.2.4)
Considerando
u(zq,1) 2 -1 0 0 0
u(zs,1) -1 2 -1 0 0
u(t) = J=1 0 0
U(ZBN_l,t) 0 0
u(zy,t) o 0 0 -1 2
0O 1 0 0 0 a(t) a(t)
-1 0 1 0 0 0 0
B=| 0 0|,a(t)= b(t) =
0 0 1 0 0
0 0 0 -10 —b(t) b(t)

e usando as condigoes de contorno (3.1.3), podemos escrever o sistema (3.2.4) como

du(t) ¢
ot 2h

U Ih(t) — Ju(t)], (3.2.5)

[a(t) = Bu(t)] +

com a condigao inicial u(0) = [f(z1),..., f(zn)]"

Agora, aplicando a Férmula Trapezoidal Estendida (1.4.5) em (3.2.5) e u-

sando as notacoes definidas no capitulo 1, temos
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040 = (14 260)u; — 26pu,4q + k[fou’; + (2 + fo)u'j1] =
R 1
0 = (1+260)u; — 260u,41 + 5[50(%‘ — Cuj) + (2 + Bo)(ejr1 — Cujpy)]

(3.2.6)

k -
Uji = u; + E[E)u'j + 811’j+1 - 11Ij+2] =

1 .
94 19(6 = Cuy) +8(cj1 = Cji) — (€2 = Cllyio), - (3.2.7)

uj‘+1 = u] +
onde C' = pB + 2rJ e ¢; = pa; + 2rb;.
Agora, substituindo ;15 dado por (3.2.6) em (3.2.7), temos
1 1 ) 1 1
(I+ G+ 5)C + 22+ B)C i = (T + (B = 2)C = 2 HoC)u; +
1
g[(l()] + BoC)ec; + {161 + (2 + £y)C}ejrq — 2¢j10],

(3.2.8)

onde I denota a matriz identidade.

Chamamos (3.2.8) de Férmula Trapezoidal Estendida - Sistema de Dife-
rencas Finitas (ETF(5)-FDS) para a equagao de convecgao-difusdao (3.1.1). Vale
notar que o sistema (3.2.8) é pentadiagonal.

Diferenciaremos os sistemas (ETEF(5,)-FDS) pela estabilidade e erro de
truncamento local, ou seja, dependendo do valor do parametro [, teremos um sis-
tema particular, distinguindo subclasses do sistema (3.2.8). Para 5y > —1, (3.2.8)
serd conhecido como a ETF(f))-FDS A-estavel (AS-ETF(5))), e quando fy = 0,
serd conhecido como a ETF(0)-FDS L-estavel (LS-ETF(0)) para a equagao de con-

veccao-difusao.
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3.2.1 Erro de Truncamento Local (ETF(5,)-FDS)

Novamente, seguindo o raciocinio do capitulo 2, obteremos o erro de trun-
camento local do sistema ETF(8,)-FDS (3.2.8). Usamos as notagoes definidas no

capitulo 1, e definimos uma uniao dos operadores de diferencas finitas dada por

0="452_°%
h25 2h(A+V)

A matriz C' pode ser representada pela discretizacdo do operador de dife -
rencas €2 : C' — —2k, ou seja, se fizermos —2k{) voltamos a matriz C, e com isto

segue que o operador de diferengas para o sistema (3.2.8) é dado por

Ui = Uiyt [ BO)C — (24 Bo)C i +
[ (B = 2)C — Aoy =
g = i = [—%(4 + 50)(2240) = =2+ o) (2R a1 +
[ (o — 2)(-260) — Ao~ 2K0)us; =
%[ui,jﬂ _uy] = [%(4 + Bo)(€) - 11—2<2 Bk i1 +

[_é(ﬂo —-2)(Q) — —/)’OkQ Jui; =

L= (B =1) 4 [-g(i G0+ (24 ARIES +
[%(ﬂo —2)Q+ %ﬂokQQ] (3.2.9)

Agora, da equagao (3.1.1) temos
D;+cD, = ’UDz,
e usando (2.2.13) e aplicando Série de Taylor nos operadores A e V temos
(A+V)=D,+=hD}+...,.
Agora, substituindo os operadores de (2.2.13) e A +V em 2 obtemos

h? ht
Q=D;+ 12[)3(@[) —2¢) + %D%}D —3c¢) +
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e
h,2
O =D; + FDE:’,(UDJC —2¢)Dy+ .. ..
Com estes resultados, obtemos
L::-£u+6)HD++¥Lm+55mﬁﬁ—
72 O T 790 o
1 1
EhQDi(va —2¢) + 5(/30 — 9)kh*D3(vD, — 2¢)D; +
1 272713 2 L 45
— D2(vD, —2¢)D; — —h*D2(vD, — 2.1
Assim, o sistema ETF(8,)-F'DS (3.2.8) tem ordem 3 na varidvel temporal.
Note que para 5y = —1, o método terd ordem 4 na variavel temporal.

3.2.2 Estabilidade do sistema ETF(53;)-FDS

Para condi¢ées de contorno homogéneas, o sistema ETF(f5,)-FDS (3.2.8)

pode ser escrito como

uy =Pu;, j=01,2,... (3.2.11)
com a matriz de amplificacdo para o sistema de diferencas dada por

fo=2., b
12 48

4 2
+5OC+ + 5o

S = (I
I+ 12 48

CHYI + c?).

Pela defini¢ao 1.5.1, para provarmos que o sistema ETF(5,)-FDS é incondi-
cionalmente estavel, devemos ter que os auto-valores da ¢ sao em modulo menores

ou iguais a um. Desde que

| 4r p—2r 0 0 0 ]
—(p+2r) A4r p—2r 0 0
¢ = 0 0
0 0 —(p+2r) 4r p—2r
0 0 0 —(p+2r) Ar

e pelo Teorema 1.5.1, sabe-se que os auto-valores da matriz C' sao dados por
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ou
ST
As(C) =2(2r + v —14/p% — 41?) COS(N n 1), p>2r.
Assim, os auto-valores da matriz ® (propriedades 1.5.1), sao dados por
14+ LBy — 2)A(C) — LBy (A (C))?
A (®) = f 13 (o — 2A:(C) i %% (C)) . s=1..N (3212
L+ 544 Bo)As(C) + (2 + Bo)(As(C))
Escrevendo A\,(C) =z ++/—1y, com 2 > 0 e A\(®) = pr“™ obtemos
1 1
|Denom|”> = [1+ 5(4 + fo)x + @(2 + Bo) (@ — y?))? +
1 1 ,
(75 (4 + o)y + 572+ Fo)y]
e
Numf? = [1+ 25(50 — 2 — g le® — ) +
- 1247 g8 Y
1 1
[E(ﬁo —2)y — ﬂﬁol’y]

Assim, |As(®)| < 1 quando
| Denom|” — |Num|* > 0.

Calculamos entao,

|Denom|” — |Num|® = %[{12 + (Bo + 1)z }{48 + 8(By + 1)x + 2} +
(Bo + 1)y* + 22y {6 + 2(Bo + 1)* +
(Bo + 1)z }]. (3.2.13)

Segue que |A;(P)] <1, com x > 0 e Vp,r > 0, e entao o sistema ETF(S))-

FDS sera incondicionalmente estavel V3, > —1.
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3.2.3 Sistemas ETF(5))-FDS diferenciados pelo valor de j

Pela discussao anterior de erro de truncamento local e estabilidade, segue
trés métodos ETF(f5,)-FDS que merecem destaque especial.
(i) LS-ETF(0): sistema incondicionalmente estével, de ordem 3 na variavel

temporal, com o método aplicado (ETF(0)) L-estéavel.
1., 1, 1 1
(I + gC + ﬂC )uj+1 = ([ — 60)11]' + ﬂ[E)Cj + (8[ + C)Cj+1 — Cj+2] (3214)

(ii)AS-ETF(—1): sistema incondicionalmente estavel, de ordem 4 na variavel

temporal, com o método aplicado (ETF(—1)) A-estével.

(I+ i(}+ %S(J‘Q)uj+1 = (I— i(]+ %OQ)uj + %[(10[—0@ + (1614 C)cji1 —2¢40]
(3.2.15)

(iii) AS-ETF(2(1 + v/3)) com a matriz dos coeficientes fatorada: a matriz
pentadiagonal, no sistema (3.2.8) pode ser expressa como o quadrado de uma matriz

tridiagonal para o valor de B, = 2(1 + v/3), como segue:

T+ lr201+v3)C+ %(2 +2(1+V3))C? =

12
e

)CT?

Para este valor de [y, ETF(f;) é A-estavel e o sistema (3.2.8) é incondi-
cionalmente estavel. Entao, neste caso, para o sistema (3.2.8) necessitamos resolver
um sistema linear tridiagonal duas vezes, com a mesma matriz dos coeficientes, para

cada passo de integracao.
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3.2.4 Condicoes de Contorno de Newman

Aplicamos, aqui, a Formula Trapezoidal Estendida - Sistema de Diferencas
Finitas para a equagao de convec¢ao-difusio (3.1.1), com a mesma condicao inicial

(3.1.2), mas com condi¢oes de contorno de Newman da forma:

0u(0,t) ou(l,t)
ox ox

onde a, as, by, by sao constantes nao-negativas. Primeiramente, consideramos a dis-

= alu(t) - b1 = —CLQU(t) + bQ, (3216)

cretizacao das condicoes de contorno para x = 0. Introduzimos o ponto ficticio x_1,

e substituindo a derivada de primeira ordem pelo operador de diferencas centradas,

obtemos
0ullD) gty =ty e 24D _ Lt — i) =
ax 1%0 1 a:[; 2h +1 1—1s
1
CLIUO(t) — b1 = ﬁ[ul(t) — u,l(t)] (3217)

Usando a equagao (3.2.17) e eliminando u_; da equagao (3.2.4), para i = 0,

temos:
Oug(t v c
0l = )~ 2wt + s 6)] — o n(®) — wa (9] =
Oug(t v c
(;t( ) _ ﬁ[mﬁ(t) — (2 + 2har)uo(t) + 2hbi] + ﬁ[%bl — Zhayuo(?)].
(3.2.18)
De maneira analoga, para condicoes de contorno em z = [, temos:
0 t
Fuy -+ (t) = i[2ha2UN+l(t) — 2hby] + i[QUN(?E) — (2 + 2haz)un11(t) + 2hby).
ot 2h h?
(3.2.19)
Consideremos
u(g];()’ t) 2ha1 0 0 0 0
u(z1,1) -1 0 1 0 0
u(t) — , P = 0 e 0 s
u(zy,t) 0O 0 -1 0 1
U(ZBN+1, t) 0 0 0 0 _QhCLQ
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[ 94 2ha, -2 0 0 0
12 -1 0 0
Q= 0 0 ;
0 0 -1 2 -1
0 0 0 -2 2+2ha
 onb, | [ 2hb, |
0 0
a = , B =
0 0
| —2hb, | | 2hb, |

Entao, podemos escrever (3.2.18),(3.2.4) (para i = 1,...,N) e (3.2.19)

3

como
ou(t) ¢ v
= —la—P —|8 — . 2.
U0 Lo Pu(n)] + 518~ Quin) (3.2.20)
Agora, aplicando a Férmula Trapezoidal Estendida (1.4.5) para (3.2.20)
temos

flj_,_g = (1 + 250)11]' — 26011]'4_1 + k[ﬁolllj + (2 + Bo)u'j+1] =

(3.2.21)

k -
U1 = U+ o [5u; + 8uj — W] =
1 1
—M(5Uj + 811j+1 - ﬁj+2) + -7, (3.2.22)
24 2
onde M = pP +2rQ) e v = pa + 2r[.

U1 = uj —

Substituindo 1,5 de (3.2.21) em (3.2.22), obtemos

(I+ 11—2(50 —2)M + %(2 + Bo) M) ujy = (I+ 11—2(60 —2)M — %BOM%J- +

%[1 + 11—2(1 + Bo) M)]y. (3.2.23)
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3.3 Regra de Simpson Estendida (ESR(«ay))

Analogamente a Se¢ao 3.2, aplicamos a Regra de Simpson Estendida (1.4.7)

para (3.2.5) e usando as notagoes definidas no capitulo 1, temos

- 1 3 ’
Uit = 70+ Wi — Wi =
~ 1 1 1
uj+% = Zu]‘ + §(6I + C)Uj+1 - ng_H, (3324)
. k /
uj+% = ouy + (1 — Oéo)llj+1 + ﬂ[(l + 4050)11]' +
8(2@0 - 1)1-:1;_1_% + (40&0 — 5)u'j+1] =
N 1
U 1 = Qou; + (1 —ao)ujy + 4_8[(1 +4ag)(c; — Cuy) +

8(2@0 - 1)(Cj+% — Cﬁ]-{-%) + (4&0 — 5)(Cj+1 - C’uj+1)] (3325)

h N
W =u; — g[u'j + 411'j+% + lllj+1] =
1

1 N
U1 = u; — E(j(uj + 4uj+% + 11j+1) + E(Cj + 4Cj+% + Cj+1), (3326)

onde C' = pB + 2rJ e ¢; = pa; + 2rb;.
Agora, substituindo ;1 dado por (3.3.24) em (3.3.25) obtemos

. 1 1
llj+% = @(480&0[ — (80&0 — l)C)uj + @(48(1 — OZQ)I —
1
(16050 — 11)0 — (20,/0 — 1)02)11j+1 + @(1 -+ 4010)(:]‘ +
1 1
6( g — 1)Cj+% + @((40&0 - 5)] + (2&0 — 1>Cj+1. (3327)

Entéo, substituindo @1, 1 dado por (3.3.27) em (3.3.26), obtemos

1 1 1
(I + E<5 - 40[0)0 + —<11 - 160[0)02 + —(1 - 20[0)03)11j+1 ==

144 144
1 1 1 1
([ — E(l + 4@0)0 + m(gdg - 1)02)11j + E[[ - E(l + 40[())0]Cj
1 1 1 1 1
—*‘g[] + 6(1 — 20[0)0](3]-_,'_% + E[I + 5(5 — 40&0)0 + E(l — 2&0)02]0j+1,

(3.3.28)
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onde I denota a matriz identidade.
Chamamos (3.3.28) de Regra de Simpson Estendida (ESR(«y)) para a equagao
de convecgao-difusao (3.1.1). Vale notar que o sistema (3.3.28) é septadiagonal.
Difcrenciamos os sistemas ESR(ay) pela estabilidade e erro de truncamento
local, ou seja, dependendo do valor do parametro o teremos um método particular,
distinguindo subclasses do sistema (3.3.28). Para ag < 3, (3.3.28) serd conhecido
como a ESR(ayp) L-estdvel (LS-ESR(ay)), € quando ag < 1, serd conhecido como a

ESR () A-estéavel (AS-ESR{«ayg)) para a equacao de convecgao-difusao, em especial

1

tomamos ag = 3.

3.3.1 Erro de Truncamento Local (ESR(«y))

Novamente, seguindo raciocinio do capitulo 2, obteremos o Erro de Trunca-
mento Local do sistema ESR(ay) (3.3.28). Usamos as notagoes definidas no capitulo
1, e definimos uma uniao dos operadores de diferencas dada por

_Ys2_ ©
= h25 2h(A+V).

Q
A matriz C' pode ser representada pela discretizacdo do operador de dife-
rencas {2 : C' — —2k(), ou seja, se fizermos —2k€2 voltamos a matriz C e assim segue

que o operador de diferencas para o sistema (3.3.28) é dado por

1 1
L = E(Ej —1) - %[6(5 — 400)Q — (11 — 160) k2 + 2(1 — 20) K> Q| EF
1
—%[6(1 + 400)Q + (8ap — 1)kQ?] (3.3.29)

Agora, da equagao (3.3.1) temos
D;+¢D, = vD?
e usando (2.2.13) e

1
(A+V):Dm+6h2D§+...7
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temos que
Q= D]+ h2D3( D, —2¢) + i Di(vD, — 3c) +
= —D2(vD, — — . — ey
DI 360"
h? h*
O = D? + EDE;(UDJC —2¢)D; + EDEZ(UDJ, —3¢)D; + . ..
e
3 s P s s s L 2
V=D, +—D;(vD, —2¢)D; + —D.(vD, —3¢)D; + —=D.(vD, —2¢)°D, + .. ..
4 120 72
Com estes resultados, obtemos
L = L(zoa —NK*D] + i(a — 1)k°Df —
2160 R TT t
1 1
Ethi(va —2c¢) — 6(1 + 4dog)kh* D3 (vD, — 2¢) Dy +
1

1

—(1— k*h2D3(vD, — 2¢)D? —
(1~ 8a0)k*h* D} (vD; — 2¢) D} — 5

415 _
YD) h*D2(vD, — 3¢) + ...

(3.3.30)

Assim, o sistema ESR(ayg) (3.3.28) tem ordem 4 na varidvel temporal. Note

que para o = =, o método terd ordem 5 na varidvel temporal.

207

3.3.2 [Estabilidade do método ESR(«y)

Para condicoes de contorno homogéneas, o sistema ESR (3.3.28) pode ser
escrito como

U1 = (I)'Llj, j = 0, 1, 2, ce (3331)

com a matriz de amplificacdo para o sistema de diferencas dada por

5—4 11— 16 1—2
+ Doy Dy <

14+ 4y 8ag — 1
12 144 144 B ¢+

d=(I
12 144

CH Y1 Cc?).

Pela Defini¢ao 1.5.1, para provarmos que o sistema ESR(ag) é incondicional-
mente estavel devemos ter que os auto-valores da matriz ® sao em mddulo menores

ou iguais a um. Desde que
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| 4r p—2r 0 0 0 ]
—(p+2r) Ar p—2r 0 0
C= 0 0
0 0 —(p+2r) 4r p—2r
0 0 0 —(p+2r) 4r |

e pelo Teorema 1.5.1, sabe-se que os auto-valores da matriz C sao dados por

ST
As(C) = 2(2r — /41?2 — p?) cos(N " 1), p<2r

ou

As(C) =2(2r +/—14/p? — 4r2) COS(NSI 1), p>2r.

Assim, os auto-valores da matriz ® (propriedade 1.5.1) sdo dados por
144 — 12(1 + 4ag) X (C) + (8ap — 1)(A(C))?

144+ 12(5 — dag) A (C) + (11 — 16a0)(A5(C))2 + (1 — 2a0) (A (C))’
s=1,...,N. (3.3.32)

As(®) =

Escrevendo \,(C) =z + v/—1y e \,(®) = 24 ohtemos

~ Denom’

|Denom|” = [144 +12(5 — 4ag)x + (11 — 160y) (22 — 32) + (2° — 3zy?) (1 — 200)]* +

[12(5 — 4ag)y + 2(11 — 160g)zy + (1 — 204) (32°%y — 4°)]?

|Num|> = [144 — 12(1 + 4ag)z + (8ag — 1) (2% — 4*)]2 +

[—12(1 + 4ap)y + 2(8ag — 1)zy)*.
Assim, [As(®)| < 1 quando
| Denom|” — |Num|* > 0.

Notamos que, para os dois casos dos As(C'), com z > 0, segue que |\s(P)| <

1, ¥p,r > 0, e entdo o método ESR(ay) serd incondicionalmente estével Yo, <
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3.3.3 Sistemas ESR(«,) diferenciados pelo valor de oy

Pela discussao anterior de erro de truncamento local e estabilidade, segue
dois métodos ESR () que merecem destaque especial.
(i) LS-ESR(;): sistema incondicionalmente estével, de ordem 5 na varidvel
temporal, com o método aplicado (ESR(55)) L-estdvel.
(I + —C + 2 (J2 L L Juj = (I — 1C + i(JQ)u

480

1 1 1 1 1
+—[I— —O]Cj + —[I+ %C]Cj—l-é + — 12

T - 2 []+ C+ CQ]CJ_H]

(3.3.33)
Esta matriz septadiagonal do sistema (3.3.33), pode ser fatorada como

I 2 _3
(+ C+ C+4800)

i(6+38—8)C]X[[+610(12—38+S)C+L(3—S+S)CQ]

I
Ir+ 60 240

onde s = v/3. Desta forma, para o sistema (3.3.33) resolvemos um sistema linear
tridiagonal e um pentadiagonal a cada tempo de integracao.
(ii)AS-ESR(3): sistema incondicionalmente estdvel, de ordem 4 na varidvel

temporal, com o método aplicado (ESR(%)) A-estével.

1
48
1
48

1 1 1
(I + ZC + 02)uj+1 = (I — ZC + @02)1% +

ol = C)e;+16¢;, 1 + (4] + C)cjpa] (3.3.34)
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3.3.4 Condicoes de Contorno de Newman

Analogamente a Secao 3.2.4, aplicamos a Regra de Simpson Estendida

(1.4.7) para (3.2.20) e obtemos

3
= lej + Zu]‘+1 — Zulj+1 =
1 1
u; + g(GI + M)uj — 3V (3.3.35)

;i

M

e

uj+

[NIE

>

k
4t = aouy+ (1 —ap)ujpr + ﬂ[(l + dap)u’; +

8(20[0 — 1)1-:1;_4_% + (4@0 — 5)ulj+1] =

1
ML+ dao)u; +

~ 1
8(200 — 1)y, 1 + (4o — S)ujp] — Z(l —20)Y (3.3.36)

il
I

j+% O[()'ll]' —+ (1 — Of())llj_|_1 —

k N
Ujp = u; + g[u'j + 4ulj+é + ulj+1] =

1 . 1
U1 = u; — EM(UJ' + 411j+2 + 1.1j.|_1) + 5’)/, (3337)

onde M = pP +2rQ) e v = pa + 2r[.
Substituindo @;, 1 dado por (3.3.35) em (3.3.36), obtemos

. 1 1
ujJr% = (CV()[ — @(80&0 — 1)M)u] + ((1 — Ozo)[ — @(160&0 — 11)M —

1 1

E(2a0 — D)M*ujy, + @(2% — )[121 + M]. (3.3.38)

Agora, substituindo ;1 de (3.3.38) em (3.3.37), obtemos

1 1 1
(1 + 555 = dag) M + (11— 16a0)M* + (1 — 200) M¥)uys

1 1

1 1 1
5[1 + 6(1 —209) M + 5(1 — 2a) M?]y. (3.3.39)
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3.4 Formula Trapezoidal Generalizada - Sistema

de Diferengas Finitas(GTF(«)-FDS)

Analogamente a Secao 3.2, aplicamos a Formula Trapezoidal Generalizada

(GTF(«)) (1.4.6) em (3.2.5) e usando as notagoes definidas no capitulo 1, temos
0 = ujp — ku'jp =

. ¢ v
U =uj — k[%{aﬂl — Buj,} + ﬁ{bﬁrl — Juj}]

[§]
uj+1 = u] -+ 5[(1 — Oz)u'j -+ aﬁ’j —+ ulj+1] =
k ¢ )
win = W+ o[(1 = e){5(a; - Buj) + 55(b; — Juy)}
c ) v X
+o{g-(a) — Biy) + 15(b; — Ji,)}
¢ v
g, @i = Buj) + 5 (b — Juj)}, (3.4.40)

com I matriz identidade e a € [0,1]. Seja A = £B +r.J e c; = fa; 4+ rb; , entdo

ﬁj = (I + A)uj+1 —Cjt1 (3441)
(&
1 1 | 1
W1 = [I — 5(1 — OZ)A]IIJ' — §Auj+1 — 50[/111]' + 5((3]' + Cj_|_1). (3442)

Agora, substituindo @; dado por (3.4.41) em (3.4.42) obtemos

1 1 1 1
(I + 5(1 +a)A+ §c>u42)uj+1 = (I - 5(1 —a)A)u; + §[cj + (I + ad)cj].

(3.4.43)

Chamamos (3.4.43) de Férmula Trapezoidal Generalizada - Sistema de
Diferencas Finitas (GTF(«)-FDS) para a equagao de conveccao-difusdo (3.1.1). Vale
notar que para o = 0, GTF(0)-FDS ¢é a Férmula Trapezoidal Classica (AM-TF)
para a equacao (3.1.1), e é um sistema equivalente ao método de Crank-Nicolson;
incluindo p = 0, torna-se o conhecido método de Crank-Nicolson para a equacgao

(2.1.1).
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3.4.1 Erro de Truncamento Local (GTF(«)-FDS)

Novamente, para obtermos o erro de truncamento local do sistema GTF («)-

FDS (3.4.43), usamos os mesmos procedimentos do capitulo 2. Definimos a uniao

3

dos operadores de diferencas finitas dados por

_ Y &
M = h25 2h(A+V).

Entao, podemos escrever

ai,j = (1 - kM)ui,j—l—l- (3444)

Assim, o operador de diferencas que define o sistema de diferencas finitas

(3.4.43) é dado por

L=XE—1)- %[(1 — )M+ {(1+ a)M — akM*}E7). (3.4.45)

Agora, da equagao (3.1.1) temos
D;+c¢D, = ’UDz,
e usando (2.2.13) e
(A+V) :Dz+éh2D§+...,
temos que

h2 h4
M =D, + —D3wD, — 2 —D’(wD, —3
t+12 (v C)+360 (v c) +

h,2
M? = D? + FDS;(UDQJ —2¢)Dy+ ...

Com estes resultados, obtemos

1 1
L = —(Ba-1DkD?+ —(4a — 1)K3D? —
12(3& )k t+24(05 ) t

1 1
Ethfg(qu —2c) — ﬂ(1 — a)kh*D2(vD, — 2¢)D; +

1 1
@(304 — )E*R*D3(vD, — 2¢)D? — %h“Di(va —3¢)+ ...

(3.4.46)
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Assim, o sistema GTF(«)-FDS (3.4.43) tem ordem 2 em ambas varidveis
temporal e espacial. Note que para a = %, o sistema terd ordem 3 na varidvel

temporal.

3.4.2 Estabilidade do sistema GTF(a)-FDS

Como nas Secoes anteriores, para condicbes de contorno homogéneas, o

sistema GTF («)-FDS (3.4.43) pode ser escrito como
U1 = Quj, j = O, 1, 2, e (3447)
com a matriz de amplificacao para o método de diferengas dada por

Q=(I+5(+a)A+ 04 (I - 5(1-0)4)

Pela defini¢do 1.5.1, para provarmos que o método GTf(«)-FDS é incondi-
cionalmente estavel devemos ter que os auto-valores da matriz Q sao em maddulo

menores ou iguais a um. Desde que

2r  —r+§ 0 0 0 |
-r—% 2r —r+£ 0 0
A= 0 0
0 0 —r—5 2r —r+5
0 0 0 —r—£ 2r

e pelo Teorema 1.5.1, sabe-se que os auto-valores da matriz A sao dados por

As(A) = 2r — \/4r?2 — p? cos(NS_T_ 1)7 p<2r

ou

As(A) =2r + =14/ p? — 4r? COS(NSI 1), p>2r.

Assim, os auto-valores da matriz Q (Propriedades 1.5.1) sao dados por

2 — (1 —a))(A)
24 (14 a)Xs(A) + a(A(A))2

A (Q) = s=1,...,N. (3.4.48)
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Escrevendo A\ (A) = —z, com 2z = 2 + y/—1, Re(2) < 0, e \,(Q) = 2um

Denom’

obtemos

|Denom|> > [2+4 (14 a)z + az?]* + [(1 — )y’

INum|® =2 — (1 — a)z]® + [(1 — ao)%?).
Assim, [As(®)| < 1 quando
| Denom|” — |Num|* > 0.

Notamos que para os dois casos dos A\s(A) , Re(z) < 0, segue que |A;(Q)] <
1, Vp,r > 0, e Ya € [0,1]. A igualdade s6 é vilida para a = 0 e r = 0. Entao, o

método GTF(a)-FDS serd incondicionalmente estavel Vr, p > 0.

3.4.3 Transformacao da Equacao de Conveccao-Difusao para
a Equacao de Difusao
Notemos que a equagao de convec¢ao-difusio (3.1.1) pode ser transformada

na equagao de difusdo pura (2.1.1) através da substituigio

u(z,t) = exp(%(w - gt))v(:r, ). (3.4.49)

Ou seja, a equagao de convecgao-difusao (3.1.1) transforma-se na equacao de difusao

pura

v _ o (3.4.50)
A condicao inicial (3.1.2) torna-se agora
v(z,0) = exp(—%x)f(x) (3.4.51)
e as condigoes de contorno (3.1.3) mudam para

v(0,¢) = exp(%t)a(t), (I 1) = exp(—%(l - gt))b(t). (3.4.52)
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De fato, calculamos

ou c c cc c c

5 exp(%(x - 575))(—5%)11(%75) + eXP(%(x - 5’5))

ou c c..cC c c . Ov

9 = eXP(%(x - 575))%0(%75) + eXP(%(x - 575))%

d%u c? c c c c ¢ . Ov

T T O T
¢ c c . Ov c c . 0%

e substituindo na equagao (3.1.1) chegamos em

ov 9%

ot~ "oa?

Ja, trabalhando com as condicoes de contorno e inicial, obtemos:

u(z,0) = exp(%x)v(x,O) = v(x,0) = exp(—%x)f(x)
u(0,t) = exp(%(—gt))v((),t) = v(0,1) = exp(%t)a(t)
u(l,t) = exp(%(l - gt))v(l,t) = (i, t) = exp(—%(l - gt))b(t).

As equagoes (3.4.50) com (3.4.51) e (3.4.52) podem ser resolvidas pela

familia GTF(a)-FDS, como mostrado no capitulo anterior.



Capitulo 4

Resultados Numéricos

Para os experimentos numéricos, selecionamos alguns problemas que melhor
traduzem o desempenho de cada método estudado. Restringimos os experimentos e
comparacoes para tamanhos de passos no espaco e no tempo, h e k, fixos, tomando

tamanho de passos pequenos apenas por razoes de precisao da solucao.

4.1 Métodos Avaliados

Avaliaremos os métodos obtidos nos capitulos anteriores, divididos pelas

duas equacoes estudadas:

4.1.1 Equacao de Difusao

e Férmula Trapezoidal Estendida (ETF) com condigoes de contorno de Dirichlet:

2 1 1
([ + gTJ —+ 672]2)11#1 = ([ — g?“.])llj + 1%[50j + 2(4[ + TJ)Cj+1 — Cj+2]

e com condicoes de contorno de Newman:

2 1 1 1
([ + gTA + ETQAQ)Uj+1 = ([ — gTA)llj + gTh(GI + ’f'A)b

45
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e Férmula Trapezoidal Generalizada (GTF («)) com condigoes de contorno de Dirich-

let:
,

1 1 1
(I+ 5(1 +a)rd + 5(17“2'72)11341 = - 5(1 —a)rJ)u; + 2

,
c; + 5[[ + arJ]cji

e com condicoes de contorno de Newman:

(I + %(1 +a)rA+ %arQAz)ujH =(I- %(1 —a)rA)u; +rh(2l + arA)b

e Média Aritmética (GTF(0)) ou sistema equivalente ao de Crank-Nicolson (C-N)
com condicoes de contorno de Dirichlet:

(I + %rJ)uj+1 =(I—- %rJ)uj + g(cj +Cjt1)
e com condicoes de contorno de Newman:

1 1

4.1.2 Equacao de Conveccao-Difusao

e Férmula Trapezoidal Estendida (ETF(5)) com condigdes de contorno de Dirichlet:

1 1 1 1
(I+ 5(4 + Bo)C + @(2 + Bo)CH w1 = (I + E(ﬁo —-2)C - @/’)002)“3' +

%[(10[ + B()C)Cj + {16] + (2 + BO)C}Cj.{.l — 2Cj+2]

e com condi¢oes de contorno de Newman:
1 1 1 1
(I + E<4 + BO)M + @(2 + Bo)MQ)llj_H == (I + E(ﬁo — Q)M - @50M2)Uj +

T+ 2 (14 o) M)y

2 12

e Regra de Simpson Estendida (ESR(«y)) com condigbes de contorno de Dirichlet:

1 1 1
(I + —(5 - 4@0)0 + —<11 - 160[0)02 + —(1 — 20[0)03)11j+1 =

12 144 144
1 1 1 1
I — —(1+409)C + —(8cg — DNCHu; + —[I — —(1 + 4a,)Cc;

1 1 1 1 1
+§[I + 6(1 - 20[0)0]0]-_1_% + E[I + E<5 - 4&0)0 + E(l — QQO)Cz]Cj+1
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e com condi¢oes de contorno de Newman:

1 1 1
(I + —=(5—4ag)M + — (11 — 160g) M* + — (1 — 2ap) M*)u,, | =

12 144 144
1 1

( — E(l + 40&0)M + m(gao — 1)M2)11j +

1 1 1

[T+ (1= 200)M + —(1 — 2

2[I+ 6( ag) M + 72(1 2000) M?]y

e Férmula Trapezoidal Generalizada (GTF («)) com condigdes de contorno de Dirich-

let:
1 1, 1 1
(I + 5(1 +a)A+ §aA i =1 — 5(1 —a)A)u; + §[cj + (I + aA)c;]

e Média aritmética (GTF(0) ou sistema equivalente ao de Crank-Nicolson (C-N)

J

com condicoes de contorno de Dirichlet:

1 1 1
(I + g A) = (I = gA)u; + e + ¢

4.2 Implementacao dos Métodos

Os métodos foram implementados em Fortran 77 como linguagem de pro-
gramacao, rodando no sistema Linux. Os graficos foram elaborados no Mathematica
4.0, rodando em Windows 95.

Os programas possuem uma estrutura de facil compreensao, e escolhemos
o método de decomposicao LU para resolvermos os sistemas lineares, geralmente
pentadiagonais, que surgem nas discretizacoes dos problemas. No apéndice, listamos

o exemplo de um dos programas executados.
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4.3 Resultados Numéricos

Dentre todos os problemas para os quais realizamos testes, selecionamos
cautelosamente apenas aqueles que refletem de forma explicita, todas as qualidades
e falhas dos métodos considerados em cada um deles.

Optamos por cinco problemas lineares, sendo que para a equacao de difusao
(3.1.1), os problemas sao dois: um com condi¢ées de contorno de Dirichlet e outro
com condicoes de contorno de Newman; e para a equacao de conveccao-difusao
(4.1.1), os problemas sao trés: dois com condi¢des de contorno de Dirichlet e um
com condicoes de contorno de Newman.

Para cada problema a seguir, fornccemos a solucao exata e o grafico des-
ta solucao. Logo em seguida, mostramos as tabelas contendo os erros absolutos
maximos, ou seja, calculados pela norma do maximo, obtidos por cada método nos
pontos da malha considerada e os graficos comparando os métodos aplicados em
cada problema. Lembramos que o tamanho dos incrementos espacial e temporal, h
e k, sao sempre fixos. Procuramos para um certo valor de k, o ponto mais distante
da solucao exata.

De um modo geral, escolhemos o parametro livre que aparece nas equagoes
que definem os métodos, considerando-se a estabilidade, ou seja, diferenciamo-os
pela propriedade de A e L-estabilidade, e também o valor que nos desse a ordem

mais elevada para cada método.
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Problema 4.3.1
Seja
’u  Ou

U _ gcr<2 t>0
95 ot TS ’

com condic¢ao inicial

u(z,0)=1, 0<z<2,

e com condicoes de contorno de Dirichlet
uw(0,t) =0, wu(2,t)=0, t>0.

A solucao exata do problema é dada por

u(z,t) =

)2r?t).

4 X 1 2n—1 2n—1
— m) exp(—(
s 2

Resolvemos este problema com os métodos ETF, GT F(%) e o método de
Crank-Nicolson (C-N), para valores de h = 0.05, e £ = 0.05, 0.1 e 0.2. Na tabela

4.3.1, fornccemos o erro absoluto para z =1et = 1.

Figura 4.1: Solugao Exata
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Tabela 4.3.1
k C-N ETF(O):GTF(%)

0.05 2.5x 1074 7.4 % 107°
0.1 1.2x103 2.9 x 10~°

0.2 1.5x10?2 3.2x 1074

Observamos que o método de Crank-Nicolson produz oscilacoes na solucao
computada, proximo ao contorno. Ja os métodos ETF e GTF(%), nao produzem

oscilacoes e dao melhores aproximacoes para a solugao exata.

Problema 4.3.2
Seja

O*u  Ou
w—a, 0<z<0.5, t>0,

com condicao inicial
uw(z,0) =0, 0<z<0.5,
e com condi¢oes de contorno de Newman:

ou(0,t)
or

0u(0.5,1)

=1.
ox

=0,e
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A solucao exata do problema é dada por

11202 -1 2 & (—1)?
tol =X =

T n=1

u(z,t) = 2t cos(2nmz) exp(—4n?n®t)].

n

Resolvemos este problema com os métodos ETF, GT F(%) e o método de
Crank-Nicolson (C-N), para h = 0.0125, e £ = 0.01, e t = 0.01, 0.02 e 0.03.

Mostramos na tabela 4.3.2, o erro absoluto calculado pela norma do méximo.

Figura 4.2: Solucao Exata

Tabela 4.3.2
t C-N ETF(0) GTF(%)

0.01 28x107% 2.8x10° 28x1073
0.02 1.8x107% 5.0x107° 5.0x107°
0.03 1.6x1072 2.1 x107% 2.1 x107°
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Observamos que o método de Crank-Nicolson distancia-se da solucao exata,
préximo ao contorno do lado direito do gréafico. Ja os métodos ETF e GTF(%), Sa0

praticamente iguais neste exemplo e dao boas aproximacgoes para a solugao exata.

Problema 4.3.3
Seja

Ou _u N wct, 150
V> = &, a x 3 3

Jx?2 Ot Oz
com condicao inicial e com condicoes de contorno consistentes com a solucao exata
do problema

u(z,t) = 1 exp(—50 (z 1)’

NG s
Resolvemos este problema com os métodos ETF(8y), GTF(«), ESR(ay) e

o método de Crank-Nicolson (C-N), para valores de h = 0.05, e k = 0.25, v =1 e

), s=1+200vt.

t = 1. Mostramos na tabela 4.3.3, o erro absoluto calculado pela norma do méximo.
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Figura 4.3: Solucao Exata

Tabela 4.3.3
C-N AS-ETF(-1) LS-ETF(0) AS-ESR(3) LS-ESR(%L) GTF(3)

1.6 x 1071 6.7 x 1072 72x107° 57x102 1.8x10° 25x107!

Neste problema, tomamos condicoes de contorno e inicial consistentes com
a solucao exata na expectativa de que o método de Crank-Nicolson nao produzisse
oscilagoes. Porém, ele ainda produziu oscilacoes desordenadas na solugao aproxima-
da. Estas oscilacoes se devem ao fato deste método possuir sistema equivalente a

Formula Trapezoidal Cléssica. Esta é conhecida por produzir oscilagoes indesejaveis
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em problemas rigidos, que é o caso deste exemplo. O AS-ESR(%) que tem a Regra
de Simpson A-estavel associada, também produz oscilacoes, embora relativamente
menores que o método de C-N. Assim, os métodos ETF(8y), GTF(a) e ESR(ay)
sao melhores que o método de Crank-Nicolson. Podemos perceber, observando os
graficos, que o método LS-ESR(%) é o que melhor reproduz a solugao exata, ja que
tem a Regra de Simpson L-estavel associada, dando melhor precisao nas aproxi-

macoes e sem oscilacoes. Este exemplo é uma indicacao de que métodos L-estaveis

de ordem mais elevada dao melhores aproximacoes.

Problema 4.3.4
Seja

0’u  Ou Ou
0l—a= — + — O<z<l, t>0
ox? Ot + ox’ . ’ ’

com condic¢ao inicial

u(z,0) = 3sen(4drzx), 0<z <1,

3

e com condicoes de contorno de Dirichlet
u(0,t) =0, wu(l,t)=0.

A solucao exata do problema é dada por

:

u(z,t) = exp(zi(x - gt)) 3" B, exp(—vn®r’t)sen(nrz)
v n=1
3
B, = S[L+ (-1 exp(-

1 _ 1
GP+ =P (5P + (AP

2v

it J

£
2v

Resolvemos este problema com os métodos ETF(8y), GTF(«), ESR(ay) e
o método de Crank-Nicolson (C-N), para valores de h = 0.05, e £k = 0.25, v = 0.1 e

t = 1. Mostramos na tabela 4.3.4, o erro absoluto calculado pela norma do maximo.
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Figura 4.4: Solugao Exata

Tabela 4.3.4

C-N

AS-ETF(~1) LS-ETF(0) AS-ESR(}) LS-ESR(ZL) GTF(0.45)

3.4 x 107!

2.8 x 1072 6.3x107% 28x107% 31x10°* 48x107?
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Aqui tomamos também condi¢oes de contorno e inicial consistentes com a
solucao exata na expectativa de que o método de Crank-Nicolson nao produzisse
oscilacoes. Porém, ele ainda produziu oscilacoes inaceitaveis. Assim, os métodos
ETF(8y), GTF(a) e ESR(ayp) sao melhores que o Crank-Nicolson. Podemos perce-
ber também, analisando os gréficos que os métodos ESR(cy) sdo os que melhor
reproduzem a solucao exata, sendo que o LS—ESR(%) é o que imita sutilmente a

solucao exata.

Problema 4.3.5
Seja

0’u  Ou Ou
0l — = — + — 0 1 t
2 It + 8x’ <z <l > O,

com condicao inicial

u(z,0) = exp(5x)[cos(gx) + 0.25sen(gx)] 0<z<1

3

e com condicoes de contorno de Newman

ou(0,t)

e (5+ —)u(0,1),e

8

A solucao exata do problema é dada por
2

u(z, £) = exp(5(z — %t)) exp(— 1) [cos(50) + 0.25sen ()]

Resolvemos este problema com os métodos ETF(5y), ESR(ayp), e 0 método
de Crank-Nicolson (C-N), com h = 0.05, k = 0.25, e t = 2. Mostramos na tabela

4.3.5, o erro absoluto calculado pela norma do maximo.
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Figura 4.5: Solugao Exata

Tabela 4.3.5
C—-N AS—FETF(-1) LS—ETF(0) AS—ESR(Y) LS— ESR(%)
6.5 x 102 55x 1072 2.4 %1073 55x 1072 4.1x 1073

Tomamos novamente condicoes de contorno e inicial consistentes com a
solucao exata. Porém, o método de Crank-Nicolson ainda produziu uma solucao
indesejada do lado direito do gréafico, préximo ao contorno. Assim, os métodos
ETF(8y) e ESR(ay) sao melhores que o método de Crank-Nicolson. Neste caso, os

métodos que reproduzem melhor a solugao exata sao o AS-ETF(—1) e o LS-ETF(0).
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4.4 Conclusoes

Neste trabalho, estudamos a aplicacao das Foérmulas Trapezoidais Esten-
dida e Generalizada, e a Regra de Simpson Estendida para equagoes diferenciais
parciais parabdlicas em uma dimensao. Estas formulas foram propostas numa série
de artigos, Chawla et al [2], [3], [4] e [5].

Nossa principal contribuicao nesta dissertacao, foi reunir as informagoes
contidas em cada um dos artigos, fornecendo uma andlise de cada férmula quando
aplicada na resolucao de equacoes de difusao pura e equacao de conveccao-difusao,
e uma analise comparativa entre elas.

Assim, verificamos que a Férmula Trapezoidal Estendida (5y = 0) (1.4.5),
aplicada na equacao de difusao (2.1.1), levou a Férmula Trapezoidal Estendida -
Sistema de Diferencas Finitas (ETF-FDS) de ordem 3 na varidvel temporal e in-
condicionalmente estdavel. Esta mesma férmula (1.4.5) foi aplicada a equacao de
conveccao-difusdo (3.1.1) e mostramos que esta ETF(f5)-FDS serd de ordem 3 na
variavel temporal, mas para Jy = —1, terd ordem 4. Para [y = 0, sera um sistema
incondicionalmente estavel com o método aplicado ETF L-estavel e para 5y > —1,
serd também incondicionalmente estavel com o método aplicado ETF A-estavel.

Verificamos também que a Férmula Trapezoidal Generalizada (1.4.6) apli-
cada a equagao (2.1.1), levou ao sistema GTF(«)-FDS que é, em geral, de ordem 2
em ambas variaveis temporal e espacial, e se a = %, terd ordem 3 na variavel tempo-
ral e é incondicionalmente estdvel. Agora, aplicando a mesma férmula (1.4.6), para
a equacao (3.1.1), obtemos o método GTF(a)-FDS que é de ordem 2 em ambas
variaveis temporal e espacial, e para a = é, terd ordem 3 na variavel temporal e é
incondicionalmente estavel.

Aplicamos ainda a Regra de Simpson Estendida (1.4.7) para a equagao
(3.1.1). Mostramos que para ag < %, ¢ um sistema incondicionalmente estavel com
um método aplicado ESR A-estavel e para oy < %, ¢ um sistema incondicionalmente

estavel com um método aplicado ESR L-estavel. Concluimos também que ESR(ayg)
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7

55, tem ordem 5.

¢ de ordem 4 na variavel temporal, mas para oy =

Agora, analisando os problemas considerados, os resultados obtidos nos per-
mitem entao afirmar que o método de Crank-Nicolson é inferior aos outros métodos
estudados, na maioria dos casos, principalmente proximo ao contorno da solucao
exata. Além disso, todos os métodos L-estaveis sao os que produzem as melhores
aproximacoes para a solucao exata.

Uma importante sequéncia desta dissertacao seria um estudo destes métodos
aplicados a problemas nao-lineares e ainda para problemas de dimensao 2 e 3, e com

aplicagoes no processamento de imagens, ja que tem como modelo uma equacgao

diferencial parcial parabdlica.
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C Sk 3k sk sk sk skosk sk sk ok sk sk sk sk skoskoskoskosk sk ok skosk sk skokoskokoskok skok sk sk skoskokoskokoskok skokoskok ok ok

C Exemplo do Programa referente ao Problema 4.3.4
C Método: Regra de Simpson Estendida - L-estavel ()
C LS-ESR(%)

Ot R R e e S e R L e e e L

Integer N

Real Nfim

Real*8 L, T, k, h, C1, S, A(100,100), R, V, j, i,

$Ix, p, Ij, U(500), Idd(100,100), Mat1(100,100), Mat2(100,100)

3 3 3

$PriM(100,100), SegM(100,100), Number, U2(500), B(100,100)

3 3

$Mat5(100,100), Mat6(100,100), Mat7(100,100), Mat8(100,100)

b 3

$Mat11(100,100), Mat10(100,100), Mat12(100,100), Mat4(100,100)

3 3

$Mat15(100,100), Mat16(100,100), Mat17(100,100), Mat18(100,100),

$Mat19(100,100), Mat21(100,100), Mat22(100,100), Mat20(100,100),
$C(100,100), Mat9(100,100)
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C*F** H: tamanho do passo na varidvel espacial
Write(*,*) "Digite o valor de H: ’

Read(*,*) h

C*F** K: tamanho do passo na varidvel temporal
Write(*,*) "Digite o valor de k: ’

Read(*,*) k

CHFF% V. constante da equagao de convec¢ao-difusao
Write(*,*) "Digite o valor de V:’

Read(*,*) V

C*** L: tamanho do intervalo na varidvel espacial
Write(*,*) "Digite o valor de L: ’

Read (*,*) L

C**** T: tamanho do intervalo na varidvel temporal
Write(*,*) "Digite o valor de T:’

Read(*,*) T

C*F***F C: constante da equacao de conveccao-difusao
Write(*,*) "Digite o valor de C:’

Read(*;*) C1

Ix=L/h

Nfim=Ix-1

C*** N: dimensao do sistema

N=int(Nfim)

C*#F* R: constante do método

R=(V*k)/(h*h)

CHFF% S: constante do método

S=(C1*k) /h

CF*F* Tj: numero de vezes que resolvo o sistema
1j=(T/k)

Write(*,¥) 'N=", N, '/R=", R, 'j=", Ij, 'S=", S



C**** Monta a matriz J do método
Call MontA (A N)

C**** Monta o vetor inicial

Call MontU(U,N)

C**** Monta a matriz B do método
Call MontB(B,N)

C**** Monta a matriz identidade
Call MontI(Idd,N)

C**** Zera uma matriz

Call ZerMat(C,100)
Call ZerMat(Mat1,100)
Call ZerMat(Mat2,100)
Call ZerMat(Mat4,100)
Call ZerMat(Mat5,100)
Call ZerMat(Mat6,100)
Call ZerMat(Mat7,100)
Call ZerMat(Mat8,100)
Call ZerMat(Mat9,100)
Call ZerMat(Mat10,100)
Call ZerMat(Mat11,100)
Call ZerMat(Mat12,100)
Call ZerMat(Mat15,100)
Call ZerMat(Mat16,100)
Call ZerMat(Mat17,100)
Call ZerMat(Mat18,100)
Call ZerMat(Mat19,100)
Call ZerMat(Mat20,100)
Call ZerMat(Mat21,100)
Call ZerMat(Mat22,100)



Call ZerMat(PriM,100)
Call ZerMat(SegM,100)

CrpRRrxk Caleulo do Primeiro Membro do sistema
Number=2*R

C*F**F* Multiplica um nimero por uma matriz
Call MultMatNum(A,Number,N)
Call MultMatNum(B,S,N)

C**** Soma duas matrizes

C*#F* C matriz do método

Call SomaMat(A,B,C)N)

C*F*** Move uma matriz para outra
Call MoveMat(C,Mat1,N)
Number=_8.246664888
Number=Number/60

Call MultMatNum(Mat1,Number,N)
Call SomaMat(Mat1,Idd,Mat21,N)
Rk

Call MoveMat(C,Mat22,N)
Number=9.753335112
Number=Number/60

Call MultMatNum(Mat22,Number,N)
C*F***F Multiplica duas matrizes

Call MultMat(C,C,Mat2,N,N)
Number=3.637834253
Number=Number/240

Call MultMatNum(Mat2,Number,N)
Call SomaMat(Mat22,Mat2,Mat20,N)
Call SomaMat(Mat20,Idd,PriM,N)



CrrkrtCaleulo do Segundo Membro do sistema
Number=-1

Number=Number/5

Call MoveMat(C,Mat4,N)

Call MultMatNum(Mat4,Number,N)

Call MultMat(C,C,Mat8 N,N)

Number=1

Number=Number/80

Call MultMatNum(Mat8,Number,N)

Call SomaMat(Idd,Mat4,Mat9,N)

Call SomaMat(Mat9,Mat8,SegM,N)

C*F*** Saidal2.dat: arquivo com saida dos resultados
OPEN(1,FILE="Saidal2.dat’)

k=0.25

i=0.0

OPEN(1,FILE="Saidal2.dat’)

Do i=0, Tj-1

j=itk

Write(1,%) "UC,L,7Y,-CL3,)

C*F*** Multiplica matriz por vetor

Call MultVet(SegM,U,U2,N,N)

C*#F* Resolve o sistema no maximo pentadiagonal por decomposicao L.U.

Call Penta(Mat21,U2,N)

Call Penta(PriM,U2,N)

Do p=1,N

Write(1.100)U2(p)

EndDo

C*FF** Repassa um vetor em outro

Call RepVet(U2,U,N)
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100 Format(E40.20)
EndDo

C** Fim do Algoritmo
Close(1)

stop

end

C*** Fim do Programa

C

C Subroutinas e fun¢oes auxiliares

C
CFxHRRx Move a matriz M1 para M2
SubRoutine MoveMat(M1,M2 N)
Real*8 M1(100,100), M2(100,100)

Integer N, 1, j
Do i=1, N

Do j=1, N
M2(i,j)=M1(i,)
EndDo

EndDo

Return

End

CHeRRx Monta a matriz J do método
SubRoutine MontA(A,N)

Integer j, i, N

Real*8 A(100,100)

Do i=1,N

Do j=1, N

If (Abs(i-j).GT.1) Then
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A(i,j)=0
else

If .EQ.j) Then
A(i,j)=2
else
A(ij)=-1
EndIf
EndIf
EndDo
EndDo
Return

End

CH*## Monta a matriz B do método
Subroutine MontB(B,N)

Integer j,i,N

Real*8 B(100,100)

Do i=1,N

Do j=1,N

If ((Abs(i-j).GT.1).or.(i.EQ.j)) Then
B(i,j)=0

else

If 1.EQ.(j-1)) Then

B(i,j)=1

else

IF (i.EQ.(j+1)) Then

B(i,j)=-1

Endif

Endif
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Endif

EndDo
EndDo
Return

End

CHFRR* Monta o vetor inicial
SubRoutine MontU(U,N)
Integer N, p

Real*8 U(500).x.i,,Pi
Pi=3.14159265359
x=0.05

i=x*N

p=1

Do j=x,i,x

U(p)= 3*sin(4*Pi*j)
p=p+1

EndDo

Return

End

CHRRR* Monta a matriz identidade
SubRoutine MontI(Idd,N)

Integer N, 1, j

Real*8 1dd(100,100)

Do i=1, N

Do j=1, N

If .EQ.j) Then

Idd(ij)=1

67



else
Idd(i,j)=0
EndIf
EndDo
EndDo
Return

End

CHRRRX Zera uma matriz
SubRoutine ZerMat(T,N)
Integer N, 1, j

Real*8 T(100,100)

Do i=1, N

Do j=1, N

T(i,j)=0

EndDo

EndDo

Return

End

Ok Repassa o vetor U2 em U
SubRoutine RepVet(U2,U,N)
Integer i

Real*8 U2(500), U(500)

Do i=1,N

U(i)=0

U(i)=U2(i)

EndDo

Return

End
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Ok Multiplica a matriz M1 por M2 e guarda em P
SubRoutine MultMat(M1,M2,P,m,n)

Integer m, n, i, j, k, 1

Real*8 M1(100,100), M2(100,100), P(100,100)
Do i=1,m

Do j=1,n

P(i,j)=0

endDo

enddo

Do i=1,n

Do j=1,m

Do k=1,n

P(i,j)=P(i,j)+(ML(Lk)*M2(k,)))

EndDo

EndDo

EndDo

Return

End

Ok Multiplica matriz M1 pelo vetor M2 e guarda em P
SubRoutine MultVet(M1,M2,P,m,n)

Integer m, n, i, j, k, 1

Real*8 M1(100,100), M2(500), P(500)

Do i=1,m

P(i)=0

enddo

Do i=1,n

Do j=1,m
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P(i)=P(i)+(M1(i,))*M2(j))
EndDo
EndDo
Return

End

Ok Multiplica niimero por matriz
SubRoutine MultMatNum(M,Num,N)
Integer N, i, j

Real*8 M(100,100), Num

Do i=1,N

Do j=1,N

M(i,j)=M(i,j)*Num

endDo

endDo

Return

End

CHFRR* Soma duas matrizes

SubRoutine SomaMat(M1,M2,M,N)

Integer N, 1, j

Real*8 M1(100,100), M2(100,100), M(100,100)
Do i=1,N

Do j=1,N

M(i,)=M1(ij)+M2(i,)

EndDo

EndDo

Return

End

70



CHHHHHEE Soma dois vetores
Subroutine SomaVet(d8,d9,d10,N)
integer N,i

Real*8 d8(500),d9(500),d10(500)
Do i=1,N

d10(i)=0

d10(1)=d8(i)+d9(i)

EndDo

Return

End

Otk Calcula um sistema no maximo pentadiagonal por Decomposicao L.U.
Subroutine penta(Mat,b,m)

Real*8 Mat(100,100),sup(m),sub(m),diag(m),b(m),supp(m),subb(m)
Do i=1,m

diag(i)=Mat(i,i)

EndDo

Do i=1,m-1

sup(i)=Mat(i,i+1)

EndDo

Do i=1,m-2

supp(i)=Mat(i,i+2)

EndDo

Do i=1,m-1

sub(i)=Mat(i+1,1)

EndDo

Do i=1,m-2

subb(i)=Mat(i42,1)
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EndDo

n=m

nn=n-1

do 2 i=2,nn
xmult=sub(i-1)/diag(i-1)
diag(i)=diag(i)-xmult*sup(i-1)
sup(i)=sup(i)-xmult*supp(i-1)
b(i)=b(i)-xmult*b(i-1)
xmult=subb(i-1)/diag(i-1)
sub(i)=sub(i)-xmult*sup(i-1)
diag(i+1)=diag(i+1)-xmult*supp(i-1)
b(i+1)=b(i+1)-xmult*b(i-1)

2 continue

xmult=sub(nn)/diag(nn)
diag(n)=diag(n)-xmult*sup(nn)
b(n)=(b(n)-xmult*b(nn))/diag(n)
b(nn)=(b(nn)-sup(nn)*b(n))/diag(nn)
do 3 i=n-2,1-1
b(i)=(b(i)-supp(i)*b(i+2)-sup(i)*b(i+1))/diag(i)
3 continue

return

end
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