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RESUMO

Este trabalho esta estruturado em torno de trés objetivos fundamentais. O primeiro consiste em
definir e caracterizar as singularidades de Thom-Boardman no espago dos jatos. Essas singularida-
des estao intrinsecamente ligadas a vetores conhecidos como simbolos de Boardman e a um tipo
especial de germes. O segundo objetivo foca na definicdo da multiplicidade de Hilbert-Samuel de
um anel quociente, associada a um germe de aplicagdo na origem e a um simbolo de Boardman
fixado. O ideal que define este quociente € denominado extensao jacobiana iterada do germe inicial
associado ao simbolo de Boardman. Este € um nimero que generaliza o nimero de Milnor de um
germe de fung¢éo na origem. Por fim, o terceiro objetivo busca caracterizar essa multiplicidade para
o tipo especial de germes mencionados anteriormente, particularizando para familias de germes
quase-homogéneos, apresentando férmulas para essa multiplicidade que dependam apenas dos

graus e pesos associados.

Palavras-chave: singularidades de Thom-Boardman; multiplicidade de ideais e germes; germes
quase-homogéneos.



ABSTRACT

This work is structured around three fundamental objectives. The first consists of defining and cha-
racterizing Thom-Boardman singularities in the space of jets. These singularities are intrinsically
linked to vectors known as Boardman symbols and to a special type of germs. The second objective
focuses on the definition of the Hilbert-Samuel multiplicity of a quotient ring, associated with an appli-
cation germ at the origin and a fixed Boardman symbol. The ideal that defines this quotient is called
the iterated Jacobian extension of the initial germ associated with the Boardman symbol. This is a
number that generalizes the Milnor number of a function germ at the origin. Finally, the third objective
seeks to characterize this multiplicity for the special type of germs mentioned above, particularizing
for families of quasi-homogeneous germs, presenting formulas for this multiplicity that depend only

on the degrees and weights associated.

Keywords: Thom-Boardman singularities; multiplicity of ideals and germs; weighted homogeneous
map germs.
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1 INTRODUCAO

Um dos nimeros mais conhecidos na Teoria das Singularidades é o nimero de Milnor de
um germe de fungao holomorfa, definido para uma fungao que apresenta uma singularidade
isolada, estando associado ao ideal jacobiano desse germe.

No trabalho [1], J. J. Nuno-Ballesteros e M. J. Saia definem um ndimero, ¢(f), as-
sociado a germes de aplicagoes holomorfas para um vetor i = (iy,...,4), denominado
simbolo de Boardman, que é obtido por um processo iterativo a partir dos menores da
matriz jacobiana do germe, induzidos por i. Esse niimero é uma generalizacao do niimero
de Milnor para o caso de fungoes e um simbolo de Boardman especifico.

Ambos os niimeros mencionados sao dimensoes de anéis quocientes, vistos como es-
pacos vetoriais complexos, que sdo finitos somente para o caso em que os germes de
aplica¢oes holomorfas tém singularidades isoladas. Assim, uma questao natural é se um
simbolo de Boardman e um germe de aplicacao holomorfa, produzem um niimero no caso
em que as singularidades nao sao isoladas, generalizando o nimero anterior.

Os autores C. Bivia-Ausina e J.J. Nuno-Ballesteros em [2] definem um ntmero, e;(f),
associado a germes de aplicagoes holomorfas, que satisfaz essas condi¢Ges impostas, ou
seja, um numero obtido por um processo iterativo com os menores da matriz jacobiana do
germe, o qual permanece finito mesmo no caso de singularidades nao isoladas e generaliza
o nimero anterior. Para definir este niimero, necessitamos de uma ferramenta algébrica,
que foi um dos focos deste trabalho e recebe o nome de multiplicidade de Hilbert-Samuel.
Especificamente, trata-se da multiplicidade de Hilbert-Samuel de um anel quociente par-
ticular, associado a um simbolo de Boardman e a um germe de aplicacao holomorfa.

Com este niimero bem definido, nosso objetivo passa a ser determinar conjuntos em
que este numero se mantém invariante e apresentar féormulas para casos especificos de
simbolos de Boardman e germes de aplicagoes quase homogéneas. Para atingir resultados
que auxiliam nesta tarefa, faz-se necessario uma classe especial de germes, germes estes
que determinam, sob certas condi¢oes, um conjunto do espago dos jatos, denominados
Singularidades de Thom-Boardman.

Sendo assim, para a exposicdo de tais conceitos e resultados, este trabalho foi estru-
turado da seguinte maneira:

No Capitulo 2 apresentamos conceitos de algumas teorias visando caracterizar ele-
mentos importantes que fundamentam o desenvolvimento das se¢es subsequentes. Co-
megamos apresentando conceitos relacionados a aplicagoes de varias variaveis complexas,
nogoes basicas de variedades diferenciaveis e sua generalizagao para variedades complexas,
abordando o conceito de transversalidade. Destacamos um conjunto particular, chamado
espaco dos jatos, onde o conceito de transversalidade resulta em um conjunto denso no
espaco das aplicagoes holomorfas. Na sequéncia, voltamos nossa atencao para o estudo
local de aplicagoes holomorfas, ou seja, discutimos sobre germes de aplicagoes holomorfas
e sua estrutura diferencial, bem como jatos associados. No caso de germes de fungoes
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INTRODUCAO 11

holomorfas, exploramos a estrutura algébrica associada, apresentando definicdes como
variedades analiticas e blow-up associado, o que propicia uma caracterizagao geométrica
futura.

Ja no Capitulo 3, o foco principal é definir a multiplicidade de Hilbert-Samuel para
ideais especiais de um anel local Noetheriano com relagao a médulos finitamente gerados
sobre este anel. Para isso, apresentamos os elementos algébricos e suas propriedades
necessarias ao entendimento deste conceito e seus desdobramentos, destacando os anéis
Cohen-Macaulay e suas caracteristicas.

O Capitulo 4 tem como objetivo definir uma classe importante de variedades associadas
a um germe de aplicagao e um vetor especial. Nesta direcao, apresentamos conjuntos
relacionados a um germe de aplicacao, focando em suas singularidades, como o conjunto
singular e as singularidades de primeira ordem. Essa discussao motiva a introducao de
conjuntos mais gerais, independentes de um germe especifico, denominados conjuntos de
singularidades de primeira ordem e ordem superior. Essa generalizacao, por sua vez,
motiva a definicio de um tipo especifico de vetores, chamados simbolos de Boardman
associados ao germe, conceito estendido posteriormente. Na sequéncia, apresentamos
ideais especiais associados a um germe de aplicacao, caracterizados por um tipo particular
de vetor, chamados de extensoes jacobianas iteradas. Finalizamos introduzindo uma classe
especial de germes de aplicagao associada a simbolos de Boardman e extensoes jacobianas
iteradas, além de apresentar um conjunto especifico relacionado a esses objetos, que vivem
no espago dos jatos, sao variedades complexas e ainda temos controle sobre sua codimensao
neste espaco.

Finalmente, no Capitulo 5, retomamos o niimero denominado multiplicidade de Hilbert-
Samuel, com o objetivo de estudar sua invariancia e obter féormulas explicitas em casos
particulares. Portanto, neste capitulo, definimos o niimero derivado da multiplicidade
de Hilbert-Samuel, que é construido em um anel especifico e é associado a germes de
aplicagoes holomorfas e simbolos de Boardman. Uma propriedade relevante é que, sob
certas hipodteses, esse nimero permanece constante em um dado intervalo. Encerramos o
capitulo apresentando resultados, para uma classe particular de germes, os germes quase-
homogéneos, que facilitam o calculo deste niimero para simbolos de Boardman especificos.



2 PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentamos conceitos de algumas teorias, como Geometria Complexa
e Geometria Algébrica, visando caracterizar elementos importantes em Teoria de Singu-
laridades, necessarios para embasar, motivar e permitir que a teoria das segoes futuras
seja desenvolvida.

2.1 GEOMETRIA COMPLEXA E O ESPACO DOS
JATOS

Nesta se¢ao apresentamos conceitos relacionados a aplicagoes de varias variaveis com-
plexas, dando estrutura complexa a espagos topologicos. Destacamos um conjunto par-
ticular, chamado espaco dos jatos, com resultados direcionados ao desenvolvimento do
trabalho. Vamos admitir conhecidos as teorias de Anélise do R"” e de Analise Complexa
para fungdes complexas de uma variavel, além de conceitos basicos de Topologia Geral.

Admitindo conhecido o conceito de funcao holomorfa de C em C, iniciamos com a
extensao deste conceito.

Definicao 2.1.1. Seja 2 C C* um aberto. Uma funcao f : Q2 — C é dita holomorfa
se para cada j = 1,...,n e cada x1,...,T;_1,Tjy1,-.., Ty fizados, a funcio o : C — C,
dada por a(C) = f(x1,...,2-1,(,Tjt1,...,2,) € holomorfa, ou seja, f é holomorfa em
cada variavel separadamente.

Para p > 1, uma aplicacao f :  — CP é holomorfa se ¢ holomorfa em cada entrada,
ou seja, a fungao f; : Q — C é holomorfa para todo i =1,...,p, onde f = (f1,..., fp)-

O objetivo é obter espacos topologicos que sao localmente modelados em abertos de
C". Para isso, primeiro abordamos a obtencao da estrutura em R".

Definicao 2.1.2. Um atlas diferencidvel em um espaco topologico M, denotador por
U, € uma colegao de pares (U, ¢;) chamados de cartas ou sistema de coordenadas
locais, onde os U; sao abertos cobrindo M, cada ¢; : U; — R™ é um homemorfismo sobre
um aberto de R"™, e sempre que U; NU; # 0, a transigio

¢ 005" ¢, (U;NUy) — ¢3(Us N U;)

¢ uma aplicacao diferenciavel. O atlas U € dito maximal se para todo homeomorfismo
VW = R™ com W aberto de M, se WNU; # 0, entdo og; ' : ¢s(WNU;) — »(WNU;)
e ;o™i p(WNU;) — (W NU;) sio aplicagoes diferenciduveis.

Uma wvariedade diferencidvel é um espaco topologico M, Hausdorff e com base
enumerdvel, equipado com um atlas diferencidvel mazimal. O nimero n é chamado de
dimensao de M.

12



GEOMETRIA COMPLEXA E O ESPACO DOS JATOS 13

Para obter a estrutura complexa, basta trocar a exigéncia das aplicagoes serem dife-
renciaveis para serem holomorfas, que reescrevemos para fixar a nomenclatura.

Definicao 2.1.3. Um atlas holomorfo em um espaco topologico M, denotador por U,
¢ uma colegcao de pares (U;, ¢;), onde os U; sao abertos cobrindo M, cada ¢; : U; — C™ é
um homemorfismo sobre um aberto de C", e sempre que U; N U; # 0, a transi¢ao

¢ 005" ¢, (U N U;) — ¢4(Us N U;)

¢ uma aplicagio holomorfa. O atlas U é dito maximal se para todo homeomorfismo
Y W — C", com W aberto de M, se WNU; # 0, entioYog; ' : g(WNU;) — (W NU)
e o L (W NU;) — ¢;(W NU;) sao aplicagoes holomorfas.

Uma variedade complexa é um espaco topologico M, Hausdorff e com base enume-
ravel, equipado com um atlas holomorfo maximal. O nimero n é chamado de dimensdo

de M.

Observagao 2.1.4. Como C" = R*" ¢ usando o fato de que toda aplicagio holomorfa é
diferenciavel, seque que uma variedade complexa de dimensdo n é uma variedade diferen-
ciavel de dimensdo 2n.

Exemplo 2.1.5. Um aberto U de C*¥ é uma variedade complexa de dimensdo k, pois basta
tomar o atlas definido por (U, ¢) sendo ¢ : U — U a identidade.

Exemplo 2.1.6. Um espago vetorial complexo V de dimensdo n é uma variedade com-
pleza de dimensdo n, pois existe um isomorfismo 1 (linear e bijetor), tal que V' = C".
Logo, basta tomar o atlas definido por (U, ¢) sendo ¢ = 1.

Exemplo 2.1.7. Se M e N sao variedades complexas de dimensoes m e n, respectiva-
mente, entao M X N € uma variedade complexa de dimensao m + n, onde o atlas em
M x N € tomado da forma (W, ¢) onde ¢ = ¢1 X ¢o, com (Uy, ¢1) no atlas de M, (Us, ¢o)
no atlas de N e W = U; x Us.

O préximo passo ¢ o conceito de aplicacdo holomorfa entre variedades complexas,
que de maneira analoga é obtido o conceito de aplicagoes diferenciaveis para o caso de
variedades diferenciaveis.

Definicao 2.1.8. Dadas duas variedades complexas M e N, uma aplicagio continua
f: M — N ¢é holomorfa se para toda carta (U, ¢) de M e toda carta (V,p) de N com
f(U) CV, aaplicagio po fod™t:d(U) — o(f(U)) é holomorfa.

Exemplo 2.1.9. Seja f uma aplicagio holomorfa entre as variedades complexas M e N
de dimensoes m e n, respectivamente. O grdfico de f,

Graf(f) = {(a, f(x)) € M x N | € M},

¢ uma variedade complexa de dimensdo m.

Para cada carta (U,¢) de M, considere ¢ : ¢(U) — Graf(f) dada por ¢(u) =
(07 (u), f(d~H(u))), ou seja, ¥ = (¢, fod™t) que é injetora (pois a primeira fungio co-
ordenada € injetora). Logo, bijetora sobre a sua imagem. Assim, as inversas (composi¢ao
da aplicag¢do proje¢io de M x N em M com as cartas) geram um atlas para Graf(f).
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Definicao 2.1.10. Um subconjunto N de uma variedade complera M de dimensdo n+k
¢ uma subvariedade de dimensio n de M se para todo ponto p € N existe uma carta
em p, ou seja, (U, ¢) carta de M com p € U tal que (N NU) =U'N(C" x {0}), onde
0 e CF, U aberto de C***.

Sejam M uma variedade diferencidvel de dimensao m e p € M. Indicaremos por C,
o conjunto de todos os caminhos A : J — M, definidos num intervalo aberto J C R,
contendo 0, tais que A(0) = p e A é diferenciavel em 0.

Dizemos que dois caminhos A, i € C, sao equivalentes, e escrevemos A ~ p, quando
existir um sistema de coordenadas locais z : U — R™ em M, com p € U, tal que
zol:J = R™ezopu: I — R™satisfagam (20 \)'(0) = (z o) (0).

Pode-se mostrar que esta relacao define uma relacao de equivaléncia em C,.

Definicao 2.1.11. O conjunto quociente C,/ ~ serd indicado por T,M e serd chamado
de espaco tangente a variedade M em p.

Para cada sistema de coordenadas locais x : U — R™, definimos 7 = Z(p) : T,M — R™
por Z([A]) = (z o A)'(0), estd bem definida e é uma blje(;ao (Ver [3, p. 135]).

Logo, T;,M tem estrutura de espaco vetorial real m-dimensional.
d o

FoTr s } a base de T, M que ¢é levada pelo isomorfismo

Além disso, indicamos por {

T sobre a base canonica {ej,...,e,} de R™, ou seja, 88, é a classe de equivaléncia de
qualquer caminho A € C, tal que (x o \)’(0) = ¢;. Denotamos T,M =R {8301’ o 8%}-

Definicao 2.1.12. Sejam M e N wvariedades diferencidveis de dimensoes m e n, respec-
tivamente, e f : M — N wma aplica¢do diferencidvel no ponto p € M. A derivada de f
no ponto p € a transformagdo linear

dpf : TpM — Tf(p)N
que associa a cada v = [N € T,M o elemento d,f(v) = [(f o N)] € Typ)N.

Pode-se verificar que a defini¢ao independe do representante e a matriz em relagao as
bases {%, > Ba m} de T,M e {a Tyoees By } de Tt N € a matriz jacobiana da aplicacao

yo foxz~! no ponto x(p) (Ver [3, p. 138]).

Agora se M é uma variedade complexa de dimensao m e p € M, considere um sistema
de coordenadas locais z = (z',...,2™) : U — C™ em M. Temos algumas maneiras
diferentes de definir espaco tangente.

Uma delas é considerando M como variedade diferenciavel, ou seja, podemos associar
cada 2’ ao par (z7,¢?) : U — R™ x R™, que é um sistema de coordenadas locais olhando

M como uma variedade diferenciavel. Assim definimos

0 g 0 0 g 0
TR’pM .—R{a'xl,...,axn’ayl,...’ayn}—R{al'j7ayj}j,

que é um espaco vetorial real de dimensao 2m.
Como espago vetorial complexo, uma das maneiras de definir o espaco tangente é do

seguinte modo Tt , M := Ty ,M ®r C (produto tensorial dos espacos vetoriais reais T , M

0 9
0297 9zi

e C). Mostra-se que uma base para T ,M é { },, ou seja,
J

T(C’pM =C {%’ %}j7
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o _1(9 _ ;0 9 _1(0 ;0
onde 9z T 2 (Bmi Zay’) € 921 2 (axi +Z8yi>'
Definicao 2.1.13. Sejam M e N wvariedades complexas de dimensoes m e n, respectiva-

mente, e f : M — N uma aplicagio holomorfa no ponto p € M. A derivada de f no
ponto p € a transformacao linear

d(c’pf : TQPM — T(C’f(p)N
que € a extensdo natural de dpf : Tr M — Tg s N .
Para mais detalhes ver Secao 2 de [4].

Por simplicidade, denotamos dc, f e Tt ,M somente por d, f e T,M e variedades com-
plexas ou diferenciaveis simplesmente por variedades, ficando subentendidas no contexto.

Definicao 2.1.14. Dado f : M — N uma aplicacao holomorfa, com p € M, dizemos que
f € uma submersdo em p se d,f € sobrejetora e é uma imers@o em p sed,f € injetora.
Um ponto p € M ¢é dito um ponto regular de [ se f é imersao ou submersao em p e
um ponto y € N é dito um valor regular de [ se p é ponto reqular de f, ¥ p € f~(y).

Com a definicdo de espago tangente de uma variedade num ponto, definimos um
conceito que estuda o comportamento da interse¢do de duas variedades.

Definicao 2.1.15. Duas subvariedades N1 e Ny de uma variedade N se encontram trans-
versalmente (ou sio transversais) em um ponto x € NyN Ny se T,Ny +T,Ny =T, N.
Dizemos que elas sao transversais se forem transversais para todo ponto da intersegdo.

Notagao: N; th Ns.

Definicao 2.1.16. Sejam f : N — P uma aplicacao holomorfa e () uma subvariedade
de P. Dizemos que [ € transversal a Q) se Graf(f) e N x Q sao transversais (como
subvariedades) em N x P.

Notagao: f M Q.
Exemplo 2.1.17. Sejam f: C — C? f(t) = (0,t) e Q = {(u,0),u € C}. Entdio,

Graf(f)

Como (1,0,1),(1,0,0), (0,1,0) sdo linearmente independentes, Graf(f)+ N x Q = C3 ¢,
portanto, f M Q.

{(#,0,t) e C*} = ((1,0,1)) e N x Q= {(t,u,0) € C*} = ((1,0,0),(0,1,0)).

Proposigao 2.1.18. Sejam f : N — P uma aplicagio holomorfa e Q) subvariedade de P.
Entao f h Q se, e somente se, df, (T,N)+T1T,Q =T,P, Vx € N ey = f(z) em Q.

Demonstra¢io. Suponha f M Q. Entdo Graf(f) f N x Q em N x P, ou seja
TwyGraf(f) + TeyN x Q =Tz yyN x P, com y = f(z) € Q.
Como T(%y)GTCLf(f) = GT’(lf (dfx), T(x7y)N X Q = Ta;N X TyQ € T(x7y)N X P = TzN X
T, P, entao
Graf (dfy) + TN x T,QQ =T, N x T,P. (2.1)

Além disso, como sempre ocorre que df, (T, N)+T1,Q C T,P, basta mostrar a inclusao
contraria.
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Seja v € T,P. Se w € T, N, segue da Equacao (2.1) que (w,v) = (wq, dfy (w1))+
(wg, u) para algum wy, wy € T, N eu € T,Q). Portanto v = df, (wq)+u € df, (T,N)+T,Q.

Reciprocamente, precisamos mostrar que T, ,\Graf(f) + Tz N x Q D T(z )N x P,
pois a inclusdo contraria sempre vale. Se provarmos essa inclusao, temos a igualdade e
entao estd provado que f h Q. Como ja mencionado,

TwyGraf(f) = Graf (dfs), TayyN x Q =T, N x T,Q e Ty ) N x P =T, N x T, P.

Deste modo, devemos mostrar que Graf(d,f) +T,N x T,Q D T, N x T, P.

De fato, seja (w,v) € T,N + T,P, entao w € T,N e v € T,P. Por hipotese, se
v € T,P, entdo v = a + b, onde a € d,f(T,N) e b € T,Q. Logo, a = d,f(h), com
h € T,N. Portanto,

(w,v) = (w,dyf(h) + b) = (h,d.f(h)) + (w — h,b) € Graf(def) + TN x T,Q,

como queriamos.

]

Exemplo 2.1.19. Se f: N — P ¢ uma submersdo, entao para qualquer subvariedade ()
de P, f M Q. De fato, se f é submersao, d, f(ToN) = Ty P e assim, d f(ToN) + Q =
TP, V@Q C P. Pela Proposicio 2.1.18, concluimos que f th Q.

Os dois préximos resultados omitiremos as demonstragoes e exibiremos como referéncia
um material que aborda somente o caso diferencidvel, mas o caso holomorfo segue de
maneira analoga.

O primeiro deles utiliza o conceito de transversalidade para obtencao de variedades,
que é utilizado na sequéncia e num capitulo a frente para caracterizar um conjunto espe-
cial.

Proposigao 2.1.20. Sejam f : N — P uma aplica¢io holomorfa e Q) uma subvariedade
de P com f M Q. Entio M = f~1(Q) =0 ou é uma subvariedade em N com a mesma
codimensao de Q em P. Além disso, se v € N tal que f(z) = y € Q, entao T,M =

(do /) ~HT,Q)-

Demonstragio. Pode ser vista em [5, p. 41, (1.2)]. O

Com estes elementos e resultados em mente, enunciamos o seguinte teorema, que
recebe o nome de Teorema de Sard e, por sua vez, ¢ fundamental para o resultado principal
desta secao.

Teorema 2.1.21. Seja f; : N; — P uma familia contdvel de aplicacoes holomorfas. A
intersecdo dos conjuntos dos valores requlares de todas as f; é denso em P.

Demonstragio. Pode ser vista em [5, p. 49, (2.1)]. O

Como aplicacao do Teorema de Sard, temos o seguinte resultado:

Lema 2.1. Se F': N xS — P é uma aplicagao holomorfa com F M Q;, para uma familia
finita de subvariedades Q); de P, entao existe um conjunto denso de parametros s € S tal
que fs M Q; para todo i.
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Demonstragio. Pela Proposigao 2.1.20, temos que M; = F~1(Q;) é uma subvariedade em
N x S. Considerando a restrigao my, da projecao m : N x S — S, basta mostrar que
7; == T, h {s} se, e somente se, f; M Q;, e o resultado seque do Teorema 2.1.21.

Como F' h @, para todo z = (z,s) € N x S com w = F(z), temos

d.F(T,N x T,S) + T,Q; = T,,P (2.2)

Considere:

(1) fs N Qy, assim d, fs(T,N)+ T,Q; = T, P, ou seja, d,F(T,N x{0})+T,Q; = T, P.

(2) m; th {s} implica que d,7(T,M;) = TsS. Como 7 é linear, segue que 7(7,M;) = TS,
logo, T,N x {0} + T, M; = T,N + T,S. Temos que T,M; = (d.F) " (T,Q,),

Queremos mostrar que as condigoes 1 e 2 sdo equivalentes.

Suponha que vale (2). Aplicando d.F em (2) temos
A F(T,N x {0}) + TuQ: = d.F(T,N + T,S), assim d. F(T,N x {0}) + TuQ; = T,,P,
onde a tltima implicagdo vem da Equacgao (2.2). Logo, vale (1).

Agora suponha que vale (1). Seja (u,t) € T,N x T,S. Entao d.F(u,t) € T,P e,
como vale 1, obtemos d,F(u,t) = d,F(v,0) + v/, onde v € T,N e v’ € T,Q;. Portanto
de d.F ser linear, temos v’ = d,F(u,t) — d,F(v,0) = d.F(u —v,t) € T,Q;, concluindo
que (u —v,t) € T,M;. Assim (u,t) = (v,0) + (u — v,t), onde (v,0) € T,N x {0} e
(u—w,t) € T,M;. Logo, vale 2. O

Para finalizar apresentamos uma importante ferramenta para o desenvolvimento do
trabalho, que é um espaco vetorial complexo e, portanto uma variedade complexa. Com
auxilio do lema anterior, temos como objetivo obter a densidade de um conjunto especifico
desta variedade complexa.

Definigdo 2.1.22. Definimos o espago dos jatos J*(n,p) sendo o espaco vetorial com-
plexo de todas as aplicacoes f : C* — CP onde cada componente f; de f é uwm polinomio
de grau menor ou igual a k nas coordenadas xi,xs, ..., x, em C" com termo independente
nulo. Os elementos de J*(n,p) sio chamados de k-jatos.

Observagao 2.1.23. Note que J*(n,p) é um espaco vetorial complezo e do Exemplo
2.1.6, seque que J*(n,p) é uma variedade compleza.

Além disso, como J¥(n,p) pode ser identificado com CN, para algum N, podemos
considerar uma norma nele como sendo a norma em CN dos elementos correspondentes
nesta identificacdo.

Denotamos por H(C™, CP) o espago das aplicagoes holomorfas de C" em CP.

Uma propriedade importante de aplicacdes holomorfas é que elas tem derivadas de
todas as ordens ([6, Corolario 4.6]), logo podemos considerar a expansao de Taylor delas
em torno de um ponto.

Defini¢ao 2.1.24. Dado f € H(C",CP), definimos a aplica¢io
7°f:C" = J*(n,p),

onde, para cada u € C", j*f(u) € a expansdo de Taylor em torno de u de f até ordem k,
sem termo independente, que é chamado de k-jato de f em u.
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Exemplo 2.1.25. Se f: C — C, entao
f(k)(u) k

T .

f”(u)x2+”'+

Exemplo 2.1.26. Se f: C — C, f(z) = sen(x), vamos calcular o seu 3-jato na origem.

" 0 " 0 0 0 3
72 £(0) = f(0)x + fz(! >:z:2 + / 3(! ):z:3 = cos(0)x — Se?;( )a:2 — 6086( )x3 =z %
Com a aplicacao anterior, é possivel obter uma topologia em H(C" CP), que é gerada

pela base (vizinhangas fundamentais)

Vi =V(f,e, R k) ={g € H(C",C") | [|i9(x) — i f(x)]| <€ Vo € C", ||z|| < R},

para f € H(C",CPF) e R,e > 0, onde ||.|| é a norma em J*(n,p) correspondente a norma
usual em CV da identificacdo anterior mencionada.

Observacgao 2.1.27. Considerando a topologia anterior, um subconjunto X C H(C™, CP)
¢ denso quando dada qualquer aplicagio f € H(C™, CP) e qualquer vizinhanga fundamental
V de f, podemos encontrar uma aplicagio g em X NV.

Teorema 2.1.28. Sejam Q1,...,Q, subvariedades em J*(n,p). Entio o conjunto de
todas as aplicagoes holomorfas f : C* — CP tais que j*f : C* — J¥(n,p) € transversal a
todas as Q; € denso em H(C" CP).

Demonstragio. Aqui, fixemos S = J*(n, p). Seja

F: C'x J¥n,p) — J*(n, p)
€ = G+ s)(x) = 5" fa) +

Para cada x fixado, temos

Fy: JHnp) = J*n,p)
s = R () + s
ou seja, para cada x temos uma transformagao afim (linear). Assim, d,F é isomorfismo.
Portanto, F' é uma submersao e do Exemplo 2.1.19, F' h Q;,V i.

Pelo Lema 2.1, A = {s € J*(n,p) | fs M Q;, V i} é denso, com f,(z) = F(x,s) =
§*f(x) + s. Agora, queremos mostrar que B = {f € H(C",CP) | j*f h Q;, V i} é denso
em H(C",CP).

Seja f € H(C",CP) e V; uma vizinhanga fundamental qualquer de f, ou seja, V; =
{g € H(C™,CP) | ||j*g(z) — j*f(2)]| < e, Vo € C",||z|| < R}. Entdo, mostrar que B é
denso em H(C",CP) é o mesmo que mostrar que V; N B # ().

Como A é denso, existe s € J*(n,p) com ||s(z)|| < e com ||z]| < Re f, M Q;, Vi.
Tome g = f + s. Note que

7 g(x) = j" (@) + j¥s(@) = 5 f(2) + s(2) = fi(x) = g h Qi Vi
e ||likg(z) — 35 f(2)|| = ||5%f(x) + s(x) — % f(2)|| = ||s(x)|| < € com ||z|| < R. Portanto

g € V; N B, concluindo a demonstragao. O]

Por fim, relacionamos de uma maneira especial um k-jato com um elemento de um
espaco CV, para N suficientemente grande.
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Observagao 2.1.29. Seja o = (g, ..., ) com |a| = a1 + ...+ ay, al = (|a])! tal que
1 <lo| <Ek.

Dado o € J*(n,p), ele pode ser escrito como

1
ox)=0(x1,...,2,) = (0 (:El,...,:ztn),...,Up(xl,...,xn)) : (2.3)
l
z
com cada o' (xy, ..., x,) = Y AmtzestnlgW o gon [ =1 p.
1<]al <k
Portanto, podemos associar o'(xy,...,x,) com o0s zéal an) € GSSIM, identificar
ol(xy,...,3,) com o vetor 2! = (Zé)lg‘cﬂgk de CNt, onde N; ¢ a quantidade desses co-
eficientes. Sendo assim, podemos escrever
Za o
olz)= > —a,
1<]al<k &
onde zo, = (2} 2P) €CN¥ para N=N;+...+ N, ex® =z ... 2%
a a""7a1§\04|§k p 1 P 1 eyt

Portanto, para um N suficientemente grande, podemos identificar o com um elemento
7 de CN para N e, portanto identificar J*(n,p) com CV.

Exemplo 2.1.30. Em J3(2,2), sequindo a notacdo anterior, um jato o € J*(2,2) pode
ser escrito na forma

Z(i,5 i g Z(r,s r s
a(x,y):( > 7.”)"173;7, > _Hrs) ))'xy).

1<iy<s (04 J)! l<iTacs (TS

Sendo z, = (2, 22)1<|aj<3 € @ = (01, a), temos as sequintes possibilidades:

a€{(3,0),(0,3),(2,1),(1,2),(2,0),(0,2),(1,1),(1,0),(0,1)} .

Deste modo,
1

Zl Zl Zl Zl z Zl Zl
_ (F60) 3. P03 3 Fen 2, Fa2 o2 Ao 2 02,2 201 1 1
ox,y) = ( 3 LTt TR YT T Ry T XY o T o YT o Tyt F( )T E 0,1 Ys

2 2 2 2 2 2
(3,0) x3+2<0,3> 3+Z(2,1>x2 +Z<1,2>x 2+Z<2,o> $2+2<o,2> 2+Z<1,1)x 422 g2
3! 3 Y 3r LYT ar Y 2! ar Y ar TY T 2(1,0) oY) -

Logo, o € identificado com T = (zé}o), (10’3), 2(12’1), 2(11’2), 2(12’0), 2(1072), 2(1171), 2(1170), 2(1071), z(23’0) ,

Z(20,3)’ 2(22,1)7 2(21,2)7 2(22,0)7 2(20,2)7 2(21,1)7 2(21,0), 2(20,1)) € C®,
Agora seja o € J3(2,2) dado por o(x,y) = (x® — 2zy + v — 2y, 2% + 2y* — 3z + ).
Deste modo temos

20 = 13 20 = 05 2o,y = 00 2(19) = 0, 2(59) = 0, 20 = 0, 200y = 22!,

1 1 2 2 2 2 9
2(1,0) = 1].', 2(071) = —21', 2(370) = 0, 2(073) = 0’ 2(271) — 0’ 2(172) — 07 2(270) — 12|’

2 2 2 2
2(0,2) = 22'7 2(1’1) == O, 2(170) = —31', Z(O,l) =1.1!.

Portanto o pode ser identificado com T = (6,0,0,0,0,0,—4,1,-2,0,0,0,0,2,4,0,—3,1).

2.2 ESTRUTURA ALGEBRICA LOCAL DE APLI-
CACOES
Nesta secao introduzimos ferramentas para o estudo local de aplicagoes holomorfas

de C" em CP. No caso de fungdes (p = 1), abordamos a estrutura algébrica associada,
apresentando conceitos e resultados necessarios para o desenvolvimento do trabalho.
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2.2.1 Germes e diferenciabilidade associada

Seja X o conjunto das aplicagdes holomorfas de C™ em CP. Ressaltamos ainda que as
defini¢oes desta secao nao dependem da escolha do representante.

Definicao 2.2.1. Considere fi, fo € X ea € C". Dizemos que f; e fs sdo equivalentes
em a quando existir um aberto U C C™ contendo a tal que as restrigoes fily e folu
coincidem.

Notagao: Esta definicao estabelece uma relacdo ~ entre os elementos de X, ou seja,
fi ~ fo quando f; e f5 s@o equivalentes.

Proposicao 2.2.2. A relagio ~ € uma relacio de equivaléncia em X, ou seja, valem as
sequintes propriedades:

1. flwfl,VfleX
2. fivfo= fo~ fi, Vi, oeX
S firvfoeforvfa=fiv [, V1, fo, 5€X

Demonstragio. 1. Para qualquer aberto U C C" temos fi|y = fi|y. Assim, fi ~ fi.

2. Se f; ~ f5, entdo existe um aberto U C C™ contendo a tal que fi|y = fo|y. Assim,
folv = filv e, portanto, fo ~ fi.

3. Por hipodtese f; ~ fs e fo ~ f3, entao existe um aberto U C C" contendo a tal que
filu = fa]u e existe também um aberto V' C C" contendo a tal que faoly = f3]v.
Seja W = UNV, que é um aberto, pois é a intersecao de dois abertos, e que contém
a. Assim, fi|lw = folw e folw = f3|lw. Portanto, existe o aberto W C C™ contendo
a tal que fi|lw = fslw, ou seja, fi ~ fs.

m

Definicao 2.2.3. As classes de equivaléncia desta relagdo sao chamadas de germes de
aplicacoes em a ¢ um elemento da classe de equivaléncia é chamado de representante
do germe.

Notagao: Denotamos por f: (C* a) — (C?, f(a)) ou f: (C" a) — C? o germe de uma,
aplicagao f: C" — CP em a.

Definicao 2.2.4. Seja V' C C". Definimos o germe de V em um ponto a € V', como
sendo o conjunto [V,a] = {W C C* | 3U abertode C", ac WeVNU=WnNU}.

A definicao anterior vem de uma relacao de equivaléncia como no caso de aplicagoes
e [V,a] é uma classe de equivaléncia.

Como derivacao de uma aplicagao é um conceito local, temos bem definido este conceito
para germes.

Definigao 2.2.5. Para cada germe f: (C" a) — CP definimos a sua diferencial em a,
denotada por da f, como sendo a diferencial em a de qualquer um de seus representantes,
ou seja,

dof :=d.f : C" — CP,

onde o sequndo f é um representante do germe inicial.
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Como na defini¢cao anterior, muitas vezes a notagao de um germe e de seu representante
se confundem, ficando subtendido no contexto.

Definig¢ao 2.2.6. Seja f: (C",a) — CP um germe. Definimos a sua matriz jacobiana
em a, denotada por Df(a), como sendo a matriz jacobiana neste ponto de qualquer um
de seus representantes, ou seja,

df1 df1
a—xl(a) . a—xn(a)
Df(a):=Df(a) = D(f1,..., fp)(a) = : " : ,
oy g
0xy Oy, pxn
onde o sequndo f € um representante do germe inicial com f = (fi,..., f,).

Da teoria para aplica¢oes temos que também vale para germes que a sua diferencial é
uma transformagao linear onde a matriz associada é a matriz jacobiana onde

df1 df1 U1
8701(&1) o (a)
daf(v) =Df(a)v = : g :
Ofm O fm
a—xl(a) " B (a) o

Como a diferencial de uma aplicagao é uma transformacao linear, no que segue, tra-
balhamos com resultados de Algebra Linear aplicados a este conceito.

Defini¢ao 2.2.7. Seja f : (C*,a) — CP. O posto do germe f em a, denotado por
postoa(f), € definido como o posto de sua diferencial em a, ou seja, é o posto da sua
matriz jacobiana em a.

Deste modo,
postoa(f) = postodaf = posto(Df(a)) = dim(Im(daf)).

Proposicao 2.2.8. Seja f : (C",a) — CP um germe. Se o postoa(f) = n, entdo sua
diferencial é injetora. Se o postoa(f) = p, entdao sua diferencial é sobrejetora.

Demonstragio. Se postoa(f) = n, entdo dim(Im(daf)) = n. Pelo Teorema do Nicleo e
da Imagem, temos que dim(N(daf)) = 0 e, assim, d, f é injetora.

Se postoa(f) = p, entdo dim(Im(daf)) = p. Logo, Im(daf) = C? e, com isso, daf é
sobrejetora. O]

Estes resultados a respeito de posto de um germe fornecem uma classificacao de germes.

Defini¢ao 2.2.9. Seja f: (C",a) — CP um germe. Dizemos que f é imersdo em a se
postoa(f) = n e é submersao em a se postoa(f) = p.

Observacao 2.2.10. Note que valem as reciprocas da Proposicao 2.2.8. Assim, o germe
f € imersio em a se d, f € injetora e é submersdo em a se d, f € sobrejetora.

Baseado nesta caracterizacao de germes, podemos classificar pontos numa vizinhanga
de onde um germe é definido.



ESTRUTURA ALGEBRICA LOCAL DE APLICACOES 22

Definicao 2.2.11. Para um germe f : (C",a) — CP, dizemos que a é um ponto regular
se f é uma imersao ou submersao em a. Caso contrdrio, a é um ponto singular de f.

Observagao 2.2.12. Concluimos que a é um ponto reqular de f se o postoa(f) € maximo
e é singular se postoa(f) nao é mdzimo.

No que segue, definimos uma aplicacao associada a um germe, que ja abordamos no
caso de aplicagoes (Observacao 2.1.23), utilizando o espaco dos jatos, ja que a diferencial
de um germe ¢ a diferencial de um representante do germe. Bem como o Teorema 2.1.28
pode ser feito a nivel de germes de uma aplicacao suave.

Defini¢ao 2.2.13. Dado um germe de aplicagio f : (C",a) — CP, definimos o k-jato
deste germe como sendo a aplicacio j5f : C* — J*(n,p) onde, para u € C", j*f(u)
¢ o desenvolvimento até a ordem k da série de Taylor em torno de u de um de seus
representantes, sem termo independente.

Observagao 2.2.14. Dewvido a identificacao do final da secao anterior, se f: (C" 0) —
(CP,0) é um germe de aplicagio holomorfa e j*f : (C*,0) — J¥(n,p) é extensdo como
k-jato de f, entdo

e £,
Z(ll ojkf = aaxicz.

2.2.2 Anel dos germes de funcoes

Vamos considerar agora o conjunto dos germes de aplica¢oes holomorfas de C" em CP
em torno da origem, que vamos denotar por O, ,. Quando p = 1 denotamos apenas O,,.

No que segue, abordamos a estrutura algébrica de O,, e elementos associados.

Para nao haver confusao entre germe e aplicacao, neste momento denotamos [f] € O,
sendo o germe que tem f como representante. E facil verificar que O,, com as operagoes

1+ 19l :=1[f+glelfl lg]:=1f 4]

tem estrutura de anel.
Voltando a utilizar somente f para indicar um germe em O, os quatro resultados
subsequentes sao para descrever e caracterizar este anel.

Proposicao 2.2.15. f € O, € invertivel se, e somente se, f(0) # 0.

Demonstragcio. Suponhamos f € O, invertivel. Entao existe g € O,, tal que fg = 1,
onde 1 é o elemento neutro multiplicativo de O,,. Em particular, f(0) - g(0) = 1. Logo,
1(0) # 0.

Reciprocamente, consideremos f(0) # 0. Pelo Teorema da Conservacao do Sinal,
existe uma vizinhanga aberta U C C" contendo 0 tal que f(z) # 0, para todo x € U.
Assim, para x € U, existe g(z) = ﬁ, logo, f(z) - g(x) = 1. Portanto, o germe f é
invertivel. O]

Proposicao 2.2.16. O,, é um anel local, ou seja, possui um unico ideal maximal, dado

pormy, ={f €0, | f(0)=0}.

Demonstrag¢io. Vamos mostrar que O,, possui um tnico ideal maximal: m,,.
Temos que m,, # () pois o germe da funcdo nula estd em m,,. Além disso,

(fi + f2)(0) = (f1 + f2)(0) = f1(0) + f2(0) =0+ 0 =10,V f1, f» € my
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(ffl)() (f fl)() f( )fl() f() O:0>vfeonef1€mn~

Assim, m, é um ideal de O,,.

Seja I um ideal em O, tal que m, C I. Queremos mostrar que I = m,. Se my, # [,
entdo existe f € I tal que f ¢ m,. Assim, f(0) # 0, o que garante que f é invertivel,
pela proposicao anterior. Logo 1 € I, o que assegura que I = O,, e portanto m, é um
ideal maximal.

Seja J um ideal maximal de O,, com J # m,,. Assim existe f € J tal que f(0) # 0.
Novamente pela proposi¢ao anterior f é invertivel e, portanto, J = O,. Assim m, é o
unico ideal maximal de O,, e, portanto, O,, € um anel local. O]

Lema 2.2. (Lema de Hadamard) Sejam U uma vizinhanga convezxa de 0 em C" e
f:UxC?— C suave tal que f(0,y) = 0, para qualquer y € C?. Entdo existem fungoes
f1s -y fr definidas em U x C? tais que f(21, ..., Tn, Y1, s Yg) = T1f1 + - + Ty fo-

Demonstragio. Sejam x = (21, ..., %), Y = (Y1, .-, Yq) € Y(t) = (21, oo, tT0, Y1, oy Yg)-
Notemos que
daf

dt (t'xb .. 7t$n7 Yty -y yq) = (f © f}/)/(t)
Pelo Teorema Fundamental do Calculo temos

[ ot = F3(1) = F2(0)) = F.) — F(0.9) = Flr.9) 0= f,)

Pela Regra da Cadeia temos que (f ov)'(t) = f'(7(t)).7/(t). Notemos que

FO) = (GO 5 GO 5 (G0 51 00)) €7/ (0) = (011 0,0,.,0),
Assim, J'GON(0) = 22 GO+ .+ S0 Logo

[owa=[ (S awm .+ oF <v<t>>xn) i

_”31/6951 ))dt+ ...+ /188571
L of

fe) = [[(FonYdt = nafi + ot aufu onde fi= [ L),

Portanto,

como queriamos. O
Proposicao 2.2.17. O ideal m,, de O,, € gerado por {xy,...,x,}.

Demonstracdo. Seja f € my,. Aplicando o Lema de Hadamard para o caso ¢ = 0, temos
que existem fi,..., f, tais que f = z1f1 + ... + x,f, e, assim, f € (z1,...,2,). Logo
my, C (T1,...,T,).

Seja f € (x1,...,x,), ou seja, f = x1f1 + ... + xnfn. Temos que f € m,,, pois
f(0)=0f1+...40f, =0. Logo (z1, ..., x,) C my e, portanto, m, = (xq,...,Z,). O
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2.2.3 Variedades analiticas

Agora vamos considerar conjuntos em C" associados aos ideais de O,,.

Definicao 2.2.18. Seja I C O,, um ideal. Definimos o conjunto dos zeros de I como
sendo o conjunto

V() ={peC"| f(p)=0,Vf e}
Proposicao 2.2.19. Sejam I e J ideais de O,,. Se I C J entao V(J) C V().

Demonstragio. Seja a € V(J). Entao f(a) =0, V f € J. Como I C J, segue que
fla) =0,V fele, portanto, a € V(I). Logo, V(J) C V(I). O

Observagao 2.2.20. Se um ideal I é finitamente gerado, entao I = (fi,..., fs). Para
p pertencer a V(I), basta que p anule os geradores de I. Portanto, podemos escrever
V(I)={peC"| filp) = ... = fulp) = 0} e denotamos V(I) = V(fi,..., fs). Neste
caso, dizemos que este é o conjunto de zeros de fi,..., fs. Em particular, se I = (f),

denotamos V (I) por V(f).

Exemplo 2.2.21. Considere f € Oy definida por f(z,y) = 2> +y* — 1. O conjunto de
zeros de I =) ou de f é dado por:

V(f)={(z,y) € C* | 2* +y* — 1 = 0}.

Definicao 2.2.22. Dado V C C" aberto, dizemos que V' é um conjunto analitico se
para todo p € V, existe um aberto U contendo p tal que V NU é o conjunto de zeros de
uma colegao finita de fungoes holomorfas fi1,..., fs em C™.

Dizemos que um conjunto analitico V' é irredutivel se V ndao pode ser escrito como
a uniao de dois conjuntos analiticos. Se V' é um conjunto analitico irredutivel, entao
dizemos que V € uma variedade analitica.

Observagao 2.2.23. Note que o germe na origem de um conjunto analitico coincide com
o germe na origem do conjunto de zeros de uma colegdo finita de fungoes holomorfas, que
por sua vez coincide com o conjunto de zeros dos germes na origem que tém estas fungoes
holomorfas como representantes.

Por simplicidade, na sequéncia nos referimos a conjunto analitico significando que é
o germe na origem de um conjunto analitico. Assim, dado um conjunto analitico X,
denotamos X = V(fi,...,fs), onde f; € O,, i =1,...,n. Como V(I) =V (f1,...,fs),
dizemos que I = (fi,..., fs) define X.

Agora dado um subconjunto de C" podemos associar um ideal em O,,, como segue:

Definicao 2.2.24. Seja X C C", definimos o ideal associado a X como sendo
I(X)={f€0,]| f(x)=0,Vre X}
Proposigao 2.2.25. Seja X um conjunto analitico em C". Entao, X = V(I(X)).

Demonstragio. Seja a € X, entdo para f € I(X) temos que f(a) = 0 e assim a €
V(I(X)). Logo, X C V(I(X)). Temos que X = V(J) onde J é um ideal de O,,.

Seja f € J. Assim, para b € V(J) temos f(b) = 0. Entao, f € I(V(J)). Logo, J C
I(V(J)). Entao, pela Proposicao 2.2.19 temos V(I(V(J))) C V(J), ou seja, V(I(X)) C
X. Portanto, X = V(I(X)). O
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As definigbes anteriores estabelecem uma relagao entre os ideais de O,, e os conjuntos
analiticos de C™:

V:{I CO,; Iideal} — {conjuntos analiticos de C"}
I — V(I)

I': {conjuntos analiticos de C"} — {I C O, ; I ideal}
X — 1(X)

Da proposicao anterior, temos que V o I é a identidade. Porém I o V' nao necessaria-
mente ¢ a identidade.

Observacgao 2.2.26. Note que se I C O,, é um ideal primo, entdo ele coincide com o seu
radical (I =~ 1={f€ O, | f* €I, para algum n > 1}).

Com efeito, claramente I C \/I, pois basta tomar n = 1.

Se f € VI, entio f* € I para algum n > 1. Como f*'.f € I e I € primo, entdio
fr"lYeloufel. Sefel, temosque VI C I e assim, obtemos a igualdade. Suponha
que f & I, entio f*~ €I, ou seja, [*2.f € I. Logo, f*> €I ou f €I e o raciocinio
¢ andlogo. Assim, com um numero finito de passos, f € I, obtendo a iqualdade desejada
(1=VI).

Usando este fato, com o Teorema dos Zeros de Hilbert mostra-se que I(V(I)) = I
quando I é um ideal primo ([7, Coroldrio 1, p. 11]).

Proposigao 2.2.27. Se X ¢ uma variedade analitica, entio 1(X) é um ideal primo.

Demonstragio. Sejam f, g € O, com f.g € I(X), ou seja, f(p).g(p) = 0 para todop € X.
Consideremos agora os conjuntos X' = {p € X | f(p) =0} e X" ={p € X | g(p) = 0}.
Estes conjuntos sao conjuntos analiticos e a uniao deles ¢ X. Como X ¢ irredutivel,
X' = X ou X" = X, ou seja, f(p) = 0 ou g(p) = 0 para todo p € X. Sendo assim,
fel(X)ougel(X). O

Exemplo 2.2.28. I(C") = {0} (fungdio identicamente nula).
Proposicao 2.2.29. Se I é um ideal primo, entao V(I) é uma variedade analitica.

Demonstragio. Suponha que V(I) nao seja irredutivel, entao existem ideais préprios
J, W C O, tais que

V(I) = V(J)UV(W), com V(J) % V(W). (2.4)

Afirmacao 1: V(J)UuV(W) =V (JNnW).

De fato, como JNW C J e JNW C W, pela Proposi¢ao 2.2.19 segue que V(J) C
VIJnW)e V(W) cCV(JNW). Logo, V(J) UV (W) C V(JNW).

Suponha que b € V(J N W) com b ¢ V(J). Entao, existe f € J tal que f(b) # 0.
Ainda, para todo g € W temos f.g € JW C JNW e assim (f.g)(b) = 0, pois b €
V(J N W). Logo, f(b)g(b) = 0 e assim, como f(b) # 0, deve ocorrer que g(b) = 0,
pois f(b),g(b) € C (corpo). Portanto, b € V(W) e com isso b € V(J) U V(IW). Assim,
VIJ)UVW)=V(JNW).

Afirmacio 2: VJNW =V JNVW.

De fato, temos que

fevinWe ffeJnW, paraalgumn>1 < f"eJe f"eW e feVINVW.
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Afirmacao 3: V/(v/J) = V(J).

Como J C +/J, da Proposicio 2.2.19 segue que V (v/.J) € V(J). Agora tome p € V(.J).
Para f € /J, existe um n > 1 tal que f* € J, entdo f"(p) = 0, pois p € V(J). Logo,
(f(p))™ = f™(p) = 0, ou seja, f(p) = 0. Sendo assim, obtemos que p € V(+v/.J), concluindo
que V(J) € V(v/J). Portanto, das duas inclusdes, V(J) = V(v/J).

Com estas afirmagoes, retornamos na Equagao (2.4) e tomamos I de ambos os lados,

ficando com
I=IV()=IV(J)uV(W))=I(V(JNW)), (2.5)

onde a primeira igualdade vem do fato de I ser primo e a ultima igualdade advém da
Afirmacao 1.

Pelo Teorema dos Zeros de Hilbert, obtemos que I(V(J NW)) = vVJNW e da Afir-
macéo 2, temos que v.J N W = +/J N VW. Logo, da Equacio (2.5), I =/ JNVW.

Note que V/J # VW, pois se vVJ = VW, aplicando V de ambos os lados, temos
V(VJ) = V(VW) e da Afirmacio 3, concluimos que V(J) = V(W), que é um absurdo,
pois tomamos V(.J) # V(W). Entao I € v/J e I C v/W. Logo existem a € v/.J com
ag¢lebe VW com b ¢ 1. Com isso, a.b € VI N VW, que é um absurdo com o fato de
I ser um ideal primo.

Logo, V(1) deve ser irredutivel. O

Observagao 2.2.30. Da discussao anterior, concluimos que existe uma bijecdo entre 0s
ideats primos de O, e as variedades analiticas de C".

Para X uma variedade analitica em C", vamos considerar o anel quociente , que

On_
1(X)
¢ um dominio, ja que I(X) é um ideal primo (Proposigdo 2.2.27). Assim, podemos obter

o seu corpo de fragoes.

Denotamos C[X] := IEQ)Z') Sobre C[X] x C[X]* definimos a seguinte relacao, que é

(f,9)~(h k)& f-k=g-h.

Denotamos f = {(h,k) | (f,9) ~ (h,k)} a classe de equivaléncia de (f,g) por essa
9

de equivaléncia,

relacao de equivaléncia.
O conjunto destas classes de equivaléncias é denotado por C(X), que é o corpo de
fragoes de C[X] com as seguintes operagoes

&: CX)xCX) — CX) ®: CX)xCX) — C(X)
(Gr) e (G — &

Com estas defini¢oes, consideramos para cada ponto x € X, um anel associado ao
corpo de fragoes de C[X], da seguinte maneira:

Oxp i= {i | g.h € C[X], h(z) # o} c C(X).

Definicao 2.2.31. Sejam X uma variedade analitica e x € X. Dizemos que um subcon-
junto W C X ¢ uma subvariedade analitica em x se é o conjunto de zeros de uma
familia fi, ..., fr € Ox., ou seja,

W={yeC"| fily)=---= fiuly) =0}

Semelhante a Definicao 2.2.24, definimos o ideal associado a W como sendo

IW):={f€Ox,| filu)=---= fi(u) =0, Vu € W}.
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2.2.4 Blow-up de variedade analitica

Esta secao consiste em apresentar uma ferramenta que viabiliza uma caracterizagao
geométrica futura (final da Segdo 5.1). Esta ferramenta consiste em obter um objeto
associado a variedade analitica P".

Em C", consideremos a seguinte relagao: dados (x1,...,%,), (Y1, -.,¥y,) em C",

(1’1,...,

Tn) ~ (Y1, ...,Yn) se existe A € C* tal que (y1,...,yn) = Ma1,...,2),

que é uma relacao de equivaléncia.

Definicao 2.2.32. Definimos o espaco projetivo P"~! sendo o quociente

B = (C0})/ ~ -

Notagao: Um ponto em P"~! ¢ denotado por [z; : -+ : z,], onde

R

zo] = {(x1,...,2,) €C | (T1,...,20) ~ (21,...,20)}
= {(x1,...,2,) €C" | (x1,...,2n) = AN(21,...,2n), A € C*}.

Observacao 2.2.33. P! pode ser visto como um espaco topoldgico, considerando a
topologia quociente, e uma variedade complexa, onde as cartas sao dadas por

onde U; =

Uj — Ccr
(Zl:...IZn) = (%77%7%,,%)’
{(z1:.v20) | 2 #0}, paraj=1,...,n.

Consideremos o seguinte subconjunto de C* x P*~1 :

C"={(z;)) eC"x P!z el}

e a aplicacio m : C" — C" definida por 7(z,1) = z.
Sejam x = (x1,...,x,) el = (21 :...: z,). Se & € [ entdo existe \g € C, Ay # 0, tal

que (z1, . .

S Tn) = Xo(21, .-y 2n). Assim, x; = Mgz, Vi =1,...,n e com isso podemos

escrever C™ na forma

C"={(z;0) € C" x P | wyzj = 2,2,V i, j}.

Temos que C" é uma variedade complexa de dimensao n onde as cartas coordenadas
sao da forma (V;,¢;),i =1,...,nonde V; = {(x;1) € C": z; #0} e

Pi - Vi — ct
Zi+

. z: 1
(1, ey TS 215y Zn) (z—’;,..., =@,

Zi—1 z1)
e 2

Denotemos por

Uil = —5 ovv 5 Upn—i —

Zn _ Rl o Rl 21
— Uin+1—i = Ty Ujn42—i = y ey Uin =

Nestas novas coordenadas, a projecao m em V; é dada por

Wi(ui,l, cony Uin—iy Uin+1—is Win42—is -+, U/zn) =

((Uz’,n)(uz’,nﬂ—i)a (ui,n—l)(ui,n+1—i)v (ui,n—2)<ui,n+1—i)7 ey (ui,1)<ui,n+1—i))'

Note que 7|y, =m0 ;.
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Definicao 2.2.34. O par (@",7?) oum: C" — C" ¢ chamado de blow-up do ponto (0 =
(0,...,0) em C" (ou blow-up de C" em 0) e 7 1(0) é chamado de divisor excepcional
deste blow-up.

Esta construcao pode ser feita de maneira analoga para a explosao em um ponto
qualquer, diferente da origem.

Exemplo 2.2.35. Sen =2, temos C? = {(x;1) € C?xP'| x €1} com as cartas (V;, ¢;),
onde V; = {(x, 2) € C? z; # O}, j=12.

Sendo uy = uyy = i—f, V] = Upg = T, Up = Uy = j—;, Vg = Ugg = T, portanto, a
projecao m estd dada pelas sequintes equacoes nas cartas coordenadas correspondentes:

7T1(U1,U1) = (’017U1U1) € 7T2(U2,U2) = (U2712,U2)-

Sen = 3, temos C* = {(x;1) € C* x P?| x € I} com as cartas (Vj,p;), onde
V; = {(x,z) c C? 7&0}, j=1,2,3.

S — Z _ —_— Z _ S S . Z _ S
Sendo u; = U1 = f; U1 = U2 = ﬁ, W1 = U3 = X1, U2 = Ug1 = i; Vg = U232 = T2,

zZ z z . ~
Wg = U3z = i, U3 = U3 = T3, U3 = U3 = i, w3 = Uzgz = i, portanto, a projecao w

esta dada pelas sequintes equagoes nas cartas coordenadas correspondentes:
w1 (U1, v1, 1) = (W, V1w, ugwy), Tz, Va2, Wa) = (Wava, Vg, Uga),

7T3(U3, U3, ws) = (w3u3, v3Us, U3)~

Definigao 2.2.36. Seja Y C C" uma variedade analitica com 0 € Y. O blow-up de Y
em 0 C" é
o fecho em C* de 7= (Y — {0}) ou 7 := Tl oy

onde m € o blow-up de C" em 0. Podemos também dizer que este é o blow-up de C" ao
longo de Y em 0.

Como ja mencionado, a construgao é analoga para um ponto qualquer. Na maioria
das vezes fica subentendido o ponto, dizendo somente blow-up de C" em Y.

Exemplo 2.2.37. Considere Y a curva em C?, dada pelo polinémio f(x,y) = y? — z°.
Em Vi temos:

() 7' (Y = {(0,0)}) = {(u1, v1) [ wfv} — vf = 0 e (vy,u1v1) # (0,0)}

= {(uy,v1) | u? — vy = 0}.
Logo,
(mhi) " (Y = {(0,0)}) = {(w1, 225 21, 22) | 25 — @127 = O}
De maneira andloga, em Vy temos:

(m2) (Y = {(0,0)}) = {(u2,v2) | 1 — ugvs = 0}

Logo,
() (Y = {(0,0)}) = {(x1, 22 21, 22) | 25 — w22} = 0}.
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Exemplo 2.2.38. Seja Y em C3, definido pelos polinomios f(s,z,y) = x e g(s,z,y) = v,
ou seja, Y = C x {(0,0)}.
De maneira andloga ao exemplo anterior, calculamos

(m) (Y = {(0,0,0)}) = {(ur,v1,w1) [ viwy = 0,u1w;1 = 0, (wi, viws, urws) # (0,0,0)}
= {(0,0,w1) | w1y 7é 0}.

(m2) 7 (Y = {(0,0,0)}) =D e (m3) "' (Y — {(0,0,0)}) =0
Logo,
7 (Y = {(0,0,0)}) = (wha) (Y ={(0,0,0)}) = (1) " ((m1) (Y = {(0,0,0)}))

(
{(z1,20,23;21 1 291 23) € CP x P? | 2 = 0,2 = 0,1, # 0}
= {(1,0,0;2,:0:0) € C3 x P?}.

Neste caso, podemos ir de maneira mais direta:
71 (Y = {(0,0,0)}) = {(z1, 20,2321 :20:23) €EC3 |29 =0,23 =0exq #0}
= {(71,0,0;21 : 29 : 23) € C* X P? | 2129 = 0, 7123 =0 e z; # 0}
= {(21,0,0;21:0:0) € C> x P? | zy # 0} .
Logo o blow-up de C" em C x {(0,0)} € o fecho de 7= (Y —{(0,0,0)}), ou seja,

Y = {(21,0,0; 2, : 0:0) € C* x P?}

9]
=
I
N
=<



3 MULTIPLICIDADE DE IDEAIS ASSOCIADA A
MODULOS

Neste capitulo, o foco principal é definir a multiplicidade de Hilbert-Samuel para ideais
de defini¢do de um anel local Noetheriano com relagao a modulos finitamente gerados sobre
este anel. Para isso, apresentamos os elementos algébricos e suas propriedades necessarias
ao entendimento deste conceito e seus desdobramentos, destacando um tipo especial de
anel, anel Cohen-Macaulay, e suas caracteristicas. Por fim, exploramos aspectos sobre
a multiplicidade de um tipo particular de anel. Conceitos basicos da teoria de anéis
sao assumidos conhecidos, embora alguns sejam revisitados para fixar notagao e garantir
clareza na exposicao.

3.1 MODULOS

Nesta secao, estudamos de forma sucinta algumas defini¢des e propriedades de modu-
los, fixando notagoes e destacando alguns casos especiais.

Defini¢ao 3.1.1. Sejam (M, +) um grupo abeliano e (R, ®,®) um anel comutativo com
unidade 1g. Dizemos que M é um R-médulo (ou um médulo sobre R) se existe uma
multiplicacao de elementos de R por elementos de M que satisfaz:

(@) a-(z+y)=a-x+a-y, para todo a € R, x,y € M;
(b) (a®b)-z=a-z+b-x, para todo a,b € R, x € M;
(c) (aeb)-z=a-(b-x), para todo a,b € R, x € M;
(d) 1g -z =z, para todo v € M.

No que segue nao fazemos distingdo na simbologia das operac¢oes envolvidas na defi-
ni¢ao de moédulo, ficando subtendido em cada situacao.

Observagao 3.1.2. Se R € um corpo entao um R-maodulo € um R-espaco vetorial.

Fixamos R um anel comutativo com unidade até o final do capitulo, a menos que seja
especificado.

Exemplo 3.1.3. Diretamente da definicdo, todo ideal de um anel R é um R-mddulo.
Nosso objetivo é apresentar um exemplo especial de médulo.

Exemplo 3.1.4. Considerando o conjunto O, , dos germes de aplicacoes na origem de
C" em CP, temos que ele tem estrurura de O,-médulo considerando o sequinte produto:

[f1-1g] == ([f] (o], [f] - [9p]), para todo [g] € Oy p, com g = (g1,...,9p) € [f] € On.

30
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Definicao 3.1.5. Seja M um R-modulo. Dizemos que M ¢é finitamente gerado se
existem finitos x; € M, 1 <1 < n, tais que

M = {Zazxz ’ a; € R} .
i=1

Definig¢ao 3.1.6. Sejam M um R-modulo e L C M um subconjunto ndo vazio de M.
Dizemos que L é um submédulo de M se (L,+) é um subgrupo de (M,+) e é fechado
para a multiplicagio de R em M.

Observagao 3.1.7. Seja L um submodulo do R-mdédulo M. O grupo % herda entao
uma estrutura de R-mddulo de M, definida por a(x + L) = ax + L, chamado mdédulo
quociente de M por L.

Defini¢ao 3.1.8. Seja (M;)ic; uma familia de R-mddulos. Definimos a soma direta
destes modulos por

@D M; .= {(zi)icr | ©i # 0 para um nimero finito de indices},
i€l

que € um R-mddulo usando a aplicagio p: R x @ M; — @ M; dada por u(a, (x;)icr) =
i€l il

(az;)icr-
Definicao 3.1.9. Sejam M e N dois R-modulos e f: M — N uma aplicacao. Dizemos
que f é um homomorfismo de R-modulos se para todo x,y € M e para todo a € R
tivermos

i) f(x+y) = f(z)+ f(y);

ii) flaz) = af (x).

Quando o homomorfismo f for bijetor, entao denotamos M = N.

Exemplo 3.1.10. Um exemplo cldssico de homomorfismo de R-mddulos € a derivacao
em um espago de polinomios. Considere o anel R =R (com as operagoes usuais de soma
e multiplicagao) e o R-médulo M = N = R[z|, o conjunto dos polindmios com coeficientes
reais. Defina a funcao f: Rlz] — Rlz| por

fp(x)) = p'(x),

onde p'(z) € a derivada do polinomio p(x).
Pelas propriedades de derivacao, f é um homomorfismo de R-mddulos. De fato:

1. Para quaisquer p(z), q(z) € Rlz],
fp(@) +q(2)) = (p(z) + ¢(x))" = p'(z) + ¢ (x) = f(p(z)) + f(a(x)).
2. Para qualquer a € R e p(z) € R[z],
flap(x)) = (ap(2)) = ap'(z) = af (p(x)).
Observagdo 3.1.11. Dado um R-homomorfismo f : M — N, o nicleo de f,

N(f) ={z € M | f(z) = On}, e a imagem de f, Im(f) := {f(z) | = € M}, sao

submddulos de M e N, respectivamente. Também o coniicleo de f, coN(f) := +2=, é

| Im(f)’
um R-mddulo.
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A seguir algumas propriedades associadas ao conceito de homomorfismo.

Proposicao 3.1.12. Sejam f: M — N um homomorfismo de R-modulos e My, My, Ms;
submodulos de M. Entao

M
1. —— = Im(f). (Teorema do Isomorfismo)

N(f)

9 (My/M;) . M
C(My/Ms) My’

3 My+ M, ., M
' My, — MyNMy

12

Demonstragio. Pode ser vista em [8, Proposigao 2.1, p.19]. O

Definicao 3.1.13. Um anel graduado é um anel R junto com uma familia (R,,),>0 de
subgrupos do grupo aditivo R, tal que R = @ R, ¢ R,,.R, C Ry,1n, para todo m,n > 0.
n>0

Exemplo 3.1.14. O anel de polinémios Clz| pode ser escrito como um anel graduado do

tipo
Clz] = @ R.,
n>0
onde R, = {a,z" | a,, € C}. A verificagio de que R,,.R, C Ry, vem diretamente do
fato de x™.a™ = ™",

Exemplo 3.1.15. Analogamente podemos definir uma graduacdo do anel de polindmios
de maneira mais geral. Seja o anel de polinomios K[x1,. .., xs] sobre um corpo K. Entado
podemos gradud-lo como
Klxy,..., x4 = @Gn,
n>0
onde G, consiste nos polinomios de grau n, ou seja, combinacoes lineares de monomios

it xls comay + -+ as = n.

A seguir, um resultado que caracteriza cada subgrupo da graduacao do anel graduado
em funcao do primeiro subgrupo.

Proposicao 3.1.16. Se R = @ R, um anel graduado, entao, Ry é um subanel de R e

n>0
R, € um Ry-mddulo para todo n > 0.

Demonstragao. Para verificar que Ry é um subanel de R, basta notar que por definicao,
Ry é um subgrupo aditivo de R, portanto, é fechado para a adi¢do. Porém, ainda por
definicao, temos que Ry.Ry C Ry o = Ry, portanto, Ry é fechado para a multiplicagao.
Os axiomas para Ry ser subanel decorrem trivialmente.

Agora, para verificar que R,, é um Ry-modulo para todo n, basta notar que, por definigao
Ry.R, C R,, portanto, R,, é fechado para a multiplicacao por elementos de Ry. Como ja
foi verificado que Ry ¢ um anel, os axiomas para R,, ser um Ry-modulo também decorrem
de maneira trivial. O

Definicao 3.1.17. Seja R = @ R, um anel graduado, um elemento x € R ¢é dito
n>0

homogéneo se x € Ry, para algum k, onde k é chamado de grawu de x.
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Exemplo 3.1.18. No Exemplo 3.1.14 em que Clz] = @ R, qualquer polinomio do tipo
n>0

ax® pertence a Ry, e assim é chamado de homogéneo de grau k.

No que segue temos a extensao do conceito de graduagao para o caso de médulos.

Definicao 3.1.19. Seja R = @ R, um anel graduado. Dizemos que um R-modulo M
n>0

¢ um R-médulo graduado se existir uma familia (M,),>0 de subgrupos de M tal que
M= & M, e R,,.M, C M+, para todo m,n > 0.

n>0

Proposicao 3.1.20. Sejam R = @ R, um anel graduado e M um R-modulo graduado.
n>0

Entao cada M, ¢é um Ry-mddulo, para todo n > 0.
Demonstragdo. Segue com raciocinio analogo ao que foi feito na Proposicao 3.1.16. [

Definicao 3.1.21. Se M = @ M, um R-mddulo graduado, um elemento x € M ¢é dito
n>0

homogéneo se x € My, para algum k, onde k é chamado de grauw de x. Um submaodulo
N C M é dito homogéneo se é gerado por elementos homogéneos.

Observacao 3.1.22. Como todo ideal em anel comutativo R é um R-maddulo, entdo
chamamos ele de ideal homogéneo se ele é homogéneo como R-modulo.

A graduacgao também deve ser controlada em um homomorfismo, por isso necessitamos
da proxima definigao.

Definicao 3.1.23. Sejam M = @ M, e N = @ N,, R—mddulos graduados. Definimos

n>0 n>0
um homomorfismo de R-modulos graduados sendo um R-homomorfismo

f:M — N tal que f(M,) C N,, Vn >0.

Exemplo 3.1.24. Para o anel graduado Clz] = @ R,, do Exemplo 3.1.14, considere a
n>0

aplicacio f : G>90 R, — 630 R,, dada por f (Z aixZ) =) (Z aixi>, onde \ € C.

Como A <Z aixi> =Y (\a;)x" e Aa; € C, claramente f é um C[z]-homomorfismo.

Sendo R, = {a,z" | a, € C}, f(ana") = Maya™) = (Aa,)2z" € R, e, com isso,
f(R,) C R,.
Portanto f € um homomorfismo de R-mddulos graduados.

Definigao 3.1.25. Considere uma familia (x;)icr, com I um conjunto de indices, de
elementos do R-méddulo M. Dizemos que (x;);c; € uma base de M se

1. Todo elemento x € M pode ser escrito com combinagdo linear de (z;)cr, ou seja,
r =Y Nz para (N;)ie; uma familia de elementos de R;
il
2. Toda familia (\;);e; de elementos de R que satisfazem

EE:Aimi:: 0=\ = O,V/i el

il

Um R-maodulo M que possui uma base é dito um modulo livre.



MODULOS 34

Definicao 3.1.26. Sejam M,N e P trés R—modulos e f : M — N eg: N — P
R-homomorfismos. Dizemos que o diagrama

ML NP
¢ uma sequéncia exata em N se a imagem de [ € igual ao nicleo de g (Im(f) = N(g)).

Definicao 3.1.27. Seja {M,}ic; uma familia, eventualmente infinita, de R-mddulos e
{fi : M; = M;1}icr uma familia de R-homomorfismos. Dizemos que

fi- ; fi
"'—>Mi_1 —>1Mz‘f4Mi+1 —+>1
¢ uma sequéncia exata, sec ¢ exata em M;, Vi.

Exemplo 3.1.28.
1. A sequéncia M LN %0 6 exata se, e somente se, f ¢ sobrejetora.
2. A sequéncia 0 L M4 N é ezata se, e somente se, g € injetora.

. A . f 7z
3. Dos exemplos anteriores, temos que a sequéncia 0 — M — N — 0 € exata se, e
somente se, f € um isomorfismo.

Definicao 3.1.29. Um complexo D € uma sequéncia de R-méddulos e R-homomorfismos
D: "'—>Mi—1 fi;>1 MZ$M1+1 fi—+>1
tal que a composicao f; o fi_1 =0, para todo i € Z.

Observagao 3.1.30. Observe que f; o fi_1 = 0 € equivalente a Im(f;_1) C N(f;). Logo,
se uma sequéncia é exata entdo ela € um complezo.

Definicao 3.1.31. Seja M um R-mddulo. Uma cadeia de submédulos de M é uma
sequéncia de submddulos de M, (M;) parai=1,...,r tal que

{0} =My C M, C...C M, =M.

Chamamos r de comprimento da cadeia anterior.

Uma série de composicao de M ¢é uma cadeia maximal, isto €,
{0}y = My C My € ... C M, = M tal que entre M,, e M,,1 nao existe nenhum R-
submodulo de M paran=20,...,r—1.

Para o préximo conceito é importante o seguinte resultado:

Proposicao 3.1.32. Se um R-modulo M tem uma série de composicao de comprimento
n. Entdo toda série de composicao de M tem comprimento n.

Demonstragio. Pode ser vista em [8, Proposigao 6.7, p.77]. O]

Definicao 3.1.33. Seja M um R-modulo que tem uma série de composicio. Dizemos
que o comprimento ou longitude de M, denotado por ((M), é o comprimento de uma
(e portanto todas) série de composicao de M.

Se M ndo possuir uma série de composicao, dizemos que M tem comprimento in-
finito.
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Exemplo 3.1.34. Considere o Z-mddulo Z./6Z com a sequinte série de composi¢io
0C ZJ27 C Z/6Z.
Note que nao hd nenhum outro Z-mdédulo entre Z/27 e Z/6Z, logo, ((Z/6Z) = 2.

Exemplo 3.1.35. Note que nem sempre existe uma série de composicao. Considere o
anel Z como Z-mddulo. Sabendo que 0s Z-submddulos de Z sao do tipo {(a), onde a € Z,
para toda série de composicao de 7 do tipo

0C (a)C(b)yC---C(l)=2,
sempre hd um elemento (2.a) que estd entre 0 e (a). Logo, nao é possivel exibir uma série
de composicio de Z. Portanto, {(Z) = 4o0.

O préximo resultado nos da, quando M é um moédulo sobre um corpo, que o compri-
mento de M é igual a dimensao como espaco vetorial de M.

Proposicao 3.1.36. Seja M um K-modulo com K um corpo. Nesse caso M é um espago
vetorial e {(M) = dimg M.

Demonstragcio. Como K é um corpo, o K-médulo M é um espago vetorial sobre K.
Vamos construir uma série de composigao para M.
Seja dimgx M = n. Entdo, M tem uma base {vy,vs, ..., v,}. Definimos os submé6dulos
M; como:
M; = (vy,v9,...,v;), parai=0,1,2,...,n,
onde My=0e M, = M.
Isso nos da uma cadeia de submddulos:

O=MyCcM,CMyC---CM,=M.

Para verificar que cada quociente M;.1/M; é simples basta notar que o quociente
M, 1/M; é isomorfo a K para todo i, pois:

M1 /M; = (vig1) e (vig1) = K.
Como K é um corpo, K é um K-mé6dulo simples (nao possui submédulos préprios
nao triviais). Logo, a cadeia
O=MyCcMCMyC---CM,=M

é uma série de composigio, pois cada quociente M; 1/M; é simples.
Portanto, como o comprimento desta cadeia é n e é uma série de composicao, seque

que {(M) =n = dimg M. O
Exemplo 3.1.37. Para o anel de polinomios R = Klzi,...,xs], K um corpo, com a
graduacao
R=@G,,
n>0

onde Gy, € o conjunto de todos os mondmios do tipo a(z{* ... 2%), a € K ea;+---+as =
n. Portanto, cada G,, é gerado pelos mondmios x{* ... x%, onde a; +---+as =n e, com

isso, a dimensdao de G, sobre K ¢ igual a quantidade destes monomios, ou seja,
) s+n-—1
dimg G,, = ( )
s—1
Logo, da proposicao anterior, seque diretamente que

0G,) = (s—i—n—l

S —

), Vn>0.
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3.1.1 Mobdulos Noetherianos e Artinianos

No que segue, definimos uma classe especial de modulos, bem como apresentamos
resultados que os caracterizam.

Definicao 3.1.38. Seja M um R-moddulo e considere o conjunto de todos os submaodulos
de M ordenados por inclusao.
Se para toda sequéncia de submodulos de M (cadeia crescente ou ascendente)

MyC...C My C M, C My C...

existe n > 0 tal que M,, = M, 41 = --- (ou seja, estaciondria), entio M é chamado de
um R-modulo Noetheriano e a propriedade anterior é chamada condi¢do de cadeia
ascendente.

Se para toda sequéncia de submodulos de M (cadeia decrescente ou descendente)

My2D ... My DMy 2 My 2 ...

existe n > 0 tal que M, = M,+1 = --- (ou seja, estaciondria), entao M é chamado
de um R-mddulo Artiniano e a propriedade anterior é chamada condi¢cdo de cadeia
descendente.

Dizemos que um anel R é Noetheriano (resp. Artiniano) se é Noetheriano (resp.
Artiniano) como R-mddulo.

Observacgao 3.1.39. Isomorfismo de mddulos (anéis) preserva o conceito de Noetheriano
(resp. Artiniano).

Exemplo 3.1.40. Todo corpo K é uma anel Noetheriano pois os submodulos de um anel
K como K-mddulo sao os seus ideais, que no caso de um corpo, sao so os triviais. Com
isso a unica sequéncia de submddulos de K, {0} C K, ¢é finita.

Primeiramente, optamos em citar (sem demonstracao) os resultados que precisamos
para o caso de anéis Noetherianos (resp. Artinianos). Depois descrevemos alguns resulta-
dos para médulos Noetherianos (resp. Artinianos) e estes apresantamos as demonstragoes.

Sejam R|xy, ..., x,] o anel dos polindmios com coeficientes em R nas variaveis z1, . .., Z,
e R{xy,...,x,} o anel das séries formais com coeficientes em R.
Proposicao 3.1.41. Se R é uma anel Noetheriano, entio R[xy,...,x,] € R{z1,...,x,}

sao anéis Noetherianos.
Demonstragio. Pode ser vista em [9, Teorema 3.3, p. 16]. O]

Definicao 3.1.42. Sejam [I,J dois ideais de um anel R. O produto deles, denotado
por I.J, € o ideal gerado por todos os produtos xy tal que x € I ey € J. Analogamente
definimos o produto de uma quantidade finita de ideais.

Notagao: O produto de um mesmo ideal I, n vezes, é representado por ™.

Exemplo 3.1.43. O anel O,, € um anel Noetheriano.

De fato, sendo C um anel Noetheriano (Ezemplo 3.1.40), pela Proposicao 3.1.41,
C{z1,...,z,} € um anel Noetheriano. Se mostramos que O, = C{xy,...,x,}, temos o
desejado.
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Com efeito, considere a aplicagio ¢ : O, — C{xy,...,x,}, dada por ¢(f) sendo a
série de Taylor de um representante de f em torno da origem.

Como este conceito depende das derivadas parciais, que é um conceito local, entao
independe do representante do germe e, portanto, ¢ estd bem definida.

As operacoes entre séries de poténcias decorrem de maneira natural das operacoes com
fungoes, logo ¢ € um homomorfismo de anéis.

Para toda série de poténcias de C{x1,...,x,}, consequimos uma f tal que sua fungao
de Taylor em torno da origem é exatamente esta série ([10, Teorema de Borel, 1.5.4 p.

30]).

Ainda do Teorema de Borel temos que

@
- C{wy,. .., w0}
N(¢)
com N(¢) = Nmk := m>.
k
Como m,, = {(x1,...,1,), entdo m* ¢ o ideal gerado pelos monémios de grau k. Logo,
m° = {0} e, com isso, O, = C{xy,...,x,}.

Proposicao 3.1.44. Seja R um anel Noetheriano (resp. Artiniano) e I um ideal de R.
Entao R/1 é Noetheriano (resp. Artiniano).

Demonstrag¢io. Pode ser vista em [Proposi¢ao 6.6. p. 76 [8]]. O

Agora descrevemos os resultados onde médulos Noetherianos (resp. Artinianos) estao
envolvidos.

Proposicao 3.1.45. Em um R-moédulo M, as sequintes condicoes sao equivalentes:

(a) Toda cadeia crescente de submddulos de M é estaciondria;
(b) Todo conjunto nao vazio de submédulos de M tem um elemento maximal.

Demonstrag¢io. Suponha que a condi¢ao (a) é verdadeira e que (b) é falsa. Logo, existe
um subconjunto nao vazio M’ de M que nao possui elemento maximal. Deste modo,
pode-se construir indutivamente uma cadeia crescente em M’ (e, portanto em M) que
nao termina, contradizendo o item (a).

Dada uma cadeia crescente

MyC...C My C M, C My C...

de M, considere T' = U;>o M;. Pelo item (b), seja M,, o elemento maximal de M’. Logo
n € o indice que deixa a cadeia estacionaria. O

Proposigao 3.1.46. Seja M um R-modulo com R um anel. Se M é Noetheriano, entdo
todo submodulo de M ¢é finitamente gerado.

Demonstragcio. Suponha que M é Noetheriano. Considere N um submoédulo de M e ¥ o
conjunto de todos os submédulos de N finitamente gerados (note que também serao sub-
modulos de M). Como ¥ nao é vazio (0 € ¥) e M é Noetheriano com ¥ um subconjunto
de M, da proposi¢ao anterior > tem um elemento maximal. Seja Ny este elemento. Se
Ny # N, existe um elemento z € N e x ¢ Ny e portanto podemos considerar o submdédulo
Ny + Rx de N. Este novo submédulo claramente é finitamente gerado, pois Ny é. Como
Ny é o maximal de X, deve ocorrer que Ny + Az € Ny, o que é um absurdo, pois = ¢ Nj.
Portanto, N = Ny e assim N ¢é finitamente gerado. n
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Observacao 3.1.47. Note que se M é um R-modulo Noetheriano, entdo satisfaz a con-
digcao (a) do lema anterior. Logo, todo conjunto nao vazio de submddulos de M possui
elemento maximal (em particular M também).

Proposicao 3.1.48. Seja 0 — M, ERN My % My — 0 uma sequéncia ezata de R-mddulos.
Entao My é Noetheriano (resp. Artiniano) se, e somente se, My e My sao Noetherianos
(resp. Artinianos)

Demonstragao. O caso Noetheriano serd demonstrado e o caso Artiniano segue de maneira
analoga. Suponhamos M, Noetheriano. Considere uma cadeia ascendente de submdédulos
de M, que pela f obtemos uma cadeia ascendente de submédulos de Ms. Se My é No-
etheriano entao esta nova cadeia é estacionaria e, portanto, a cadeia inicial é estacionaria.
Agora se consideramos uma cadeia ascendente de submodulos de Mj;, usando imagem
inversa pela g, obtemos uma cadeia ascendente de submodulos de M,. Novamente, My é
Noetheriano entao esta nova cadeia é estacionaria e, portanto, a cadeia inicial é estacio-
naria. Logo, M7 e M3 sao Noetherianos.

Reciprocamente, seja (L,),>o uma cadeia ascendente de M,. Usando f e g geramos
duas novas cadeias ascendentes (f~'(Ly))n>0, (9(Ln))n>0 em M; e Mz respectivamente.
Sendo M; e M3 Noetherianos, existem indices n; e ny tal que f~1(L,) = f (Lpy1) = - -
para n > ny e g(L,) = g(Lyy1) = -+ para n > no. Assim, para n > max{ni,ns},
provemos que Ly = Ly, para k > n.

De fato, seja x € Lgi1. Como g(Lg) = g(Lg41), existe um y € Ly, tal que g(x) = g(y),
ou seja, g(r —y) = 0ex—y € N(g). Como N(g) = Im(f) (exatidao da sequéncia),
obtemos que existe um z € My, tal que f(z) =z —y.

Agora, como x € Ly,1 ey € Ly C Ly, 1, temos que f(z) = x —y € Liyq. Portanto,
z € f7H(Liy1). Logo,de f~Y(L,) = f~Y(Liy1), temos que z € f~1(Ly), ouseja, f(z) € Ly.
Sendo f(z) =x —y e f(z) € Ly, obtemos x —y € Lj. Portanto, como y € Ly, segue que
r=y+ (r—y) € Ly + Ly = L. Logo, da arbitrariedade que tomamos = € L1, segue
que Li.1 C L e como a outra inclusao ja era valida pela sequéncia tomada, segue que
para k > n que Ly = L. O

Proposicao 3.1.49. Seja R um anel Noetheriano (resp. Artiniano) e M um R-mddulo
finitamente gerado. Entao M é Noetheriano (resp. Artiniano).

Demonstra¢io. Como M é finitamente gerado, tomemos {my, ..., m,} elementos que ge-
n
ram M. Considere agora R" = @ R;, onde cada R; é igual a R e representamos um
i=1
elemento de R"™ por (r1,...,7,), onde r; € R.
Entao definimos ¢ : R* — M dada por ¢(ry,...,r,) = ri.my + ...+ r,.m, que estd

bem definida, pois r1.mq + ... + r,.m, é um elemento de M.

Facilmente prova-se que ¢ é um homomorfismo de médulos e é sobrejetora, pois M é
gerada por {my, ..., m,} e assim, todo elemento de M pode ser escrito como combinagao
de elementos desse conjunto com escalares em R. Portanto, pelo Teorema do Isomorfismo
temos

M = R"/N().
Se provamos que R" é Noetheriano, entao M também serd Noetheriano pela Proposi-

¢ao 3.1.44. De fato, primeiro construimos a sequéncia

n n—1
0= R SPREPR —0

i=1 i=1
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que é exata, pois « é a inclusdo (injetora), § é a projecdo (sobrejetora) e claramente
Im(a) = N(B).
Observe que para n = 2 ficamos com

[\

O%RQ&@RZ‘gRl—)O,
=1

com R; e Ry Noetherianos por hipétese (sdo iguais a R). Pela Proposi¢ao 3.1.48, temos
2
@ R; ¢ Noetheriano. Pelo Processo de Indugao sobre n temos o desejado. O

i=1
Proposicao 3.1.50. Seja M um R-modulo. Entdo M possui série de composicdo se, e
somente se, M satisfaz ambas as condigcoes de cadeia.

Demonstragio. Se M possui série de composicao, digamos de comprimento n, todas as
cadeias de submédulos de M tem comprimento limitado por n. Portanto M satisfaz
ambas as condigoes de cadeia.

Reciprocamente, vamos construir uma série de composicao de M. Pela Proposicao
3.1.45, como M = M, satisfaz a condicao de maximo, tem um submoédulo maximal M; C
Mj. Analogamente, M; tem um submoédulo maximal Ms C M, e assim sucessivamente.
Assim temos uma cadeia descendente em sentido estrito, que pela condi¢cdo de cadeia
descendente deve ser finita e, portanto, é uma série de composicao de M. O

Corolario 3.1.51. Se M é um R-mddulo Noetheriano e Artiniano, entao (M) < co.

Demonstrag¢io. Como M é Noetheriano e Artiniano, entao M satisfaz ambas as condigoes
de cadeia (ascendente e descendente). Sendo assim, o resultado segue diretamente da
Proposicao 3.1.50. []

Proposicao 3.1.52. Sejam M e N R-modulos de comprimento finito. Se M = N entao
(M) =L(N).

Demonstracio. Sendo M = N, entao existe um R-homomorfismo ¢ : M — N que é
bijetor. Vamos mostrar que ¢(M) = ¢(N). De fato, suponha que ¢(M) = n e entao
considere a seguinte série de composicao

0OCM C---C M, =M.
Aplicando o isomorfismo em cada termo da cadeia, temos
0 6(M) S - C p(M,) = N.

Como ¢ é um isomorfismo, cada ¢(M;) é um submédulo de N e a inclusao ¢(M;) C
P(;11) 6 vdlida. Se existir algum submodulo J entre ¢(M;) e ¢(M;y1), entdo ¢~ '(J) estard
entre M; e M;,;. Sendo assim, esta nova sequéncia ¢ de fato uma série de composicao

com n elementos. Concluindo que ¢(N) =n = {(M). O

Proposicao 3.1.53. Sejam M e N R-moddulos de comprimento finito com N C M.
Entdo ¢((M/N) = ¢(M) — £(N).



MODULOS 40

Demonstracao. Primeiramente, note que M e N possuem comprimento finito, entao pos-
suem série de composigao. Sendo assim, M /N também possui série de composi¢ao. De
fato, observe que qualquer cadeia de submddulos de M /N ¢é do tipo

0=N/N C M/N G M/N G- C M/N = M/N, (3.1)
portanto estas inclusoes so sao satisfeitas se ocorrer
0CNGCMCMG---CM=M

Logo, toda cadeia de submé6dulos de M /N do tipo da Equagao (3.1) deve ser uma série
de composicao, pois caso contrario, obteriamos que M nao teria série de composicao.
Suponha que ¢(N) = n e {(M/N) = k. Logo, existem sequéncias de composi¢ao do
tipo
0=NyCN, C---CN, =N (3.2)

0=Qo&C &S Qu=M/N, (3.3)

onde cada @; é um submddulo de M/N, ou seja, é do tipo Q; = M;/N com N C M;
e M; submo6dulo de M para todo i. Observe que para Qo = N/N, ou seja, My = N e,
portanto, conseguimos gerar uma nova cadeia

0=NgCN;C-+ CNy=N=MCMC--CM,,=M, (3.4)

onde as inclusoes M; C M, advém de Q; € Q41 < M;/N C M, /N. Portanto, as
inclusoes estao bem definidas.

Resta mostrar que nao ha nenhum submoédulo de M entre cada dois elementos da
cadeia.

Observe que isto é valido para N; para todo j, pois a Equacao (3.2) é uma série de
composicao.

Também é valido para os M; para todo t. Com efeito, se houver um submoédulo Z tal
que M; C Z C M4, teriamos as seguintes inclusoes

M;/N C Z/N C My, /N,

ou seja, @y € Z/N C Qi41, 0 que é um absurdo, pois a Equacao (3.3) é uma série de
€cOmMposicao.

Portanto, a cadeia da Equagao (3.4) é uma série de composi¢do. Concluindo que
UM)=n+k=UN)+{M/N), ouseja, {(M/N) = L(M)— {(N). O

Observacao 3.1.54. Observe que na proposi¢ao anterior a prova de M e N possuirem sé-
rie de composi¢ao também € til para excluir o caso em que (M) = {(N) = oo, resultando
num absurdo ao calcular {(M/N) = (M) — {(N).

Com estes fatos em mente, vejamos alguns resultados para o comprimento de um mo-
dulo associado a sequéncias exatas. Nos resultados subsequentes os R-mddulos possuem
comprimento finito.

Proposicao 3.1.55. Se M, N, P sao R-modulos, entdo numa sequéncia exata do tipo
0— M -1 N2 P—0, ocorre (N) = (M) + ¢(P).
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Demonstracao. Como a sequéncia é exata, entao f é injetiva e, pelo Teorema do Isomor-
fismo, M = M/N(f) = Im(f). Portanto, podemos ver M como submédulo de N. Como
g ¢é sobrejetora, novamente pelo Teorema do Isomorfismo, N/N(g) = Im(g) = P. Por
ser uma sequéncia exata também temos que Im(f) = N(g) e, assim, N/M = P. Pelas
Proposicoes 3.1.52 e 3.1.53,

U(P) = ((N/M) = £(N) — £(M), ou seja, {(N) = £(M) + ((P).

Proposicao 3.1.56. Considere uma familia de R-mddulos (M;)?, e seja

0—s My 2% My 2 . 2 ML — 0

uma sequéncia exata de R-modulos. Entao vale zn: (—1)"4(M;) = 0.
i=1

Demonstragio. Como a sequéncia anterior é exata, entdo temos que Im(¢;—1) = N(¢;).
Para cada M;, podemos criar uma nova sequéncia exata do tipo

0 — Im(¢p_y) — M; 25 Im(¢;) — 0

que é exata trivialmente.
Portanto, pela Proposigao 3.1.55, temos que £(M;) = ((Im(¢;—1)) +L(Im(¢;)) e a série

alternada i (—1)"4(M;) sera realmente igual a 0, pois os fatores irdo se cancelar. O
i=1
Proposigao 3.1.57. Se M; e My sao R-mddulos, entdo ((My & My) = ((My) + £(Ms).

Demonstracao. Basta construir a sequéncia
O%MléMlEBMzi)MQ%O,

onde 7 é a inclusao e j a projecdo. A sequéncia claramente é exata, pois ¢ é injetora, j é
sobrejetora e Im(i) = N(j). Em seguida, basta aplicar a proposi¢do anterior e mostramos
que E(Ml D MQ) = €<M1) + E(MQ) O

Corolario 3.1.58. Para uma familia de R-modulos (M;);>o,

>0 >k

é(@Mi) :€(M0)+---+€(Mk)+€<@Mi) ,Vk>0.

Demonstracdo. A demonstracao é feita por indugao sob a quantidade de R-moddulos e usa
a proposicao anterior em cada etapa. ]

3.1.2 Dimensao e profundidade de médulos

Para finalizar esta secao, apresentamos mais dois conceitos associados a médulos, que
estao relacionados com ideais do anel associado. Nos resultados finais deste trabalho,
precisamos de mdédulos onde estes conceitos coincidam.

Definicao 3.1.59. Dizemos que a dimensao de Krull, ou simplesmente a dimensado,
de um anel R, denotado por dim R, é o supremo dos comprimentos de todas as cadeias
estritamente decrescentes de ideais primos de R.
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Exemplo 3.1.60. A dimensdo de Krull de corpos € igual a zero. De fato, basta notar que
0s tnicos ideais de um corpo K sao {0} e K. Logo, nao hd ideais proprios, concluindo
que dim K = 0.

Exemplo 3.1.61. Sejam R um anel Noetheriano e zy,...,x, indeterminadas sobre R.
Entio dim R[xy,...,z,| = dim R{xy,...,zs} = dim R + n, cuja a justificativa pode ser
vista em [9, Teorema 15.4].

Para estender este conceito para o caso de um R-mddulo, precisamos de um conjunto
especial de R.

Definicao 3.1.62. Seja M um R-mddulo. Dizemos que um elemento r € R é divisor
de zero em M se existe um elemento m € M, m # Og (elemento neutro para a primeira
operagio de R) tal que rm = 0.

Definimos o anulador de M, denotado por ann(M), sendo o conjunto de todos os
divisores de zero em M, ou seja, ann(M) ={r € R|r-m =0g, Vm € M}.

Observacao 3.1.63. Note que sendo M um R-mdédulo, entao ann(M) é um ideal.

Claramente O € ann(M), pois O - m = Ogr, Ym € M.

Se a, b € ann(M), entdo a.m = Or e b.m = Og para todo m € M. Logo, (a —b).m =
am —bm = 0gr — O0g = Og para todo m € M. Sendo assim, ann(M) é um subgrupo
aditivo de R.

Sejar € R ea € ann(M), entao am = Og, Ym € M. Entio (r-a).m =r-(a.m) =
r-(0g) = 0g. Sendo assim, r-a € ann(M). Logo, ann(M) é um ideal de R.

Definicao 3.1.64. Seja M um R-modulo. Definimos a dimensdo de Krull do modulo
de M como sendo a dimensao de Krull do anel R/ann(M) e denotamos por dim M, ou

seja, dim M := dim (R/ann(M)).

Observacao 3.1.65. Note que se dois anéis sao isomorfos, entdo eles tém a mesma
dimensdao de Krull. O mesmo ocorre para R-mddulos isomorfos. Se dois R-mddulos My,
M, sdo isomorfos, entao ann(My) = ann(Ms). Assim, My e My tem a mesma dimensdo
de Krull.

Exemplo 3.1.66. Do Ezemplo 3.1.43 vimos que O,, e C{x1,...,x,} sao isomorfos. Por-
tanto, vamos obter a dimensao de C{x1,...,x,} e, com isso, obter a dimensao de O,.

Do Exemplo 3.1.40 podemos observar que C é Noetheriano. Logo, do Exemplo 3.1.61,
obtemos que dim C{z1, ..., z,} = dim C+n. Sendo assim, do Exemplo 3.1.60, concluimos
que dim C{z1,...,z,} = n.

Aproveitamos este momento para definir a dimensao de uma variedade analitica e um
conceito associado (Subsegao 2.2.3).

Definigao 3.1.67. Seja X uma variedade analitica em C". A dimensao de X, denotada

n

pordim X, € a dimensao de Krull do anel quociente . SeW C X € uma subvariedade

I(X)
analitica em x € X, a dimensao de W, denotada por dim W, é a dimensao de Krull do
anel quociente ](I‘;{[/fc)

Definicao 3.1.68. Seja X wma variedade analitica em C" de dimensdo k. Dizemos
que X € uma intersecgdo completa se o nimero (minimo) de geradores de 1(X) € a
codimensao de X, ou seja, n — dim X.
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Observagao 3.1.69. Note que se J é um ideal primo, entio X =V (J) é uma variedade
analitica (Proposi¢io 2.2.29). Além disso, J € ideal radical e

| o, .o,
dlmV(J) —dlmm = dim 7 N

onde a ultima igualdade vem da Observagio 2.2.26. Neste caso é comum dizer que o

@)
tdeal I define uma intersecgao completa ou que Tn ¢ uma intersecao completa.

O conceito de dimensao de um anel estabelece uma relagdo com anéis Noetherianos e
Artinianos, cuja demonstragao sera omitida.

Teorema 3.1.70. Seja R um anel comutativo com unidade, entdo R é Artiniano se, e
somente se, R é Noetheriano e dim R = 0.

Demonstragio. Pode ser vista em [8, Teorema 8.5]. O

No que segue, definimos a altura e o grau de um ideal.

Definicao 3.1.71. Para um ideal primo P de R, definimos a altura de P, denotado por
ht(P), como o supremo dos comprimentos das cadeias decrescentes do tipo

P=FD>P D>...DOF,
onde Py sdo ideais primos de R.

Definicao 3.1.72. Para I um ideal qualquer de R definimos a altura de I sendo o infimo
das alturas dos ideais primos que contém I, ou seja,

ht(I) =inf{ht(P) | I C P e P ¢é primo}.

Observacao 3.1.73. Com esta defini¢cdo, podemos ver uma definicio equivalente de di-
mensao de Krull de um anel R:

dim R = sup{ht(P) | P primo de R}.
Proposicao 3.1.74. Para I um ideal primo de R, vale que ht(I) + dim R/I < dim R.
Demonstrag¢io. Suponha que ht(I) = n, entdo, existe uma cadeia de ideais primos
I=PD>DP D>...DP,.
Agora, dim R/I é o supremo dos comprimentos das cadeias do tipo
QDO@1D...DQ,
onde cada @); pode ser visto como P;/I, com P; ideal primo de R tal que I C P;. Entao

P P P.
—HD—=>2...0—~—&P>P>...OP. DI
[ 71 I 0=
Entao, geramos a seguinte cadeia de ideais primos
PhPOPD>...OPDIDP D...DP,

onde seu comprimento deve ser menor ou igual a dim R. Portanto,

ht(I) + dim R/I < dim R.
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No que segue, I é um ideal proprio de R.

Definicao 3.1.75. O grau de I é o maior valor de k para o qual existem elementos
ai,as,...,a de I tendo a propriedade que

<G1,G2,.-.,ai,1>3ai: <a17"'7ai71>7 1 <Z<k7
onde {(ay,a9,...,a;1):a;={r € R|r-a; € {(a,a9,...,a;,.1)}.

Observagao 3.1.76. Observe que se temos um ideal I de R tal que grau(I) = k, entdo
por defini¢io temos que {0} : ay = {0}, ou seja, {r € R|r-a; € {0}} ={0}. Entao, se
ay for divisor de 0 em R, existe um v’ # 0 tal que ay - =0, o que é um absurdo, pois se
isso ocorrer, r' € {r € R | r-a; € {0}} = {0}, mas 1" foi tomado diferente de 0. Entdio
a1 nao pode ser divisor de 0 em R.

Ademais, temos que {a1) : ag = {a1), ou seja, {r € R|r-as € (a1)} = (a1). Entao, se
ay for divisor de 0 em — deveria ezistir r' + (a1) € — tal que ay - (1" + (a1)) = (1),

ay 3]

ou seja, " - as + (a1) = (a1). Portanto, ' € {r € R|r-as € (a1)} = (a1). Logo, temos
um absurdo, pois r' + {(a1) € tomado em ——. Sendo assim, as nao € divisor de zero em

(a1)
B

(a1)

Segquindo analogamente, prova-se que a;y1 nao é divisor de zero em

R
<(11,...,6Li>.

Introduzimos agora um tipo de especial de sequéncia de um ideal. Esta por sua
vez, ajuda a relacionar os conceitos de grau e a altura de um ideal. Além disso, este
conceito é de suma importancia para a obtencao do tltimo conceito relacionado a médulos,
importante na construgao de uma classe importante de modulos.

Definic¢ao 3.1.77. Sejam M um R-mdédulo e I um ideal de R. Uma sequéncia {x1,...,x,}
contida em R € uma M -sequéncia se x1 nao € divisor de zero em M e x; ndo é divisor
de zero em

M/ {xy,...,xi) MY i =2,...,n.

Dizemos que uma M -sequéncia {z1,...,x,} de I é mazximal quando x1, ..., T,,  nao
¢ uma M -sequéncia, para todo x € 1.

Observacao 3.1.78. Note que um ideal I pode ou nao possuir uma R-sequéncia. Para o
caso de I nao possuir uma R-sequéncia, devemos ter que todo elemento de I ¢ divisor de
zero em R.

Exemplo 3.1.79. Sejam M = R = Clz,y] e I = (z,y), ideal de R.

Mostremos que a sequéncia {x,y} contida em I é R-sequéncia.

De fato, note que x nao € divisor de zero em R, pois R é dominio.

Além disso, y ndao é divisor de zero em R/(z), pois R/(x) é dominio jd que (x) é
pPrimo.

Ainda, note que uma R-sequéncia ser mazximal, deve ocorrer que {z,y, f} nao pode
ser uma sequéncia R-sequéncia para todo f € I (f = ax + by).

Note que para r+ (z,y) € R/ (x,y) temos que f-(r+ (x,y)) = (ax +by) - r+ (x,y) =
(r-a)x+(r-b)y+(z,y) = (z,y). Concluindo que a sequéncia {x,y, f} ndo é R-sequéncia
para todo f € I e, portanto, {x,y} é R-sequéncia mazimal.
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Na sequéncia, enunciamos dois resultados sobre sequéncias regulares que sao essenciais
para a continuidade da teoria.

Proposigao 3.1.80. Sendo M um R-maodulo com R Noetheriano. Entao toda M -sequéncia
mazimal de I tem o mesmo numero de elementos.

Demonstragio. Pode ser vista em [9, Teorema 16.7]. O

Proposicao 3.1.81. Sendo R um anel Noetheriano e {ay,...,a,} uma R-sequéncia, en-
tao ht(l) =r, onde I = (a1, ..., a,).

Demonstragio. Pode ser vista em [9, Teorema 13.5 e p. 132]. [

Observagao 3.1.82. Seja I um ideal proprio de R, entao se grau(l) = k, existe uma
R-sequéncia {x1,...,xx} em I.
De fato, note que se grau(l) = k, existem x4, ...,y elementos em I que satisfazem
que
(X1, ..., xiq) sy = (1, ..., T 1),

ou seja, x; nao € divisor de zero em R/{(xy,...x;_1) (Observagao 3.1.76). Entdo o resul-
tado vale por definigdo.

Lema 3.1. Seja R um anel Noetheriano. Entao ht(I) > grau(l), para todo I.

Demonstragdo. Suponha inicialmente que grau(l) = s. Note que para toda R-sequéncia

ai,...,a, de I, da Proposigao 3.1.81 obtemos que ht(aq,...,a,) = r. Portanto, temos que
r = ht(ay,...,a,) < ht(I), pois a R-sequéncia é de I. Assim, do fato de grau(l) = s e da
Observagao 3.1.82, obtemos que existird uma R-sequéncia {bi,...,bs}. Logo, do que foi

feito, obtemos que
grau(I) = s = ht(by,...,bs) < ht(I).
]

Por fim, com este tipo especial de sequéncia de um ideal em mente, damos inicio ao
processo de exibicao da nova classe de anéis.

Definicao 3.1.83. Sejam R um anel Noetheriano e M um R-moédulo. Chamamos de
profundidade de I em M, denotada por depth(I, M), o nimero de elementos de uma
M -sequéncia mazximal de I.

Além disso, se R for um anel local (ou seja, possui um unico ideal maximal m) e
I = m, entdo denotamos depth(m, M) por depth(M) e serd chamado simplesmente pro-
fundidade de M. Se M = R, escrevemos simplesmente depth(I).

Observacao 3.1.84. Prova-se ainda que sendo (R, m) um anel local Noetheriano e M #
0 um R-mddulo finitamente gerado. Se {x1,...,x,} C m é uma M-sequéncia, entio vale

M
que dim
<.’El, Ce ,Z’n>M

= dim(M) — n, que pode ser vista [9, 16.1, p. 132].

Deste fato, decorre o seguinte resultado.

Proposicao 3.1.85. Seja (R,m) um anel local Noetheriano e M # 0 um R-mddulo
finitamente gerado. Entao depth M < dim M.
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Demonstragio. Seja n = depth(M). Se n = 0, como dim(M) > 0, vale o resultado.
Suponha n # 0. Entdo, existe uma M-sequéncia maximal {zy,...,2,} C m. Pela
M M
= dim(M)—n. C di >
<x1,...,xn>M> m(M)—n. Como Hn((xl,...,mnﬂ\/[)
0, entdo dim(M) —n > 0, ou seja, dim(M) > n.

observacao anterior, dim

Definicao 3.1.86. Sejam R um anel Noetheriano local e M um R-mdédulo. Dizemos que
M ¢ Cohen-Macaulay quando depth M = dim M ou M = 0. Em particular, R € um
anel Cohen-Macaulay quando R é um mddulo Cohen-Macaulay sobre si mesmo.

Exemplo 3.1.87. Seja K um corpo, entao é Cohen-Macaulay, pois dim K = 0 (Ezemplo
3.1.60) e como 0 < depth M < dim M = 0 para todo M, seque que depth K = dim K = 0.
Logo, K é Cohen-Macaulay.

Exemplo 3.1.88. Se R é um anel Cohen-Macaulay, entio R[zy, ..., x,] e R{z1,...,x,}
sao anéis Cohen-Macaulay, que pode ser visto em [9, Teorema 17.7 e Observagao, p. 137].

Para finalizar, dois resultados importantes onde R é um anel local Cohen-Macaulay.
Teorema 3.1.89. Para um ideal proprio I de R,
ht(I) = depth(I, R) = grau(I) e ht(I) + dim R/I = dim R.
Demonstragio. Pode ser vista em [9, Teorema 17.4, p. 135]. O]
Teorema 3.1.90. Se R ¢é uma intersecao completa, entdo R é Cohen-Macaulay.
Demonstrag¢io. Pode ser vista em [9, p. 171]. ]

Exemplo 3.1.91. Observe que C é Cohen-Macaulay, pois é um corpo (Exemplo 3.1.87),
entao C{z1,...,x,} é Cohen-Macaulay (Exemplo 3.1.88). Logo, O,, é Cohen-Macaulay,
pois é isomorfo a C{zy,...,z,}.

3.2 SERIE DE HILBERT

Nesta secao R = @ R, é um anel graduado Noetheriano com Ry Artiniano e M =
n>0

@ M, é um R-moédulo graduado finitamente gerado.
n>0

Neste contexto apresentamos uma ferramenta muito importante, que é uma série as-
sociada a esta graduagao.

Esta é uma teoria muito vasta, onde nesta se¢do, exploramos somente a fim de obter
os objetos necessarios para o caso que precisamos no ultimo capitulo.

Definicao 3.2.1. A série de Hilbert de M ¢ definida como
P(M,t) := > 0(M,)t",
n=0

onde {(M,) denota o comprimento de cada M, como Ry-modulo (Defini¢io 3.1.33).

Proposicao 3.2.2. Nas condigoes da defini¢io anterior, vale que {(M,) < oc.
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Demonstragcao. Primeiramente note que M é um R-moddulo finitamente gerado, com R
Noetheriano. Logo, M é Noetheriano também (Proposicao 3.1.49). Sendo assim, da
Proposicao 3.1.46 obtemos que M,, é finitamente gerado, para todo n > 0.

Como cada M,, é um Ry-moédulo (Proposicao 3.1.20), sendo Ry é Artiniano, entao M,
é Artiniano (Proposicao 3.1.49), para todo n > 0.

Além disso, do Teorema 3.1.70, temos que do fato de Ry ser Artiniano, temos que
Ry também é Noetheriano. Portanto, novamente da Proposicao 3.1.49, segue que M,, é
Noetheriano, para todo n > 0.

Logo, M, é Noetheriano e Artiniano, e assim, do Corolario 3.1.51 que ¢(M,,) < oo,

para todo n > 0. O
Exemplo 3.2.3. Consideremos R = K|xy,...,xs|, com K corpo, mas diferente do Exem-
plo 3.1.37, vamos considerar as varidveis x1,...,Ts com pesos, modificando a graduacao,

ou seja, 0s G, n > 0. Indutivamente no nimero de varidveis (em s), descrevemos G, e,
com isso, a série de Hilbert associada.

e Seja R = Klx| com x de grau 1. Entio G, é o conjunto de todos os mondmios do
tipo o 2! tal que o« € K e ay -1 =n, ou seja, a; = n. Portanto, para cada n, hd apenas
1 tipo de monémio. Logo, ((G,) =1,V n. Assim,

PRt)=1+t+t*+t3+. . = ——.

Seja R = K|[z] com x de grau 2. Entao G,, é o conjunto de todos os mondmios do tipo
a 292 tal que o € K e a;.2 = n, ou seja, 2a; = n. Portanto, para cada n, hd apenas 1
tipo de mondmio. Logo, ((G,) =1, Vn.

Note ainda que G,, € vazio para n impar, pois ndo existe monoéomio de grau n, com n
impar, que satisfaca 2a; = n.

Logo,

PR =1+ +t"+1t+ =1+ )+ )P+ )P+ = —

Analogamente, para R = Klz;| com z; de grau w;, temos

1

P(Rt) = 14" 4 (") + (") + -+ = 7o

e Para R = K|x,y| com x de grau wy ey de grau wy. Os mondmios de K[x,y| sao do
tipo a(x®r - yw2'92) - Portanto, ((Gy,) € o nimero de tipos de mondmios a(x®+ - y*2'92)
tal que wy - a1 + wy - as = n.

Por outro lado, considere o produto (1+t“* +t*“1 4. .. )(14+t“2+t**2+...). Para cada
indice n, o coeficiente que acompanha o termo t"™ nesse produto é a soma das possibilidades
de multiplicagao de termos de cada fator dando t", ou seja, a quantidade de pares (ay, az)
tais que wy - a1 + Ws - Gy = N.

P(R,t) = ée(cn)tn

1 1
= (T4t + 621 4 (1 tv2 292 4 :( )( )
(LA 4200 e ) (L 2 202 4 ) o )\ gm
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Por exemplo, considere n = 4, w; = 1 e wy = 2. As combinacoes possiveis tais que
1-a;+2-ay =4 sio (a1,as) = (4,0), (2,1), (0,2). Logo, sio 3 tipos em Gy, z*, 22y, y>.
Considerando o produto temos

L+t 420 4208 +3 4+ =L+t + 0+ 0+ ) A+ +t + 10+ ).
Generalizando, se R = K[z, ...,xs] com x; de grau w;. Entdo,
1
P(R,t) = — )
(1 —twi)
i=1

E muito comum denotarmos, para A € N, por M [A] 0 mesmo médulo M, mas com sua
graduagao deslocada por A, isto é, M[\],, = M,_,. O préximo resultado mostra a relagdo
da graduacao na série de Hilbert associada.

Proposigao 3.2.4. Seja M|\ a nova graduagao de M wvista anteriormente. Entdo
P(M[N,t) =t P(M,t).

Demonstracao. Note que ocorre
3 se n—A<0
My se n—XA=
My = M, se n—\A=1

Portanto, temos que
POMN,0) = 5= 6MN) 1" = 5 6(My ) 47 = 5 (M, y) -7 =
n=0 n=0 n=0
=P 5 U(Myp) 7= 5 (M) 7N = 3 (M) 7 = P(M8),
n=0 neA=0 =

]

O proximo resultado melhora a expressao deste conceito para um anel dos polinémios
com coeficientes em um anel Artiniano.

Teorema 3.2.5. Se R = R [z1,...,x,] com z; de grau d;, entdo P(M,t) é uma fungao
racional de t e pode ser escrita na forma

T

POt = f()/TT (1 - ).

i=1
onde f(t) € um polinémio com coeficientes em Z.

Demonstragdo. A prova é feita por indugao em r, que é o nimero de geradores de R.
Quando 7 = 0 temos R = Ry e assim R é Artiniano (também Noetheriano). Logo, da
Proposicao 3.1.49, M é Artiniano e Noetheriano e assim, a Proposicao 3.1.50 garante que

¢(M) < oo. Suponha ¢(M) = k.
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Nao podemos ter mais de k elementos nao nulos na graduacao M = @ M, pois, caso
n>0

contréario, do Coroléario 3.1.58, terfamos que ¢(M) > k, pois para todo N submddulo de
M temos ((N) > 1. Logo, £(M,) # 0 somente para uma quantidade finita de M, e assim,
por definigao, P(M,t) é polinomial.

Quando r > 0, a multiplicacdo por z, define uma R, aplicacdo linear M, =% M, 4. .
Escrevendo K, e L, 4. para o nucleo e o contcleo desta aplicagdo respectivamente, obte-
mos uma sequéncia exata

0— K, — M, = M,,q — Lpiq, — 0

Definan K = @ K, e L = @ L,. Entdo K é um submoddulo de M e como M é

n>0 n>0
Noetheriano, segue que K ¢é finitamente gerado (Proposigao 3.1.46).
Ainda, provamos que L = M /x,. M

Sendo L,, = “ e PL,=P " provamos que existe um isomorfismo entre
xr‘Mn n>0 n>0 Lp
M
L,e dado por
n@ﬂ x’r‘M p
M
o L, —
n@o .ITM
(mn + -,ErMn)nZO — Z my, + mrMn
n>0

Provemos os seguintes fatos:
e « estd bem definida, pois se (m,, + x,.M,)n>0 = (M, + 2, M,,)n>0, entao
> m, — > m, €x.M, ouseja, > my,+x.M,= 3 m, +x.M,.

n>0 n>0 n>0 n>0
e o ¢ claramente sobrejetora.

e o ¢ injetora, pois se um elemento > m, € x,.M,, entao m,, € x,.M, para todo n,
n>0

ou seja, é o elemento neutro em L,,.
De L = M/x,.M, podemos ver L como quociente de M e assim é finitamente gerado.
Da exatidao da sequéncia e da Proposicao 3.1.56 segue que

((Ky) — 6(My) + {(Mpya,) = £(Lna,) = 0.

Multiplicando por t"*% e fazendo o somatério, obtemos

Z E(Kn>tn+dr o Z E(Mn)tn—o—dr + Z g(Mn-i-dr)tn—i_dT . Z E(L'I’L—‘rdr)tn—‘rdr _ 07
n=0 n=0

n=0 n=0

ou seja, obtemos
t" P(K,t) —t" P(M,t) + P(M,t) — P(L,t) =0,
que rearranjando ficamos com
P(M,t).(1 —t") = P(L,t) — t* P(K,t)

e por fim

P(L,t) —t* P(K,t)

P(M,t) = T

(3.5)
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Note que dado I € L = M /x, M, ele é da forma | = m + x,.M. Logo,
rel=x..(m+2.M)=x..m~+2,M = 2,M,

concluindo que z,.L = 0.
Ademais, como K, é o nucleo da aplicagao z,, entao z,K = 0.

Isto garante que L e K (que sdo Rylzy,...,x,]-mbdulos), podem ser vistos como
Rylxy, ..., x,—1]-m6dulos. Sendo assim, pela hipétese de indugao em L e K, temos
h(t t
P(L,t) = — O prr,p - #
IT (1 —tk) IT (1 —tk)
i=1 i=1

com h(t) e w(t) polinomiais.
Retornando na Equacao 3.5 obtemos

Wt —tw() ()

r—1 L )

(1—t) T1 (1—td)  I1 (1 —1t%)

i=1 =1

onde f(t) = h(t) — t¥w(t), que é polinomial, como desejado. O
Corolario 3.2.6. Nas condigcoes anteriores, se dy = --- =d, = 1, entao

P(M.,t) = f(t)(1 — )"

Notacao: Se f(t) tem (1 —¢) como um fator, fazendo o cancelamento, escrevemos
P(M,t)=f(t)(1 =)™, 0<d <
e denotamos d = d(M).

Proposigao 3.2.7. Nas condigoes do Coroldrio 3.2.6, se R € semilocal (possui uma quan-
tidade finita de ideais maximais) vale que d(M) = dim M.

Demonstragio. Pode ser vista em [9, Teorema 13.4]. O

Observagao 3.2.8. Note que sendo (1 —t)™' =1+t +t*+--- e calculando a derivada
repetidamente d vezes de ambos os lados, obtemos

(1—t)¢= nf% (d ; ﬁ; 1>t”. (3.6)

Se f(t) = ag+ art + - - - + ast®, entdo do que fizemos, seque que

P(M,t) = f(t).(1 —t)"% = (ag + a1t + - - - + ast®). f (ﬁﬁ;l)tn =

n=0

= ni:o:o Qo (dszl) "+ ni:jo a; (diﬁf) "4 ...+ nijo a, (d+2:f_1) m
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o0
Como P(M,t) = X {(M,)t", comparando com a descri¢ao anterior obtemos
n=0

d+n—1 d+n—2 d+n—s—1
E(Mn)—a0< Jo1 >—|—a1< Jo1 )—l—---—i—aS( Jo1 ), (3.7)

onde (del) =0 param<d-—1.
Além disso, o lado direito da Equagio (3.7) pode ser reorganizado da seguinte forma

Qo (d—gle) + aq <d—gﬁ12) + .- +a, (d+3:f_1>

(d+n—1)! (d+n—s—1)!
DA Fn—D)—(d=DNd=—1 T (@ n—s—D—{@d=D)d=1)

(d+n—-1)...(d+n—(d-1)) (d+n—s—1)...(d+n—s—(d—1))
- (d—1) Tt (d—1)

_ (ag (7; : .14): as)n(d—l) + (termos de grau menor)

1
= (de i)'n(dl) + (termos de grau menor).

Portanto, para d+n —s—12>d — 1, ou seja, n > s, temos que

(M) = n?! 4 (termos de grau menor).

O préoximo resultado nos garante que quando estamos com um anel graduado R =
@ R, com Ry Artiniano, podemos aplicar o Teorema 3.2.5.
n>0

Proposigao 3.2.9. Sendo R = @ R, um anel graduado Noetheriano com Ry Artiniano,
n>0

entio Ry = @ R, é um ideal homogéneo, R. € grado por elementos 1, ..., (s, onde cada
n>1
¢; € homogéneo de grau d;, e além disso, R = Ry[Cy, ..., ().

Demonstragio. Provemos que R, é um ideal homogéneo de R.

Observe que da Proposigao 3.1.16 todo R,, é um Ry-mddulo. Portanto, R, também
serd um Ry-moédulo de maneira natural.

Como por hipdtese Ry é Artiniano, segue que é também Noetheriano e da Proposicao
3.1.49 obtemos que R, é um Ry-moédulo Noetheriano e Artiniano. Logo, do Corolério
3.1.51, ¢(R) é finito.

Portanto, R, deve possuir apenas uma quantidade finita de elementos (suponha que
seja N) em sua graduacao.

Sendo assim, R, = % R, e como R = Ry ® R, devemos ter uma quantidade finita

n=1
de elementos na graduacao de R também.

Tomando r = rg+ry+---+ry € Rert =r{+---+r{ € R,. Claramente, rr* € Ry,
concluindo que Ry é fechado para a multiplicagdo de R (produto direto).

Obviamente todo elemento r* € R, estd contido em R e as propriedades para ser
ideal de R decorrem facilmente.
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Por fim, ainda temos que todo elemento de R, é escrito como 7™ = ri + -+ 4+ rf,

onde cada elemento 7" € R, concluindo que R, é homogéneo.

Como R é um anel Noetheriano, todo ideal é finitamente gerado (Proposi¢ao 3.1.46),
digamos que R, seja gerado por (i,...,(s, que entdo serao homogéneos, pois R, é um
ideal homogéneo.

Sendo R=Ry® R, e Ry = {(C1,...,(), entdo R = Ry®(Cy, ..., (). Aqui, (¢, ..., )
pode ser visto como um Ry-mdédulo, pois cada R, é um Ry-mddulo. Logo, R, pode
ser visto como um Ry-mddulo. Concluindo, se tomamos um elemento qualquer r € R,
pela igualdade anterior, podemos dividir r = 79 + r4, onde ry € Ry e ry € Ry =
(C1,...,Cs), portanto, claramente r € Ry[(1,...,(s]. A outra inclusdo é direta, pois sdo
todos submoédulos de R.

Sendo assim, para R = @ R, um anel graduado, com Ry Artinianoe R, = @ R, um
n>0 n>0

ideal gerado por (i,...,(s, onde cada (; ¢ homogéneo de grau d;, escrevemos
R = Ry[Cy, .-+, () O

Observacao 3.2.10. Portanto, dado R um anel graduado Noetheriano com Ry Artiniano,
sempre podemos aplicar o Teorema 3.2.5 ¢ o Coroldrio 3.2.6 para exibir a série de Hilbert
de um modulo sobre R de maneira mais simples.

No que segue, descrevemos a série de Hilbert de um anel especial, o anel quociente
R/I,(U), onde U é uma matriz n x m, n > m, com entradas homogéneas no anel
graduado R = @ R, onde I;(U) é o ideal gerado pelos menores k x k da matriz U onde

n>0

ok=1,...,m.
Iniciamos com resultados que caracterizam este anel, buscando que este quociente
esteja nas condigoes para a definicao da série de Hilbert associada.

Lema 3.2. Seja U = (u;;) uma matriz n X m com entradas em R e n > m, onde cada
w;; € homogéneo de grau d;;. Se

dij + dp = dig + dy, V' 1, j, K, 1 (3.8)
entao todos os I, (U) sao homogéneos.

Demonstragao. Note primeiramente que quando temos um R = @ R,, um anel graduado,
n>0

ao tomar z € Ry e y € R; dois elementos homogéneos de R, nao necessariamente x + y
¢ homogéneo, porém, se x e y forem de mesmo grau, entdao garantimos que sua soma ¢é
homogénea. Ademais, se tomamos z.y, temos que zy sera de grau k + j.

Por outro lado, ao calcular o determinante de uma submatriz de U = (u;;) com cada
u;; de grau d;;, sempre podemos decompor em somas que dependem de determinantes de
matrizes menores (Laplace), e com um nimero finito de passos, terminamos os célculos
numa soma de determinantes de matrizes 2 x 2, onde estes determinantes sao da forma

(uljukl - uil-ukj)v v Z.Jj7 kal7

onde u;j.up possui grau di; + di; e u;.ug; possui grau dy + di;. Portanto, a condigao
dij + dy = dy + di;,V 1,7, k,l garante que sempre temos menores de ordem k de U
homogéneos, pois o determinante das submatrizes de ordem k sao uma soma de elementos
homogéneos, que podem ser de mesmo grau ou nao. Logo, I(U) é homogéneo (Definigao
3.1.21). m
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Proposigao 3.2.11. O anel quociente Ry(U) = R/I(U) é um R-mddulo graduado fini-
tamente gerado.

Demonstragio. Observe que aqui, Ix(U) é um ideal, mas pode ser visto como R-médulo
(Exemplo 3.1.3). Entao, trivialmente podemos gerar em Ry (U) uma estrutura de R-
modulo. Ainda, I (U) tem finitos geradores e assim, o quociente R/I(U) é gerado por
{1+ I(U)}, onde 1 é a unidade de R, portanto, Ry (U) é finitamente gerado.

Resta mostrar que Ry (U) é graduado como R-mo6dulo. Basta notar que

m(0) = @ (ka;)%, onde (V) = 1uU) 1 Fy 0 R = D R

Com essas condigoes, Ri(U) se torna um R-médulo graduado finitamente gerado.
(Detalhes sobre o porqué desta decomposigao ser valida pode ser vista em [9, p.92-93]). O

Apesar dos resultados anteriores serem para Ri(U), onde k = 1,..., m, nosso objetivo
é descrever a série de Hilbert de R,,(U), ou seja, para o maior indice k possivel. Para
isso, vamos construir uma sequéncia especial, que é exata.

Sendo U = (u;;) uma matriz n X m com entradas em R, com n > m e r =n —m,
para cada k = 0,...,r, consideramos o seguinte R-modulo livre,

= & R
1< <-<gp<m
1<in < <lgmy o <m0

onde a quantidade de fatores é " mt+k—1 e denotamos a base candnica
m+k m—1

correspondente de F} por

{6i17---,im+k7j17---,jk} 1< <-<jp<m -
1<i1 << x <0

Além disso, definimos o R-homomorfismo 0 : Fj.; — F} por

m+k+1 k+1

. ) . ) — _1)et1l,, R .
0 (6741’~--»7Jm+k+1’]1:-~~Jk+1) = Z Z( 1) WiajsCiy,..ricermsimaht1sdlsemsiBredigt?
a=1 pg=1

onde a notacdo ¢, significa que estamos removendo este fator (analogo para 55)
Por fim, definimos o R-homomorfismo v : Fy — R por

Uizr =0 Uim

U1 = UWipm

Exemplo 3.2.12. Caso n = 3, m = 2 para entender melhor as aplicacées. Entdio r =
3—2=1, portanto k =0, 1.

1. Fo= @ R, onde (i1,is) = (1,2), (1,3),(2,3).

1<i1<i2<3

A base canonica para Fy € {e12;e13;€23};



SERIE DE HILBERT 54

2. F1 = @D R, onde (iy,1s,13) = (1,2,3), para j; = 1,2.
1<) <2
1<i1 <ig<iz<3

A base canonica para Fy € {€1231;€1232};
Calculemos 0 : Fy — Fy. Um elemento x € Fy € do tipo x = a.e; 231 + b.€1232, entdo

8(:1:) = a.a(617273,1) + b.a(6172,3.2)
= a(uiess — uzer s+ usier ) + b(uises s — usger s + uszer o)
= 62’3(CLU11 + bu12) + 61,3<—CLU21 — bUQQ) + 61,2<CLU31 + bU32)

Agora, vamos calcular v : Fy — R. Novamente, um elemento y € Fy é do tipo y =
a.e12 +b.ey 3+ c.eas, entao

U1 U2 U1 U2 U21 U2

U3z1 U32

v(y) = a. +b. +c.

U21  U22 Uz U32
= a.(u11U22 — Ur2U21) + b.(Ur1Us2 — UroUz1) + €. (U Ug2 — UzoUsy ).
Com estas aplicagoes bem definidas obtemos o seguinte complexo.

Lema 3.3. Seja U = (u;;) uma matriz n xm com entradas em R, comn > m. Se I, (U)
tiver grau n —m + 1, entdo a sequinte sequéncia é exata:

0—E%F % 5 RY%R— R,.(U) — 0.

Demonstragdo. Faremos a demonstracao para um caso particular, mas pode ser facilmente
generalizada.
Para n = 3 e m = 2, mostremos que se I5(U) possuir grau 2, entao a sequéncia

0— F -5 Fy -5 R — Ry(U) — 0
¢é exata.

Para facilitar notagoes, considere d; = ujiuss — Uialor, do = UjilUszs — Uialz] €
d3z = U U39 — Ugaiz1. Sendo assim, observe que em nosso caso

Uy Uiz
U= | un uyp | el(U)=/(d,dyds).
Uz U32

Logo, como I,(U) tem grau n — m + 1 = 2, devemos ter 2 elementos de Ir(U) que

satisfazem a definicdo de ter grau 2, suponha que sejam a; = A\id; + Aaods + A3d3 e
as = Y1dy + Yedy + 7y3ds esses elementos. Assim, devemos ter que (a;) : as = (a1) e
nao pode ocorrer que d; = dy = d3 = 0 (caso contrario teriamos I»(U) = {0} e um

absurdo com o fato de I5(U) possuir grau 2). Portanto, garantimos que d; # 0, para
algum ¢ = 1,2, 3. Sem perda de generalidade, suponhamos que d; # 0.

Do exemplo anterior {e1231;€1232} € {€12;€13;€23} sdo bases candnicas para Fj e
F{ respectivamente.

1. Provemos que 0 — F} %4 F, 6 exata. Para isso, basta mostrar que N(9) = 0.
Portanto, seja * = a.ej 231 + b.e1 232 € I, entao



SERIE DE HILBERT 55

8(1‘) =0 & a.@(el, 2, 3, 1) + b.a(6172,3.2) =0
& a(ureas — ugier s + ugrer ) + b(urzea 3 — Uxper 3 + ugzers) =0
g 6273(01611 + bU12) + 61,3<_au21 - bu22) + 61,2(GU31 + bU32) =0

auyy + bups = 0
& aus; + buyp = 0 |
auszy + bU32 =0

pois {e12;€e13; €23} ¢ base candnica para Fj. Agora, como d; # 0, entdo podemos
escalonar o sistema, ficando com

{ auy; + bu12 =

0
b(U11U22—U12U21) = 07

onde a tnica solugdo é a = b = 0, pois d; # 0, portanto x = 0 e assim, 0 é injetiva,
concluindo que a sequéncia é exata.
0 , :
2. Provemos que I} - Fy — R ¢ exata. Para isso, mostremos que Im(9) = N (v).
Seja x = a.e; 231 + b.e1 232 € F, entao

0(z) = egg(auyy + buy ) + €1 3(—aug — bugs) + e12(aus + bugz). Logo,

v(0(z)) = (u2ruse — ugousy).(aury + bugs)  +
+  (uniusy — uigug).(—aug — bugs) +
_I_ —

(ur1tge — ur2us ). (aus; + bugs)
Portanto, Im(9) C N(v).

Vamos mostrar que dimensao de Im(0) é igual a dimensao de N(v).

Claramente, (0(e1231),0(e1232)) gera Im(0), entdo vamos provar que ¢ L.I. Supo-
nha que ad(e1231)+ B0(e1232) = 0, entdo analogamente ao que ja foi feito, temos
a unica solu¢ao v = = 0. Concluindo que I'm(0) tem dimensao 2.

Agora, note que
N(l/) = {a.€172 -+ b.€1’3 + C.a3 < F() ‘ I/(CL.GLQ + b.€173 —+ C.€2’3> = O},
com v(a.e; o +b.ep s+ cea3) =04 a.dy + b.dy + c.d3 = 0.

Porém, vimos que d; # 0 para algum ¢ = 1,2, 3, entdo temos alguma combinacao
linear com os coeficientes nem todos nulos para a,b,c como variaveis. Portanto,
N(v) é gerado por 2 elementos L.I.(Se fosse gerado por 1 elemento, deverfamos ter
que d; e dy sdo miltiplos, implicando que dy € (d;), logo, terfamos um absurdo
com o fato de grau Ir(U) ser 2). Concluindo que N(v) tem dimenséo 2 e assim
Im(0) = N(v), provando que a sequéncia ¢ exata.

3. Fy = R —L5 Ry(U) é exata, onde

ji R = Ry(U)
roe 4 LU)



SERIE DE HILBERT 56

Entao
N(G)={reR|jr)=LU)}={reR|r+ L) =15LU)}=

={reR|relU)}=L(U),
com IQ(U) = <d1,d2,d3>.

Por outro lado, sendo x = a.e; 2 + b.ey 3 + c.ea 3 € Fp, entao
V(.SE) = CL.V(€1’2> -+ b.V(el,g) + C.V(€273) = CL.dl —+ bd2 -+ C.dg,
provando que Im(v) = I,(U) = N(j), e assim, a sequéncia é exata.

4. R-L Ry(U) — 0 é exata.

Basta notar que j é sobrejetora, pois Im(j) = Re(U), concluindo que a sequéncia é
exata.

De todos os itens, segue que a sequéncia inicial é exata. O

Definicao 3.2.13. Chamamos a sequéncia exata do lema anterior de Complexo de
Eagon-Northcott.

Observagao 3.2.14. Suponha agora que R é um anel graduado Noetheriano, que cada
u;i; € homogéneo de grau d;; e a condicio do Lema 3.9 € satisfeita. Observe que todos
0s modulos desse complexo sdo graduados pela forma que os definimos, porém, os homo-
morfismos 0, v nao sio homomorfismos graduados (Defini¢ao 3.1.23), pois nao preservam
elementos homogéneos. Para obter tal fato, temos que modificar a graduacdo desses R-
maodulos para obter uma sequéncia exata de R-mddulos graduados onde os homomorfismos
sao homogéneos.
Sendo R = E]>90 R, e lembrando que R[\],, = R,_», definimos
n
k= @ R {dill +otdigm t iy oo+ dierkjk} :
1< < <jr<m
1<i1 < <dpp <00
As definicées para a base candnica de Fy, os homomorfismos 0 e v sequem da mesma
maneira, pois alteramos apenas a graduacdo dos elementos.

Exemplo 3.2.15. Vejamos como ficam as aplicagées O e v para esta modificacdo com um
caso especifico, que pode ser facilmente generalizado. Para n =3 e m = 2, temos

ﬁo = R[dy1 + doo] ® Rldy1 + dso] @ R[dgy + d32] e
Ey = Rldy1 + dos + d1] ® R[dyy + dag + dag).-

e Entdo tomando para v : Fy — R temos

- Uyr Uiz
1. e15 € Fy, tem grau dyy + dy e v(ern) = I Uy lUgg — Uiglsy tem grau

dy1 + doy (pois satisfaz a condigio do Lema 5.9).

- U1 U12
2. ez € Iy, tem grau diy + dsp e v(ers) = U U = U11U32 — U2U31 tem grau
31 U32

dy1 + dso (pois satisfaz a condigio do Lema 3.9).
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U1 U2
Uz U32
da1 + dso (pois satisfaz a condi¢ao do Lema 3.9).

8. ey3 € Fy, tem grau dy + dsz e v(eg3) = = Ug1U32 — UgaU31 tem grau

e Para O : F, — F, temos

1. e1231 € Fy tem grau diy + dos +ds1 e O(e1231) = ur1€23 — Ugi€1,3 + Usi€ 2,

onde

(a) uiress tem grauw dyy + dog + dsg = dyy + dag + d3y (condi¢ao do Lema 3.9);
(b) ugiey s tem grau day + diy + dse = dyy + dag + d31 (condigio do Lema 3.9);
(C) U31€1,2 tem grau dll + dgg + d31.

Logo, 0(e1231) possui grau dyy + dag + d3;.

2. e12392 € I tem grau dyy + dog + dsz e 0(€1232) = Uinea 3 — Usner 3 + Uzz€q 2,

onde

(a) uisess tem grau dis + dog + dsg = diy + dag + dso (condi¢ao do Lema 3.9);
(b) U22€1.3 tem grau d22 + dll + d32,’
(C) U32€1,2 tem grau dll + d22 + d32.

Logo, O(e1232) possui grau dyy + dag + dsa.

Em geral, também se conclui que v e 9 sao homomorfismos graduados, ou seja, ele-
mentos de determinado grau sao levados para elementos de mesmo grau. Com esta mo-
dificacao, conseguimos um novo compelxo que recebe o nome de complexo graduado
de Eagon-Northcott.

Para finalizar, dois resultados onde fixamos U = (u;;) uma matriz n X m com entradas
em R, com n > m, onde cada u;; ¢ homogéneo de grau d;; com a condi¢ao do Lema 3.9
satisfeita.

Lema 3.4. Se 1,,(U) tem graun — m+ 1, entao a sequinte sequéncia é exata:

0—F3FE % . 5% R—R,(U) — 0.

Demonstracio. A demonstraciao segue de maneira analoga ao que foi feito para o Lema
3.3, pois apenas alteramos as graduacoes dos modulos. O]

Note que o fato da sequéncia ser exata e o fato dos homomorfismos 9 e v serem
graduados, segue que a sequéncia é exata em cada fator da graduacao, ou seja, a sequéncia

0— (Fr)k KA (ﬁr,l)k N (Fo)k % Ry — (R (U)), — 0
é exata para todo k > 0.

O Lema 3.4, juntamente com a Proposi¢ao 3.1.56 nos permite calcular imediatamente
a série de Hilbert de R,,(U).
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Teorema 3.2.16. Se I,,(U) tem grau n —m + 1, entao a série de Hilbert de R,,(U),
P (R, (U),t), é dada por

T
PR [T+ (- 3 gt bt
k=0 1<j1<-<jp<m

1< <<ty p<n

onder =n—m.

Demonstracao. Para tal demonstracao, novamente iremos considerar o cason =3 e m =
2, mas pode ser facilmente generalizada.

Antes da demonstragao, lembremos que em geral para um M um moédulo graduado,
a notacao My denota o fator k da graduacao de M. Além disso, usando que, neste novo
complexo, 0 e v sdo graduadas, entao temos bem definida a sequéncia

0— (F), 5 (F), = Ry — (Ba(U)), — 0.

com
1. F1 = @ R[diﬂ + diQ2 + di:}jl];
1<j1<2
1<i1<i2<i3<3

2. Fy= @ R[di +di,ol.

1<i1<i2<3

Claramente as sequéncias serdo exatas para todo k, pois a sequéncia toda (com as
somas diretas) é exata (Lema 3.4).

Com esse fato em mente, voltando para a demonstracao, pela Proposi¢ao 3.1.56 e da
exatidao da sequéncia anterior, temos que ¢ ((Fl)k) —/ ((Fo)k> +0(Ri) =L (Ra(U)),).

Portanto, por defini¢ao

P(RAU), 1) = 3 £ ((RaU)),) 1"

n=1

e do que fizemos, podemos reescrever cada fator ¢(Ry(U)),), obtendo

S RN =3 (C((F) ) - ((R).) + (R 17 =

— S ((B) )= S e ((B) ) ¢+ 30 6(R) 7 = Py, 1) — P(Fout) + P(R.1),

onde a ultima igualdade é garantida por defini¢cdo. Sendo assim, concluimos que
P(Ry(U),t) = P(Fy,t) — P(Fy,t) + P(R,t).

1. Na forma geral de Fy, temos por definicdo que

P(F),t) = ni:)lﬁ ((F1)n) = élf 1<§B<2 Rldi1 + diya + dig,] | | 1"

1<i1 <ip<i3<3 n
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Do Corolario 3.1.58 temos

N @B  Rldi+di + diyy,] " =
n=1 1<, <2
1<41<i2<i3<3

= > C((Rldiyy + diga + digi,]),) "+ D2 € ((Rldiyy + diga + diy]), ) £
n=1 n=1
Agora, por defini¢ao conseguimos
S C((Rldiy + digs + digy, 1)) 7+ 2 € (Rldigy + diga + digj)),, ) 7
n=1 n=1

= P(R[di,1 + diyo + diyj,], 1) + P(R[di1 + diyo + diyj, ], 1)
Por fim, da Proposicao 3.2.4 temos que
P(R[diy1 + diya + diyj ], 1) + P(R[diy1 + diya + diyj), 1) =
— P(R’ t).(tdi11+di22+di3j1 + tdi11+di22+di3j2) — P(R’ t) Z tdi11+di22+di2+1j1 :
1<j1<2
1<i1<i2<ia41<3

onde a tultima igualdade é um arranjo melhor dos expoentes.

2. Com raciocinio andlogo para Fp, temos que

P(F@, t) — p(R7 t)‘(tdn-&-dm 4 ¢dutdse td21+d32) — P(R7 t) S tdip1tdiga

1<i; <i2<3
Retornando para P(Ry(U),t), concluimos que
diy1+diyo+di ; )
PRAU) ) = P(Rt) [14+ 5 ffartortonn _ x|
1<5:1<2 1< <i2<3
1< <i2<i241 <3
r=1
dij1+diy2+d; j
= P(R, t) 14+ > (—1)k+1 > T 42T o gy Ik
k=0 1<jp<2
1§21<12<Z(2+k)§3
Generalizando, temos a féormula que queriamos. O

3.3 MULTIPLICIDADE DE HILBERT-SAMUEL

No que segue, amparados por um tipo especifico de fungao, definimos um importante
numero associado a uma classe de ideais e ao seu modulo associado. Numero este que
sera muito abordado em se¢oes futuras.

Para a obtencao da referida classe de ideais, quando nao informado, vamos considerar
R um anel Noetheriano, que é semilocal (ou seja, que possui uma quantidade finita de
ideais maximais). Um anel local (um tnico ideal maximal) é um anel semilocal.

Antes de apresentar esta classe, vamos listar operacoes e propriedades de ideais que
serao utilizados para a defini¢do e na manipulacao dos resultados envolvendo este conceito,
que valem para um anel comutativo com unidade qualquer
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Definicao 3.3.1. Dados I um ideal R ¢ M um R-mddulo. O produto de I por M,
denotado por IM, é o submodulo de M gerado por todos os elementos da forma a.m,
aclemelM.

Observagao 3.3.2. Claramente ["I™ C [T e ["(I™M) C 1" M.
Proposicao 3.3.3. Sejam I, J ideais de um anel R. Vale que IJ C I N J.

Demonstragcao. Um elemento z de I.J é uma soma de elementos do tipo Axy tal que x € I,
y€ Jele R Como I e J sao ideais, segue que Azy = (A\y)x € I e Axy = (A\x)y € J.
Portanto, Azy € I NJ. Assim, z € INJ e, comisso, [.J C INJ. O

Observacao 3.3.4. Este conceito pode ser estendido trivialmente para uma quantidade

finita de ideais, ou seja, para uma familia (I;)1,, temos

[1Z<c N

=1 i=1

Proposicao 3.3.5. Sejam I,J e P ideais de um anel R qualquer com P um ideal primo.
SelJ C P, entaol C P ouJ C P.

Demonstrag¢ao. Suponha, por contradicdo, que I ¢ P e J € P. Isso significa que existem
elementos a € I\P e b € J\P

Comoa € I ebe J, oproduto ab € I.J. Pela hipotese IJ C P, segue que ab € P.
Mas P é primo, entao se ab € P, devemos ter a € P ou b € P. Isso contradiz a escolha
de a e b fora de P. O

Em particular, temos o seguinte resultado.
Corolario 3.3.6. Sejam I e P ideais de R com P ideal primo. Se I C P, entdo I C P.

Demonstracao. Basta usar o Principio de Inducao Finita e o resultado anterior. O

A partir daqui R precisa ser Noetheriano semilocal.

Definicao 3.3.7. Seja I é um ideal de R. Dizemos que I é um ideal de definigdao de
R se existe k > 0 tal que J* C I C J, onde J € o radical de Jacobson de R, ou seja, a
intersecao de todos os ideais mazrimais de R.

Observacao 3.3.8. Seja R um anel local com m seu tunico ideal mazximal. FEntdao a
condicio para I ser um ideal de definicio de R é m* C I para algum k > 0. Note que m
¢ um ideal de definicao de R pois basta tomar k = 1.

Exemplo 3.3.9. No anel dos germes de fungoes de C* em C em torno da origem, O,,, que

¢ um anel local, seu unico ideal mazimal m, (Proposicio 2.2.16) é um ideal de defini¢io
de O,,.

Proposicao 3.3.10. Seja I um ideal de defini¢io de R, entao R/I é Artiniano.

Demonstrag¢io. Se P/I é um ideal primo de R/I que ndao é maximal, entdao P é um ideal
primo de R (que nao é maximal) que contém I. Do fato de [ ser ideal de definigdao de R,
temos que existe k > 0 com J¥ C I C P, onde J é o radical de Jacobson de R. Sendo R

n
uma anel semilocal, J = N m;, onde m;, © = 1,2,...,n sdo os ideais maximais de R.
i=1
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Como P é primo e J¥ C P, temos que J C P (Corolario 3.3.6). Portanto,

HmicﬂminCP

i=1 i=1

onde o primeiro contido segue da Observacao 3.3.4. Do fato de todo ideal maximal ser
um ideal primo e aplicando a Proposicao 3.3.5 na expressao anterior, temos que algum
m; C P, o que é um absurdo, pois m; é maximal. Logo, provamos que os Unicos ideais
maximais de R/I sao m; /1, ou seja, dim(R/I) = 0. Como R é Noetheriano, segue que R/I
é Noetheriano (Proposigao 3.1.44) e, pelo Teorema 3.1.70, temos que R/I é Artiniano. [

Com esta classe de ideais em mente, iniciamos o processo de constru¢ao de uma apli-
cacao especial, onde omitimos alguns detalhes, dando somente a referéncia. Entao daqui
até o final da secao I é um ideal de definicdo de R e vamos considerar M um R-modulo
finitamente gerado.

Observagao 3.3.11. Considere gr;(R) = G>90 I/t

e gr;(R) é um anel graduado.

Com efeito, especificamos apenas o fato de ser graduado, pois 0s axiomas para ser anel
decorrem naturalmente do fato de R ser um anel (detalhes em [9, p.97]).

Naturalmente a multiplicacao de um elemento a € I™ por um elemento b € I™ ¢ ab e
estd contido em I"™™ (Observagio 3.3.2).

Definimos a multiplicagio de um elemento a + "t de I"/I" por um elemento
b+ ™ de I™/I™ sendo

(a+ ") .(b+ ™) = ab + [T

Esta aplicacdo estd bem definida. De fato, suponha que a + 1" = o’ + 1", ou seja,
a—a € I, Suponha também que b+ I =¥ + I™L ou seja, b — b € I™F1,
Queremos mostrar que

ab + It = o/t 4 [ ou seja, ab — a'b € [P
Note que podemos escrever
ab—ad't =ab—adb+db—dl =(a—d)b+d (b-1).

Como a—a' € I"™ eb e I, temos (a — a') b € "™ C [""™FL ¢ como b—b' € ™!
ea €I, temos a (b—10V) € I"- It C "™ Portanto, ab — a'b' € I"™™F1 como
desejado.

e gri(R) € Noetheriano.

Sendo R é Noetheriano, temos que R/I é Noetheriano (Proposi¢io 3.1.44) e I é um
ideal finitamente gerado (Proposicao 3.1.46). Suponha que I é gerado por xy, ..., x,.

Tome ¢; sendo a imagem de x; em I/I*. Pode-se mostrar que todo elemento de gri(R)
¢ gerado pelos elementos (1, .. .,¢,. Logo, gri(R) pode ser visto como (I°/1Y)[(y,...,¢,] =
(/Do G

Porém, como R/I é Noetheriano, seque que (R/I)[C, ..., (] também é Noetheriano
(Proposicao 3.1.41). Concluindo que gri(R) é Noetheriano também.

Alguns fatos foram omitidos, mais detalhes podem ser vistos em [9, p. 93 e p. 97].
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Observacgao 3.3.12. Considere grj(M) = @ I"M/I" M.

n>0

o gr; (M) é um médulo graduado sobre o anel gr;(R).

Com efeito, também mostramos somente a respeito da graduagdo, pois as propriedades
de ser um gr;(R)-mddulo decorrem naturalmente do fato de M ser um R-mdédulo (detalhes
em [9, p.97]).

A operagio de um elemento a + "' de I"/I""' por um elemento m + I™*! de
I™M/I™ M é dada por

(a—i—]"H).(m—l—ImH) — a.m_‘_[n-i-m-i-l C [n-i-mM/In—i-m-&-lM’

onde a inclusao decorre de maneira natural como feito para gri(R).

Suponha que wy, ..., ws sdo geradores de M, pois é finitamente gerado. Consideremos
ainda Wy, . .., Wy, ondeW; € a imagem de w; em M, = M/IM. Como anteriormente, pode-
se mostrar que todo elemento de gri(M) é gerado pelos elementos Wy, ..., ws, tornando
gri(M) um gri(R)-mddulo finitamente gerado.

Notagao: Sendo R’ = gr;(R) e M' = gr;(M), entdo denotamos um fator k da graduagao
de R e M’ por R}, e Mj, respectivamente.

Observagao 3.3.13. Da Observagio 3.3.11, R’ é um anel graduado Noetheriano com
R' = R}[(1, ..., (] e(; sendo homogéneos de grau 1 pois pertencem a I/1* e da Proposigio
3.3.10 Ry, = R/I é Artiniano. Além disso, da Observagio 3.3.12, M' é um R'-mdédulo
graduado finitamente gerado.

Observe que ((I"M/I"IM) = ((M]) < oo para todo n > 0, pois estamos com o
comprimento como R{-mddulo e R} é Artiniano (diretamente da Proposicio 3.2.2).

Proposicao 3.3.14. Nas condicoes anteriores, vale que

> U(M]) = (MM M).

i=0
Demonstra¢io. Primeiramente, note que da observagao anterior, ¢(M]) < oo. Logo, a
soma esta bem definida.

S° UML) = ST UM/ M) = (M IM) + (M M) + ..+ (1M )

= O(M) — C(IM) + ((IM) — 6(I*M) + ...+ £(I"M) — ¢(I™' M) = ¢(M/I" M),

onde na penultima igualdade é usada a Proposi¢ao 3.1.53 pois todos os modulos envolvidos
sao finitamente gerados (segue de M e [ serem finitamente gerados). O

Portanto, esta proposi¢ao nos motiva a seguinte defini¢ao.

Definicao 3.3.15. Seja M um R-mddulo finitamente gerado e I um ideal de definicao de
R. Definimos a fungdo de Samuel de M e I por x%,;(n) = ((M/I"M).

Com essa aplicagao estabelecida, podemos definir um ntimero relevante que advém da
funcao de Samuel sob determinadas condig¢oes. Para atingir este objetivo, iniciamos com
resultados combinatérios, visando expressar a funcao de Samuel em uma forma polinomial.

Lema 3.5. Vale que (i’;) = (m_1> + (m_l).

n—1 n



MULTIPLICIDADE DE HILBERT-SAMUEL 63

Demonstragao. Observe que

e L e |
("*1) Cm—n)!n—-1! (m—n)(n)
( n ) C(m—n—-1D(n) (m—n)!(n)!'( )
m—1)l.m m! m
Somando, temos ((m — n))!n! = (m — )i = (n) O

Doravante, vamos restringir a condi¢ao do anel R, considerando um anel local Noethe-
riano e nao mais semilocal. Mantemos M um R-mdédulo finitamente gerado e I um ideal

de defini¢ao de R.

Observacao 3.3.16. Pelas Observacoes 3.3.13 e 3.2.9, podemos aplicar para R e M’
o Coroldrio 3.2.0. Logo, existe uma f(t) = ap + art + --- + ast® tal que P(M';t) =
f).(1 =)~ com d = d(M') = dim M.

Proposicao 3.3.17. Nas notagoes anteriores temos

() =a d+n ta d+n—1 v 4a d+n—s
XM = Qo d 1 d s d .

Demonstragio. Primeiramente, observe que da Proposigao 3.3.14 e da definigao de x4, (n),
temos

i) = €TI0 = 3 UA),

Por outro lado, analogamente ao que fizemos na Observacao 3.2.8, obtemos

d+i—-1 d+1—2 d+1—s—1
A
K(Mi)—a0< J_1 >+a1< J_1 >+...+as< J_1 >

d+1—1 n d+1—2 + n d+i1—s—1 -

Qo d—l aq d—l Qg d—l =

d+n d+n-—1 d+n—s

= qy d + a; d + ...+ ag J ,

]

Observacao 3.3.18. Nas condicoes da proposicao anterior, analogamente ao que jd fize-
mos na Observacao 3.2.8, podemos rearranjar

7 d+n d+n—-1 d+n—s
Xar(n) = ag d +aq d + ...+ a, g

da proposicao anterior, ficando com a fungdo de Samuel na sequinte forma polinomial

I,.M
h(n) = Mnd + (termos de menor grau).

d!
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Definicao 3.3.19. O termo e(I, M) da expressio anterior é chamado de multiplicidade
de Hilbert-Samuel de I em M.

Analisamos esse numero por diferentes abordagens, adotando aquela que for mais
adequada conforme o contexto.

Nas notagoes da Observacao 3.3.16, uma ferramenta importante é o seguinte resultado:

Teorema 3.3.20. Seja M um R-modulo finitamente gerado e I um ideal de definicao de
R. Entao e(I,M) = f(1).

Demonstragio. Faremos a demonstracao para o caso em que d = 2, mas pode ser facil-
mente generalizada. Observe que pela Proposicao 3.3.17, obtemos que

I () =a d+n e d+n—1 t o ta d+n—s
XM = Qg d 1 d s d

Porém, o lado direito desta igualdade, pode ser rearranjado por

24+n . 24n—1 n . 2+n—s
a a cootag =
o\ 2 ! 2 9

(n+2)!+ (n+1)! P (n—s+2)!
= ayg. aG—=+... a5 =
Ol Yn—1)121 (n—s)!2!

+2)(n+1 +1 —s5+2)(n—s+1
G >2(|n ) 4oy 2')<n)+...+as(n i )an s+ _

_ (a0t a ;‘ -t aS)nQ + (termos de grau menor) =

1
= fé‘)nz + (termos de grau menor).
Generalizando, obtemos o que querfamos, pois e(I, M) é exatamente o coeficiente
que acompanha o termo de maior grau de x},;(n) (Observacio 3.3.18), que nesse caso é

justamente f(1). O

Observacao 3.3.21. Nas condicoes anteriores, diretamente do teorema anterior, temos
que e(I, M) ¢ finito.

Observagao 3.3.22. Da Proposigio 3.5.17, a fungio de Samuel x%;(n) (= ¢(M/I" M)
¢ exatamente iqual ao polinomio ag (ﬁ") +aq (dﬂ;*l) +...4a, (UHZ*S) para d+mn—s > d,
ou seja, m > S.

Ainda, podemos rearranjar conforme a Observagdo 3.3.18 obtendo

e(I,M
(M /TN = XA, (n) = (c’l')nd + (termos de menor grau),
onde a primeira igualdade ocorre por definigdo.

Por fim, como os resultados temos que x};(n) = £(M /1" M) s6 € igual ao polinémio
ag (dzn) +ay (d+2_1> +...4as (d+g_s) paran > s, entao rearranjando os fatores e aplicando
o limite, obtemos a sequinte caracterizagio de e(I, M), que consideraremos como uma
definicao equivalente (alguns argumentos foram omitidos, detalhes podem ser vistos em

[9, p.107]).
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Proposicao 3.3.23. Suponha que R tem dimensdo d. Entao temos a sequinte caracteri-
zacao da multiplicidade de Hilbert-Samuel de I em M por

d!
e(l,M)= lim <d> C(M/I"M) .

n
Demonstragdo. Segue direto do que foi abordado na observacao anterior. O]
Proposicao 3.3.24. Se d =0, entdo e(I, M) = ((M).

Demonstragao. e d = 0, da Proposicao 3.3.23 obtemos

dLM):hm(pwéwﬂﬁM):ggwaﬂM)

n—o0 nf
Como sempre vale que IM D I°M D --- D> I"M > --- D {0} e, com isso

MCMC CMC CM—
IM ~ I°M InM {0}

M,

entdo lim O(M/I"M) = £(M), concluindo da equagao anterior que e(l, M) =¢(M). O

Notagao: Se I = m (ideal maximal de R) e M = R, entao e(m, R) pode ser denotado
simplesmente por e(R) e chamamos de multiplicidade de Hilbert-Samuel do anel R.

Proposicao 3.3.25. Seja (R, mg) e (S,mg) anéis locais de dimensoes r e s respectiva-
mente. Se R = S, entio e(R) = e(95).

| |
Demonstragio. Note que e(R) = Jim. ;) C(R/m%) e e(S) = Jim (;) ¢(S/mk). Do

isomorfismo, r = s e {(R/m',) = ((S/mY%) para todo n. Logo, os limites coincidem. [

Exemplo 3.3.26. Um caso especial é quando R = O,,, onde temos que e(O,,) = 1.
De fato, observe que

) n!
e(0,) = lim (k") E(On/mﬁ)

- k—o0

onde m,, € o ideal mazximal de O,,.

Vimos que m,, =< x1,...,x, > (Proposicio 2.2.17). Logo mF ¢ o ideal gerado pelos
monémios em xy,...,x, de grau k. Logo, o quociente O, /mF representa os mondémios
de grau total menor que k. Do fato de O, /mF poder ser visto como um espago vetorial,
pois O,, é isomorfo a C{x1,...,x,} (Exemplo 3.1.66), entdo o comprimento de O,,/mk é

igual a dimensdo de O, /m~ como C-espago vetorial (Proposigio 3.1.36).

Como O,,/mE ¢ gerado pelos mondémios de grau total menor que k, para contar esses
monomios, podemos observar que a quantidade de monomios de grau j em n variaveis €
dada pelo niumero de solugoes inteiras nao negativas da equacao

i+t iy =,

P . ~ .~ . i—1
que € uma combinagcdo com repeticao e possui (”*j

) solugoes.
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Assim, a dimensio de O,/mk é a soma do mimero de mondémios de graus menores

que k, ou seja,
0, /mt) i (n —|—j — 1)

Note que (Mj:fl) = (n:zrill>( ti—1)...(j+1)
n+j—1)...(

Por outro lado, (":ﬁ;l) = ( D) , onde o numerador se aproxima de
n—1)!

3t quando j — 0.
k=1 - k=1 gl
Sendo assim, quando k — oo, temos que Z (”ﬂ_ ) ~

J = (n—1)1"
Ademais para k grande, a soma Z? éj" 1 se comporta c<om0 a) integral fok " tdx,
que Uale £, Portanto,
— - 1 A
gn—l. (n—1! n nl’
. .onl k"
concluindo que quando k — oo obtemos que e(O,,) = khﬁrgo i 1.

Para finalizar apresentamos dois resultados envolvendo a multiplicidade de Hilbert-
Samuel, onde o primeiro serve para caracterizar um anel Cohen-Macaulay no contexto
que estamos estudando e o segundo tem controle da quantidade dos geradores do ideal
que caracteriza a mesma multiplicidade de Hilbert-Samuel de um ideal de definicao.

Lema 3.6. As sequintes condigoes sao equivalentes:
1. R ¢é Cohen-Macaulay;

2. e(J,R) = U(R/J), para algum ideal J de R onde o nimeros de geradores de J é a
dimensao de R e dlm( ) =0.

Demonstrag¢io. Pode ser vista em [9, Teorema 17.11, p. 138]. O]

Proposicao 3.3.27. Sejam d a dimensdo de R e I um ideal de defini¢cio de R. Suponha
que o corpo k = % ¢ infinito, sendo m o ideal maximal de R. Entdo, existem elementos
ai,...,aq em R tais que

e({ay,...,aq),R) =e(I,R).

Demonstrag¢io. Pode ser vista em [2, Proposigao 2.5].
O

3.4 ANEL QUOCIENTE POR MENORES DE MA-
TRIZES

Vamos retomar o estudo do anel quociente R,,(U) = R/I,,(U) visto na Subsecao 3.2,
que é um R-médulo graduado finitamente gerado (Proposigao 3.2.11) e foi calculada sua
série de Hilbert (Teorema 3.2.16), segundo as hipdteses sobre R consideradas na referida
subsecao.
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Nesta se¢ao usamos a série de Hilbert de R,,(U) e alguns resultados combinatérios
para obter algumas consequéncias sobre o comprimento e a multiplicidade de Hilbert-
Samuel de R,,(U). A partir daqui, sempre que nos referirmos a multiplicidade de um
anel, estamos falando da multiplicidade de Hilbert-Samuel deste anel.

No que segue, apresentamos alguns resultados auxiliares, referente a este contexto.

Lema 3.7. Para R um anel Noetheriano de dimensao d, U wma matriz p por q com
entradas em R e I,.(U) o ideal gerado pelos menores de ordem r de U, vale que

dim(R/L,(U)) 2 d— (p—r+1)(g—r+1).
Demonstragio. Pode ser vista em [11]. O

Para a obtencao de formulas mais explicitas do comprimento e multiplicidade do re-
ferido anel, trabalhamos com matrizes U = (d;;) de ordem n x m (n > m) de nimeros
racionais que satisfagcam a seguinte condigao

Com estes tipos de matrizes, mostramos uma equivaléncia que facilita as demonstra-
coes de resultados.

Lema 3.8. Uma matriz U = (d;;) satisfaz que d;; + dy = dy + di; para todo i, 3, k, 1 se,
e somente se, existem aj, ..., 0y, b1, ..., by € Q tais que d;; = a; + b;, para qualquer i, j.

Demonstragio. Suponha que U = (d;;) satisfaz que d;; + dy, = di; + di; para todo 1, j, k, [
Em particular, satisfaz para k = [ = 1. Entao, nesse caso, temos d;; = d;; + di; — di1, €,
portanto, definimos a; = d;; — di;1 e bj = dy; para todo 7, j. Logo, d;; = a; +b;, V 1, j.

Reciprocamente, suponha que vale que d;; = a; + b; para todo i, j e a;, b; racionais.
Logo,
dij + du = (a; + bj) + (ax + i) = (@i + b)) + (ar + b;) = da + diy.

]

No que segue, apresentamos alguns lemas envolvendo resultados combinatérios, com
o objetivo de facilitar a demonstracao dos dois teoremas finais desta secao, que sao os
principais deste trabalho.

Lema 3.9. Para r =n —m, temos

r nom m+k—1 n
Yo B = (M () =
k=0 1< << <m k=0 k m+k

1< < <ty <n

Demonstracao. Vamos mostrar que
= +k—-1 n
—pyRr (™ — 1 3.10
P e T (3.10)
pois a outra igualdade vale claramente.

Faremos com indugdo em n (note que n > m).
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Fixado m, o primeiro n que podemos tomar é n = m. Logo,

| I

Agora, suponha que para n € {1,..., N}, vale que nim(_1>k+1(m+:—l) (mik) = —1.
k=0

Vamos provar que vale para n = N + 1.

Entao, queremos provar que N:Zl:;m(—l)k“ (mﬁf*l) (g Llc) = —1.
Como (gii) = (m]j_k) + (m f;_l), obtemos
S ()
SR [ A s o C T T
= DD + (DY AL+ S DR ()
= DR )+ T R )

N+1—-m _
RN STl ST )

N+1-m
Vamos mostrar que 1;::0 (—1)k+1 (m+:_1) (m+]z_1) —0.

A partir daqui, para facilitar notagoes, vamos tomar N 4+ 1 —m = A, entdo queremos
A
 1\k+1(m+E-1) (A+m—-1\ _
mostrar que k§0< 1) < X )(erfl) = 0.

Ainda, note que nunca podemos ter A = 0, pois N > m, assim, N +1—m > 1. Com
uma verificacdo rapida, temos que

A
2 G =
1)/\/2; + (,\/5):—1(_1)“1# ) ¢
DR A1)/2 7
| JFZ)/ (/A =) =1/ (A = 1)1) se A éimpar

que se anula em ambos os casos. Portanto, por inducao, obtemos que vale sempre que

Zi:f: (m+,f_1) (mik) = —1, para n > m.

Lema 3.10. Seja U = (d;;) wma matriz que satisfaz a Equagio (3.9). Entao,

r r+1
Z(_l)k+1 Z (dhl +ooe dimm + dim+1j1 +oeee di7n+kjk)
k=0 1< <--<jp<m
1< < <ty p<n
= (—1)7"“(7‘ +1)! Z diyiydigio—1 - di, (61 —r), ODde T =1 —m.

1<i1 < <ir 15N
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Demonstragio. A demonstracao é feita segundo a notagao introduzida no Lema 3.8 (d;; =
a; + b;), ou seja, para as,...,a, e by,...,b, nimeros racionais e seja r = n —m > 0.
Entao, temos que provar a seguinte identidade:

T r—+1
> (—1)k+! > (@i 4+ 4 Qi by o by F bt b)) =
k=0 1< < <gg<m
1<i1 < <imyp<n
- (_1>T+l(r + 1)! > (ai1 + bi1) (aiz + bi2—1> o (airﬂ + bir+1—7")'

1<i1 < <irgp1<n
A fim de facilitar notagoes, usarmos

T

A =Y (—=1)"H > (@i + .ot @i, b 4. b, b+ b)) T

k=0 1< <. <jg<m
1< <o <ipym<n

€ Bnm = (—1)T+1(T + 1)' Z (ail + b,;l)(aZ'Q + biz—l) e (CL,;TJrl + birJrl_T).

1<i1 <. <ipy1<n
Iniciando, para qualquer m fixado, como n > m, o primeiro n que podemos tomar é
n=m (e r =0), entdo ficamos com

0 1
Amm = Z(—l)k+1 Z (ai1+---+aim+k—|—bj ++b]k+b1++bm)
k=0 1< <.<jr<m
1<i1 <. <l <M

= —(a1+...+an+b+...4+bn).

B == 1Si1<..§ir+1§m (@i, + i) (@i +biza) - (a’”l + b’”l—r)
= —(al—i—bl)—(a2+b2)—...—(am+bm) :Amm

Suponhamos que valha para m > 1 e n > m, vamos provar que vale para n + 1.
Primeiramente, observe que

Bpiim = (=1)"2(r 4 2)! > (@i, +0iy) - (@i + Uiy (rr1)) =

1<iy<...<ipgpo<n+1

1<i1 <...<ipr2<n

:<—nw%r+m![ > mh+mJ~«me+mﬂ4wnﬂ+

+<—n”%r+m![ 5 wh+hou.wm2+mwr»mm4+awlwﬂﬂlz

1§i1<...<ir+1§n
- Bn,m—l - (T + 2) (an—l—l + bm)Bn,m

Mostremos que A,i1.m = Apm-1 — (7 + 2)(ant1 + bim)Anm. Para nossa igualdade,
decompomos A, 11, da seguinte forma:

An+1,m -
r+1 k+1 2
ShEe(—1) D (@i o Qi F b+ Dy D D) =
<1< <gp<m
1<i1 < i g <t 1
r+1 1 r42
> (=1 > (ail+..'+aim+k—1+a’”+1+b‘7‘1+"'+bjk+b1+"'+bm> 4
k=0 1<j1 < <gp<m
1§i1<"'<l’7n+k,1§n
- k+1 r+2
+ 3 (-1 > (@i 4 4 Qi by o by b b)) =
#=0 1< < <p<m

1<i <<ipmyp<n

- Sl +52
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Ainda, podemos reescrever S; da seguinte forma

S1 =
& +2
=Y (~1)FH! > (i, + -+ iy s+ a1 +bj b b+ by) T+
k=0 1<j1 < Zj<m—1
1§’L’1<"'<7jm+k,1§’n
r+1 )
S (—1)ktt 3 (@i, + -+ @iy g Qo1 F0jy b by by A b))
k=0 1<j1 <1 <m
1§i1<---<im+k,1§n
= (%) + (o)

Para (x) podemos reescrevé-lo como

(x) = TiQ (r—}_Q) (ans+1 + bm)l'

1=0
r+1 r4+2—1
kzo(_l)kJrl 1< < ;J <m-—1 <ai1 R ek T T e e A e bm*l) -
= SIS SJeSm—

1§i1<~--<im+k_1§n

= An,m—l + Sl?a onde

Sig = TiQ (#2) (ans1 + b))

=1

r+1 r4+2—1
Z(—l)k—H ) (@il‘|’"‘+aim+k,1+bj1+"'+bjk+bl+“'+bmfl)
k=0 1<j1 << <m—1

1§i1<~--<im+k_1§n

Continuando, podemos fazer uma mudanga de varidveis em (xx) ficando com

(1) =
== DS (@b Gh F angn b b B b by b)
k=0 1<j1 < <jr<m
1<i <-<imyp<n
Aplicando o Bindémio obtemos
r4+2
r—+2
- _Z ( I ><an+1 +bm)l'
1=0
T r+2—1
Z(_l)k—H Z (ai1+"'+aim+k+bj+"'+bjk+bl+"'+bm) =
k=0 1<j1 << jp<m

1<i <<y p<n

= _52 - (T + 2) (anJrl + bm)An,m - Z I (anJrl + bm) .
=2
AR g a4 2l
> (1) S (@A Tl by b+ b))

k=0 1<ji<-<jr<m
1§i1<~-~<im+k§n
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Portanto, obtemos que

AnJrl,m == An,mfl - (T + 2) (anJrl + bm)An,m + Sl2 + (A)7 Onde

r42

(A) = - (TJ{Q) (@ni1 + b)) (note que Sy ndo aparece, pois em nossa manipulacio
=2

surge um termo —Ss, que anula).

r r+2-1
> (—1)kH > (@i + -+ i, + b+ by b+ by
k=0 1<j1 < <gr<m
150 <<ty g <n
Porém, Si3 + (A) = 0 (veremos com o exemplo seguinte, para o cason =3 e m = 2,

como ocorre esse anulamento, que pode ser facilmente generalizado).

Portanto, ficamos com

AnJ’,l,m = An,mfl — (?" + 2)((In+1 + bm)An,m (311)
Por hipétese de indugao, vale que A,, -1 = By m—1 € Ay m = By Assim, concluimos
diretamente que A, 11, = Byt1,m, provando o que queriamos. O

Exemplo 3.4.1. Mostremos que, nas condicoes do lema anterior
Sia + (A) =0.
Faremos um exemplo para o cason =3, m =2, logo, r=1,r+1=2er+2=3.
Sio = 3(ag + by). [—(a; + b1)? — (ay + b1)? — (az + b1)? + (a1 + ag + by + by)*+
(a1 + a3+ by +b1)* + (a2 +ag+ by +b1)* — (a1 +as + az + by + by + b1)* | +

3(aq + bo)? [—(a; +b1) — (ag + b1) — (ag + b1) + (a; + az + by + by)+
+(a1 + a3 + by +by) + (ag +az + by +b1) — (a1 +ag +az+ by + by +by) | — (ag + by)® =
= —(a4 + by)?.
(A) = =3(as + b2)% [—(a1 + az + by + bo) — (ay + az + by + by) — (as + az + by + by)+
(a1 + az+ a3+ by + b1+ b2) + (a1 + az + az + by + by + ba)] — (ag + b2)3.(—1) =
= (a4 + by)3.
Portanto, somando Sya com (A), claramente se anulam.
Lema 3.11. Sejam m e n quaisquer, tal que n > m. Para todo p € {1,...,r}, temos

r

> (—1)F > (@ + .ot @i, + b+ b, b1+ +by) =0.

k=0 1<j1 <o <jr<m
1<i1 <oy <10
Demonstracio. A demonstracao é feita com inducao sobre p. Para cada p fixado, usamos
um argumento de inducao andlogo a demonstracao do Lema 3.10. Mais detalhes podem
ser vistos em [2]. O
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Exemplo 3.4.2. Vejamos para um caso particular como ocorre o anulamento dos fatores.
Considere o cason =4, m =2 e p =1, ou seja,

2
ST (=) > (@ + oo+ @iy b+ by H b+ b2) = 0.

k=0 1<j1<.. < <2
1<i1 <...<igpp<4

Temos

—(a1+ag+by+by) — (a1 +as+by+by) — (a1 +as+ by +by) — (aa+az+by +be) — (ag+as+
bl—l—bg)—(a3+a4+b1+bg)+(a1+a2+a3+bl+b1+bg)+(a1+a2+a4+bl+b1+bg)+(a1+
az+ag+b+b1+b2)+ (ag+az+as+b1+b1+b2)+ (a1 +as+az+bo+by +b2)+ (a1 +as+as+
b2+b1+b2)+(a1+a3+a4—|—bz+bl—i—bg)—i-(a2+a3+a4+b2+bl+b2)—(a1+a2+a3+a4+
b1+b1 +b1+b2)_(a1 +a2+a3+a4+b1—|—b2+b1+bg)—(a1+a2+a3+a4+bg+b2+b1+b2) =

=a(-1-1-141+141+1414+1-1-1-1)+
+ay(-1—-1—-1414+1+1+14+14+1-1-1-1)+
+a3(—1—-1—-14+14+1+1+1+1+1-1-1—-1)+
+ay(-1-1-1414+1+1+1+1+1-1-1-1)+
+b(-1-1-1-1-1-14+24+2+2+24+14+1+1+1-3—-2-1)+
+by(-1-1-1-1-1-141414+14+1+24+2+2+2+14+2+3)=0.

Por fim, com esses lemas, podemos apresentar dois novos teoremas, cujas demons-
tragoes sao simplificadas pelos resultados anteriores. Lembrando que nos préximos dois
teoremas, R = ®,>oR, ¢ um anel graduado Noetheriano com R, Artiniano.

Teorema 3.4.3. Suponha que R pode ser gerado sobre Ry por elementos de grau 1. Seja
U = (wi;) uma matriz n x m com entradas em R, de modo que cada u;; seja homogéneo
de grau d;; e a Equagdo (3.9) seja satisfeita. Se I,,,(U) tem grau n —m+ 1, temos que a
multiplicidade de R,,(U) € dada por

€ (Rm(U)) = €<R) Z di1i1di2i2—1 ©e 'dir+1(ir+1—7")7

1<i1 < <ipgp1<n

onder =n—m.

Demonstragcio. Como R pode ser gerado sobre Ry por elementos de grau 1, da Observacao
3.2.10 temos que a série de Hilbert de R é escrita como P(R,t) = f(t)/(1 — t)%, onde d
¢ a dimensao de R (Proposigao 3.2.7). Entao, pelo Teorema 3.2.16, a série de Hilbert de
R,,(U) é dada por

onde
A(t) — 14 Z(_l)k+1 Z it tdigmtdi, gy toetdi Gy

k=0 I1<ji < <gp<m
1§i1<-~-<im+k§n

Do Lema 3.1, ht(1,,(U)) > grau(l,,(U)) e temos da Proposigao 3.1.74 que

dim R,,(U) = dim R/1,,(U) < dim R — ht(1,,,(U)) < dim R — grau(l,,(U)).



ANEL QUOCIENTE POR MENORES DE MATRIZES 73

Logo, dim R,,,(U) < d — (n— m + 1). Além disso, a outra desigualdade é sempre
verdadeira pelo Lema 3.7. Entao, a dimensao de R,,(U) deve ser igual a d — (n —m +1).
Sendo assim, multiplicamos e dividimos P(R,,(U),t) por (1 —#)~"=™* ficando com

FOAR).(L—t) "=+ FR)A(E) (1 — )=+

P(Rm<U)’t> - (1 _ t)d(l _ t)—(n—m—i—l) - (1 _ t)d—(n—m-‘rl)

FOAM) L —1)~C+

Portanto, o polinémio de Hilbert de R,,(U) estd na forma (1= )= Gm™D

com

o denominador elevado & dimensao de R,,(U).
Sendo assim, do Teorema 3.3.20 temos que

i JOAR) _
e(R,(U)) = %1_r>r11 a—pr onder =n—m.
Note que A(1) = 0 diretamente do Lema 3.9 e o denominador aplicado em ¢ = 1
também se anula. Portanto, podemos usar L’Hopital para resolver o limite.

Vamos fazer uma andlise das derivadas de A(t) e calcular as derivadas de A(t) em
t =1. Fixemos A =d;;1 + ...+ di,m + diyy1jy + ...+ di,, ., j, Para facilitar notagoes.

T

A'(t) = (-1)F! > Attt

k=0 1<j1<<ji<m
1<0H <. <tppp<n

Logo, A'(1) = zrj (—1)kH1 > A =0, onde a tltima igualdade vem do Lema
k=0 1< <. <gr<m
1501 <o <hppy o <m0

3.11. Entao

r

A =3 (-DF S AA— 1)

k=0 1< <. <jp<m
1<ty <...<im+k§n

Do mesmo modo,

T

A"(1) = (—1)F! > A(A-1)= > A2 — A =0,

k=0 1<j1 <. <j<m, 1<ii<..<jp<m
1<i1 <<l <N 1<i1 <<k <N

onde, novamente, a ultima igualdade vem do Lema 3.11.

Para ¢ € {1,...,r}, temos

AO@) =3 (1) > AA=1). ... (A= (£—1)).t*"
k=0 1<i<...<jr<m
1<i1 <<y g <N

Logo, A®¥(1) = 0 novamente do Lema 3.11.

O Lema 3.11 nos garante que para ¢ € {1,...,r} as derivadas aplicadas em 1 sdo
sempre 0. Para ¢ =r + 1, temos que

r

A =3 (=M Y AT — A AT () e A
k=0 1< <. <jr<m
1<0 <. <tmgp<n
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Portanto, pelo Lema 3.11, todos os termos em que A elevado até grau r se anulam,
restando

AHD(1) = i(_1>k+1 > A+

k=0 1<j1 <o<jp<m
1< <o <ippa s <n
T
_ k+1 1
= S (=1)k+ 3 (diyy + - A i + iy + - i)
k=0 1<j1 <. <jp<m

1<00 <o <l n <N

que pelo Lema 3.10, pode ser reescrito por

AT = (DY dandi - d

1<i1<...<ipgp1<n

i1 (Grgp1—7)"

Entao, todas as derivadas até ordem r, aplicadas em 1 se anulam no numerador e no
denominador. O mesmo ocorre para (1 — ¢)"*!. Portanto, devemos aplicar L’Hopital até
ordem r + 1.

Aplicando a férmula de Leibniz para as derivadas de f(t).A(t):

(h.g)V(t) =" (é) hE) (t).g" P (t),

k=0

obtemos

(FAOE) ey = 3 (1) F B @) =1 AP @)1=y = 0, para L € {1,...,7}.

Do que foi feito, vimos que todas as derivadas de A(t) se anulam até ordem r quando
aplicado em ¢ = 1, restando apenas o termo f(1).AT*V). No denominador, apés derivar
r + 1 vezes e aplicar em ¢t = 1, obtemos (—1)""!(r + 1)!.

Portanto, finalizamos no cédlculo do limite com

(fA)*() _ f1).AUTY)

R,,(U) = —
Bnll) = TG~ i 1)
= G(R)-1<,1< 2 < diyirig(in—1) - - - Diy iy (igy1 (irgr 1)
<i1<..<ip41<n
concluindo o teorema. O

Finalmente, observe que o mesmo tipo de célculo pode ser feito quando R nao é gerado
sobre Ry por elementos de grau 1, mas o anel quociente R,,(U) precisa ter comprimento
finito.

Teorema 3.4.4. Sejam R = K[xy,...,xs], K corpo, onde cada x; tem grau w; em R
e U = (ui;) uma matriz (s +m — 1) x m com entradas em R, de modo que cada w;; €
homogéneo de grau d;; e satisfaz d;j + dp = dy + dyj. Se o comprimento de R,,(U) for
finito, entdo

(R, (U)) = diyiy dig(ip—1) - - - dis(is—s+1)> :

1
W1 ...Ws \1<i1<<is<s+m—1
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Demonstrag¢io. Primeiramente, note que como R = K{[z1, ..., xs] com K um corpo, entao
dim R = s (Exemplos 3.1.61 e 3.1.60). Ainda note que K é um anel Cohen-Macaulay
(Exemplo 3.1.87). Portanto, do Exemplo 3.1.88, segue que R é um anel Cohen-Macaulay.

Seguidamente, como ¢(R,,(U)) < oo, suponha que ¢(R,,(U)) = l. Sendo assim, R,,(U)
possui série de composi¢ao, logo, da Proposicao 3.1.50, R, (U) satisfaz ambas as condigoes
de cadeia, ou seja, R,,(U) é Artiniano e Noetheriano. Portanto, R,,(U) tem dimensao 0
(Teorema 3.1.70).

Entao, de 0 = dim R,,,(U) = dim R/I,,,(U) e dim R = s, do Teorema 3.1.89 e do fato
de R ser Cohen-Macaulay, obtemos que grau(l,,(U)) =s=(s+m—1)—m+1 com U
sendo uma matriz (s +m — 1) x m.

Logo, usando o Teorema 3.2.16, obtemos que

P(R,,(U),t) = P(R,1).A(t), (3.12)

onde A(t) é como no teorema anterior.

Vimos que R,,(U) é um médulo graduado (Proposigao 3.2.11), ou seja, R,,(U) =
D Ri/(L,(U))g, onde (1,,(U))r = I,,(U) N Ry. Como, por hipétese, R,,(U) tem compri-
k>0

mento finito igual a [, entdo devemos ter no maximo [ fatores de Ry/(I,,,(U))x nao nulos
na graduacao.

De fato, suponha que tenhamos [ + 1 elementos nao nulo na graduacao de R,,(U) e,
sem perda de generalidade, que sejam os primeiros [+ 1 termos. Entao do Corolario 3.1.58
deve ocorrer que

(B (U)) = £(Ro/(Im(U))o) + €(Ry /(I (U))1) + - - - + (R /(I (U)))) Z 1+ 1, (3.13)

pois {(R;/(I1,,(U));) > 1 para todo j. Portanto, R,,(U) deve ter no méximo [ elementos
nao nulos em sua graduagao e, com isso, a série de Hilbert

-1
P(R,(U),t) = ¥ U R,/(I,(U)),)t" é polinomial com no méaximo [ fatores.

Deste modo, das Equagoes (3.13) e (3.12), /(R (U)) = P(R,(U),1) = P(R,1)A(1).
Ainda, do Exemplo 3.2.3, podemos representar a série de Hilbert de R por

P(R) =
TI(1 — twi)
i=1
Portanto ¢(R,,(U)) = %m} fi
TUIL( = )

i=1
S
Como A(1) = 0 (andlogo ao que vimos no teorema anterior) e [] (1 —t“#) = 0 quando
i=1
aplicamos t = 1, entao podemos aplicar L’Hopital.

Analogamente ao que fizemos no teorema anterior, devemos aplicar L'Hopital (r + 1)
vezes, onde nesse caso r = (s +m — 1) —m = s — 1, ou seja, aplicaremos s vezes.

Além disso,
s—1

A(S)(l) = Z(_l)k+l Z (dhl +.oo+ dimm + dim+1j1 +.o+ dim+kjk)s
k=0 1< <. <j<m

1<i1 < <t <s+m—1
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= AW(1) = (—=1)*(s)! > diyiydig(in—1) - - - diy(is—s11)5

1<i1 <. <is<s+m—1

onde a ultima igualdade vem do Lema 3.10

Agora, ao derivar H (1 — ") s vezes e aplicar cada uma de suas derivadas em t = 1,

todas as derivadas ate ordem s — 1 se anularao, restando apenas a derivada de ordem s,
que aplicada em 1, resulta em (—1)%.s!(w; ... ws). Portanto, voltando ao limite, ficamos
com

<_1)S'3! Z dlllldlg(lg 1) dis(is—s+1)

1< <. <trgp1<s+m—1

(—1)s.s!(wy ... ws)

di1i1di2(i271) e dis(iss+1)>a

1
Wy ... Ws \1<i1<...<is<s+m—1

finalizando o teorema. O



4 Singularidades associadas a simbolos de Boardman

O objetivo deste capitulo é definir um tipo importante de variedade associada a um
germe de aplicagdo e um vetor especial.

Como apresentado nos capitulos iniciais, O,, é o anel dos germes de fungoes na origem
de C" em C, O,, ¢ o O,-mddulo dos germes de aplicacoes na origem de C" em CP,
notando que O, ; = O, e J¥(n, p) é o conjunto dos k-jatos de C* em CP, que é um espago
vetorial.

4.1 SINGULARIDADES DE ORDEM SUPERIOR

Nesta secao apresentamos conjuntos associados a um germe de aplicagao, relativos a
suas singularidades, como o conjunto singular e as singularidades de 1* ordem do germe.
Isso motiva a obtengao de conjuntos mais gerais (que nao dependem de um germe especi-
fico), chamados de conjunto de singularidades de 1* ordem e ordem superior. Isso motiva,
um tipo especifico de vetores, chamados de simbolos de Boardman associados ao germe,
conceito estendido na préxima secao.

Definicao 4.1.1. Seja f € O,,,. O conjunto singular de f, denotado por ¥(f), € o
conjunto de todos o0s seus pontos singulares. A imagem de X(f) é chamada de conjunto
de bifurcacao.

Definicao 4.1.2. Seja f € O,,,. Para cada i =1,... ,min{n,p} o conjunto de singu-
laridades de 1% ordem Y'(f) de f ¢é definido como o conjunto:

Y(f) = {xr € C": dim(N(d,.f)) = i},
onde N(d,f) € o nicleo da diferencial de f no ponto x.

Da defini¢ao de ponto singular de um germe (Defini¢ao 2.2.11),

Y(f) = 701 XU f), onde r = min{n, p}.
i=0

Exemplo 4.1.3. Considere f € Oss definida por f(z,y) = (2*,y*). Note que
N(d(xzy)f) = {(U,U) € CZ | d(x,y)f(“’a 'U) = (070)}

d<x,y)f(u,v)—Df($=y>'(:}L)—(26)3 ;;)(5)—(8)%23333 ‘
Assim,

e Sex#0ey#0, entiou=v=0. Assim, X°(f) = {z #0 ey # 0}.

77
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e Sex#0ey=0, entdou=0 e v pode ser qualquer. Ainda, se v =0 e y # 0, entdao
v =0 e u pode ser qualquer. Assim, L'(f) = ({x =0} U{y =0}) — {(0,0)}.

e Sex=0ey=0, entdo u e v podem ser quaisquer. Logo, dim(N(d)f)) = 2 se, e
somente se, (z,y) = (0,0). Portanto, ¥*(f) = {(0,0)}.

Deste modo, X(f) = Z2(f)UX(f) = {z =0} U {y = 0}.

Observe que neste exemplo Y¥(f) é subvariedade de codimensao 7, para todo i.

Exemplo 4.1.4. Considere f € Oy4 definida por f(x,y) = (2% +y,9?).

Temos
watwr-ren (2)- (5 1) (2)

Note que Y2(f) = 0 pois dim(N (d(zy) f)) # 2, para qualquer (z,y) pertencente a C?.

Temos que dim(N(d (g f)) = 1 apenas se x = 0 ouy = 0, incluindo (0,0). Logo, X' (f) =
{r =0} uU{y =0}

Como dim(N (d(zy)f)) = 0 somente para x # 0 e y # 0, obtemos que X°(f) é formado
por todos os pontos fora dos eixos de coordenadas.

Observagao 4.1.5. No exzemplo anterior X1 (f) ndo é uma subvariedade. Porém podemos
fazer uma mudanga de varidveis em f, fs, de tal forma que L'(fs) passe a ser uma
subvariedade para todo s # 0.

Considere a sequinte mudanga fs € Oz9 definida por

fulw,y) = (2% + 9,97 + 4sz) , s £ 0.

v

2 1 NN (2x)u + v =0

4s 2y v ) (4s)u + (2y)v = 0 °
Assim, da primeira equagdo obtemos v = —2xu, substituindo na sequnda equagdo, temos
que 4su—2y.2zu = 0 < u(s—zy) = 0. Seuw =0, entao da primeira equagao, v = 0, logo,
nos pontos onde u = 0 é solugio, estao em X°(f,). Portanto, para X'(f,), devemos ter

que s — xy = 0. Sendo assim, os pontos de X'(f,) sio dados por uma hipérbole xy = s,
que € uma subvariedade.

Entao D fs(z,y). < ?; ) = ( iﬁ 211/ ) . < Y ) Se firarmos s # 0, entdo

Logo, o conjunto de singularidade X' (f;) mudou de um par de retas se interceptando para
um par de curvas disjuntas.

Definigao 4.1.6. Em J'(n,p) definimos o sequinte conjunto:

wt={j'f(x) € J'(n,p) : dim (N(j' f(x))) = i} .

Observacao 4.1.7. Note que tomamos o 1—jato da f em x, entdo queremos a expan-
sao de Taylor apenas de ordem 1, ou seja, algo em funcao da diferencial, que é uma
transformacao linear e pode ser vista como uma matriz.
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Teorema 4.1.8. O conjunto ¥' é uma subvariedade de J*(n, p) de codimensdo i(p—n-+i).

Demonstragao. Essa demonstragao é feita em dois passos:

A B
C D

Afirmacdo: E tem posto k se, e somente se, D = CA™!B.

1. Seja F = (

> uma matriz p X n e A uma matriz k x k invertivel.

Note que se tomamos

B A B
0 -CA'B+D )’
como A tem posto k, segue imediatamente que:

(a) Se posto E = k = posto £’ segue que existem k linhas ou colunas L.I. na
matriz E’, porém A é k x k invertivel, portanto devemos ter que —CA~'B+ D
¢ multiplo da matriz 0, ou seja, D = —CA™'B.

(b) Agora, se D = —CA™'B.

i. Em E’ temos um bloco —CA™'B + D nulo, assim, posto(E’) = k.

A B

C —-CA™'B

k x k invertivel, segue que posto(E) = k.

ii. Em E temos F = ¢ multiplo de C' e assim, como A é

Portanto, segue a afirmacdo E tem posto k se, e somente se, D = CA™!'B.

2. Sejam E, uma matriz em i, ou seja, 3 f tal que Ey = j'f(z) e dim N(j1f(x)) = 1.
Logo, posto(Ey) = posto(j' f(x)) = dim(Im(jf(z))) = k = n — i, entdao k é tal
que ¢ + k = n, onde a ultima igualdade vem do Teorema do Ntcleo e da Imagem.
Podemos supor sem perda de generalidade que

Ay B
EO = 0 0 )
Co Do
com Ag uma matriz k£ X k invertivel. Devemos exibir uma vizinhanga aberta U de

Ey em J*(n, p) e mostrar que UNY! é uma subvariedade de codimensio i(p —mn+1).
Definimos entdao uma vizinhanga aberta U de Ej, com a propriedade que para cada

matriz
A B
s=(o ),

nesta vizinhanga a matriz Ay é invertivel. Considere, agora, a seguinte aplicagao:
f: U — J(p—kn—k)
E —- D-CA'B

Se f é uma submersiao, do Exemplo 2.1.19 e a Proposicao 2.1.20, segue que f~1(0)
¢ uma subvariedade de codimensao:

(p—k)(n—k)=(p—k)i=ilp—nln—1i)=ilp—n+1).

Mas f~1(0) = UN X pois se £ € f71(0) entdo, D = CA™'B se, e somente se, F
tem posto k se, e somente se, dim(N(E)) = n — k = i, portanto £ € .
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Portanto, resta mostrar que f é submersao, ou seja, para todo x € J*(n,p) ~ C"P, d, f é
sobrejetora. Seja

dof - T,U = Ty (p — kyn — k),

com T = (é g) e T,U={N(0) | A: (—¢,e) = U suave e \(0) = z}.

Seja y € J'Y(p — k,n — k) = y é uma matriz (p — k) X (n — k). Definimos
A B / _ — ;
A0 = (&4, p) - Lo, ) = duFNO) = a0 ) = . pois

TN =1 (7 ) =t D)= CABe (TN ) =y = (F0 X 0) =,

Assim, d,f é sobrejetora. Assim, f é submersao, pois x é qualquer. O

No que segue, abordamos conceitos necesséarios para a definicdo do conjunto de singu-
laridades de ordem superior.

Definicao 4.1.9. Para um ideal I = (f1,...,f,) em O,. Para cada s inteiro, com
1 < s < min{n,p} definimos o ideal I's] = I + I;(Df) onde Df é a matriz jacobiana
de f num ponto geral (Definicao 2.2.6) e Is(Df) é o ideal gerado por todos menores de

ordem s da matriz jacobiana de f = (f1,..., f,) num ponto geral com relagiao ao sistema
de coordenadas yi,...,y, em C", que é:
oh ... Oh
Oy1 OYn
f . (4.1)
Op ... 9
oY1 Oyn 7 pxn

Quando s > min{n, p}, convencionamos que Is(Df) = {0}.

Teorema 4.1.10. O ideal I'sI nao depende da escolha dos geradores e nem da escolha
das coordenadas, isto é, se gi,...,g, € outro sistema de geradores de I em relagao a um
sistema de coordenadas 21, . . ., z,, entao U'sI coincide com o ideal gerado por I e pelo ideal
gerado pelos menores de ordem s da matriz jacobiana:

o1 ... 9q
0z1 Ozn
: : (4.2)
999 .. 094
0z1 Ozn gxn
Demonstragio. Queremos mostrar que I's(f1,..., f,) = I's(g1,...,9,) para todo s, ou
seja, vamos mostrar que
(froo s Jo) + Ls(Df) = (g1, 99) + Ls(Dg),
onde (fi,..., fp) =1 =(g1,-.-,9q)-
E suficiente mostrar que qualquer menor de ordem s de (4.2) pertence a I's(f1, ..., fp),

pois se isso ocorre, temos que I;(Dg) C I'i(f1,..., f,), portanto, temos que

FS<917---gq> = I+IS(D9> C [+Fs<fla---afp> :Fs<fla---7fp>'
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A outra inclusdo (I's(g1,...,94) D I's(f1,..., fp)) é analoga.
Como cada g; € I = (f1,..., fp) = (g1,--.,9,), entdo g; pode ser escrito como uma

p P
combinagao linear de fj, com coeficientes em O,, seja g; = > a;.f;. Portanto, cada %
=1 g

pode ser escrito como a mesma combinacao linear de % mais um elemento de I, pois
J

agz o aazk ajk

E: 44*1%&
3;7 =1 3;j ’
onde os termos da primeira parte do somatorio estdo em I = (fy,..., f,). Logo, a matriz
da Equagao (4.2) fica da seguinte forma:
P 1,k P 1,k Ofk
Z az1 f+a NOWEEEE 2_: = e+ g an
: ) (4.3)
2. 8a af P da af
k; 8§1k fr + 8zk gk - 2,: L f + 5o -Gqpk
= = gxn
Usando a multilinearidade do determinante temos que qualquer menor s x s de (4.3)
pertence ao ideal gerado por I = (fi,..., f,) € pelos menores s x s da matriz jacobiana:
oh ... Oh
0z1 Ozn
5 : : (4.4)
oy ... Of
021 Ozn 7/ pxn

Portanto, basta mostrar que qualquer menor de ordem s da Equacdo (4.4) pertence a

Lo fis-os fo)

Para isto, observe que pela Regra da Cadeia, podemos escrever cada % como combi-
J

nacao linear de a%k, com coeficientes em O,. O resultado segue novamente usando a
multilinearidade do determinante, concluindo que I5(Dg) C I's(fi1,. .., f,)- O

Observacao 4.1.11. Temos as inclusoes:

ICcr,/Ccr,IC...CI4l.

De fato, tome I = (fi,..., fp), com o sistema de coordenadas {z1,...,x,}. Vamos mos-
trar que Uyl C Ty 1l =1+ 1', onde I' € o ideal gerado pelos menores de ordem n — 1
de

on of

8x1 o 8xn

A= : . :
%> o
8x1 o 8xn

Sejax e, I =1+1". Entiox=r+s, comr €l es € l” onde " é o ideal gerado
pelos menores de ordem n de A. Entao queremos mostrar que s € I'.

Como s € 1", seque que s é combinacao linear dos menores de ordem n de A. Por
Laplace, os menores de ordem n podem ser decompostos como combinacao linear dos
menores de ordem n — 1 de A e, com isso, s € I'.

As outras inclusoes sequem de maneira andloga.
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Exemplo 4.1.12. Seja I = (x*) em Oy, com k > 1. T'\I é o ideal gerado por I e pelo
ideal dos menores 1 x 1 da matriz jacobiana (/{,‘IEk_l), logo T\ I = (%71} e Ty I = (2F),
para s > 2.

Exemplo 4.1.13. Seja I = (zy,z* + y*) em Oy. T'11 € o ideal gerado por I e pelo ideal
dos menores 1 X 1 da matriz jacobiana:

D(J):(ny ;y)

Logo T'1I = (x,y). O ideal Tyl € gerado por I e pelo ideal do menor 2 x 2 da matriz J,
assim Uol = (wy, 22 + y?,y* — 22) = (2%, 2y, y?) e T'sl = I para s > 3.

Notagao: Dado um ideal I C O,, adotamos a notacao: A*I =1",_¢,11.

Definicao 4.1.14. Nos referimos a A'I,A?I, ..., A" como as sucessivas extensées
jacobianas do ideal I.

Observacao 4.1.15. Temos portanto as sequintes inclusoes:

I=ATCA'TCAC...CA"L (4.5)
Defini¢ao 4.1.16. Se I é um ideal préprio de O, (I # O,), a extensdo jacobiana

critica de I é o ultimo ideal A" I na sequéncia (4.5) que é préprio.

Observacao 4.1.17. Considerando I' = A"I a extensao jacobiana critica de I, denota-
mos por A2 [ a extensdo jacobiana critica de I'. Desta maneira, obtemos uma sequéncia
crescente A" I, A2 [ ... de sucessivas extensoes jacobianas criticas de I.

Definicao 4.1.18. Nas condicoes da observacao anterior dizemos que I é de stmbolo de
Boardman (iy,1s,...,i;;0) ou (i1,is,...,i;0) € 0o simbolo de Boardman de I, onde
a notacao denota que o ultimo elemento do vetor deve ser 0.

Notagao: Denotamos 1; para (1,...,1), com k-repetigoes do ntimero 1.

Exemplo 4.1.19. 1. O simbolo de Boardman do ideal I = {x*) em Oy, é (1(k_1); O).
De fato,
AT =T g1 I =Tl = (aF) + L([kx*1]) = (aF);
AV =T 1 I =110 = (%) + I([ka*) = (&%) + (2F1) = (oF1);
A2 =Ty oI =ToI = Oy (por convengio).

Logo, iy = 1. Seja I' = A'I = (2F71) entdo

AOII = F1,0+1[/ = FQ[/ = <.Cl:k_1> + [2([<k — 1).77k_2]) = <I’k_1>;

Alll = F1_1+1]/ = Flll = <$k71> + Il([<k — 1)!Ek72]) = <5L'k72>,'

A2l =T o' =Tol" = Oy (por convengdo).

Logo, 195 = 1. Prossequindo analogamente, temos que 13 = 14 = ... = i1 = 1 €

para determinar o iy temos 1 no determinante jacobiano de I. Logo, 1 = 0 e nao
temos continuacdo, pois nao teriamos escolha para o I®) (I%) ¢ o k—ésimo termo

de I' 1", 1", ...
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2. O simbolo de Boardman do ideal I = (zy,x? + y*) em Oy, € (2;0). De fato,
AT — I

AT =Tol =1+1, ( 2%5 QZ > = (zy, 2* +y?) + (2y* — 222) = (y* — 22, zy, 2> +y?);

27 _ y T\ _ _ .
sr=rr=ren( S o) = ) = )
A?’] == FOI = 02.

Logo, iy =2 e I' = AT = (x,y), entdo
A = I,

A =Ty 0 I'=T30"=1+1, < (1) (1) ) = 0,, pois ( (1) (1) ) tem um menor de

ordem 2 com determinante igual a 1. Logo, io = 0 e assim, o simbolo de Boardman

€ (2;0).
Definigao 4.1.20. O simbolo de Boardman de um germe f = (fi,...,f,) € Onp
¢ definido como o simbolo de Boardman do ideal Iy = (f1,..., fp). Quando f tem um
simbolo de Boardman (i1, ... ,ix;0) dizemos que f tem tipo L1,

Exemplo 4.1.21. 1. Seja f € Oy, um germe dado por f(x) = z*. Por defini¢io, é o
ideal gerado por Iy = (z*), logo, conforme visto no Exzemplo 4.1.19, f terd (1(-1);0)
como simbolo de Boardman.

2. Seja f € Oqa, dada por f(x,y) = (zy, x> + y?), logo, I; = (zy,2* + y?), que tem
(2;0) como simbolo de Boardman do Exemplo 4.1.19.

Observagao 4.1.22. Note que ¢é possivel definir simbolos de Boardman para um germe
numa vizinhanca de qualquer ponto e mostrar que € equivalente a tomar os simbolos de
Boardman de um germe numa vizinhanga do zero.

Teorema 4.1.23. Os primeiros k inteiros no simbolo de Boardman de um germe de
aplicacao f € O,, dependem apenas do k-jato de f.

Demonstragio. Sejam I o ideal gerado pelas componentes fi,. .., f, de f e (i1, ta, ..., ix; 0)
o simbolo de Boardman de 1.

Portanto, temos que A"I = I+ 1I,,_; 1, onde I depende da f e dos menores de ordem
n—i;+ 1 da D(I) que depende das derivadas de ordem 1 das componentes da f, ou seja,
A" depende das f; e das derivadas parciais de ordem 1. Definimos A = [’

Agora, se tomamos

Aig(Ah]) — Az’gll — I + In—i2+1 (D(]/)),
onde I’ depende das f; e das derivadas parciais de ordem 1, logo, A?(A“[) ir4 depender

das f; e das derivadas parciais até ordem 2.

Continuando, provamos por inducao que o ideal A*(A%-1 ... A"]) sendo préprio ou
nao, dependera dos valores das derivadas parciais até ordem k das f;. Portanto i, depende
apenas do k-jato de f. n
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Definicao 4.1.24. Definimos X2-% como o subconjunto do espago dos jatos, composto
dos jatos que tém um representante de germe que tem simbolo de Boardman (i1, 1, . .., ix; 0).
Este conjunto recebe o nome de conjunto das singularidades de ordem superior.

Teorema 4.1.25. Uma condicao necessdria e suficiente para que o conjunto X142t C
J’“(n,p) seja nao vazio € que as sequintes condigoes estejam satisfeitas:

2. ilzn_p;
3. sety=n—p entao i1 =19 = ... = iy.

Demonstragio. Necessidade: Suponhamos que o conjunto X2 C J(n, p) seja ndo
vazio, portanto, obtemos n > i; e i, > 0 para qualquer [ =1,... k.

Porém resta mostrar que i; > ¢;41. Suponha que ocorre ¢; < ¢;:

Observe que para tomar i;,1, o ideal A%+ (A% A%-1 ... A" ]) é proprio e é gerado pelos
menores n — i;+1 + 1 da matriz jacobiana de A A%-1 .. A",

Para tomar i;, o ideal A% (A%-1 ... A"]) é préprio e é gerado pelos menores n —i; + 1
da matriz jacobiana de A%-1 ..  A“];

Entao, obtemos de ¢; < 7;4; que n —i; +1 >n —i;41 + 1. Logo,

ara i;, o ideal A%(A%-1_ . A"T) (que é préprio) é gerado por menores de maior ordem
7
com a matriz jacobiana dependendo de derivadas parciais de ordem menor que as da
matriz jacobiana para gerar o %;41;

para i;,1, o ideal A%+ (A%A%-1 .. A"T) (que é proprio) é gerado por menores de menor
ordem com a matriz jacobiana dependendo de derivadas parciais de ordem maior que as
da matriz jacobiana para gerar o i;;

Porém, para i;,1, aparecerao os geradores de A%(A%-1 ... A“]). Sendo assim, é im-
ossivel que ocorra 7; < 7,41, segue diretamente que AS(AY(A%-t .. A"]) deve ser proé-
VANTERE
prio para s no maximo igual a ;.

Para mostrar o item 2, faremos por absurdo. Suponha que
hWh<n—-p=i+1<n—-p=n—(i1+1)+1>n—(n—p) +1

Logo, pela Observagdo 4.1.15, temos que A" =T, 141l C Thonopyi1d =
[yl = I. Portanto, AT T C [ = A“*T!] ¢ préprio, concluindo o absurdo, pois i é
tomado tal que I';, I é préprio e I';, 11 nao é préprio. Assim, i1 > n — p.

O item 3 segue do fato que se i, = n — p, entdo como i, = n — p, temos A"] =

A" PI =T _(npy41d = 'p1l = I e portanto iy =iy = ... = ij.
Suficiéncia: Suponhamos que 1, 2 e 3 estejam satisfeitas.

Temos que encontrar um germe f € O,,,, com componentes fi, ..., f,, que tenha tipo
otz - Considere dois casos:

1° caso: i1 = n —p. Neste caso, escolhemos: fi = xy,..., f, = z.

Note que f = (f1,..., f,) realmente estd em X" porque
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% % d(x1) O(x1)

D(]> = lzl xn = xil :Un _ < [Id]kxk [O}kx(n_k) )
o o | | 0w aw) | N e Do
PR . .

tera um bloco p X p sendo a matriz identidade e o restante, completo de 0. Portanto,
sempre que tomarmos A*] com s > iy =n—p=n—s+1<n—(n—p) = p, como temos
a matriz identidade p X p, sempre temos um menor igual a 1, deixando de ser préprio.

Quando s < i3 = n — p temos os menores todos nulos, fazendo com que A®I sejam
sempre proprios. Portanto, f € 3% pois i; = n — p e do passo 3 segue que i, = iy =
... =1 € 0 processo se repete de maneira anéloga.

2° caso: 11 > n — p. Escolhemos:

fi = x4, se 1<i<n—ig;
Ji=0, , 4 se n—i+2<i<p;
frmiit1 = Xom_ 2 i F 0B L, se caso contrario.

Esse caso nao serd demonstrado com detalhes, mas em resumo, as f; sao tomadas de
maneira conveniente para que aconteca perfeitamente que A% U seja préprio e AU nao
seja préprio (aqui U representa os ideais em que iremos calcular as extensoes jacobianas).

O]

Exemplo 4.1.26. Como consequéncia do resultado anterior, os inicos conjuntos 3" nao
vazios no espago dos jatos J*(2,2) sio: $*? X1 320 311 L0 ¢ 3300,

4.2 EXTENSOES JACOBIANAS ITERADAS

Nesta secao, apresentamos ideais especiais associados a um germe de aplicagao, carac-
terizados por um tipo especial de vetor.

Definigao 4.2.1. Sejam f € O, e I = {(¢1,...,9-) um ideal de O,. Para cada t €
{1,...,n} definimos o ideal

AN(f, D) =T+ 1L(D(fr, ., fpsG1s---10r))

onde I;(x) é o ideal gerado por todos menores de ordem t da matriz jacobiana associada.
Por convengdo, escrevemos, Ny(f,I) = I, quando t > min{n, p}.

Exemplo 4.2.2. Sejam [ € Oy, dada por f(z,y) = (zy,y), e I = (y*, zy, 2y).

1. t=1: Al(f,[) = [+[1(D(f1,f2791792,g3))~

Y xXr
0 1
D(f1, f2:91.92,93) = | 0 2y| = L(D(f1, f2. 91,92, 93)) = (1, 2,9y, 2y).
y X
2ay  a?

L0907 Al(f7 I) = I+Il(D(f17f2aglv.927g3)) = <?/275E?Ja$2y> + <17x7y7wy> = OQ; pO,L.S
1 é um dos geradores.
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2. t=2: AQ(f? I) = I+ ]2(D(f17 f27 glag2ag3)) - <y27 xy)x2y> + <y7 2927$y - 1Y, y[E2 -
22%y, —y, —2xy, —2y°, —dwy?, 2%y — 22%y) = (y, xy,y?, 2%y, vy?).

3. t > 2: Note que n = 2, portanto nesse caso Ny(f, 1) =1,¥ 1> 2.

Note que na Secao 4.1 vimos que os simbolos de Boardman dependiam de um ideal de
O, ouuma f € O,,,. Do Teorema 4.1.25 concluimos que se forem satisfeitas algumas pro-
priedades, garantimos que existe um germe f com o determinado Simbolo de Boardman.
Portanto, nos motiva para a seguinte definicdo e garante que estd bem definida.

Definicao 4.2.3. Dados n,p > 1, definimos o conjunto dos simbolos de Boardman
B(n,p) sendo formado pelos vetores i = (iy, ... i) de nimeros inteiros tais que :

1. k>1;

2. >0 > ... >0, >0;

3. Z'1 >n - D
4. setiy =n—p, entao 11 =1y = ... = 1.
Sei=(i1,...,1), o comprimento de i, denotado por |i|, é o nimero k.

Observagao 4.2.4. A definicio anterior para simbolo de Boardman estd num contexto
mais geral do que foi feito na Secao 4.1, ndo necessariamente dependendo de um germe

de O, ou ideal de O,,.

Observagao 4.2.5. Seque da definicao que
B(n,p) C B(n+1,p+1) CB(n+2,p+2)C ...

Note que da natureza de como que sao descritos os simbolos de Boardman, é dificultoso
mapea-los. No que segue, exemplificamos isso.

Exemplo 4.2.6. 1. Sejam n=p=2.

Para k =1, temos que (ay) é simbolo de Boardman se, e somente se, a; =0, 1, 2;

Para k = 2, temos que i (ay,aq) € simbolo de Boardman se, e somente se,

i=1(2,2),(2,1),(2,0),(1, 1),(:1,0), (0,0);

Para k = 3, temos que i = (ay,as,a3) € simbolo de Boardman se, e somente se,
i=(2,2,2),(2,2,1),(2,2,0),(2,1,1),(2,1,0),(2,0,0),(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0),
(0,0,0),

Para k = 4, temos que i = (a1, as,a3,a4) € simbolo de Boardman se, e somente se,
i=(2,2,2,2),(2,2,2,1),(2,2,2,0),(2,2,1,1),(2,2,1,0),(2,2,0,0),
(2,1,1,1),(2,1,1,0),(2,1,0,0),(2,0,0,0),(1,1,1,1),(1,1,1,0), (1, 1,0,0),
(1,0,0,0),(0,0,0,0).

2. Sejan =4, p=1. Os vetores (2),(2,1) € B(n,p). Jd o simbolo (1,1) ¢ B(n,p),
pois 11 < n — Pp.
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Definicao 4.2.7. Sejam f € O, , ei= (i1,...,i) € B(n,p). Definimos indutivamente,
a extensdo jacobiana iterada de f em relacio a i, como seque:

Ap—iy+1(f,{0}) se k=1
An—ik-H (fa Jil ----- 1k—1(f)) sek>1"

Observacao 4.2.8. Note que

Sek=1:Jy(f) = An-iy+1(f,{0}) = {0} + L—iy 11 (D(£,0)) = Li—iy41(D(f))-
Se k> 1: Supondo que J;, . i, (f) ={(g1,-...,9-). Entao

Jil ,,,,, zk(f):le ,,,,, ik,l(f)+[n7ik+1(D(fag))7 onde (fag):(fla"'afp?glv"'>gr)~

Exemplo 4.2.9. Sejam f € O,, ei= (n). Entdo, temos que
J(") = An_""!‘l(f?{o}) :Il(Df) = <afl/axj) 1= ]-a"'7p7 j = 17"')n>'

Exemplo 4.2.10. Sejam f € Oa4, dada por f(z,y) = (zy,v?), i = (2,1,1), que é um
simbolo de Boardman de 13(2,2) (vimos no Exemplo 4.2.6). Vamos encontrar Ji(f).

Ji(f) = Do (fy J21(f)) = Aol f, J2a(f)), mas
Jo1(f) = Doy a(f, Jo(f)) = Aa(f, J2(f)) € Jo(f) = Agaa(f,{0}) = As(f,{0}) =
o =n(] 4 5 ]) = @0 =t =@

Portanto, Ja1(f) = Ao(f, (7,v)) = (z,y) + L(D(f,9)) = (z,y) + I>

(z,y) + (2y%, —x,y,1) = Oy = (1) = (h). Sendo assim,

Ji(f) = Joa(f) + L2(D(f, h)) = Oz + L(D(f, h)) = Os.

Observacgao 4.2.11. Note que para O, i um simbolo de Boardman, entio O, /J;(f) é
um C-espago vetorial. De fato, note que O, sendo o espago dos germes de aplicagoes
de C" em C na origem, é naturalmente um C-espaco vetorial. Portanto, para qualquer
ideal I de O,, o quociente O, /I herda uma estrutura de espago vetorial com a adigdo
e multiplicagao por escalar de C bem definida. Em particular, Ji(f) é um ideal de O,.
Logo, O,/ Ji(f) € um espago vetorial sobre C.

4.3 SINGULARIDADES DE THOM-BOARDMAN

Apresentamos uma classe especial de germes de aplicacdo associada a simbolos de
Boardman e extensoes jacobianas iteradas, bem como mostramos um conjunto associado
a elas.

Definicao 4.3.1. Sejam f € O,, ei = (i1,...,i) um simbolo Boardman de B(n,p).
Dizemos que f é um germe de tipo X! quando

1. O posto de f, na origem, é n — iy;

2. Para todo s =2,...,k, o posto de (f,g), na origem, é n—ig, sendo g = (g1,...,9r)
eqgi,...,g geradores de J;, ;. (f).
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Exemplo 4.3.2. Seja f(z,y) = (v + vy, (x + 1)y) de Oz4. Note que
AT — I

1 1
A'T=Ty 1 yI=I+1 ([ y (z+1) D =(x+y, (r+ 1y, z+1—y);
A2[:F221]:]+[1 1 1 :<1>—022
2 y (z+1) ’
Entio iy, =1. Fize I' = A'T = (z +y,(z + Dy, x + 1 —y).
AT =1T';
1 1
A =Ty 1 I'=1+1, y (z+1) = ((z4+1)—y,—1-1,—y—(x+1)) = Oqs.
1 -1

Entao temos que o simbolo de Boardman para f é (1;0) (Definicao 4.1.20), o que
também significa que (1;0) é um simbolo de Boardman (Defini¢io 4.2.53).

Logo f € X' (Definigio 4.1.24) mas ndo é do tipo ' pois, caso fosse, f deveria ter
posto 2 — 1 =1, mas isso nao ocorre jd que

Df(x,y>:[1 1 ]e, com isso, Df(o,o>=[

y (z+1) L1 ], que tem posto 2.

01

Exemplo 4.3.3. Seja f € Os4, definido por f(x,y, z) = (xy+x,yz+y). Note quen =3
ep=2.
1. Vamos determinar o posto de f no ponto (0,0,0).

+1 0
Dy =Dften = | Vot T | = pestanan () = postoD110.0.0) =2

Sendon =3 en — i, =2, podemos ter que f é do tipo X' (i; = 1).

2. Para s = 2, vamos determinar o posto de (f,g) em (0,0,0). Precisamos determinar
Ji, (f) para encontrar g.

Ji (f) = Ap_iya1(f,{0}) = Az _101(f,{0}) = I3(Df) = (0), pois Df é uma matriz
2 x 3. Assim, g = (¢1) = (0). Logo,

y+1 =« 0
D(f: g) = 0 zZ+ 1 Yy = pOStO(O,O,O)(f: g) = pOStO(D(f7 g>(07070>) =2=
0 0 0

n — iy = f pode ser do tipo L1 (iy = 1).

3. Para s = 3, vamos determinar o posto de (f,h), onde h sao os geradores de

Jivir(f) = Aniya(f, 1i(f)) = As(f, L(f) = L(f) + I(D(f,9)), onde g sdo

os geradores de Jy(f).
y+1 = 0
0 =z2+1y = (0) = (h).

0 0 0

Portanto, novamente postoo,0)(f, h) = posto(D(f,h).(0,0,0)) =2 =3—-1=n—is.
Assim, f pode ser do tipo L5 (i3 = 1).

Logo, Ji1(f) = {0} + I3 (

Prossequindo analogamente, temos que f pode ser do tipo X%,V k, onde 1, € a
k-upla (1,...,1).
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Definigao 4.3.4. Para cada simbolo de Boardman i € B(n,p) de comprimento < k,
podemos definir o sequinte subconjunto de J*(n,p):

Y= {0 c J*(n,p) : o de tipo Zi}.

Observacao 4.3.5. Note que na definicao anterior fizemos um abuso de notacao, pois nao
estd definido neste trabalho um k-jato ser do tipo ¥.'. Portanto, nesta definicio dizemos
sobre o ser representante de um germe de tipo X', Ademais, do Exemplo 4.3.2, temos que
0s conjuntos Xt e X' sdo distintos.

Observacao 4.3.6. Pela definicdao, o conjunto X1 é composto dos k-jatos que satisfazem
algumas propriedades, tornando muito dificil de ser mapeado. Porém, em alguns casos é
possivel, como no caso sequinte.

Exemplo 4.3.7. Considere i = (2,2,2) € B(2,2) e k = 3. Observe ainda que um
elemento qualquer de ¥ seria um elemento o = (01, 09) € J3(2,2) que é a expansdo
de Taylor até ordem 3 de uma aplicagio f sem o fator constante (pois estamos no espago
dos jatos). Ainda estes elementos, pela definigio de ©>22) devem satisfazer que o, (0, g)
e (o,h) tem posto 0, onde g sio geradores de Jo(o) e h sio geradores de Joo(0). Isto
significa que

80'1 80'1 (90'1

_ | O0r 0y 0z

Do = 80'2 80'2 80'2
or Oy 0z

tem posto 0, ou seja, todas as derivadas de ordem 1 sdo nulas.

. Jo, OJoy 0oy 0oy 0oy Oo
Ainda Ji(0) = I _911(Do) = a;, 8y1’ 3,21’ 8;’ 3y2’ 8z2>' Logo,
Joo(0) = Jo(0) + Ir_941(D(0, g)), onde
i 80’1 80'1 80'1 T

ox oy 0z
002 80’2 80'2

ox dy 0z
D(O’, g) — 820'1 820'1 8201

0x? Oydr 0z0x

820'2 820'2 820'2

L 0x0z 0Oyoz 022 |

Portanto, Joo(0) € gerado por todas as derivadas de ordem 1 e 2 das oy e 05. Sendo
assim, como (o, g) deve ter posto 0 na origem, entio todas as derivadas de ordem 1 e 2
devem ser nulas na origem.

Prossequindo analogamente, verificamos que todas as derivadas de ordens 1, 2 e 3 de
o1, 09 se anulam na origem. Portanto, todo o de 322 deve ser nulo.

Definig¢ao 4.3.8. Dado i = (iy,...,ix) € B(n,p) definimos:
v(i,n,p) = (p—n+ir) p(in, .. i) — (01 —d2) o (Ggy ooy tk) « o (i1 — dg) po (i)
onde (i) é o nimero de simbolos de Boardman j = (j1,...,jk) tais que

]SSZS,VS,]122]k206]1>O
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Notagoes: Por simplicidade, escrevemos v(i) no lugar de v(i, n,p), quando nao houver
confusao.

Observagao 4.3.9. 1. Note que para um simbolo de Boardman i = (i;) € B(n,p)
temos que (i) = i1, entao v(iy) = (p — n +i1).i1.

2. Para um simbolo de Boardman i = (i1,13) € B(n,p) temos
v(inyia) = (p = n+in)p(in, iz) — (i — i2) p(ia).
Ainda, u(iy,is) € dado por

11+ 1)1 , 11.(7 — 1 . .

Logo,
(i1, d9) = (p—niy )iy +(p—ntiy Jig—iyigtis = (p—n+iy i1+ (p—ntis)ia =v (i1 ) +v(iy).
Exemplo 4.3.10. Seja i=(2,1,1) € B(2,2), calculemos v(i).
p(2,1,1) = (2— 2+ 2)u(2,1,1) — (2 — Dpu(1,1) = 2u(2, 1, 1) — p(L, 1).
As possibilidades para j = (j1,72,73) em u(2,1,1) sao
j=(2,1,1),(2,1,0),(2,0,0),(1,1,1),(1,1,0), (1,0,0).

As possibilidades para t = (t1,t2) em u(1,1) sio t = (1,1),(1,0).
Logo, temos que v(i) = 2.6 — 2 = 10.

Observacao 4.3.11. 1. Caso k = 1. Neste caso, i = (i), temos entdo as sequintes
possibilidades para j =i,i—1,...,1. Logo, u(i) =i e, portanto, v(i) = i(p—n—+1).
2. Suponha i = (iy,42,...,9%) = (1,1,...,1). Temos p(1,...,1) = k, pois temos as

sequintes possibilidades para j = (j1,...,Jk) :

(1,1,...,1)(1,1,...,1,0),(1,1,...,0,0),...(1,0,0,...,0).

Logo, v(1,...,1) = (p —n+ 1)k. Note que, no caso n = p, ocorre v(i) = k.

ig(ig—l)
5 -

De fato, para j = (j1,J2), devemos ter que j; > 0, j1 > jo e j1 < i1, jo < ia. Para

3. Caso k = 2. Para k =2, provemos que pu(i) = p(iy, i) = i1(ia + 1) —

J1 temos as possibilidades 7, = 1,2, ...,11. Portanto, para js temos
i J2
1 0,1
2 0,1,2
ig 0,1,2,.. , 12
19+1 0,1,2,...,179

i 0,1,2, ...,
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Portanto, a quantidade de possibilidades é
(243+...+(2a+1) )+ (i1 —i2)(ia + 1)

= 2+ (2 +1))32 + (i1 —i2)(ig + 1)

2
iyt iglin+ 1) + iy (in + 1) — 2iglip + 1)
B 2
. iy + 15 + iy — 203 — 21 . 19(22 — 1
= iy(ia4 1)+ 22 22 2 2221(22—1—1)—2(22).

v(i) = (p—n+i)puline) — (i1 — i2)u(iz)
= (p—n+i). (il(iZ +1) - 2(22 - 1)) — (i1 — i2)is

= (p—n+i)(i1(ia+1)—(p—n+ i1).i22(i2 — 1)+ (ig — 1)ig

= (p—n+21)(Z122+21)—(p—n+21)(22—22 + 13 — dqo
_ (p—n+u>u+<p—n+mzm—<p—n+z>(;—22 =iy

= (p—n—i—zl)zl—i—;[(p—n—i—zl)%l—(p—n+z1)(22—1)+222—2z1]
= p—n+i)it+2[(p—n+i)(201 — iz + 1) — 24 + 2iy) .

4.4 IDEAL DE MORIN

Seja i um simbolo de Boardman com |i|] = k. Aqui apresentamos a construcdo de
um ideal A! definido no anel de polinémios C {z(‘x} cujas variaveis sao as coordenadas do
espaco de jatos J¥(n,p), vista no final da Segdao 2.2. Utilizando este ideal, mostramos
que o conjunto apresentado na se¢ao anterior ¢ uma subvariedade, e ainda temos controle
sobre sua codimensao em relagao ao espaco dos jatos.

Seja @ : CV x C" — CV x CP definida por ®(7,z) = (7,7()), onde 7 é definido na
Equacdo (2.3) da Secdo 2.2, onde é associado a um o € J*(n,p). Da Observacao 2.1.29,
N é um nimero natural, no qual identificamos J*(n, p) com algum C¥.

Como ® é uma aplicagdo polinomial, para cada simbolo de Boardman i € B(n,p),
li| = k, podemos considerar J;(®) como um ideal no anel de polinémios C [zﬁx, xj}.

Definicao 4.4.1. Nas notagoes anteriores, o tdeal de Morin associado a i e a P,
denotado por A'Oy ,, € definido por AOy, = ¢ (Ji(®)), sendo ¢ : C {zé,xj} —C {zé}

o epimorfismo natural que aplica x; em 0.



IDEAL DE MORIN 92

Por simplicidade e nao havendo confusao na identificagdo dos elementos anteriores,
escrevemos somente A’

Exemplo 4.4.2. No Exemplo 2.1.50, temos que ® : C*® x C? — C'® x C?, definida por
O(7,(z,y)) = (1,7(x,y)), onde T € representado pelo germe o do exemplo citado. Logo,
T € identificado com

(6,0,0,0,0,0,—4,1,-2,0,0,0,0,2,4,0,—3,1).
Assim,

(I)(Ta ((L’, y)) - (I)(67 07 07 07 07 07 _47 17 _27 07 07 07 07 27 47 07 _37 17 <I7 y))
(67 07 07 07 07 07 _47 17 _27 07 Oa O) 07 27 4a 07 _37 17 T(ZE, y))
= (67 07 07 Oa 07 0> _47 17 _27 07 Oa 07 07 27 4a 07 _37 17 O'(ZL', y))a

pois T € representado pelo germe o.

Portanto, ®(7,7(x,y)) = (6,0,0,0,0,0,—4,1,-2,0,0,0,0,2,4,0,—3,1,2% — 22y + x —
2y, 1% + 2y? — 3z + ).

Seja i=(2,2,2) € B(2,2), entao iremos obter Ji 2 (P).
J2)(®) = Azn41 (P, {0}) = As(®,{0}) = Li(D(D))

com

[0]18><1 [O]ISXI
D(®)=| 32> —2y+1 —20-2 |. (4.6)
2¢ — 3 4y +1

Assim, I;(D(®)) = (32 — 2y + 1, —2x — 2,2x — 3,4y + 1) € ideal do anel C[z}, 22, x,y],
para todo o = (v, ag) visto no Ezemplo 2.1.50.

J(2,2)(@) = J(2)(‘P) + I 211 D(®, g), onde g = (3372 —2y+1,-20—2,2x - 3,4y + 1),
com

[0]18x1 [0]18x1
322 —2y+1 —2x—2
2x — 3 4y +1

D(®,g) = 6 5
—2 0
0 4

Entio Jo1)(®) = (32° — 2y + 1, -2z — 2,22 — 3,4y + 1) +
+ (322 — 2y + 1, -2z — 2,22 — 3,4y + 1,6z, —2,—2,4) = C|[z}, 22, ,y|, pois

J2.2)(®) é um ideal de C|z}, 22, x,y] e temos um gerador pertencente a C.

o) Yo

Como Ji22.9)(P) = Jo2)(P) + Io_o41(D(P, h)), onde h sao os geradores de Ji2)(P),
seque de Jo2)(P) = Clzl, 22, x,y] que Jio22)(P) = Clzl, 22, z,y].

o) Yo o) Cad

Portanto, inferimos que A**? 015, = 1h(J2.09)(P)) = C[2L, 22].

o) Yo

Exemplo 4.4.3. Seja f € Os5, dada por f(z,y) = (2% + y,y?).
Conforme definido na Secio 2.2, temos que zo = (24, 22)1<|a|<2 € PaTa o = (Qq, ),

temos o € {(2,0),(0,2),(1,1),(1,0),(0,1)}. Portanto, o é identificado com

(Z(lz,oy Z(lo,z)a 2(1171), 2(11,0)7 Z(lo,l)a 2(22,0)7 2(20,2)a 2(21,1)7 2(21,0)7 3(20,1))>
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onde 2zl = 12!, 244 = 0, 2(1171) = 0,240 = 0,24y = 1.1!,2(2270) = 0, 2(20’2) =
12', 2(21,1) - O, 2(2170) - 0, 2(2071) = 0

Logo, o ¢ identificado com (2,0,0,0,1,0,2,0,0,0) € C° e entdo N = 10. Sendo
assim, ®(o,z,y) = (2,0,0,0,1,0,2,0,0,0, 2% + y,4?).

Considere i = (1,1,). Entdo,

J1(®) = L(D®) = (zy) e J11(P) = L(D(P, zy)) = (zy, 2%, y?),

concluindo que AMY Oy, = ¥(J11)(®)) = ¥({zy, 2%, y%)) = 0 (aplicagio nula).
Observagao 4.4.4. Se ® ¢ a aplicagio dada por ®(7,x) = (1, 7(x)), temos

Jiy(®) = Iy 11 [ag(:v)l , mi(x) = Z Zixa7 l=1,...,p.
Lj

87’[
87%@)

Logo, J;, (®) serd o ideal gerado pelos menores de ordem n—i;+1 de l ] , como ) leva

T .
cada x; em 0, temos que nos 92 (x) resta apenas os coeficientes que acompanham os ter-
x .
J

mos lineares apos aplicar a v, ou seja, resta apenas os zéj, onde e; = (0,...,0,1,0,...,0)

com 1 na j—ésima coordenada. Portanto, ¥(J;, (®)) = n_ilﬂ[zéj].

Lema 4.1. Sejam f € O,,, um germe de aplicacio analitica e i € B(n,p). Entdo
Ji(f) = <]kf) (AioN,U) )

. . * Ve
onde A'On,, estda com N e o associados a ® como wvisto anteriormente, e (]kf) € o
homomorfismo induzido pela extensdo como k-jato

Jf(C0) = (JF(C, 7)), com o = 5" f(0).
Demonstragio. Se ® é a aplicacao dada por ®(7,z) = (7,7(x)) temos

E)Tl(x)] 7

T (@) = Lo [

Oz,
comT(z) = Ek: z%xo‘, para [ = 1,...,p. Como o epimorfismo ¢ leva cada variavel z; a
0, entao o
A" Oy =t (Ju (®)) = Lniin 2],
onde e; = (0,...,1,0,...,0) com 1 na j-ésima posicao. Logo,

(jkf>* (A"On,o)= (jkf)* (Lnciver [2]) = Lo |50 ()] = T (gj:i) =Ji (f),

onde para a primeira igualdade usamos a Observacao 4.4.4, e para a ultima igualdade,

awfl AN l -k
ije(j ) (ze,) =z, 0 " f.

De modo analogo, mostra-se por indugao sobre o comprimento de i, a igualdade re-
querida, observando apenas que para cada [ = 1,...,p e cada indice miltiplo «, temos:

) (o (Ta)) = 0y () = G

usamos a Observacgao 2.2.14 e que 2!, o j* f =
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O resultado seguinte é essencial para termos controle da codimensio de X!,

Observagao 4.4.5. De maneira isolada, a notagio Oy, significa Oy, onde V = J*(n,p).
A identificagio de J*(n, p) com CN nos garante o isomorfismo Oy, = Oy, onde o sequndo
conjunto ¢ o dos germes de funcoes analiticas em C™ em torno da origem, relembrado no
inicio do capitulo.

Teorema 4.4.6. Sejam i € B(n,p) um simbolo de Boardman de comprimento k. Entdo
se o € Xi:

a) X' e V(A'On,) coincidem;

b) & ON" ~ € um anel regular de dimensio N — v(i).

Demonstmgda. Pode ser vista em [p. 14 [12]]. O

Exemplo 4.4.7. Considere ® do Ezemplo 4.4.2, onde temos N = 18, e i = (2,2,2) €
B(2,2). Como vimos em Exemplo 4.5.7, em alguns casos consequimos mapear o conjunto
i como fizemos para X*22) | o que ndo € ficil em geral, tornando ainda mais importante
o primeiro item do teorema anterior. Deste exemplo obtemos que X(>%2) ¢é somente o jato
nulo.

Agora, do Exemplo 2.1.30 temos 18 possibilidades para o o = (a1, o), entdo Clz}, 2%] =
O15. Portanto, do Exemplo 4.4.2,

V(AG2D) = V(C[2L, 22]) = 0.

o) Yo

Portanto, X222 ¢ V(C[zl, 22]) ndo sdo identificados, tornando muito importante a
hipétese de o € X', que ndo ocorre neste caso.

018,0 T (/)18 o
A(272’2) = dlm 0718 =0.

Além disso, dim
Por outro lado,
v(2,2,2) = (p—n+i).plin, iz, is) — (iv — i2)p(is, i2) — (i2 — i3)u(ir)
= (2—-2+2).u(2,2,2) =2.9 =18, com
1(2,2,2) = #{(2,2,2),(2,2,1),(2,2,0),(2,1,1), (2, 1,0),(2,0,0), (1,1,1), (1,1,0), (1,0, 0)}.

Logo, diretamente do teorema anterior,

O35
dim W =18 —1(2,2,2) = 18 — 18 = 0, que de fato coincide com o cdlculo
1< 18

anterior.

O teorema a seguir foi provado de duas maneiras: por Boardman [13, p. 408] e por
Morin em [12, p. 15]. Seguimos o segundo caminho.

Teorema 4.4.8. Sei= (iy,...,i) € B(n,p), entio o subconjunto ¥ é uma subvariedade
de J*(n,p) de codimensdo v(i).
. . : On.o
Demonstragio. Para o € ¥, pelo Teorema 4.4.6, temos que V(A'Oy,) = X' e dim Ai(;\ﬂ =
N,o

N — v(i). Deste modo, temos que

ON,U
AlOy,
onde a segunda igualdade advém da Observacao 3.1.69.

Concluindo que dim ¥ = N — v(i). Como N = dim J*(n, p), entdo a codimensio de
Ytem J*(n,p) é v(i). O

N — v(i) = dim = dim V(A'Opy,) = dim 3,
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Definigao 4.4.9. Para um simbolo de Boardman i = (iy,. .., i), as subvariedades X' de
J¥(n,p) sio chamadas de singularidade de Thom-Boardman.

Teorema 4.4.10. O conjunto de todas as aplicagoes f € O,,, tais que j*f é transversal
a todas as subvariedades de Thom-Boardman X"-% ¢ denso em O,

Demonstracao. Esse resultado é uma consequéncia imediata do Teorema 2.1.28. O



5 Multiplicidade de germes de aplicacoes

Na Secao 3.2 vimos um numero que recebeu o nome de multiplicidade de Hilbert-
Samuel, que esta associado a um anel local Noetheriano. Neste capitulo, definimos um
numero que advém desta multiplicidade e que depende de extensbes jacobianas itera-
das, para um anel especifico. Deste modo, temos um ntmero associado a um germe de
aplicacgao.

Uma propriedade importante ¢ que, sob algumas hipdteses, este nimero se mantém
constante em um determinado intervalo.

Finalizamos obtendo resultados que melhoram a férmula desse ntimero, para um con-
junto especifico de germes.

5.1 CONCEITOS E RESULTADOS NO CASO GE-
RAL

Nesta secao estudamos o anel quociente O,,/Ji(f), onde f € O,,,, e Ji(f) é a extensao
jacobiana iterada de f associada ao simbolo de Boardman i, conceitos vistos no capitulo
anterior. A obten¢do de um ntmero associado a este anel quociente é o objetivo deste
trabalho.

Vimos (Proposigao 3.1.43) que o anel O,, é um anel Noetheriano. Portanto, da Pro-

posicao 3.1.44, como J;(f) é um ideal de O, entao é¢ um anel Noetheriano.

O,
| , 5i(f) o |
Ainda, sabemos que O, é um anel local, com m, sendo seu tnico ideal maximal

(Exemplo 3.3.9).

Proposicao 5.1.1. O ideal m,, + Ji(f) é um ideal maximal de com m,, sendo o

O,
Ji(f)
ideal maximal de O,,.

Demonstracdo. Primeiramente, observe que de um resultado de Algebra Comutativa (Pro-
posicao 2.5.3, [14]) temos uma bije¢ao entre os seguintes conjuntos

On
@ : {m ideais maximais de O,, | m D Ji(f)} — {ideais maximais de }

Ji(f)
e ainda ¢(m) = m + Ji(f).
Portanto, basta provar que m,, D J;(f), para isso, suponhamos que m,, 2 J;(f).

Por outro lado J;(f) ndo pode ser maximal de O,,, pois m,, é o tinico ideal maximal de
O,, entao deve existir um ideal 77 de O,, com J;(f) € T’. Porém, se nao ha nenhum

96
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outro ideal préprio que contém 77, entao 7" é um ideal maximal, mas m,, é o tnico ideal
maximal de O,, e, portanto, 7" deveria ser igual a m,,, concluindo que J;(f) C T’ = m,,.

Logo, deve existir um ideal préprio 7" de O, com J;i(f) C T" C T" e se nao houvesse
nenhum ideal que contenha 7", entao 7" seria maximal, porém m,, é o tinico ideal maximal
de O, e, portanto, teriamos Ji(f) C T C T".

Prosseguindo de maneira analoga, temos
J(f)cT CT"C ...

uma cadeia crescente de ideais de O,,, que deve ser estacionaria, pois O,, é Noetheriano.

Tome K o ideal que "estaciona' a cadeia, ou seja, K = T" = T""1 = ..., entdo este ideal
nao esta contido em nenhum outro ideal de @,,, tornando-se um ideal maximal de O,,.
Como m,, é o unico ideal maximal de O,,, entdao K = m,,. Concluindo que J;(f) C m, e

On
assim, do resultado, m,, + Ji(f) é um ideal maximal de . O

Ji(f)

On
Observacao 5.1.2. Note que como m, + Ji(f) é um ideal mazimal de ——, entdo

Ji(f)

O,
m,, + Ji(f) € um ideal de defini¢io de 0 (Defini¢ao 3.3.7).
O quociente O,/ Ji(f) é um espago vetorial complexo (Observagao 4.2.11). Logo, o
primeiro nimero natural associado é a sua dimensao como C-espago vetorial. Este nimero
possui varias descrigoes e é bastante importante, onde sua defini¢ao foi retirada de [1].

Definic¢ao 5.1.3. Definimos o nimero ¢;(f) = dimc O,/ J;i(f).

Exemplo 5.1.4. Note que para f € O,, i= (n) e do Exemplo 4.2.9, temos que

a(f) = e (f) = dime O/ J)(f) = dime On/J f,

onde Jf € o ideal gerados pelas derivadas parciais de f, chamado de ideal jacobiano de f.
Portanto, neste caso ¢;(f), no caso da origem ser um ponto singular isolado, € o cldssico
numero de Milnor de f.

Observagao 5.1.5. Note que a igualdade do exemplo anterior sempre ocorre, mas para
existir numero de Milnor associado a uma f, a hipotese de ter singularidade isolada é
necessdaria. Os dois exemplos subsequentes foram feitos no software SINGULAR, que
pode ser baizado gratuitamente em https://www.singular.uni-kl.de/ onde o primeiro € para

o caso de singularidade isolada e o sequndo para singularidade nao isolada.
Exemplo 5.1.6. Considere o germe f € O, dado por f(x,y) = x* — y3. Sendo

Df(z,y) = (2, —3y?), entdo
Df(x,y) =(0,0) &z =y =0.

Logo, temos o tunico ponto singular sendo a origem (uma singularidade isolada). Va-
mos verificar usando o SINGULAR o que ocorre com cey(f).

No SINGULAR digitamos
>ring r=0, (z,y), ds;
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>poly f=x2-y3;
>module jf=jacob(f);
>matriz J=jf;

>ideal i = minor(J,1);
>Suvdim(std(i));

2 (nimero que aparece depois que pressionamos ENTER).

Isto significa que a dimensao compleza de O,/ J2)(f) € igual a 2, onde ideal i na
programagdo acima € Jf = Joy(f).

E possivel obter este nimero com uma programacao mais direta, usando um pacote
préprio. Porém este caminho nos ajuda a entender o caminho para o caso de aplicacoes
(ou seja, f € Onyp, p>1).

Exemplo 5.1.7. Considere o germe f € O3z dado por f(z,y,z) = x> — yz*. Sendo
Df(z,y,z) = (2z,—2% —2yz), entdo

Df(z,y,z) =(0,0,0) < x =0, z=0.

Logo, temos que todo ponto do tipo (0,y,0) é um ponto singular (origem nao é uma
singularidade isolada). Vamos verificar usando o SINGULAR o que ocorre com ce)(f).

No SINGULAR digitamos
>ring r=0, (1,y,z), ds;
>poly f=x2-yz2;

>module jf=jacob(f);
>matriz J=jf;

>ideal i = minor(J,1);
>uvdim(std(i));

-1 (ndmero que aparece depois que pressionamos ENTER).

Isto significa que a dimensao compleza de O,/ Jq)(f) € infinita.

Exemplo 5.1.8. Seja f € Oy, dado por f(z,y) = (2? +y,y* + 4sz), s fizo. Calculemos
c11(f), lembrando que

can(f) = dime O, /Ja1y(f),
_0f10fy  0f10f

onde Ji1(f) = L(D(f)) + I2(D(f, 9)), com I(D(f)) = (9) e g = 9 0y Oy or
dxy — 4s, sendo f = (f1, fa).

No SINGULAR, vamos calcular primeiro cq 1y (f) para s = 0. A programagao € a
sequinte:

>ring r=0, (,y), ds;

>poly f1=x2+vy;

>poly f2=y2;

>ideal f=f1,f2;

>module jf=jacob(f);

>matriz Df=jf;

>ideal i = minor(Df,2);

>poly g=i[1];

>ideal fg =f,g;

>module jfg=jacob(fq);
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>matriz Dfg=jfg;

>ideal j=minor(Dfg,2);

>ideal 1=1,j;

>vdim(std(l));

3 (nimero que aparece depois que pressionamos ENTER), ou seja, cq1)(f) = 3.

Agora para s = i, basta mudar somente o terceiro comando (>poly f2=y2+x;) e

obtemos que cq1y(f) = 0.

Exemplo 5.1.9. Seja f € Oq, dado por f(z,y) = (2> +y,y* + 5), s fizo.
Neste caso, J11(f) =< dzy > + < 4oy, 8zy — 4y, —8zy >, que nao depende de s.
Usando o SINGULAR como anteriormente, obtemos que

C(1,1)(f) =00, Vs.

A seguir, damos uma extensao do niimero ¢;( f), associada a multiplicidade de Hilbert-
Samuel de O,,/ Ji(f).

Definicao 5.1.10. Para cada germe de aplicagao f € O, , e simbolo de Boardman i €
B(n,p), definimos a multiplicidade de f em relagio a i, denotada por e;(f), como a
multiplicidade, no sentido Hilbert-Samuel (no sentido da Definicio 3.5.23), do anel local
O,/ Ji(f), ou seja,

ei(f) = e(On/Ji(f))-

Proposicao 5.1.11. Nas condicoes da definicao anterior, essa multiplicidade pode ser
expressa usando a formula limite para a multiplicidade como

db O,
mt + Ji(f)’

onde d é a dimensao de O,/ J;(f) (como anel (Defini¢io 3.1.59)).

O,
Demonstragio. Da Observacao 5.1.2, m,, + J;(f) é um ideal de defini¢do de )
. - Oy, .
Logo, basta considerar na Definicdo 3.3.23, R = 0 e I = m, + Ji(f) o ideal de

definicao de R, ficando com

On \ _ o (AN, [ () | _
e<mn+Ji(f)in(f)>_klglgo<k’d>€ (m,, + Ji(f))¥ B

n

mp + Ji(f)
sendo um espago vetorial sobre C (andlogo ao que foi feito para O,,/Ji(f) na Observacao
4.2.11).

Note que dime (M) = ¢(M), quando M é um espago vetorial e podemos tomar

[]
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Proposigao 5.1.12. Quando o anel O,/ Ji(f) tem dimensdo zero, este nimero é dado
por

ei(f) = dimc =a(f).

O,
Ji(f)

Demonstracao. Basta usar a Proposicao 3.3.24. Entao temos que

O, . Oy,
1= 57) = aime 3755 = ol

pois estamos com dimensao como espago vetorial. ]
Proposigao 5.1.13. Para f € O, ei € B(n,p), ei(f) sempre € finito.
Demonstragdo. Segue diretamente da Observacao 3.3.21. O]

Das duas ultimas proposigoes, temos o seguinte resultado:

O,
Corolario 5.1.14. Se o anel O,/ Ji(f) tem dimensdo zero entdo dimc VAT) < 00.
Seguem dois resultados, que para o caso de O,/ J;(f) ter dimensao 0, entdo garantimos
que a origem ¢ uma singularidade isolada.

Proposigao 5.1.15. dim¢c O,,/I < co se, e somente se, existe k € N tal que mF C I,
onde m, ={f € O, | f(0) =0}.

Demonstrag¢io. Suponha que dime O,,/I < oo, entao Ik € N tal que O,,/I tem uma base
com k elementos B = {f1+1,..., fr+1}, onde f; sdo germes de fungdes analiticas de O,,.
Se supomos que m¥ 2 I, entdo existe uma g € mF e g & I. Logo, existe a classe g+ [
tal que g tem grau maior ou igual a k.
Porém, g + 1 € O, /I, ou seja, g + I é gerado pela base B, ou seja,

k
g+[:ZCj(f]+I), ch(C.
j=1

Entao, necessariamente, existe uma f, de grau maior ou igual a k£ e, nesse caso,
contraria o fato de B ter apenas k elementos para gerar O,,/I, pois as classes fi+1, ..., fr+
I nao seriam suficientes para gerar todos os elementos de grau menor que k.

Reciprocamente, suponha que m® C . entdao todas as funcdes analiticas de grau
maior ou igual a k estdao em [. Isto significa que no quociente s6 precisamos considerar
as classes de funcoes analiticas que comecam com termos de grau menor que k. Es-
ses termos incluem as fungoes representadas por um nimero finito de monoémios, como

1,21, %9, ..., Ty, T3, T1T9, T1X3, . .. COM grau menor que k.
Como existe apenas um numero finito de monomios de grau total menor que k, o
espago gerado por essas classes tem dimensao finita, ou seja, dim O,,/I < oco. O

Corolario 5.1.16. Suponha I = Jf com f € O, e Jf € o ideal gerado pelas derivadas
parciais de f. Entdo

dimc O, /1 < oo se, e somente se, a origem é uma singularidade isolada de f.
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Demonstragio. Da proposicdo anterior, temos dime O, /Jf < oo < Jk | mF C Jf < Tk

0 0
tal que os mondmios ¥, ..., 2* sio combinacdes lineares de —f, cee / .
8%1 8xn
Tome = = (x1,...,%,) um ponto singular. Logo, af(x) =0, Vi, mas
Ly
of
k. .
=% a;— =0,Vj.
Portanto, a origem ¢é o tinico ponto singular. O]

Exemplo 5.1.17. Sejam p =1 ei= (n), com o anel O,/ Ji(f) de dimensdo zero. Nesse
caso, o nimero ew)(f) = cum)(f) € o mimero de Milnor do germe f € O, onde a origem
¢ um ponto singular isolado (Coroldrios 5.1.14 e 5.1.16).

Observacao 5.1.18. Considere um germe de aplicagio f € O, , e um simbolo de Board-
man i € B(n,p) tal que o anel O, /Ji(f) tenha dimensao d.

Sendoe;(f) =e < o aplicando a Proposi¢ao 3.5.27 ao ideal mazimal de O,,/ Ji(f),

)

temos que existem d formas lineares gi, ..., gq tal que e;(f) € expresso como
O,
ei(f):6<<gla--'7gd>> >a
Ji(f)

onde g; denota a imagem de g; em O,/ Ji(f).

Proposicao 5.1.19. Nas condigoes anteriores, se o anel O, /Ji(f) é Cohen-Macaulay,
entao o

Ji(f) + (g1, 9a)
Demonstrag¢io. Temos pelo Lema 3.6 que se I é um ideal de pardmetros de R (em nosso
O, R -

), entao ¢ <> = ¢(I,R) . Por outro lado, pela Proposicao 3.3.27,

Ji(f) I
e(I,R) =e({a,...,aq), R) com I um ideal de definicdo de R e (ay,...,aq).

ei(f) = dlm@

caso, R =

n

Ji(f)

Como m,, + Ji(f) é um ideal de defini¢do de (Observagao 5.1.2), entao da

Proposicao 3.3.27 e do Lema 3.6, temos

Gi(f):€<J?})> e((g...,%),%> —

O, n
N GIe 0 o o,
e @] e s an | =M R e

]

Exemplo 5.1.20. Calculamos e3(f) com f € O3 dado por f(x,y,2) = 2> —yz?, utilizando
o software SINGULAR.

Inicialmente vamos calcular d = dim O3/ J5(f), onde

Df = [ 2r —z2%2 —2uz } e Js(f) = I3 (Df) = L(Df) = (z, 2%, yz).
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No software SINGULAR digitamos

>ring r =0, (1,y,z), ds;

>ideal I = x,22,yz;

>dim(std(I));

1 (Valor mostrado ao teclar ENTER, significando que d = dim O3/J3(f) = 1).

Logo, pela descricao dada pela Proposicao 5.1.11, temos

1 O3 N Os
= lim —dimg ————— = lim —d ‘
ealf) = Ji g dime e T g e e

Notemos que, para k > 2 (x,y, z)k + (1, 2%, y2) = <x, y* . yz, z2>. Entao,

Os

- 2 C{Ly, .y 2
(x,yk,yZ,ZQ) { vy, ) Z}

ou seja, tem k + 1 geradores. Logo,

O3
dimg —————— =k + 1.

e Ry

Portanto X 1
es(f) = Jim —-(k+1) = lim 14 =1.

Da descricao do resultado anterior, obtemos que g1 =y, ou seja,

03 (’)3

2 = dimg —————— = dim _
a AAGERCN) C<r2yz>+<y>

Neste momento o objetivo é obter a invaridncia da multiplicidade associada a um
germe, sob algumas hipdteses, num determinado intervalo. Mais especificamente, da-
dos f € O,, ¢ i € B(n,p), considerando F(u,z) = (u, fu(x)) um desdobramento a
r-parametros de f, ou seja, existe uma

h: (CT x C",(0,0)) — (CP,0) e F: (C" x C", (0,0)) — (C" x C, (0,0)),

onde F(u,z) = (u, fu(x)) = (u, h(u,z)), com h(0,z) = f(z), Vz, queremos determinar a
invariancia de e;(f,), para © numa vizinhanga de 0 € C”.

Para obter esta invaridncia, utilizamos uma nova ferramenta chamada de equimulti-
plicidade, que é definida a seguir em um contexto geral, cujos objetos envolvidos estao
definidos na Secao 2.2.

Definicao 5.1.21. Sejam V C C" uma variedade analitica, R = Oy, comv € V, W CV
uma subvariedade analitica em v e

P=A{f|f éum germe analitico com f(q) =0,V q € W} contido em R,

que € um ideal primo. Dizemos que V é equimailtiplo ao longo de W em v se R e
Rp possuem a mesma multiplicidade, onde Rp denota a localizacao de R em P.

Como caracterizacao geométrica, apresentamos um resultado que utiliza o conceito de
blow-up (também visto na Subsecao 2.2.4) para descrever a equimultiplicidade.
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Proposigao 5.1.22. Seja 7 : X — C" o blow-up de C™ ao longo de W e seja V' tal que
7 restrita a V' € exatamente igual a V. Entao, V € equimiltiplo ao longo de W em v
se, e somente se, todas as fibras sobre W prézimas de v da restricio © : V' — V sdo
puramente dimensionais (ou seja, todas suas componentes tem a mesma dimensdo), de
dimensao igual a codimyW — 1.

Demonstrag¢io. Pode ser vista em [15, p. 137]. O

Precisamente, o conceito que nos dard a invaridncia de e;(f,) é a equimultiplicidade
de V(J;(F')) ao longo de C" x 0. Comegamos exemplificando duas deformagdes F' de um
mesmo germe f, onde somente uma delas a condi¢gdo C" x 0 C V(J;(F')) ocorre, o que é
essencial para este conceito.

Exemplo 5.1.23. Consideremos f € Oa4, dada por f(x,y) = (2> +y,vy*) e F(s,x,y) =
(s,2% + y,y? + 4sx) um desdobramento a 1-parametro de f. Como mo Ezemplo 5.1.8,
ean(f) = can(f) =3 eeqn(F(s = 1) = can(F(s = 1)) =0.

Note que Ji1)(F) = Ji(F) + Is_141(D(F, g)), onde g sio os geradores de Jy(F').

1 0 O
Como Ji(F) = I3_141(DF) = I3 0 2z 1 = (dzy —4s) = (xy — s).
dr 4s 2y
Portanto,
1 0 0
0 2z 1
J(lal)(F) = Jl(F> + I3 4r 4s 2y
-1 v =

= <4xy — 4s,22% — y, dsx — 2y, —8x> + 4s> = <4:L'y — 45,22 — y, 4sx — 2y2> .
Entao

V(Jan(F)) = {(s,z,y) € C°, day —4s = 22° — y = 4sz — 2y* = 0}
= {(-4v2,-Vv2,4), (4v2,v2,4,4V2)} ’

onde os cdlculos foram feitos no Wolfram Alpha. Logo C x {(0,0)} = {(s,0,0), s € C} ¢
V{Jan(F)).

Exemplo 5.1.24. Considere agora o sequinte desdobramento F (s, z,y) = (s, 2*+y, y*+5)
um desdobramento a 1-parametro da mesma f do exemplo anterior.

1 0 O
Agora, como Ji(F)=1I3_11(DF)=1I3| 0 2z 1 = (4dzy).
10 2
1 0 0
0 2z 1 9 9 9
Portanto, Jq1)(F) = Ji(F)+13 10 2y = (dzy,22° —y, —2y*, —22° + y) =
0 v =

= (dzy, 22 — y, —2y*). Portanto,

V(Jan(F) = {(s,2,y) € C° | 4wy = 22> —y = —2y* = 0} = C x {(0,0)}.
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Sequindo a descricio do Exemplo 5.1.9, Jq1)(F) = Ja1)(f). Desde modo,

A = 1im i On =~ tim L O _ v
) = i e ) — A e gy — o0

n

dando a invariancia da multiplicidade da deformacao neste caso.

A seguir dois resultados que caracterizam a equimultiplicidade de V' (Ji(F')) ao longo
de C" x {0} em 0, que s6 faz sentido se C" x {0} C V (J;(F)). O primeiro d4 uma inter-
pretacao geométrica deste conceito e o segundo é que de fato da a invaridncia mencionada
anteriormente.

Proposicao 5.1.25. Sejam m: X — C"x C" o blow-up de C" x C" em C" x {0} e V'
tal que m restrita a V' é exatamente V(Ji(F)). Entao, V (Ji(F)) é equimaltiplo ao longo
de C" x {0} em 0 se, e somente se, as fibras sobre C" x {0} em wma vizinhanga de 0
da restrigio m : V' — V (Ji(F)) sdo puramente dimensionais de dimensao d — 1, onde

d = dim O,/ Ji(f).
Demonstragio. Basta aplicar a Proposigao 5.1.22, para V- =V (J;(F))e W = C"x{0}. O

Exemplo 5.1.26. Sejam 7 : C* — C* o blow-up de C* em {(0,0,0)} e & o blow-up de
C3 em C x {(0,0)} (Ezxemplo 2.2.58).

Do exemplo anterior temos que
V' =7 (V(Ja(F))) = 7H(C x {(0,0)})

= {(21,0,0;2,:0:0) € C* x P>,V 1,2 € C}.
Agora dado uw = (s,x,y) € V(Ja1,1)(F)) = C x {(0,0)}, temos que

7 (u) = 71(5,0,0) = {(5,0,0;21 : 0:0) € C* x P2V 2, € C},

isomorfo a um ponto em P2, que é uma reta em C3. Com isso, dimensdo de 7 *(u) = 1.
Ainda, note que no exemplo anterior, para f(x,y) = (x*+y,y?), temos que Ja1)(f) =
(0). Assim, d = dim Oy/Jq,1)(f) = 2. Portanto d — 1 = 1, conferindo o fato das fibras
7 u) NV’ serem puramente dimensionais de dimensdo 1.
Portanto concluimos da proposicio anterior, que V(Jq1)(F)) € equimiiltiplo ao longo

de C" x {0}.

Para f € O,, e i um simbolo de Boardman com |i| = k, seja o = j*f(0). Deste modo
temos definido ® : C¥ x C* — CV x CP, onde ®(7,z) = (7, 7(x)), com 7 esté associada
a o e tendo o ideal de Morin A'Oy,, definido na tltima secdo do capitulo anterior.

Neste ultimo resultado a demonstragao sera omitida, pois utiliza objetos que nao sao
o foco dessa dissertacao.

Proposicao 5.1.27. Nas notagoes anteriores, seja V' (AiONy(,) Cohen-Macaulay, com

codim V(Ji(f)) = dim Oy, — dim V' <A10N70> e F(u,z) = (u, fu(x)) um desdobramento
a r-parametros de f, tal que C" x {0} C V (J;(F)). Entdo,

ei(f) = e (fu) para todo u numa vizinhanga de 0 € C", se, e somente se,
V (Ji(F)) é equimiltiplo ao longo de C" x {0} em 0.
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Demonstragio. Pode ser vista em [2, Proposi¢ao 3.2]. ]

Exemplo 5.1.28. Seja f € J?(2,2), dada por f(x,y) = (% + y,y?). Pelo Ezemplo
5.1.26, concluimos que V(Jq,1)(f)) € equimiltiplo ao longo de C x {0} e calculamos que
dim Oy /J11)(f) = 2, entdo seque que

codimV (Ja1y(f)) = dim C" — dim V(J11)(f)) =n —dim Oy /Ju 1y (f) =2 -2 = 0.

Por outro lado, no Fxemplo 4.4.3, obtemos ® e consequentemente N e o. Conside-
rando i = (1,1), neste mesmo exemplo, obtemos que

A0, = (T (®)) = ((zy, 2%, 4%)) = O (aplicagio nula).

Portanto, V(AW Oy,) = O1,, que é Cohen-Macaulay (Ezemplo 3.1.91). Além
disso, dim Oy¢ , — dim V(A(l’l)(’)lop) = 0. Portanto, temos todas as hipoteses da proposi-
¢ao anterior verificadas.

Sendo assim, pelo resultado anterior, e;(f) = e;(fu) para todo u numa vizinhanca de

0. Isso foi confirmado no final do Exemplo 5.1.24.

5.2 CASO PARTICULAR: GERMES QUASE HO-
MOGENEOS

Nesta secao exploramos o conceito de multiplicidade para o caso particular de ger-
mes quase homogéneos, obtendo férmulas melhores (que dependem dos pesos e graus de
homogeneidade), tornando mais facil a sua determinacao.

Definicao 5.2.1. Um germe de aplicagio f € O,,,, com f = (f1,..., fp), € dito ser quase
homogéneo com graus di,...,d, e pesos wi,...,wy, se, para cada l =1,...,p, tivermos:

frN iy, Am)) = N fi(z), Yo = (z,...,2,) €C", A€ C.

Proposicao 5.2.2. Seja f € O,,, quase homogéneo com grausdy, .. .,d, e pesoswy, ..., W,,.
Entao suas derivadas parciais também sdo quase homogéneas de mesmos pesos.
Demonstragdo. De fato, suponha que f seja quase homogéneo com graus dy, . . ., d; e pesos
wy,...,w,. Entao, para cada [ =1,...,p, temos

Ay, A y,) = A fy(x), Vo = (2,...,2,) € C", A € C.

0
Portanto, aplicando a derivada parcial — de ambos os lados da igualdade, temos que

a w1 Wn, _ 8 d

2 (amnen = 2 (5

n afl w1 wn, a()\wkl'k) _\d afl
S kX::I 8()\wk33k)(>\ 1‘1,...,/\ xn) axj =\ axj(ZEl,...,flj'n)

0 0
) (%;(xl’ e En) A = )\dlgiz(a:l, )

71 = d’i*wjl
& axj($1,...,$n) A axj(l’l, ),

Note que nesse caso (da derivada em relagao a

of

j-ésima variavel), temos grau d; — w; para a ——. 0

827]'

. O(A"Exy) {X‘”k, se k=7
pois ————% =

J
637] 07 s€ k 7éj '
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Observacgao 5.2.3. Com esse resultado, podemos notar que quando [ é quase homogéneo,
0s geradores do ideal J;(f) também sao homogéneos com os mesmos pesos, para qualquer
simbolo de Boardman i, pois Ji(f) € gerado por f e suas derivadas parciais, que sao
homogéneas de mesmos pesos. Ademais, podemos observar que como

dal . O,

entao é esperado que e;(f) é determinado pelos pesos e graus de f.

Notacao: Dado os vetores w = (wy, ..., w,) ed = (di, ..., d,), tais que suas coordenadas
sdo nimeros inteiros nao negativos, denotamos por H(w;d) o espago vetorial complexo
das aplicagoes quase homogéneas com pesos wy,...,w, € graus di, ..., d,. Quando
wy; = -+ =w, =1 (caso homogéneo), denotamos H(w;d) por H,(d).

A proposicao que segue nos da, sob algumas hipoteses, a constancia da multiplicidade,
ei(f) para toda f num conjunto aberto de H(w;d). Ela é consequéncia da Proposicao
5.1.27, cuja demonstracao sera omitida

Proposicao 5.2.4. Seja i € B(n,p) um simbolo de Boardman. Suponha que ezista
um subconjunto aberto de Zariski Q C H,(w,d) tal que para todo f € Q, o germe

Vv (AiONVU) ¢ Cohen-Macaulay e codimV (Ji(f)) = codim, V' (AiON,U) = dim Oy, —
dim V (Ai(’)]\w) =n, onde o = j*f(0). Entdo, a multiplicidade e;(f) é constante em €.

Demonstragao. Pode ser vista em [2, Corolério 3.4]. O

Se f € X' en = (i), da Proposigao 5.2.4, a segunda condigao da proposigao anterior
pode ser substituida por codim V' (Ji(f)) = v(i). Por exemplo, isso ocorre nos seguintes
casos:

lL.i=1),p=2n—1,poisv(i)=p—n+i)ul)=2n—1+n+1) =n;

2.i=(n),p=1,poisv(n)=(p—n+i)pn)=(1—-n+n)n=n;

3.i=(L,1),n=p=2,poisv(l,1) = (p—n+iy).u(l,1)— (i1 —iz).u(iz) = 1.2 =2 =n.

A partir daqui trataremos de resultados sobre a multiplicidade de germes quase ho-
mogéneos em funcao apenas de seus graus e pesos.

Proposicao 5.2.5. Seja f € O,,, um germe quase homogéneo com graus d, ... ,d, e pesos
wi, ..., wy,. Considere o simbolo de Boardman i = (1) quandon <p oui= (n—p+1)
quando n > p. Suponha que dim O,/ Ji(f) =n —v({) ew, =--- =w, =1, ou v(i) = n.
Entao,
ei(f) = e > iy iy -+ iy (i1 =)
wy - -

"Wn 1<, <. <iyp1 <max{p,n}

onder =|p—n|ed;=d —w,.

Demonstragao. Observe que f € O, ,, entao Df ¢ uma matriz p X n.

Quando n < p, para i = (1), temos
Ji(f) = Li—1a(Df) = I,(Df), que é o menor maximal de Df, ou seja, ¢ o maior
menor possivel de Df.
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Quando n > p, parai= (n —p+ 1), temos
Ji(f) = In—n—pr1)+1(Df) = I,(Df), que é o menor maximal de D f nesse caso.

Primeiramente, note que O,, é Cohen-Macaulay (Exemplo 3.1.91), entdo o conceito de
altura e grau de um ideal de O,, sdo iguais (Teorema 3.1.89). Ainda, ele é um anel local,
portanto, vale que

dim O,,/ Ji(f) = dim O,, — ht(J;(f)) = dim O,, — grau(J;(f)) = n — grau(J;i(f)).

Porém, por hipétese, dim O,,/ Ji(f) = n—wv(i). Logo, obtemos que grau(Ji(f)) = v(i).

Portanto, Jo)(f) = I.(Df) terd grau p —n +1 = v((1)) = v@i) se n < p ou
Jn—pi1y(f) = L,(Df) terd grau 1 = v((n —p + 1)) = v(i) se n > p.

Da Proposicao 5.2.2, obtemos que as entradas de D f serdao germes quase homogéneos
com pesos e graus d;; = d; — w;. Esse resultado segue do Teorema 3.4.3 no caso em que
wy=...=w, =1leR=0,,U=I[Df], ., In(U)=1I,(Df) se n <pcom grau p—n-+1
e I,(U)=IL,(Df) se n>pcom graup—p+1=1. Entdo, paran <p,r=p—ne

ei(f) = e(On/Juy(f))
= e(0,/I,(Df))

= 6(077«) ( Z dilildigigfl e dir+1(ir+1—7")>

1<i1 < <irgp1<n
1

- . Z di1i1di2i2—1 e dir+1(ir+l_'")> .

Wy ... Wy, 1<ii < <ir4+1<n

Note que do Exemplo 3.3.26, temos que e(O,,) = 1 e estamos no caso em que w; =

- = w, = 1. Entao vale que ¢(0,,) = ——.
Wy - Wy

Para n > p o raciocinio é andlogo e chegamos no mesmo resultado apenas trocando n
por p no somatoério, entdo, podemos reescrever como

1
e‘f T wy.w, Z diidii_l'..dir iy T>’r:n_p.
1( ) wy ... Wn <1§i1<~~~<ir+1§max{n,p} e +1(ir41-7) | |

Para o caso em que v(i) = n temos que dim O,,/J;(f) = 0, portanto, da Defini¢ao
3.3.23, segue que

e(On/Ji(f)) = U(On/ Ji(f)) =

1
= I < > diyiy Aig(ig—1) - - -dirﬂ(irﬂ—r))’

1<i1 <+ <ip41<max{n,p}

como queriamos. O

Exemplo 5.2.6. Considere o germe [ € Oa4, dado por f(z,y) = (22,y%), que é quase
homogéneo com graus dy = 2, dy = 3 e pesos w; = wy = 1.
Observe que estamos com n < p, logo, para i = (1), temos

v(l)=(p—n+1)ul)=2-2+1).1=1.

Ainda, note que Ji(f) = Ir_111(Df) = I ([ 256 322 D = (vy°) e
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. 02 . OQ
dim —— = dim —=
Jl(f) <xy2>

software SINGULAR com comandos jd informados. Usamos este recurso também nos
exemplos sequintes.
Logo, pela proposicao anterior, deveriamos ter que, para r = 0,

er(f) = Z iviy - iy (i —7)

1<ty <+ <ip41<max{n,p}

=1 (=n—wv(1)), onde o cilculo da dimensao foi feito via o

onde d;; = d; —wj. Entao ei(f) = di1 + daa, com
diyn=di—w =1, dig =dy —wy =1; dyy = dy — w1 = 2; dyp = dy — wp = 2.

Portanto, pela proposicao anterior, concluimos que e1(f) = 3.
Por outro lado, calculando e (f) pela formula da Proposicio 5.1.11, como

O,
dim =1, temos que
Ji(f)
. 1 . 02 . 1 . OQ
AU BRI TR e ()
Para k > 2,
O, ~ C{1,z,y 22, 2y, y2, 2, xy?, P k1 l,yk—Q yk—l}
(ah, 2=y, . y) A S A A A : ,
concluindo que dim O, = (k—1).3
! . <$k7xk71y7"'7yk> B '
Sendo assim, voltando ao limite, temos
o1 @) o1 _ 1
el(f) - ]}ggo % dimg¢ m = kh_g.lo %(/ﬂ — 1).3 = 3. (1611_{{.101 — /f) =3,

conferindo exatamente com o valor dado pela formula.

No proximo resultado particularizamos a familia de germes a ser considerada (O,
ou seja p = n) mas com outro simbolo de Boardman nao contemplado na proposigao
anterior. E uma aplicacdo do raciocinio utilizado na proposicao anterior, mas nao é uma
extensao dela.

Proposicao 5.2.7. Seja f € O,,,, um germe quase homogéneo com graus di,...,d, e
Pesos wi, ..., wy. Suponha que dimO,/J11(f) = n—-2ew; = -+ = w, = 1, ou

dim O,,/J11(f) = 0. Entdo,

1
61,1(f) = > di,idj,jfly

Wy - - Wy 1<i<i<nt1
onde dpy1 =dy + ... +dp —wy — ... wy, edy = d; —wj.

Demonstra¢io. Primeiramente, note que Df é uma matriz n X n, portanto, J;(f) =
In101(Df) = L,(Df) = {(g1), pois tera apenas um menor. Logo,

Jan(f) = L) + L1 (D(f, 9)) = I(Df) + 1.(D(f, 9)) = 1.(D(f,9)),



CASO PARTICULAR: GERMES QUASE HOMOGENEOS 109

pois vale que I,(Df) C I,(D(f,g)). Observe que D(f,g) é uma matriz (n + 1) X n.

Com raciocinio analogo ao resultado anterior, temos que Jq 1y(f) = I,(D(f,g)) tem
grau v((1,1)) = 2 = (n+ 1) — n + 1. Portanto, podemos aplicar o Lema 3.4.3 com
r=(n+1) —n=1e concluir que

1
— (O/J1) = ——— diid; 1,
er1(f) =e(On/Ja) wor o 1Si<%:§n+1 g1
onde dn+1:d1+...+dn—w1—...wnedij:di—wj.
Quando dim O,,/J;1(f) = 0, temos que ey 1(f) = dimc O,/ J11(f) = £(On/J11(f)) €
segue diretamente do Teorema 3.4.4 que ey ;(f) = —— > dudi-y,
Wy - Wy 1<i<j<nt1
comdy1 =dy+...+d, —wy — ... w, e d;; = di — w;. O

Exemplo 5.2.8. Seja f € Os3, dada por f(x,y,z2) = (22,42, 2), que é quase homogénea
com pesos wy = wy = ws = 1 e graus di = 2,dy = 2 e dy = 1. Entao Ja(f) =
(2%, 2y, y?) edim O3/ Jan(f) =1=3-2(=n—2).

Portanto,
1 Os
= lim —di .
ery(f) = lim - dime o T Jan ()
O3
Ademais, dim ~ C{1,z,y,2,22,yz, 22, ..., vz 2 xyh=2 211
i () sy v
Sendo assim, di O 3(k—1)+1 luind
endo assim, dim = — e, concluindo que
S mf 4+ Ja(f)
1
lim —[3(k — 1)+ 1] = 3, ou seja, e11(f) = 3.
k—oo k ’

Pela formula da proposicao anterior, com dy = dy + dy + d3 — wy — wy — w3 = 2+ 2+
1-1-1-1=2, temos

dn:dl—’wlzl, dglzdg—wlzl,
d32:d3—w2:(), d43:d4—w3:1,
dyo = dy —wa =1, d3z3 =d3 — w3 =0,

devendo satisfazer que 1 < i < j <4, ou seja, (i,7) = (1,2), (1,3), (1,4), (2,3), (2,4), (3,4).
Logo, pela formula dada, temos

e11(f) = di1dar + dirdsa + dirdys + doadss + doadys + dszdys =1+0+1+0+140 =3,
conferindo exatamente com o resultado.
Nos prézimos resultados f ¢é do tipo X1, i, simbolo de Boardman.

Proposigao 5.2.9. Para todo simbolo de Boardman i = (iy, ..., i) , se codimV (Ji(f)) =
v(i), seque-se que O,/ Ji(f) € uma intersecao completa, ou seja, o ideal Ji(f) pode ser
gerado por g1, ..., guG) € Oy.
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Demonstracio. Como f é do tipo i, entdo f tem posto n — i; e podemos fazer uma
mudanca de coordenadas para f, ficando com f(u,x) = (u,g(u,r)) com u € C"™ ¢
x € C". Logo, temos que J;, (f) = I,_;,+1(Df) com

i 1 0 . 0 0 0 . 0
0 1 o 0 0 0 .. 0
0 0 o 1 0 0 o 0
bf={ 9 09 99 O Og  _ Ig
8u1 8u2 8un_i1 0x1 61’2 8%1
agp*”#h agp*nJrh . agp*nJril agp*n+i1 8gp*nJril . 8gp*n+i1
ouy Ous Oy, 0xy 0xo 0x;,

Portanto,

dg; . o .
In—i1+1<Df):<£:J:17"'7p_n+7'17 7’217"-’@1>~

Sendo assim, I,,_;, +1(Df) é gerado por (p —n +1i1).i1 = v(i).

Ainda temos que (f, h) é do tipo n—is, onde h sdo os geradores de J;, (f). Entao temos
a mudanca de coordenadas (f, h)(u,z) = (u,x) com u € C"* e x € C2. Portanto, como
Jivin(f) = Jiy (f) + In—iy+1(D(f, g)). Prosseguindo analogamente como o caso anterior,
Jiy i, (f) seréd gerado por v(iy) + v(i2) que é igual a v(iy,iz) da Observacao 4.3.9.

Portanto, seguindo indutivamente, obtemos que J;( f) é gerado por v(i) = codimV (Ji(f))
elementos, tornando O,,/J;(f) uma intersegdo completa. O

Exemplo 5.2.10. Para f € Os3 dada por f(z,y,2) = (2%,y, z) temos que f €é do tipo

2¢ 0 O
YA pois Df = | 0 1 0 |. Logo, f tem posto 2 na origem e Ji(f) = (x) = (g).
0 0 1
2¢ 0 0
0 10 .
Como D(f,q) = 0 0 1l (f.g) tem posto 3 na origem e Jyo(f) = (x).
2 00

Note que v(1,0) = (p —n+41)u(1,0) — (i3 —i2).p(0) = (3—3+1).14+ (1 -0).0=1.

Usando o SINGULAR, temos que dim JO(Bf) =2 (=n—-v(1,0)). Logo
1,0

. O
codim =r(1,0).
Ta(p VY

Para completar, Jyo(f) é gerado por v(1,0) = 1 elemento, conferindo a proposicio
anterior.

O préximo resultado caracteriza a multiplicidade de um germe quase homogéneo f
com graus di,...,d, e pesos wy,...,w, nas condi¢oes da proposicao anterior. Assim,
dado um sfimbolo de Boardman i = (i1, ..., 1), o ideal J;(f) é gerado por g1, ..., gu), que
vem das derivadas do germe inicial. Pela Proposicao 5.2.2, cada g, ¢ quase homogéneo de
mesmos pesos e graus digamos D;. A parte principal da demonstracao serd omitida.
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Proposicao 5.2.11. Se f € O,, é quase homogéneo nas notagoes anteriores com

codimV (Ji(f)) = v(i), entao

Dy...D,4
&(f) = .
w1 . W,
quando dim O,,/ Ji(f) = 0, onde cada g; tem grau D; e pesos wy, ..., w,.
Demonstragiao. Como visto, pela proposigao anterior Ji(f) é gerado por g1, ..., gua), que
sao quase homogéneos de graus Dj e pesos wy, . . ., Wy,.
(@) (@)
Como dim O,,/Ji(f) = 0, entdo e;(f) = ¢i(f) = dime ——= = dim¢ ————.
Ji(f) (G155 Goi)
Por [16, Teorema 2, Corolario 3],
O, Di...D,4
dim(c = ! (®) s
<g17"'7gu(i)> Wy ... Wn
concluindo o desejado. O]

Exemplo 5.2.12. Sejam f € O, dada por f(z) = x> de peso 1 e grau 2, ei = (1).
Entdo f € do tipo XV, pois f tem posto 0 =1 —1 (=n —1,).

Ainda temos que Jy(f) = (z*) e dim<01 =0.

72
Sendo assim, verifica as hipoteses da Proposicao 5.2.11, portanto, por esta proposicao
2
el(f) = I = 2

(@)
= 2, pois —— C{1,x}, verificando exatamente a formula

(22)

(22)

Por outro lado, dim¢

dada pela proposicao.

Nao ¢ facil, em geral, obter uma expressao do D; em termos dos graus d; do germe
f. Na proposicao a seguir, fazemos isso para o caso especial 7; = --- = i;. De agora em
diante, denotamos por i = (i(;)) o simbolo de Boardman em qual o inteiro i é repetido &
vezes.

Proposicao 5.2.13. Sejam i = (i(k)> e f € Oy dado por f(z) = (9(x), Tiz1,- .-, Tn),
onde g ¢ quase homogéneo de graus di,...,d,—ni; € pesos wi,...,w,. Suponha que

dim O,/ Ji(f) = 0. Entao

ei(f):% H ‘<da—w51—---—w45).

Demonstragio. Para f = (g, %iy1,...,2,) ei= (ig)) temos que Ji;(f) = Ih—iy1(Df) com
w

ami (p—n+i)xn
[O] (n—i)Xxi [Id](nfz)x(nfl)

Df =

Logo, pela férmula para determinantes de Laplace, como queremos os menores (n —
i+ 1) x (n—1+ 1) e temos uma submatriz identidade (n — i) x (n — i) de Df. Pela
demonstracao da Proposicao 5.2.9 obtemos que

99 OGp—n+i .
I(n—i)+1(Df):<axt:"'7 gxl+ :lzla"'72>'
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Para obter J;, (f), o préximo passo é obter Ji;(f) = Ji(f) + Ln—is1(D(f, 1)), com
h— (391 Ogp—n+i

: lzl,...,z’). Note que

oz, o
- [ ag ‘| 7]
axi (p—n+i)xn
D(f,g) = [0](n—i)xi []d](n—i)X(n—i)
d*g
— h=1,...,iely=1,...
[ 8171185(312 ! ’ e 7 7 n‘| i

Observe ainda que ao tomar I,,_,11(D(f, h)), aparecem novamente os geradores de
Ji(f). Sendo assim, podemos concluir que

8291 a2gp—n+i
&rll@xlz T 8:5118:1512

LAﬁZLUH« :1sug&s§.

Continuando de maneira analoga, obtemos que

ak ak —n+i .
Ji(k>(f):‘]i(k1)(f)+< g Jp—nt '1<ll...§lk§2>.

axll---8a:lk""’8xll---8xlk ' -

Observe que a quantidade de elementos para gerar J; (f) é a quantidade de elementos

para gerar J; _, (f) somado com

@—n+o.#«mwuwlshé-~éh§“‘4p‘”+“c+i_v’

onde # denota a quantidade de elementos do conjunto. Porém, note que esse valor é igual
a v(i(s)) — v(i(s—1)), pois sendo

v(in,.ie) = (p—n+i)plin, - ie) — (0 — i), o yig) = -+ — (k-1 — k) (i),
temos

V(i) = (p—n+i)uli) = (p—n+1). él (") e

v(is—1)) = (p —n+ )u(is-1)) = (p — n+1). j_i (i+§‘1>.

Segue que v(i(5)) — V(i(s—1)) = (p —n +1) (H‘Z_l).

Disso, segue que J;, (f) é gerado por v(iw) — v(ix-1)) somado com o niimero de
geradores de J;,_,,(f), que éigual a v(i(x—1)) —v(i(r—2)) somado com o ntimero de geradores
de J;,_, (f), prosseguindo analogamente, obtemos que o niimero de geradores de J;, (f)

év(igny) —v(ig-1)) +v(ig-1)) = V(ig-2)) + - +vliE) —viie) +v(i) =vii).

D,
wl .. wn
graus das v(i) que geram J; , (f), ou seja, sdo os graus de todas as derivadas parciais até

Logo, da Proposicao 5.2.11, segue que ¢;( f) é dado por , onde os D; sdo os
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ordem k das g; nas derivadas z, ..., x,. Como sao todas as derivadas parciais até ordem
k, com raciocinio analogo a Proposi¢ao 5.2.2, ficamos com

61(f):7 H ‘(da—wgl—--~—w4ﬁ).

O

Exemplo 5.2.14. Seja f € Oy 4 dada por f(x,y,z,w) = (zy,xz + wy, y,w), que € quase
homogénea de pesos wy = we = w3 = wy = 1 € graus dy = dy = 2. Note que para i = (2),
temos v(2) =4 (=n) e JL(f) = (z,y,z,w).

4

Ademais, note que dim ——
<'T7 y7 Z7 w>

= 0. Portanto, verifica as hipoteses da proposicao

anterior. Logo,

ea(f) = (dy — wy).(dy — we).(de — wq).(dgy — wq) = 1.

Agora, como dim O =0, seque que es(f) = co(f) = dimg _ 01 =1,
(x,y,z,w> (m,y,z,w)
Oy
s — = C{1}.
P Gz

Teorema 5.2.15. Seja f um germe quase homogéneo expresso como na Proposi¢io 5.2.13
e considere o simbolo de Boardman i = (i(k), 1). Suponha que dim O,,/J;(f) = n — v(i).
Sew; =---=w, =1 ouv(i) =n, entao,

ei(k)vl(f) = ei(k)(f) Z (Doq - woq) T (DOér+1 - waT.H—r) )

1oy < <apy1<t

ondet=(p—n+1) (Hz*l), r=t—1eDy,...,D; sio os elementos do conjunto

{do —wp, =+ —wy, ca=1,...;p—n+i,1 <l < <l <i}.
Demonstracao. Primeiramente, perceba que temos

n—v(ig,l) = dim On/JZ-<k)71(f) = (n— (n —dim C’)n/J%)J(f)))
= n— (dimC" —dim V(J;,, 1)) = n — codim V (Jj, 1)
Logo, codim V (J,, 1) = v(i)). Como por hipétese f ¢ do tipo ¥ entdo pela Propo-
sicao 5.2.9, On/Ji,, 1(f) é uma intersecio completa. Portanto, pela Proposicdo 3.1.90, o
anel O,/ J;,, 1(f) ¢ Cohen-Macaulay.

Por outro lado, J,, 1(f) = Ji,, (f) + L.(D(f, h)), onde h sido os geradores de J;, (f),
que pela proposicao anterior sao todas as derivadas até ordem £ das gy, ..., gp_nyti Das
variaveis xq, ..., x;.
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Portanto, ao tomar D(f, h) ficamos com a matriz
[ O g1 I O ]
(91:1 3;1:1 8xi+1 8a:n
8gp—n+i agp—n-}—i 8gp—n+i agp—n-i—i
8IE1 al'z 6xi+1 a’L‘n
[O] (n—i)xi [Id] (n—1i)x(n—1)
g1 % O’ g
39[:% 83:18:01 8@-“8:61 (‘31:”8:61
g1 g 9 g
3x18xi 8x? 8xi+18xi 8%8@
aQQp—n-&-i azgp—n—&-i 829p—n+i 8QQp—n—i-z'
al’% 8@8% 8xi+18x1 axn8x1
a2gp—n+i a2gp—n+i a2gp—n+i azgp—n—i-i
8x18x,~ 6m? 6xi+1890i a{En@JZZ
que vai até as derivadas de até ordem k + 1 das ¢g; em relacao as variaveis xi,...,x,.
Portanto, como f é dada por f(x) = (g(z), xir1,...,%,), segue da lei de definicao de f

que ao tomar I,,(D(f,h)) aparecerao as derivadas parciais das ¢, ...
,x;. Porém, as derivadas parciais até ordem £ ja aparecem em
(f) e assim J;,, 1(f) pode ser expressa como J; ,, (f) + 1;(A), onde A é a matriz cujas
entradas sao dadas por todas as derivadas parciais de ordem k + 1 das ¢4, ...
variaveis xq, . ..

Nesse caso A é uma matriz com t = (p —n + z)(

k 4+ 1 em relagao a xq, ...

J;

U(k)

a intersecao de [;(A)

elementos em comum de D(f,h)) e J;,,

, Ly

com Jz(k)

i+k—1

, Op—n+i até ordem

y Yp—n+i 1AS

) linhas por ¢ colunas e ainda

(f) é somente {0}, pois A foi tomada de forma que os
(f) sejam "retirados".

Para o caso dim O,,/Ji(f) = n — v(i), precisamos mostrar que I;(A) tem grau

[n® delinhas de A] —

[n° de colunas de A] + 1,

ou seja, I;(A) deve ter grau (p —n + z)(”k 1) 7+ 1 para usar o Lema 3.4.3.
Usando as propriedades de isomorfismos de médulos (Proposigao 3.1.12) temos:

L(A)/L(A) N
On/Ji(k)(f)

Z(k) 1(f )/Jz(m( = (Ji(k)
n/Ji<k)( )
Tiwa (D)) i (F)

onde I;(A) = + J;

(F) + Ti(A)) [ Jig (f) =
On/ iy (f)

Ii(A)

Y(k)

L(A)/1:(A) N

(f) (como elemento do anel quociente).

Z(k)(f)

Li(A)

Y

Jigy (f) = Li(A).
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Note que R = O,,/ v (f) é um anel Noetheriano, pois O,, é Noetheriano. Por hipdtese,
temos n — v (i), 1) = dim O,/ J;,, 1.(f) e, dos isomorfismos citados anteriormente, temos

. : T On/‘]l(k)<f) T On/‘]l(k)(f)
dim On/JZ(k),l(f) = dim Ji(k),l(f)/Ji(k)<f) = dim 71:1(14) )

Logo, do Lema 3.7,

dimon/'Ji(k)(f) > dim On__ l(p—njti) (i—i_l;;_ 1) —i+1] -

— dim -2 7 (i) = v(ig—) —i+1],

Ji(k) (f
onde a tultima igualdade foi provada na demonstracao da proposicao anterior.
Logo, obtemos a seguinte desigualdade

. O, . . . .
n—v(ig,1) = dim —"— > dim = [wli) = vlig-r) =i+ 1] (5.1)

J,
Temos ainda que v(ig)) = (p —n + i)(”i_l) e v(ig-1)) = (p—n+1) (H(Z:ll)_l), mas

V(i) = (p = n+)piw,) — (0 — Du(l) = (p — n+ ) piw,) — i+ 1,
onde o nimero pu(igy,1) = p(ir, ..., 0, k1), COM 4y = -+ = 4 = i € i = 1 ¢ a
quantidade de vetores j = (j1, ..., jk, Jkr1) que satisfazem j; > 0, j, < iz, Vsejy > ... >

Jh+1-
Entdo, para obter u(ip),1) com jri1 = 0, é exatamente (le_l) = u(ir)), e para

Jre1 =1, é o valor (”]7;1) = (i) subtraido (”(2:11)*1) = p(ik-1))-
Resultando que
v(igy,1) = (p—n+)pliw,) —i+1=
= (p—n+1) i) + pliy) — plign)| —i+1=20(ig) — v(ig—) —i+1. (5.2)
Das Equacoes (5.1) e (5.2), obtemos

n—mmﬁzmmjoay (5.3)
ik)

Vimos na demonstracao da Proposicao 5.2.13 que J;
tos, logo vale a igualdade na Equagao (5.3). Como f é do tipo X', onde i = (i(), 1), entdo

(f) é gerado por v(i(y)) elemen-

f é do tipo X'® e, da Proposicao 5.2.9, segue que 7 ?f) é um anel Cohen-Macaulay.
i(k)
Assim,
@) On/ T, (f) @) - @)
dim —2— = dim —=—%-"2 = dim b —grau ([;(A)) = dim ————grau (I;(A)) .
T () 74) T (9 () = dimn - —grau (1(4)
(5.4)

Além disso, valendo a igualdade da Equagao (5.3), vale a igualdade na Equacao (5.1),
ou seja,

dim & = dim On

Ji(k),l(f) Jl(k)(f)

- [(V(i(k)) —v(ig-1)) =i+ 1} (5.5)
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Das Equagoes (5.4) e (5.5) obtemos

i+ k-1

grau (I;(A)) = v(ig)) —v(ig-1)) —i+1=(pP—n+ z)( I

)—i—!—lzt—i—i—l.

Note que como as entradas de A sao derivadas parciais das k-ésimas derivadas das
91,5 9p—nti € essas derivadas até ordem £ possuem grau do tipo do seguinte conjunto

{do—wy — —wg ta=1..p-—n+il<l < <l <},
Logo, as entradas de A possuem graus do tipo (D,, — w,,) com D, pertencente ao
conjunto anterior.

Até o momento, usamos somente a hipdtese que dim O,/ J;(f) = n—v(i), agora vamos
considerar os dois casos separadamente:
1° caso: w1 =---=w, = 1.
R

Segue diretamente do Teorema 3.4.3 para R = On/‘]i(k)(f) e Rn(U) = W
i i(k)

que

€igy1 (f) = €ig, (f) > (Day — Way) -+ (Dam - war+1—r> ;

1<ar < <o 1<t

ondet = (p—n+ 1)(”1271) ¢ o numero de linhas da matriz A, i é o niimero de colunas
da matriz A, r =t —1, e Dq,..., D, sdo os elementos do conjunto
{do —wp, = —wy ca=1,...;p—n+i,1 <l < <l <i}.

2° caso: v(i) = n.

Logo dim O,/ Ji(f) = n — v(i) = 0. Como da Proposigao 3.3.24 temos

O \_,( On
GW”U”_GQthﬂ>_E<%WNﬂ>

e do Lema 3.4.4 temos

On =e On —w. ) —w
‘ (W) B (Ji(k)(f)> Z (D 1) (Da”l O‘T“_T) ’

1<ar < <aprg1<t

ondet = (p—n+ 1)(”2_1) ¢ o numero de linhas da matriz A, i é o nimero de colunas
da matriz A, r =t —1, e Dy,..., D, sdo os elementos do conjunto

{do —wp, — - —wy, cax=1,....p—n+i,1 <l <. <l <i},
temos o desejado. O]

Exemplo 5.2.16. Sejam f € Oy, dada por f(z,y) = (xy? + 23, y) ei=(1,1) (k=1 ¢
iy = (1) ). Considere g(z,y) = zy* + 2°.

Temos que J1(f) = (y* + 322) e Ji1(f) = (y + 322, 6x).

Note que dim Oz/J11(f) = 0 e assim estamos nas hipdteses do teorema anterior, onde
com g quase homogéneo com pesos wy = wy = 1 e grau dy = 3.
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Assim, pelo teorema anterior, sendo

L+ k-1 1+1-1
tz(p—n+1)<z+k >:(2—2+1)< +1 )zl,r:t—i:1—1:0,

temos e11(f) = e1(f).(D1 —w1) = e1(f), pois Dy =dy —w; =2 e wy = 1.
Logo, precisamos calcular e1(f). Para isso, primeiro perceba que dim O4/J;(f) =1 e
entdo temos da Proposicao 5.1.11, que

.1 @) 1
eilf) = Jim dime ST = lim 2GR = 1)+ 1) =2,

POis ~ C{1,z,y, 2% 92, ..., 2" y* 1} Logo, ey (f) = 2.

O,
m}; + Ji(f) o
J1,1(2f) = 0, entio e11(f) = c11(f) = dichu(Zf) =

2, chegando no mesmo resultado e lembrando que os cdlculos de dimensdo foram feitos
usando o software SINGULAR.

Por outro lado, como dim




6 CONCLUSAO

Como ja mencionado, o principal objetivo deste trabalho foi definir um ntmero capaz
de caracterizar as singularidades de germes de aplicagoes holomorfas, especialmente no
caso de singularidades nao isoladas. Este niimero representa uma extensao significativa
de importantes invariantes desta teoria, como descrevemos na introducao deste trabalho.

Assim, destacamos que o assunto escolhido é relevante em Teoria de Singularidades,
pois sao poucos os trabalhos que exploram aplicagoes com singularidades nao isoladas, a
maioria foca em fung¢oes com singularidades isoladas.

Exaltamos que a relevancia deste trabalho reside justamente na riqueza das ferramen-
tas algébricas necessarias para seu desenvolvimento. Definir e compreender o nimero em
questao exigiu um aprofundamento algébrico, foram necesséarios conceitos avancados de
algebra comutativa, como a série de Hilbert, a fungdo de Samuel, e as estruturas dos anéis
Noetherianos, Artinianos e Cohen-Macaulay. Esses elementos ndo apenas fundamentam
a definicdo do niimero estudado, mas também se entrelacam de forma essencial na cons-
trucao tedrica do tema. No contexto dos germes quase homogéneos, a andlise se torna
mais sofisticada, pois determinar a multiplicidade em funcao dos pesos e graus requer um
certo cuidado com férmulas combinatorias.

O desafio, portanto, nao esta apenas na presenca desses objetos matematicos, mas na
necessidade de conecta-los de maneira coerente e precisa. Como essas ferramentas nao sao
apresentadas de forma linear na literatura, o trabalho exigiu um esfor¢o para integra-las
a0 nosso contexto de maneira sélida e consistente.

Enfim, acreditamos que este trabalho contribuiu significativamente para a formagao
académica do discente. As ferramentas desenvolvidas e os conhecimentos adquiridos am-
pliam as perspectivas para estudos futuros, ndo apenas nesta area especifica, mas também
em diversos problemas algébricos.
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