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Resumo

Este trabalho aborda a técnica de controle fuzzy Takagi-Sugeno (T-S) assim como a téc-
nica de controle via transformacao Lyapunov-Floquet (L-F) e suas aplicagoes em sistemas
lineares variantes no tempo. Na literatura, a técnica de controle fuzzy T-S e a técnica de
controle via transformagao L-F sdao comumente utilizadas para controlar sistemas nao
lineares invariantes no tempo e sistemas lineares variantes no tempo, respectivamente.
Neste trabalho, ¢ mostrado que a técnica fuzzy T-S também pode ser aplicada a sistemas
lineares variantes de tempo, assim, cada uma das técnicas é aplicada no controle de um
sistema linear variante e seus desempenhos sao comparados. Um método hibrido de con-
trole envolvendo ambas as técnicas de controle é proposto. A estabilidade assintética do
sistema em malha fechada no método proposto é provada matematicamente. Comparado
com o método fuzzy T-S, o método hibrido reduz o conservadorismo de sistemas lineares
variantes no tempo e peridédicos quando este possui dois ou mais termos variantes no
tempo combinados com incertezas na matriz de entrada de controle. Finalmente, uma
aplicacao do método hibrido é apresentada considerando restricao na entrada e incertezas
na matriz de entrada de controle, bem como taxa de decaimento. Neste exemplo é pos-
sivel observar a eficiéncia da técnica do controle hibrido para reduzir o conservadorismo
quando comparada com a técnica de controle fuzzy T-S.

Palavras-chave: Sistemas Periodicos Variantes no Tempo; Transformacao Lyapunov-
Floquet; Modelos fuzzy Takagi-Sugeno; Desigualdades Matriciais Lineares.



Abstract

This thesis approaches the Takagi-Sugeno (T-S) fuzzy control technique as well as the
control technique via Lyapunov-Floquet (L-F) transformation and their applications in
linear time-varying systems. In the literature, the T-S fuzzy control technique and the
control technique via L-F transformation are commonly used to control nonlinear time-
invariant systems and linear time-varying systems, respectively. In this work, it is shown
that the T-S fuzzy technique can also be applied to linear time-varying systems, thus,
each of the techniques is applied in the control of a linear time-varying system and their
performances are compared. A hybrid control method involving both control techniques
is proposed. The asymptotic stability of the closed loop system in the proposed method
is mathematically proved. Compared with the T-S fuzzy method, the hybrid method re-
duces the conservatism of linear time-varying periodic systems when it has two or more
time-varying terms combined with uncertainties in the control input matrix. Finally, an
application of the hybrid method is presented considering input constraints and uncer-
tainties in the control input matrix, as well as the specification of the decay rate. In this
example, it is possible to observe the efficiency of the hybrid control technique to reduce
conservatism when compared to the T-S fuzzy control technique.

Keywords: Time-Varying Periodic Systems; Lyapunov-Floquet Transformation; Takagi-
Sugeno Fuzzy Models; Linear Matrix Inequalities (LMIs).
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1 INTRODUCAO

Sistemas lineares variantes no tempo (LTV, do inglés Linear Time-Variyng) es-
tao presentes em muitos problemas fisicos e de engenharia, como o oscilador de Duffing
(PERUZZI, 2005), sistemas de coleta de energia (DAQAQ et al., 2009), sistemas micro-
eletromecanicos (PERUZZI et al., 2016) etc. Esses sistemas possuem uma dependéncia
explicita da variavel temporal, tornando a analise de estabilidade bem como o projeto do
controlador mais complexos. Por exemplo, a condi¢ado de todos os autovalores da matriz
do sistema possuirem parte real negativa nao é suficiente para garantir a estabilidade as-
sintética do sistema (SLOTINE; LI, 1991; CHEN, 1998). Para sistemas LTV e periédicos,
a estabilidade pode ser caracterizada em termos da Matriz de Transigao de Estado (STM,
do inglés State Transition Matriz) (SINHA; HENRICHS; RAVINDRA, 2000; PERUZZI
et al., 2016).

A STM de um sistema LTV e periédico pode ser escrita como um produto de uma
transformacao, chamada transformacao Lyapunov-Floquet, e uma matriz exponencial.
Como consequéncia desse resultado, aplicando uma mudanca de variaveis envolvendo
a transformacao Lyapunov-Floquet, obtém-se um sistema linear invariante equivalente
ao sistema variante original (YAKUBOVICH; STARZHINSKII, 1975; SINHA; JOSEPH,
1994; MEIROVITCH, 2010). Assim, estudar o comportamento das solugdes de um sistema

LTV e periodico equivale a estudar as solugdes de um sistema linear invariante.

Sinha e Joseph (1994) propuseram uma técnica de controle para sistemas LTV e
periédicos com base na transformacgao Lyapunov-Floquet (L-F). Posteriormente, essa téc-
nica foi estendida para sistemas nao lineares (SINHA; HENRICHS; RAVINDRA, 2000).
No entanto, para analisar a estabilidade desses sistemas ou projetar controladores via
transformacao L-F, a STM do sistema deve ser obtida. A menos que o sistema seja co-
mutativo (LUKES, 1982), obter a STM analiticamente nao é uma tarefa simples. Sinha
e Butcher (1997) propuseram um método numeérico para obter a STM de um sistema
LTV e periddico. Esse método usa a técnica de iteragoes de Picard e a expansao de
fungbes em polinomios de Chebyshev alterados. Nesta abordagem, matrizes operacionais
(de Chebyshev, Integragdo e Produto) sao utilizadas para obter uma aproximagao da
STM por meio de multiplicagoes e adi¢coes de matrizes, possibilitando a implementacao

computacional desse método.

Embora o método de controle via transformacao L-F (SINHA; JOSEPH, 1994;
SINHA; HENRICHS; RAVINDRA, 2000) seja eficiente para controlar sistemas periédicos
variantes no tempo (SHERRILL et al., 2015; KIRKLAND; SINHA, 2016; PERUZZI et al.,
2016), ele nao garante a estabilidade assintética do sistema em malha fechada. Deshmukh
e Sinha (2004) propuseram uma técnica de controle que usa a transformacao L-F, bem

como a transformacao Backstepping. Neste método, a estabilidade assintotica é garantida.
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No entanto, essa técnica nao permite considerar algumas limitagoes do projeto tais como

restricao na entrada do sistema, taxa de decaimento ou incertezas.

Takagi e Sugeno (1985) propuseram uma técnica de controle para uma classe de
sistemas nao lineares que consiste na descricao do modelo nao linear como uma combina-
¢do de modelos lineares, também chamados de modelos locais fuzzy . Inicialmente, essa
descrigao foi feita de forma aproximada. Posteriormente, Taniguchi et al. (2001), usando
a mesma técnica, propuseram a descricaio do modelo nao linear como uma combinacao

convexa de modelos locais fuzzy, obtidos a partir dos termos nao lineares do sistema.

A técnica de controle fuzzy Takagi-Sugeno (T-S) é geralmente aplicada em sis-
temas nao lineares invariantes no tempo. Neste trabalho, ela sera aplicada a sistemas
periodicos lineares variantes no tempo. No entanto, serd visto que se o sistema tiver dois
ou mais termos variantes combinados com incertezas, a técnica de controle fuzzy T-S

poderé fornecer um resultado conservador.

Este trabalho apresenta uma técnica de controle hibrida que envolve o controle
via transformacao Lyapunov-Floquet e controle fuzzy T-S. Neste método, a estabilidade
assintética do sistema em malha fechada é garantida matematicamente. Este método
permite considerar restricoes na entrada do sistema, taxa de decaimento e incertezas
na matriz de entrada de controle. A proposta deste método é obter um novo sistema
equivalente ao sistema original onde o nimero de termos variantes no tempo deste novo
sistema seja menor, reduzindo assim o nimero de modelos locais e, consequentemente, o

conservadorismo do projeto.

Esse trabalho estd organizado da seguinte forma: no Capitulo 2 sdo apresentados
fundamentos tedricos dos sistemas variantes, como por exemplo o conceito de sistemas
Lyapunov equivalentes, que permite transferir o estudo da estabilidade de um sistema LTV
para o estudo da estabilidade de um sistema invariante no tempo. Também sao abordadas
algumas matrizes importantes desta analise de estabilidade, como por exemplo as matrizes
STM e FTM (do inglés, Floquet Transition Matriz) de um sistema LTV e periddico, assim

como a transformacao L-F.

No Capitulo 3 é exibido o método numérico proposto por Sinha e Butcher (1997)
para obter tanto a STM bem como a transformacao L-F, que sdo importantes na analise
de estabilidade e projeto do controlador, respectivamente. Também sao mostrados alguns

resultados que validam o método numérico.

O Capitulo 4 aborda as técnicas de controle via transformagao Lyapunov-Floquet
e a técnica de controle fuzzy T-S. Condicoes de estabilidade para ambas as técnicas sao
exibidas. Para a técnica de controle fuzzy T-S sdo apresentadas condigdes LMIs (do inglés,
Linear Matriz Inequalities) para estabilidade, estabilidade com taxa de decaimento e

restricdes na entrada de controle. Sdo abordados exemplos ilustrando ambas as técnicas
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e seus desempenhos sao comparados.

O Capitulo 5 introduz a técnica de controle hibrido proposto neste trabalho. E
apresentada a sintese do controlador hibrido bem como o teorema que garante a estabi-
lidade assintotica do método proposto. Por fim, é exibido um exemplo numérico em que
pode-se ver a eficiéncia do controlador hibrido quando se deseja controlar sistemas LTV
e periddicos que apresentam dois ou mais termos variantes combinados com incertezas na

matriz de entrada de controle.

O Capitulo 6 apresenta as conclusoes deste trabalho e propostas para trabalhos
futuros e o Apéndice A exibe alguns lemas técnicos relacionados ao método numérico

apresentado no Capitulo 3.
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2 FUNDAMENTOS TEORICOS

Com o objetivo de tornar este trabalho autossuficiente este capitulo aborda, de
forma resumida, alguns conceitos importantes sobre os sistemas LTV, bem como algumas
propriedades do espaco solucao de tais sistemas. Também, serd abordado o conceito de
Matriz de Transicao de Estados, bem como alguns pontos fundamentais a respeito da

Teoria de Lyapunov—Floquet e suas consequéncias.

2.1 SISTEMAS LTV

Considere um sistema de n Equagoes Diferenciais Ordindrias (EDO) de primeira

ordem que ¢ escrito da seguinte forma

l’l(t) = an(t)xl(t) + -+ aln(t)xn(t),

T (t) = a1 (B)z1(t) + -+ + app () (1),

sendo a;; € C(Ry,R) para todo i,j = 1,...,n. Um conjunto de n fungdes z1,...,x, €
C!(R,,R), chama-se solugdo de (1) se

@i(t) = > aij(t)x;(t), paratodo tERy e i=1,...,n.
j=1

O sistema (1) pode ser representado em um formato vetorial equivalente, descrito

por
(1) = A(t)x(t), (2)
sendo A(t) = (a;;(t)) € R™™ e x(t) = [ x1(t) z2(t) -+ x,(t) |' € R*, para todo t € R.
O sistema (2) é equivalente ao sistema (1) no seguinte sentido: um conjunto de n fungoes
reais {1, Zo,...,7,} de classe C*(R,,R) é solucdo de (1) se, e somente se, o vetor x(t)
é solugao de (2). Os sistemas (1) ou (2) sao chamados de sistema linear variante no

tempo (LTV, do inglés linear time-varying).

A representacdo matemadtica de um modelo fisico no formato de (2) é chamada
de representacao em espago de estados. Observe a dependéncia explicita da variavel
temporal na matriz A(t). Esta dependéncia torna a andlise de estabilidade deste tipo de
sistema mais complexa, requerendo métodos mais sofisticados do que os métodos utilizados

para analisar sistemas lineares invariantes no tempo.

O teorema a seguir, cuja prova pode ser encontrada em (SOTOMAYOR, 1979,

p. 50), garante a existéncia e unicidade de solugoes para sistemas LTV dados por (2).

Teorema 1 (Existéncia e Unicidade). Para cada (to,x) € Ry x R™ existe uma iunica
solugao x(t) = z(t,to, zo) de (2) definida em R, tal que x(ty) = xq.
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Considere o conjunto C(R,,R™) como espago vetorial, munido das operagoes de
soma de fungoes e produto de uma constante por uma funcao. Pode-se provar que a fungao
nula é uma solugao de (2) e que a soma de duas solugoes é também uma solugao. Portanto,

o espago A das solugoes de (2) forma um subespaco vetorial de C(R, R").

Uma questao a ser explorada é: qual a dimensao do espacgo vetorial A? Para res-
ponder a pergunta, para cada t, € R, considere a funcao ¢, : A — R™ dada por
e, () = x(tp). O Teorema 1 garante que a funcdo e;, ¢ um isomorfismo de A em R", ou
seja, €4, € uma transformacao linear bijetora. Uma vez que os espagos vetoriais A e R"
sao isomorfos pode-se concluir que dim A = dimR" = n (COELHO; LOURENCO, 2013,
p. 90), respondendo assim a questao indagada. O Teorema 2 a seguir resume a discussao

acima.

Teorema 2. (a) O conjunto A de todas as solugoes de (2) é um espago vetorial de
dimensao n. Mais ainda, para cada tg € R, , a fungdo que a cada xo € R™ associa a solugdo
x(t,to, xo) que passa por (tg,xo) € um isomorfismo de R™ em A. (b) Em particular, se
V1, Vg, - . ., Uy formam uma base de R™, entio x1 = x(t,tg,v1), ..., T, = x(t, to,v,) formam
uma base de A, isto €, toda solugao de (2) se exprime de forma tnica como combinagao

linear de x1,...,Ty.

2.1.1 Matriz Fundamental

A fim de introduzir um matriz que serd importante para o desenvolvimento deste

estudo (Matriz de Transigao de Estados), considere a equacao matricial a seguir:
X(1) = A@t)X(t), (3)

sendo X (t) = (z4(t)) € R™™ para todo t € Ry. Observe que as solugdes de (3) sao
matrizes enquanto que as solucoes de (2) sdo vetores. Entretanto, existe uma relagao

entre as solugdes de (2) e (3) que é expressa pelo teorema a seguir.

Teorema 3. X (t) € R™" é uma solugio de (3) se, e somente se, a j-ésima coluna X (t)

de X (t) € solugio de (2), para cada j =1,...,n.
Demonstracio. O teorema segue observando que

Xt =AHX({1t) < :‘cij(t):zn:aik(t)xkj(t), i,j=1,...,n

como desejado. O]

Observagao 1. Pelo Teorema 3, o sistema (3) equivale a n sistemas LTV e, portanto, o

Teorema 1 se aplica para garantir a existéncia e unicidade das solugoes de (3).
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Uma matriz ¥(t) de ordem n x n cujas colunas formam uma base do espago A das
solugoes de (2) chama-se matriz fundamental. Em outras palavras, as colunas W/ (¢) de

uma matriz fundamental sao formadas por solug¢oes linearmente independentes de A.

Exemplo 1. No cason =1, A(t) = a(t) e z(t) = a(t)x(t), tem-se que

¢ a solugio que passa por (ty, o).

Dos Teoremas 1 e 2 segue o seguinte Corolario 1 (SOTOMAYOR, 1979, p. 54) que

é 1til para mostrar que uma solucao matricial é uma matriz fundamental.

Corolario 1. V(t) é uma matriz fundamental de (2) se, e somente se, W(t) é uma solug¢io

de (3) tal que para algum ty € Ry, e portanto para todo ty € R, tem-se det W(ty) # 0.

Demonstragio. (=) Se ¥(t) é uma matriz fundamental, entao pelo Teorema 3 segue que
U (t) é uma solugao de (3). Além disso, dado ty € R, tem-se W/ (t) = Wi (¢, tq, U/ (tg)) sdo
solugoes linearmente independentes em A. Pelo Teorema 2 segue que W' (¢), ..., ¥"(t)
sao linearmente independente em R™ e, portanto, det[W(ty)] # 0. Pela arbitrariedade do
to € Ry fixado, segue que det[W(t)] # 0 para todo t € R,

(<) Seja ¥(t) uma solugao de (3) tal que det[¥(ty)] # 0 para algum ¢, € R, . Logo,
Ul(ty), ..., ¥"(t) sdo linearmente independente em R". Pelo Teorema 2 segue que W (t) =
Wi (t, tg, Ui (ty)) sdao solugdes linearmente independente em A e, portanto, ¥(¢) ¢ uma

matriz fundamental. O

Segue do corolario acima que se ¥ () é uma matriz fundamental, entao det W(t) # 0
para todo t € R, e, portanto, U~1(¢) estd bem definida. A seguir sao exibidas algumas

propriedades a repeito da matriz fundamental.

Lema 1. Se U(t) ¢ uma matriz fundamental de (2), entdo d/dt(¥~1(t)) = —W~1(t)A(t).
Demonstragio. Derivando a igualdade W (¢)U~1(¢) = I tem-se

d/dt(U ()T () =0
d/dt(U ()W (t) + U (t)d/dt(T () =0
U(t)d/dt(V(t) = —d/dt(V(t)) U (t)

)= U (t)A(t
)= =0 (1) A(1).

L

d/dt(T(¢
d/dt(U(t
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Teorema 4. Sejam V(t) e Y(t) solugoes de (3), sendo V(t) uma matriz fundamental.

Existe uma unica matriz C' de ordem n X n tal que para todo t € R,

A matriz C é ndo singular se, e somente se, Y (t) é uma matriz fundamental.

Demonstragio. Se W(t) é uma matriz fundamental, pelo Lema 1 tem-se
d/dt(I1(t)) = =W (1) A(t).
Utilizando a igualdade acima obtém-se
d/dt(U ()Y () = d/dt(T ()X (t) + U (t)d/dt(Y(t))

= d/d(TTV)T(E) = T (OAG)T(E) + T (ARG T(E)

)T
= d/dt(V ()Y (t) = 0.

Por conseguinte tem-se W1 ()Y (¢) = C. O

O teorema a seguir mostra como obter a solucao geral de (2) a partir do conheci-

mento de uma matriz fundamental.

Teorema 5. Se V(t) é uma matriz fundamental de (2), entao a solugio deste sistema

x(t) = x(t, to, o) tal que x(to,ty,x0) = zo € dada por

w(t, to, 20) = W(t) ¥ (to)o. (5)
Demonstragio. Imediata por substitui¢ao direta de (5) em (2). ]

Como pode ser observado, existem infinitas matrizes fundamentais para um sis-
tema LTV. Este trabalho tem por interesse um caso particular de matriz fundamental

que seja Unica.
Definig¢ao 1. Seja V(t) uma matriz fundamental de (2). Entdo
D(t,to) = W(t) U (to)

¢ chamada de matriz de transicdo de estados (STM, do inglés State Transition

Matriz). A STM € a solugao unica da equagdo

d
Z0(t, 1) = ADD(t.to)

com condig¢ao inicial P(to,to) = 1.

Uma vez que W(t) é ndo singular para todo ¢ € R, , sua inversa estd bem definida.

Da definigdo da STM segue as seguintes propriedades:
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. B(tt) =1

o 7Nt to) = [U(E)TTH(t0)] T = U(t0)TTH(E) = D(to, t)

para todo t, to, t; € R.

Observe que a STM é a matriz fundamental tal que ®(to,%y) = I, portanto, todas

as propriedade de matriz fundamental também sao validas para a STM.

Nas aplicagoes deste trabalho sera considerado ty = 0 e, para simplificar a notagao,

serda denotado ®(t,0) simplesmente por ®(t) ficando subtendido que ¢, = 0.

2.1.2 Sistemas LTV e Periodicos

Nesta secao sera abordado sistemas LTV cujos coeficientes variantes no tempo sao
periédicos. Além disso, o conjunto formado pelos periodos de cada um deste coeficientes

sao comensuraveis, dando origem assim ao sistema LTV e periodicos.

Devido sua importancia para o entendimento de qual classe dos sistemas LTV este
trabalho se refere, sera apresentado o conceito de niimeros comensuraveis. Dois niimeros

reais « e [ sdo ditos ser comensuraveis se existirem ntmeros inteiros p, ¢ € Z tais que

a p
gy 4
5 q
caso contrario a e § sdo ditos incomensuraveis. Os numeros reais i, ..., 5, sdo ditos

comensuraveis se dois a dois sao comensuraveis.

Exemplo 2. Dado um numero nao nulo 5 € R, claramente 3 é comensurdvel com ele
mesmo, pois /B = 1/1. Um exemplo cldssico de nimeros incomensurdveis é o compri-

mento da diagonal de um quadrado unitdrio e o comprimento de um dos seus lados.

Uma outra forma equivalente de definir nimeros comensuraveis é dada pelo teo-

rema a seguir.

Teorema 6. Os numeros reais 31, ..., 3, sdo comensurdveis se, e somente se, existe um

numero T € R e numeros inteiros qq, ..., q, € Z tais que

@0; =T, para todo i=1,...,r.

Demonstragio. (=) Se fi,..., [, sdo comensuraveis, entao existem nimeros inteiros n;;
e d;; tais que
Bi _ Ny =1 1 i1 6
5T a para i=1,....,r—1e j=i+1,...,r (6)
J )

Definindo T = IT}_, n;(3,, para cada i € {1,...,r — 1}, de (6) segue que



Capitulo 2. FUNDAMENTOS TEORICOS 24

dirﬂi = nirﬁr
= f[ njr) dir 3 = ( ﬁ "jr) Nir By

j=1,j#i =15

= f[ njrdir) Bi = ( f[ "jrnir) B

=15 =1,

= H njrdir) Bi = H N By (7)
J=1#i j=1

Definindo ¢; = [Tj_, j4; njrdir, de (7) decorre que ¢;3; = T, como desejado.

(<) Dados 8, 5; € {b1, ..., B} existem ¢; e ¢; ntmeros inteiros tais que ¢;5; =T = g, [3;,

consequentemente, f3;/5; = q;/¢; e portanto §; e §; sdo comensuraveis. n

Agora, considere o sistema LTV dado em (2), e suponha que os coeficientes a;;(t)
sao funcoes continuas e periddicas em Ry com periodo §;;, ou seja, a;;(t + Bi;) = aj(t)
para todo t € R. Se os periodos f3;;’s sao comensurdveis ou, equivalentemente, se existe

T real e g;;’s inteiros tais que
¢ijBij =T, paratodo i,j =1,2,...,n

entao o sistema é dito ser periédico. O menor niimero positivo 1" satisfazendo a equacao
acima é chamado de periodo principal. E facil ver que se T ¢ o perfodo principal do
sistema, entao A(t + 1) = A(t) para todo t € R;. Caso f;;’s sejam incomensuréveis,
o sistema é chamado de quase-peridédico. Neste trabalho serdo abordados apenas os

sistemas LTV periddicos. Para uma abordagem sobre sistemas LTV quase-periddicos veja
(SHARMA; SINHA, 2017).

Considere um sistema LTV e periddico descrito por

sendo A(t) uma matriz peridédica de periodo principal T', ou seja

At +T) = A(t), paratodo t € R,. 9)

Seja ®(t) a STM de tal sistema e considere ¥ (t) = ®(t + T'). Decorre que
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Além disso, det[W(0)] = det[®(T)] # 0. Portanto, ¥(t) = ®(¢ + T') é uma matriz funda-

mental. Pelo Teorema 4 existe uma tnica matriz C nao singular tal que
O(t+T)=o(t)C. (10)

Substituindo ¢t = 0 na equagao acima obtém-se C' = ®(0)C' = ®(T'). A matriz ®(7T') é cha-
mada de Matriz de Transicao de Floquet (FTM, do inglés Floquet Transition Matriz)
e os autovalores py, ..., p, de ®(T) sdo chamados de multiplicadores de Floquet. Os
multiplicadores de Floquet tém papel interessante na analise de estabilidade de sistemas
LTV e periddicos. Na Secao 2.2 serd visto que é possivel caracterizar a estabilidade do

sistema por meio dos multiplicadores de Floquet.

O resultado apresentado no teorema a seguir pode ser encontrado em Sinha e
Butcher (1997) e apresenta uma propriedade sobre a STM de um sistema LTV e perié-
dico, que é fundamental no método numérico para obter a STM aproximada e que sera

apresentado no préximo capitulo.

Teorema 7. Seja ©(t) a STM de (8) e considere r € Ry e i um nimero natural, entdo

¢ vdlida a sequinte igualdade

®(r +iT) = (r)®(T)".

Demonstracio. A prova deste teorema sera feita por inducdo sobre i. Primeiramente,
observe que o caso ¢ = 0 é imediato e que o caso i = 1 estd provado por (10). Agora,
deve-se provar que se o resultado é valido para um natural ¢, entao é valido para i + 1

também. De fato,

O(r+ (i +1)T) = @

r)®(T)'®(T)
) (7)™,

provando assim o teorema. O]

A importancia do teorema acima consiste em que é possivel conhecer a expressao
de ®(t) para t > T conhecendo apenas ®(t) para t € [0,T]. De fato, dado t > T, sejam
r € Ret € Noresto e o divisor da divisao de t por T', respectivamente, ou seja, t = r+1iT,

sendo 0 < r < T'. Assim, pelo Teorema 7 decorre que

O(t) = d(r +iT) = o(r)®(T)". (11)

O resultado acima, aplicado a um sistema normalizado, permitiram que os autores
Sinha e Butcher (1997) utilizassem dos polinémios de Chebyshev alterados, consequente-

mente de suas propriedades, no método numérico para aproximar a STM. A aplicacao de



Capitulo 2. FUNDAMENTOS TEORICOS 26

tais polindmios permitiu obter uma aproximacao da STM por meio de adi¢des e multipli-
cagOes de matrizes que viabilizou sua implementacao. No Capitulo 3 serd explorado este

aspecto com maiores detalhes.

2.1.3 Sistemas LTV Equivalentes

Nesta secao serao definidos os conceitos de transformacoes de equivaléncia e siste-
mas algebricamente equivalentes. Estes conceitos sao interessantes pois, em alguns casos,
o sistema algebricamente equivalente é mais simples de se trabalhar em relagao ao sistema
original. Além disso, a estabilidade do sistema é invariante sob certas transformacoes de

equivaléncia (transformacgoes de Lyapunov), conforme serd visto na Se¢ao 2.1.4.

Considere o sistema LTV dado por (2) e uma aplicagdo P(t) € R"*" definida
sobre R,. Suponha que P(t) é ndo singular para todo t € R, e que ambas P(t) e P(t)

sao continuas. Entao Z(t) = P(t)xz(t) é solucao do seguinte sistema
T = A(t)Z, (12)
sendo

At) = [P()A() + PP (). (13)

O sistema (12) é dito ser algebricamente equivalente a (2) e P(t) é chamada
de transformacgao de equivaléncia. A equagao (12) é obtida substituindo 7 = P(t)x
em 7 = P(t)z + P(t)i.

O seguinte teorema relaciona as matrizes fundamentais de dois sistemas algebri-

camente equivalentes.

Teorema 8. Se U(t) é wma matriz fundamental de (2), entdo U(t) = P(t)¥(t) é uma
matriz fundamental de (12).

Demonstragio. Por definicdo P(t) e ¥(t) sdo nao singulares para todo t € R,. Uma vez
que produto de matrizes ndo singulares é uma matriz nao singular, segue que \Al}(t) =

P(t)¥(t) é nao singular para todo ¢ € R,. Além disso,

£)W(t)
)A(

+ P
+ P(OAD) ()

Portanto, U(t) = P(¢)¥(t) é uma matriz fundamental de 7 = A(t)Z. O
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O teorema a seguir mostra que sempre existe uma transformacao de equivaléncia

tal que A(t) é uma constante.

Teorema 9. Dada Ay € R™"™ uma matriz constante, existe uma transformagdo de equi-

valéncia tal que A(t) = A,.
Demonstragdo. Seja ¥(t) uma matriz fundamental de (2). Pelo Lema 1 tem-se

d/dt(I~1(t)) = =W () A(t).

Aot

Uma vez que A(t) = Ay é uma matriz constante, segue que W(t) = %! é uma matriz

fundamental de & = A(t)Z = AZ. Pelo Teorema 8, P(t) deve satisfazer o seguinte:

U(t) = P()W(t) = Pt)=V)T () = eMT(1).

Portanto, considerando P(t) = e0'U~1(t) segue que

= Age™ U)W (t)e 0t = Ay,
Portanto, A(t) = Ay, como desejado. O

Neste estudo estaremos interessados em um caso particular de transformacao de
equivaléncias, as chamadas transformagoes de Lyapunov. As transformacao de Lyapunov
sao interessantes pois o conceito de estabilidade e estabilidade assintotica sao invariantes

sob este tipo de transformagao, como sera visto na Secao 2.1.4.

Definigao 2. Uma matriz P(t) é chamada de transformag¢do de Lyapunov se P(t)
€ ndo singular, P(t) e P(t) sdo continuas, P(t) e P~\(t) sdo limitadas para todo t € R,
As equagoes (2) e (12) sao ditas Lyapunov equivalentes se P(t) é uma transformagdio

de Lyapunov.

Dado uma matriz constante Ay, o Teorema 9 garante que sempre existe uma
transformaciio de equivaléncias P(t) tal que A(t) = Ay. Assumindo que transformacdes de
Lyapunov preservam estabilidade e estabilidade assintética a pergunta a ser feita é: se P(t)
for uma transformagao de Lyapunov o Teorema 9 continua valido? Em caso afirmativo,
o estudo da estabilidade de sistema LTV sera entao equivalente a estudar a estabilidade
de um sistema Lyapunov equivalente, que ¢é linear e invariante. Em geral a resposta para
esta pergunta ¢é negativa, entretanto, se o sistema for LTV e peridédico entao a resposta é

afirmativa, como serd visto na Segao 2.2.
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2.1.4 Estabilidade de Sistemas LTV

Nesta secao serao definidos os conceitos de ponto de equilibrio, estabilidade e
estabilidade assintética para sistemas LTV, ambas no sentido de Lyapunov. Nos livros
disponiveis na literatura tais definicdbes podem variar em algum detalhe dependendo dos

autores. Neste trabalho foram adotadas as defini¢oes segundo Slotine e Li (1991).

Para as defini¢oes e demonstracoes a seguir, considere um sistema LTV, as seguin-
tes normas de vetor e matriz e propriedades (CHEN, 1998, p. 47 e 78 ) dadas por:

n

il = > fail

=1

n
11 = e (3l ) = e
=1

[ Az]| < [[A[|][|
1ABI| < [[A[[|| B]I;
sendo z = [ 21 @3 -+ x, | € R", B = (b;;) € R™", A = (a;;) € R™" e A7 a j-ésima

coluna da matriz A. Vale ressaltar que, em espacos de dimensao finita quaisquer duas
normas sao equivalentes (KREYSZIG, 1978, p. 75).

Definicao 3. Um ponto x* € R" é dito ser um ponto de equilibrio se
At)z* =0, Y t>t.

O significado fisico de ponto de equilibrio é que se for possivel configurar o sistema

tal que o vetor dos estados coincida com tal ponto, entdo o sistema ali permanecera.

Pode-se verificar que o tnico ponto de equilibrio do sistema sera x* = 0, a menos

que A(t) seja sempre singular.

Definicao 4. O ponto de equilibrio x* = 0 é estdvel em t, se, e somente se, dado € > 0
existe 6(e,ty) =0 > 0 tal que

|z(to)]| <6 = |lz(¥)||<e Vit>t.

A defini¢do acima significa que o vetor dos estados permanece na bola de raio ¢

arbitrario, desde que a trajetéria se inicie em uma bola de raio § suficientemente pequeno.

Definicao 5. O ponto de equilibrio x* = 0 ¢ assintoticamente estdvel em t, se:

(a) ele é estavel em ty;
(b) existe §(to) = d > 0 tal que

|z(to)]| <6 = ||z()|| = 0 quando t — oc.
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Geometricamente, a definicao de estabilidade assintotica significa que existe uma
“regiao de atragao” tal que se a trajetéria inicia dentro desta regiao, entao a solucao tende
a zero conforme o tempo passa. A seguir, serdo apresentados dois teoremas que permitem
caracterizar os conceitos de estabilidade e estabilidade assintotica por meio da STM do
sistema (CHEN, 1998, p. 138).

Teorema 10. O ponto de equilibrio x* = 0 € estavel em ty se, e somente se, existe M € R

tal que
12t to)ll < M, V¢ >t
Demonstragio. (<) Dado € > 0 escolha d(e,ty) = 17. Assim, se [|z(to)|| < ¢ entdo
(]| = (|, to)x(to) || < [|2(E to)[[|[2(to)l] < M =&, V=t
(=) Para e = 1 existe 0(tg,e) > 0 tal que
z(to)|] <0 = |lz@®)|]| <1 Vt>t.

Fixemos t >ty e j € {1,2,...,n}. Seja ®/(t,ty) a j-ésima coluna de ®(t,t,). Considere
x) = 8[ 61j 025 -+ 0y; ] € R™, sendo que &;; denota o delta de kronecker. Seja 27(t) a

solugdo de (2) tal que 27(ty) = . Observe que |[27(t)|| = 2 < & e que
x’ (t> = (I)(ta tO)xg] = §®j (tvtD)

Das consideracoes acima tem-se:

O o _ .
LIRS N

=l <1
Pela arbitrariedade do t > t; e j fixados, da desigualdade acima decorre que

. 2 )

[|D7(t, to)]| < 5 Vi=1,...,neVt>t
, 2
—  max||D(,t)]] < 5 YVt >t
J

Portanto, escolhendo M = % tem-se

||(I)(t7t0)||§M7 Vt2t07

provando assim o resultado. [

Lema 2. Se ||®(t,10)|| = 0, quando t — +o00, entao existe M € R tal que

1®(t to)]] < M, ¥ t>0.



Capitulo 2. FUNDAMENTOS TEORICOS 30

Demonstracao. Por hipdtese, para € = 1 existe ( > 0 tal que
[|®(t,to)]| <1, V>, (14)
Por outro lado, como ||®7(¢,t)|| é continua, existe N7 € R tal que
[P (¢, to)|| < N7, Vte0,].
Defina N = max; N7. Decorre que

[|®7(t,t)|| < N, Vte[0,{]eji=1,....,n
— ma,x||(I>j(t,t0)||<N, vV telo,(]
J

— [|®(t,t0)|| < N, Vtel0,(]. (15)
Considere M = N + 1. De (14) e (15) segue que

|®(t,t0)|] < M, Yt>0.

Teorema 11. x* = 0 ¢é assintoticamente estdvel em ty se, e somente se,

[|®(t,t0)]| — 0, quando t — oc. (16)

Demonstragio. (<) Deve-se provar as condicgoes (a) e (b) da Definigdo 5. De fato, por
hipé6tese a condigao (16) é véalida. Pelo Lema 2 segue que ||®(t, to)|| < M, para todo t > t.
Portanto, pelo Teorema 10 segue que o sistema é estavel em ¢y, provando a condic¢ao (a).
Para demonstrar a condigao (b) considere d(ty) = 1. Dado ¢ > 0, por hipitese (16) é

valida e, portanto, deve existir ( > 0 tal que
t>¢ = |2t )] <e.
Seja x(t) uma solucao tal que ||xz(#)|| < 1. Decorre que, se t > ¢ entao
2@ = [[®(£, to)zol| < [|P(E, to)ll[|zol| < &

Portanto, ||z(¢)|| — 0 quando t — oo como desejado.
(=) Por definicao existe d(tp) > 0 tal que se ||z(to)|| < § entao

[|z(t)|| = 0 quando t — oc.

Logo, dado ¢ > 0 existe ¢ > 0 tal que

t>¢ = |lz(t)|| < ge.
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Considere 2, = [ 85 6a; -+ 0,5 ] € seja 27 (t) a solugdo tal que 27 (ty) = . Observe que
|27 (to)|] = [|x5]| = § < 6. Logo,

5 5
> hFY — || ZpJ

, )
‘:||xj(t)|| <-g, Vj=1,...,n

— || P (b)) <e, Vi=1,...,n

= max ||®/(¢,t)|| < ¢
J

= ||D(t,t)]] < e.
Portanto, ||®(t,%)|| — 0 quando ¢ — co. O

Os Teoremas 10 e 11 sao importantes pois permitem provar que, para sistema LTV,
os conceitos de estabilidade e estabilidade assintética sao invariantes sob transformacoes
de Lyapunov (CHEN, 1998, p. 139).

Teorema 12. Os conceitos de estabilidade e estabilidade assintotica de um sistema LTV

sao invariantes sob qualquer transformagdao de Lyapunov.

Demonstragio. Seja P(t) uma transformacio de Lyapunov. Considere ¥(t) e W(t) ma-
trizes fundamentais do sistema LTV & = A(t)z e do sistema Lyapunov equivalente
I= /Nl(t)i, respectivamente. Conforme o Teorema 8, as duas matrizes fundamentais estao

relacionadas por

Da igualdade acima decorre o seguinte

D(t, to) = V()W (to)
()W ()T (t) P (to)
(t)®(t, to) P~ (to).

S

P
P

Por defini¢do P(t) e P7'(t) sao limitadas. Se ||®(¢,y)|| ¢ limitada, da igualdade acima
segue que ||®(¢, to)|| também é limitada. Por outro lado, se ||®(¢, to)|| — 0 quando ¢ — oo,

pela igualdade acima tem-se ||®(t,t,)|| = 0 quando t — oo, provando o teorema. O

O Teorema 12 afirma que se um sistema LTV possui uma transformacgao de Lya-
punov entao podemos “transferir” o estudo da estabilidade do sistema original para o
sistema Lyapunov equivalente. Pode acontecer do sistema Lyapunov equivalente ser um
sistema mais simples ou nao de analisar a estabilidade. Entretanto, caso o sistema LTV for
periddico existe uma transformacao de Lyapunov tal que o sistema Lyapunov equivalente

¢ invariante no tempo, como sera visto na se¢ao a seguir.



Capitulo 2. FUNDAMENTOS TEORICOS 32

2.2 TRANSFORMACAO LYAPUNOV-FLOQUET

Nesta secao serd provada a existéncia de uma transformacao de Lyapunov para
todo sistema LTV e periddico, tal que o sistema Lyapunov equivalente ¢ invariante no
tempo. Tal transformacao é conhecida na literatura como transformacao de Lyapunov—
Floquet (L-F).

O lema a seguir é importante para construir a transformacao L-F, como sera visto
no Teorema 13. Entretanto, por fugir do escopo do estudo, a demonstragao é omitida mas

pode ser encontrada em (YAKUBOVICH; STARZHINSKII, 1975, p. 56).

Lema 3. Dada uma matriz C' nao singular de ordem n X n, existe uma matriz B real de

ordem n x n tal que e*B = C2.

Teorema 13. (Floquet) Considere o sistema T -periddico (8) e ®(t) a STM de tal sistema.
Ezistem matrizes reais Q(t) e R de ordem n x n, sendo Q(t) uma matriz 2T -periddica,

nao singular e Q(0) = I tais que

Demonstragio. Por (10) existe uma matriz nao singular C' tal que ®(t + 1) = &(¢)C.
Consequentemente ®(t + 27') = ®(¢)C?. Pelo Lema 3 existe uma matriz real B tal que

e?B = (2. Considere R = %B e defina

Q(t) = ®(t)e . (17)

mostrando que Q(t) é 2T-periddica. Além disso, Q(0) = ®(0)e® = I. Por fim, Q(t) é nao

singular, pois é produto de duas matrizes nao singulares. O

A aplicagdo Q(t) dada no teorema de Floquet ficou conhecida na literatura como
transformacao de Lyapunov—Floquet (L-F). Como serd visto mais adiante, tal trans-
formacao é uma transformagao de Lyapunov que transforma o sistema LTV e periédico
em um sistema linear invariante. Além disso, ela também tem papel fundamental para a

teoria de controle proposta por Sinha e Joseph (1994), como sera visto na préxima sec¢ao.
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Teorema 14. A aplicagio Q(t) é uma transformacao de Lyapunov.

Demonstra¢io. Como visto no Teorema 13, a transformagao Q(t) é 2T-periddica e nao

singular. Uma vez que

e ambas funcao e 'F e ®(t) = A(t)®(t) sdo continuas, segue que Q(t) é continua. Além
disso, Q(t) é continua e 2T-periédica e portanto Q(t) é limitada. O mesmo argumento é
valido para Q(t)~!. Logo, Q(t) é uma transformacio de Lyapunov. ]

Uma consequéncia do teorema de Floquet é o seguinte:

Teorema 15. (Lyapunov) Sejam R e Q(t) como no Teorema 13. A transformagio L-F

transforma o sistema LTV e periodico

i(t) = A(t)z(t), (18)

z(t) = A(t)z(t), (19)

sendo T(t) = Q(t)'x(t) e A(t) = R. Em outras palavras, a transformagio L-F transforma

um sistema LTV e periodico em um sistema linear invariante no tempo.

Demonstragio. Considere P(t) = Q(t)~'. Como discutido anteriormente, o sistema (18)

é Lyapunov equivalente ao sistema (19), sendo que
At) = [P(1)A(t) + PP (t)
= [Q(t) M A(t) + d/dt (Q(t) Q)
= Q) AMQ) — Qt))- (20)

Resta provar que Q(t)"'[A(t)Q(t) — Q(t)] = R. De fato, como ®(t) = Q(t)e’* entdo

t) = d(t) = Q(t)eft + Q(t)Re™

= R=0Q(t)"'AMQ) - Q). (21)

De (20) e (21) segue que A(t) = R, como desejado. O
O Teorema 15 mostra que analisar a estabilidade de um sistema LTV e periodico

é equivalente a analisar a estabilidade do sistema Lyapunov equivalente = RZ que é

linear invariante. A andlise de estabilidade de sistemas lineares e invariantes pode ser feita
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por meio dos autovalores da matriz dos estados R. Portanto, para estudar a estabilidade
do sistema LTV e periédico (8), basta analisar os autovalores do sistema Lyapunov equi-
valente 7 = RZ. Os autovalores da matriz R, denotados por \i,...,\,, sdo chamados

de expoentes caracteristicos. A matriz R pode ser obtida em fun¢do da matriz FTM
(SINHA; HENRICHS; RAVINDRA, 2000, p. 168)

1 1
= —1og®(2T) = — log ®(T)>. 22
R=5-log ®(2T) = - log &(T) (22)

Os expoentes caracteristicos estao associados com os multiplicadores de Floquet
pela seguinte relacao (MEIROVITCH, 2010, p. 267)

1

/\]T

(log |p;| +iargp;), j=1,2,...,n. (23)
A igualdade acima permite caracterizar a estabilidade de um sistema LTV e pe-
riédico em termos dos multiplicadores de Floquet. Esta caracterizagao é dada no teorema

a seguir.

Teorema 16. Se todos o multiplicadores de Floquet tiverem maodulo estritamente menor
do que 1, o sistema (8) serd assintoticamente estdvel; se pelo menos um dos multiplicadores

de Floquet tiver modulo maior do que 1, o sistema serd instdvel.

Demonstragio. O resultado segue diretamente dos Teoremas 12, 15 e da igualdade (23),
observando que R(A;) < 0 se [p;| <1 e que R(A;) >0 se |p;| > 1. O

Em resumo, os resultados obtidos por Lyapunov e Floquet mostram que estudar a
estabilidade de sistemas LTV e periddicos equivale estudar a estabilidade de um sistema
linear e invariante. Além disso, pode-se concluir a respeito da estabilidade do sistema
por meio dos multiplicadores de Floquet, conforme visto no Teorema 16. Infelizmente
obter a STM de forma exata s6 é possivel se o sistema for comutativo. Por isso, métodos

numéricos para obter a STM se fazem necessario.
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3 METODO NUMERICO PARA OBTER A STM

Este capitulo tem por objetivo apresentar o método numérico desenvolvido por
Sinha e Butcher (1997) para obter uma aproximagao da STM de um sistema LTV e pe-
riddico. Para poder usar as propriedade dos polindmios de Chebyshev alterados, o método
consiste em considerar um novo sistema chamado de sistema normalizado. O sistema nor-
malizado tem a propriedade de que seus coeficientes sdo todos peridédicos e de periodo
principal unitario. Portanto, tais coeficientes podem ser expandidos em polinémios de
Chebyshev alterados. A partir de tal expansao, uma aproximacao da matriz STM é ob-
tida envolvendo as matrizes operacionais (matriz do Produto, Integragao e de Chebyshev).

Os resultados a respeito dos polinomios de Chebyshev apresentados neste capitulo podem
ser encontrados em (SNYDER, 1966; FOX; PARKER, 1968).

3.1 POLINOMIOS DE CHEBYSHEV

Nesta secao sera apresentados os polindomios de Chebyshev e Chebyshev alterados.

Também, serd mostrado como expandir fungoes em polinémios de Chebyshev alterados.

Os polinémios de Chebyshev, denotados por T),(t), sao definidos por uma lei de

recorréncia e portanto, ¢ necessario definir os dois primeiros polindmios, a saber
Os polinémios de Chebyshev sao definidos a partir dos dois polinémios acima
e a relagao de recorréncia é dada a seguir
Toa(t) =2tT,(t) — To—1(t), te]-1,1] e n>1.

O dominio destes polindémios é o intervalo [—1,1]. Os primeiros polinémios de

Chebyshev sao dados por:

To(t) =1

Ti(t) =t

To(t) =2t — 1

Ts(t) = 4t — 3t

Ty(t) = 8t* — 8t +1

Ts(t) = 16t° — 20> 4 5t

Ts(t) = 3215 — 48" + 182 — 1
Th(t) = 641" — 112t° + 56t° — Tt.

A Figural mostra o grafico dos cinco primeiros polinémios de Chebyshev.



Capitulo 3. METODO NUMERICO PARA OBTER A STM 36

Figura 1 — Gréafico dos cinco primeiros polindmios de Chebyshev.

1 — o pr _T‘(t) 7
% *\ . °o,°°-“f e Ttly (O)] e , /°:
205F & x* %o, - -D(t)| -
ey o, e /e
= x g°\ A ; Ts(t) ’ ’
g Or T () e
< [ S o o e x"x - .
-0.5F, -y o o
R —— ~ o - 00, ” x*‘ ,o°
_1 pee""" xxx®® S e e == - 0960000000 W.g“xxxx’e‘
1 0.5 0 0.5 1

Fonte: adaptado de Snyder (1966).

3.1.1 Polinébmios de Chebyshev Alterados

Os polinémios de Chebyshev alterados, denotados por T (t), sao definidos a

partir dos polinémios de Chebyshev T),(t) pela seguinte relagao

TH(t) = To(2t — 1).

Uma vez que o dominio de T,(t) é o intervalo [—1, 1], segue que o dominio dos

polinémio de Chebyshev alterado é [0, 1]. Os dois primeiros polinémios alterados sao

T5(t)
Ty (t)

To(2t —1) =1
Ty(2t —1) =2t — 1.

Os demais polindmios alterados sao dados pela seguinte lei de recorréncia

T*

w0 =202t = D)T() + T, ,(t), n=>1.

Os primeiros polindémios de Chebyshev alterados sao:

Ti(t) =1

Tr(t) =2t —1

Ty(t) =8t — 8t +1

T3 (t) = 326> — 4812 + 18t — 1

Ty (t) = 128t* — 256t + 160t* — 32t + 1

T (t) = 512¢° — 1280t* + 1120¢° — 400¢* + 50t — 1

Ty (t) = 2048t° — 6144t° + 6912t* — 3584¢> + 840t* — 72t + 1

Tx(t) = 8192t — 2867215 + 39424t° — 26880t* + 9408t> — 1568t* + 98¢t — 1.
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A Figura 2 mostra os graficos dos cinco primeiros polinomios de Chebyshev alte-

rados.

Figura 2 — Grafico dos cinco primeiros polindmios de Chebyshev alterados.
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Fonte: adaptado de Snyder (1966).

3.1.2 Expansao de Funcao em Polinédmios de Chebyshev Alte-

rados

Seja f(t) uma funcdo continua. Pode-se expandir a fun¢do f em termos dos po-
lindmios de Chebyshev alterados da seguinte forma (SNYDER, 1966, p. 29)

ft) = axTy (1), (24)
k=0
onde os coeficientes a;’s sao dados por

Lt f®
a“*w/o St (25)

2 LT _
ak—;/o g k=12, (26)

A série em (24) pode ser truncada a fim de obter uma aproximagao para a fungao

f(t). Tal aproximacao é dada por?
m—1
f) = > aTi(t)=[aoar - apm J[To(t) TY(t) -+ Tpy() ] (27)
k=0

O vetor [ Ty (t) Ty (t) --- T _1(t) ] serd denotado simplesmente por T%(t), ficando

subtendido o nimero de termos m da expansao.

Para efeito de ilustragao, a Tabela 1 exibe os dez primeiros coeficientes da expansao
de fungao sin(27t) em polinémios de Chebyshev alterados, que sao obtidos pelas equagoes
(25) e (26).

1

Vale ressaltar aqui que o simbolo = estd sendo usado para dizer que duas coisas sao aproximadamente
iguais.
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Tabela 1 — Coeficientes da fungdo sin(27t) em polindmios de Chebyshev alterados com
m = 10.

indices pares indice impares

ag =0 a; = —0,56923
as =0 as = +0, 66691
as =0 as = —0, 10428
ag =0 ar = +0, 00684
ag =0 ag = —0,00025

Fonte: adaptado de Peruzzi (2005).

A Figura 3 mostra a aproximagao da fungao sin(27t) em polinémios de Chebyshev

alterados considerando m =5 e m = 6.

Figura 3 — Aproximacao de sin(2xt) por polinomios de Chebyshev alterados conside-
rando m =5em = 6.

m = 5= m = 6—exato

, Amplitude

Fonte: autor.

Pode-se observar, pela figura acima, que para um nimero de termos relativamente
pequeno, tem-se uma boa aproximagao da fung¢ao sin(27t) em polinémios de Chebyshev

alterados, no intervalo [0,1].

3.2 MATRIZES OPERACIONAIS

As matrizes operacionais exercem um papel fundamental no método numérico
que sera apresentado. Como podera ser visto, essas matrizes transformam os calculos
algébricos envolvidos na obten¢ao da aproximagcao da STM em multiplicagdes de matrizes,

viabilizando a implementag¢ao computacionais.

3.2.1 Matriz Polinomial de Chebyshev

Antes de definir a matriz polinomial de Chebyshev, sera definido o produto de

Kronecker. Se A € R™*" e B € RP*? entao o produto de Kronecker de A por B é a
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matriz definida por
an B a1, B
A® B = : € R™PX"4, (28)
amlB amnB

Exemplo 3. Sejam A e B definidas por

1 2 3 2 1
A - y B =
3 2 1 2 3

—_ 1

Entao
21 4 2 6 3
B 2B 3B 23 46 6 9
3B 2B B 6 3 4 2 21
6 946 2 3

A seguir serd definida a matriz polinomial de Chebyshev. Sejam m e n inteiros
positivos, T*(t) = [ Tg(t) --- T _1(t) |' em que T)*(t) denota o polindémio de Chebyshev
alterado de grau r e I, a matriz identidade de ordem n. A matriz polinomial de
Chebyshev é definida por

T(t) = I, ® T*(¢). (29)

Segue da defini¢ao de produto de Kronecker que f(t) e R"*" O exemplo a seguir

ilustra como determinar a matriz polinomial de Chebyshev.

Exemplo 4. Considere o caso particular em que m = n = 2. Neste caso, a matriz

polinomial de Chebyshev é dada por

T(t)=1L®T*t)

10 Ti(t
o 1]® Tl*Eti
[Tt 0
| @ 0| e
T5(t)
0 Ty

3.2.2 Matriz Operacional do Produto
Uma das propriedades interessantes dos polindomios de Chebyshev alterados é que

existe uma formula fechada para a multiplicagao de dois destes polinémios. A multiplica-
¢ao de dois polinomios de Chebyshev alterados é dada por (FOX; PARKER, 1968, p. 52)

LT (1) = 5 (T30 + T700) (30)
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Segue da equagao (30) o seguinte resultado

Ty T T; T
Ty (T3 +13) (T +13) %(T* 2+T*)
Y= Ty (T +T) (T +TH) - (T mo1) | (31
L Ty %(T* 2+T*) %(T* 3+T:1+1> %(T5+T2>k(m—1)) J

onde

() = [T5(t) -~ T () ]

Considere duas fungoes f(t) e g(t) e suas respectivas aproximagoes por polindmios

de Chebyshev alterados (ver (27))

f(t) = mzl a;T7 (1) Z BTy (1

1=0

O produto de f(t) por g(t) pode ser escrito por

f()g(t) = f(£)g(t)" ~ (aT())(bT" (1)) = aT™(t)T"(t)'V, (32)

onde

a:[ao am,l] € b:[bo bmfl].

Calculando aT™(t)T*(t)" e efetuando algumas simplificagdes (PERUZZI, 2005; SI-
NHA; BUTCHER, 1997), pode-se mostrar que

f)g(t) = T*(t) Qab',
onde (), é dada por
a ag + % Har+az) 0 Ham—atam)
Qo= | a 5 (a1 + as) ap + % c 5(am—3 + Q) - (33)
| ame1 ame2t am) (@3t Q) ap + 5= e

Os coeficientes a, onde r > m sao considerados todos nulos. A matriz definida por

(33) é chamada de matriz operacional do produto.

O exemplo a seguir ilustra como obter a matriz operacional do produto para um

caso particular.

Exemplo 5. Considere o caso particular em que m = 2 e a e b sdo vetores arbitrdrios
da forma

a:[ao am,l] € b:[bo bmfl].
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Seque que
1y Ty
al* ()T ()Y =[ag ar || 0“1 |V
ai a /
= |: CL()TO + CL1T1 §T0 + CL()Tl + §T2 :| b
Qo %
=[To T To]| a1 ao |V
0 3
a1
~ [ TO T1 ] o 2 ] b/
a1 Qo
— T*(t)/Qab/,
onde,

a
_ a0 %
Qo = -
a; a
150 Joxo

3.2.3 DMatriz Operacional de Integracao

Outra matriz que exerce um papel fundamental é a matriz operacional de inte-
gragao, que sera definida a seguir. Tal matriz é interessante pois ela pode ser usada para

aproximar a integral matricial fj 77(¢)'dt na multiplicagdo de duas matrizes.

A seguinte propriedade fornece informagoes a respeito da integral de um polinémio
de Chebyshev alterados (SNYDER, 1966, p. 20)

(T3 (1) + Ty (7)) se =0,
/ T (t)dt = s(I3(r) = Ty (7)) se 7 =1, (34)
0 () T (n) —1)"
i ( r++1 Tl ) - 2Er2—)1) se 1> 2.

Os exemplos a seguir mostram com a integral acima pode ser usada para trans-

formar [; 7*(t)'dt numa multiplicacdo matricial.

Exemplo 6. Caso particular m = 2.

/0 ey dt = [ /0 " (t)dt /0 T () dt ]

— [; 5(7)+;T1*(T) —;TS‘ (T)+;T2* (1)
=[T5(r) Ti(r) T5(7) ] 0

NI~ N
(@]
00—
L O = N

~[ T5(7) Tf‘(T)]{



Capitulo 3. METODO NUMERICO PARA OBTER A STM

onde

Exemplo 7. Caso particular m = 3.

/OTT*(t)’dt:{/OTTg‘(t)dt /OTT{‘(t)d

~+

1., 1., 1
[ ST+ T — 5
1., 1., 1
6 0(7)—1T1(T)—E

~[To(r) Ty(r) T5(7) ]
:T*(T)/G/,
onde
1 1
3 3 0
G=|-1 0 !
-t 4o

S O NI NI
- o
= O

[\

O o= -

3x3

De uma forma geral, a i-ésima linha de G é formada pelos coeficientes da integral
do (i — 1)-ésimo polinémio de Chebyshev alterado que aparecem na equagao (34). Assim,

se m é um inteiro positivo qualquer, a matriz G é dada por (SINHA; BUTCHER, 1997,

PERUZZI, 2005)

1 1
2 3 O
1 1
-5 U 3
G=| — 40
(_1)‘"L -1
L 2m(m—2) 0 00 - 4(m—2)

A matriz G dada acima é chamada de matriz operacional de integragao e

satisfaz a seguinte relagao

/ "t~ TG
0

Na Secao 3.4 sera visto como as matrizes operacionais do Produto, Integracao e

de Chebyshev foram usadas para obter um método eficiente para aproximar a STM por

meio de soma e multiplicagoes matriciais.
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3.3 METODO DAS APROXIMACOES SUCESSIVAS

Nesta secao sera exibido o método das aproximagoes sucessivas. Serd visto mais
adiante que este método fornece uma aproximacao para a STM de um sistema LTV.
Entretanto, este método nao é computacionalmente viavel devido a complexidade dos
calculos envolvidos. Sinha e Butcher (1997) perceberam que, combinado o método das
aproximacoes sucessivas com as matrizes operacionais, obtém-se um método para obter
a STM aproximada que envolve apenas multiplicacao e adi¢do de matrizes, viabilizando

assim sua implementacao computacional.

Considere o sistema LTV com condi¢ao inicial, dado por

(t) = A(t)x(t), x(to) = xo. (37)

A equacao acima é equivalente a seguinte equacgao integral

z(t) = xo + t A(T)z(T)dr.

to

Assumindo a aproximacdo inicial 2(®(t) = z, obtém-se, por recorréncia, uma

sequéncia de func¢oes dadas por

¢
e (t) =xo+ [ A(D)2*V(r)dr, k=1,2,.... (38)

to

Pode-se mostrar que a sequéncia dada em (38) converge para a solugao z(t) de (37)
(SOTOMAYOR, 1979, p. 51). A forma de se obter a solu¢ao do sistema (37) utilizando a
férmula (38) é chamado de método das aproximacgoes sucessivas, também conhecido

como método das iteracoes de Picard.

Para ilustrar o método das aproximagoes sucessivas, considere o seguinte problema

(t) = ax(t), x(0)= xo. (39)
A equacao integral equivalente é dada por

(t) = 2o + /0 ' aa(r)dr.

Considere a aproximacio inicial #(°)(t) = zy. Aplicando a férmula de recorréncia
dado por (38) obtém-se

¢
e (t) =z + / az O (r)dr = xo(1 + at).
0

Analogamente,

t t 2
22 t) =20+ [ azW(r)dr = xg (1 + at + (at) ) .

0 2
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Prosseguindo com este raciocinio, a k-ésima aproximagao é dada por

M (t) = <1+at—|—(a;)2+~--—|— <‘Z,)k>. (40)

Do conhecimento sobre séries de Taylor, sabe-se que 372 ,(at)* /k! = . Portanto,

a série (40) converge para x(t) = zge™, que é a solucao da equacao (39).
ge p

A Figura 4 exibe as primeiras aproximagoes do método acima e a solucao exata
do problema (39).

Figura 4 — Primeiras aproximagoes para o problema (39).

y
2 (1) @ (t) z(t) = zoe

Zo

(0 (¢)

Fonte: adaptado de Sotomayor (1979).

O método das aproximacoes sucessivas tem grande importancia na teoria de exis-
téncia de solugoes de equagoes do tipo (37), entretanto, a dificuldade de avaliar a integral
em (38) torna essa técnica impraticavel computacionalmente. Tal dificuldade pode ser

contornada por meio das matrizes operacionais, como sera visto na se¢ao seguinte.

3.4 STM NUMERICA

Nesta segao serd apresentado o método proposto por Sinha e Butcher (1997) para
calcular a STM aproximada. Como sera visto, tal método se baseia no método das apro-
ximagoes sucessivas e nas matrizes operacionais. Inicialmente sera analisado um método
para obter a STM usando apenas as aproximagoes sucessivas. Posteriormente, serd visto

como a inclusao das matrizes operacionais simplificam os calculos.

Para iniciar a discussao, considere o sistema LTV e periédico com condic¢ao inicial,
dado por?
(t,a) = A(t,)z(t, ), z(0,a) = xo, (41)

2 para preservar a notacio original proposta em (SINHA; BUTCHER, 1997), o vetor dos pardmetros

do sistema « serd explicitado em A(t, o), na matriz ®(¢, ) e no vetor z(t, «).
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onde z(t,a) € R™ é o vetor de estados, a € R ¢é o vetor dos parametros do sistema e a
matriz A(t,«) é tal que A(t+ T, a) = A(t,«), onde T designa o periodo desta matriz. Se

r é o nimero de coeficientes da matriz A(t, ) que sdo variantes, entao

A(t7 CY) = Al(a>f1(t) + AQ(a>f2(t) +ooet Ar(a)fr<t>a (42>
sendo f1(t), f2(t), ..., f-(t) os coeficientes variantes no tempo e periédicos.

Conforme o Teorema 5, a solugao do sistema (41) para uma dada condicao inicial
T pode ser expressa por
x(t, ) = D(t, ).

Vejamos agora como calcular a matriz ®(t, a) via método das aproximacgoes suces-

sivas. O sistema (41) na forma integral é dado por

z(t, ) = o + /Ot A(r, @)z (T, a)dr.

Considere a seguinte aproximacao inicial (% (¢, ) = z¢. Utilizando a equacio (38)

e o Lema 14 obtém-se a primeira aproximacao dada por
t
ﬂwmm:%+AA@ﬂn@%ﬂm%

I+ /OtA(TO, Oé)dTo] xo, (43)

onde 7y esta denotando a variavel de integracao.

A segunda aproximacao é dada por
37(2)(75,04):1’04‘/ (11, () (71, )dmy
t
= Xp +/ A(Tl,O[ 1 +/ A(Tg,O&)dTO
0 0

t t t
I+/ A(m, a)dn +/ A(ﬁ,@)/ A<70705)d7-0d7-1:| Zo, (44)
0 0 0

onde 7y, 71 estdao indicando varidveis de integracgao.

.le()dTl

Prosseguindo desta forma obtém-se a k-ésima aproximacao dada por
t
M (t,0) = z +/0 A1, @) z* D (1p_y, @) dry_y
t t t
= [[—i_/() A(Tk_l,(l)di_l —|—/0 A(Tk_l,a)/o A(Tk_g,&)di_ngk_l
t t
+ [ A(mn,a) - [ Al a)dng - dms ] (45)
onde os 7;’s representam as variaveis de integracdo. Observe que a série truncada entre
colchete é uma aproximacao para STM, enquanto que a STM exata é obtida pela série
infinita. A equagao (45) pode ser usada para aproximar a STM, entretanto, observe a

complexidade dos calculos envolvidos nesta aproximacao, especialmente se o ntmero r

dado em (42) for maior do que 1.
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3.4.1 Método (SINHA; BUTCHER, 1997)

Para introduzir o método proposto por Sinha e Butcher (1997), deve-se considerar

o sistema normalizado de periodo unitario dado por
i(1,a) = A(t,a)z(r, a), (46)

sendo
A(r,a) = TA(TT,a).

Observe que o sistema normalizado é periddico de periodo principal unitario. De

fato, segue que

AT +1,0) =TA(T(t+1),a) =TA(TT+T,a) = TA(TT,a) = A(r, ).

A STM do sistema original e do normalizado estao relacionadas pelo lema a seguir.

Lema 4. Se ®(t,a) é a STM do sistema normalizado, entio ®(t,a) = ®(t/T,a) ¢ a
STM do sistema original.

Demonstracio. Seja ®(t, o) a STM do sistema normalizado, entao

U

b(t,a) = y ®(t/T,a)]
- Liwra)

=N

= ZA(t/T,a)(t/T, o)
= A(t,a)®(t, a),

e portanto, ®(t,a) = ®(t/T, ) é a STM do sistema original. O

A matriz do sistema normalizado também pode ser escrita da seguinte forma

A1, 0) = Ay () fL(T) + Ag(@) fo(T) + - + Au(a) fr(T),

sendo que os f;(7)’s e as matrizes A(a);’s sio dados por

fi(r) = fi(T7), Ai(a) =TAi(a), i=1,2,...,m

A vantagem de trabalhar com o sistema normalizado é que os termos variantes
fi(T)’s sao peridédico de periodo unitario, e portanto, pode-se expandi-los em polinoémios

de Chebyshev alterados no intervalo [0,1].
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Apos a normalizacdo do sistema, deve-se fixar um inteiro positivo m, e expandir
as fungoes f;(7)’s em polindmios de Chebyshev alterados no intervalo [0, 1]. Conforme as

equagoes (25),(26) e (27), tal expansao é dada por

Z =dT(r)=T"(7)d,, i=1,...,s, (47)
sendo que d; = [ dio di1 ... digm—1) ] € 0s coeficientes d;;’s dados por
1/ f (T
R IR N

__
0 Vr—12 0 Ve

/1f17_72 / HCkoliiG 7 j=1,.,(m—1).

7‘—7‘2

Utilizando os Lemas técnicos exibidos no Apéndice A, a equagao (43), considerando

o sistema normalizado (46), pode ser escrita como

x(lvm) (7-’ Ck) = Zo —'— / A<t7 Oz).%’odt
0

(Lema 14)

= mo+ [/0 A(t,a)dt} T
— :] + /OT A(t,a)dt] g

Lema16) [ T
(Lera 16) I+ T(t)’D(a)dt} T
L 0

(Lema 17) r

~ |1+ f(T)/C:"D(a)} Zo

(Lema13) T

C:"D(a)} X0, (48)

onde o par ordenado (1, m) indica o nimero de aproximagoes pelo método das aproxima-
¢oOes sucessivas, no caso 1 aproximacao, e o nimero m indica a quantidade de termos da

expansio das funcoes f;(7)’s em polinémios de Chebyshev alterados.

Prosseguindo com o mesmo raciocinio, a equagao (44), também para o sistema

normalizado, pode ser escrita da seguinte forma

@™ (1 a) = :Jc0+/ (t, )z (t)dt

= [1+ [T/ DTy (T+GDle) d]
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(Lema13) (5 7 / o)l +T(t) D(a)f(t)'@’D(a)) dt} o
(Legm ()T + T (r) / T(t)G'D(a )dt] o

(V4 )+ [T/ QnG Dlc)it] ay
CR T T+ TG D(0) + T(r) G QG D()] w0

) [T+ (Lm + G'Qp)G'D(a)| 9
) [T+ (Lum + L(@)) P(a)] 2,

"ﬂ>

(Lema 18) [

~
~

~)
’\4>

I
%>

(7
T(r
sendo

L(a) = G'Qp e P(a) = G'D(a).

Continuando com este procedimento, a matriz ®(7, o) do sistema normalizado (46)
pode ser aproximada por (SINHA; BUTCHER, 1997, p. 68)

oPm) (. a) = T(r) (49)

T+ (pz_:[L(a)]"”_l) P(a)

k=1

A equagdo (49) é uma aproximagao para a STM do sistema normalizado (46) e
consequentemente,

P (¢, a) = 8P (t/T, a), (50)

é uma aproximacao para a STM do sistema original (41). Também, ®®™) (T, a) é uma

aproximagao para a FTM e pode ser usada para estudar a estabilidade do sistema (41)

através dos multiplicadores de Floquet.
A equagao (50) é uma boa aproximagao de ®(t) apenas se t € [0,7], devido
aos polindmios de Chebyshev alterados. Entretanto, para obter ®(¢) para t > T basta

considerar a equagao (11) que fornece a seguinte relagao

oPm) (t) = oPm) (r +iT)
— 30 (1) [P (T)]
= B0/ T) B (D),
sendo r € R e i € N o resto e o divisor da divisao de ¢t por T, respectivamente, onde

0 < r < T. Vale ressaltar que na literatura sao praticados os seguintes valores para os

parametros p e m: p = 40 e m = 20.
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3.5 VALIDACAO DO METODO E ANALISE DE ESTABILIDADE

3.5.1 Validacao

A fim de validar a implementagao computacional do método discutido, foi con-
siderado um sistema m-periddico cuja STM exata é conhecida. O sistema considerado é
dado pela seguinte equacao

i(t) = A(t, )x(t), (51)
sendo o o pardmetro do sistema, x(t) = [ x1(t) x2(t) |" o vetor dos estados e A(t,«) a

matriz do sistema dada por

At o) = —1—1—04.(:0th 1—asint.cost | (52)
—1 —asintcost —1+ asin’t
A STM exata é dada por (SINHA; BUTCHER, 1997, p. 71)
el Dt eog?t  etgint
P(t,a) = 53
(t ) —ele=Dtgint e tcost (53)

A matriz (53) serd comparada com a STM aproximada (50) a fim de validar o

método discutido na subsecao anterior.
Utilizando as seguintes relacoes trigonométricas

1+ cos(2t)

1-— 2t
cos?(t) = 5 = cos(2t)

, sin’(t) = — ¢ sin(2t) = 2sin(t) cos(t),

a matriz A(t, «) pode ser escrita como

2

—1— %sin(2t) —1 4 2=

] 4 ofacos@) g a9
Aty =| 7 2 Sin(21)

Observe que o periodo principal do sistema é T = w. Apds a normalizagao do

sistema original (51), o sistema normalizado a ser considerado ¢ dado por
i(r,a) = A(T,a)z(T, ),

sendo

A(r,a) =mA(rr,a) =7

2

a+a 2T a .
—] 4 ofacos@rr) g § sin(277)
—1 — §sin(277)

—1+ a—a« C(;S(QWT)

A matriz A(1,a), na equagdo acima, pode ser escrita como

A(r, ) = Ay () + Ay(a) cos(2mT) + Asz(a) sin(277),
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onde
_ —1+a/2 1 - /2 0
Al(Oé> =T / s AQ( ) = / s
-1 —1+a/2 0 —a/2
_ 0 —a/2
Ay(a) =7 /2|
—a/2 0
Para o cilculo da STM aproximada, foram considerados fi(7) = 1, fo(1) =

cos(277) e fs(T) = sin(2n7). A STM obtida numericamente foi comparada com a STM

exata e os resultados estao apresentados nos graficos e tabelas a seguir.

Tabela 2 — Primeiro elemento da STM exata e da STM aproximada, considerando p = 14
em = T7. (a) solugao exata; (b) solugao aproximada.

«

T 0.1 0.5 2
0 1,00000* 1,00000¢ 1, 00000
1,00006° 0,99994° 1,00094°
1 0,34874¢ 0,47746° 1, 55088
4 0,34877° 0,47754° 1,55372°

1 0, 00000 0, 00000 0, 00000
—0,00021°  —0,00016° 0,00208°

|

—0,08483* —0,21769 —7,46049%
—0,08543%  —0,21772° —7, 45842}

—0,05916* —0,20788* —23,14069°
—0,05908°  —0,20797° —23,16206°

Fonte: adaptado de Sinha e Butcher (1997).

W~

—_

Os resultados apresentados na Tabela 2 sdo exatamente os mesmos obtidos por

Sinha e Butcher (1997), comprovando a correta implementagao do método.

A Figura 5 exibe o comportamento ao longo do tempo do primeiro elemento da
STM aproximada, comparando-o com o primeiro elemento da STM exata. Os resultados
mostram que para valores relativamente pequenos de p e m, os valores obtidos pela STM

aproximada estao bem préximos dos valores da STM exata, mostrando a eficiéncia deste

método.

Conforme discutido na Secao 2.2, os multiplicadores de Floquet tem um papel
importante na analise de estabilidade de um sistema LTV, pois por meio deles é possivel
caracterizar a estabilidade do sistema. Para comprovar a eficiéncia do método numérico
para obter os multiplicadores a Tabela 3 exibe os multiplicadores aproximados, obtidos

considerando p = 15, diferentes valores de m e diferentes valores do parametro «.
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Figura 5 — Primeiro elemento da STM exata ( aproximada (®%™()) sendo

a=01,p=12em=>5(a); m=6(
(a) (b)

<
3

12,5
""(I>§1 )(t)

Amplitude
Amplitude

Amplitude
Amplitude

Fonte: autor.

Na Tabela 3 pode-se perceber que, na medida que o parametro m aumenta, os
multiplicadores de Floquet p; e ps (ver (23)) convergem para seus respectivos valores

exatos. Além disso, os valores aproximados sdo proximos dos exatos para valores de m

relativamente pequenos.

Tabela 3 — Multiplicadores de Floquet aproximados considerando p = 15, a« = 0, 1;0, 5; 2
em=>5;7;9.

a=0,1 a=20,5 a=2
m=>5  -0,06431;-0,05077 -0,20574;-0,05077 -20,5226;-0,05473
m =7 -0,05902;-0,04311 -0,20786;-0,04331 -23,16205;-0,04321
m=9 -0,05915;-0,0432  -0,20788;-0,04321 -23,14032;-0,04321
p1 e p2 -0,05916;-0,04321 -0,20787;-0,04321 -23.14069;-0.04321

Fonte: adaptado de Sinha e Butcher (1997).

Um dos objetivos deste trabalho é aplicar a técnica de controle discutida na Secao 4

para sistemas LTV e periddicos. Uma vez que no sinal de controle desta técnica aparecem
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tanto a transformagao L-F quanto sua inversa (ver (64)), deve-se obter um método para

obter tal transformacao.

Conforme visto no capitulo anterior, a transformagao L-F é dada por
Q(t) = ®(t)e™ ™,

sendo R a matriz real e constante dada de forma exata por

1 1
= —log®(2T) = — log ®(T)>.
R = _log®(2T) = __ log ®(T)
Observe que a transformacao L—F depende da STM e da matriz R. O método
proposto por Sinha e Butcher (1997) pode ser aplicado para obter a STM aproximada
por meio da equacao (50). Consequentemente, a matriz R aproximada pode ser obtida da

seguinte forma

1 1
R(p7 m) — ﬁ log @(I% m) (2T) — ﬁ log (I)(p, m) (T)2 (54)

Portanto, a transformacao L-F aproximada pode ser obtida por
QP ™ (t) = P (1) B (55)
Para validar a equacao (54), a Tabela 4 exibe os elementos da matriz aproximada

R®™) para diferentes valores de m, fixando p = 15 e o = 0, 1, comparando-os com seus

valores exatos.

Tabela 4 — Elementos da matriz R?™ aproximados paraa = 0.1,p=15em =5m =7

em=29.
Ry R R Ry
m=>5 -0,8077 -0,0548 0,0398 -0,7661
m=7 -0.9096 -0.0018 0.0010 -1.0125
m=9 -0.8970 -0.0009 0.0009 -0.9958
valor exato de R;; -0,9 0 0 -1

Fonte: autor.

Para validar a equagdo (55), a Figura 6 apresenta o comportamento da transfor-

macao L-F numérica e exata ao longo do tempo.

Nos graficos abaixo pode-se observar que para valores relativamente pequenos para
p e m, o comportamento da transformacao L-F aproximada estd proximo do comporta-

mento da transformacao exata, comprovando a eficiéncia do método.
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Figura 6 — Primeiro elemento da transformacao L—F exata e aproximada sendo a = 0.1,
p=13em=>5(a); m =6(b); m=7(c); m=8(d).

(a) (b)

151
1
< =
= o5 = o
= =
= 2.
g o g
< <
-0.5
-1
(d)
151 151
13,8
we Q)
1
< <
= osf )
= =t
= 2,
g o S
< <
05
1

Fonte: autor.

3.5.2 Andlise de Estabilidade

Foram analisados os multiplicadores de Floquet para estudar a influéncia do para-
metro o na estabilidade do sistema 7-peridédico dado por (51). A Figura 7 exibe o grafico
do parametro a pelo respectivo valor maximo dentre os médulos dos multiplicadores de
Floquet (max{|p1], |pa|})-

Analisando a Figura 7, observa-se uma regiao de estabilidade e uma regiao de
instabilidade. Para valores de a no intervalo [—1, 1) o méximo dentre os médulos dos
multiplicador de Floquet é menor do que 1, indicando assim que esta é a regido de esta-
bilidade. Analogamente, observa-se que para valores de « no intervalo (1, 1,5] existe pelo
menos um multiplicador de Floquet cujo o médulo é maior do que 1, indicando assim que

esta é a regiao de instabilidade do sistema.
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Figura 7 — Gréfico do parametro « por max{|pi|, |p2|}-

5,

max{|p1|, [p2}

o =

1 1 1 1 |

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5
alpha [a]

Fonte: autor.

O resultado acima esta de acordo com o esperado, uma vez que a estabilidade do
sistema (51) pode ser verificada analisando a STM do sistema. Pelo Teorema 11 o sistema

¢é assintoticamente estavel se

||®(t, @)|| = 0 quando t — oco.

Observe que a STM dada por (53) tende a zero se, e somente se, 0 pardmetros «
for menor do que 1, pois neste caso cada uma das entradas da STM tendera a zero quando

t tender a oo, validando assim o resultado apresentado na Figura 7.
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4 PROJETO DE CONTROLADORES

4.1 CONTROLE VIA TRANSFORMACAO L-F

Nesta secao serd apresentada uma técnica de controle para sistemas variantes no
tempo e periddicos via transformagao L-F. A técnica foi proposta por Sinha e Joseph
(1994) e inicialmente era destinada apenas ao sistemas LTV e periédicos. Alguns anos
depois, utilizando da equacao do erro dindmico! linearizada, Sinha, Henrichs e Ravindra
(2000) generalizaram a técnica anterior para abranger o controle de sistemas nao lineares.

Nesta secao serao apresentadas as duas técnicas separadamente.

4.1.1 Controle de Sistemas LTV

Considere um sistema LTV e periédico, com lei de controle u(t) dado a seguir
x(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t), (56)

sendo A(t) = [a;;(t)] € R™", B(t) = [bi(t)] € R™™, z(t) € R™ u(t) € R™*! com
a;;(t), bix(t) e u(t) funcoes limitadas e continua e A(f) uma matriz T-periddica. Seja
Q(t) a transformagao L-F do sistema (56) nao forcado (u(t) = 0). Considere a seguinte

mudancga de variavel

e o seguinte sistema dado por

4(t) = Rq(t) + Q(t)""B(t)u(t), (57)

sendo R a matriz real e constante definida em (22). O objetivo é encontrar uma lei de
controle u(t) tal que o sistema realimentado (57) seja assintoticamente estével e Lyapunov

equivalente ao sistema realimentado (56), via transformagao L-F.

Observe que a matriz Q(t)~' B(t) de entrada do controlador em (57) ¢ variante no
tempo, portanto, sera construido um sistema auxiliar cuja matriz de entrada do contro-

lador seja invariante. Considere o seguinte sistema

sendo By uma matriz constante de posto completo tal que o par [R, By seja controldvel
(CHEN, 1998, p. 144). Considere a lei de controle u(t) dada por

u(t) = Foq(t), (59)

erro dindmico é a diferenca entre a trajetoria atual do sistema e a desejada

1
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sendo Fy o ganho do controlador u(t) que deve ser obtido tal que o sistema (58) realimen-
tado com a lei de controle (59) seja assintoticamente estavel. O ganho Fy pode ser obtido
aplicando a técnica de alocagao de polos, por exemplo. Para cada instante ¢, considere o

vetor e(t) dado por

e(t) = q(t) — q(t).
Derivando a equagao acima com respeito ao tempo obtém-se
4(t) = 4(t) = R (q(t) = a(t) + Q(1) " B(t)u(t) — BoFoq(t). (60)
Somando e subtraindo ByFye(t) na equagao (60), obtém-se
£(t) = (R + BoFy)e(t) + Q(t) ' B(t)u(t) — BoFyq(t). (61)

Desde que a matriz de estabilidade do sistema (61) é (R+ ByFp), os sistemas (57)

e (h8) podem ser considerados equivalentes se
Q) B(t)ult) = BoFoglt). (62)

Infelizmente, na maioria das aplicacbes nao é possivel obter uma lei de controle
u(t) satisfazendo a equagao (62). Boghiu, Sinha e Marghitu (1998) propuseram considerar

o vetor erro 7 definido por

n(t) = Q)" B(t)u(t) — BoFoq(t),

e obter o controlador u(t) tal que o indice de performance n'n seja minimizado. O contro-

lador wu(t) assim obtido é dado por
u(t) = B*(t)Q(t) BoFog(t), (63)

sendo que
B*(t) = (B(t)'B(t)) ™ B(t),

é a inversa generalizada da matriz B(t). Para obter a lei de controle em fungao dos estados
do sistema original basta observar que ¢(t) = Q(¢t)~'xz(t), e portanto, a lei de controle é

dada por
u(t) = B*()Q) B FoQ(t) (1) (64)

Observe que a matriz de ganho F'(t) do controlador wu(t) é variante no tempo e

dada por
F(t) = B*(t)Q(t) BoFoQ(t) .

Portanto, o sistema (56) realimentado com a lei de controle (64) ¢ descrito por

i(t) = (A(t) + BB (1)Q(t) BoFoQ(t) ) x (). (65)
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A andlise da estabilidade assintética do sistema acima sera separada em dois casos.
Caso 1° - Suponha que seja possivel obter a lei de controle de forma exata, por exemplo,
quando a matriz B(t) é quadrada e invertivel para todo t € R, . Neste caso, a inversa
generalizada B*(t) coincidird com a inversa usual e, portanto, B(t)B*(t) = I para todo

t € R,. Assim, o sistema realimentado sera
i(t) = (A(t) + Q) BoFoQ() ") (1), (66)

A mesma lei de controle (63) aplicada ao sistema (57), produz o seguinte sistema

realimentado

q(t) = (R+ BoFo) q(t). (67)

O sistema (67) ¢ Lyapunov equivalente ao sistema (66) via transformacgao L-F. Uma
vez que o sistema (67) é assintoticamente estével (por construcao), a transformagao L-F é
uma transformagao de Lyapunov (Teorema 14) e transformagoes de Lyapunov preservam
estabilidade assintotica (Teorema 12), segue que o sistema (66) é assintoticamente estével.
Caso 22 - No caso em nao é possivel obter a lei de controle u(t) de forma exata —
que é o caso da maioria das aplicagoes — o sistema realimentado serd (65). Os exemplos
disponiveis na literatura (SINHA; JOSEPH, 1994; BOGHIU; SINHA; MARGHITU, 1998;
SINHA; HENRICHS; RAVINDRA, 2000; SHERRILL et al., 2015) e as simulagoes feitas
mostram que mesmo usando uma lei de controle aproximada é possivel encontrar um

ganho Fy, conforme procedimento acima, que estabiliza assintoticamente o sistema (65).

4.1.2 Controle de um Sistema Comutativo

A seguir, sera aplicada a técnica de controle via transformacao L-F em um sistema
comutativo. Considere o sistema 7-comutativo definido em (52), com pardmetro a = 1,2

e sinal de controle u(t) dado por

(t) = A(t,)x(t) + B(t)u(t), (68)
sendo
[ _1+acos®t 1—asintcost ] /
Alta) = i —1—asintcost —1+ asin?t | Felt) = [ nlt) wa(t) } 7
oo ' RENCE
B = | 0 2 —cos(?) ] )= { us(t) | ' (69)

Primeiramente deve-se obter os multiplicadores de Floquet do sistema acima para
analisar a estabilidade do sistema nao forgado (u(t) = 0). A FTM do sistema foi obtida
pela equagao (50), considerando m = 20 e p = 40. A FTM obtida foi:

o) = [ —1,8744 0 ] |

0 —0,0432
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Os multiplicadores de Floquet do sistema sao
P1 = —1,8744 € P = —0,0432,

onde se verifica e instabilidade do sistema devido ao primeiro multiplicador de Floquet,
pois |p1| = 1,8744 > 1.

Outra forma de analisar a estabilidade é por meio dos autovalores da matriz do
sistema Lyapunov equivalente (expoentes caracteristicos), via transformagao L-F. Consi-
dere o sistema (68) sem o sinal de controle. Sendo este sistema LTV e periddico, existe um
sistema Lyapunov equivalente, via transformacao L-F, que é invariante no tempo, dado
por

g = Rq,

sendo R a matriz constante obtida pela equagao (22), dada por

R= (70)

0 —1

0,1999 0 ]

Os autovalores da matriz do sistema Lyapunov equivalente acima sao: \; = 0, 1999
e Ay = —1. O autovalor \; = 0,1999 > 0 indica a instabilidade do sistema.

Uma vez que o sistema é instavel, serd projetado um controlador wu(t) tal que o
sistema realimentado seja assintoticamente estavel. Inicialmente, deve-se observar que a
matriz B(t), definida em (69), é quadrada e invertivel e, portanto, a lei de controle u(t)

podera ser obtida de forma exata.

Para projetar o controlador via transformagao L-F, deve-se considerar a seguinte

mudanga de variavel

e 0 seguinte sistema
4(t) = Rq(t) + Q(t) "' B(t)u(t), (71)

sendo R a matriz dada por (70) e Q(t) a transformacao L-F do sistema sem o sinal de
controle. Como a matriz que multiplica o controlador u(t) no sistema acima ¢ variante no
tempo (Q(t)"1B(t)), deve-se construir um sistema auxiliar cuja matriz que multiplica o

controlador seja invariante. Considere o seguinte sistema
¢ = Rq+ Bou(t), (72)

sendo u(t) = Fyq(t) e By uma matriz constante de posto completo tal que o par [R, By

seja controlavel. A matriz By escolhida foi

By=[1 1].
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O ganho Fj do controlador foi obtido por meio da técnica de alocagao de polos,

sendo que os polos desejaveis escolhidos foram —1 e —1. O ganho assim obtido foi
Fo=1-1,1999 0]. (73)
Como vimos na Subsec@o 4.1, o erro dindmico (t) entre ¢(t) e ¢(t) é dado por
e(t) = q(t) — q(t) e sua equacao dada por
é(t) = (R+ BoFp)e(t) + Q(t) "' B(t)u(t) — BoFoq(t). (74)

Desde que a matriz de estabilidade do sistema (74) é (R+ ByFp), os sistemas (71)

e (72) sdo equivalentes se
Q)™ B(t)u(t) = BoFoq(t). (75)
Como Q(t) e B(t) sao invertiveis, a lei de controle u(t) a ser considerada é

u(t) = B*(t)Q(t) BoFoq(t) = B*(t)Q(t) BoFoQ(t) ™ (1), (76)

sendo B*(t) a inversa generalizada de B(t), que neste caso coincide com B(t)~!. O sistema

(68) realimentado com a lei de controle (76) é dado por
i(t) = (A(t, ) + Q(t) BoFoQ(t) ") a(t). (77)

As solucoes foram simuladas no MATLAB® utilizando o pacote ode45. Os graficos
obtidos do comportamento do sistema, tanto do sistema controlado quanto do sistema
sem controle, sdo apresentados a seguir. Foi escolhido zo = [ 4 — 3 |' como condigao
inicial.

Na Figura 8, observe que o comportamento das variaveis de estado é oscilatério,

tendo amplitudes mais elevadas a medida que o tempo passa.

Figura 8 — Comportamento dos estados do sistema sem controle.

50

[L’l(t), mg(t)

t [s]

Fonte: autor.

Na Figura 9, que é o Plano de Fase do sistema, a trajetéria diverge da origem

a medida que o tempo passa. O ponto x que aparece na Figura 9, e que aparecera em
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mais algumas figuras a seguir, esta indicando o ponto de partida da trajetoria, ou seja, a
condicao inicial.

Figura 9 - Plano de Fase do sistema sem controle.

50

= O0Or

D) (t

-50

-80 -60 -40 -20 0 20 40 60
T (t)

Fonte: autor.

A Figura 10 exibe o comportamento das variaveis de estados do sistema controlado.
Observe que a técnica de controle foi eficiente para conduzir os estados a origem. Além

disso, observe que o tempo de transitorio foi de aproximadamente 7 segundos.

Figura 10 - Comportamento dos estados do sistema controlado.

5

.'L‘l(t)7 :L'Q(t)

t [s]

Fonte: autor.

A Figura 11 exibe o Plano de Fase do sistema controlado. Observe que a trajetéria

parte da condicao inicial em direcao a origem, caracterizando a estabilidade assintotica
do sistema.

Figura 11 — Plano de Fase do sistema controlado.
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Fonte: autor.
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A Figura 12 exibe o comportamento dos sinais de controle u;(t) e uq(t). Pode-
se observar que o controlador atua de forma suave, sem movimentos abruptos e com

amplitude méxima menor do que 5, em modulo.

Figura 12 — Sinais de controle u;(t) e ua(t).

ul(t),' U2(t)

10 15
t [s]

Fonte: autor.
Agora, suponha que a matriz B(t) do sistema (68) seja da forma

B(t) = { 0 2— cos(t) }/.

Neste caso, a matriz B(t) sequer é quadrada e, portanto, uma lei de controle

aproximada serd considerada. Conforme a equagao (64), a lei de controle aproximada é
u(t) = B*(1)Q(t) BoFoq(t) = B (1)Q(t) BoFoQ(t) ™" a(1). (78)
Assim, o sistema (68) realimentado com a lei de controle (78) é dado por

i(t) = (A(t, ) + B(t)B*()Q(1) BaFyQ(t) ") (1), (79)

A seguir, sdo apresentados os graficos do sistema controlado considerando a lei de
controle aproximada e condicdo inicial 2o = [ 4 — 3 ]". Neste caso, o mesmo ganho Fj
dado em (72) foi utilizado.

Na Figura 13, pode-se observar a eficiéncia do controlador para conduzir os estados
a zero, mesmo considerando a lei de controle aproximada.

Figura 13 — Estados do sistema controlado com lei de controle aproximada.
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—1(t)
""" w(t)

X (t), IQ(t)

Fonte: autor.
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Figura 14 — Plano de Fase do sistema controlado com lei de controle aproximada.

,

Fonte: autor.

Na Figura 14, pode-se observar o Plano de Fase do sistema considerando a lei
de controle aproximada. Observe que a trajetoria parte da condigao inicial em direcao a

origem.

A Figura 15 exibe o comportamento do sinal de controle u(t) ao longo do tempo.
A lei de controle aproximada atua de forma suave assim como a lei de controle exata,

como amplitude méxima de 5, em moédulo.

Figura 15 — Sinal de controle u(t).

t [s]

Fonte: autor.

Observar que mesmo considerando a lei de controle aproximada, o ganho F{ obtido

em (72) também estabiliza assintoticamente o sistema (79).

4.1.3 Controle de Sistemas nao Lineares

Para iniciar a discussao sobre o controle de sistema nao lineares, considere o se-

guinte sistema, variante no tempo e com lei de controle u(t) dado por
@(t) = f(t, x(t) + u(t). (80)

Seja y(t) a trajetéria desejada e x(t) a trajetéria do sistema controlado. O objetivo
da lei de controle u(t) é conduzir a trajetéria do sistema controlado x(t) para a trajetéria

desejada y(t). Neste método, o vetor de controle u(t) é dado por

u(t) = up(t) + wp(t), (81)
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onde

A parcela us(t) é chamada de feedforward e a parcela u,(t) de feedback. A matriz
F(t) é chamada de ganho da parte feedback do controlador e serd obtida a seguir. Com o

termo de controle u(t) dado por (81), a equagao (80) pode ser escrita como
#(t) = f(t,2(t)) + up(t) + up(t). (83)
Substituindo (82) em (83) obtém-se

#(t) = f{t, (1) + 9(t) = f(t,y(t) + w(?),

ou seja,

2(t) = g(t) = f{t,x(t)) = [t y(t) + u(t). (84)

Definindo o erro dindmico entre z(t) (trajetéria do sistema controlado) e y(t)

(trajetéria desejada) como sendo

tem-se

Considerando a fun¢ao definida por

g(t,et)) = f(t,e(t) +y(t)) — [t y(t)),

e substituindo as trés ultimas igualdades acima em (84) obtém-se a equacao do erro

dindmico entre a trajetoria do sistema controlado e a trajetoria desejada, dada por
et) = g(t, e(t) + up(t).

Defina a seguinte matriz

Se a condicao
t — A(t
i sup 19006 = Alle + ]| _
llell—0 >0 le]]

0,

for verificada, entao o sistema
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é chamado de linearizacao do sistema (80) ao redor do ponto de equilibrio e = 0 (SINHA;
HENRICHS; RAVINDRA, 2000).

Observe que o sistema (85) é um sistema LTV. Se, além disso, ele for periédico
entao pode-se aplicar a técnica descrita na se¢ao anterior para encontrar a lei de controle
up(t) tal que o sistema (85) seja assintoticamente estavel, ou seja, e(t) — 0 quando t — 0.

Consequentemente, x(t) — y(t) quando t — oo como desejado.

4.1.4 Controle de um Péndulo Simples Excitado Verticalmente

Para testar a eficiéncia da técnica de controle em sistemas nao lineares, considerou-
se o0 problema de controlar um péndulo simples sujeito a uma excitagao vertical, conforme

ilustrado na figura a seguir.

Figura 16 — Péndulo simples com excitagao vertical no suporte.

mg

Acos(wt)

B A
Fonte: adaptado de Peruzzi (2005).

A equagao dinamica do péndulo (PERUZZI, 2005, p. 51 e 173) é dada por

2

0+ ?9 + A;u cos(wt) sin(6) + %sin(e) = u(t).

Definindo ¢ = AT&, b=

~|no

eV = %, a equacgao acima pode ser escrita por

0 + 86 + (g cos(wt) + v) sin(h) = v(t). (86)

Perceba que a equagao (86) nao estd no formato de (80). Neste caso, o método de

reducao de ordem também pode ser utilizado. Considere a seguinte mudanca de variaveis

=0, 35=0 ¢ x=[z; x5].

Desta forma, decorre que

jlzesza

iy = 0 = — Py — (qcos(wt) + v)sin(zy) + v(t).
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Considerando fi(t,z) e fa(t,x) definidas da seguinte forma

fo(t,x) = — By — (qcos(wt) + v) sin(xy),
e definindo f(t,z) = [ fi(t,z) fa(t,x) |', decorre que
T = f(t,z) +u(t), (87)

sendo u(t) = uys(t) + up(t) o sinal de controle que é a soma da parcela feedforward e
feedback, sendo que a parcela feedback é dada por uy(t) = [ 0 v(t) ]'. Deseja-se obter
uma lei de controle u(t) tal que o péndulo simples com excitagao vertical oscile da mesma
forma que um pendulo simples sem a excitacao vertical. O movimento desejado é ilustrado

na Figura 17.

Figura 17 — Movimento desejado do péndulo.

Fonte: autor.

Conforme Peruzzi (2005, p. 171 e 172), as coordenadas cartesianas (z;(t), z2(t)) do

movimento da massa do péndulo, no instante ¢, é dada por
21(t) = 1sin(0(t)), 2o(t) = —lcos(0(t)) — Acos(wt),

sendo #(t) a posi¢do angular que o péndulo faz com o eixo vertical. A solucao desejada

escolhida foi ¥ (t) = sin(¢), ou seja,
y(t) = [w(t) 0u(t) " =[sin(t) cos(t) |
A lei de controle u(t) é dada por
u(t) = ug(t) + up(t),

sendo us(t) a parcela feedforward e uy(t) a parcela feedback do controlador que devem ser

determinadas. Conforme a equagao (82), a parcela feedforward é dada por

ug(t) = y(t) = f(t,y)
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_ [ cos(t) ]_

— sin(t)

cos(t) ]

—Bcos(t) — (g cos(wt) + v) sin(sin(t))

_ 0 ] . (88)

| —sin(t) + Bcos(t) + (g cos(wt) + v) sin(sin(?))

Substituindo (88) em (87) e considerando e(t) = x(t) — y(t) obtém-se a equagio

do erro dindmico entre a trajetoria do sistema e a trajetéria desejada, dada por

et) = g(t, e(t)) + w(t), (89)

sendo g(t,e(t)) = f(t,e(t)+y(t)) — f(t,y(t)). A linearizagao do sistema (89) ao redor do

ponto e = 0 é dada por

a0 = [Ge0] - [ qentut)—v 5 ] '

Portanto, a equacao dinamica do sistema linearizado ¢ dada por

: 0 1 0
) = [ —qcos(wt) —v —pf ] e(t) + [ 1 ] o)

O sistema linearizado é LTV e periddico de periodo T' = %” e, portanto, a técnica

descrita na Subsecao 4.1.1 sera usada para obter a parcela feedback do controlador.

A transformacao L-F do sistema linearizado o transforma em um sistema Lyapunov
equivalente que é invariante no tempo, dado por ¢ = Rq, sendo R a matriz dada por (22).
Para obter R, sera utilizada o método descrito na Subsecao 3.4.1. Primeiramente, deve-se

considerar o sistema normalizacao dado por

¢(r) = A(r)e(r),

sendo
_ 0 1
A(r) =mA(rr) =7 :
—qcos(wnT) —v —f3
A matriz A(T), da equacgao acima, pode ser escrita como
A1) = Ay + Ay cos(wnT),
onde
_ 0 1 - 0 O
Al =T s A2 =T .
—v B ~4 0

Para os calculos numéricos foram considerados m = 20 e p = 40. Também, foram
considerados os seguintes parametros: [ = 9,81; A = 4,905; w = 2. Desta forma, segue

que g =2,v=1e =0,2039. A matriz R obtida é descrita a seguir

p_ | 01339 —0,3137
| —0,6566 —0,0700 |
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Para projetar a parcela feedback do controlador via transformacao L-F, deve-se

considerar a seguinte mudanca de variavel

e o seguinte sistema dado por

q(t) = Rq(t) + Q(t) " Bu(t),

sendo B = [0 1]. Uma vez que a matriz que multiplica o controlador v(t) no sistema
acima é variante no tempo (Q(t)"'B), deve-se construir um sistema auxiliar cuja matriz

que multiplica o controlador seja invariante. Considere o seguinte sistema
q = Rq + Boo(t),

sendo v(t) = Fyq(t) e By uma matriz constante de posto completo tal que o par [R, By

seja controlavel. A matriz By escolhida foi

By=[1 1].

O ganho Fy do controlador foi obtido por meio da técnica de alocagdao de polos,

cujos os polos desejaveis escolhidos foram —0,8 e —1,4. O ganho obtido foi

Fo=[—8,46 6,46].

Portanto, conforme a equagao (64) a lei de controle v(t) é dada por

v(t) = B*Q(t) BoFoQ(t) ™ (x(t) — y(t)),
sendo B* a inversa generalizada da matriz B.

A seguir sao apresentados os gréaficos obtidos na simulagao utilizando o pacote
ode45 do MATLAB®. Foi escolhido zp = [ —1 2]’ como condigao inicial.

A Figura 18 exibe o comportamento dos estados do sistema sem controle. Perceba
que os estados tende a divergir da origem. A Figura 19 exibe o Plano de Fase do sistema

sem controle.

Figura 18 — Comportamento dos estados do Péndulo sem controle.

30

—a1(t)

----- z(t)

So20t 1
a

=10r 1
8

ok ! ‘ i

0 5 10 15



Capitulo 4. PROJETO DE CONTROLADORES 68

Figura 19 — Plano de Fase do Péndulo sem controle.

Il(t)

Fonte: autor.

A Figura 20 exibe o comportamento da massa do péndulo no plano cartesiano.

Perceba o comportamento oscilatério da massa do Péndulo.

Figura 20 — Deslocamento da massa do Péndulo sem controle, no eixo cartesiano.
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Fonte: autor.

A Figura 21 exibe o comportamento das variaveis de estado controladas, conside-
rando que a 6rbita desejada é o ponto de equilibrio, ou seja, [ y1(t) v2(t) ' =10 0].
Neste caso, a parcela feedforward sera nula. Ainda na Figura 21, observe que o tempo de
transitorio foi de aproximadamente 7 segundos, mostrando assim a eficiéncia da técnica

de controle.

Figura 21 — Controle ponto de equilibrio: comportamento dos estados x1(t) e z5(t) do
Péndulo controlado.
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Fonte: autor.
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Figura 22 — Controle ponto de equilibrio: Plano de Fase do Péndulo controlado.
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Fonte: autor.

A Figura 23 exibe o deslocamento da massa do Péndulo controlado. Observe que, a
partir de um certo instante, a massa do Péndulo para de oscilar horizontalmente, sofrendo

apenas oscilagoes verticais por conta da excitagao do suporte.

Figura 23 — Controle ponto de equilibrio: Deslocamento da massa do Péndulo contro-
lado, no eixo cartesiano.
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Fonte: autor.

A Figura 24 exibe o comportamento do sinal de controle v(t) ao longo do tempo.
O controlador atua nos primeiros 5 segundos. Além disso, o controlador atua de forma

suave com amplitude méaxima de aproximadamente 30 unidades de medida, em moédulo.

Figura 24 — Controle ponto de equilibrio: Sinal de controle v(t).

40

201 8

or ———

v(t)

20+ 4

_40 Il Il
0 5 10 15
t [s]

Fonte: autor.

A seguir, sao apresentados os graficos do sistema controlado, considerando como

ya(t) ' = [ sin(?)
comportamento dos estados x1(t) e x2(t) comparando-os com a trajetéria desejada y(t) =

trajetoria desejada [ y1(t) cos(t) |'. As Figuras 25 e 26 exibem o
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sin(t) e ya(t) = cos(t), respectivamente. Observe que a técnica de controle é eficiente para
conduzir a trajetéria atual para a trajetoria desejada. O tempo de assentamento foi de

aproximadamente 5 segundos em ambos os casos.

Figura 25 — Controle érbita desejada: estado 1(t) do Péndulo controlado.

xl(t), Ig(t)

t [s]

Fonte: autor.

Figura 26 — Controle 6rbita desejada: estado z2(t) do Péndulo controlado.

t [s]

Fonte: autor.

A Figura 27 exibe o Plano de Fase do sistema controlado. Na figura estao a tra-
jetoria desejada e a trajetéria do sistema. A trajetéria desejada pode ser entendida como
um ciclo limite. Tomando uma condigao inicial proxima de [ 0 1], a trajetéria do sistema

tende ao ciclo limite e ali permanecera.

13

Figura 27 — Controle érbita desejada: Plano de Fase do Péndulo controlado. “- -” traje-

toria desejada; “—” trajetoria do sistema.

15 - 0.5 0 0.5 1 15 2 2.5
z1(t)

Fonte: autor.

A Figura 28 exibe o deslocamento da massa do Péndulo no plano cartesiano.

Compare a Figura 28 com a Figura 17 do movimento desejado do Péndulo.
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Figura 28 — Controle érbita desejada: Deslocamento da massa do Péndulo controlado,
no plano cartesiano.

10

0 |- -
07 & ]
-20 L L L

-10 -5 0 5 10
deslocamento horizontal

deslocamento vertical

Fonte: autor.

A Figura 29 exibe a lei de controla v(t) do sistema controlado. Observe que a lei de
controle atua de forma suave e continuamente a fim de conduzir a trajetéria do sistema
para a trajetoria desejada. A amplitude méxima do controlador foi de 30 unidades de

medida.

Figura 29 — Controle 6rbita desejada: Sinal de controle v(t).

40
20

S
z 0

-20

-40
t [s]

Fonte: autor.

42 CONTROLE FUZZY TAKAGI-SUGENO

Nesta se¢do vamos apresentar, de forma resumida, como obter o modele fuzzy
Takagi-Sugeno (T-S) de um sistema LTV. Para maiores detalhes o leitor pode consultar
Taniguchi et al. (2001).

Novamente, considere o sistema LTV dado por
z(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t), (90)
sendo A(t) = [a;;(t)] € R™", B(t) = [bi(t)] € R™™, z(t) € R, u(t) € R™! com
a;;(t), bi(t) e u(t) funcoes limitadas e continua e A(t) uma matriz T-periddica. Pode
ocorrer que nem todos os elementos da matriz A(t) ou B(t) sdo variantes no tempo. Seja

{z1(t), 22(t), . .., z-(t)} uma enumeragao dos termos variantes das matrizes A(t) e B(t). O

vetor z(t) dado por

2t) =[2() - =) ]
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é chamado de vetor premissa. Como as componentes z;(t)’s sdo limitadas, pode-se con-

siderar os seguintes valores de méaximo e minimo dados por

mi = fggl{zi(t)}a

M; = f?gg({%(t)h

para todoi =1,...,r. As funcoes z;(t) podem ser escritas como uma combinagao convexa

de seus respectivos maximos e minimos da seguinte forma

zi(t) = mion + Moy, (91)
onde
O;1, 032 € [07 1]7
o+ 0o =1 (92)

para todo ¢ = 1,...,7. Das equagbes (91) e (92) seguem que

Oit =
Mi — m;
i(t) —m;

oy =) =i
Mi —m;

As equagbes acima permitem escrever z;(t) como uma combinagdo convexa dos
seus maximos e minimos o;; e 0;9, respectivamente. Entretanto, para obter o modelo
fuzzy T-S do sistema (90) é necessario escrever z;(t) em fungao de todos os o;;’s. Para
ilustrar tal manipulacdo podemos considerar, sem perda de generalidade que, B € R3*! ¢
A(t) = [aij(t)]3x3 € R**3. Além disso, assuma que o termos variantes da matriz A(t) sao
a11(t), a12(t), e ass(t). Considere z(t) = [ z1(t) 22(t) 2z3(t) |, onde 2z1(t) = a1(t), z2(t) =
aio(t), e z3(t) = asz(t). Assim

21 = (myoy1 + Myo12) (021 + 092) (031 + 032)
= M1011021031 + M1011021032 + M 1011022031 + M 1011022032 + M1012091031

+ My012021032 + M1012092031 + M1012022035.

Similarmente, pode-se mostrar que

29 = Ma011021031 + Ma011021032 + Ma011092031 + Ma011092032 + Ma012021031
+ Mo012091032 + Ma012092031 + Ma0o12092032,
23 = M3011021031 + M3011021032 + M3011022031 + M3011092032 + M3012021031

+ M3012021032 + M3012022031 + M30120220732.
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Defina as seguintes funcoes aq, ..., ag dadas por

Q1 = 0110210315, Qg = 011021032; Q3 = 011022031, Q4 = 011022032,

Q5 = 012021031, Qg = 012021032; Q7 = 0120922031, Qg8 = 012022032.
Pode-se mostrar que
a1+ 0o+ a3+ 0oy + a5+ g+ oy + g = 1.

As fungoes z;’s podem ser escritas como

21 = miaq + miog + myas + myay + Myos + Miog + Miar + Miag (93)
29 = MoQ] + Moty + Mgag + M2044 + MoQis + Maotig + MQO&7 -+ MQCYS (94)
23 = M3Qq + M3042 + msas + MgOé4 + mgas + MgOéG + mgay + MgOég. (95)

Substituindo as equagoes (93)-(95) em (90) obtemos o modelo fuzzy T-S dado por

i(t) = (g aiAi> x(t) + (é ozZ-Bi) u(t),

onde

my Mo Qs my Mo 13 my My a3

A = 21 Q22 Q23 >A2 = | @21 ag2 Qa3 aA3 = | Q21 Q22 a3 |,
azyp dasz M3 as; asy M; a3y 32 M3
my M, a3 M, mgy 13 M, mgy @13

Ay = 21 Q22 Q23 »A5 = | a21 ag2 Q23 aAﬁ = | Q21 G22 Q23 |,
as;  asy Ms a3y 32 M3 as; asy M3
Ml M2 a3 Ml MQ ais b11

A7 =1 ag as as |,Azs= | axn axn ay | ,Bi=| by |, parai=12...,8.
az1 asz M3 as; agy M3 b31

O par (A;, B;) é chamado de modelo local fuzzy . De uma forma geral, o modelo
fuzzy T-S é descrito por

i(t) = (é oéiAi> x(t) + (é aiBZ) u(t), (96)

onde N = 2" e r é o nimero de termos variantes que aparecem nas matrizes A(t) e B(t)

do sistema. As fungbes ay(z(t)), ..., as(2(t)) sdo chamadas de fungdes de pertinéncia

e satisfazem as seguintes relagoes:

ai(2(t) =0, Vi=1,...,N, (97)
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> ail=(t) = 1. (98)

Obtido o modelo fuzzy T-S de um sistema LTV, vamos tratar de obter uma lei de

controle u(t) que estabilize assintoticamente o sistema (96). Considere u(t) dada por
N
Y oy (+(6) Fya (o) (99)
j=1

O sistema em malha fechada é dado por

=22 ai(z(t)ay(2(t)(Ai — BiFy)a(t). (100)
Se definirmos G;; = A; — B;F; temos que

ZZ% 2(1))Gije(t). (101)

i=1j=1

Os ganhos Fi,..., F, devem ser determinados tais que o sistema realimentado

(101) seja assintoticamente estavel.

4.2.1 Condicoes de Estabilidade

O lema a seguir sera utilizado para obter uma condi¢ao de estabilidade para o

sistema realimentados dado por (101).

Lema 5. Seja N um numero natural maior ou igual do que 2. Entdo

ZZ%O‘J = Zoz2G” 4 22%% <ng + Gm> ,
=1 j=1 1<j 2
onde N
Gii + G ~ Gii + G
Za%( 5 j>zz Za@f( 5 J)
1<j =1 j=i+1

~ . . ~ , - GG
Demonstragao. Para simplificar a notagao serd usado a notacao A;; = oq; (%)

Observe que Ay = aiGyi e Aj; = Ayj. Assim, deve-se mostrar que

N N
ZZAU ZA11+2ZA’LJ

i=1j=1 i<j

A prova sera feita por indugao sobre N. O resultado é vilido para N = 2, pois

2 2
ZZA” —A11+A12+A21+A22_ZA”jLQZAU

i=1j=1 i=1 i<j
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Agora, serd mostrado que se o resultado é valido para N > 2 qualquer, entao o resultado

¢é valido também para N + 1. De fato, segue que

N+1 N+1 N N+1 N+1
DD A =>> Ay+ ) Aniy
=1 j=1 =1 i=1 j—l

~p"12
M= 1

-
Il
—
.
Il
—

Ay + Z Ajni1+ Z Anti; + Angi N+

=1 jl

-
M=

A+ D> Aine1 + Z AiNt1 + ANti N+

14=1 =1

~.
I
N
I

:
.5

-
M=

A+

1 =1

AiN+1+ ANt N+
112

<.
Il

Aplicando a hipétese de indugao na primeira parcela da equacao acima segue que

N+1N+1 N N-1 N
ZZ :ZA”—FQZ Z A1J+ZZA1N+1+AN+1N+1
=1 j=1 1= =1 j=i+1 =1

N—+1 N-1 N N

=1 =1 j=i+1 =1

Observe que

=1

N N N
Qi = (Z A+ Aoyt + AN—LN) + Aint
=2 =3

N N
= (Z Ay + A1,N+1) + (Z Agj + A2,N+1) +- -+ (AN F AN N1) F AN NG

j=2 Jj=3
N+1 N+1 N+1
= Z Ay + Z Agj+ -+ Z An_1j+Anni
- - =
N N+1 N+1
=> > Ay=> Ay (103)
i=1 j=i+1 i<j

Substituindo (103) em (102) segue que

N+1N+1 N+1 N+1
202 A= 2 Aat2) Ay
=1 j=1 1<j

como desejado. O

Corolario 2. O sistema realimentado (101) pode ser reescrito como

Gij * Gﬂ) z(t). (104)

Z:ome—l—2z:aZ J( 5

1<j
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Observacao 2. A demonstracio do Lema 5 independe das matrizes G;;. Assim, esco-

lhendo G;; = 1, para todo i,j seque que

1= (Z ozi) (Z ozj) = ZZaiaj = Za? + 220@0@. (105)

i=1 j=1 i<j

Lema 6. Sejam © e ' dadas por

O O - Oy LT
o — S @‘22 <o Ogy = QX |
On1 On2 -+ Opnn anNT

onde ©;; € R™" ¢ x € R". Entdo

O + O
r'er =% o220,z +2y oo’ Dij + Oji x. 106
— ! J 2

1<j

Demonstragao. Utilizando o Lema 5 decorre que

©n O -+ O oz
e © <o Ogy X
F,@F :[alx/ O{Ql‘l L OZN"LJ] 21 ‘22 2 2
On1 On2 - Onn aNT
a1 T
Qo
= lz OéifL'/@il Z am’@ig cee Z aix/@iN] ?
anNT
= Z (Z Oéil’/@ij> ;0 = Z Z OéiOéjl’/@Z'jl’
j i (]
N N 0. +06.
=> 22Oz + 2 > aa e <H> x,
— oy 2
7 1<J
como desejado. O]

No lema acima, observe que se ©;; = 0;;, entao a igualdade se resume a

N N
rer=>" a?2r'Oyux + 2 > aa;x' 0.

1=1 1<j

O proéximo teorema apresenta uma condicao suficiente para estabilidade do sistema
realimentado (101).



Capitulo 4. PROJETO DE CONTROLADORES 7

Teorema 17. (KIM; LEE, 2000) O ponto de equilibrio x* = 0 do sistema (101) € assin-

toticamente estdvel se existirem matrizes simétricas P e X;; tais que

P >0, (107)
AP+ PAy+ X <0, i=1,2,--- N, (108)
AP+ PAj+ X, <0, i<j<N, (109)
X X - Xy
X=| " 7= >0 (110)
Xin Xony - Xnn
Gij+Gﬂ

sendo N;; =

Demonstragio. Considere a candidata a fun¢ao de Lyapunov V (z) = 2/ Px. E sabido que

o sistema (101) é assintoticamente estével se V (z) for definida positiva e V (z) for negativa

definida (SLOTINE; LI, 1991). Como P > 0 segue que V' > 0. Além disso, considerando
_ Gij+Gy;

o Corolario 2, Aj; = =5~ e o Lema 6, a derivada de V' é dada por

V(x) = i'Px + o' Pi

!/
= (Z O[ZQA”QT +2 Z Cl{iCYinjZE) Px -+ ZE/P (Z O{ZA“QZ' + 2 Z OéiO{inj$)

i<j i<j
= (Do’ A + 2> avad’ N | Pe+2'P Y ail\yw + 2 oga g
i i<j 5 i<j
i i<j

< Z a2 (—Xy)x + 2 Z ao;x (= Xi5)x

i<j
/
o -Xn X - Xy o
Q2T X2 —Xpp - —Xoy QX
= ' <0, se z#0.
anT —Xiy —Xoy - —Xnn aN®
Portanto, V' é uma funcao de Lyapunov, como desejado. O

O conceito de matrizes congruentes é muito utilizado em desigualdades matriciais
lineares a fim de obter uma desigualdade equivalente aquela que se deseja demonstrar,

por isso sera definido a seguir.

Definicao 6. Duas matrizes D e U sdo congruentes se existir uma matriz H nao
singular tal que D = H'UH.

Uma propriedade de matrizes congruentes bastante utilizada é enunciada a seguir.
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Lema 7. (Transformagio de Congruéncia) Se D e U sdo congruentes entdo D > 0 se e

somente se U > 0.

Demonstragdo. Suponha que D > 0. Como D e U sao congruentes existe H nao singular
tal que U = H'DH. Dado x # 0, como H é nao singular deve existir y # 0 tal que
y = Hx. Assim,

t’Ux =2'H'DHx = (Hx)'D(Hx) = y'Dy > 0.
Pela arbitrariedade do x segue que U > 0. A reciproca se demonstra de forma analoga. [

Observacgao 3. (a) se U e D sao congruentes entio U < 0 se e somente se D < 0; (b)

se U € ndo singular e U é simétrica entao U™t é simétrica.
A seguir serdo apresentadas condi¢oes LMIs (do inglés, Linear Matriz Inequalities)

equivalentes as condi¢oes do Teorema 17.

Corolario 3. (Condigoes LMIs) O ponto de equilibrio z* = 0 do sistema (101) é assin-

toticamente estdvel se existirem matrizes simétricas W e Y;;’s e matrizes M;’s e X tais

que
W >0, (111)
WA, + AW + WA, + A;W — M;B;
—B;M; — M{B; — B;M; +2Y;; <0, i<j<N, (113)
Yo Yi - Yy
- Yio Yo - Y
e A (114)
Yiv Yon -+ Yan

Neste caso, P =W=' e F; = M;W~! € 0 i-ésimo ganho do controlador.

Demonstragio. O resultado estard provado se demonstrado que (107) é equivalente a
(111), (108) é equivalente a (112), (109) é equivalente a (113), e (110) é equivalente a
(114). Considerando P = W ™! claramente (107) ¢ equivalente a (111). Utilizando o

Lema 7 e a Observacao 3 decorre que

NP+ PN+ Xy <0 G P+ PGy + Xi <0
& (A; — BiF)))P+ P(A; — B;F)) + X;; < 0
& AP — F/B/P+ PA; — PB;F; + X;; <0
& P7Y AP — F/BP + PA— PBiF; + X;)P™' <0
& P'A — (FP) B+ AP~ — B(FPY) + PIX,;P <0
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& WA, — M/B, + AW — BiM; +Y;; <0, Vi=1,...N,
sendo Y;; = P71 X;;P~! e, portanto, (108) ¢ equivalente a (112). Analogamente,

AP+ PA; + Xy <GJ;FGJ)P L P (GJ;FGJ) + X, <0
&GP+ G P+ PGy + PG +2X;; <0
& (A — BiF))'P + (A; — B;F) P+ P(A; — BiFj) + P(A; — BjF;) +2X,;; <0
& AP — F/B/P+ AP — F/B,P + PA; — PB;F; + PA; — PB;F; + 2X;; < 0
& P AP — F/BjP+ AP — F/BiP + PA; — PB;F; + PA; — PB;F; + 2X;;)P~' <0
& P'AL— (P YBj+ P A, — (F,P™YYB,+ AP~ — BiF;P~" + A;P!

— B;F,P~' +2P7'X;;P7' <0

& WA, — M!B,+ WA, — M!B, + AW — B;M; + A;W — B;M; +2Y;; <0,
para todo i < j < N, ou seja, (109) é equivalente a (113) como desejado. Por fim, para

verificar que (110) é equivalente a (114) basta observar que Y é obtida de X pré e pés
multiplicando X pela matriz diagonal em blocos dada por diag(W, W, ..., W). O

4.2.2 Taxa de Decaimento e Restricoes de Entrada

Considere o sistema LTV dado a seguir

A taxa de decaimento do sistema acima é definida como o maior escalar 5 > 0 tal que
lz(@)| < Ce[|z(0)]], (115)

para toda trajetéria x(t), sendo C' uma constante positiva. Em (115) observe que quanto
maior for a taxa de decaimento, mais rapido ||z(t)|| converge a zero e, consequentemente,

mais rapido o vetor de estados z(t) converge a origem.

A seguir, serd usada a func¢ao quadratica de Lyapunov para obter um limitante

inferior para a taxa de decaimento.
Teorema 18. Seja § > 0. Se a sequinte desigualdade for verificada
V(a(t) < =26V ((1)), (116)

para toda trajetoria x(t), entdo a taza de decaimento €, no minimo, 3.

Observe que se a desigualdade (116) for verificada entao o sistema é assintotica-
mente estavel, pois V(z(t)) < —28V (z(t)) < 0.

Antes de fazer a prova do Teorema 18 serd necessario enunciar os lemas a seguir.
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Lema 8. Se a desigualdade (116) for verificada, entao
V(z(t)) < V(x(0))e 2" (117)

Demonstragio. De fato, considere f(t) = V(x(t)) + 28V (2(t)). Observe que f(t) < 0,
para todo t > 0. Considerando y(t) = V(z(t)) temos a seguinte EDO:

y(t) +2By(t) = f(t). (118)
E conhecido que a solucdo da EDO acima é dada por
t t t
y(t) = e~ Jo 2847 (/ f(T)efo 20T qr 4 C’) . (119)
0

Como f(7) < 0 segue que f(T)efot 2647 < () e, portanto, I f(T)efot 2647 47 < (. Portanto, de
(119) segue que y(t) < Ce 25t ou seja V(x(t)) < Ce=?%t. Fazendo t = 0 em (119) decorre
que C = V(x(0)) e, portanto V(z(t)) < V(x(0))e=2%, como desejado. O

Lema 9. Se P € R"™" ¢ simétrica e definida positiva, entio a fungao || - || : R* — R
dada por ||z||. = V&' Pz define uma norma em R™.

Demonstragio. Considere a fungao (-, -), : R" xR"™ — R dada por (z,y) = 2’ Py. A funcao

(-, )« define um produto interno em R™ x R™. De fato, segue que:

(P1) {2 +y,w). = (& +y)Pw = 2'Pw+y'Pw = (z,w), + (y, w).:

)
(P2) (yz,y). = (yx) Py = va'Py = v{(z,y)« ;
(P3) (z,y). = 2'Py =y Px = (y,2). ;

(P4) se z # 0, entao x’ Pz > 0 e, portanto, (x,z), > 0.

Portanto, (-, ), define um produto interno em R"” x R™ e, consequentemente

lell. = /(. 2. = Va'Pa,

é a norma induzida por (-, ). O
A seguir, sera feita a prova do Teorema 18.

Demonstragio. Se a desigualdade (116) é verificada, entao pelo Lema 8 segue que

/(1) Pr(t) < 2'(0)Pr(0)e™" =\/a/(1) Px(t) < \/2'(0) Px(0)e™*
=zl < e [[z(0)]]..
Como todas as normas em R” sdo equivalentes, existem escalares ¢y, co € R tais que
cil[z (@) < [lz(®)[|« < eoflz(@)]]-

Logo, cillz(t)]] < e Pesllz(0)]], isto &, [|z(t)|| < C(P)e*|lz(0)]], onde C(P) = c1/ca.

Portanto, a taxa de decaimento é no minimo 3, como desejado. O]
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O teorema a seguir garante uma condicao suficiente de estabilidade com taxa de

decaimento > 0 para o sistema (101).

Teorema 19. O ponto de equilibrio x* = 0 do sistema (101) é assintoticamente estdvel,

com taza de decaimento no minimo 3 > 0, se existirem matrizes simétricas P e X;;’s tais

que
P >0, (120)
Aj;P+ PN + X;; +28P <0, i=1,2,--- N, (121)
AP+ PAjj + X5 +2BP <0, i< j <N, (122)
Xll X12 XlN
— X X . ¢
X=|"" " =0, (123)
XlN XQN XNN
sendo A;; = %

Demonstragio. Sera mostrado que se as condigoes (120)-(123) sao factiveis, entao vale a
desigualdade V (z(t)) < =28V (z(t)). De fato, do Lema 6 ¢ da condicdo (123) segue que

a1 T -Xi1 Xy - =Xy a1r
Qo —X12 —Xoo -+ —Xon Qo
<0
anNT -Xivn —Xon - —Xnn anNT
N N
=o' | Y al(—Xu) + 2> i (—Xy) | <0
Li=1 i<j
Y N
Li=1 i<j
[N N
Li=1 i<j
N N
+ 2| al28P 42 a;28P| 2 <0
i=1 i<j
N N
= 2’ |> ai(—Xu —26P)+ 2 aa;(—Xi; — 28P)| x4+ 2'28Px < 0. (124)
i=1 i<j

Por outro lado, de (121) e (122) segue que

xz

1<j
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i<j
De (124) e (125) segue que
V(x(t) < =28V (x(1)),
como desejado. O

Corolario 4. (Condigoes LMIs) O ponto de equilibrio x* = 0 do sistema (101) é as-
sintoticamente estdvel com taza de decaimento mo minimo B > 0 se existirem matrizes

simétricas W e Y;;’s e matrizes M;’s tais que

W >0, (126)
WA, + AW — M/B, — BiM; + Y, +28W <0, i=1,2,....N, (127)
WA, = M;B; + WA, — M;B; + AW — B;M; + A;W

—BjM; +2Y;; +48W <0, i<j <N, (128)
Yo Y2 - Yy
- Y; Yoo -+ Y5
y=| 7 7 = (129)
}/IN }/QN e YNN

Além disso, P = X1 e F; = M;P € o i-ésimo ganho do controlador.

Demonstragio. Vamos mostrar que (120) é equivalente a (126); (121) é equivalente a
(127), (122) é equivalente a (128), e (123) é equivalente a (129). De fato, considere que
W =P 1leY,; =P 'X;P ! Claramente (120) é equivalente a (126). Além disso,

AN,P+ PN+ X;; + 2P <0& G,P+ PGy+ X;; +28P <0
& (A — BiF)) P+ P(A; — BiF;) + X3 +28P < 0
& AP — F/BP+ PA; — PB;F; + X;; +28P <0
& P Y AP — F/B/P+ PA— PB;F,+ X;; + 28P)P~' < 0
& P 'A; — (F,P)B,+ A;P' — By(F,P ")+ P'X;; P +28P7 ' <0
& WA, — M/B/+ AW — B;M; +Y;; + 2W <0, Vi=1,...N,

ou seja, (121) é equivalente a (127). Analogamente,

Gij + Gji)lp 4P (Gij + Gy
2 2

& Gi;P+ G P+ PGy + PGy +2Xi; + 4P <0

& (A; — BiF;)'P + (A; — B;F;)'P + P(A; — BiF;) + P(A; — B;F;) +2X;; + 43P <0

& AP — FiB;P + AP — F;B;P + PA; — PB;F; + PA; — PB;F; + 2X;; + 48P <0
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& PYAP — F|B/P + A\P — F/B,P + PA; — PB;F; + PA; — PB;F; + 2X,;
+4BP)Pt <0
& PA - (F;P Y B+ P'A, — (F,P7Y)B, + AP~ — BiF;P~' + A;P~!
— B;F, P + 2P X;; P + 43P <0
& WA, — M/B,+ WA, — M{B} + AW — B;M; + A;W — B;M; + 2Y;; + 48W <0,
para todo i < j < N, ou seja, (122) é equivalente a (128). Por fim, (123) é equivalente a

(129) como ja demonstrado no teorema anterior. ]

Em alguns casos, devido a limitacoes no projeto do controlador, uma restricao
na entrada u(t) do sistema deve ser considerada. Assuma que a condigdo inicial z(0) é

conhecida. As LMIs que garantem a seguinte restricdo na entrada do sistema
[|lu(t)||2 < p, para todo t >0,

sdo dadas por (TANAKA; WANG, 2001)

[ A ) (130)
z(0) W
[W Mt sy (131)
Mi ILLQI ]

As LMIs (126) - (129), que garantem a estabilidade do sistema com taxa de de-
caimento 3, podem ser combinadas com as LMIs (130) e (131) para adicionar restrigdes

a entrada u(t), de acordo com a limitacao do projeto.

Neste trabalho foram usados o software MatLab ®; o solver “SeDuMi” (STURM,
1999), e a toolbox “YALMIP"(LOFBERG, 2004) para resolver as LMIs.

4.2.3 Equacgao de Mathieu

Anteriormente, dois métodos de controle para sistemas LTV foram apresentados.
Nesta secao, os dois métodos serao aplicados para controlar um sistema linear periédico

e seus desempenhos serao comparados.

As duas técnicas de controle apresentadas neste capitulo serao aplicadas no con-
trole da equagao de Mathieu (SINHA; BUTCHER, 1997). A equagdo de Mathieu é dada

por

§(t) + (a+ beos(t))y(t) = u(t).

A representacao em espaco de estados da equagao de Mathieu é dada por

1 _ 0 1 T . 0 " (132)
To —(a+bcos(t)) O T2 1|
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Antes de projetar o controlador, a técnica descrita na Segdo 2.2 para estudar
a estabilidade dos sistemas LTV sera aplicada para obter a regido de estabilidade da

equacao de Mathieu.
Observe que o sistema (132) é 27 periddico. A estabilidade da equagao de Mathieu

serd analisada aplicando o Teorema 16. O método descrito por Sinha e Butcher (1997) foi

usado para obter a STM do sistema e, consequentemente, os multiplicadores de Floquet.

Seguindo a metodologia descrita em (SINHA; BUTCHER, 1997) para obter o

STM, o sistema normalizado é dado por

onde

0 1
A(T) =2mA(2nT) =2 |
(1) =27A27T) =2 (—a —beos(277)) 0 ]

A matriz A(7) pode ser escrita como

A(1) = Ay + Ay cos(2n7),

sendo
0 1

—a

141:277'[

,AQZQTF 0 ¥ .
-b 0

Nos calculos numéricos para obter a STM do sistema foram considerados? m = 22
e p = 40. Os pardmetros a e b foram considerados variantes no intervalo [—1, 1.5] e [0, 1.6],

respectivamente. A figura a seguir mostra a regiao de estabilidade da equagao de Mathieu.

Figura 30 — Regiao de estabilidade da Equa¢ao de Mathieu.

hlm’lﬂﬂmmﬂﬂs 11ﬂ|ﬂ|

Fonte: adaptado de Sinha e Butcher (1997).

Agora, considere fixos os seguintes parametros

a=12eb=1 (133)

2 m e p sdo o nimero da expansdo nos polindmios de Chebyshev alterados e o ntimero das interacdes
de Picard, respectivamente.
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Para esses parametros, a FTM obtida foi

1,1552 0,5136
o(2m) = [ ’ ’ ] :

0,6514 1,1552

Os multiplicadores de Floquet sdo p; = 1,7337 e py = 0,5768. Desde que |p;| =
1,7337 > 1, a equagdo de Mathieu com os pardmetros dados por (133) é instavel. Esta

informacao esta de acordo com a Figura 30.

A figura a seguir mostra o sistema em malha aberta, considerando (133) e zg =

[0,5 —0,1]) como condi¢ao inicial.

Figura 31 — Sistema em malha aberta.

z1(t), wa(t)

0 5 10 15 20 25 30 35
Fonte: autor.

A seguir serao projetados os dois controladores abordados neste capitulo, o pri-
meiro considerando o controle via transformacao Lyapunov-Floquet e a segundo aplicando
o controle fuzzy Takagi-Sugeno. Ambas as técnicas serao aplicadas no controle da equagao
de Mathieu.

4.2.3.1 Equacao de Mathieu: controle via transformacao L-F

Considere o sistema em malha aberta (132). Como este é um sistema LTV e
periddico, conforme discutido na Secao 2.2, existe um sistema Lyapunov equivalente,

via transformacao L-F, que é invariante no tempo. Nesse caso, esse sistema é dado por
q = Ry,
onde R é a matriz constante obtida da equacao (22) e dada por

R:[ 0 0,0778} (150

0, 0986 0

Como ja mencionado, para projetar o controlador via transformacao L-F deve-se

considerar a seguinte mudanca de variavel
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e 0 seguinte sistema
q(t) = Rq(t) + Q(t) ' Bu(t), (135)
onde Q(t) é a transformagao L-F do sistemas em malha aberta (132).

Como a matriz que multiplica o controlador é variavel no tempo, o sistema a seguir

precisa ser considerado
q = Rq+ Bou(t), (136)

onde u(t) = Foq(t) e By é uma matriz constante de posto completo e tal que o par [R, By|

seja controlavel. A matriz By escolhida foi

By=1[1 1]. (137)

O ganho Fj do controlador foi obtido por meio da técnica de alocagdo de podlos.

Os polos desejados foram —0,26 e —0, 25 e o ganho obtido foi

Fo=[1,07 —1,58]. (138)

Assim, o sistema em malha fechada é dado por
i(t) = (A(t) + BB Q) BaFyQ(t) ™) x(t),

onde as matrizes By e Fy sdo dadas por (137) e (138), respectivamente.

As solucoes foram simuladas no MATLAB ® usando o pacote ode45. O comporta-
mento do sistema de malha fechada é apresentado abaixo. Foi escolhido g = [0,5 —0,1]

como condicao inicial.

Na Figura 32, pode-se observar a eficiéncia do controlador em conduzir os estados a
zero, mesmo considerando a lei de controle aproximada. Observe que a resposta transitoria

foi de aproximadamente 23 segundos.

Figura 32 — Sistema em malha fechada, controlado via transformacao L-F.

2f i — a1 () aaf) ]

mll(t)v o(t)

25 30 35

Fonte: autor.

Na Figura 33, pode-se observar o Plano de Fase do sistema. Observe que a trajetéria

comega na condigao inicial (indicada na figura pelo simbolo x) em dire¢ao a origem.
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Figura 33 — Plano de Fase do sistema em malha fechada, controlado via transformacao
L-F.

_ Il(t)

Fonte: autor.
Na Figura 34 pode-se ver o comportamento do controlador u(t) ao longo do tempo.

Figura 34 — Controlador obtido via transformacgao L-F'.

25 30 35

Fonte: autor.

4.2.3.2 Equacao de Mathieu: controle fuzzy Takagi-Sugeno

Agora, o controlador fuzzy Takagi-Sugeno serd projetado para o sistema (132).
Nesse caso, existe um tnico elemento variante na matriz A(t) que é dado por as (t) =
—(a+bcost) e, portanto, o vetor premissa serd z(t) = ag;(t). Considerando os parametros

(133), ¢ possivel mostrar que o minimo e o maximo de z(t) sao

m = min {z(¢)} = —2,2000,

0<t<2m
M = max {z(t)} = 0,1996.
0<t<2m
Como existe um unico termo variante, as func¢oes de pertinéncia serao

a; = (M —z(t)/(M —m) e ag = (2(t) —m)/(M —m). (139)

O modelo fuzzy T-S da equacao de Mathieu é dado por

i(t) = (é aiAl-> () + (é a,-BZ-) u(t),
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onde
0 1.0000 1.00
A, = Ay = 0 0000 |
—2.2000 0 0.1996 0
Bi:[() 1 ]/, para ¢ =1, 2.
Os ganhos Fj e F, do controlador foram obtidos através do Teorema 17 e sao dados
por
Fy =[ —0,6091 1,2728], (140)
Fy =[1,7905 1,2728]. (141)

A Figura 35 exibe o comportamento das fungoes de pertinéncia dadas em (139).

Figura 35 — Funcgoes de pertinéncia.

1 Y N \!.f \,’_

[0%] (t), ag(t)

05F .
0 & I A"\. x":: i -"\ v I r
0 5 10 15 20
t [s]
Fonte: autor.
Novamente, g = [ 0,5 — 0,1 ] foi escolhido como condigao inicial. As figuras a

seguir mostram o comportamento do sistema em malha fechada.

Na Figura 36, pode-se observar a eficiéncia do controlador para levar os estados a
zero. Nesse caso, a resposta transitoria foi de aproximadamente 10 segundos. Na Figura

37, pode-se observar o Plano de Fase do sistema de malha fechada.

Figura 36 — Sistema em malha fechada controlado via controle fuzzy T-S.

0.5

z1(t), wa(t)

-0.5 1 1 1 1

Fonte: autor.
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Figura 37 — Plano de Fase do sistema em malha fechada, controlado via controle fuzzy
T-S.

R ]
01

F02"

-0.31

0.4 ‘ ‘ ‘
-0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
x1(t)

Fonte: autor.

A Figura 38 mostra o comportamento da entrada u(t) ao longo do tempo.

Comparando as Figuras 32 e 36 pode-se observar que o controlador fuzzy obteve
um menor undershoot e overshoot comparado ao controle via transformacgao L-F. Além

disso, o controlador fuzzy levou as variaveis de estado a origem mais rapidamente.

Figura 38 — Controlador fuzzy T-S.

Fonte: autor.

Nos exemplos acima pode-se observar que ambas as técnica foram eficientes para
controlar o sistema referente a Equacao de Mathieu. Também, pode-se observar que a
técnica fuzzy T-S performou melhor em relagdo ao controle, pois obteve um tempo de

transitério menor, bem como os undershoot e overshoot foram menores também.

Na proxima sec¢ao serd visto como as duas técnicas podem trabalhar juntas a fim

de obter um método hibrido que fornece resultados de estabilidade menos conservadores.
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5 METODO PROPOSTO

Neste capitulo, veremos como usar o controle fuzzy T-S e a técnica de controle via

transformacao L-F a fim de obter um método hibrido para sistemas LTV e periddicos.

5.1 SINTESE DO CONTROLADOR

Novamente, considere o seguinte sistema
(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t), (142)

sendo A(t) = [a;(t)] € R™™, B(t) = [by(t)] € R™™, z(t) € R u(t) € R™! com
a;;(t), by(t) e u(t) funcoes limitadas e continua e A(t) uma matriz T-periédica. Como
foi visto, a mudanga de varidvel ¢(t) = Q(t)~'x(t) produz o seguinte sistema Lyapunov

equivalente dado por
q(t) = Rq(t) + Q(t) " B(t)u(t), (143)
sendo R a matriz real e constante dada em (22) e Q(¢)! a inversa da transformacio L-F.

Para simplificar a notacao e sem perda de generalidade, suponha que A(t) € R3*3 e
B(t) = [bzl (t)]gxl € RS. Considerando Q(t)_l = [@ij(t)]gxg e definindo B(t) = Q(t>_1B(t),

segue que

q(t) = Rq(t) + B(t)u(t), (144)

onde B(t) é dada por

O vetor premissa sera definido como
() =[z1(t) =(t) 2(t)],
onde

z(t) =Y Ou(t)br(t), i =1,2,3. (145)

NI

k=1

Observe que Q(t)~! é limitada, pois é continua e periddica de perfodo 27". Como Q(¢)~*
e B(t) sdo matrizes limitadas, entdo B(t) também é limitada. Assim, pode-se considerar
os valores de minimos e maximos dados por

i =win{=(1)}

M; = I{lgg{zz‘(t)k
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para todo 2 = 1,2, 3.

Assim, o modelo fuzzy T-S do sistema (143) é dado por

ilt) = (g aiRi) at) + (; aia) u(t), (146)

onde R; = R para todo i = 1,...,8 ¢ B;’s sdo dadas por

_ - - my my
Bi=|my [;Bo=|my |;Bs=| My |;Bi=| M, |;

ms M3 mg M;

M, M, M, M,

B5: ma %Bﬁz my §B7: M, §BSZ M,

ms M5 mg3 M;

O controlador u(t) para o sistema equivalente Lyapunov (146) é dado por

u(t) = - (z F )t (147)

onde Fy’s sdo os ganhos que devem ser determinados. Como ¢(t) = Q(t)"lz(t), a lei de

controle acima pode ser reescrita da seguinte forma

ult) = = (S auk) Q) 400 (143)
i=1
que serd a sintese do controlador, no método hibrido, para o sistema original (142).
5.1.1 Estabilidade
O teorema a seguir apresenta condi¢oes que garantem a estabilidade assintética

do sistema (142) quando realimentado com a lei de controle (148).

Teorema 20. Se as LMIs (111)-(114), aplicadas ao modelo fuzzy (146) do sistema Lya-

punov equivalente (144), forem factiveis, entdo o sistema (142) realimentado com a lei de

controle (148) € assintoticamente estdvel.

Demonstragdo. Considerando K (t) = SN | a;(2(t))F;, o sistema (144) realimentado com

a lei de controle (147) é descrito por

q(t) = (R = BH)K (1)) q(t). (149)

O sistema (142) realimentado com a lei de controle (148) é dado por

i(t) = (A(t) = BOK(OQ!)™) x(t) (150)
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Se as LMIs (111)-(114) aplicadas ao sistema Lyapunov equivalente (144) sao factiveis,
entdo o sistema em malha fechada (149) é assintoticamente estavel. Além disso, o sis-
tema (149) é Lyapunov equivalente ao sistema (150) via transformacdo L-F. De fato,

considerando z(t) = Q(t)q(t), das equagoes (13) e (21) seguem que

— A(t) - BOK(H)Q() ™.

Como transformacoes de Lyapunov preservam estabilidade, segue que (150) é assintoti-

camente estavel. O

5.1.2 Restricao na Entrada e Taxa de Decaimento

A seguir, serd mostrado como pode-se adicionar restricio na entrada e taxa de

decaimento no projeto do controlador via método hibrido.

Primeiro, observe que quando passamos do sistema original para o sistema Lya-
punov equivalente por meio da transformacao L-F, a lei de controle do sistema Lyapunov
equivalente é exatamente a mesma lei de controle do sistema original, como pode ser
visto nas equagoes (147) e (148). Portanto, ao aplicar restrigoes (LMIs (130)-(131)) a lei
de controle do sistema Lyapunov equivalente (144), as mesmas restrigdes sao garantidas

para a lei de controle do sistema original (142).

Agora, serd mostrado como as restricoes que garantem uma taxa de decaimento
minima 5 > 0 e enunciadas nas LMIs (126)-(129) podem ser aplicadas ao modelo fuzzy
(146) do sistema Lyapunov equivalente (144) e as mesmas garantir também a mesma taxa

minima /3 ao sistema original (142).

Inicialmente, suponha que as LMIs (126)-(129) aplicadas ao sistema Lyapunov
equivalente (144), com taxa minima 5 > 0 sejam factiveis. Portanto, deve existir uma

constante C' > 0 tal que
llg(t)|| < Ce™||q(0)||, para toda trajetoria g(t). (151)

Seja z(t) uma solugao qualquer do sistema original (142). Sabemos que q(t) = Q(t)'x(t).
Para simplificar considere a notacdo O(t) = Q(t)~!. Assim, podemos escrever ¢(t) =
O(t)z(t). Pelo Teorema 14 sabemos que ©(t) é uma transformacdo de Lyapunov. Em
particular det[©(t)] # 0 para todo ¢t > 0. Decorre que, para todo t > 0:

la®Il < Ce=™|lq(0)]]
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& lla@®l* < C%e™*]|q(0)]?
& q(t)'q(t) < C*e"q(0)'q(0)
[ (z(t)]'Ot)z(t) < C*e[6(0)2(0)]'0(0)2(0)
z(t)'O(t)e(t)z(t) < C*e™*"x(0)'0(0)©(0)z(0). (152)
Observe que det[O(t)'O(t)] # 0, pois det[O(t)] # 0. Portanto, para todo t € R tem-
se O(t)O(t) é positiva definida (CHEN, 1998, p. 75). Além disso, porque ©O(t)'O(t) é
simétrica e definida positiva, segue que todos os autovalores de O(t)'©(t) sdo reais e

estritamente positivos (CHEN, 1998, p. 74). Seja Anin(t) 0 menor autovalor de O(t)'O(t).
Sendo ©(t)'O(t) simétrica segue que

Mnia(D2(t) 2(t) < 2(tY[O(tYOD)]a(t) < Amas (D (t) 2 (2), (153)

para todo t € R, em que A\pin(t) € Apaz(t) designam o menor e o maior autovalor de
O(t)'O(t), respectivamente (LIMA, 2012, p. 240). Seja Ao = ming>o{ Amin(t)}. De (152) e
(153) decorre que, para todo t > 0:

Moz (t)'z(t) < Apin ()2 (t) ()

< z(1)'[0()'0(t)]x(t)
< C2%e72(0)'0(0)'0(0)2:(0)
< 0?7 X pnae (0)2(0)'2(0),
ou seja,
Xolle(@)[]* < C2e™ Xa (0)[|2(0)]*. (154)
Considerando Cy = C Amj\z(o), de (154) decorre que ||z(t)]] < Coe ?|z(0)||, para

todo t > 0. Portanto, se as LMIs (126)-(129), com taxa minima § > 0, sdo aplicadas ao
sistema Lyapunov equivalente (144) e sao factiveis, entdo fica assegurado ao sistema (142)

também a mesma taxa minima 3 > 0.

5.2 REDUZINDO O NUMERO DE MODELOS LOCAIS FUZZY

Nesta se¢ao, serd mostrado a eficiéncia do método de controle hibrido para contro-
lar sistemas LTV periédicos, especificamente aqueles cuja matriz A(t) possui dois ou mais

termos variantes combinados com incertezas na matriz de entrada de controle. Considere
o seguinte sistema dado por

| a 10 cos( 7rt> T 0
L'g ] - { beos(20mt)  sin (?m) ] 2 ] + [ . } u, (155)

onde a, b e ¢ sdo constantes reais. Observe que o sistema LTV acima é periddico de periodo

0, 3 segundos. Nesse caso, os dois métodos de controle descritos no capitulo anterior podem

ser usados para projetar um controlador.
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5.2.1 Aplicando o Controle Fuzzy Takagi-Sugeno

Nesta secao, o controle fuzzy T-S e o método hibrido proposto serao aplicados para

controlar o sistema (155) e comparar suas regioes de factibilidade.

Primeiro, o controle fuzzy T-S sera aplicado. Nesse caso, observe que o ntimero de
termos variantes do sistema é r = 3 e, portanto, o sistema possui 2° = 8 modelos locais

fuzzy . O vetor premissa ¢ dado por

2(t) =[a(t) 2(t) =),
onde
21(t) = 10 cos <2;7rt)
2o(t) = bcos(207t)

z3(t) = sin <2307rt) :

Sejam m; e M; os valores de minimo e maximo de z;(t), respectivamente, entao
my :mtin{zl(t)} =-10
M, :mgx{zl(t)} =10
ma :mtin{zg(t)} = min{—b, b}
M, :m?X{ZQ(t)} = max{—b,b}
ms :mtin{Zg,(t)} =-1

M, :mgx{zg(t)} =1
O modelo fuzzy T-S é dado por

i(t) = (i aiAl-> () + (i aiBZ) u(t), (156)

=1

onde
Al__ a mi ,AQZ a mq 7A3_ a mq ’A4_ a mo 7
mo M3 mo M3 MQ ms MQ M3
[ M M M M
A5_ ¢ ! 7A6: ¢ ' 7A7_ . ! 7A8_ ¢ ' P
mo Mg my  Ms My mg My Msy
[0
B, = ],izl,Q,...,S.
c

O sistema (156) foi simulado para valores de a € [—0,8, 0,4], b € [-3, 3] e ¢ = 1. Foram
considerados as LMIs (126)-(129) considerando 5 = 0. A regido de factibilidade obtida é
mostrada na Figura 39 abaixo.
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Figura 39 — Regiao de factibilidade obtida considerando o controle fuzzy T-S.

Fonte: autor.

Analisando a Figura 39, observa-se que para alguns valores dos parametros a e b
o método de controle fuzzy T-S nao obteve factibilidade. A seguir, serd mostrado que o

mesmo nao ocorre quando aplicado o método hibrido.

5.2.2 Aplicando o Método Hibrido

Para cada a € [—0,8, 0,4], b € [-3, 3], considere a mudanga de variavel ¢(t) =

Q(t)"tz(t) e o sistema Lyapunov equivalente é descrito por

q(t) = Rq(t) + Q(t) " B(t)u(t), (157)

onde R ¢é obtida de (22), Q(t) é a transformagao L-F do sistema (155) ndo forcado e
B(t)=[0 1]. Considerando Q)" = [0;;(t)]ax2 e B(t) = Q(t)"*B(t) segue que

q(t) = Rq(t) + B(t)u(t), (158)
onde, neste caso, B(t) é dada por
B(t) = [ O12(t) Ox(t) ]

Assim, o vetor premissa é dado por

2(t) = [2(t) z(t) ]

onde z;(t) = Oup(t), i = 1,2. Observe que Q(¢)~! é limitada e periédica de periodo 0,6
segundos. Logo, B(t) também ¢ limitada. Assim, pode-se considerar os valores maximos
e minimos dados por

m; = min {2(t)},

M; = max {z(t)},

0<t<0,6

para todo ¢ = 1, 2.
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O modelo fuzzy T-S do sistema (158) é dado por

4 4
i=1 i=1
onde R; = R para todo i = 1,...,4, R é obtida de (22) e B;’s sdo dadas por

B . mq B mq B M1 B M1
1 — 2 — y P23 — 4 —
mo M2 mo MQ

Observe que a aplicagdo do método proposto reduziu o nimero de termos varian-
tes do sistema de trés para dois. Como resultado, o nimero de modelos locais fuzzy foi
reduzido de oito para quatro. Assim, é esperado um aumento da regiao de factibilidade

ao aplicar o método hibrido.

A figura a seguir mostra a regiao de factibilidade obtida considerando o método

proposto. Novamente, foi considerado as LMIs (126)-(129) com S = 0.
Figura 40 — Regiao de factibilidade considerando o método proposto.

0 .4 6000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
POO000O000000000000000O0000O0000000O0000000000000000000000000000
POOO00O00000000000000000000O000000000000000000000000000000000000
POOO00O0000000000000000000000000000000000000000000000000000000
POOO0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
POOO00O0000000000000000000000000000000000000000000000000000000
-(0.2 9000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
POO0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
POO000O000000000000000O0000O0000000O0000000000000000000000000000
POOO0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
POOO00O0000000000000000000000000000000000000000000000000000000
POOO00O0000000000000000000O0000000O0000000000000000000000000000

-3 -2 -1 0 1 2 3

Fonte: autor.

Comparando as Figuras 39 e 40, podemos perceber que o método proposto fornece
uma maior regiao de factibilidade. Neste caso, o método hibrido obteve factibilidade para

todos os valores de a e b nos intervalos considerados, diferentemente do método de controle
fuzzy T-S.

Ainda com o intuito de comparar as duas técnicas, suponha-se que uma restrigao
a entrada do sistema dada por ||u(t)||2 < 3 e uma taxa de decaimento dada por 5 = 0,2
sejam consideradas. A figura a seguir compara a regiao de factibilidade encontrada pelos
dois métodos considerando os indices de desempenho mencionados acima. Neste caso,
foram consideradas a LMIs (126)-(131) com f=0,2, u =3 e x(0)=[0,5 —0,8]".
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Figura 41 — Regiao de factibilidade, considerando estabilidade + taxa de decaimento +
restricao de entrada.

‘o - metodo proposto X - controle fuzzy T-S ‘

S O 000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

-0.2 000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
00000000000000000000000RR’B’RR’R®O00000000000000000000000000
00000000000000000000000RRRRR’R’RO00000000000000000000000000
0000000000000000000000RRBBRR’B’®RO0000000000000000000000000
0000000000000000000000RIRBRR’VB®RR®OO000000000000000000000000
0000000000000000000000RIBRBRR’VB®RR®O0000000000000000000000000

-0.8 0000 O & SO00 0000
-3 -2 -1 0 1 2 3
b

Fonte: autor.

Comparando as regioes de factibilidade dos dois métodos acima pode-se perceber
uma maior regiao quando aplicado o método proposto. Observe que adicionando os indices
de desempenho acima, o método fuzzy T-S teve uma reducao significativa em sua regiao
de factibilidade.

5.2.3 Incertezas na Matriz B(t)

Nesta secao, sera visto como projetar um controlador usando o método hibrido
e considerando incertezas na matriz B(t) do sistema. Nesse caso, o sistema (155) sera
considerado com a = —0,8 e b = —0,1, e o parametro ¢ serd considerado incerto no
intervalo [0, 7, 1]. Primeiramente, deve-se considerar o sistema Lyapunov equivalente dado

em (158). Neste caso, as matrizes R e B(t) sio dadas por
—0,799995 —0,235413 _

Y Y 7 B(t) —

~0,000017 —0, 000006 ¢ X On(t)

Observe que as func¢oes de pertinéncia passam a depender da varidvel temporal ¢ e da

¢ X O15(t) ]

incerteza c. Assim, 21(t,c) = ¢ X O15(t) e 29(t,¢) = ¢ X Ogn(t) e os valores de maximo e

minimo sao dados por
m; =min{z;(t,c) /0,7<c¢<1 e 0<t<0,6},
M; =max{z;(t,c) /0,7<c¢<1 e 0<t<0,6}.
Os valores de maximo e minimo encontrados foram
my = —0,45955 M; = 0,49319 my = 0,63624 M, = 1.

Assim, o modelo fuzzy T-S do sistema Lyapunov equivalente é dado por

4 4
=1 i=1
onde R; = R para todo i = 1,...,4 e B;’s sdo dadas por
0, 45955 ] _ [ 0, 45955 ] _ [ 0,49319 ] A [ 0,49319 ]
y D2 = y D3 = ) = .

B =
0,63624 1 0,63624 1
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Observacao 4. Considerando o parametro incerto c, se aplicissemos apenas o controle
fuzzy T-S, teriamos quatro termos variantes e, portanto, teriamos um nimero de modelos
locais fuzzy igual a 2* = 16. Aplicando o método de controle hibrido, o mimero de termos
variantes diminui para 2 e, portanto, o numero de modelos locais fuzzy diminui para 4,

tornando o sistema menos conservador.

5.3 SIMULACAO

A seguir sao apresentados os graficos do comportamento do sistema (155). Para a
simulacao foram fixados ¢ =0,7e zg = —1,2 1].
5.3.0.1 Incertezas + estabilidade

Primeiro, apenas a estabilidade do sistema foi considerada. As LMIs utilizadas
foram (126)-(129) com § = 0. Os ganhos obtidos em F; foram:

[ 0,2376 0,696 |;
[ 0,2101 0,6082 |-

Fy=]—0,0411 0,6435 |; F
Fy=[-0,0134 0,5641 |; F,

As figuras a seguir mostram o sistema em malha fechada, bem como o comporta-

mento do sinal de controle wu(t).

Figura 42 — Estados do sistema em malha fechada considerando incertezas + estabili-

dade.

wll(t), (1)

10 15 20
t [s]

Fonte: autor.
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Figura 43 — Lei de controle considerando incertezas + estabilidade.

u(t)

-0.4 1

-0.6 ‘ ‘ ‘ 1
0 5 10 15 20
t [s]

Fonte: autor.

Pode-se observar que a técnica de controle foi eficiente no controle do sistema. Além
disso, percebe-se que o sistema leva aproximadamente 12 segundos para entrar em regime
permanente. A seguir, serd mostrado como melhorar a resposta do sistema adicionando

taxa de decaimento.

5.3.0.2 Incertezas + estabilidade + taxa de decaimento

As LMIs consideradas foram (126)-(129) e a taxa de decaimento escolhida foi de
£ =0,4. Os ganhos F;’s obtidos foram:

Fy=]-0,1614 2,8511 |; F;
Fy=[-0,1328 2,358 |; Fi

[ —0,0956 2,7977 |;
| —0,0651 2,3206 | .

As Figuras 44 e 45 abaixo mostram o comportamento do sistema. Na Figura 44
observa-se que a estabilidade do sistema foi garantida. Além disso, comparando as figuras
42 e 44, observa-se que o tempo do transitorio passou de 12 segundos para 5 segundos,

ou seja, houve uma reducao como esperado.

Figura 44 — Estados do sistema em malha fechada considerando incertezas + estabili-
dade + taxa de decaimento.

— 1) aal?)

10 15 20
t [s]

Fonte: autor.
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Figura 45 — Lei de controle do sistema de malha fechada considerando incertezas +
estabilidade + taxa de decaimento.

0 5 10 15 20
t [s]

Fonte: autor.

5.3.0.3 Incertezas + estabilidade + taxa de decaimento + restricao na entrada

Suponha que, devido a uma limitacao do projeto, haja uma restricio na entrada

do sistema dada por
—2 < wu(t) <2, paratodo t > 0. (160)

Analisando a Figura 45, pode-se observar que a lei de controle esta acima do seu limite.
Portanto, no projeto do controlador, uma restricao na entrada deve ser considerada. As
LMIs consideradas foram (126)-(129) com 5 = 0,4 e (130)-(131) com p = 2. Os ganhos
F; obtidos foram:

Fy=[0,0354 1,1343 |; Fy=| —0,1107 1,1026 |;

Fy=1[0,0215 0,9401 |; F,

[ —0,0352 0,9284 |
O comportamento do sistema em malha fechada e da lei de controle u(t) estao
ilustrados abaixo.

Figura 46 — Estados do sistema em malha fechada considerando incertezas + estabili-
dade + taxa de decaimento + restricao na entrada.

10 15 20
t [s]

Fonte: autor.
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Figura 47 — Lei de controle do sistema em malha fechada considerando incertezas +

estabilidade 4 taxa de decaimento + restricao na entrada.

-1
5 10 15 20
t [s]

Fonte: autor.

Analisando as Figuras 46 e 47, pode-se observar que, além da estabilidade do sis-

tema com taxa de decaimento 5 = 0,4, a restricao de entrada (160) também foi atendida
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Em geral, estudar a estabilidade de sistemas LTV nao é tao simples quanto estudar
a estabilidade de sistemas invariantes no tempo. A condicao de que a matriz do sistema
tenha autovalores com parte real negativa nao é suficiente para garantir a estabilidade
do sistema (CHEN, 1998). Uma forma de estudar a estabilidade de sistemas LTV é por
meio da STM, ou seja, o comportamento da STM determina a estabilidade do sistema,
como foi visto na Secao 2.1.4. Infelizmente, obter tal matriz de forma analitica sé é possivel
quando o sistema é comutativo e, por isso, métodos numéricos como o método descrito em
(SINHA; BUTCHER, 1997) foram desenvolvidos para obter tal matriz numericamente.
Conforme validado na Subsegdao 3.5, o método proposto por Sinha e Butcher (1997) se
mostrou eficiente. Foi visto que se o sistema é LTV e peridédico existe uma transformacao,
chamada de transformacao Lyapunov—Floquet que transforma o sistema LTV e periodico
em um sistema linear invariante no tempo, além disso, tal transformacao preserva a es-
tabilidade dos sistemas. Assim, estudar a estabilidade de um sistema LTV e periodico é

equivalente a estudar a estabilidade de um sistema linear invariante.

Também, foi visto que a técnica de controle proposta por Sinha e Joseph (1994)
e generalizada por Sinha, Henrichs e Ravindra (2000) se mostrou eficiente para controlar
sistemas LTV e periddicos, lineares e nao lineares. A técnica foi eficiente para controlar
o sistema comutativo, considerando tanto a lei de controle exata quanto a aproximada.
A técnica também se mostrou eficiente para controlar o péndulo com excitagdao vertical
no suporte, que é um sistema nao linear, tanto para conduzir os estado para a origem
quanto para conduzi-los para uma oOrbita desejada. Entretanto, a estabilidade assintotica
nao ¢ matematicamente garantida. A técnica proposta por Deshmukh e Sinha (2004)
garante a estabilidade assintotica do sistema, no entanto, nao ¢é possivel adicionar algumas
limitagoes no projeto do controlador, tais como restricao de entrada, taxa de decaimento

ou incertezas.

Neste trabalho pode-se ver que a técnica de controle fuzzy T-S pode ser aplicada
em sistemas lineares variantes de tempo. No entanto, foi visto que se o sistema tiver dois
ou mais termos variantes e incertezas na matriz do do controlador, o controle fuzzy T-S

pode fornecer resultados conservadores.

Neste trabalho foi proposta uma técnica de controle hibrida, que combina a téc-
nica fuzzy T-S com o controle via transformagao L-F. A técnica hibrida se mostrou efici-
ente para controlar sistemas LTV e periddicos. A estabilidade assintética do sistema em
malha fechada ficou garantida matematicamente. O método proposto também permitiu
adicionar no projeto algumas limitagoes do sistema, como restricdo de entrada, taxa de
decaimento e incertezas na matriz do controlador. Além disso, quando o sistema possui

dois ou mais termos variantes combinados com incertezas na matriz do controlador, o



Capitulo 6. CONSIDERACOES FINAIS 103

método proposto forneceu resultados menos conservadores para a estabilidade do sistema

quando comparado com o controle fuzzy T-S.

Uma vez que incertezas sao inseridas no sistema, o método hibrido nao poderia ser
implementado na pratica, pois a lei de controle proposta depende do valor da incerteza
em cada instante de tempo. Entretanto, esse problema pode ser superado implementando

o controle chaveado proposto em (SOUZA et al., 2013).
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APENDICE A - Lemas Técnicos

Para facilitar a compreensao dos calculos que sao feitos a fim de obter uma apro-
ximacao para a STM, alguns resultados preliminares envolvendo o produto de kronecker
e as matrizes operacionais sdo necessarios, e estao apresentados neste apéndice em forma

de Lema.

O primeiro resultado desta secao apresenta uma relacao entre o produto classico

de matrizes e o produto de kronecker.

Lema 10. Sejam A € RP*?, B € R?**, C € R™" ¢ D € R™!. Entdo

(AB)® (CD) = (A® C)(B® D).

Demonstragcio. Uma prova direta é a seguinte:

[ CLllc s aqu bllD s blsD |
(A C)B®D)= : - : : - :
| apC e ayC bpD -+ by D |
[ SiogakbnCD -+ Y1 aybg,CD ]
L ZZ:I apkbleD e 2%21 akapSCD ]
= (AB) ® (CD).
O]
Duas consequéncias do Lema 10 sdo apresentadas a seguir:
Lema 11. Se A ¢ RV T € RY>*" ¢ D € R™!, entdo
A(TD)=(I®T)(A® D).
Demonstracao. Pelo Lema 10 segue que
(I®T)A® D)=A® (TD)= A(TD,).
O

Lema 12. Se C € R™" ¢ D € R entio I ® (CD) = (I ® C)(I ® D).

Demonstracao. Pelo Lema 10 segue que

I®(CD)=(II)® (CD)=(I®C)I®D).
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Lema 13. Sejam m,n inteiros positivos. Entdo

~

I=T®)T=TIT(),

onde

Lema 14. Sejam A(t) wma matriz variante no tempo de dimensdo nxm e B uma matriz

constante m X n. Entdao
"B = ( / TA(t)dt) B. (161)
0 0

Demonstracio. Considere as seguintes notagoes indicias para matrizes

Da multiplicacao de matrizes segue que

ng Z azk bk; (§ dzg Z </T alk dt) bk]. (162)

Decorre que

k=1
= dzj(t)
O
Lema 15. Sejam A(t) wma matriz variante no tempo de dimensao n x m. Entao
/T Lo At)dt =T ® / At)dt. (163)
0 0
Demonstragio. Por (28) tem-se
Aty 0
0 A --- 0
I ®A(t) = , o _ . (164)
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De (164) decorre que

[TA@Dd 0 0
/T [® A(t)dt = 9 Jo A‘(t)dt o ; —I® /T A(t)dt.
0 : : . : 0
0 0 o fTA()

]

Lema 16. Sejam d; o vetor dos coeficientes da expansio de f;(t) em polindmios de
Chebyshev alterados e o é o conjunto dos parametros do sistema normalizado (46). Defi-

nindo D(a) = >7_, Ai(a) @ d., entdo
A(r,a) ~ T(1)'D(a) = D(a)T(7).

Demonstragio. A demonstragao sera feita para r = 2. Os demais casos sao analogos a
este. Por (47) obtemos

fim) = [T5(r) - T (1) [l dio -+ digm—ry | =T7(7)'d;. (165)
Assim,
A(ra) = A(Q)fi(r) + As(@) fa(7)
~  Aa) (T (r)'dy) + Az () (T (7)'dy)

e (1o T*(r)) (A () @ d)) + (I @ T* (7)) (Aa(e) @ d)
= T(r) Z/L(oz)dg

= T(r)D(w).
O]

Lema 17. Seja m um inteiro positivo. Considere a matriz polinomial de Chebyshev dada

por (29) e a matriz de integragio dada por (35). Entao
/ "PYdt ~ T(r) G

0

Demonstracao. Uma prova direta é a seguinte:
/OT Tt dt = /OT I ®T*(t)dt
(Lema 197 o /0 Tty dt
® 1T
e e T (r)) (I @)
= T'(n)G"
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Lema 18. Sejam m wm inteiros positivos e f(t) a matriz de Chebyshev. Entao
D()TH)T(t) = T(t)Qp, onde Qp = Ai(a) ® Qu,.
i=1

Demonstracao.

Al ‘
(Lema 10) ; {(Ai)1) ® (@ (BT (2))}
% Zf:l{(mm)) @ (T*(t)Qu)}
1w g{uw*(m (Ai0) © Qu)}
= (T 1)) {Z} (le(oc) ® Qa )}
= Tt)'Qp
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