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Resumo

Este trabalho aborda a técnica de controle fuzzy Takagi-Sugeno (T-S) assim como a téc-
nica de controle via transformação Lyapunov-Floquet (L-F) e suas aplicações em sistemas
lineares variantes no tempo. Na literatura, a técnica de controle fuzzy T-S e a técnica de
controle via transformação L-F são comumente utilizadas para controlar sistemas não
lineares invariantes no tempo e sistemas lineares variantes no tempo, respectivamente.
Neste trabalho, é mostrado que a técnica fuzzy T-S também pode ser aplicada a sistemas
lineares variantes de tempo, assim, cada uma das técnicas é aplicada no controle de um
sistema linear variante e seus desempenhos são comparados. Um método híbrido de con-
trole envolvendo ambas as técnicas de controle é proposto. A estabilidade assintótica do
sistema em malha fechada no método proposto é provada matematicamente. Comparado
com o método fuzzy T-S, o método híbrido reduz o conservadorismo de sistemas lineares
variantes no tempo e periódicos quando este possui dois ou mais termos variantes no
tempo combinados com incertezas na matriz de entrada de controle. Finalmente, uma
aplicação do método híbrido é apresentada considerando restrição na entrada e incertezas
na matriz de entrada de controle, bem como taxa de decaimento. Neste exemplo é pos-
sível observar a eficiência da técnica do controle híbrido para reduzir o conservadorismo
quando comparada com a técnica de controle fuzzy T-S.

Palavras-chave: Sistemas Periódicos Variantes no Tempo; Transformação Lyapunov-
Floquet; Modelos fuzzy Takagi-Sugeno; Desigualdades Matriciais Lineares.



Abstract

This thesis approaches the Takagi-Sugeno (T-S) fuzzy control technique as well as the
control technique via Lyapunov-Floquet (L-F) transformation and their applications in
linear time-varying systems. In the literature, the T-S fuzzy control technique and the
control technique via L-F transformation are commonly used to control nonlinear time-
invariant systems and linear time-varying systems, respectively. In this work, it is shown
that the T-S fuzzy technique can also be applied to linear time-varying systems, thus,
each of the techniques is applied in the control of a linear time-varying system and their
performances are compared. A hybrid control method involving both control techniques
is proposed. The asymptotic stability of the closed loop system in the proposed method
is mathematically proved. Compared with the T-S fuzzy method, the hybrid method re-
duces the conservatism of linear time-varying periodic systems when it has two or more
time-varying terms combined with uncertainties in the control input matrix. Finally, an
application of the hybrid method is presented considering input constraints and uncer-
tainties in the control input matrix, as well as the specification of the decay rate. In this
example, it is possible to observe the efficiency of the hybrid control technique to reduce
conservatism when compared to the T-S fuzzy control technique.

Keywords: Time-Varying Periodic Systems; Lyapunov-Floquet Transformation; Takagi-
Sugeno Fuzzy Models; Linear Matrix Inequalities (LMIs).
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1 INTRODUÇÃO

Sistemas lineares variantes no tempo (LTV, do inglês Linear Time-Variyng) es-
tão presentes em muitos problemas físicos e de engenharia, como o oscilador de Duffing
(PERUZZI, 2005), sistemas de coleta de energia (DAQAQ et al., 2009), sistemas micro-
eletromecânicos (PERUZZI et al., 2016) etc. Esses sistemas possuem uma dependência
explícita da variável temporal, tornando a análise de estabilidade bem como o projeto do
controlador mais complexos. Por exemplo, a condição de todos os autovalores da matriz
do sistema possuírem parte real negativa não é suficiente para garantir a estabilidade as-
sintótica do sistema (SLOTINE; LI, 1991; CHEN, 1998). Para sistemas LTV e periódicos,
a estabilidade pode ser caracterizada em termos da Matriz de Transição de Estado (STM,
do inglês State Transition Matrix) (SINHA; HENRICHS; RAVINDRA, 2000; PERUZZI
et al., 2016).

A STM de um sistema LTV e periódico pode ser escrita como um produto de uma
transformação, chamada transformação Lyapunov-Floquet, e uma matriz exponencial.
Como consequência desse resultado, aplicando uma mudança de variáveis envolvendo
a transformação Lyapunov-Floquet, obtém-se um sistema linear invariante equivalente
ao sistema variante original (YAKUBOVICH; STARZHINSKII, 1975; SINHA; JOSEPH,
1994; MEIROVITCH, 2010). Assim, estudar o comportamento das soluções de um sistema
LTV e periódico equivale a estudar as soluções de um sistema linear invariante.

Sinha e Joseph (1994) propuseram uma técnica de controle para sistemas LTV e
periódicos com base na transformação Lyapunov-Floquet (L-F). Posteriormente, essa téc-
nica foi estendida para sistemas não lineares (SINHA; HENRICHS; RAVINDRA, 2000).
No entanto, para analisar a estabilidade desses sistemas ou projetar controladores via
transformação L-F, a STM do sistema deve ser obtida. A menos que o sistema seja co-
mutativo (LUKES, 1982), obter a STM analiticamente não é uma tarefa simples. Sinha
e Butcher (1997) propuseram um método numérico para obter a STM de um sistema
LTV e periódico. Esse método usa a técnica de iterações de Picard e a expansão de
funções em polinômios de Chebyshev alterados. Nesta abordagem, matrizes operacionais
(de Chebyshev, Integração e Produto) são utilizadas para obter uma aproximação da
STM por meio de multiplicações e adições de matrizes, possibilitando a implementação
computacional desse método.

Embora o método de controle via transformação L-F (SINHA; JOSEPH, 1994;
SINHA; HENRICHS; RAVINDRA, 2000) seja eficiente para controlar sistemas periódicos
variantes no tempo (SHERRILL et al., 2015; KIRKLAND; SINHA, 2016; PERUZZI et al.,
2016), ele não garante a estabilidade assintótica do sistema em malha fechada. Deshmukh
e Sinha (2004) propuseram uma técnica de controle que usa a transformação L-F, bem
como a transformação Backstepping. Neste método, a estabilidade assintótica é garantida.
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No entanto, essa técnica não permite considerar algumas limitações do projeto tais como
restrição na entrada do sistema, taxa de decaimento ou incertezas.

Takagi e Sugeno (1985) propuseram uma técnica de controle para uma classe de
sistemas não lineares que consiste na descrição do modelo não linear como uma combina-
ção de modelos lineares, também chamados de modelos locais fuzzy . Inicialmente, essa
descrição foi feita de forma aproximada. Posteriormente, Taniguchi et al. (2001), usando
a mesma técnica, propuseram a descrição do modelo não linear como uma combinação
convexa de modelos locais fuzzy, obtidos a partir dos termos não lineares do sistema.

A técnica de controle fuzzy Takagi-Sugeno (T-S) é geralmente aplicada em sis-
temas não lineares invariantes no tempo. Neste trabalho, ela será aplicada a sistemas
periódicos lineares variantes no tempo. No entanto, será visto que se o sistema tiver dois
ou mais termos variantes combinados com incertezas, a técnica de controle fuzzy T-S
poderá fornecer um resultado conservador.

Este trabalho apresenta uma técnica de controle híbrida que envolve o controle
via transformação Lyapunov-Floquet e controle fuzzy T-S. Neste método, a estabilidade
assintótica do sistema em malha fechada é garantida matematicamente. Este método
permite considerar restrições na entrada do sistema, taxa de decaimento e incertezas
na matriz de entrada de controle. A proposta deste método é obter um novo sistema
equivalente ao sistema original onde o número de termos variantes no tempo deste novo
sistema seja menor, reduzindo assim o número de modelos locais e, consequentemente, o
conservadorismo do projeto.

Esse trabalho está organizado da seguinte forma: no Capítulo 2 são apresentados
fundamentos teóricos dos sistemas variantes, como por exemplo o conceito de sistemas
Lyapunov equivalentes, que permite transferir o estudo da estabilidade de um sistema LTV
para o estudo da estabilidade de um sistema invariante no tempo. Também são abordadas
algumas matrizes importantes desta análise de estabilidade, como por exemplo as matrizes
STM e FTM (do inglês, Floquet Transition Matrix) de um sistema LTV e periódico, assim
como a transformação L-F.

No Capítulo 3 é exibido o método numérico proposto por Sinha e Butcher (1997)
para obter tanto a STM bem como a transformação L-F, que são importantes na análise
de estabilidade e projeto do controlador, respectivamente. Também são mostrados alguns
resultados que validam o método numérico.

O Capítulo 4 aborda as técnicas de controle via transformação Lyapunov-Floquet
e a técnica de controle fuzzy T-S. Condições de estabilidade para ambas as técnicas são
exibidas. Para a técnica de controle fuzzy T-S são apresentadas condições LMIs (do inglês,
Linear Matrix Inequalities) para estabilidade, estabilidade com taxa de decaimento e
restrições na entrada de controle. São abordados exemplos ilustrando ambas as técnicas
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e seus desempenhos são comparados.

O Capítulo 5 introduz a técnica de controle híbrido proposto neste trabalho. É
apresentada a síntese do controlador híbrido bem como o teorema que garante a estabi-
lidade assintótica do método proposto. Por fim, é exibido um exemplo numérico em que
pode-se ver a eficiência do controlador híbrido quando se deseja controlar sistemas LTV
e periódicos que apresentam dois ou mais termos variantes combinados com incertezas na
matriz de entrada de controle.

O Capítulo 6 apresenta as conclusões deste trabalho e propostas para trabalhos
futuros e o Apêndice A exibe alguns lemas técnicos relacionados ao método numérico
apresentado no Capítulo 3.
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2 FUNDAMENTOS TEÓRICOS

Com o objetivo de tornar este trabalho autossuficiente este capítulo aborda, de
forma resumida, alguns conceitos importantes sobre os sistemas LTV, bem como algumas
propriedades do espaço solução de tais sistemas. Também, será abordado o conceito de
Matriz de Transição de Estados, bem como alguns pontos fundamentais a respeito da
Teoria de Lyapunov–Floquet e suas consequências.

2.1 SISTEMAS LTV

Considere um sistema de 𝑛 Equações Diferenciais Ordinárias (EDO) de primeira
ordem que é escrito da seguinte forma⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑥̇1(𝑡) = 𝑎11(𝑡)𝑥1(𝑡) + · · · + 𝑎1𝑛(𝑡)𝑥𝑛(𝑡),
...

𝑥̇𝑛(𝑡) = 𝑎𝑛1(𝑡)𝑥1(𝑡) + · · · + 𝑎𝑛𝑛(𝑡)𝑥𝑛(𝑡),
(1)

sendo 𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝒞(R+,R) para todo 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. Um conjunto de 𝑛 funções 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∈
𝒞1(R+,R), chama-se solução de (1) se

𝑥̇𝑖(𝑡) =
𝑛∑︁

𝑗=1
𝑎𝑖𝑗(𝑡)𝑥𝑗(𝑡), para todo 𝑡 ∈ R+ e 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

O sistema (1) pode ser representado em um formato vetorial equivalente, descrito
por

𝑥̇(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡), (2)

sendo 𝐴(𝑡) = (𝑎𝑖𝑗(𝑡)) ∈ R𝑛×𝑛 e 𝑥(𝑡) = [ 𝑥1(𝑡) 𝑥2(𝑡) · · · 𝑥𝑛(𝑡) ]′ ∈ R𝑛, para todo 𝑡 ∈ R+.
O sistema (2) é equivalente ao sistema (1) no seguinte sentido: um conjunto de 𝑛 funções
reais {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛} de classe 𝒞1(R+,R) é solução de (1) se, e somente se, o vetor 𝑥(𝑡)
é solução de (2). Os sistemas (1) ou (2) são chamados de sistema linear variante no
tempo (LTV, do inglês linear time-varying).

A representação matemática de um modelo físico no formato de (2) é chamada
de representação em espaço de estados. Observe a dependência explícita da variável
temporal na matriz 𝐴(𝑡). Esta dependência torna a análise de estabilidade deste tipo de
sistema mais complexa, requerendo métodos mais sofisticados do que os métodos utilizados
para analisar sistemas lineares invariantes no tempo.

O teorema a seguir, cuja prova pode ser encontrada em (SOTOMAYOR, 1979,
p. 50), garante a existência e unicidade de soluções para sistemas LTV dados por (2).

Teorema 1 (Existência e Unicidade). Para cada (𝑡0, 𝑥0) ∈ R+ × R𝑛 existe uma única
solução 𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡, 𝑡0, 𝑥0) de (2) definida em R+ tal que 𝑥(𝑡0) = 𝑥0.
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Considere o conjunto 𝒞(R+,R𝑛) como espaço vetorial, munido das operações de
soma de funções e produto de uma constante por uma função. Pode-se provar que a função
nula é uma solução de (2) e que a soma de duas soluções é também uma solução. Portanto,
o espaço 𝒜 das soluções de (2) forma um subespaço vetorial de 𝒞(R+,R𝑛).

Uma questão a ser explorada é: qual a dimensão do espaço vetorial 𝒜? Para res-
ponder à pergunta, para cada 𝑡0 ∈ R+ considere a função 𝜀𝑡0 : 𝒜 → R𝑛 dada por
𝜀𝑡0(𝑥) = 𝑥(𝑡0). O Teorema 1 garante que a função 𝜀𝑡0 é um isomorfismo de 𝒜 em R𝑛, ou
seja, 𝜀𝑡0 é uma transformação linear bijetora. Uma vez que os espaços vetoriais 𝒜 e R𝑛

são isomorfos pode-se concluir que dim 𝒜 = dimR𝑛 = 𝑛 (COELHO; LOURENCO, 2013,
p. 90), respondendo assim a questão indagada. O Teorema 2 a seguir resume a discussão
acima.

Teorema 2. (𝑎) O conjunto 𝒜 de todas as soluções de (2) é um espaço vetorial de
dimensão 𝑛. Mais ainda, para cada 𝑡0 ∈ R+, a função que a cada 𝑥0 ∈ R𝑛 associa a solução
𝑥(𝑡, 𝑡0, 𝑥0) que passa por (𝑡0, 𝑥0) é um isomorfismo de R𝑛 em 𝒜. (𝑏) Em particular, se
𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑛 formam uma base de R𝑛, então 𝑥1 = 𝑥(𝑡, 𝑡0, 𝑣1), . . . , 𝑥𝑛 = 𝑥(𝑡, 𝑡0, 𝑣𝑛) formam
uma base de 𝒜, isto é, toda solução de (2) se exprime de forma única como combinação
linear de 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛.

2.1.1 Matriz Fundamental

A fim de introduzir um matriz que será importante para o desenvolvimento deste
estudo (Matriz de Transição de Estados), considere a equação matricial a seguir:

𝑋̇(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑋(𝑡), (3)

sendo 𝑋(𝑡) = (𝑥𝑖𝑗(𝑡)) ∈ R𝑛×𝑛 para todo 𝑡 ∈ R+. Observe que as soluções de (3) são
matrizes enquanto que as soluções de (2) são vetores. Entretanto, existe uma relação
entre as soluções de (2) e (3) que é expressa pelo teorema a seguir.

Teorema 3. 𝑋(𝑡) ∈ R𝑛×𝑛 é uma solução de (3) se, e somente se, a 𝑗-ésima coluna 𝑋𝑗(𝑡)
de 𝑋(𝑡) é solução de (2), para cada 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.

Demonstração. O teorema segue observando que

𝑋̇(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑋(𝑡) ⇔ 𝑥̇𝑖𝑗(𝑡) =
𝑛∑︁

𝑘=1
𝑎𝑖𝑘(𝑡)𝑥𝑘𝑗(𝑡), 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛

⇔ 𝑋̇𝑗(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑋𝑗(𝑡), 𝑗 = 1, . . . , 𝑛,

como desejado.

Observação 1. Pelo Teorema 3, o sistema (3) equivale a 𝑛 sistemas LTV e, portanto, o
Teorema 1 se aplica para garantir a existência e unicidade das soluções de (3).
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Uma matriz Ψ(𝑡) de ordem 𝑛×𝑛 cujas colunas formam uma base do espaço 𝒜 das
soluções de (2) chama-se matriz fundamental. Em outras palavras, as colunas Ψ𝑗(𝑡) de
uma matriz fundamental são formadas por soluções linearmente independentes de 𝒜.

Exemplo 1. No caso 𝑛 = 1, 𝐴(𝑡) = 𝑎(𝑡) e 𝑥̇(𝑡) = 𝑎(𝑡)𝑥(𝑡), tem-se que

Ψ(𝑡, 𝑡0, 𝑥0) = 𝑥0𝑒
∫︀ 𝑡

𝑡0
𝑎(𝜏)𝑑𝜏

,

é a solução que passa por (𝑡0, 𝑥0).

Dos Teoremas 1 e 2 segue o seguinte Corolário 1 (SOTOMAYOR, 1979, p. 54) que
é útil para mostrar que uma solução matricial é uma matriz fundamental.

Corolário 1. Ψ(𝑡) é uma matriz fundamental de (2) se, e somente se, Ψ(𝑡) é uma solução
de (3) tal que para algum 𝑡0 ∈ R+, e portanto para todo 𝑡0 ∈ R+, tem-se det Ψ(𝑡0) ̸= 0.

Demonstração. (⇒) Se Ψ(𝑡) é uma matriz fundamental, então pelo Teorema 3 segue que
Ψ(𝑡) é uma solução de (3). Além disso, dado 𝑡0 ∈ R+, tem-se Ψ𝑗(𝑡) = Ψ𝑗(𝑡, 𝑡0, Ψ𝑗(𝑡0)) são
soluções linearmente independentes em 𝒜. Pelo Teorema 2 segue que Ψ1(𝑡0), . . . , Ψ𝑛(𝑡0)
são linearmente independente em R𝑛 e, portanto, det[Ψ(𝑡0)] ̸= 0. Pela arbitrariedade do
𝑡0 ∈ R+ fixado, segue que det[Ψ(𝑡)] ̸= 0 para todo 𝑡 ∈ R+.
(⇐) Seja Ψ(𝑡) uma solução de (3) tal que det[Ψ(𝑡0)] ̸= 0 para algum 𝑡0 ∈ R+. Logo,
Ψ1(𝑡0), . . . , Ψ𝑛(𝑡0) são linearmente independente em R𝑛. Pelo Teorema 2 segue que Ψ𝑗(𝑡) =
Ψ𝑗(𝑡, 𝑡0, Ψ𝑗(𝑡0)) são soluções linearmente independente em 𝒜 e, portanto, Ψ(𝑡) é uma
matriz fundamental.

Segue do corolário acima que se Ψ(𝑡) é uma matriz fundamental, então det Ψ(𝑡) ̸= 0
para todo 𝑡 ∈ R+ e, portanto, Ψ−1(𝑡) está bem definida. A seguir são exibidas algumas
propriedades a repeito da matriz fundamental.

Lema 1. Se Ψ(𝑡) é uma matriz fundamental de (2), então 𝑑/𝑑𝑡(Ψ−1(𝑡)) = −Ψ−1(𝑡)𝐴(𝑡).

Demonstração. Derivando a igualdade Ψ(𝑡)Ψ−1(𝑡) = 𝐼 tem-se

𝑑/𝑑𝑡(Ψ(𝑡)Ψ−1(𝑡)) = 0
⇒ 𝑑/𝑑𝑡(Ψ(𝑡))Ψ−1(𝑡) + Ψ(𝑡)𝑑/𝑑𝑡(Ψ−1(𝑡)) = 0
⇒ Ψ(𝑡)𝑑/𝑑𝑡(Ψ−1(𝑡)) = −𝑑/𝑑𝑡(Ψ(𝑡))Ψ−1(𝑡)
⇒ 𝑑/𝑑𝑡(Ψ−1(𝑡)) = −Ψ−1(𝑡)𝐴(𝑡)Ψ(𝑡)Ψ−1(𝑡)
⇒ 𝑑/𝑑𝑡(Ψ−1(𝑡)) = −Ψ−1(𝑡)𝐴(𝑡). (4)
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Teorema 4. Sejam Ψ(𝑡) e ϒ(𝑡) soluções de (3), sendo Ψ(𝑡) uma matriz fundamental.
Existe uma única matriz 𝐶 de ordem 𝑛 × 𝑛 tal que para todo 𝑡 ∈ R+

ϒ(𝑡) = Ψ(𝑡)𝐶.

A matriz 𝐶 é não singular se, e somente se, ϒ(𝑡) é uma matriz fundamental.

Demonstração. Se Ψ(𝑡) é uma matriz fundamental, pelo Lema 1 tem-se

𝑑/𝑑𝑡(Ψ−1(𝑡)) = −Ψ−1(𝑡)𝐴(𝑡).

Utilizando a igualdade acima obtém-se

𝑑/𝑑𝑡(Ψ−1(𝑡)ϒ(𝑡)) = 𝑑/𝑑𝑡(Ψ−1(𝑡))ϒ(𝑡) + Ψ−1(𝑡)𝑑/𝑑𝑡(ϒ(𝑡))
⇒ 𝑑/𝑑𝑡(Ψ−1(𝑡))ϒ(𝑡) = −Ψ−1(𝑡)𝐴(𝑡)ϒ(𝑡) + Ψ−1(𝑡)𝐴(𝑡)ϒ(𝑡)
⇒ 𝑑/𝑑𝑡(Ψ−1(𝑡))ϒ(𝑡) = 0.

Por conseguinte tem-se Ψ−1(𝑡)ϒ(𝑡) = 𝐶.

O teorema a seguir mostra como obter a solução geral de (2) a partir do conheci-
mento de uma matriz fundamental.

Teorema 5. Se Ψ(𝑡) é uma matriz fundamental de (2), então a solução deste sistema
𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡, 𝑡0, 𝑥0) tal que 𝑥(𝑡0, 𝑡0, 𝑥0) = 𝑥0 é dada por

𝑥(𝑡, 𝑡0, 𝑥0) = Ψ(𝑡)Ψ−1(𝑡0)𝑥0. (5)

Demonstração. Imediata por substituição direta de (5) em (2).

Como pode ser observado, existem infinitas matrizes fundamentais para um sis-
tema LTV. Este trabalho tem por interesse um caso particular de matriz fundamental
que seja única.

Definição 1. Seja Ψ(𝑡) uma matriz fundamental de (2). Então

Φ(𝑡, 𝑡0) = Ψ(𝑡)Ψ−1(𝑡0)

é chamada de matriz de transição de estados (STM, do inglês State Transition
Matrix). A STM é a solução única da equação

𝑑

𝑑𝑡
Φ(𝑡, 𝑡0) = 𝐴(𝑡)Φ(𝑡, 𝑡0)

com condição inicial Φ(𝑡0, 𝑡0) = 𝐼.

Uma vez que Ψ(𝑡) é não singular para todo 𝑡 ∈ R+, sua inversa está bem definida.
Da definição da STM segue as seguintes propriedades:
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• Φ(𝑡, 𝑡) = 𝐼

• Φ−1(𝑡, 𝑡0) = [Ψ(𝑡)Ψ−1(𝑡0)]−1 = Ψ(𝑡0)Ψ−1(𝑡) = Φ(𝑡0, 𝑡)

para todo 𝑡, 𝑡0, 𝑡1 ∈ R+.

Observe que a STM é a matriz fundamental tal que Φ(𝑡0, 𝑡0) = 𝐼, portanto, todas
as propriedade de matriz fundamental também são válidas para a STM.

Nas aplicações deste trabalho será considerado 𝑡0 = 0 e, para simplificar a notação,
será denotado Φ(𝑡, 0) simplesmente por Φ(𝑡) ficando subtendido que 𝑡0 = 0.

2.1.2 Sistemas LTV e Periódicos

Nesta seção será abordado sistemas LTV cujos coeficientes variantes no tempo são
periódicos. Além disso, o conjunto formado pelos períodos de cada um deste coeficientes
são comensuráveis, dando origem assim ao sistema LTV e periódicos.

Devido sua importância para o entendimento de qual classe dos sistemas LTV este
trabalho se refere, será apresentado o conceito de números comensuráveis. Dois números
reais 𝛼 e 𝛽 são ditos ser comensuráveis se existirem números inteiros 𝑝, 𝑞 ∈ Z tais que

𝛼

𝛽
= 𝑝

𝑞
,

caso contrário 𝛼 e 𝛽 são ditos incomensuráveis. Os números reais 𝛽1, . . . , 𝛽𝑟 são ditos
comensuráveis se dois a dois são comensuráveis.

Exemplo 2. Dado um número não nulo 𝛽 ∈ R, claramente 𝛽 é comensurável com ele
mesmo, pois 𝛽/𝛽 = 1/1. Um exemplo clássico de números incomensuráveis é o compri-
mento da diagonal de um quadrado unitário e o comprimento de um dos seus lados.

Uma outra forma equivalente de definir números comensuráveis é dada pelo teo-
rema a seguir.

Teorema 6. Os números reais 𝛽1, . . . , 𝛽𝑟 são comensuráveis se, e somente se, existe um
número 𝑇 ∈ R e números inteiros 𝑞1, . . . , 𝑞𝑟 ∈ Z tais que

𝑞𝑖𝛽𝑖 = 𝑇, para todo 𝑖 = 1, . . . , 𝑟.

Demonstração. (⇒) Se 𝛽1, . . . , 𝛽𝑟 são comensuráveis, então existem números inteiros 𝑛𝑖𝑗

e 𝑑𝑖𝑗 tais que
𝛽𝑖

𝛽𝑗

= 𝑛𝑖𝑗

𝑑𝑖𝑗

, para 𝑖 = 1, . . . , 𝑟 − 1 e 𝑗 = 𝑖 + 1, . . . , 𝑟. (6)

Definindo 𝑇 = ∏︀𝑟
𝑖=1 𝑛𝑖𝑟𝛽𝑟, para cada 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑟 − 1}, de (6) segue que
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𝑑𝑖𝑟𝛽𝑖 = 𝑛𝑖𝑟𝛽𝑟

⇒

⎛⎝ 𝑟∏︁
𝑗=1,𝑗 ̸=𝑖

𝑛𝑗𝑟

⎞⎠ 𝑑𝑖𝑟𝛽𝑖 =
⎛⎝ 𝑟∏︁

𝑗=1,𝑗 ̸=𝑖

𝑛𝑗𝑟

⎞⎠𝑛𝑖𝑟𝛽𝑟

⇒

⎛⎝ 𝑟∏︁
𝑗=1,𝑗 ̸=𝑖

𝑛𝑗𝑟𝑑𝑖𝑟

⎞⎠ 𝛽𝑖 =
⎛⎝ 𝑟∏︁

𝑗=1,𝑗 ̸=𝑖

𝑛𝑗𝑟𝑛𝑖𝑟

⎞⎠ 𝛽𝑟

⇒

⎛⎝ 𝑟∏︁
𝑗=1,𝑗 ̸=𝑖

𝑛𝑗𝑟𝑑𝑖𝑟

⎞⎠ 𝛽𝑖 =
𝑟∏︁

𝑗=1
𝑛𝑗𝑟𝛽𝑟. (7)

Definindo 𝑞𝑖 = ∏︀𝑟
𝑗=1,𝑗 ̸=𝑖 𝑛𝑗𝑟𝑑𝑖𝑟, de (7) decorre que 𝑞𝑖𝛽𝑖 = 𝑇 , como desejado.

(⇐) Dados 𝛽𝑖, 𝛽𝑗 ∈ {𝛽1, . . . , 𝛽𝑟} existem 𝑞𝑖 e 𝑞𝑗 números inteiros tais que 𝑞𝑖𝛽𝑖 = 𝑇 = 𝑞𝑗𝛽𝑗,
consequentemente, 𝛽𝑖/𝛽𝑗 = 𝑞𝑗/𝑞𝑖 e portanto 𝛽𝑖 e 𝛽𝑗 são comensuráveis.

Agora, considere o sistema LTV dado em (2), e suponha que os coeficientes 𝑎𝑖𝑗(𝑡)
são funções contínuas e periódicas em R+ com período 𝛽𝑖𝑗, ou seja, 𝑎𝑖𝑗(𝑡 + 𝛽𝑖𝑗) = 𝑎𝑖𝑗(𝑡)
para todo 𝑡 ∈ R+. Se os períodos 𝛽𝑖𝑗’s são comensuráveis ou, equivalentemente, se existe
𝑇 real e 𝑞𝑖𝑗’s inteiros tais que

𝑞𝑖𝑗𝛽𝑖𝑗 = 𝑇, para todo 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛,

então o sistema é dito ser periódico. O menor número positivo 𝑇 satisfazendo a equação
acima é chamado de período principal. É fácil ver que se 𝑇 é o período principal do
sistema, então 𝐴(𝑡 + 𝑇 ) = 𝐴(𝑡) para todo 𝑡 ∈ R+. Caso 𝛽𝑖𝑗’s sejam incomensuráveis,
o sistema é chamado de quase-periódico. Neste trabalho serão abordados apenas os
sistemas LTV periódicos. Para uma abordagem sobre sistemas LTV quase-periódicos veja
(SHARMA; SINHA, 2017).

Considere um sistema LTV e periódico descrito por

𝑥̇(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡), (8)

sendo 𝐴(𝑡) uma matriz periódica de período principal 𝑇 , ou seja

𝐴(𝑡 + 𝑇 ) = 𝐴(𝑡), para todo 𝑡 ∈ R+. (9)

Seja Φ(𝑡) a STM de tal sistema e considere Ψ(𝑡) = Φ(𝑡 + 𝑇 ). Decorre que

Ψ̇(𝑡) = Φ̇(𝑡 + 𝑇 )
= 𝐴(𝑡 + 𝑇 )Φ(𝑡 + 𝑇 )
= 𝐴(𝑡)Φ(𝑡 + 𝑇 )
= 𝐴(𝑡)Ψ(𝑡).
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Além disso, det[Ψ(0)] = det[Φ(𝑇 )] ̸= 0. Portanto, Ψ(𝑡) = Φ(𝑡 + 𝑇 ) é uma matriz funda-
mental. Pelo Teorema 4 existe uma única matriz 𝒞 não singular tal que

Φ(𝑡 + 𝑇 ) = Φ(𝑡)𝐶. (10)

Substituindo 𝑡 = 0 na equação acima obtém-se 𝐶 = Φ(0)𝐶 = Φ(𝑇 ). A matriz Φ(𝑇 ) é cha-
mada de Matriz de Transição de Floquet (FTM, do inglês Floquet Transition Matrix)
e os autovalores 𝜌1, . . . , 𝜌𝑛 de Φ(𝑇 ) são chamados de multiplicadores de Floquet. Os
multiplicadores de Floquet têm papel interessante na análise de estabilidade de sistemas
LTV e periódicos. Na Seção 2.2 será visto que é possível caracterizar a estabilidade do
sistema por meio dos multiplicadores de Floquet.

O resultado apresentado no teorema a seguir pode ser encontrado em Sinha e
Butcher (1997) e apresenta uma propriedade sobre a STM de um sistema LTV e perió-
dico, que é fundamental no método numérico para obter a STM aproximada e que será
apresentado no próximo capítulo.

Teorema 7. Seja Φ(𝑡) a STM de (8) e considere 𝑟 ∈ R+ e 𝑖 um número natural, então
é válida a seguinte igualdade

Φ(𝑟 + 𝑖𝑇 ) = Φ(𝑟)Φ(𝑇 )𝑖.

Demonstração. A prova deste teorema será feita por indução sobre 𝑖. Primeiramente,
observe que o caso 𝑖 = 0 é imediato e que o caso 𝑖 = 1 está provado por (10). Agora,
deve-se provar que se o resultado é válido para um natural 𝑖, então é válido para 𝑖 + 1
também. De fato,

Φ(𝑟 + (𝑖 + 1)𝑇 ) = Φ((𝑟 + 𝑖𝑇 ) + 𝑇 )
= Φ(𝑟 + 𝑖𝑇 )Φ(𝑇 )
= Φ(𝑟)Φ(𝑇 )𝑖Φ(𝑇 )
= Φ(𝑟)Φ(𝑇 )𝑖+1,

provando assim o teorema.

A importância do teorema acima consiste em que é possível conhecer a expressão
de Φ(𝑡) para 𝑡 > 𝑇 conhecendo apenas Φ(𝑡) para 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. De fato, dado 𝑡 > 𝑇 , sejam
𝑟 ∈ R e 𝑖 ∈ N o resto e o divisor da divisão de 𝑡 por 𝑇 , respectivamente, ou seja, 𝑡 = 𝑟+𝑖𝑇 ,
sendo 0 ≤ 𝑟 < 𝑇 . Assim, pelo Teorema 7 decorre que

Φ(𝑡) = Φ(𝑟 + 𝑖𝑇 ) = Φ(𝑟)Φ(𝑇 )𝑖. (11)

O resultado acima, aplicado a um sistema normalizado, permitiram que os autores
Sinha e Butcher (1997) utilizassem dos polinômios de Chebyshev alterados, consequente-
mente de suas propriedades, no método numérico para aproximar a STM. A aplicação de
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tais polinômios permitiu obter uma aproximação da STM por meio de adições e multipli-
cações de matrizes que viabilizou sua implementação. No Capitulo 3 será explorado este
aspecto com maiores detalhes.

2.1.3 Sistemas LTV Equivalentes

Nesta seção serão definidos os conceitos de transformações de equivalência e siste-
mas algebricamente equivalentes. Estes conceitos são interessantes pois, em alguns casos,
o sistema algebricamente equivalente é mais simples de se trabalhar em relação ao sistema
original. Além disso, a estabilidade do sistema é invariante sob certas transformações de
equivalência (transformações de Lyapunov), conforme será visto na Seção 2.1.4.

Considere o sistema LTV dado por (2) e uma aplicação 𝑃 (𝑡) ∈ R𝑛×𝑛 definida
sobre R+. Suponha que 𝑃 (𝑡) é não singular para todo 𝑡 ∈ R+ e que ambas 𝑃 (𝑡) e 𝑃̇ (𝑡)
são contínuas. Então ̃︀𝑥(𝑡) = 𝑃 (𝑡)𝑥(𝑡) é solução do seguinte sistema

̃̇︀𝑥 = ̃︀𝐴(𝑡)̃︀𝑥, (12)

sendo

̃︀𝐴(𝑡) = [𝑃 (𝑡)𝐴(𝑡) + 𝑃̇ (𝑡)]𝑃 −1(𝑡). (13)

O sistema (12) é dito ser algebricamente equivalente a (2) e 𝑃 (𝑡) é chamada
de transformação de equivalência. A equação (12) é obtida substituindo ̃︀𝑥 = 𝑃 (𝑡)𝑥
em ̃̇︀𝑥 = 𝑃̇ (𝑡)𝑥 + 𝑃 (𝑡)𝑥̇.

O seguinte teorema relaciona as matrizes fundamentais de dois sistemas algebri-
camente equivalentes.

Teorema 8. Se Ψ(𝑡) é uma matriz fundamental de (2), então ̃︀Ψ(𝑡) = 𝑃 (𝑡)Ψ(𝑡) é uma
matriz fundamental de (12).

Demonstração. Por definição 𝑃 (𝑡) e Ψ(𝑡) são não singulares para todo 𝑡 ∈ R+. Uma vez
que produto de matrizes não singulares é uma matriz não singular, segue que ̃︀Ψ(𝑡) =
𝑃 (𝑡)Ψ(𝑡) é não singular para todo 𝑡 ∈ R+. Além disso,

̃̇︀Ψ(𝑡) = 𝑃̇ (𝑡)Ψ(𝑡) + 𝑃 (𝑡)Ψ̇(𝑡)
= 𝑃̇ (𝑡)Ψ(𝑡) + 𝑃 (𝑡)𝐴(𝑡)Ψ(𝑡)
= [𝑃̇ (𝑡) + 𝑃 (𝑡)𝐴(𝑡)][𝑃 −1(𝑡)𝑃 (𝑡)]Ψ(𝑡)
= ̃︀𝐴(𝑡)𝑃 (𝑡)Ψ(𝑡)
= ̃︀𝐴(𝑡) ̃︀Ψ(𝑡).

Portanto, ̃︀Ψ(𝑡) = 𝑃 (𝑡)Ψ(𝑡) é uma matriz fundamental de ̃̇︀𝑥 = ̃︀𝐴(𝑡)̃︀𝑥.
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O teorema a seguir mostra que sempre existe uma transformação de equivalência
tal que ̃︀𝐴(𝑡) é uma constante.

Teorema 9. Dada 𝐴0 ∈ R𝑛×𝑛 uma matriz constante, existe uma transformação de equi-
valência tal que ̃︀𝐴(𝑡) = 𝐴0.

Demonstração. Seja Ψ(𝑡) uma matriz fundamental de (2). Pelo Lema 1 tem-se

𝑑/𝑑𝑡(Ψ−1(𝑡)) = −Ψ−1(𝑡)𝐴(𝑡).

Uma vez que ̃︀𝐴(𝑡) = 𝐴0 é uma matriz constante, segue que ̃︀Ψ(𝑡) = 𝑒𝐴0𝑡 é uma matriz
fundamental de ̃̇︀𝑥 = ̃︀𝐴(𝑡)̃︀𝑥 = 𝐴0̃︀𝑥. Pelo Teorema 8, 𝑃 (𝑡) deve satisfazer o seguinte:

̃︀Ψ(𝑡) = 𝑃 (𝑡)Ψ(𝑡) ⇒ 𝑃 (𝑡) = ̃︀Ψ(𝑡)Ψ−1(𝑡) = 𝑒𝐴0𝑡Ψ−1(𝑡).

Portanto, considerando 𝑃 (𝑡) = 𝑒𝐴0𝑡Ψ−1(𝑡) segue que

̃︀𝐴(𝑡) = [𝑃 (𝑡)𝐴(𝑡) + 𝑃̇ (𝑡)]𝑃 −1(𝑡)
= [𝑒𝐴0𝑡Ψ−1(𝑡)𝐴(𝑡) + 𝐴0𝑒

𝐴0𝑡Ψ−1(𝑡) + 𝑒𝐴0𝑡𝑑/𝑑𝑡(Ψ−1(𝑡))]𝑃 −1(𝑡)
= [𝑒𝐴0𝑡Ψ−1(𝑡)𝐴(𝑡) + 𝐴0𝑒

𝐴0𝑡Ψ−1(𝑡) − 𝑒𝐴0𝑡Ψ−1(𝑡)𝐴(𝑡)]Ψ(𝑡)𝑒−𝐴0𝑡

= 𝐴0𝑒
𝐴0𝑡Ψ−1(𝑡)Ψ(𝑡)𝑒−𝐴0𝑡 = 𝐴0.

Portanto, ̃︀𝐴(𝑡) = 𝐴0, como desejado.

Neste estudo estaremos interessados em um caso particular de transformação de
equivalências, as chamadas transformações de Lyapunov. As transformação de Lyapunov
são interessantes pois o conceito de estabilidade e estabilidade assintótica são invariantes
sob este tipo de transformação, como será visto na Seção 2.1.4.

Definição 2. Uma matriz 𝑃 (𝑡) é chamada de transformação de Lyapunov se 𝑃 (𝑡)
é não singular, 𝑃 (𝑡) e 𝑃̇ (𝑡) são continuas, 𝑃 (𝑡) e 𝑃 −1(𝑡) são limitadas para todo 𝑡 ∈ R+.
As equações (2) e (12) são ditas Lyapunov equivalentes se 𝑃 (𝑡) é uma transformação
de Lyapunov.

Dado uma matriz constante 𝐴0, o Teorema 9 garante que sempre existe uma
transformação de equivalências 𝑃 (𝑡) tal que ̃︀𝐴(𝑡) = 𝐴0. Assumindo que transformações de
Lyapunov preservam estabilidade e estabilidade assintótica a pergunta a ser feita é: se 𝑃 (𝑡)
for uma transformação de Lyapunov o Teorema 9 continua válido? Em caso afirmativo,
o estudo da estabilidade de sistema LTV será então equivalente a estudar a estabilidade
de um sistema Lyapunov equivalente, que é linear e invariante. Em geral a resposta para
esta pergunta é negativa, entretanto, se o sistema for LTV e periódico então a resposta é
afirmativa, como será visto na Seção 2.2.
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2.1.4 Estabilidade de Sistemas LTV

Nesta seção serão definidos os conceitos de ponto de equilíbrio, estabilidade e
estabilidade assintótica para sistemas LTV, ambas no sentido de Lyapunov. Nos livros
disponíveis na literatura tais definições podem variar em algum detalhe dependendo dos
autores. Neste trabalho foram adotadas as definições segundo Slotine e Li (1991).

Para as definições e demonstrações a seguir, considere um sistema LTV, as seguin-
tes normas de vetor e matriz e propriedades (CHEN, 1998, p. 47 e 78 ) dadas por:

||𝑥|| =
𝑛∑︁

𝑖=1
|𝑥𝑖|

||𝐴|| = max
𝑗

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1
|𝑎𝑖𝑗|

)︃
= max

𝑗
||𝐴𝑗||

||𝐴𝑥|| ≤ ||𝐴||||𝑥||

||𝐴𝐵|| ≤ ||𝐴||||𝐵||,

sendo 𝑥 = [ 𝑥1 𝑥2 · · · 𝑥𝑛 ]′ ∈ R𝑛, 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗) ∈ R𝑛×𝑛, 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) ∈ R𝑛×𝑛 e 𝐴𝑗 a 𝑗-ésima
coluna da matriz 𝐴. Vale ressaltar que, em espaços de dimensão finita quaisquer duas
normas são equivalentes (KREYSZIG, 1978, p. 75).

Definição 3. Um ponto 𝑥* ∈ R𝑛 é dito ser um ponto de equilíbrio se

𝐴(𝑡)𝑥* = 0, ∀ 𝑡 ≥ 𝑡0.

O significado físico de ponto de equilíbrio é que se for possível configurar o sistema
tal que o vetor dos estados coincida com tal ponto, então o sistema ali permanecerá.

Pode-se verificar que o único ponto de equilíbrio do sistema será 𝑥* = 0, a menos
que 𝐴(𝑡) seja sempre singular.

Definição 4. O ponto de equilíbrio 𝑥* = 0 é estável em 𝑡0 se, e somente se, dado 𝜀 > 0
existe 𝛿(𝜀, 𝑡0) = 𝛿 > 0 tal que

||𝑥(𝑡0)|| < 𝛿 =⇒ ||𝑥(𝑡)|| < 𝜀 ∀ 𝑡 ≥ 𝑡0.

A definição acima significa que o vetor dos estados permanece na bola de raio 𝜀

arbitrário, desde que a trajetória se inicie em uma bola de raio 𝛿 suficientemente pequeno.

Definição 5. O ponto de equilíbrio 𝑥* = 0 é assintoticamente estável em 𝑡0 se:

(a) ele é estável em 𝑡0;

(b) existe 𝛿(𝑡0) = 𝛿 > 0 tal que

||𝑥(𝑡0)|| < 𝛿 =⇒ ||𝑥(𝑡)|| → 0 quando 𝑡 → ∞.
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Geometricamente, a definição de estabilidade assintótica significa que existe uma
“região de atração” tal que se a trajetória inicia dentro desta região, então a solução tende
a zero conforme o tempo passa. A seguir, serão apresentados dois teoremas que permitem
caracterizar os conceitos de estabilidade e estabilidade assintótica por meio da STM do
sistema (CHEN, 1998, p. 138).

Teorema 10. O ponto de equilíbrio 𝑥* = 0 é estável em 𝑡0 se, e somente se, existe 𝑀 ∈ R
tal que

||Φ(𝑡, 𝑡0)|| ≤ 𝑀, ∀ 𝑡 ≥ 𝑡0.

Demonstração. (⇐) Dado 𝜀 > 0 escolha 𝛿(𝜀, 𝑡0) = 𝜀
𝑀

. Assim, se ||𝑥(𝑡0)|| < 𝛿 então

||𝑥(𝑡)|| = ||Φ(𝑡, 𝑡0)𝑥(𝑡0)|| ≤ ||Φ(𝑡, 𝑡0)||||𝑥(𝑡0)|| < 𝑀𝛿 = 𝜀, ∀ 𝑡 ≥ 𝑡0.

(⇒) Para 𝜀 = 1 existe 𝛿(𝑡0, 𝜀) > 0 tal que

||𝑥(𝑡0)|| < 𝛿 =⇒ ||𝑥(𝑡)|| < 1 ∀ 𝑡 ≥ 𝑡0.

Fixemos 𝑡 ≥ 𝑡0 e 𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛}. Seja Φ𝑗(𝑡, 𝑡0) a 𝑗-ésima coluna de Φ(𝑡, 𝑡0). Considere
𝑥𝑗

0 = 𝛿
2 [ 𝛿1𝑗 𝛿2𝑗 · · · 𝛿𝑛𝑗 ]′ ∈ R𝑛, sendo que 𝛿𝑖𝑗 denota o delta de kronecker. Seja 𝑥𝑗(𝑡) a

solução de (2) tal que 𝑥𝑗(𝑡0) = 𝑥𝑗
0. Observe que ||𝑥𝑗(𝑡0)|| = 𝛿

2 < 𝛿 e que

𝑥𝑗(𝑡) = Φ(𝑡, 𝑡0)𝑥𝑗
0 = 𝛿

2Φ𝑗(𝑡, 𝑡0).

Das considerações acima tem-se:

𝛿

2 ||Φ𝑗(𝑡, 𝑡0)|| =
⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒𝛿2Φ𝑗(𝑡, 𝑡0)

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ = ||𝑥𝑗(𝑡)|| < 1.

Pela arbitrariedade do 𝑡 ≥ 𝑡0 e 𝑗 fixados, da desigualdade acima decorre que

||Φ𝑗(𝑡, 𝑡0)|| <
2
𝛿

∀ 𝑗 = 1, . . . , 𝑛 e ∀ 𝑡 ≥ 𝑡0

=⇒ max
𝑗

||Φ𝑗(𝑡, 𝑡0)|| <
2
𝛿

∀ 𝑡 ≥ 𝑡0.

Portanto, escolhendo 𝑀 = 2
𝛿

tem-se

||Φ(𝑡, 𝑡0)|| ≤ 𝑀, ∀ 𝑡 ≥ 𝑡0,

provando assim o resultado.

Lema 2. Se ||Φ(𝑡, 𝑡0)|| → 0, quando 𝑡 → +∞, então existe 𝑀 ∈ R tal que

||Φ(𝑡, 𝑡0)|| < 𝑀, ∀ 𝑡 ≥ 0.
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Demonstração. Por hipótese, para 𝜀 = 1 existe 𝜁 > 0 tal que

||Φ(𝑡, 𝑡0)|| < 1, ∀ 𝑡 ≥ 𝜁. (14)

Por outro lado, como ||Φ𝑗(𝑡, 𝑡0)|| é contínua, existe 𝑁 𝑗 ∈ R tal que

||Φ𝑗(𝑡, 𝑡0)|| < 𝑁 𝑗, ∀ 𝑡 ∈ [0, 𝜁].

Defina 𝑁 = max𝑗 𝑁 𝑗. Decorre que

||Φ𝑗(𝑡, 𝑡0)|| < 𝑁, ∀ 𝑡 ∈ [0, 𝜁] e 𝑗 = 1, . . . , 𝑛

=⇒ max
𝑗

||Φ𝑗(𝑡, 𝑡0)|| < 𝑁, ∀ 𝑡 ∈ [0, 𝜁]

=⇒ ||Φ(𝑡, 𝑡0)|| < 𝑁, ∀ 𝑡 ∈ [0, 𝜁]. (15)

Considere 𝑀 = 𝑁 + 1. De (14) e (15) segue que

||Φ(𝑡, 𝑡0)|| < 𝑀, ∀ 𝑡 ≥ 0.

Teorema 11. 𝑥* = 0 é assintoticamente estável em 𝑡0 se, e somente se,

||Φ(𝑡, 𝑡0)|| → 0, quando 𝑡 → ∞. (16)

Demonstração. (⇐) Deve-se provar as condições (𝑎) e (𝑏) da Definição 5. De fato, por
hipótese a condição (16) é válida. Pelo Lema 2 segue que ||Φ(𝑡, 𝑡0)|| < 𝑀 , para todo 𝑡 ≥ 𝑡0.
Portanto, pelo Teorema 10 segue que o sistema é estável em 𝑡0, provando a condição (𝑎).
Para demonstrar a condição (𝑏) considere 𝛿(𝑡0) = 1. Dado 𝜀 > 0, por hipótese (16) é
válida e, portanto, deve existir 𝜁 > 0 tal que

𝑡 ≥ 𝜁 =⇒ ||Φ(𝑡, 𝑡0)|| < 𝜀.

Seja 𝑥(𝑡) uma solução tal que ||𝑥(𝑡0)|| < 1. Decorre que, se 𝑡 ≥ 𝜁 então

||𝑥(𝑡)|| = ||Φ(𝑡, 𝑡0)𝑥0|| ≤ ||Φ(𝑡, 𝑡0)||||𝑥0|| < 𝜀.

Portanto, ||𝑥(𝑡)|| → 0 quando 𝑡 → ∞ como desejado.
(⇒) Por definição existe 𝛿(𝑡0) > 0 tal que se ||𝑥(𝑡0)|| < 𝛿 então

||𝑥(𝑡)|| → 0 quando 𝑡 → ∞.

Logo, dado 𝜀 > 0 existe 𝜁 > 0 tal que

𝑡 ≥ 𝜁 =⇒ ||𝑥(𝑡)|| <
𝛿

2𝜀.
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Considere 𝑥𝑗
0 = 𝛿

2 [ 𝛿1𝑗 𝛿2𝑗 · · · 𝛿𝑛𝑗 ]′ e seja 𝑥𝑗(𝑡) a solução tal que 𝑥𝑗(𝑡0) = 𝑥𝑗
0. Observe que

||𝑥𝑗(𝑡0)|| = ||𝑥𝑗
0|| = 𝛿

2 < 𝛿. Logo,

𝑡 ≥ 𝜁 =⇒ 𝛿

2 ||Φ𝑗(𝑡, 𝑡0)|| =
⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒𝛿2Φ𝑗(𝑡, 𝑡0)

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ = ||𝑥𝑗(𝑡)|| <

𝛿

2𝜀, ∀ 𝑗 = 1, . . . , 𝑛

=⇒ ||Φ𝑗(𝑡, 𝑡0)|| < 𝜀, ∀ 𝑗 = 1, . . . , 𝑛

=⇒ max
𝑗

||Φ𝑗(𝑡, 𝑡0)|| < 𝜀

=⇒ ||Φ(𝑡, 𝑡0)|| < 𝜀.

Portanto, ||Φ(𝑡, 𝑡0)|| → 0 quando 𝑡 → ∞.

Os Teoremas 10 e 11 são importantes pois permitem provar que, para sistema LTV,
os conceitos de estabilidade e estabilidade assintótica são invariantes sob transformações
de Lyapunov (CHEN, 1998, p. 139).

Teorema 12. Os conceitos de estabilidade e estabilidade assintótica de um sistema LTV
são invariantes sob qualquer transformação de Lyapunov.

Demonstração. Seja 𝑃 (𝑡) uma transformação de Lyapunov. Considere Ψ(𝑡) e ̃︀Ψ(𝑡) ma-
trizes fundamentais do sistema LTV 𝑥̇ = 𝐴(𝑡)𝑥 e do sistema Lyapunov equivalentẽ̇︀𝑥 = ̃︀𝐴(𝑡)̃︀𝑥, respectivamente. Conforme o Teorema 8, as duas matrizes fundamentais estão
relacionadas por ̃︀Ψ(𝑡) = 𝑃 (𝑡)Ψ(𝑡).

Da igualdade acima decorre o seguinte

̃︀Φ(𝑡, 𝑡0) = ̃︀Ψ(𝑡) ̃︀Ψ−1(𝑡0)
= 𝑃 (𝑡)Ψ(𝑡)Ψ−1(𝑡0)𝑃 −1(𝑡0)
= 𝑃 (𝑡)Φ(𝑡, 𝑡0)𝑃 −1(𝑡0).

Por definição 𝑃 (𝑡) e 𝑃 −1(𝑡) são limitadas. Se ||Φ(𝑡, 𝑡0)|| é limitada, da igualdade acima
segue que ||̃︀Φ(𝑡, 𝑡0)|| também é limitada. Por outro lado, se ||Φ(𝑡, 𝑡0)|| → 0 quando 𝑡 → ∞,
pela igualdade acima tem-se ||̃︀Φ(𝑡, 𝑡0)|| → 0 quando 𝑡 → ∞, provando o teorema.

O Teorema 12 afirma que se um sistema LTV possui uma transformação de Lya-
punov então podemos “transferir” o estudo da estabilidade do sistema original para o
sistema Lyapunov equivalente. Pode acontecer do sistema Lyapunov equivalente ser um
sistema mais simples ou não de analisar a estabilidade. Entretanto, caso o sistema LTV for
periódico existe uma transformação de Lyapunov tal que o sistema Lyapunov equivalente
é invariante no tempo, como será visto na seção a seguir.
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2.2 TRANSFORMAÇÃO LYAPUNOV–FLOQUET

Nesta seção será provada a existência de uma transformação de Lyapunov para
todo sistema LTV e periódico, tal que o sistema Lyapunov equivalente é invariante no
tempo. Tal transformação é conhecida na literatura como transformação de Lyapunov–
Floquet (L–F).

O lema a seguir é importante para construir a transformação L–F, como será visto
no Teorema 13. Entretanto, por fugir do escopo do estudo, a demonstração é omitida mas
pode ser encontrada em (YAKUBOVICH; STARZHINSKII, 1975, p. 56).

Lema 3. Dada uma matriz 𝐶 não singular de ordem 𝑛 × 𝑛, existe uma matriz 𝐵 real de
ordem 𝑛 × 𝑛 tal que 𝑒2𝐵 = 𝐶2.

Teorema 13. (Floquet) Considere o sistema 𝑇 -periódico (8) e Φ(𝑡) a STM de tal sistema.
Existem matrizes reais 𝑄(𝑡) e 𝑅 de ordem 𝑛 × 𝑛, sendo 𝑄(𝑡) uma matriz 2𝑇 -periódica,
não singular e 𝑄(0) = 𝐼 tais que

Φ(𝑡) = 𝑄(𝑡)𝑒𝑡𝑅.

Demonstração. Por (10) existe uma matriz não singular 𝐶 tal que Φ(𝑡 + 𝑇 ) = Φ(𝑡)𝐶.
Consequentemente Φ(𝑡 + 2𝑇 ) = Φ(𝑡)𝐶2. Pelo Lema 3 existe uma matriz real 𝐵 tal que
𝑒2𝐵 = 𝐶2. Considere 𝑅 = 1

𝑇
𝐵 e defina

𝑄(𝑡) = Φ(𝑡)𝑒−𝑡𝑅. (17)

Das consideração acima decorre que

𝑄(𝑡 + 2𝑇 ) = Φ(𝑡 + 2𝑇 )𝑒−(𝑡+2𝑇 )𝑅

= Φ(𝑡 + 2𝑇 )𝑒−(2𝑇 +𝑡)𝑅

= Φ(𝑡 + 2𝑇 )𝑒−2𝑇 𝑅𝑒−𝑡𝑅

= Φ(𝑡)𝐶2[𝑒2𝑇 𝑅]−1𝑒−𝑡𝑅

= 𝑄(𝑡),

mostrando que 𝑄(𝑡) é 2𝑇 -periódica. Além disso, 𝑄(0) = Φ(0)𝑒0 = 𝐼. Por fim, 𝑄(𝑡) é não
singular, pois é produto de duas matrizes não singulares.

A aplicação 𝑄(𝑡) dada no teorema de Floquet ficou conhecida na literatura como
transformação de Lyapunov–Floquet (L–F). Como será visto mais adiante, tal trans-
formação é uma transformação de Lyapunov que transforma o sistema LTV e periódico
em um sistema linear invariante. Além disso, ela também tem papel fundamental para a
teoria de controle proposta por Sinha e Joseph (1994), como será visto na próxima seção.
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Teorema 14. A aplicação 𝑄(𝑡) é uma transformação de Lyapunov.

Demonstração. Como visto no Teorema 13, a transformação 𝑄(𝑡) é 2𝑇 -periódica e não
singular. Uma vez que

𝑄̇(𝑡) = Φ̇(𝑡)𝑒−𝑡𝑅 − Φ(𝑡)𝑅𝑒−𝑡𝑅,

e ambas função 𝑒−𝑡𝑅 e Φ̇(𝑡) = 𝐴(𝑡)Φ(𝑡) são contínuas, segue que 𝑄̇(𝑡) é contínua. Além
disso, 𝑄(𝑡) é contínua e 2𝑇 -periódica e portanto 𝑄(𝑡) é limitada. O mesmo argumento é
válido para 𝑄(𝑡)−1. Logo, 𝑄(𝑡) é uma transformação de Lyapunov.

Uma consequência do teorema de Floquet é o seguinte:

Teorema 15. (Lyapunov) Sejam 𝑅 e 𝑄(𝑡) como no Teorema 13. A transformação L–F
transforma o sistema LTV e periódico

𝑥̇(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡), (18)

no seguinte sistema Lyapunov equivalente

̃̇︀𝑥(𝑡) = ̃︀𝐴(𝑡)̃︀𝑥(𝑡), (19)

sendo ̃︀𝑥(𝑡) = 𝑄(𝑡)−1𝑥(𝑡) e ̃︀𝐴(𝑡) = 𝑅. Em outras palavras, a transformação L–F transforma
um sistema LTV e periódico em um sistema linear invariante no tempo.

Demonstração. Considere 𝑃 (𝑡) = 𝑄(𝑡)−1. Como discutido anteriormente, o sistema (18)
é Lyapunov equivalente ao sistema (19), sendo que

̃︀𝐴(𝑡) = [𝑃 (𝑡)𝐴(𝑡) + 𝑃̇ (𝑡)]𝑃 −1(𝑡)
= [𝑄(𝑡)−1𝐴(𝑡) + 𝑑/𝑑𝑡

(︁
𝑄(𝑡)−1

)︁
]𝑄(𝑡)

= 𝑄(𝑡)−1[𝐴(𝑡)𝑄(𝑡) − 𝑄̇(𝑡)]. (20)

Resta provar que 𝑄(𝑡)−1[𝐴(𝑡)𝑄(𝑡) − 𝑄̇(𝑡)] = 𝑅. De fato, como Φ(𝑡) = 𝑄(𝑡)𝑒𝑅𝑡 então

𝐴(𝑡)𝑄(𝑡)𝑒𝑅𝑡 = 𝐴(𝑡)Φ(𝑡) = Φ̇(𝑡) = 𝑄̇(𝑡)𝑒𝑅𝑡 + 𝑄(𝑡)𝑅𝑒𝑅𝑡

=⇒ 𝐴(𝑡)𝑄(𝑡) = 𝑄̇(𝑡) + 𝑄(𝑡)𝑅
=⇒ 𝑄(𝑡)𝑅 = 𝐴(𝑡)𝑄(𝑡) − 𝑄̇(𝑡)
=⇒ 𝑅 = 𝑄(𝑡)−1[𝐴(𝑡)𝑄(𝑡) − 𝑄̇(𝑡)]. (21)

De (20) e (21) segue que ̃︀𝐴(𝑡) = 𝑅, como desejado.

O Teorema 15 mostra que analisar a estabilidade de um sistema LTV e periódico
é equivalente a analisar a estabilidade do sistema Lyapunov equivalente ̃̇︀𝑥 = 𝑅̃︀𝑥 que é
linear invariante. A análise de estabilidade de sistemas lineares e invariantes pode ser feita
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por meio dos autovalores da matriz dos estados 𝑅. Portanto, para estudar a estabilidade
do sistema LTV e periódico (8), basta analisar os autovalores do sistema Lyapunov equi-
valente ̃̇︀𝑥 = 𝑅̃︀𝑥. Os autovalores da matriz 𝑅, denotados por 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛, são chamados
de expoentes característicos. A matriz 𝑅 pode ser obtida em função da matriz FTM
(SINHA; HENRICHS; RAVINDRA, 2000, p. 168)

𝑅 = 1
2𝑇

log Φ(2𝑇 ) = 1
2𝑇

log Φ(𝑇 )2. (22)

Os expoentes característicos estão associados com os multiplicadores de Floquet
pela seguinte relação (MEIROVITCH, 2010, p. 267)

𝜆𝑗 = 1
𝑇

(log |𝜌𝑗| + 𝑖 arg 𝜌𝑗), 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛. (23)

A igualdade acima permite caracterizar a estabilidade de um sistema LTV e pe-
riódico em termos dos multiplicadores de Floquet. Esta caracterização é dada no teorema
a seguir.

Teorema 16. Se todos o multiplicadores de Floquet tiverem módulo estritamente menor
do que 1, o sistema (8) será assintoticamente estável; se pelo menos um dos multiplicadores
de Floquet tiver módulo maior do que 1, o sistema será instável.

Demonstração. O resultado segue diretamente dos Teoremas 12, 15 e da igualdade (23),
observando que ℜ(𝜆𝑗) < 0 se |𝜌𝑗| < 1 e que ℜ(𝜆𝑗) > 0 se |𝜌𝑗| > 1.

Em resumo, os resultados obtidos por Lyapunov e Floquet mostram que estudar a
estabilidade de sistemas LTV e periódicos equivale estudar a estabilidade de um sistema
linear e invariante. Além disso, pode-se concluir a respeito da estabilidade do sistema
por meio dos multiplicadores de Floquet, conforme visto no Teorema 16. Infelizmente
obter a STM de forma exata só é possível se o sistema for comutativo. Por isso, métodos
numéricos para obter a STM se fazem necessário.
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3 MÉTODO NUMÉRICO PARA OBTER A STM

Este capítulo tem por objetivo apresentar o método numérico desenvolvido por
Sinha e Butcher (1997) para obter uma aproximação da STM de um sistema LTV e pe-
riódico. Para poder usar as propriedade dos polinômios de Chebyshev alterados, o método
consiste em considerar um novo sistema chamado de sistema normalizado. O sistema nor-
malizado tem a propriedade de que seus coeficientes são todos periódicos e de período
principal unitário. Portanto, tais coeficientes podem ser expandidos em polinômios de
Chebyshev alterados. A partir de tal expansão, uma aproximação da matriz STM é ob-
tida envolvendo as matrizes operacionais (matriz do Produto, Integração e de Chebyshev).
Os resultados a respeito dos polinômios de Chebyshev apresentados neste capítulo podem
ser encontrados em (SNYDER, 1966; FOX; PARKER, 1968).

3.1 POLINÔMIOS DE CHEBYSHEV

Nesta seção será apresentados os polinômios de Chebyshev e Chebyshev alterados.
Também, será mostrado como expandir funções em polinômios de Chebyshev alterados.

Os polinômios de Chebyshev, denotados por 𝑇𝑛(𝑡), são definidos por uma lei de
recorrência e portanto, é necessário definir os dois primeiros polinômios, a saber

𝑇0(𝑡) = 1 e 𝑇1(𝑡) = 𝑡.

Os polinômios de Chebyshev são definidos a partir dos dois polinômios acima
e a relação de recorrência é dada a seguir

𝑇𝑛+1(𝑡) = 2𝑡𝑇𝑛(𝑡) − 𝑇𝑛−1(𝑡), 𝑡 ∈ [−1, 1] e 𝑛 ≥ 1.

O domínio destes polinômios é o intervalo [−1, 1]. Os primeiros polinômios de
Chebyshev são dados por:

𝑇0(𝑡) = 1
𝑇1(𝑡) = 𝑡

𝑇2(𝑡) = 2𝑡2 − 1
𝑇3(𝑡) = 4𝑡3 − 3𝑡

𝑇4(𝑡) = 8𝑡4 − 8𝑡 + 1
𝑇5(𝑡) = 16𝑡5 − 20𝑡3 + 5𝑡

𝑇6(𝑡) = 32𝑡6 − 48𝑡4 + 18𝑡2 − 1
𝑇7(𝑡) = 64𝑡7 − 112𝑡5 + 56𝑡3 − 7𝑡.

A Figura1 mostra o gráfico dos cinco primeiros polinômios de Chebyshev.
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Figura 1 – Gráfico dos cinco primeiros polinômios de Chebyshev.
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Fonte: adaptado de Snyder (1966).

3.1.1 Polinômios de Chebyshev Alterados

Os polinômios de Chebyshev alterados, denotados por 𝑇 *
𝑛(𝑡), são definidos a

partir dos polinômios de Chebyshev 𝑇𝑛(𝑡) pela seguinte relação

𝑇 *
𝑛(𝑡) = 𝑇𝑛(2𝑡 − 1).

Uma vez que o domínio de 𝑇𝑛(𝑡) é o intervalo [−1, 1], segue que o domínio dos
polinômio de Chebyshev alterado é [0, 1]. Os dois primeiros polinômios alterados são

𝑇 *
0 (𝑡) = 𝑇0(2𝑡 − 1) = 1

𝑇 *
1 (𝑡) = 𝑇1(2𝑡 − 1) = 2𝑡 − 1.

Os demais polinômios alterados são dados pela seguinte lei de recorrência

𝑇 *
𝑛+1(𝑡) = 2(2𝑡 − 1)𝑇 *

𝑛(𝑡) + 𝑇 *
𝑛−1(𝑡), 𝑛 ≥ 1.

Os primeiros polinômios de Chebyshev alterados são:

𝑇 *
0 (𝑡) = 1

𝑇 *
1 (𝑡) = 2𝑡 − 1

𝑇 *
2 (𝑡) = 8𝑡2 − 8𝑡 + 1

𝑇 *
3 (𝑡) = 32𝑡3 − 48𝑡2 + 18𝑡 − 1

𝑇 *
4 (𝑡) = 128𝑡4 − 256𝑡3 + 160𝑡2 − 32𝑡 + 1

𝑇 *
5 (𝑡) = 512𝑡5 − 1280𝑡4 + 1120𝑡3 − 400𝑡2 + 50𝑡 − 1

𝑇 *
6 (𝑡) = 2048𝑡6 − 6144𝑡5 + 6912𝑡4 − 3584𝑡3 + 840𝑡2 − 72𝑡 + 1

𝑇 *
7 (𝑡) = 8192𝑡7 − 28672𝑡6 + 39424𝑡5 − 26880𝑡4 + 9408𝑡3 − 1568𝑡2 + 98𝑡 − 1.
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A Figura 2 mostra os gráficos dos cinco primeiros polinômios de Chebyshev alte-
rados.

Figura 2 – Gráfico dos cinco primeiros polinômios de Chebyshev alterados.
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Fonte: adaptado de Snyder (1966).

3.1.2 Expansão de Função em Polinômios de Chebyshev Alte-
rados

Seja 𝑓(𝑡) uma função contínua. Pode-se expandir a função 𝑓 em termos dos po-
linômios de Chebyshev alterados da seguinte forma (SNYDER, 1966, p. 29)

𝑓(𝑡) =
∞∑︁

𝑘=0
𝑎𝑘𝑇 *

𝑘 (𝑡), (24)

onde os coeficientes 𝑎𝑖’s são dados por

𝑎0 = 1
𝜋

∫︁ 1

0

𝑓(𝑡)√
𝑡 − 𝑡2

𝑑𝑡 (25)

𝑎𝑘 = 2
𝜋

∫︁ 1

0

𝑓(𝑡)𝑇 *
𝑘 (𝑡)√

𝑡 − 𝑡2
𝑑𝑡, 𝑘 = 1, 2, .... (26)

A série em (24) pode ser truncada a fim de obter uma aproximação para a função
𝑓(𝑡). Tal aproximação é dada por1

𝑓(𝑡) ≈
𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑇 *
𝑘 (𝑡) = [ 𝑎0 𝑎1 · · · 𝑎𝑚−1 ][ 𝑇 *

0 (𝑡) 𝑇 *
1 (𝑡) · · · 𝑇 *

𝑚−1(𝑡) ]′. (27)

O vetor [ 𝑇 *
0 (𝑡) 𝑇 *

1 (𝑡) · · · 𝑇 *
𝑚−1(𝑡) ]′ será denotado simplesmente por 𝑇 *(𝑡), ficando

subtendido o número de termos 𝑚 da expansão.

Para efeito de ilustração, a Tabela 1 exibe os dez primeiros coeficientes da expansão
de função sin(2𝜋𝑡) em polinômios de Chebyshev alterados, que são obtidos pelas equações
(25) e (26).
1 Vale ressaltar aqui que o símbolo ≈ está sendo usado para dizer que duas coisas são aproximadamente

iguais.
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Tabela 1 – Coeficientes da função sin(2𝜋𝑡) em polinômios de Chebyshev alterados com
𝑚 = 10.

índices pares índice impares
𝑎0 = 0 𝑎1 = −0, 56923
𝑎2 = 0 𝑎3 = +0, 66691
𝑎4 = 0 𝑎5 = −0, 10428
𝑎6 = 0 𝑎7 = +0, 00684
𝑎8 = 0 𝑎9 = −0, 00025

Fonte: adaptado de Peruzzi (2005).

A Figura 3 mostra a aproximação da função sin(2𝜋𝑡) em polinômios de Chebyshev
alterados considerando 𝑚 = 5 e 𝑚 = 6.

Figura 3 – Aproximação de sin(2𝜋𝑡) por polinômios de Chebyshev alterados conside-
rando 𝑚 = 5 e 𝑚 = 6.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-1

-0.5

0

0.5

1

Fonte: autor.

Pode-se observar, pela figura acima, que para um número de termos relativamente
pequeno, tem-se uma boa aproximação da função sin(2𝜋𝑡) em polinômios de Chebyshev
alterados, no intervalo [0,1].

3.2 MATRIZES OPERACIONAIS

As matrizes operacionais exercem um papel fundamental no método numérico
que será apresentado. Como poderá ser visto, essas matrizes transformam os cálculos
algébricos envolvidos na obtenção da aproximação da STM em multiplicações de matrizes,
viabilizando a implementação computacionais.

3.2.1 Matriz Polinomial de Chebyshev

Antes de definir a matriz polinomial de Chebyshev, será definido o produto de
Kronecker. Se 𝐴 ∈ R𝑚×𝑛 e 𝐵 ∈ R𝑝×𝑞, então o produto de Kronecker de 𝐴 por 𝐵 é a
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matriz definida por

𝐴 ⊗ 𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑎11𝐵 · · · 𝑎1𝑛𝐵

... . . . ...
𝑎𝑚1𝐵 · · · 𝑎𝑚𝑛𝐵

⎤⎥⎥⎥⎦ ∈ R𝑚𝑝×𝑛𝑞. (28)

Exemplo 3. Sejam 𝐴 e 𝐵 definidas por

𝐴 =
⎡⎣ 1 2 3

3 2 1

⎤⎦ , 𝐵 =
⎡⎣ 2 1

2 3

⎤⎦ .

Então

𝐴 ⊗ 𝐵 =
⎡⎣ 𝐵 2𝐵 3𝐵

3𝐵 2𝐵 𝐵

⎤⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
2 1 4 2 6 3
2 3 4 6 6 9
6 3 4 2 2 1
6 9 4 6 2 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

A seguir será definida a matriz polinomial de Chebyshev. Sejam 𝑚 e 𝑛 inteiros
positivos, 𝑇 *(𝑡) = [ 𝑇 *

0 (𝑡) · · · 𝑇 *
𝑚−1(𝑡) ]′ em que 𝑇 *

𝑟 (𝑡) denota o polinômio de Chebyshev
alterado de grau 𝑟 e 𝐼𝑛 a matriz identidade de ordem 𝑛. A matriz polinomial de
Chebyshev é definida por ̂︀𝑇 (𝑡) = 𝐼𝑛 ⊗ 𝑇 *(𝑡). (29)

Segue da definição de produto de Kronecker que ̂︀𝑇 (𝑡) ∈ R𝑛𝑚×𝑛. O exemplo a seguir
ilustra como determinar a matriz polinomial de Chebyshev.

Exemplo 4. Considere o caso particular em que 𝑚 = 𝑛 = 2. Neste caso, a matriz
polinomial de Chebyshev é dada por

̂︀𝑇 (𝑡) = 𝐼2 ⊗ 𝑇 *(𝑡)

=
⎡⎣ 1 0

0 1

⎤⎦⊗

⎡⎣ 𝑇 *
0 (𝑡)

𝑇 *
1 (𝑡)

⎤⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑇 *

0 (𝑡) 0
𝑇 *

1 (𝑡) 0
0 𝑇 *

0 (𝑡)
0 𝑇 *

1 (𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ∈ R4×2.

3.2.2 Matriz Operacional do Produto

Uma das propriedades interessantes dos polinômios de Chebyshev alterados é que
existe uma fórmula fechada para a multiplicação de dois destes polinômios. A multiplica-
ção de dois polinômios de Chebyshev alterados é dada por (FOX; PARKER, 1968, p. 52)

𝑇 *
𝑟 (𝑡)𝑇 *

𝑘 (𝑡) = 1
2
(︁
𝑇 *

|𝑟−𝑘|(𝑡) + 𝑇 *
𝑟+𝑘(𝑡)

)︁
. (30)
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Segue da equação (30) o seguinte resultado

𝑇 *𝑇 *′=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑇 *
0 𝑇 *

1 𝑇 *
2 · · · 𝑇 *

𝑚−1

𝑇 *
1

1
2(𝑇 *

0 + 𝑇 *
2 ) 1

2(𝑇 *
1 + 𝑇 *

3 ) · · · 1
2(𝑇 *

𝑚−2 + 𝑇 *
𝑚)

𝑇 *
2

1
2(𝑇 *

1 + 𝑇 *
3 ) 1

2(𝑇 *
0 + 𝑇 *

4 ) · · · 1
2(𝑇 *

𝑚−3 + 𝑇 *
𝑚−1)

... ... ... . . . ...
𝑇 *

𝑚−1
1
2(𝑇 *

𝑚−2 + 𝑇 *
𝑚) 1

2(𝑇 *
𝑚−3 + 𝑇 *

𝑚+1) · · · 1
2(𝑇 *

0 + 𝑇 *
2(𝑚−1))

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (31)

onde
𝑇 *(𝑡) = [ 𝑇 *

0 (𝑡) · · · 𝑇 *
𝑚−1(𝑡) ]′.

Considere duas funções 𝑓(𝑡) e 𝑔(𝑡) e suas respectivas aproximações por polinômios
de Chebyshev alterados (ver (27))

𝑓(𝑡) ≈
𝑚−1∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖𝑇
*
𝑖 (𝑡) e 𝑔(𝑡) ≈

𝑚−1∑︁
𝑖=0

𝑏𝑖𝑇
*
𝑖 (𝑡).

O produto de 𝑓(𝑡) por 𝑔(𝑡) pode ser escrito por

𝑓(𝑡)𝑔(𝑡) = 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)′ ≈ (𝑎𝑇 *(𝑡))(𝑏𝑇 *(𝑡))′ = 𝑎𝑇 *(𝑡)𝑇 *(𝑡)′𝑏′, (32)

onde
𝑎 = [ 𝑎0 · · · 𝑎𝑚−1 ] e 𝑏 = [ 𝑏0 · · · 𝑏𝑚−1 ].

Calculando 𝑎𝑇 *(𝑡)𝑇 *(𝑡)′ e efetuando algumas simplificações (PERUZZI, 2005; SI-
NHA; BUTCHER, 1997), pode-se mostrar que

𝑓(𝑡)𝑔(𝑡) ≈ 𝑇 *(𝑡)′𝑄𝑎𝑏′,

onde 𝑄𝑎 é dada por

𝑄𝑎 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎0
𝑎1
2

𝑎2
2 · · · 𝑎𝑚−1

2

𝑎1 𝑎0 + 𝑎2
2

1
2(𝑎1 + 𝑎3) · · · 1

2(𝑎𝑚−2 + 𝑎𝑚)
𝑎2

1
2(𝑎1 + 𝑎3) 𝑎0 + 𝑎4

2 · · · 1
2(𝑎𝑚−3 + 𝑎𝑚+1)

... ... ... . . . ...
𝑎𝑚−1

1
2(𝑎𝑚−2 + 𝑎𝑚) 1

2(𝑎𝑚−3 + 𝑎𝑚+1) · · · 𝑎0 + 𝑎2𝑚−2
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
𝑚×𝑚

. (33)

Os coeficientes 𝑎𝑟 onde 𝑟 ≥ 𝑚 são considerados todos nulos. A matriz definida por
(33) é chamada de matriz operacional do produto.

O exemplo a seguir ilustra como obter a matriz operacional do produto para um
caso particular.

Exemplo 5. Considere o caso particular em que 𝑚 = 2 e 𝑎 e 𝑏 são vetores arbitrários
da forma

𝑎 = [ 𝑎0 · · · 𝑎𝑚−1 ] e 𝑏 = [ 𝑏0 · · · 𝑏𝑚−1 ].
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Segue que

𝑎𝑇 *(𝑡)𝑇 *(𝑡)′𝑏′ = [ 𝑎0 𝑎1 ]
⎡⎣ 𝑇 *

0 𝑇 *
1

𝑇 *
1

1
2𝑇 *

0 + 1
2𝑇 *

2

⎤⎦ 𝑏′

=
[︂

𝑎0𝑇0 + 𝑎1𝑇1
𝑎1

2 𝑇0 + 𝑎0𝑇1 + 𝑎1

2 𝑇2

]︂
𝑏′

= [ 𝑇0 𝑇1 𝑇2 ]

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑎0

𝑎1
2

𝑎1 𝑎0

0 𝑎1
2

⎤⎥⎥⎥⎦ 𝑏′

≈ [ 𝑇0 𝑇1 ]
⎡⎣ 𝑎0

𝑎1
2

𝑎1 𝑎0

⎤⎦ 𝑏′

= 𝑇 *(𝑡)′𝑄𝑎𝑏′,

onde,

𝑄𝑎 =
⎡⎣ 𝑎0

𝑎1
2

𝑎1 𝑎0

⎤⎦
2×2

.

3.2.3 Matriz Operacional de Integração

Outra matriz que exerce um papel fundamental é a matriz operacional de inte-
gração, que será definida a seguir. Tal matriz é interessante pois ela pode ser usada para
aproximar a integral matricial

∫︀ 𝜏
0 𝑇 *(𝑡)′𝑑𝑡 na multiplicação de duas matrizes.

A seguinte propriedade fornece informações a respeito da integral de um polinômio
de Chebyshev alterados (SNYDER, 1966, p. 20)

∫︁ 𝜏

0
𝑇 *

𝑟 (𝑡)𝑑𝑡 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1
2(𝑇 *

0 (𝜏) + 𝑇 *
1 (𝜏)) se 𝑟 = 0,

1
8(𝑇 *

2 (𝜏) − 𝑇 *
0 (𝜏)) se 𝑟 = 1,

1
4

(︂
𝑇 *

𝑟+1(𝜏)
𝑟+1 − 𝑇 *

𝑟−1(𝜏)
𝑟−1

)︂
− (−1)𝑟

2(𝑟2−1) se 𝑟 ≥ 2.

(34)

Os exemplos a seguir mostram com a integral acima pode ser usada para trans-
formar

∫︀ 𝜏
0 𝑇 *(𝑡)′𝑑𝑡 numa multiplicação matricial.

Exemplo 6. Caso particular 𝑚 = 2.∫︁ 𝜏

0
𝑇 *(𝑡)′𝑑𝑡 =

[︂ ∫︁ 𝜏

0
𝑇 *

0 (𝑡)𝑑𝑡
∫︁ 𝜏

0
𝑇 *

1 (𝑡)𝑑𝑡
]︂

=
[︂ 1

2𝑇 *
0 (𝜏) + 1

2𝑇 *
1 (𝜏) − 1

8𝑇 *
0 (𝜏) + 1

8𝑇 *
2 (𝜏)

]︂

= [ 𝑇 *
0 (𝜏) 𝑇 *

1 (𝜏) 𝑇 *
2 (𝜏) ]

⎡⎢⎢⎢⎣
1
2 −1

8
1
2 0
0 1

8

⎤⎥⎥⎥⎦
≈ [ 𝑇 *

0 (𝜏) 𝑇 *
1 (𝜏) ]

⎡⎣ 1
2 −1

8
1
2 0

⎤⎦
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= 𝑇 *(𝜏)′𝐺′,

onde

𝐺 =
⎡⎣ 1

2
1
2

−1
8 0

⎤⎦
2×2

.

Exemplo 7. Caso particular 𝑚 = 3.∫︁ 𝜏

0
𝑇 *(𝑡)′𝑑𝑡 =

[︂ ∫︁ 𝜏

0
𝑇 *

0 (𝑡)𝑑𝑡
∫︁ 𝜏

0
𝑇 *

1 (𝑡)𝑑𝑡
∫︁ 𝜏

0
𝑇 *

2 (𝑡)𝑑𝑡
]︂

=
[︂ 1

2𝑇 *
0 (𝜏) + 1

2𝑇 *
1 (𝜏) − 1

8𝑇 *
0 (𝜏) + 1

8𝑇 *
2 (𝜏)

−1
6𝑇 *

0 (𝜏) − 1
4𝑇 *

1 (𝜏) − 1
12𝑇 *

3 (𝜏)
]︂

= [ 𝑇 *
0 (𝜏) 𝑇 *

1 (𝜏) 𝑇 *
2 (𝜏) 𝑇 *

3 (𝜏) ]

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1
2 −1

8 −1
6

1
2 0 −1

4

0 1
8 0

0 0 1
12

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

≈ [ 𝑇 *
0 (𝜏) 𝑇 *

1 (𝜏) 𝑇 *
2 (𝜏) ]

⎡⎢⎢⎢⎣
1
2 −1

8 −1
6

1
2 0 −1

4

0 1
8 0

⎤⎥⎥⎥⎦
= 𝑇 *(𝜏)′𝐺′,

onde

𝐺 =

⎡⎢⎢⎢⎣
1
2

1
2 0

−1
8 0 1

8

−1
6 −1

4 0

⎤⎥⎥⎥⎦
3×3

.

De uma forma geral, a 𝑖-ésima linha de 𝐺 é formada pelos coeficientes da integral
do (𝑖 − 1)-ésimo polinômio de Chebyshev alterado que aparecem na equação (34). Assim,
se 𝑚 é um inteiro positivo qualquer, a matriz 𝐺 é dada por (SINHA; BUTCHER, 1997;
PERUZZI, 2005)

𝐺 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
2

1
2 0 0 · · · 0 0

−1
8 0 1

8 0 · · · 0 0
−1

6 −1
4 0 0 · · · 0 0

... ... ... ... . . . ... ...
(−1)𝑚

2𝑚(𝑚−2) 0 0 0 · · · −1
4(𝑚−2) 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
𝑚×𝑚

. (35)

A matriz 𝐺 dada acima é chamada de matriz operacional de integração e
satisfaz a seguinte relação ∫︁ 𝜏

0
𝑇 *(𝑡)′𝑑𝑡 ≈ 𝑇 *(𝜏)′𝐺′. (36)

Na Seção 3.4 será visto como as matrizes operacionais do Produto, Integração e
de Chebyshev foram usadas para obter um método eficiente para aproximar a STM por
meio de soma e multiplicações matriciais.
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3.3 MÉTODO DAS APROXIMAÇÕES SUCESSIVAS

Nesta seção será exibido o método das aproximações sucessivas. Será visto mais
adiante que este método fornece uma aproximação para a STM de um sistema LTV.
Entretanto, este método não é computacionalmente viável devido à complexidade dos
cálculos envolvidos. Sinha e Butcher (1997) perceberam que, combinado o método das
aproximações sucessivas com as matrizes operacionais, obtém-se um método para obter
a STM aproximada que envolve apenas multiplicação e adição de matrizes, viabilizando
assim sua implementação computacional.

Considere o sistema LTV com condição inicial, dado por

𝑥̇(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡0) = 𝑥0. (37)

A equação acima é equivalente a seguinte equação integral

𝑥(𝑡) = 𝑥0 +
∫︁ 𝑡

𝑡0
𝐴(𝜏)𝑥(𝜏)𝑑𝜏.

Assumindo a aproximação inicial 𝑥(0)(𝑡) = 𝑥0 obtém-se, por recorrência, uma
sequência de funções dadas por

𝑥(𝑘)(𝑡) = 𝑥0 +
∫︁ 𝑡

𝑡0
𝐴(𝜏)𝑥(𝑘−1)(𝜏)𝑑𝜏, 𝑘 = 1, 2, . . . . (38)

Pode-se mostrar que a sequência dada em (38) converge para a solução 𝑥(𝑡) de (37)
(SOTOMAYOR, 1979, p. 51). A forma de se obter a solução do sistema (37) utilizando a
fórmula (38) é chamado de método das aproximações sucessivas, também conhecido
como método das iterações de Picard.

Para ilustrar o método das aproximações sucessivas, considere o seguinte problema

𝑥̇(𝑡) = 𝑎𝑥(𝑡), 𝑥(0) = 𝑥0. (39)

A equação integral equivalente é dada por

𝑥(𝑡) = 𝑥0 +
∫︁ 𝑡

0
𝑎𝑥(𝜏)𝑑𝜏.

Considere a aproximação inicial 𝑥(0)(𝑡) = 𝑥0. Aplicando a fórmula de recorrência
dado por (38) obtém-se

𝑥(1)(𝑡) = 𝑥0 +
∫︁ 𝑡

0
𝑎𝑥(0)(𝜏)𝑑𝜏 = 𝑥0(1 + 𝑎𝑡).

Analogamente,

𝑥(2)(𝑡) = 𝑥0 +
∫︁ 𝑡

0
𝑎𝑥(1)(𝜏)𝑑𝜏 = 𝑥0

(︃
1 + 𝑎𝑡 + (𝑎𝑡)2

2

)︃
.



Capítulo 3. MÉTODO NUMÉRICO PARA OBTER A STM 44

Prosseguindo com este raciocínio, a 𝑘-ésima aproximação é dada por

𝑥(𝑘)(𝑡) = 𝑥0

(︃
1 + 𝑎𝑡 + (𝑎𝑡)2

2 + · · · + (𝑎𝑡)𝑘

𝑘!

)︃
. (40)

Do conhecimento sobre séries de Taylor, sabe-se que ∑︀∞
𝑘=0(𝑎𝑡)𝑘/𝑘! = 𝑒𝑎𝑡. Portanto,

a série (40) converge para 𝑥(𝑡) = 𝑥0𝑒
𝑎𝑡, que é a solução da equação (39).

A Figura 4 exibe as primeiras aproximações do método acima e a solução exata
do problema (39).

Figura 4 – Primeiras aproximações para o problema (39).

o

x0

t

y

x(0)(t)

x(1)(t) x(2)(t) x(t) = x0e
at

Fonte: adaptado de Sotomayor (1979).

O método das aproximações sucessivas tem grande importância na teoria de exis-
tência de soluções de equações do tipo (37), entretanto, a dificuldade de avaliar a integral
em (38) torna essa técnica impraticável computacionalmente. Tal dificuldade pode ser
contornada por meio das matrizes operacionais, como será visto na seção seguinte.

3.4 STM NUMÉRICA

Nesta seção será apresentado o método proposto por Sinha e Butcher (1997) para
calcular a STM aproximada. Como será visto, tal método se baseia no método das apro-
ximações sucessivas e nas matrizes operacionais. Inicialmente será analisado um método
para obter a STM usando apenas as aproximações sucessivas. Posteriormente, será visto
como a inclusão das matrizes operacionais simplificam os cálculos.

Para iniciar a discussão, considere o sistema LTV e periódico com condição inicial,
dado por2

𝑥̇(𝑡, 𝛼) = 𝐴(𝑡, 𝛼)𝑥(𝑡, 𝛼), 𝑥(0, 𝛼) = 𝑥0, (41)
2 para preservar a notação original proposta em (SINHA; BUTCHER, 1997), o vetor dos parâmetros

do sistema 𝛼 será explicitado em 𝐴(𝑡, 𝛼), na matriz Φ(𝑡, 𝛼) e no vetor 𝑥(𝑡, 𝛼).
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onde 𝑥(𝑡, 𝛼) ∈ R𝑛 é o vetor de estados, 𝛼 ∈ R𝐿 é o vetor dos parâmetros do sistema e a
matriz 𝐴(𝑡, 𝛼) é tal que 𝐴(𝑡 + 𝑇, 𝛼) = 𝐴(𝑡, 𝛼), onde 𝑇 designa o período desta matriz. Se
𝑟 é o número de coeficientes da matriz 𝐴(𝑡, 𝛼) que são variantes, então

𝐴(𝑡, 𝛼) = 𝐴1(𝛼)𝑓1(𝑡) + 𝐴2(𝛼)𝑓2(𝑡) + · · · + 𝐴𝑟(𝛼)𝑓𝑟(𝑡), (42)

sendo 𝑓1(𝑡), 𝑓2(𝑡), . . . , 𝑓𝑟(𝑡) os coeficientes variantes no tempo e periódicos.

Conforme o Teorema 5, a solução do sistema (41) para uma dada condição inicial
𝑥0 pode ser expressa por

𝑥(𝑡, 𝛼) = Φ(𝑡, 𝛼)𝑥0.

Vejamos agora como calcular a matriz Φ(𝑡, 𝛼) via método das aproximações suces-
sivas. O sistema (41) na forma integral é dado por

𝑥(𝑡, 𝛼) = 𝑥0 +
∫︁ 𝑡

0
𝐴(𝜏, 𝛼)𝑥(𝜏, 𝛼)𝑑𝜏.

Considere a seguinte aproximação inicial 𝑥(0)(𝑡, 𝛼) = 𝑥0. Utilizando a equação (38)
e o Lema 14 obtém-se a primeira aproximação dada por

𝑥(1)(𝑡, 𝛼) = 𝑥0 +
∫︁ 𝑡

0
𝐴(𝜏0, 𝛼)𝑥(0)(𝜏0, 𝛼)𝑑𝜏0

=
[︂
𝐼 +

∫︁ 𝑡

0
𝐴(𝜏0, 𝛼)𝑑𝜏0

]︂
𝑥0, (43)

onde 𝜏0 está denotando a variável de integração.

A segunda aproximação é dada por

𝑥(2)(𝑡, 𝛼) = 𝑥0 +
∫︁ 𝑡

0
𝐴(𝜏1, 𝛼)𝑥(1)(𝜏1, 𝛼)𝑑𝜏1

= 𝑥0 +
∫︁ 𝑡

0
𝐴(𝜏1, 𝛼)

[︂
𝐼 +

∫︁ 𝑡

0
𝐴(𝜏0, 𝛼)𝑑𝜏0

]︂
𝑥0𝑑𝜏1

=
[︂
𝐼 +

∫︁ 𝑡

0
𝐴(𝜏1, 𝛼)𝑑𝜏1 +

∫︁ 𝑡

0
𝐴(𝜏1, 𝛼)

∫︁ 𝑡

0
𝐴(𝜏0, 𝛼)𝑑𝜏0𝑑𝜏1

]︂
𝑥0, (44)

onde 𝜏0, 𝜏1 estão indicando variáveis de integração.

Prosseguindo desta forma obtém-se a 𝑘-ésima aproximação dada por

𝑥(𝑘)(𝑡, 𝛼) = 𝑥0 +
∫︁ 𝑡

0
𝐴(𝜏𝑘−1, 𝛼)𝑥(𝑘−1)(𝜏𝑘−1, 𝛼)𝑑𝜏𝑘−1

= [𝐼 +
∫︁ 𝑡

0
𝐴(𝜏𝑘−1, 𝛼)𝑑𝜏𝑘−1 +

∫︁ 𝑡

0
𝐴(𝜏𝑘−1, 𝛼)

∫︁ 𝑡

0
𝐴(𝜏𝑘−2, 𝛼)𝑑𝜏𝑘−2𝑑𝜏𝑘−1

+ · · · +
∫︁ 𝑡

0
𝐴(𝜏𝑘−1, 𝛼) · · ·

∫︁ 𝑡

0
𝐴(𝜏0, 𝛼)𝑑𝜏0 · · · 𝑑𝜏𝑘−1 ] 𝑥0, (45)

onde os 𝜏𝑖’s representam as variáveis de integração. Observe que a série truncada entre
colchete é uma aproximação para STM, enquanto que a STM exata é obtida pela série
infinita. A equação (45) pode ser usada para aproximar a STM, entretanto, observe a
complexidade dos cálculos envolvidos nesta aproximação, especialmente se o número 𝑟

dado em (42) for maior do que 1.
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3.4.1 Método (SINHA; BUTCHER, 1997)

Para introduzir o método proposto por Sinha e Butcher (1997), deve-se considerar
o sistema normalizado de período unitário dado por

𝑥̇(𝜏, 𝛼) = 𝐴(𝜏, 𝛼)𝑥(𝜏, 𝛼), (46)

sendo
𝐴(𝜏, 𝛼) = 𝑇𝐴(𝑇𝜏, 𝛼).

Observe que o sistema normalizado é periódico de período principal unitário. De
fato, segue que

𝐴(𝜏 + 1, 𝛼) = 𝑇𝐴 (𝑇 (𝜏 + 1), 𝛼) = 𝑇𝐴(𝑇𝜏 + 𝑇, 𝛼) = 𝑇𝐴(𝑇𝜏, 𝛼) = 𝐴(𝜏, 𝛼).

A STM do sistema original e do normalizado estão relacionadas pelo lema a seguir.

Lema 4. Se Φ̄(𝑡, 𝛼) é a STM do sistema normalizado, então Φ(𝑡, 𝛼) = Φ̄(𝑡/𝑇, 𝛼) é a
STM do sistema original.

Demonstração. Seja Φ̄(𝑡, 𝛼) a STM do sistema normalizado, então

Φ̇(𝑡, 𝛼) = 𝑑

𝑑𝑡

[︁
Φ̄(𝑡/𝑇, 𝛼)

]︁
= 1

𝑇
˙̄Φ(𝑡/𝑇, 𝛼)

= 1
𝑇

𝐴(𝑡/𝑇, 𝛼)Φ̄(𝑡/𝑇, 𝛼)

= 𝐴(𝑡, 𝛼)Φ(𝑡, 𝛼),

e portanto, Φ(𝑡, 𝛼) = Φ̄(𝑡/𝑇, 𝛼) é a STM do sistema original.

A matriz do sistema normalizado também pode ser escrita da seguinte forma

𝐴(𝜏, 𝛼) = 𝐴1(𝛼)𝑓1(𝜏) + 𝐴2(𝛼)𝑓2(𝜏) + · · · + 𝐴𝑟(𝛼)𝑓𝑟(𝜏),

sendo que os 𝑓𝑖(𝜏)’s e as matrizes 𝐴(𝛼)𝑖’s são dados por

𝑓𝑖(𝜏) = 𝑓𝑖(𝑇𝜏), 𝐴𝑖(𝛼) = 𝑇𝐴𝑖(𝛼), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟.

A vantagem de trabalhar com o sistema normalizado é que os termos variantes
𝑓𝑖(𝜏)’s são periódico de período unitário, e portanto, pode-se expandi-los em polinômios
de Chebyshev alterados no intervalo [0,1].
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Após a normalização do sistema, deve-se fixar um inteiro positivo 𝑚, e expandir
as funções 𝑓𝑖(𝜏)’s em polinômios de Chebyshev alterados no intervalo [0, 1]. Conforme as
equações (25),(26) e (27), tal expansão é dada por

𝑓𝑖(𝜏) ≈
𝑚−1∑︁
𝑗=0

𝑑𝑖𝑗𝑇
*
𝑗 (𝜏) = 𝑑𝑖𝑇

*(𝜏) = 𝑇 *(𝜏)′𝑑′
𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑠, (47)

sendo que 𝑑𝑖 = [ 𝑑𝑖0 𝑑𝑖1 . . . 𝑑𝑖(𝑚−1) ] e os coeficientes 𝑑𝑖𝑗’s dados por

𝑑𝑖0 = 1
𝜋

∫︁ 1

0

𝑓𝑖(𝜏)√
𝜏 − 𝜏 2

𝑑𝜏 = 1
𝜋

∫︁ 1

0

𝑓𝑖(𝑇𝜏)√
𝜏 − 𝜏 2

𝑑𝜏,

𝑑𝑖𝑗 = 2
𝜋

∫︁ 1

0

𝑓𝑖(𝑡)𝑇 *
𝑗 (𝜏)

√
𝜏 − 𝜏 2

𝑑𝜏 = 2
𝜋

∫︁ 1

0

𝑓𝑖(𝑇𝜏)𝑇 *
𝑗 (𝜏)

√
𝜏 − 𝜏 2

𝑑𝜏, 𝑗 = 1, ..., (𝑚 − 1).

Utilizando os Lemas técnicos exibidos no Apêndice A, a equação (43), considerando
o sistema normalizado (46), pode ser escrita como

𝑥(1,𝑚)(𝜏, 𝛼) = 𝑥0 +
∫︁ 𝜏

0
𝐴(𝑡, 𝛼)𝑥0𝑑𝑡

(Lema 14)= 𝑥0 +
[︂∫︁ 𝜏

0
𝐴(𝑡, 𝛼)𝑑𝑡

]︂
𝑥0

=
[︂
𝐼 +

∫︁ 𝜏

0
𝐴(𝑡, 𝛼)𝑑𝑡

]︂
𝑥0

(Lema 16)
≈

[︂
𝐼 +

∫︁ 𝜏

0
̂︀𝑇 (𝑡)′𝐷(𝛼)𝑑𝑡

]︂
𝑥0

(Lema 17)
≈

[︁
𝐼 + ̂︀𝑇 (𝜏)′ ̂︀𝐺′𝐷(𝛼)

]︁
𝑥0

(Lema 13)=
[︁ ̂︀𝑇 (𝜏)′ ̂︀𝐼 + ̂︀𝑇 (𝜏)′ ̂︀𝐺′𝐷(𝛼)

]︁
𝑥0

= ̂︀𝑇 (𝜏)′
[︁ ̂︀𝐼 + ̂︀𝐺′𝐷(𝛼)

]︁
𝑥0, (48)

onde o par ordenado (1, 𝑚) indica o número de aproximações pelo método das aproxima-
ções sucessivas, no caso 1 aproximação, e o número 𝑚 indica a quantidade de termos da
expansão das funções 𝑓𝑖(𝜏)’s em polinômios de Chebyshev alterados.

Prosseguindo com o mesmo raciocínio, a equação (44), também para o sistema
normalizado, pode ser escrita da seguinte forma

𝑥(2,𝑚)(𝜏, 𝛼) = 𝑥0 +
∫︁ 𝜏

0
𝐴(𝑡, 𝛼)𝑥(1)(𝑡)𝑑𝑡

(Lema 16)
≈ 𝑥0 +

∫︁ 𝜏

0
̂︀𝑇 (𝑡)′𝐷(𝛼)𝑥(1)(𝑡)𝑑𝑡

(48)= 𝑥0 +
∫︁ 𝜏

0
̂︀𝑇 (𝑡)′𝐷(𝛼) ̂︀𝑇 (𝑡)′

(︁̂︀𝐼 + ̂︀𝐺′𝐷(𝛼)
)︁

𝑥0𝑑𝑡

=
[︂
𝐼 +

∫︁ 𝜏

0
̂︀𝑇 (𝑡)′𝐷(𝛼) ̂︀𝑇 (𝑡)′

(︁̂︀𝐼 + ̂︀𝐺′𝐷(𝛼)
)︁

𝑑𝑡
]︂

𝑥0
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(Lema 13)=
[︂ ̂︀𝑇 (𝜏)′ ̂︀𝐼 +

∫︁ 𝜏

0

(︁ ̂︀𝑇 (𝑡)′𝐷(𝛼)𝐼 + ̂︀𝑇 (𝑡)′𝐷(𝛼) ̂︀𝑇 (𝑡)′ ̂︀𝐺′𝐷(𝛼)
)︁

𝑑𝑡
]︂

𝑥0

(Lema 17)
≈

[︂ ̂︀𝑇 (𝜏)′ ̂︀𝐼 + ̂︀𝑇 (𝜏)′ ̂︀𝐺′𝐷(𝛼) +
∫︁ 𝜏

0
𝐷(𝛼) ̂︀𝑇 (𝑡) ̂︀𝑇 (𝑡)′ ̂︀𝐺′𝐷(𝛼)𝑑𝑡

]︂
𝑥0

(Lema 18)
≈

[︂ ̂︀𝑇 (𝜏)′ ̂︀𝐼 + ̂︀𝑇 (𝜏)′ ̂︀𝐺′𝐷(𝛼) +
∫︁ 𝜏

0
̂︀𝑇 (𝑡)′ ̂︀𝑄𝐷

̂︀𝐺′𝐷(𝛼)𝑑𝑡
]︂

𝑥0

(Lema 17)
≈

[︁ ̂︀𝑇 (𝜏)′ ̂︀𝐼 + ̂︀𝑇 (𝜏)′ ̂︀𝐺′𝐷(𝛼) + ̂︀𝑇 (𝜏)′ ̂︀𝐺′ ̂︀𝑄𝐷
̂︀𝐺′𝐷(𝛼)

]︁
𝑥0

= ̂︀𝑇 (𝜏)′
[︁ ̂︀𝐼 + (𝐼𝑛𝑚 + ̂︀𝐺′ ̂︀𝑄𝐷) ̂︀𝐺′𝐷(𝛼)

]︁
𝑥0

= ̂︀𝑇 (𝜏)′
[︁ ̂︀𝐼 + (𝐼𝑛𝑚 + 𝐿(𝛼))𝑃 (𝛼)

]︁
𝑥0,

sendo
𝐿(𝛼) = ̂︀𝐺′ ̂︀𝑄𝐷 e 𝑃 (𝛼) = ̂︀𝐺′𝐷(𝛼).

Continuando com este procedimento, a matriz Φ̄(𝜏, 𝛼) do sistema normalizado (46)
pode ser aproximada por (SINHA; BUTCHER, 1997, p. 68)

Φ̄(𝑝,𝑚)(𝜏, 𝛼) = ̂︀𝑇 (𝜏)′

⎡⎣̂︀𝐼 +
⎛⎝𝑝−1∑︁

𝑘=1
[𝐿(𝛼)]𝑘−1

⎞⎠𝑃 (𝛼)
⎤⎦ . (49)

A equação (49) é uma aproximação para a STM do sistema normalizado (46) e,
consequentemente,

Φ(𝑝,𝑚)(𝑡, 𝛼) = Φ̄(𝑝,𝑚)(𝑡/𝑇, 𝛼), (50)

é uma aproximação para a STM do sistema original (41). Também, Φ(𝑝,𝑚)(𝑇, 𝛼) é uma
aproximação para a FTM e pode ser usada para estudar a estabilidade do sistema (41)
através dos multiplicadores de Floquet.

A equação (50) é uma boa aproximação de Φ(𝑡) apenas se 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], devido
aos polinômios de Chebyshev alterados. Entretanto, para obter Φ(𝑡) para 𝑡 > 𝑇 basta
considerar a equação (11) que fornece a seguinte relação

Φ(𝑝,𝑚)(𝑡) = Φ(𝑝,𝑚)(𝑟 + 𝑖𝑇 )
= Φ(𝑝,𝑚)(𝑟)[Φ(𝑝,𝑚)(𝑇 )]𝑖

= Φ̄(𝑝,𝑚)(𝑟/𝑇 )[Φ̄(𝑝,𝑚)(1)]𝑖,

sendo 𝑟 ∈ R e 𝑖 ∈ N o resto e o divisor da divisão de 𝑡 por 𝑇 , respectivamente, onde
0 ≤ 𝑟 < 𝑇 . Vale ressaltar que na literatura são praticados os seguintes valores para os
parâmetros 𝑝 e 𝑚: 𝑝 = 40 e 𝑚 = 20.
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3.5 VALIDAÇÃO DO MÉTODO E ANÁLISE DE ESTABILIDADE

3.5.1 Validação

A fim de validar a implementação computacional do método discutido, foi con-
siderado um sistema 𝜋-periódico cuja STM exata é conhecida. O sistema considerado é
dado pela seguinte equação

𝑥̇(𝑡) = 𝐴(𝑡, 𝛼)𝑥(𝑡), (51)

sendo 𝛼 o parâmetro do sistema, 𝑥(𝑡) = [ 𝑥1(𝑡) 𝑥2(𝑡) ]′ o vetor dos estados e 𝐴(𝑡, 𝛼) a
matriz do sistema dada por

𝐴(𝑡, 𝛼) =
⎡⎣ −1 + 𝛼 cos2 𝑡 1 − 𝛼 sin 𝑡 cos 𝑡

−1 − 𝛼 sin 𝑡 cos 𝑡 −1 + 𝛼 sin2 𝑡

⎤⎦ . (52)

A STM exata é dada por (SINHA; BUTCHER, 1997, p. 71)

Φ(𝑡, 𝛼) =
⎡⎣ 𝑒(𝛼−1)𝑡 cos2 𝑡 𝑒−𝑡 sin 𝑡

−𝑒(𝛼−1)𝑡 sin 𝑡 𝑒−𝑡 cos 𝑡

⎤⎦ . (53)

A matriz (53) será comparada com a STM aproximada (50) a fim de validar o
método discutido na subseção anterior.

Utilizando as seguintes relações trigonométricas

cos2(𝑡) = 1 + cos(2𝑡)
2 , sin2(𝑡) = 1 − cos(2𝑡)

2 e sin(2𝑡) = 2 sin(𝑡) cos(𝑡),

a matriz 𝐴(𝑡, 𝛼) pode ser escrita como

𝐴(𝑡, 𝛼) =
⎡⎣ −1 + 𝛼+𝛼 cos(2𝑡)

2 1 − 𝛼
2 sin(2𝑡)

−1 − 𝛼
2 sin(2𝑡) −1 + 𝛼−𝛼 cos(2𝑡)

2

⎤⎦ .

Observe que o período principal do sistema é 𝑇 = 𝜋. Após a normalização do
sistema original (51), o sistema normalizado a ser considerado é dado por

𝑥̇(𝜏, 𝛼) = 𝐴(𝜏, 𝛼)𝑥(𝜏, 𝛼),

sendo

𝐴(𝜏, 𝛼) = 𝜋𝐴(𝜋𝜏, 𝛼) = 𝜋

⎡⎣ −1 + 𝛼+𝛼 cos(2𝜋𝜏)
2 1 − 𝛼

2 sin(2𝜋𝜏)
−1 − 𝛼

2 sin(2𝜋𝜏) −1 + 𝛼−𝛼 cos(2𝜋𝜏)
2

⎤⎦ .

A matriz 𝐴(𝜏, 𝛼), na equação acima, pode ser escrita como

𝐴(𝜏, 𝛼) = 𝐴1(𝛼) + 𝐴2(𝛼) cos(2𝜋𝜏) + 𝐴3(𝛼) sin(2𝜋𝜏),
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onde

𝐴1(𝛼) = 𝜋

⎡⎣ −1 + 𝛼/2 1
−1 −1 + 𝛼/2

⎤⎦ , 𝐴2(𝛼) = 𝜋

⎡⎣ 𝛼/2 0
0 −𝛼/2

⎤⎦ ,

𝐴3(𝛼) = 𝜋

⎡⎣ 0 −𝛼/2
−𝛼/2 0

⎤⎦ .

Para o cálculo da STM aproximada, foram considerados 𝑓1(𝜏) = 1, 𝑓2(𝜏) =
cos(2𝜋𝜏) e 𝑓3(𝜏) = sin(2𝜋𝜏). A STM obtida numericamente foi comparada com a STM
exata e os resultados estão apresentados nos gráficos e tabelas a seguir.

Tabela 2 – Primeiro elemento da STM exata e da STM aproximada, considerando 𝑝 = 14
e 𝑚 = 7. (𝑎) solução exata; (𝑏) solução aproximada.

𝜏

𝛼⏞  ⏟  
0.1 0.5 2

0 1, 00000𝑎 1, 00000𝑎 1, 00000𝑎

1, 00006𝑏 0, 99994𝑏 1, 00094𝑏

1
4

0, 34874𝑎 0, 47746𝑎 1, 55088𝑎

0, 34877𝑏 0, 47754𝑏 1, 55372𝑏

1
2

0, 00000𝑎 0, 00000𝑎 0, 00000𝑎

−0, 00021𝑏 −0, 00016𝑏 0, 00208𝑏

3
4

−0, 08483𝑎 −0, 21769𝑎 −7, 46049𝑎

−0, 08543𝑏 −0, 21772𝑏 −7, 45842𝑏

1 −0, 05916𝑎 −0, 20788𝑎 −23, 14069𝑎

−0, 05908𝑏 −0, 20797𝑏 −23, 16206𝑏

Fonte: adaptado de Sinha e Butcher (1997).

Os resultados apresentados na Tabela 2 são exatamente os mesmos obtidos por
Sinha e Butcher (1997), comprovando a correta implementação do método.

A Figura 5 exibe o comportamento ao longo do tempo do primeiro elemento da
STM aproximada, comparando-o com o primeiro elemento da STM exata. Os resultados
mostram que para valores relativamente pequenos de 𝑝 e 𝑚, os valores obtidos pela STM
aproximada estão bem próximos dos valores da STM exata, mostrando a eficiência deste
método.

Conforme discutido na Seção 2.2, os multiplicadores de Floquet tem um papel
importante na análise de estabilidade de um sistema LTV, pois por meio deles é possível
caracterizar a estabilidade do sistema. Para comprovar a eficiência do método numérico
para obter os multiplicadores a Tabela 3 exibe os multiplicadores aproximados, obtidos
considerando 𝑝 = 15, diferentes valores de 𝑚 e diferentes valores do parâmetro 𝛼.
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Figura 5 – Primeiro elemento da STM exata (Φ11(𝑡)) e aproximada (Φ(𝑝,𝑚)
11 (𝑡)) sendo

𝛼 = 0.1, 𝑝 = 12 e 𝑚 = 5 (𝑎); 𝑚 = 6 (𝑏); 𝑚 = 7 (𝑐); 𝑚 = 8 (𝑑).
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Fonte: autor.

Na Tabela 3 pode-se perceber que, na medida que o parâmetro 𝑚 aumenta, os
multiplicadores de Floquet 𝜌1 e 𝜌2 (ver (23)) convergem para seus respectivos valores
exatos. Além disso, os valores aproximados são próximos dos exatos para valores de 𝑚

relativamente pequenos.

Tabela 3 – Multiplicadores de Floquet aproximados considerando 𝑝 = 15, 𝛼 = 0, 1; 0, 5; 2
e 𝑚 = 5; 7; 9.

𝛼 = 0, 1 𝛼 = 0, 5 𝛼 = 2
𝑚 = 5 -0,06431;-0,05077 -0,20574;-0,05077 -20,5226;-0,05473
𝑚 = 7 -0,05902;-0,04311 -0,20786;-0,04331 -23,16205;-0,04321
𝑚 = 9 -0,05915;-0,0432 -0,20788;-0,04321 -23,14032;-0,04321
𝜌1 e 𝜌2 -0,05916;-0,04321 -0,20787;-0,04321 -23.14069;-0.04321

Fonte: adaptado de Sinha e Butcher (1997).

Um dos objetivos deste trabalho é aplicar a técnica de controle discutida na Seção 4
para sistemas LTV e periódicos. Uma vez que no sinal de controle desta técnica aparecem
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tanto a transformação L–F quanto sua inversa (ver (64)), deve-se obter um método para
obter tal transformação.

Conforme visto no capítulo anterior, a transformação L–F é dada por

𝑄(𝑡) = Φ(𝑡)𝑒−𝑅𝑡,

sendo 𝑅 a matriz real e constante dada de forma exata por

𝑅 = 1
2𝑇

log Φ(2𝑇 ) = 1
2𝑇

log Φ(𝑇 )2.

Observe que a transformação L–F depende da STM e da matriz 𝑅. O método
proposto por Sinha e Butcher (1997) pode ser aplicado para obter a STM aproximada
por meio da equação (50). Consequentemente, a matriz 𝑅 aproximada pode ser obtida da
seguinte forma

𝑅(𝑝, 𝑚) = 1
2𝑇

log Φ(𝑝, 𝑚)(2𝑇 ) = 1
2𝑇

log Φ(𝑝, 𝑚)(𝑇 )2. (54)

Portanto, a transformação L–F aproximada pode ser obtida por

𝑄(𝑝. 𝑚)(𝑡) = Φ(𝑝, 𝑚)(𝑡)𝑒−𝑅(𝑝, 𝑚)𝑡. (55)

Para validar a equação (54), a Tabela 4 exibe os elementos da matriz aproximada
𝑅(𝑝, 𝑚) para diferentes valores de 𝑚, fixando 𝑝 = 15 e 𝛼 = 0, 1, comparando-os com seus
valores exatos.

Tabela 4 – Elementos da matriz 𝑅(𝑝,𝑚) aproximados para 𝛼 = 0.1, 𝑝 = 15 e 𝑚 = 5, 𝑚 = 7
e 𝑚 = 9.

𝑅
(15,𝑚)
11 𝑅

(15,𝑚)
12 𝑅

(15,𝑚)
21 𝑅

(15,𝑚)
22

𝑚 = 5 -0,8077 -0,0548 0,0398 -0,7661
𝑚 = 7 -0.9096 -0.0018 0.0010 -1.0125
𝑚 = 9 -0.8970 -0.0009 0.0009 -0.9958
valor exato de 𝑅𝑖𝑗 -0,9 0 0 -1

Fonte: autor.

Para validar a equação (55), a Figura 6 apresenta o comportamento da transfor-
mação L–F numérica e exata ao longo do tempo.

Nos gráficos abaixo pode-se observar que para valores relativamente pequenos para
𝑝 e 𝑚, o comportamento da transformação L–F aproximada está próximo do comporta-
mento da transformação exata, comprovando a eficiência do método.
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Figura 6 – Primeiro elemento da transformação L–F exata e aproximada sendo 𝛼 = 0.1,
𝑝 = 13 e 𝑚 = 5 (𝑎); 𝑚 = 6 (𝑏); 𝑚 = 7 (𝑐); 𝑚 = 8 (𝑑).
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Fonte: autor.

3.5.2 Análise de Estabilidade

Foram analisados os multiplicadores de Floquet para estudar a influência do parâ-
metro 𝛼 na estabilidade do sistema 𝜋-periódico dado por (51). A Figura 7 exibe o gráfico
do parâmetro 𝛼 pelo respectivo valor máximo dentre os módulos dos multiplicadores de
Floquet (max{|𝜌1|, |𝜌2|}).

Analisando a Figura 7, observa-se uma região de estabilidade e uma região de
instabilidade. Para valores de 𝛼 no intervalo [−1, 1) o máximo dentre os módulos dos
multiplicador de Floquet é menor do que 1, indicando assim que esta é a região de esta-
bilidade. Analogamente, observa-se que para valores de 𝛼 no intervalo (1, 1,5] existe pelo
menos um multiplicador de Floquet cujo o módulo é maior do que 1, indicando assim que
esta é a região de instabilidade do sistema.
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Figura 7 – Gráfico do parâmetro 𝛼 por max{|𝜌1|, |𝜌2|}.
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Fonte: autor.

O resultado acima está de acordo com o esperado, uma vez que a estabilidade do
sistema (51) pode ser verificada analisando a STM do sistema. Pelo Teorema 11 o sistema
é assintoticamente estável se

||Φ(𝑡, 𝛼)|| → 0 quando 𝑡 → ∞.

Observe que a STM dada por (53) tende a zero se, e somente se, o parâmetros 𝛼

for menor do que 1, pois neste caso cada uma das entradas da STM tenderá a zero quando
𝑡 tender a ∞, validando assim o resultado apresentado na Figura 7.
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4 PROJETO DE CONTROLADORES

4.1 CONTROLE VIA TRANSFORMAÇÃO L-F

Nesta seção será apresentada uma técnica de controle para sistemas variantes no
tempo e periódicos via transformação L-F. A técnica foi proposta por Sinha e Joseph
(1994) e inicialmente era destinada apenas ao sistemas LTV e periódicos. Alguns anos
depois, utilizando da equação do erro dinâmico1 linearizada, Sinha, Henrichs e Ravindra
(2000) generalizaram a técnica anterior para abranger o controle de sistemas não lineares.
Nesta seção serão apresentadas as duas técnicas separadamente.

4.1.1 Controle de Sistemas LTV

Considere um sistema LTV e periódico, com lei de controle 𝑢(𝑡) dado a seguir

𝑥̇(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝐵(𝑡)𝑢(𝑡), (56)

sendo 𝐴(𝑡) = [𝑎𝑖𝑗(𝑡)] ∈ R𝑛×𝑛, 𝐵(𝑡) = [𝑏𝑖𝑘(𝑡)] ∈ R𝑛×𝑚, 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛×1, 𝑢(𝑡) ∈ R𝑚×1 com
𝑎𝑖𝑗(𝑡), 𝑏𝑖𝑘(𝑡) e 𝑢(𝑡) funções limitadas e contínua e 𝐴(𝑡) uma matriz 𝑇 -periódica. Seja
𝑄(𝑡) a transformação L-F do sistema (56) não forçado (𝑢(𝑡) = 0). Considere a seguinte
mudança de variável

𝑞(𝑡) = 𝑄(𝑡)−1𝑥(𝑡),

e o seguinte sistema dado por

𝑞(𝑡) = 𝑅𝑞(𝑡) + 𝑄(𝑡)−1𝐵(𝑡)𝑢(𝑡), (57)

sendo 𝑅 a matriz real e constante definida em (22). O objetivo é encontrar uma lei de
controle 𝑢(𝑡) tal que o sistema realimentado (57) seja assintoticamente estável e Lyapunov
equivalente ao sistema realimentado (56), via transformação L-F.

Observe que a matriz 𝑄(𝑡)−1𝐵(𝑡) de entrada do controlador em (57) é variante no
tempo, portanto, será construído um sistema auxiliar cuja matriz de entrada do contro-
lador seja invariante. Considere o seguinte sistema

˙̄𝑞 = 𝑅𝑞 + 𝐵0𝑢̄(𝑡), (58)

sendo 𝐵0 uma matriz constante de posto completo tal que o par [𝑅, 𝐵0] seja controlável
(CHEN, 1998, p. 144). Considere a lei de controle 𝑢̄(𝑡) dada por

𝑢̄(𝑡) = 𝐹0𝑞(𝑡), (59)
1 erro dinâmico é a diferença entre a trajetória atual do sistema e a desejada
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sendo 𝐹0 o ganho do controlador 𝑢̄(𝑡) que deve ser obtido tal que o sistema (58) realimen-
tado com a lei de controle (59) seja assintoticamente estável. O ganho 𝐹0 pode ser obtido
aplicando a técnica de alocação de polos, por exemplo. Para cada instante 𝑡, considere o
vetor 𝜀(𝑡) dado por

𝜀(𝑡) = 𝑞(𝑡) − 𝑞(𝑡).

Derivando a equação acima com respeito ao tempo obtém-se

𝑞(𝑡) − ˙̄𝑞(𝑡) = 𝑅 (𝑞(𝑡) − 𝑞(𝑡)) + 𝑄(𝑡)−1𝐵(𝑡)𝑢(𝑡) − 𝐵0𝐹0𝑞(𝑡). (60)

Somando e subtraindo 𝐵0𝐹0𝜀(𝑡) na equação (60), obtém-se

𝜀̇(𝑡) = (𝑅 + 𝐵0𝐹0)𝜀(𝑡) + 𝑄(𝑡)−1𝐵(𝑡)𝑢(𝑡) − 𝐵0𝐹0𝑞(𝑡). (61)

Desde que a matriz de estabilidade do sistema (61) é (𝑅 + 𝐵0𝐹0), os sistemas (57)
e (58) podem ser considerados equivalentes se

𝑄(𝑡)−1𝐵(𝑡)𝑢(𝑡) = 𝐵0𝐹0𝑞(𝑡). (62)

Infelizmente, na maioria das aplicações não é possível obter uma lei de controle
𝑢(𝑡) satisfazendo a equação (62). Boghiu, Sinha e Marghitu (1998) propuseram considerar
o vetor erro 𝜂 definido por

𝜂(𝑡) = 𝑄(𝑡)−1𝐵(𝑡)𝑢(𝑡) − 𝐵0𝐹0𝑞(𝑡),

e obter o controlador 𝑢(𝑡) tal que o índice de performance 𝜂′𝜂 seja minimizado. O contro-
lador 𝑢(𝑡) assim obtido é dado por

𝑢(𝑡) = 𝐵*(𝑡)𝑄(𝑡)𝐵0𝐹0𝑞(𝑡), (63)

sendo que
𝐵*(𝑡) = (𝐵(𝑡)′𝐵(𝑡))−1

𝐵(𝑡)′,

é a inversa generalizada da matriz 𝐵(𝑡). Para obter a lei de controle em função dos estados
do sistema original basta observar que 𝑞(𝑡) = 𝑄(𝑡)−1𝑥(𝑡), e portanto, a lei de controle é
dada por

𝑢(𝑡) = 𝐵*(𝑡)𝑄(𝑡)𝐵0𝐹0𝑄(𝑡)−1𝑥(𝑡). (64)

Observe que a matriz de ganho 𝐹 (𝑡) do controlador 𝑢(𝑡) é variante no tempo e
dada por

𝐹 (𝑡) = 𝐵*(𝑡)𝑄(𝑡)𝐵0𝐹0𝑄(𝑡)−1.

Portanto, o sistema (56) realimentado com a lei de controle (64) é descrito por

𝑥̇(𝑡) =
(︁
𝐴(𝑡) + 𝐵(𝑡)𝐵*(𝑡)𝑄(𝑡)𝐵0𝐹0𝑄(𝑡)−1

)︁
𝑥(𝑡). (65)



Capítulo 4. PROJETO DE CONTROLADORES 57

A análise da estabilidade assintótica do sistema acima será separada em dois casos.
Caso 1º - Suponha que seja possível obter a lei de controle de forma exata, por exemplo,
quando a matriz 𝐵(𝑡) é quadrada e invertível para todo 𝑡 ∈ R+. Neste caso, a inversa
generalizada 𝐵*(𝑡) coincidirá com a inversa usual e, portanto, 𝐵(𝑡)𝐵*(𝑡) = 𝐼 para todo
𝑡 ∈ R+. Assim, o sistema realimentado será

𝑥̇(𝑡) =
(︁
𝐴(𝑡) + 𝑄(𝑡)𝐵0𝐹0𝑄(𝑡)−1

)︁
𝑥(𝑡). (66)

A mesma lei de controle (63) aplicada ao sistema (57), produz o seguinte sistema
realimentado

𝑞(𝑡) = (𝑅 + 𝐵0𝐹0) 𝑞(𝑡). (67)

O sistema (67) é Lyapunov equivalente ao sistema (66) via transformação L-F. Uma
vez que o sistema (67) é assintoticamente estável (por construção), a transformação L-F é
uma transformação de Lyapunov (Teorema 14) e transformações de Lyapunov preservam
estabilidade assintótica (Teorema 12), segue que o sistema (66) é assintoticamente estável.
Caso 2º - No caso em não é possível obter a lei de controle 𝑢(𝑡) de forma exata —
que é o caso da maioria das aplicações — o sistema realimentado será (65). Os exemplos
disponíveis na literatura (SINHA; JOSEPH, 1994; BOGHIU; SINHA; MARGHITU, 1998;
SINHA; HENRICHS; RAVINDRA, 2000; SHERRILL et al., 2015) e as simulações feitas
mostram que mesmo usando uma lei de controle aproximada é possível encontrar um
ganho 𝐹0, conforme procedimento acima, que estabiliza assintoticamente o sistema (65).

4.1.2 Controle de um Sistema Comutativo

A seguir, será aplicada a técnica de controle via transformação L-F em um sistema
comutativo. Considere o sistema 𝜋-comutativo definido em (52), com parâmetro 𝛼 = 1, 2
e sinal de controle 𝑢(𝑡) dado por

𝑥̇(𝑡) = 𝐴(𝑡, 𝛼)𝑥(𝑡) + 𝐵(𝑡)𝑢(𝑡), (68)

sendo

𝐴(𝑡, 𝛼) =
⎡⎣ −1 + 𝛼 cos2 𝑡 1 − 𝛼 sin 𝑡 cos 𝑡

−1 − 𝛼 sin 𝑡 cos 𝑡 −1 + 𝛼 sin2 𝑡

⎤⎦ ; 𝑥(𝑡) =
[︁

𝑥1(𝑡) 𝑥2(𝑡)
]︁′

;

𝐵(𝑡) =
⎡⎣ 1 0

0 2 − cos(𝑡)

⎤⎦ ; 𝑢(𝑡) =
⎡⎣ 𝑢1(𝑡)

𝑢2(𝑡)

⎤⎦ . (69)

Primeiramente deve-se obter os multiplicadores de Floquet do sistema acima para
analisar a estabilidade do sistema não forçado (𝑢(𝑡) = 0). A FTM do sistema foi obtida
pela equação (50), considerando 𝑚 = 20 e 𝑝 = 40. A FTM obtida foi:

Φ(𝜋) =
⎡⎣ −1, 8744 0

0 −0, 0432

⎤⎦ .
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Os multiplicadores de Floquet do sistema são

𝜌1 = −1, 8744 e 𝜌2 = −0, 0432,

onde se verifica e instabilidade do sistema devido ao primeiro multiplicador de Floquet,
pois |𝜌1| = 1, 8744 > 1.

Outra forma de analisar a estabilidade é por meio dos autovalores da matriz do
sistema Lyapunov equivalente (expoentes característicos), via transformação L-F. Consi-
dere o sistema (68) sem o sinal de controle. Sendo este sistema LTV e periódico, existe um
sistema Lyapunov equivalente, via transformação L-F, que é invariante no tempo, dado
por

𝑞 = 𝑅𝑞,

sendo 𝑅 a matriz constante obtida pela equação (22), dada por

𝑅 =
⎡⎣ 0, 1999 0

0 −1

⎤⎦ . (70)

Os autovalores da matriz do sistema Lyapunov equivalente acima são: 𝜆1 = 0, 1999
e 𝜆2 = −1. O autovalor 𝜆1 = 0, 1999 > 0 indica a instabilidade do sistema.

Uma vez que o sistema é instável, será projetado um controlador 𝑢(𝑡) tal que o
sistema realimentado seja assintoticamente estável. Inicialmente, deve-se observar que a
matriz 𝐵(𝑡), definida em (69), é quadrada e invertível e, portanto, a lei de controle 𝑢(𝑡)
poderá ser obtida de forma exata.

Para projetar o controlador via transformação L-F, deve-se considerar a seguinte
mudança de variável

𝑞(𝑡) = 𝑄(𝑡)−1𝑥(𝑡),

e o seguinte sistema
𝑞(𝑡) = 𝑅𝑞(𝑡) + 𝑄(𝑡)−1𝐵(𝑡)𝑢(𝑡), (71)

sendo 𝑅 a matriz dada por (70) e 𝑄(𝑡) a transformação L-F do sistema sem o sinal de
controle. Como a matriz que multiplica o controlador 𝑢(𝑡) no sistema acima é variante no
tempo (𝑄(𝑡)−1𝐵(𝑡)), deve-se construir um sistema auxiliar cuja matriz que multiplica o
controlador seja invariante. Considere o seguinte sistema

˙̄𝑞 = 𝑅𝑞 + 𝐵0𝑢̄(𝑡), (72)

sendo 𝑢̄(𝑡) = 𝐹0𝑞(𝑡) e 𝐵0 uma matriz constante de posto completo tal que o par [𝑅, 𝐵0]
seja controlável. A matriz 𝐵0 escolhida foi

𝐵0 = [ 1 1 ]′.
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O ganho 𝐹0 do controlador foi obtido por meio da técnica de alocação de polos,
sendo que os polos desejáveis escolhidos foram −1 e −1. O ganho assim obtido foi

𝐹0 = [ −1, 1999 0 ]. (73)

Como vimos na Subseção 4.1, o erro dinâmico 𝜀(𝑡) entre 𝑞(𝑡) e 𝑞(𝑡) é dado por
𝜀(𝑡) = 𝑞(𝑡) − 𝑞(𝑡) e sua equação dada por

𝜀̇(𝑡) = (𝑅 + 𝐵0𝐹0)𝜀(𝑡) + 𝑄(𝑡)−1𝐵(𝑡)𝑢(𝑡) − 𝐵0𝐹0𝑞(𝑡). (74)

Desde que a matriz de estabilidade do sistema (74) é (𝑅 + 𝐵0𝐹0), os sistemas (71)
e (72) são equivalentes se

𝑄(𝑡)−1𝐵(𝑡)𝑢(𝑡) = 𝐵0𝐹0𝑞(𝑡). (75)

Como 𝑄(𝑡) e 𝐵(𝑡) são invertíveis, a lei de controle 𝑢(𝑡) a ser considerada é

𝑢(𝑡) = 𝐵*(𝑡)𝑄(𝑡)𝐵0𝐹0𝑞(𝑡) = 𝐵*(𝑡)𝑄(𝑡)𝐵0𝐹0𝑄(𝑡)−1𝑥(𝑡), (76)

sendo 𝐵*(𝑡) a inversa generalizada de 𝐵(𝑡), que neste caso coincide com 𝐵(𝑡)−1. O sistema
(68) realimentado com a lei de controle (76) é dado por

𝑥̇(𝑡) =
(︁
𝐴(𝑡, 𝛼) + 𝑄(𝑡)𝐵0𝐹0𝑄(𝑡)−1

)︁
𝑥(𝑡). (77)

As soluções foram simuladas no MATLABr utilizando o pacote ode45. Os gráficos
obtidos do comportamento do sistema, tanto do sistema controlado quanto do sistema
sem controle, são apresentados a seguir. Foi escolhido 𝑥0 = [ 4 − 3 ]′ como condição
inicial.

Na Figura 8, observe que o comportamento das variáveis de estado é oscilatório,
tendo amplitudes mais elevadas a medida que o tempo passa.

Figura 8 – Comportamento dos estados do sistema sem controle.
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Fonte: autor.

Na Figura 9, que é o Plano de Fase do sistema, a trajetória diverge da origem
a medida que o tempo passa. O ponto x que aparece na Figura 9, e que aparecerá em
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mais algumas figuras a seguir, está indicando o ponto de partida da trajetória, ou seja, a
condição inicial.

Figura 9 – Plano de Fase do sistema sem controle.
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Fonte: autor.

A Figura 10 exibe o comportamento das variáveis de estados do sistema controlado.
Observe que a técnica de controle foi eficiente para conduzir os estados a origem. Além
disso, observe que o tempo de transitório foi de aproximadamente 7 segundos.

Figura 10 – Comportamento dos estados do sistema controlado.
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Fonte: autor.

A Figura 11 exibe o Plano de Fase do sistema controlado. Observe que a trajetória
parte da condição inicial em direção à origem, caracterizando a estabilidade assintótica
do sistema.

Figura 11 – Plano de Fase do sistema controlado.
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Fonte: autor.
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A Figura 12 exibe o comportamento dos sinais de controle 𝑢1(𝑡) e 𝑢2(𝑡). Pode-
se observar que o controlador atua de forma suave, sem movimentos abruptos e com
amplitude máxima menor do que 5, em módulo.

Figura 12 – Sinais de controle 𝑢1(𝑡) e 𝑢2(𝑡).
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Fonte: autor.

Agora, suponha que a matriz 𝐵(𝑡) do sistema (68) seja da forma

𝐵(𝑡) =
[︁

0 2 − cos(𝑡)
]︁′

.

Neste caso, a matriz 𝐵(𝑡) sequer é quadrada e, portanto, uma lei de controle
aproximada será considerada. Conforme a equação (64), a lei de controle aproximada é

𝑢(𝑡) = 𝐵*(𝑡)𝑄(𝑡)𝐵0𝐹0𝑞(𝑡) = 𝐵*(𝑡)𝑄(𝑡)𝐵0𝐹0𝑄(𝑡)−1𝑥(𝑡). (78)

Assim, o sistema (68) realimentado com a lei de controle (78) é dado por

𝑥̇(𝑡) =
(︁
𝐴(𝑡, 𝛼) + 𝐵(𝑡)𝐵*(𝑡)𝑄(𝑡)𝐵0𝐹0𝑄(𝑡)−1

)︁
𝑥(𝑡). (79)

A seguir, são apresentados os gráficos do sistema controlado considerando a lei de
controle aproximada e condição inicial 𝑥0 = [ 4 − 3 ]′. Neste caso, o mesmo ganho 𝐹0

dado em (72) foi utilizado.

Na Figura 13, pode-se observar a eficiência do controlador para conduzir os estados
a zero, mesmo considerando a lei de controle aproximada.

Figura 13 – Estados do sistema controlado com lei de controle aproximada.
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Fonte: autor.
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Figura 14 – Plano de Fase do sistema controlado com lei de controle aproximada.
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Fonte: autor.

Na Figura 14, pode-se observar o Plano de Fase do sistema considerando a lei
de controle aproximada. Observe que a trajetória parte da condição inicial em direção a
origem.

A Figura 15 exibe o comportamento do sinal de controle 𝑢(𝑡) ao longo do tempo.
A lei de controle aproximada atua de forma suave assim como a lei de controle exata,
como amplitude máxima de 5, em módulo.

Figura 15 – Sinal de controle 𝑢(𝑡).
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Fonte: autor.

Observar que mesmo considerando a lei de controle aproximada, o ganho 𝐹0 obtido
em (72) também estabiliza assintoticamente o sistema (79).

4.1.3 Controle de Sistemas não Lineares

Para iniciar a discussão sobre o controle de sistema não lineares, considere o se-
guinte sistema, variante no tempo e com lei de controle 𝑢(𝑡) dado por

𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡)) + 𝑢(𝑡). (80)

Seja 𝑦(𝑡) a trajetória desejada e 𝑥(𝑡) a trajetória do sistema controlado. O objetivo
da lei de controle 𝑢(𝑡) é conduzir a trajetória do sistema controlado 𝑥(𝑡) para a trajetória
desejada 𝑦(𝑡). Neste método, o vetor de controle 𝑢(𝑡) é dado por

𝑢(𝑡) = 𝑢𝑓 (𝑡) + 𝑢𝑏(𝑡), (81)
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onde
𝑢𝑓 (𝑡) = 𝑦̇(𝑡) − 𝑓(𝑡, 𝑦(𝑡)), (82)

e
𝑢𝑏(𝑡) = 𝐹 (𝑡) (𝑥(𝑡) − 𝑦(𝑡)) .

A parcela 𝑢𝑓 (𝑡) é chamada de feedforward e a parcela 𝑢𝑏(𝑡) de feedback. A matriz
𝐹 (𝑡) é chamada de ganho da parte feedback do controlador e será obtida a seguir. Com o
termo de controle 𝑢(𝑡) dado por (81), a equação (80) pode ser escrita como

𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡)) + 𝑢𝑓 (𝑡) + 𝑢𝑏(𝑡). (83)

Substituindo (82) em (83) obtém-se

𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡)) + 𝑦̇(𝑡) − 𝑓(𝑡, 𝑦(𝑡)) + 𝑢𝑏(𝑡),

ou seja,
𝑥̇(𝑡) − 𝑦̇(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡)) − 𝑓(𝑡, 𝑦(𝑡)) + 𝑢𝑏(𝑡). (84)

Definindo o erro dinâmico entre 𝑥(𝑡) (trajetória do sistema controlado) e 𝑦(𝑡)
(trajetória desejada) como sendo

𝑒(𝑡) = 𝑥(𝑡) − 𝑦(𝑡),

tem-se
𝑒̇(𝑡) = 𝑥̇(𝑡) − 𝑦̇(𝑡).

Considerando a função definida por

𝑔(𝑡, 𝑒(𝑡)) = 𝑓(𝑡, 𝑒(𝑡) + 𝑦(𝑡)) − 𝑓(𝑡, 𝑦(𝑡)),

e substituindo as três últimas igualdades acima em (84) obtém-se a equação do erro
dinâmico entre a trajetória do sistema controlado e a trajetória desejada, dada por

𝑒̇(𝑡) = 𝑔(𝑡, 𝑒(𝑡)) + 𝑢𝑏(𝑡).

Defina a seguinte matriz

𝐴(𝑡) =
[︃

𝜕𝑔(𝑡, 𝑒)
𝜕𝑒

]︃
𝑒=0

.

Se a condição
lim

||𝑒||→0
sup
𝑡≥0

||𝑔(𝑡, 𝑒) − 𝐴(𝑡)𝑒 + 𝑢𝑏||
||𝑒||

= 0,

for verificada, então o sistema

𝑒̇(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑒(𝑡) + 𝑢𝑏(𝑡), (85)



Capítulo 4. PROJETO DE CONTROLADORES 64

é chamado de linearização do sistema (80) ao redor do ponto de equilíbrio 𝑒 = 0 (SINHA;
HENRICHS; RAVINDRA, 2000).

Observe que o sistema (85) é um sistema LTV. Se, além disso, ele for periódico
então pode-se aplicar a técnica descrita na seção anterior para encontrar a lei de controle
𝑢𝑏(𝑡) tal que o sistema (85) seja assintoticamente estável, ou seja, 𝑒(𝑡) → 0 quando 𝑡 → ∞.
Consequentemente, 𝑥(𝑡) → 𝑦(𝑡) quando 𝑡 → ∞ como desejado.

4.1.4 Controle de um Pêndulo Simples Excitado Verticalmente

Para testar a eficiência da técnica de controle em sistemas não lineares, considerou-
se o problema de controlar um pêndulo simples sujeito a uma excitação vertical, conforme
ilustrado na figura a seguir.

Figura 16 – Pêndulo simples com excitação vertical no suporte.
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Fonte: adaptado de Peruzzi (2005).

A equação dinâmica do pêndulo (PERUZZI, 2005, p. 51 e 173) é dada por

𝜃 + 2
𝑙
𝜃 + 𝐴𝜔2

𝑙
cos(𝜔𝑡) sin(𝜃) + 𝑔

𝑙
sin(𝜃) = 𝑣(𝑡).

Definindo 𝑞 = 𝐴𝜔2

𝑙
, 𝛽 = 2

𝑙
e 𝜈 = 𝑔

𝑙
, a equação acima pode ser escrita por

𝜃 + 𝛽𝜃 + (𝑞 cos(𝜔𝑡) + 𝜈) sin(𝜃) = 𝑣(𝑡). (86)

Perceba que a equação (86) não está no formato de (80). Neste caso, o método de
redução de ordem também pode ser utilizado. Considere a seguinte mudança de variáveis

𝑥1 = 𝜃, 𝑥2 = 𝜃 e 𝑥 = [ 𝑥1 𝑥2 ]′.

Desta forma, decorre que

𝑥̇1 = 𝜃 = 𝑥2,

𝑥̈2 = 𝜃 = −𝛽𝑥2 − (𝑞 cos(𝜔𝑡) + 𝜈) sin(𝑥1) + 𝑣(𝑡).
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Considerando 𝑓1(𝑡, 𝑥) e 𝑓2(𝑡, 𝑥) definidas da seguinte forma

𝑓1(𝑡, 𝑥) = 𝑥2,

𝑓2(𝑡, 𝑥) = − 𝛽𝑥2 − (𝑞 cos(𝜔𝑡) + 𝜈) sin(𝑥1),

e definindo 𝑓(𝑡, 𝑥) = [ 𝑓1(𝑡, 𝑥) 𝑓2(𝑡, 𝑥) ]′, decorre que

𝑥̇ = 𝑓(𝑡, 𝑥) + 𝑢(𝑡), (87)

sendo 𝑢(𝑡) = 𝑢𝑓 (𝑡) + 𝑢𝑏(𝑡) o sinal de controle que é a soma da parcela feedforward e
feedback, sendo que a parcela feedback é dada por 𝑢𝑏(𝑡) = [ 0 𝑣(𝑡) ]′. Deseja-se obter
uma lei de controle 𝑢(𝑡) tal que o pêndulo simples com excitação vertical oscile da mesma
forma que um pendulo simples sem a excitação vertical. O movimento desejado é ilustrado
na Figura 17.

Figura 17 – Movimento desejado do pêndulo.
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Fonte: autor.

Conforme Peruzzi (2005, p. 171 e 172), as coordenadas cartesianas (𝑧1(𝑡), 𝑧2(𝑡)) do
movimento da massa do pêndulo, no instante 𝑡, é dada por

𝑧1(𝑡) = 𝑙 sin(𝜃(𝑡)), 𝑧2(𝑡) = −𝑙 cos(𝜃(𝑡)) − 𝐴 cos(𝜔𝑡),

sendo 𝜃(𝑡) a posição angular que o pêndulo faz com o eixo vertical. A solução desejada
escolhida foi 𝑦1(𝑡) = sin(𝑡), ou seja,

𝑦(𝑡) = [ 𝑦1(𝑡) 𝑦̇1(𝑡) ]′ = [ sin(𝑡) cos(𝑡) ]′.

A lei de controle 𝑢(𝑡) é dada por

𝑢(𝑡) = 𝑢𝑓 (𝑡) + 𝑢𝑏(𝑡),

sendo 𝑢𝑓 (𝑡) a parcela feedforward e 𝑢𝑏(𝑡) a parcela feedback do controlador que devem ser
determinadas. Conforme a equação (82), a parcela feedforward é dada por

𝑢𝑓 (𝑡) = 𝑦̇(𝑡) − 𝑓(𝑡, 𝑦)
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=
⎡⎣ cos(𝑡)

− sin(𝑡)

⎤⎦−

⎡⎣ cos(𝑡)
−𝛽 cos(𝑡) − (𝑞 cos(𝜔𝑡) + 𝜈) sin(sin(𝑡))

⎤⎦
=
⎡⎣ 0

− sin(𝑡) + 𝛽 cos(𝑡) + (𝑞 cos(𝜔𝑡) + 𝜈) sin(sin(𝑡))

⎤⎦ . (88)

Substituindo (88) em (87) e considerando 𝑒(𝑡) = 𝑥(𝑡) − 𝑦(𝑡) obtém-se a equação
do erro dinâmico entre a trajetória do sistema e a trajetória desejada, dada por

𝑒̇(𝑡) = 𝑔(𝑡, 𝑒(𝑡)) + 𝑢𝑏(𝑡), (89)

sendo 𝑔(𝑡, 𝑒(𝑡)) = 𝑓(𝑡, 𝑒(𝑡) + 𝑦(𝑡)) − 𝑓(𝑡, 𝑦(𝑡)). A linearização do sistema (89) ao redor do
ponto 𝑒 = 0 é dada por

𝐴(𝑡) =
[︃

𝜕𝑔

𝜕𝑒
(𝑡, 𝑒)

]︃
𝑒=0

=
⎡⎣ 0 1

−𝑞 cos(𝑤𝑡) − 𝜈 −𝛽

⎤⎦ .

Portanto, a equação dinâmica do sistema linearizado é dada por

𝑒̇(𝑡) =
⎡⎣ 0 1

−𝑞 cos(𝑤𝑡) − 𝜈 −𝛽

⎤⎦ 𝑒(𝑡) +
⎡⎣ 0

1

⎤⎦ 𝑣(𝑡).

O sistema linearizado é LTV e periódico de período 𝑇 = 2𝜋
𝜔

e, portanto, a técnica
descrita na Subseção 4.1.1 será usada para obter a parcela feedback do controlador.

A transformação L-F do sistema linearizado o transforma em um sistema Lyapunov
equivalente que é invariante no tempo, dado por 𝑞 = 𝑅𝑞, sendo 𝑅 a matriz dada por (22).
Para obter 𝑅, será utilizada o método descrito na Subseção 3.4.1. Primeiramente, deve-se
considerar o sistema normalização dado por

𝑒̇(𝜏) = 𝐴(𝜏)𝑒(𝜏),

sendo

𝐴(𝜏) = 𝜋𝐴(𝜋𝜏) = 𝜋

⎡⎣ 0 1
−𝑞 cos(𝑤𝜋𝜏) − 𝜈 −𝛽

⎤⎦ .

A matriz 𝐴(𝜏), da equação acima, pode ser escrita como

𝐴(𝜏) = 𝐴1 + 𝐴2 cos(𝜔𝜋𝜏),

onde

𝐴1 = 𝜋

⎡⎣ 0 1
−𝜈 −𝛽

⎤⎦ , 𝐴2 = 𝜋

⎡⎣ 0 0
−𝑞 0

⎤⎦ .

Para os cálculos numéricos foram considerados 𝑚 = 20 e 𝑝 = 40. Também, foram
considerados os seguintes parâmetros: 𝑙 = 9, 81; 𝐴 = 4, 905; 𝜔 = 2. Desta forma, segue
que 𝑞 = 2, 𝜈 = 1 e 𝛽 = 0, 2039. A matriz 𝑅 obtida é descrita a seguir

𝑅 =
⎡⎣ −0, 1339 −0, 3137

−0, 6566 −0, 0700

⎤⎦ .
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Para projetar a parcela feedback do controlador via transformação L-F, deve-se
considerar a seguinte mudança de variável

𝑞(𝑡) = 𝑄(𝑡)−1𝑒(𝑡),

e o seguinte sistema dado por

𝑞(𝑡) = 𝑅𝑞(𝑡) + 𝑄(𝑡)−1𝐵𝑣(𝑡),

sendo 𝐵 = [ 0 1 ]′. Uma vez que a matriz que multiplica o controlador 𝑣(𝑡) no sistema
acima é variante no tempo (𝑄(𝑡)−1𝐵), deve-se construir um sistema auxiliar cuja matriz
que multiplica o controlador seja invariante. Considere o seguinte sistema

˙̄𝑞 = 𝑅𝑞 + 𝐵0𝑣(𝑡),

sendo 𝑣(𝑡) = 𝐹0𝑞(𝑡) e 𝐵0 uma matriz constante de posto completo tal que o par [𝑅, 𝐵0]
seja controlável. A matriz 𝐵0 escolhida foi

𝐵0 = [ 1 1 ]′.

O ganho 𝐹0 do controlador foi obtido por meio da técnica de alocação de polos,
cujos os polos desejáveis escolhidos foram −0, 8 e −1, 4. O ganho obtido foi

𝐹0 = [ −8, 46 6, 46 ].

Portanto, conforme a equação (64) a lei de controle 𝑣(𝑡) é dada por

𝑣(𝑡) = 𝐵*𝑄(𝑡)𝐵0𝐹0𝑄(𝑡)−1(𝑥(𝑡) − 𝑦(𝑡)),

sendo 𝐵* a inversa generalizada da matriz 𝐵.

A seguir são apresentados os gráficos obtidos na simulação utilizando o pacote
ode45 do MATLABr. Foi escolhido 𝑥0 = [ −1 2 ]′ como condição inicial.

A Figura 18 exibe o comportamento dos estados do sistema sem controle. Perceba
que os estados tende a divergir da origem. A Figura 19 exibe o Plano de Fase do sistema
sem controle.

Figura 18 – Comportamento dos estados do Pêndulo sem controle.
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Fonte: autor.
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Figura 19 – Plano de Fase do Pêndulo sem controle.
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Fonte: autor.

A Figura 20 exibe o comportamento da massa do pêndulo no plano cartesiano.
Perceba o comportamento oscilatório da massa do Pêndulo.

Figura 20 – Deslocamento da massa do Pêndulo sem controle, no eixo cartesiano.
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Fonte: autor.

A Figura 21 exibe o comportamento das variáveis de estado controladas, conside-
rando que a órbita desejada é o ponto de equilíbrio, ou seja, [ 𝑦1(𝑡) 𝑦2(𝑡) ]′ = [ 0 0 ]′.
Neste caso, a parcela feedforward será nula. Ainda na Figura 21, observe que o tempo de
transitório foi de aproximadamente 7 segundos, mostrando assim a eficiência da técnica
de controle.

Figura 21 – Controle ponto de equilíbrio: comportamento dos estados 𝑥1(𝑡) e 𝑥2(𝑡) do
Pêndulo controlado.
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Fonte: autor.
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Figura 22 – Controle ponto de equilíbrio: Plano de Fase do Pêndulo controlado.
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Fonte: autor.

A Figura 23 exibe o deslocamento da massa do Pêndulo controlado. Observe que, a
partir de um certo instante, a massa do Pêndulo para de oscilar horizontalmente, sofrendo
apenas oscilações verticais por conta da excitação do suporte.

Figura 23 – Controle ponto de equilíbrio: Deslocamento da massa do Pêndulo contro-
lado, no eixo cartesiano.
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Fonte: autor.

A Figura 24 exibe o comportamento do sinal de controle 𝑣(𝑡) ao longo do tempo.
O controlador atua nos primeiros 5 segundos. Além disso, o controlador atua de forma
suave com amplitude máxima de aproximadamente 30 unidades de medida, em módulo.

Figura 24 – Controle ponto de equilíbrio: Sinal de controle 𝑣(𝑡).
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Fonte: autor.

A seguir, são apresentados os gráficos do sistema controlado, considerando como
trajetória desejada [ 𝑦1(𝑡) 𝑦2(𝑡) ]′ = [ sin(𝑡) cos(𝑡) ]′. As Figuras 25 e 26 exibem o
comportamento dos estados 𝑥1(𝑡) e 𝑥2(𝑡) comparando-os com a trajetória desejada 𝑦1(𝑡) =
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sin(𝑡) e 𝑦2(𝑡) = cos(𝑡), respectivamente. Observe que a técnica de controle é eficiente para
conduzir a trajetória atual para a trajetória desejada. O tempo de assentamento foi de
aproximadamente 5 segundos em ambos os casos.

Figura 25 – Controle órbita desejada: estado 𝑥1(𝑡) do Pêndulo controlado.
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Fonte: autor.

Figura 26 – Controle órbita desejada: estado 𝑥2(𝑡) do Pêndulo controlado.
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Fonte: autor.

A Figura 27 exibe o Plano de Fase do sistema controlado. Na figura estão a tra-
jetória desejada e a trajetória do sistema. A trajetória desejada pode ser entendida como
um ciclo limite. Tomando uma condição inicial próxima de [ 0 1 ]′, a trajetória do sistema
tende ao ciclo limite e ali permanecerá.

Figura 27 – Controle órbita desejada: Plano de Fase do Pêndulo controlado. “- -” traje-
tória desejada; “–” trajetória do sistema.
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Fonte: autor.

A Figura 28 exibe o deslocamento da massa do Pêndulo no plano cartesiano.
Compare a Figura 28 com a Figura 17 do movimento desejado do Pêndulo.
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Figura 28 – Controle órbita desejada: Deslocamento da massa do Pêndulo controlado,
no plano cartesiano.
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Fonte: autor.

A Figura 29 exibe a lei de controla 𝑣(𝑡) do sistema controlado. Observe que a lei de
controle atua de forma suave e continuamente a fim de conduzir a trajetória do sistema
para a trajetória desejada. A amplitude máxima do controlador foi de 30 unidades de
medida.

Figura 29 – Controle órbita desejada: Sinal de controle 𝑣(𝑡).
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Fonte: autor.

4.2 CONTROLE FUZZY TAKAGI-SUGENO

Nesta seção vamos apresentar, de forma resumida, como obter o modele fuzzy
Takagi-Sugeno (T-S) de um sistema LTV. Para maiores detalhes o leitor pode consultar
Taniguchi et al. (2001).

Novamente, considere o sistema LTV dado por

𝑥̇(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝐵(𝑡)𝑢(𝑡), (90)

sendo 𝐴(𝑡) = [𝑎𝑖𝑗(𝑡)] ∈ R𝑛×𝑛, 𝐵(𝑡) = [𝑏𝑖𝑘(𝑡)] ∈ R𝑛×𝑚, 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛×1, 𝑢(𝑡) ∈ R𝑚×1 com
𝑎𝑖𝑗(𝑡), 𝑏𝑖𝑘(𝑡) e 𝑢(𝑡) funções limitadas e contínua e 𝐴(𝑡) uma matriz 𝑇 -periódica. Pode
ocorrer que nem todos os elementos da matriz 𝐴(𝑡) ou 𝐵(𝑡) são variantes no tempo. Seja
{𝑧1(𝑡), 𝑧2(𝑡), . . . , 𝑧𝑟(𝑡)} uma enumeração dos termos variantes das matrizes 𝐴(𝑡) e 𝐵(𝑡). O
vetor 𝑧(𝑡) dado por

𝑧(𝑡) = [ 𝑧1(𝑡) · · · 𝑧𝑟(𝑡) ]′,
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é chamado de vetor premissa. Como as componentes 𝑧𝑖(𝑡)’s são limitadas, pode-se con-
siderar os seguintes valores de máximo e mínimo dados por

𝑚𝑖 = min
𝑡≥0

{𝑧𝑖(𝑡)},

𝑀𝑖 = max
𝑡≥0

{𝑧𝑖(𝑡)},

para todo 𝑖 = 1, . . . , 𝑟. As funções 𝑧𝑖(𝑡) podem ser escritas como uma combinação convexa
de seus respectivos máximos e mínimos da seguinte forma

𝑧𝑖(𝑡) = 𝑚𝑖𝜎𝑖1 + 𝑀𝑖𝜎𝑖2, (91)

onde

𝜎𝑖1, 𝜎𝑖2 ∈ [0, 1],
𝜎𝑖1 + 𝜎𝑖2 = 1. (92)

para todo 𝑖 = 1, . . . , 𝑟. Das equações (91) e (92) seguem que

𝜎𝑖1 =𝑀𝑖 − 𝑧𝑖(𝑡)
𝑀𝑖 − 𝑚𝑖

,

𝜎𝑖2 =𝑧𝑖(𝑡) − 𝑚𝑖

𝑀𝑖 − 𝑚𝑖

.

As equações acima permitem escrever 𝑧𝑖(𝑡) como uma combinação convexa dos
seus máximos e mínimos 𝜎𝑖1 e 𝜎𝑖2, respectivamente. Entretanto, para obter o modelo
fuzzy T-S do sistema (90) é necessário escrever 𝑧𝑖(𝑡) em função de todos os 𝜎𝑖𝑗’s. Para
ilustrar tal manipulação podemos considerar, sem perda de generalidade que, 𝐵 ∈ R3×1 e
𝐴(𝑡) = [𝑎𝑖𝑗(𝑡)]3×3 ∈ R3×3. Além disso, assuma que o termos variantes da matriz 𝐴(𝑡) são
𝑎11(𝑡), 𝑎12(𝑡), e 𝑎33(𝑡). Considere 𝑧(𝑡) = [ 𝑧1(𝑡) 𝑧2(𝑡) 𝑧3(𝑡) ]′, onde 𝑧1(𝑡) = 𝑎11(𝑡), 𝑧2(𝑡) =
𝑎12(𝑡), e 𝑧3(𝑡) = 𝑎33(𝑡). Assim

𝑧1 = (𝑚1𝜎11 + 𝑀1𝜎12)(𝜎21 + 𝜎22)(𝜎31 + 𝜎32)
= 𝑚1𝜎11𝜎21𝜎31 + 𝑚1𝜎11𝜎21𝜎32 + 𝑚1𝜎11𝜎22𝜎31 + 𝑚1𝜎11𝜎22𝜎32 + 𝑀1𝜎12𝜎21𝜎31

+ 𝑀1𝜎12𝜎21𝜎32 + 𝑀1𝜎12𝜎22𝜎31 + 𝑀1𝜎12𝜎22𝜎32.

Similarmente, pode-se mostrar que

𝑧2 = 𝑚2𝜎11𝜎21𝜎31 + 𝑚2𝜎11𝜎21𝜎32 + 𝑀2𝜎11𝜎22𝜎31 + 𝑀2𝜎11𝜎22𝜎32 + 𝑚2𝜎12𝜎21𝜎31

+ 𝑚2𝜎12𝜎21𝜎32 + 𝑀2𝜎12𝜎22𝜎31 + 𝑀2𝜎12𝜎22𝜎32,

𝑧3 = 𝑚3𝜎11𝜎21𝜎31 + 𝑀3𝜎11𝜎21𝜎32 + 𝑚3𝜎11𝜎22𝜎31 + 𝑀3𝜎11𝜎22𝜎32 + 𝑚3𝜎12𝜎21𝜎31

+ 𝑀3𝜎12𝜎21𝜎32 + 𝑚3𝜎12𝜎22𝜎31 + 𝑀3𝜎12𝜎22𝜎32.
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Defina as seguintes funções 𝛼1, . . . , 𝛼8 dadas por

𝛼1 = 𝜎11𝜎21𝜎31; 𝛼2 = 𝜎11𝜎21𝜎32; 𝛼3 = 𝜎11𝜎22𝜎31; 𝛼4 = 𝜎11𝜎22𝜎32;
𝛼5 = 𝜎12𝜎21𝜎31; 𝛼6 = 𝜎12𝜎21𝜎32; 𝛼7 = 𝜎12𝜎22𝜎31; 𝛼8 = 𝜎12𝜎22𝜎32.

Pode-se mostrar que

𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼6 + 𝛼7 + 𝛼8 = 1.

As funções 𝑧𝑖’s podem ser escritas como

𝑧1 = 𝑚1𝛼1 + 𝑚1𝛼2 + 𝑚1𝛼3 + 𝑚1𝛼4 + 𝑀1𝛼5 + 𝑀1𝛼6 + 𝑀1𝛼7 + 𝑀1𝛼8 (93)
𝑧2 = 𝑚2𝛼1 + 𝑚2𝛼2 + 𝑀2𝛼3 + 𝑀2𝛼4 + 𝑚2𝛼5 + 𝑚2𝛼6 + 𝑀2𝛼7 + 𝑀2𝛼8 (94)
𝑧3 = 𝑚3𝛼1 + 𝑀3𝛼2 + 𝑚3𝛼3 + 𝑀3𝛼4 + 𝑚3𝛼5 + 𝑀3𝛼6 + 𝑚3𝛼7 + 𝑀3𝛼8. (95)

Substituindo as equações (93)-(95) em (90) obtemos o modelo fuzzy T-S dado por

𝑥̇(𝑡) =
(︃ 8∑︁

𝑖=1
𝛼𝑖𝐴𝑖

)︃
𝑥(𝑡) +

(︃ 8∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝐵𝑖

)︃
𝑢(𝑡),

onde

𝐴1 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑚1 𝑚2 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑚3

⎤⎥⎥⎥⎦ , 𝐴2 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑚1 𝑚2 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑀3

⎤⎥⎥⎥⎦ , 𝐴3 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑚1 𝑀2 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑚3

⎤⎥⎥⎥⎦ ,

𝐴4 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑚1 𝑀2 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑀3

⎤⎥⎥⎥⎦ , 𝐴5 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑀1 𝑚2 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑚3

⎤⎥⎥⎥⎦ , 𝐴6 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑀1 𝑚2 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑀3

⎤⎥⎥⎥⎦ ,

𝐴7 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑀1 𝑀2 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑚3

⎤⎥⎥⎥⎦ , 𝐴8 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑀1 𝑀2 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑀3

⎤⎥⎥⎥⎦ , 𝐵𝑖 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑏11

𝑏21

𝑏31

⎤⎥⎥⎥⎦ , para 𝑖 = 1, 2, . . . , 8.

O par (𝐴𝑖, 𝐵𝑖) é chamado de modelo local fuzzy . De uma forma geral, o modelo
fuzzy T-S é descrito por

𝑥̇(𝑡) =
(︃

𝑁∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝐴𝑖

)︃
𝑥(𝑡) +

(︃
𝑁∑︁

𝑖=1
𝛼𝑖𝐵𝑖

)︃
𝑢(𝑡), (96)

onde 𝑁 = 2𝑟, e 𝑟 é o número de termos variantes que aparecem nas matrizes 𝐴(𝑡) e 𝐵(𝑡)
do sistema. As funções 𝛼1(𝑧(𝑡)), . . . , 𝛼8(𝑧(𝑡)) são chamadas de funções de pertinência
e satisfazem as seguintes relações:

𝛼𝑖(𝑧(𝑡)) ≥ 0, ∀ 𝑖 = 1, . . . , 𝑁, (97)
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𝑁∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖(𝑧(𝑡)) = 1. (98)

Obtido o modelo fuzzy T-S de um sistema LTV, vamos tratar de obter uma lei de
controle 𝑢(𝑡) que estabilize assintoticamente o sistema (96). Considere 𝑢(𝑡) dada por

𝑢(𝑡) = −
𝑁∑︁

𝑗=1
𝛼𝑗(𝑧(𝑡))𝐹𝑗𝑥(𝑡). (99)

O sistema em malha fechada é dado por

𝑥̇(𝑡) =
𝑁∑︁

𝑖=1
𝛼𝑖(𝑧(𝑡))𝐴𝑖𝑥(𝑡) +

𝑁∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖(𝑧(𝑡))𝐵𝑖

⎛⎝−
𝑁∑︁

𝑗=1
𝛼𝑗(𝑧(𝑡))𝐹𝑗𝑥(𝑡)

⎞⎠
=

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑖(𝑧(𝑡))𝛼𝑗(𝑧(𝑡))(𝐴𝑖 − 𝐵𝑖𝐹𝑗)𝑥(𝑡). (100)

Se definirmos 𝐺𝑖𝑗 = 𝐴𝑖 − 𝐵𝑖𝐹𝑗 temos que

𝑥̇(𝑡) =
𝑁∑︁

𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑖(𝑧(𝑡))𝛼𝑗(𝑧(𝑡))𝐺𝑖𝑗𝑥(𝑡). (101)

Os ganhos 𝐹1, . . . , 𝐹𝑛 devem ser determinados tais que o sistema realimentado
(101) seja assintoticamente estável.

4.2.1 Condições de Estabilidade

O lema a seguir será utilizado para obter uma condição de estabilidade para o
sistema realimentados dado por (101).

Lema 5. Seja 𝑁 um número natural maior ou igual do que 2. Então
𝑁∑︁

𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑖𝛼𝑗𝐺𝑖𝑗 =
𝑁∑︁

𝑖=1
𝛼2

𝑖 𝐺𝑖𝑖 + 2
𝑁∑︁

𝑖<𝑗

𝛼𝑖𝛼𝑗

(︂
𝐺𝑖𝑗 + 𝐺𝑗𝑖

2

)︂
,

onde
𝑁∑︁

𝑖<𝑗

𝛼𝑖𝛼𝑗

(︂
𝐺𝑖𝑗 + 𝐺𝑗𝑖

2

)︂
=

𝑁−1∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=𝑖+1

𝛼𝑖𝛼𝑗

(︂
𝐺𝑖𝑗 + 𝐺𝑗𝑖

2

)︂
.

Demonstração. Para simplificar a notação será usado a notação Δ𝑖𝑗 = 𝛼𝑖𝛼𝑗

(︁
𝐺𝑖𝑗+𝐺𝑗𝑖

2

)︁
.

Observe que Δ𝑖𝑖 = 𝛼2
𝑖 𝐺𝑖𝑖 e Δ𝑖𝑗 = Δ𝑖𝑗. Assim, deve-se mostrar que

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1

Δ𝑖𝑗 =
𝑁∑︁

𝑖=1
Δ𝑖𝑖 + 2

𝑁∑︁
𝑖<𝑗

Δ𝑖𝑗.

A prova será feita por indução sobre 𝑁 . O resultado é válido para 𝑁 = 2, pois
2∑︁

𝑖=1

2∑︁
𝑗=1

Δ𝑖𝑗 = Δ11 + Δ12 + Δ21 + Δ22 =
2∑︁

𝑖=1
Δ𝑖𝑖 + 2

2∑︁
𝑖<𝑗

Δ𝑖𝑗.
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Agora, será mostrado que se o resultado é válido para 𝑁 ≥ 2 qualquer, então o resultado
é válido também para 𝑁 + 1. De fato, segue que

𝑁+1∑︁
𝑖=1

𝑁+1∑︁
𝑗=1

Δ𝑖𝑗 =
𝑁∑︁

𝑖=1

𝑁+1∑︁
𝑖=1

Δ𝑖𝑗 +
𝑁+1∑︁
𝑗=1

Δ𝑁+1,𝑗

=
𝑁∑︁

𝑖=1

𝑁∑︁
𝑖=1

Δ𝑖𝑗 +
𝑁∑︁

𝑖=1
Δ𝑖,𝑁+1 +

𝑁∑︁
𝑗=1

Δ𝑁+1,𝑗 + Δ𝑁+1,𝑁+1

=
𝑁∑︁

𝑖=1

𝑁∑︁
𝑖=1

Δ𝑖𝑗 +
𝑁∑︁

𝑖=1
Δ𝑖,𝑁+1 +

𝑁∑︁
𝑖=1

Δ𝑖,𝑁+1 + Δ𝑁+1,𝑁+1

=
𝑁∑︁

𝑖=1

𝑁∑︁
𝑖=1

Δ𝑖𝑗 + 2
𝑁∑︁

𝑖=1
Δ𝑖,𝑁+1 + Δ𝑁+1,𝑁+1.

Aplicando a hipótese de indução na primeira parcela da equação acima segue que

𝑁+1∑︁
𝑖=1

𝑁+1∑︁
𝑗=1

Δ𝑖𝑗 =
𝑁∑︁

𝑖=1
Δ𝑖𝑖 + 2

𝑁−1∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=𝑖+1

Δ𝑖𝑗 + 2
𝑁∑︁

𝑖=1
Δ𝑖,𝑁+1 + Δ𝑁+1,𝑁+1

=
𝑁+1∑︁
𝑖=1

Δ𝑖𝑖 + 2
⎛⎝𝑁−1∑︁

𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=𝑖+1

Δ𝑖𝑗 +
𝑁∑︁

𝑖=1
Δ𝑖,𝑁+1

⎞⎠ . (102)

⏟  ⏞  
= Ω𝑖𝑗

Observe que

Ω𝑖𝑗 =
⎛⎝ 𝑁∑︁

𝑗=2
Δ1𝑗 +

𝑁∑︁
𝑗=3

Δ2𝑗 + · · · + Δ𝑁−1,𝑁

⎞⎠+
𝑁∑︁

𝑖=1
Δ𝑖,𝑁+1

=
⎛⎝ 𝑁∑︁

𝑗=2
Δ1𝑗 + Δ1,𝑁+1

⎞⎠+
⎛⎝ 𝑁∑︁

𝑗=3
Δ2𝑗 + Δ2,𝑁+1

⎞⎠+ · · · +(Δ𝑁−1,𝑁 + Δ𝑁−1,𝑁+1) + Δ𝑁,𝑁+1

=
𝑁+1∑︁
𝑗=2

Δ1𝑗 +
𝑁+1∑︁
𝑗=3

Δ2𝑗 + · · · +
𝑁+1∑︁
𝑗=𝑁

Δ𝑁−1,𝑗 + Δ𝑁,𝑁+1

=
𝑁∑︁

𝑖=1

𝑁+1∑︁
𝑗=𝑖+1

Δ𝑖𝑗 =
𝑁+1∑︁
𝑖<𝑗

Δ𝑖𝑗. (103)

Substituindo (103) em (102) segue que

𝑁+1∑︁
𝑖=1

𝑁+1∑︁
𝑗=1

Δ𝑖𝑗 =
𝑁+1∑︁
𝑖=1

Δ𝑖𝑖 + 2
𝑁+1∑︁
𝑖<𝑗

Δ𝑖𝑗,

como desejado.

Corolário 2. O sistema realimentado (101) pode ser reescrito como

𝑥̇(𝑡) =
⎡⎣ 𝑁∑︁

𝑖=1
𝛼2

𝑖 𝐺𝑖𝑖 + 2
𝑁∑︁

𝑖<𝑗

𝛼𝑖𝛼𝑗

(︂
𝐺𝑖𝑗 + 𝐺𝑗𝑖

2

)︂⎤⎦𝑥(𝑡). (104)
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Observação 2. A demonstração do Lema 5 independe das matrizes 𝐺𝑖𝑗. Assim, esco-
lhendo 𝐺𝑖𝑗 = 1, para todo 𝑖, 𝑗 segue que

1 =
(︃

𝑁∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖

)︃⎛⎝ 𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗

⎞⎠ =
𝑁∑︁

𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑖𝛼𝑗 =
𝑁∑︁

𝑖=1
𝛼2

𝑖 + 2
𝑁∑︁

𝑖<𝑗

𝛼𝑖𝛼𝑗. (105)

Lema 6. Sejam Θ e Γ dadas por

Θ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
Θ11 Θ12 · · · Θ1𝑁

Θ21 Θ22 · · · Θ2𝑁

... ... . . . ...
Θ𝑁1 Θ𝑁2 · · · Θ𝑁𝑁

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , Γ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝛼1𝑥

𝛼2𝑥
...

𝛼𝑁𝑥

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

onde Θ𝑖𝑗 ∈ R𝑛×𝑛 e 𝑥 ∈ R𝑛. Então

Γ′ΘΓ =
∑︁

𝑖

𝛼2
𝑖 𝑥′Θ𝑖𝑖𝑥 + 2

∑︁
𝑖<𝑗

𝛼𝑖𝛼𝑗𝑥
′
(︃

Θ𝑖𝑗 + Θ𝑗𝑖

2

)︃
𝑥. (106)

Demonstração. Utilizando o Lema 5 decorre que

Γ′ΘΓ =[𝛼1𝑥
′ 𝛼2𝑥

′ · · · 𝛼𝑁𝑥′]

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
Θ11 Θ12 · · · Θ1𝑁

Θ21 Θ22 · · · Θ2𝑁

... ... . . . ...
Θ𝑁1 Θ𝑁2 · · · Θ𝑁𝑁

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝛼1𝑥

𝛼2𝑥
...

𝛼𝑁𝑥

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=
[︃∑︁

𝑖

𝛼𝑖𝑥
′Θ𝑖1

∑︁
𝑖

𝛼𝑖𝑥
′Θ𝑖2 · · ·

∑︁
𝑖

𝛼𝑖𝑥
′Θ𝑖𝑁

]︃
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝛼1𝑥

𝛼2𝑥
...

𝛼𝑁𝑥

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
∑︁

𝑗

(︃∑︁
𝑖

𝛼𝑖𝑥
′Θ𝑖𝑗

)︃
𝛼𝑗𝑥 =

∑︁
𝑖

∑︁
𝑗

𝛼𝑖𝛼𝑗𝑥
′Θ𝑖𝑗𝑥

=
𝑁∑︁

𝑖=1
𝛼2

𝑖 𝑥′Θ𝑖𝑖𝑥 + 2
𝑁∑︁

𝑖<𝑗

𝛼𝑖𝛼𝑗𝑥
′
(︃

Θ𝑖𝑗 + Θ𝑗𝑖

2

)︃
𝑥,

como desejado.

No lema acima, observe que se Θ𝑖𝑗 = Θ𝑗𝑖, então a igualdade se resume a

Γ′ΘΓ =
𝑁∑︁

𝑖=1
𝛼2

𝑖 𝑥′Θ𝑖𝑖𝑥 + 2
𝑁∑︁

𝑖<𝑗

𝛼𝑖𝛼𝑗𝑥
′Θ𝑖𝑗𝑥.

O próximo teorema apresenta uma condição suficiente para estabilidade do sistema
realimentado (101).
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Teorema 17. (KIM; LEE, 2000) O ponto de equilíbrio 𝑥* = 0 do sistema (101) é assin-
toticamente estável se existirem matrizes simétricas 𝑃 e 𝑋𝑖𝑗 tais que

𝑃 > 0, (107)
Λ′

𝑖𝑖𝑃 + 𝑃Λ𝑖𝑖 + 𝑋𝑖𝑖 < 0, 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑁, (108)
Λ′

𝑖𝑗𝑃 + 𝑃Λ𝑖𝑗 + 𝑋𝑖𝑗 ≤ 0, 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑁, (109)

̃︁𝑋 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑋11 𝑋12 · · · 𝑋1𝑁

𝑋12 𝑋22 · · · 𝑋2𝑁

... ... . . . ...
𝑋1𝑁 𝑋2𝑁 · · · 𝑋𝑁𝑁

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ > 0, (110)

sendo Λ𝑖𝑗 = 𝐺𝑖𝑗+𝐺𝑗𝑖

2 .

Demonstração. Considere a candidata a função de Lyapunov 𝑉 (𝑥) = 𝑥′𝑃𝑥. É sabido que
o sistema (101) é assintoticamente estável se 𝑉 (𝑥) for definida positiva e 𝑉̇ (𝑥) for negativa
definida (SLOTINE; LI, 1991). Como 𝑃 > 0 segue que 𝑉 > 0. Além disso, considerando
o Corolário 2, Λ𝑖𝑗 = 𝐺𝑖𝑗+𝐺𝑗𝑖

2 e o Lema 6, a derivada de 𝑉 é dada por

𝑉̇ (𝑥) = 𝑥̇′𝑃𝑥 + 𝑥′𝑃𝑥̇

=
⎛⎝∑︁

𝑖

𝛼2
𝑖 Λ𝑖𝑖𝑥 + 2

∑︁
𝑖<𝑗

𝛼𝑖𝛼𝑗Λ𝑖𝑗𝑥

⎞⎠′

𝑃𝑥 + 𝑥′𝑃

⎛⎝∑︁
𝑖

𝛼𝑖Λ𝑖𝑖𝑥 + 2
∑︁
𝑖<𝑗

𝛼𝑖𝛼𝑗Λ𝑖𝑗𝑥

⎞⎠
=
⎛⎝∑︁

𝑖

𝛼2
𝑖 𝑥′Λ′

𝑖𝑖 + 2
∑︁
𝑖<𝑗

𝛼𝑖𝛼𝑗𝑥
′Λ′

𝑖𝑗

⎞⎠𝑃𝑥 + 𝑥′𝑃

⎛⎝∑︁
𝑖

𝛼𝑖Λ𝑖𝑖𝑥 + 2
∑︁
𝑖<𝑗

𝛼𝑖𝛼𝑗Λ𝑖𝑗𝑥

⎞⎠
=
∑︁

𝑖

𝛼2
𝑖 𝑥′(Λ′

𝑖𝑖𝑃 + 𝑃Λ𝑖𝑖)𝑥 + 2
∑︁
𝑖<𝑗

𝛼𝑖𝛼𝑗𝑥
′(Λ′

𝑖𝑗𝑃 + 𝑃Λ𝑖𝑗)𝑥

≤
∑︁

𝑖

𝛼2
𝑖 𝑥′(−𝑋𝑖𝑖)𝑥 + 2

∑︁
𝑖<𝑗

𝛼𝑖𝛼𝑗𝑥
′(−𝑋𝑖𝑗)𝑥

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝛼1𝑥

𝛼2𝑥
...

𝛼𝑁𝑥

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

′ ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−𝑋11 −𝑋12 · · · −𝑋1𝑁

−𝑋12 −𝑋22 · · · −𝑋2𝑁

... ... . . . ...
−𝑋1𝑁 −𝑋2𝑁 · · · −𝑋𝑁𝑁

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝛼1𝑥

𝛼2𝑥
...

𝛼𝑁𝑥

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ < 0, se 𝑥 ̸= 0.

Portanto, 𝑉 é uma função de Lyapunov, como desejado.

O conceito de matrizes congruentes é muito utilizado em desigualdades matriciais
lineares a fim de obter uma desigualdade equivalente aquela que se deseja demonstrar,
por isso será definido a seguir.

Definição 6. Duas matrizes 𝐷 e 𝑈 são congruentes se existir uma matriz 𝐻 não
singular tal que 𝐷 = 𝐻 ′𝑈𝐻.

Uma propriedade de matrizes congruentes bastante utilizada é enunciada a seguir.
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Lema 7. (Transformação de Congruência) Se 𝐷 e 𝑈 são congruentes então 𝐷 > 0 se e
somente se 𝑈 > 0.

Demonstração. Suponha que 𝐷 > 0. Como 𝐷 e 𝑈 são congruentes existe 𝐻 não singular
tal que 𝑈 = 𝐻 ′𝐷𝐻. Dado 𝑥 ̸= 0, como 𝐻 é não singular deve existir 𝑦 ̸= 0 tal que
𝑦 = 𝐻𝑥. Assim,

𝑥′𝑈𝑥 = 𝑥′𝐻 ′𝐷𝐻𝑥 = (𝐻𝑥)′𝐷(𝐻𝑥) = 𝑦′𝐷𝑦 > 0.

Pela arbitrariedade do 𝑥 segue que 𝑈 > 0. A recíproca se demonstra de forma análoga.

Observação 3. (𝑎) se 𝑈 e 𝐷 são congruentes então 𝑈 < 0 se e somente se 𝐷 < 0; (𝑏)
se 𝑈 é não singular e 𝑈 é simétrica então 𝑈−1 é simétrica.

A seguir serão apresentadas condições LMIs (do inglês, Linear Matrix Inequalities)
equivalentes as condições do Teorema 17.

Corolário 3. (Condições LMIs) O ponto de equilíbrio 𝑥* = 0 do sistema (101) é assin-
toticamente estável se existirem matrizes simétricas 𝑊 e 𝑌𝑖𝑗’s e matrizes 𝑀𝑖’s e 𝑋 tais
que

𝑊 > 0, (111)
𝑊𝐴′

𝑖 + 𝐴𝑖𝑊 − 𝑀 ′
𝑖𝐵

′
𝑖 − 𝐵𝑖𝑀𝑖 + 𝑌𝑖𝑖 < 0, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁, (112)

𝑊𝐴′
𝑖 + 𝐴𝑖𝑊 + 𝑊𝐴′

𝑗 + 𝐴𝑗𝑊 − 𝑀 ′
𝑗𝐵

′
𝑖

−𝐵𝑖𝑀𝑗 − 𝑀 ′
𝑖𝐵

′
𝑗 − 𝐵𝑗𝑀𝑖 + 2𝑌𝑖𝑗 ≤ 0, 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑁, (113)

̃︀𝑌 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑌11 𝑌12 · · · 𝑌1𝑁

𝑌12 𝑌22 · · · 𝑌2𝑁

... ... . . . ...
𝑌1𝑁 𝑌2𝑁 · · · 𝑌𝑁𝑁

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ > 0, (114)

Neste caso, 𝑃 = 𝑊 −1 e 𝐹𝑖 = 𝑀𝑖𝑊
−1 é o 𝑖-ésimo ganho do controlador.

Demonstração. O resultado estará provado se demonstrado que (107) é equivalente a
(111), (108) é equivalente a (112), (109) é equivalente a (113), e (110) é equivalente a
(114). Considerando 𝑃 = 𝑊 −1, claramente (107) é equivalente a (111). Utilizando o
Lema 7 e a Observação 3 decorre que

Λ′
𝑖𝑖𝑃 + 𝑃Λ𝑖𝑖 + 𝑋𝑖𝑖 < 0 ⇔ 𝐺′

𝑖𝑖𝑃 + 𝑃𝐺𝑖𝑖 + 𝑋𝑖𝑖 < 0
⇔ (𝐴𝑖 − 𝐵𝑖𝐹𝑖)′𝑃 + 𝑃 (𝐴𝑖 − 𝐵𝑖𝐹𝑖) + 𝑋𝑖𝑖 < 0
⇔ 𝐴′

𝑖𝑃 − 𝐹 ′
𝑖 𝐵

′
𝑖𝑃 + 𝑃𝐴𝑖 − 𝑃𝐵𝑖𝐹𝑖 + 𝑋𝑖𝑖 < 0

⇔ 𝑃 −1(𝐴′
𝑖𝑃 − 𝐹 ′

𝑖 𝐵
′
𝑖𝑃 + 𝑃𝐴 − 𝑃𝐵𝑖𝐹𝑖 + 𝑋𝑖𝑖)𝑃 −1 < 0

⇔ 𝑃 −1𝐴𝑖 − (𝐹𝑖𝑃 )′𝐵′
𝑖 + 𝐴𝑖𝑃

−1 − 𝐵𝑖(𝐹𝑖𝑃
−1) + 𝑃 −1𝑋𝑖𝑖𝑃

−1 < 0
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⇔ 𝑊𝐴′
𝑖 − 𝑀 ′

𝑖𝐵
′
𝑖 + 𝐴𝑖𝑊 − 𝐵𝑖𝑀𝑖 + 𝑌𝑖𝑖 < 0, ∀ 𝑖 = 1, . . . 𝑁,

sendo 𝑌𝑖𝑖 = 𝑃 −1𝑋𝑖𝑖𝑃
−1 e, portanto, (108) é equivalente a (112). Analogamente,

Λ′
𝑖𝑗𝑃 + 𝑃Λ𝑖𝑗 + 𝑋𝑖𝑗 ⇔

(︂
𝐺𝑖𝑗 + 𝐺𝑗𝑖

2

)︂′
𝑃 + 𝑃

(︂
𝐺𝑖𝑗 + 𝐺𝑗𝑖

2

)︂
+ 𝑋𝑖𝑗 ≤ 0

⇔ 𝐺′
𝑖𝑗𝑃 + 𝐺′

𝑗𝑖𝑃 + 𝑃𝐺𝑖𝑗 + 𝑃𝐺𝑗𝑖 + 2𝑋𝑖𝑗 ≤ 0
⇔ (𝐴𝑖 − 𝐵𝑖𝐹𝑗)′𝑃 + (𝐴𝑗 − 𝐵𝑗𝐹𝑖)′𝑃 + 𝑃 (𝐴𝑖 − 𝐵𝑖𝐹𝑗) + 𝑃 (𝐴𝑗 − 𝐵𝑗𝐹𝑖) + 2𝑋𝑖𝑗 ≤ 0
⇔ 𝐴′

𝑖𝑃 − 𝐹 ′
𝑗𝐵

′
𝑖𝑃 + 𝐴′

𝑗𝑃 − 𝐹 ′
𝑖 𝐵

′
𝑗𝑃 + 𝑃𝐴𝑖 − 𝑃𝐵𝑖𝐹𝑗 + 𝑃𝐴𝑗 − 𝑃𝐵𝑗𝐹𝑖 + 2𝑋𝑖𝑗 ≤ 0

⇔ 𝑃 −1(𝐴′
𝑖𝑃 − 𝐹 ′

𝑗𝐵
′
𝑖𝑃 + 𝐴′

𝑗𝑃 − 𝐹 ′
𝑖 𝐵

′
𝑗𝑃 + 𝑃𝐴𝑖 − 𝑃𝐵𝑖𝐹𝑗 + 𝑃𝐴𝑗 − 𝑃𝐵𝑗𝐹𝑖 + 2𝑋𝑖𝑗)𝑃 −1 ≤ 0

⇔ 𝑃 −1𝐴′
𝑖 − (𝐹𝑗𝑃

−1)′𝐵′
𝑖 + 𝑃 −1𝐴′

𝑗 − (𝐹𝑖𝑃
−1)′𝐵′

𝑗 + 𝐴𝑖𝑃
−1 − 𝐵𝑖𝐹𝑗𝑃

−1 + 𝐴𝑗𝑃
−1

− 𝐵𝑗𝐹𝑖𝑃
−1 + 2𝑃 −1𝑋𝑖𝑗𝑃

−1 ≤ 0
⇔ 𝑊𝐴′

𝑖 − 𝑀 ′
𝑗𝐵

′
𝑖 + 𝑊𝐴′

𝑗 − 𝑀 ′
𝑖𝐵

′
𝑗 + 𝐴𝑖𝑊 − 𝐵𝑖𝑀𝑗 + 𝐴𝑗𝑊 − 𝐵𝑗𝑀𝑖 + 2𝑌𝑖𝑗 ≤ 0,

para todo 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑁 , ou seja, (109) é equivalente a (113) como desejado. Por fim, para
verificar que (110) é equivalente a (114) basta observar que ̃︀𝑌 é obtida de ̃︁𝑋 pré e pós
multiplicando ̃︁𝑋 pela matriz diagonal em blocos dada por diag(𝑊, 𝑊, . . . , 𝑊 ).

4.2.2 Taxa de Decaimento e Restrições de Entrada

Considere o sistema LTV dado a seguir

𝑥̇(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡).

A taxa de decaimento do sistema acima é definida como o maior escalar 𝛽 > 0 tal que

||𝑥(𝑡)|| ≤ 𝐶𝑒−𝛽𝑡||𝑥(0)||, (115)

para toda trajetória 𝑥(𝑡), sendo 𝐶 uma constante positiva. Em (115) observe que quanto
maior for a taxa de decaimento, mais rápido ||𝑥(𝑡)|| converge a zero e, consequentemente,
mais rápido o vetor de estados 𝑥(𝑡) converge a origem.

A seguir, será usada a função quadrática de Lyapunov para obter um limitante
inferior para a taxa de decaimento.

Teorema 18. Seja 𝛽 > 0. Se a seguinte desigualdade for verificada

𝑉̇ (𝑥(𝑡)) ≤ −2𝛽𝑉 (𝑥(𝑡)), (116)

para toda trajetória 𝑥(𝑡), então a taxa de decaimento é, no mínimo, 𝛽.

Observe que se a desigualdade (116) for verificada então o sistema é assintotica-
mente estável, pois 𝑉̇ (𝑥(𝑡)) ≤ −2𝛽𝑉 (𝑥(𝑡)) < 0.

Antes de fazer a prova do Teorema 18 será necessário enunciar os lemas a seguir.
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Lema 8. Se a desigualdade (116) for verificada, então

𝑉 (𝑥(𝑡)) ≤ 𝑉 (𝑥(0))𝑒−2𝛽𝑡. (117)

Demonstração. De fato, considere 𝑓(𝑡) = 𝑉̇ (𝑥(𝑡)) + 2𝛽𝑉 (𝑥(𝑡)). Observe que 𝑓(𝑡) ≤ 0,
para todo 𝑡 ≥ 0. Considerando 𝑦(𝑡) = 𝑉 (𝑥(𝑡)) temos a seguinte EDO:

𝑦̇(𝑡) + 2𝛽𝑦(𝑡) = 𝑓(𝑡). (118)

É conhecido que a solução da EDO acima é dada por

𝑦(𝑡) = 𝑒−
∫︀ 𝑡

0 2𝛽𝑑𝜏
(︂∫︁ 𝑡

0
𝑓(𝜏)𝑒

∫︀ 𝑡

0 2𝛽𝑑𝜏 𝑑𝜏 + 𝐶
)︂

. (119)

Como 𝑓(𝜏) ≤ 0 segue que 𝑓(𝜏)𝑒
∫︀ 𝑡

0 2𝛽𝑑𝜏 ≤ 0 e, portanto,
∫︀ 𝑡

0 𝑓(𝜏)𝑒
∫︀ 𝑡

0 2𝛽𝑑𝜏 𝑑𝜏 ≤ 0. Portanto, de
(119) segue que 𝑦(𝑡) ≤ 𝐶𝑒−2𝛽𝑡, ou seja 𝑉 (𝑥(𝑡)) ≤ 𝐶𝑒−2𝛽𝑡. Fazendo 𝑡 = 0 em (119) decorre
que 𝐶 = 𝑉 (𝑥(0)) e, portanto 𝑉 (𝑥(𝑡)) ≤ 𝑉 (𝑥(0))𝑒−2𝛽𝑡, como desejado.

Lema 9. Se 𝑃 ∈ R𝑛×𝑛 é simétrica e definida positiva, então a função || · ||* : R𝑛 → R
dada por ||𝑥||* =

√
𝑥′𝑃𝑥 define uma norma em R𝑛.

Demonstração. Considere a função ⟨·, ·⟩* : R𝑛 ×R𝑛 → R dada por ⟨𝑥, 𝑦⟩ = 𝑥′𝑃𝑦. A função
⟨·, ·⟩* define um produto interno em R𝑛 × R𝑛. De fato, segue que:

(P1) ⟨𝑥 + 𝑦, 𝑤⟩* = (𝑥 + 𝑦)′𝑃𝑤 = 𝑥′𝑃𝑤 + 𝑦′𝑃𝑤 = ⟨𝑥, 𝑤⟩* + ⟨𝑦, 𝑤⟩*;

(P2) ⟨𝛾𝑥, 𝑦⟩* = (𝛾𝑥)′𝑃𝑦 = 𝛾𝑥′𝑃𝑦 = 𝛾⟨𝑥, 𝑦⟩* ;

(P3) ⟨𝑥, 𝑦⟩* = 𝑥′𝑃𝑦 = 𝑦′𝑃𝑥 = ⟨𝑦, 𝑥⟩* ;

(P4) se 𝑥 ̸= 0, então 𝑥′𝑃𝑥 > 0 e, portanto, ⟨𝑥, 𝑥⟩* > 0.

Portanto, ⟨·, ·⟩* define um produto interno em R𝑛 × R𝑛 e, consequentemente

||𝑥||* =
√︁

⟨𝑥, 𝑥⟩* =
√

𝑥′𝑃𝑥,

é a norma induzida por ⟨·, ·⟩*.

A seguir, será feita a prova do Teorema 18.

Demonstração. Se a desigualdade (116) é verificada, então pelo Lema 8 segue que

𝑥′(𝑡)𝑃𝑥(𝑡) ≤ 𝑥′(0)𝑃𝑥(0)𝑒−2𝛽𝑡 ⇒
√︁

𝑥′(𝑡)𝑃𝑥(𝑡) ≤
√︁

𝑥′(0)𝑃𝑥(0)𝑒−𝛽𝑡

⇒||𝑥(𝑡)||* ≤ 𝑒−𝛽𝑡||𝑥(0)||*.

Como todas as normas em R𝑛 são equivalentes, existem escalares 𝑐1, 𝑐2 ∈ R tais que

𝑐1||𝑥(𝑡)|| ≤ ||𝑥(𝑡)||* ≤ 𝑐2||𝑥(𝑡)||.

Logo, 𝑐1||𝑥(𝑡)|| ≤ 𝑒−𝛽𝑡𝑐2||𝑥(0)||, isto é, ||𝑥(𝑡)|| ≤ 𝐶(𝑃 )𝑒−𝛽𝑡||𝑥(0)||, onde 𝐶(𝑃 ) = 𝑐1/𝑐2.
Portanto, a taxa de decaimento é no mínimo 𝛽, como desejado.
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O teorema a seguir garante uma condição suficiente de estabilidade com taxa de
decaimento 𝛽 > 0 para o sistema (101).

Teorema 19. O ponto de equilíbrio 𝑥* = 0 do sistema (101) é assintoticamente estável,
com taxa de decaimento no mínimo 𝛽 > 0, se existirem matrizes simétricas 𝑃 e 𝑋𝑖𝑗’s tais
que

𝑃 > 0, (120)
Λ′

𝑖𝑖𝑃 + 𝑃Λ𝑖𝑖 + 𝑋𝑖𝑖 + 2𝛽𝑃 < 0, 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑁, (121)
Λ′

𝑖𝑗𝑃 + 𝑃Λ𝑖𝑗 + 𝑋𝑖𝑗 + 2𝛽𝑃 ≤ 0, 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑁, (122)

̃︁𝑋 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑋11 𝑋12 · · · 𝑋1𝑁

𝑋12 𝑋22 · · · 𝑋2𝑁

... ... . . . ...
𝑋1𝑁 𝑋2𝑁 · · · 𝑋𝑁𝑁

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ≥ 0, (123)

sendo Λ𝑖𝑗 = 𝐺𝑖𝑗+𝐺𝑗𝑖

2 .

Demonstração. Será mostrado que se as condições (120)-(123) são factíveis, então vale a
desigualdade 𝑉̇ (𝑥(𝑡)) ≤ −2𝛽𝑉 (𝑥(𝑡)). De fato, do Lema 6 e da condição (123) segue que

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝛼1𝑥

𝛼2𝑥
...

𝛼𝑁𝑥

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

′ ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−𝑋11 −𝑋12 · · · −𝑋1𝑁

−𝑋12 −𝑋22 · · · −𝑋2𝑁

... ... . . . ...
−𝑋1𝑁 −𝑋2𝑁 · · · −𝑋𝑁𝑁

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝛼1𝑥

𝛼2𝑥
...

𝛼𝑁𝑥

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ≤ 0

⇒ 𝑥′

⎡⎣ 𝑁∑︁
𝑖=1

𝛼2
𝑖 (−𝑋𝑖𝑖) + 2

𝑁∑︁
𝑖<𝑗

𝛼𝑖𝛼𝑗(−𝑋𝑖𝑗)
⎤⎦𝑥 ≤ 0

⇒ 𝑥′

⎡⎣ 𝑁∑︁
𝑖=1

𝛼2
𝑖 (−𝑋𝑖𝑖 − 2𝛽𝑃 + 2𝛽𝑃 ) + 2

𝑁∑︁
𝑖<𝑗

𝛼𝑖𝛼𝑗(−𝑋𝑖𝑗 − 2𝛽𝑃 + 2𝛽𝑃 )
⎤⎦𝑥 ≤ 0

⇒ 𝑥′

⎡⎣ 𝑁∑︁
𝑖=1

𝛼2
𝑖 (−𝑋𝑖𝑖 − 2𝛽𝑃 ) + 2

𝑁∑︁
𝑖<𝑗

𝛼𝑖𝛼𝑗(−𝑋𝑖𝑗 − 2𝛽𝑃 )
⎤⎦𝑥

+ 𝑥′

⎡⎣ 𝑁∑︁
𝑖=1

𝛼2
𝑖 2𝛽𝑃 + 2

𝑁∑︁
𝑖<𝑗

𝛼𝑖𝛼𝑗2𝛽𝑃

⎤⎦𝑥 ≤ 0

⇒ 𝑥′

⎡⎣ 𝑁∑︁
𝑖=1

𝛼2
𝑖 (−𝑋𝑖𝑖 − 2𝛽𝑃 ) + 2

𝑁∑︁
𝑖<𝑗

𝛼𝑖𝛼𝑗(−𝑋𝑖𝑗 − 2𝛽𝑃 )
⎤⎦𝑥 + 𝑥′2𝛽𝑃𝑥 ≤ 0. (124)

Por outro lado, de (121) e (122) segue que

𝑉̇ (𝑥(𝑡)) = 𝑥′

⎡⎣∑︁
𝑖

𝛼2
𝑖 (Λ′

𝑖𝑖𝑃 + 𝑃Λ𝑖𝑖) + 2
∑︁
𝑖<𝑗

𝛼𝑖𝛼𝑗(Λ′
𝑖𝑗𝑃 + 𝑃Λ𝑖𝑗)

⎤⎦𝑥
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< 𝑥′

⎡⎣∑︁
𝑖

𝛼2
𝑖 (−𝑋𝑖𝑖 − 2𝛽𝑃 ) + 2

∑︁
𝑖<𝑗

𝛼𝑖𝛼𝑗(−𝑋𝑖𝑗 − 2𝛽𝑃 )
⎤⎦𝑥. (125)

De (124) e (125) segue que

𝑉̇ (𝑥(𝑡)) ≤ −2𝛽𝑉 (𝑥(𝑡)),

como desejado.

Corolário 4. (Condições LMIs) O ponto de equilíbrio 𝑥* = 0 do sistema (101) é as-
sintoticamente estável com taxa de decaimento no mínimo 𝛽 > 0 se existirem matrizes
simétricas 𝑊 e 𝑌𝑖𝑗’s e matrizes 𝑀𝑖’s tais que

𝑊 > 0, (126)
𝑊𝐴′

𝑖 + 𝐴𝑖𝑊 − 𝑀 ′
𝑖𝐵

′
𝑖 − 𝐵𝑖𝑀𝑖 + 𝑌𝑖𝑖 + 2𝛽𝑊 < 0, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁, (127)

𝑊𝐴′
𝑖 − 𝑀 ′

𝑗𝐵
′
𝑖 + 𝑊𝐴′

𝑗 − 𝑀 ′
𝑖𝐵

′
𝑗 + 𝐴𝑖𝑊 − 𝐵𝑖𝑀𝑗 + 𝐴𝑗𝑊

−𝐵𝑗𝑀𝑖 + 2𝑌𝑖𝑗 + 4𝛽𝑊 ≤ 0, 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑁, (128)

̃︀𝑌 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑌11 𝑌12 · · · 𝑌1𝑁

𝑌12 𝑌22 · · · 𝑌2𝑁

... ... . . . ...
𝑌1𝑁 𝑌2𝑁 · · · 𝑌𝑁𝑁

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ≥ 0, (129)

Além disso, 𝑃 = 𝑋−1 e 𝐹𝑖 = 𝑀𝑖𝑃 é o 𝑖-ésimo ganho do controlador.

Demonstração. Vamos mostrar que (120) é equivalente a (126); (121) é equivalente a
(127), (122) é equivalente a (128), e (123) é equivalente a (129). De fato, considere que
𝑊 = 𝑃 −1 e 𝑌𝑖𝑗 = 𝑃 −1𝑋𝑖𝑗𝑃

−1. Claramente (120) é equivalente a (126). Além disso,

Λ′
𝑖𝑖𝑃 + 𝑃Λ𝑖𝑖 + 𝑋𝑖𝑖 + 2𝛽𝑃 < 0 ⇔ 𝐺′

𝑖𝑖𝑃 + 𝑃𝐺𝑖𝑖 + 𝑋𝑖𝑖 + 2𝛽𝑃 < 0
⇔ (𝐴𝑖 − 𝐵𝑖𝐹𝑖)′𝑃 + 𝑃 (𝐴𝑖 − 𝐵𝑖𝐹𝑖) + 𝑋𝑖𝑖 + 2𝛽𝑃 < 0
⇔ 𝐴′

𝑖𝑃 − 𝐹 ′
𝑖 𝐵

′
𝑖𝑃 + 𝑃𝐴𝑖 − 𝑃𝐵𝑖𝐹𝑖 + 𝑋𝑖𝑖 + 2𝛽𝑃 < 0

⇔ 𝑃 −1(𝐴′
𝑖𝑃 − 𝐹 ′

𝑖 𝐵
′
𝑖𝑃 + 𝑃𝐴 − 𝑃𝐵𝑖𝐹𝑖 + 𝑋𝑖𝑖 + 2𝛽𝑃 )𝑃 −1 < 0

⇔ 𝑃 −1𝐴𝑖 − (𝐹𝑖𝑃 )′𝐵′
𝑖 + 𝐴𝑖𝑃

−1 − 𝐵𝑖(𝐹𝑖𝑃
−1) + 𝑃 −1𝑋𝑖𝑖𝑃

−1 + 2𝛽𝑃 −1 < 0
⇔ 𝑊𝐴′

𝑖 − 𝑀 ′
𝑖𝐵

′
𝑖 + 𝐴𝑖𝑊 − 𝐵𝑖𝑀𝑖 + 𝑌𝑖𝑖 + 2𝛽𝑊 < 0, ∀ 𝑖 = 1, . . . 𝑁,

ou seja, (121) é equivalente a (127). Analogamente,

Λ′
𝑖𝑗𝑃 + 𝑃Λ𝑖𝑗 + 𝑋𝑖𝑗 + 2𝛽𝑃 ⇔

(︂
𝐺𝑖𝑗 + 𝐺𝑗𝑖

2

)︂′
𝑃 + 𝑃

(︂
𝐺𝑖𝑗 + 𝐺𝑗𝑖

2

)︂
+ 𝑋𝑖𝑗 + 2𝛽𝑃 ≤ 0

⇔ 𝐺′
𝑖𝑗𝑃 + 𝐺′

𝑗𝑖𝑃 + 𝑃𝐺𝑖𝑗 + 𝑃𝐺𝑗𝑖 + 2𝑋𝑖𝑗 + 4𝛽𝑃 ≤ 0
⇔ (𝐴𝑖 − 𝐵𝑖𝐹𝑗)′𝑃 + (𝐴𝑗 − 𝐵𝑗𝐹𝑖)′𝑃 + 𝑃 (𝐴𝑖 − 𝐵𝑖𝐹𝑗) + 𝑃 (𝐴𝑗 − 𝐵𝑗𝐹𝑖) + 2𝑋𝑖𝑗 + 4𝛽𝑃 ≤ 0
⇔ 𝐴′

𝑖𝑃 − 𝐹 ′
𝑗𝐵

′
𝑖𝑃 + 𝐴′

𝑗𝑃 − 𝐹 ′
𝑖 𝐵

′
𝑗𝑃 + 𝑃𝐴𝑖 − 𝑃𝐵𝑖𝐹𝑗 + 𝑃𝐴𝑗 − 𝑃𝐵𝑗𝐹𝑖 + 2𝑋𝑖𝑗 + 4𝛽𝑃 ≤ 0
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⇔ 𝑃 −1(𝐴′
𝑖𝑃 − 𝐹 ′

𝑗𝐵
′
𝑖𝑃 + 𝐴′

𝑗𝑃 − 𝐹 ′
𝑖 𝐵

′
𝑗𝑃 + 𝑃𝐴𝑖 − 𝑃𝐵𝑖𝐹𝑗 + 𝑃𝐴𝑗 − 𝑃𝐵𝑗𝐹𝑖 + 2𝑋𝑖𝑗

+ 4𝛽𝑃 )𝑃 −1 ≤ 0
⇔ 𝑃 −1𝐴′

𝑖 − (𝐹𝑗𝑃
−1)′𝐵′

𝑖 + 𝑃 −1𝐴′
𝑗 − (𝐹𝑖𝑃

−1)′𝐵′
𝑗 + 𝐴𝑖𝑃

−1 − 𝐵𝑖𝐹𝑗𝑃
−1 + 𝐴𝑗𝑃

−1

− 𝐵𝑗𝐹𝑖𝑃
−1 + 2𝑃 −1𝑋𝑖𝑗𝑃

−1 + 4𝛽𝑃 −1 ≤ 0
⇔ 𝑊𝐴′

𝑖 − 𝑀 ′
𝑗𝐵

′
𝑖 + 𝑊𝐴′

𝑗 − 𝑀 ′
𝑖𝐵

′
𝑗 + 𝐴𝑖𝑊 − 𝐵𝑖𝑀𝑗 + 𝐴𝑗𝑊 − 𝐵𝑗𝑀𝑖 + 2𝑌𝑖𝑗 + 4𝛽𝑊 ≤ 0,

para todo 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑁 , ou seja, (122) é equivalente a (128). Por fim, (123) é equivalente a
(129) como já demonstrado no teorema anterior.

Em alguns casos, devido a limitações no projeto do controlador, uma restrição
na entrada 𝑢(𝑡) do sistema deve ser considerada. Assuma que a condição inicial 𝑥(0) é
conhecida. As LMIs que garantem a seguinte restrição na entrada do sistema

||𝑢(𝑡)||2 ≤ 𝜇, para todo 𝑡 ≥ 0,

são dadas por (TANAKA; WANG, 2001)⎡⎣ 1 𝑥(0)′

𝑥(0) 𝑊

⎤⎦ ≥ 0, (130)
⎡⎣ 𝑊 𝑀 ′

𝑖

𝑀𝑖 𝜇2𝐼

⎤⎦ ≥ 0. (131)

As LMIs (126) - (129), que garantem a estabilidade do sistema com taxa de de-
caimento 𝛽, podem ser combinadas com as LMIs (130) e (131) para adicionar restrições
à entrada 𝑢(𝑡), de acordo com a limitação do projeto.

Neste trabalho foram usados o software MatLab r, o solver “SeDuMi” (STURM,
1999), e a toolbox “YALMIP"(LOFBERG, 2004) para resolver as LMIs.

4.2.3 Equação de Mathieu

Anteriormente, dois métodos de controle para sistemas LTV foram apresentados.
Nesta seção, os dois métodos serão aplicados para controlar um sistema linear periódico
e seus desempenhos serão comparados.

As duas técnicas de controle apresentadas neste capítulo serão aplicadas no con-
trole da equação de Mathieu (SINHA; BUTCHER, 1997). A equação de Mathieu é dada
por

𝑦(𝑡) + (𝑎 + 𝑏 cos(𝑡))𝑦(𝑡) = 𝑢(𝑡).

A representação em espaço de estados da equação de Mathieu é dada por⎡⎣ 𝑥̇1

𝑥̇2

⎤⎦ =
⎡⎣ 0 1

−(𝑎 + 𝑏 cos(𝑡)) 0

⎤⎦⎡⎣ 𝑥1

𝑥2

⎤⎦+
⎡⎣ 0

1

⎤⎦𝑢. (132)
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Antes de projetar o controlador, a técnica descrita na Seção 2.2 para estudar
a estabilidade dos sistemas LTV será aplicada para obter a região de estabilidade da
equação de Mathieu.

Observe que o sistema (132) é 2𝜋 periódico. A estabilidade da equação de Mathieu
será analisada aplicando o Teorema 16. O método descrito por Sinha e Butcher (1997) foi
usado para obter a STM do sistema e, consequentemente, os multiplicadores de Floquet.

Seguindo a metodologia descrita em (SINHA; BUTCHER, 1997) para obter o
STM, o sistema normalizado é dado por

𝑥̇(𝜏) = 𝐴(𝜏)𝑥(𝜏),

onde

𝐴(𝜏) = 2𝜋𝐴(2𝜋𝜏) = 2𝜋

⎡⎣ 0 1
(−𝑎 − 𝑏 cos(2𝜋𝜏)) 0

⎤⎦ .

A matriz 𝐴(𝜏) pode ser escrita como

𝐴(𝜏) = 𝐴1 + 𝐴2 cos(2𝜋𝜏),

sendo

𝐴1 = 2𝜋

⎡⎣ 0 1
−𝑎 0

⎤⎦ , 𝐴2 = 2𝜋

⎡⎣ 0 0
−𝑏 0

⎤⎦ .

Nos cálculos numéricos para obter a STM do sistema foram considerados2 𝑚 = 22
e 𝑝 = 40. Os parâmetros 𝑎 e 𝑏 foram considerados variantes no intervalo [−1, 1.5] e [0, 1.6],
respectivamente. A figura a seguir mostra a região de estabilidade da equação de Mathieu.

Figura 30 – Região de estabilidade da Equação de Mathieu.

Fonte: adaptado de Sinha e Butcher (1997).

Agora, considere fixos os seguintes parâmetros

𝑎 = 1.2 e 𝑏 = 1. (133)
2 𝑚 e 𝑝 são o número da expansão nos polinômios de Chebyshev alterados e o número das interações

de Picard, respectivamente.
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Para esses parâmetros, a FTM obtida foi

Φ(2𝜋) =
⎡⎣ 1, 1552 0, 5136

0, 6514 1, 1552

⎤⎦ .

Os multiplicadores de Floquet são 𝜌1 = 1, 7337 e 𝜌2 = 0, 5768. Desde que |𝜌1| =
1, 7337 > 1, a equação de Mathieu com os parâmetros dados por (133) é instável. Esta
informação está de acordo com a Figura 30.

A figura a seguir mostra o sistema em malha aberta, considerando (133) e 𝑥0 =
[ 0, 5 − 0, 1 ]′ como condição inicial.

Figura 31 – Sistema em malha aberta.
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Fonte: autor.

A seguir serão projetados os dois controladores abordados neste capitulo, o pri-
meiro considerando o controle via transformação Lyapunov-Floquet e a segundo aplicando
o controle fuzzy Takagi-Sugeno. Ambas as técnicas serão aplicadas no controle da equação
de Mathieu.

4.2.3.1 Equação de Mathieu: controle via transformação L-F

Considere o sistema em malha aberta (132). Como este é um sistema LTV e
periódico, conforme discutido na Seção 2.2, existe um sistema Lyapunov equivalente,
via transformação L-F, que é invariante no tempo. Nesse caso, esse sistema é dado por

𝑞 = 𝑅𝑞,

onde 𝑅 é a matriz constante obtida da equação (22) e dada por

𝑅 =
⎡⎣ 0 0, 0778

0, 0986 0

⎤⎦ . (134)

Como já mencionado, para projetar o controlador via transformação L-F deve-se
considerar a seguinte mudança de variável

𝑞(𝑡) = 𝑄(𝑡)−1𝑥(𝑡),
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e o seguinte sistema
𝑞(𝑡) = 𝑅𝑞(𝑡) + 𝑄(𝑡)−1𝐵𝑢(𝑡), (135)

onde 𝑄(𝑡) é a transformação L-F do sistemas em malha aberta (132).

Como a matriz que multiplica o controlador é variável no tempo, o sistema a seguir
precisa ser considerado

˙̄𝑞 = 𝑅𝑞 + 𝐵0𝑢̄(𝑡), (136)

onde 𝑢̄(𝑡) = 𝐹0𝑞(𝑡) e 𝐵0 é uma matriz constante de posto completo e tal que o par [𝑅, 𝐵0]
seja controlável. A matriz 𝐵0 escolhida foi

𝐵0 = [ 1 1 ]′. (137)

O ganho 𝐹0 do controlador foi obtido por meio da técnica de alocação de pólos.
Os polos desejados foram −0, 26 e −0, 25 e o ganho obtido foi

𝐹0 = [ 1, 07 − 1, 58 ]. (138)

Assim, o sistema em malha fechada é dado por

𝑥̇(𝑡) =
(︁
𝐴(𝑡) + 𝐵𝐵*𝑄(𝑡)𝐵0𝐹0𝑄(𝑡)−1

)︁
𝑥(𝑡),

onde as matrizes 𝐵0 e 𝐹0 são dadas por (137) e (138), respectivamente.

As soluções foram simuladas no MATLAB r usando o pacote ode45. O comporta-
mento do sistema de malha fechada é apresentado abaixo. Foi escolhido 𝑥0 = [ 0, 5 −0, 1 ]′

como condição inicial.

Na Figura 32, pode-se observar a eficiência do controlador em conduzir os estados a
zero, mesmo considerando a lei de controle aproximada. Observe que a resposta transitória
foi de aproximadamente 23 segundos.

Figura 32 – Sistema em malha fechada, controlado via transformação L-F.
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Fonte: autor.

Na Figura 33, pode-se observar o Plano de Fase do sistema. Observe que a trajetória
começa na condição inicial (indicada na figura pelo símbolo ×) em direção à origem.
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Figura 33 – Plano de Fase do sistema em malha fechada, controlado via transformação
L-F.
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Fonte: autor.

Na Figura 34 pode-se ver o comportamento do controlador 𝑢(𝑡) ao longo do tempo.

Figura 34 – Controlador obtido via transformação L-F.
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Fonte: autor.

4.2.3.2 Equação de Mathieu: controle fuzzy Takagi-Sugeno

Agora, o controlador fuzzy Takagi-Sugeno será projetado para o sistema (132).
Nesse caso, existe um único elemento variante na matriz 𝐴(𝑡) que é dado por 𝑎21(𝑡) =
−(𝑎+𝑏 cos 𝑡) e, portanto, o vetor premissa será 𝑧(𝑡) = 𝑎21(𝑡). Considerando os parâmetros
(133), é possível mostrar que o mínimo e o máximo de 𝑧(𝑡) são

𝑚 = min
0≤𝑡≤2𝜋

{𝑧(𝑡)} = −2, 2000,

𝑀 = max
0≤𝑡≤2𝜋

{𝑧(𝑡)} = 0, 1996.

Como existe um único termo variante, as funções de pertinência serão

𝛼1 = (𝑀 − 𝑧(𝑡))/(𝑀 − 𝑚) e 𝛼2 = (𝑧(𝑡) − 𝑚)/(𝑀 − 𝑚). (139)

O modelo fuzzy T-S da equação de Mathieu é dado por

𝑥̇(𝑡) =
(︃ 2∑︁

𝑖=1
𝛼𝑖𝐴𝑖

)︃
𝑥(𝑡) +

(︃ 2∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝐵𝑖

)︃
𝑢(𝑡),
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onde

𝐴1 =
⎡⎣ 0 1.0000

−2.2000 0

⎤⎦ , 𝐴2 =
⎡⎣ 0 1.0000

0.1996 0

⎤⎦ ,

𝐵𝑖 =
[︁

0 1
]︁′

, para 𝑖 = 1, 2.

Os ganhos 𝐹1 e 𝐹2 do controlador foram obtidos através do Teorema 17 e são dados
por

𝐹1 =[ −0, 6091 1, 2728 ], (140)
𝐹2 =[ 1, 7905 1, 2728 ]. (141)

A Figura 35 exibe o comportamento das funções de pertinência dadas em (139).

Figura 35 – Funções de pertinência.
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Fonte: autor.

Novamente, 𝑥0 = [ 0, 5 − 0, 1 ]′ foi escolhido como condição inicial. As figuras a
seguir mostram o comportamento do sistema em malha fechada.

Na Figura 36, pode-se observar a eficiência do controlador para levar os estados a
zero. Nesse caso, a resposta transitória foi de aproximadamente 10 segundos. Na Figura
37, pode-se observar o Plano de Fase do sistema de malha fechada.

Figura 36 – Sistema em malha fechada controlado via controle fuzzy T-S.
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Fonte: autor.
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Figura 37 – Plano de Fase do sistema em malha fechada, controlado via controle fuzzy
T-S.
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Fonte: autor.

A Figura 38 mostra o comportamento da entrada 𝑢(𝑡) ao longo do tempo.

Comparando as Figuras 32 e 36 pode-se observar que o controlador fuzzy obteve
um menor undershoot e overshoot comparado ao controle via transformação L-F. Além
disso, o controlador fuzzy levou as variáveis de estado à origem mais rapidamente.

Figura 38 – Controlador fuzzy T-S.
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Fonte: autor.

Nos exemplos acima pode-se observar que ambas as técnica foram eficientes para
controlar o sistema referente a Equação de Mathieu. Também, pode-se observar que a
técnica fuzzy T-S performou melhor em relação ao controle, pois obteve um tempo de
transitório menor, bem como os undershoot e overshoot foram menores também.

Na próxima seção será visto como as duas técnicas podem trabalhar juntas a fim
de obter um método híbrido que fornece resultados de estabilidade menos conservadores.



90

5 MÉTODO PROPOSTO

Neste capítulo, veremos como usar o controle fuzzy T-S e a técnica de controle via
transformação L-F a fim de obter um método híbrido para sistemas LTV e periódicos.

5.1 SÍNTESE DO CONTROLADOR

Novamente, considere o seguinte sistema

𝑥̇(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝐵(𝑡)𝑢(𝑡), (142)

sendo 𝐴(𝑡) = [𝑎𝑖𝑗(𝑡)] ∈ R𝑛×𝑛, 𝐵(𝑡) = [𝑏𝑖𝑙(𝑡)] ∈ R𝑛×𝑚, 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛×1, 𝑢(𝑡) ∈ R𝑚×1 com
𝑎𝑖𝑗(𝑡), 𝑏𝑖𝑙(𝑡) e 𝑢(𝑡) funções limitadas e contínua e 𝐴(𝑡) uma matriz 𝑇 -periódica. Como
foi visto, a mudança de variável 𝑞(𝑡) = 𝑄(𝑡)−1𝑥(𝑡) produz o seguinte sistema Lyapunov
equivalente dado por

𝑞(𝑡) = 𝑅𝑞(𝑡) + 𝑄(𝑡)−1𝐵(𝑡)𝑢(𝑡), (143)

sendo 𝑅 a matriz real e constante dada em (22) e 𝑄(𝑡)−1 a inversa da transformação L-F.

Para simplificar a notação e sem perda de generalidade, suponha que 𝐴(𝑡) ∈ R3×3 e
𝐵(𝑡) = [𝑏𝑖1(𝑡)]3×1 ∈ R3. Considerando 𝑄(𝑡)−1 = [Θ𝑖𝑗(𝑡)]3×3 e definindo 𝐵̄(𝑡) = 𝑄(𝑡)−1𝐵(𝑡),
segue que

𝑞(𝑡) = 𝑅𝑞(𝑡) + 𝐵̄(𝑡)𝑢(𝑡), (144)

onde 𝐵̄(𝑡) é dada por

𝐵̄(𝑡) =
[︃ 3∑︁

𝑘=1
Θ𝑖𝑘(𝑡)𝑏𝑘1(𝑡)

]︃
3×1

.

O vetor premissa será definido como

𝑧(𝑡) = [ 𝑧1(𝑡) 𝑧2(𝑡) 𝑧3(𝑡) ]′,

onde

𝑧𝑖(𝑡) =
3∑︁

𝑘=1
Θ𝑖𝑘(𝑡)𝑏𝑘1(𝑡), 𝑖 = 1, 2, 3. (145)

Observe que 𝑄(𝑡)−1 é limitada, pois é contínua e periódica de período 2𝑇 . Como 𝑄(𝑡)−1

e 𝐵(𝑡) são matrizes limitadas, então 𝐵̄(𝑡) também é limitada. Assim, pode-se considerar
os valores de mínimos e máximos dados por

𝑚𝑖 = min
𝑡≥0

{𝑧𝑖(𝑡)},

𝑀𝑖 = max
𝑡≥0

{𝑧𝑖(𝑡)},
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para todo 𝑖 = 1, 2, 3.

Assim, o modelo fuzzy T-S do sistema (143) é dado por

𝑞(𝑡) =
(︃ 8∑︁

𝑖=1
𝛼𝑖𝑅𝑖

)︃
𝑞(𝑡) +

(︃ 8∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝐵̄𝑖

)︃
𝑢(𝑡), (146)

onde 𝑅𝑖 = 𝑅 para todo 𝑖 = 1, . . . , 8 e 𝐵̄𝑖’s são dadas por

𝐵̄1 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑚1

𝑚2

𝑚3

⎤⎥⎥⎥⎦ ; 𝐵̄2 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑚1

𝑚2

𝑀3

⎤⎥⎥⎥⎦ ; 𝐵̄3 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑚1

𝑀2

𝑚3

⎤⎥⎥⎥⎦ ; 𝐵̄4 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑚1

𝑀2

𝑀3

⎤⎥⎥⎥⎦ ;

𝐵̄5 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑀1

𝑚2

𝑚3

⎤⎥⎥⎥⎦ ; 𝐵̄6 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑀1

𝑚2

𝑀3

⎤⎥⎥⎥⎦ ; 𝐵̄7 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑀1

𝑀2

𝑚3

⎤⎥⎥⎥⎦ ; 𝐵̄8 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑀1

𝑀2

𝑀3

⎤⎥⎥⎥⎦ .

O controlador 𝑢(𝑡) para o sistema equivalente Lyapunov (146) é dado por

𝑢(𝑡) = −
(︃ 8∑︁

𝑖=1
𝛼𝑖𝐹𝑖

)︃
𝑞(𝑡), (147)

onde 𝐹𝑖’s são os ganhos que devem ser determinados. Como 𝑞(𝑡) = 𝑄(𝑡)−1𝑥(𝑡), a lei de
controle acima pode ser reescrita da seguinte forma

𝑢(𝑡) = −
(︃ 8∑︁

𝑖=1
𝛼𝑖𝐹𝑖

)︃
𝑄(𝑡)−1𝑥(𝑡), (148)

que será a síntese do controlador, no método hibrido, para o sistema original (142).

5.1.1 Estabilidade

O teorema a seguir apresenta condições que garantem a estabilidade assintótica
do sistema (142) quando realimentado com a lei de controle (148).

Teorema 20. Se as LMIs (111)-(114), aplicadas ao modelo fuzzy (146) do sistema Lya-
punov equivalente (144), forem factíveis, então o sistema (142) realimentado com a lei de
controle (148) é assintoticamente estável.

Demonstração. Considerando 𝐾(𝑡) = ∑︀𝑁
𝑖=1 𝛼𝑖(𝑧(𝑡))𝐹𝑖, o sistema (144) realimentado com

a lei de controle (147) é descrito por

𝑞(𝑡) =
(︁
𝑅 − 𝐵̄(𝑡)𝐾(𝑡)

)︁
𝑞(𝑡). (149)

O sistema (142) realimentado com a lei de controle (148) é dado por

𝑥̇(𝑡) =
(︁
𝐴(𝑡) − 𝐵(𝑡)𝐾(𝑡)𝑄(𝑡)−1

)︁
𝑥(𝑡). (150)
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Se as LMIs (111)-(114) aplicadas ao sistema Lyapunov equivalente (144) são factíveis,
então o sistema em malha fechada (149) é assintoticamente estável. Além disso, o sis-
tema (149) é Lyapunov equivalente ao sistema (150) via transformação L-F. De fato,
considerando 𝑥(𝑡) = 𝑄(𝑡)𝑞(𝑡), das equações (13) e (21) seguem que

̃︀𝐴(𝑡) = [𝑄(𝑡)(𝑅 − 𝐵̄(𝑡)𝐾(𝑡)) + 𝑄̇(𝑡)]𝑄(𝑡)−1

= [𝑄(𝑡)𝑅 − 𝑄(𝑡)𝑄(𝑡)−1𝐵(𝑡)𝐾(𝑡) + 𝑄̇(𝑡)]𝑄(𝑡)−1

= [𝑄(𝑡)(𝑄(𝑡)−1(𝐴(𝑡)𝑄(𝑡) − 𝑄̇(𝑡)) − 𝐵(𝑡)𝐾(𝑡)) + 𝑄̇(𝑡)]𝑄(𝑡)−1

= [𝐴(𝑡)𝑄(𝑡) − 𝑄̇(𝑡) − 𝐵(𝑡)𝐾(𝑡) + 𝑄̇(𝑡)]𝑄(𝑡)−1

= 𝐴(𝑡) − 𝐵(𝑡)𝐾(𝑡)𝑄(𝑡)−1.

Como transformações de Lyapunov preservam estabilidade, segue que (150) é assintoti-
camente estável.

5.1.2 Restrição na Entrada e Taxa de Decaimento

A seguir, será mostrado como pode-se adicionar restrição na entrada e taxa de
decaimento no projeto do controlador via método híbrido.

Primeiro, observe que quando passamos do sistema original para o sistema Lya-
punov equivalente por meio da transformação L-F, a lei de controle do sistema Lyapunov
equivalente é exatamente a mesma lei de controle do sistema original, como pode ser
visto nas equações (147) e (148). Portanto, ao aplicar restrições (LMIs (130)-(131)) à lei
de controle do sistema Lyapunov equivalente (144), as mesmas restrições são garantidas
para à lei de controle do sistema original (142).

Agora, será mostrado como as restrições que garantem uma taxa de decaimento
mínima 𝛽 > 0 e enunciadas nas LMIs (126)-(129) podem ser aplicadas ao modelo fuzzy
(146) do sistema Lyapunov equivalente (144) e as mesmas garantir também a mesma taxa
mínima 𝛽 ao sistema original (142).

Inicialmente, suponha que as LMIs (126)-(129) aplicadas ao sistema Lyapunov
equivalente (144), com taxa mínima 𝛽 > 0 sejam factíveis. Portanto, deve existir uma
constante 𝐶 > 0 tal que

||𝑞(𝑡)|| ≤ 𝐶𝑒−𝛽𝑡||𝑞(0)||, para toda trajetoria 𝑞(𝑡). (151)

Seja 𝑥(𝑡) uma solução qualquer do sistema original (142). Sabemos que 𝑞(𝑡) = 𝑄(𝑡)−1𝑥(𝑡).
Para simplificar considere a notação Θ(𝑡) = 𝑄(𝑡)−1. Assim, podemos escrever 𝑞(𝑡) =
Θ(𝑡)𝑥(𝑡). Pelo Teorema 14 sabemos que Θ(𝑡) é uma transformação de Lyapunov. Em
particular det[Θ(𝑡)] ̸= 0 para todo 𝑡 ≥ 0. Decorre que, para todo 𝑡 ≥ 0:

||𝑞(𝑡)|| ≤ 𝐶𝑒−𝛽𝑡||𝑞(0)||
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⇔ ||𝑞(𝑡)||2 ≤ 𝐶2𝑒−2𝛽𝑡||𝑞(0)||2

⇔ 𝑞(𝑡)′𝑞(𝑡) ≤ 𝐶2𝑒−2𝛽𝑡𝑞(0)′𝑞(0)
⇔ [Θ(𝑡)𝑥(𝑡)]′Θ(𝑡)𝑥(𝑡) ≤ 𝐶2𝑒−2𝛽𝑡[Θ(0)𝑥(0)]′Θ(0)𝑥(0)
⇔ 𝑥(𝑡)′Θ(𝑡)′Θ(𝑡)𝑥(𝑡) ≤ 𝐶2𝑒−2𝛽𝑡𝑥(0)′Θ(0)′Θ(0)𝑥(0). (152)

Observe que det[Θ(𝑡)′Θ(𝑡)] ̸= 0, pois det[Θ(𝑡)] ̸= 0. Portanto, para todo 𝑡 ∈ R tem-
se Θ(𝑡)′Θ(𝑡) é positiva definida (CHEN, 1998, p. 75). Além disso, porque Θ(𝑡)′Θ(𝑡) é
simétrica e definida positiva, segue que todos os autovalores de Θ(𝑡)′Θ(𝑡) são reais e
estritamente positivos (CHEN, 1998, p. 74). Seja 𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑡) o menor autovalor de Θ(𝑡)′Θ(𝑡).
Sendo Θ(𝑡)′Θ(𝑡) simétrica segue que

𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑡)𝑥(𝑡)′𝑥(𝑡) ≤ 𝑥(𝑡)′[Θ(𝑡)′Θ(𝑡)]𝑥(𝑡) ≤ 𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑡)𝑥(𝑡)′𝑥(𝑡), (153)

para todo 𝑡 ∈ R, em que 𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑡) e 𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑡) designam o menor e o maior autovalor de
Θ(𝑡)′Θ(𝑡), respectivamente (LIMA, 2012, p. 240). Seja 𝜆0 = min𝑡≥0{𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑡)}. De (152) e
(153) decorre que, para todo 𝑡 ≥ 0:

𝜆0𝑥(𝑡)′𝑥(𝑡) ≤ 𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑡)𝑥(𝑡)′𝑥(𝑡)
≤ 𝑥(𝑡)′[Θ(𝑡)′Θ(𝑡)]𝑥(𝑡)
≤ 𝐶2𝑒−2𝛽𝑡𝑥(0)′Θ(0)′Θ(0)𝑥(0)
≤ 𝐶2𝑒−2𝛽𝑡𝜆𝑚𝑎𝑥(0)𝑥(0)′𝑥(0),

ou seja,
𝜆0||𝑥(𝑡)||2 ≤ 𝐶2𝑒−2𝛽𝑡𝜆𝑚𝑎𝑥(0)||𝑥(0)||2. (154)

Considerando 𝐶0 = 𝐶

√︃
𝜆𝑚𝑎𝑥(0)

𝜆0
, de (154) decorre que ||𝑥(𝑡)|| ≤ 𝐶0𝑒

−𝛽𝑡||𝑥(0)||, para
todo 𝑡 ≥ 0. Portanto, se as LMIs (126)-(129), com taxa mínima 𝛽 > 0, são aplicadas ao
sistema Lyapunov equivalente (144) e são factíveis, então fica assegurado ao sistema (142)
também a mesma taxa mínima 𝛽 > 0.

5.2 REDUZINDO O NÚMERO DE MODELOS LOCAIS FUZZY

Nesta seção, será mostrado a eficiência do método de controle híbrido para contro-
lar sistemas LTV periódicos, especificamente aqueles cuja matriz 𝐴(𝑡) possui dois ou mais
termos variantes combinados com incertezas na matriz de entrada de controle. Considere
o seguinte sistema dado por⎡⎣ 𝑥̇1

𝑥̇2

⎤⎦ =
⎡⎣ 𝑎 10 cos

(︁
20
3 𝜋𝑡

)︁
𝑏 cos(20𝜋𝑡) sin

(︁
20
3 𝜋𝑡

)︁ ⎤⎦ ⎡⎣ 𝑥1

𝑥2

⎤⎦+
⎡⎣ 0

𝑐

⎤⎦𝑢, (155)

onde 𝑎, 𝑏 e 𝑐 são constantes reais. Observe que o sistema LTV acima é periódico de período
0, 3 segundos. Nesse caso, os dois métodos de controle descritos no capítulo anterior podem
ser usados para projetar um controlador.
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5.2.1 Aplicando o Controle Fuzzy Takagi-Sugeno

Nesta seção, o controle fuzzy T-S e o método híbrido proposto serão aplicados para
controlar o sistema (155) e comparar suas regiões de factibilidade.

Primeiro, o controle fuzzy T-S será aplicado. Nesse caso, observe que o número de
termos variantes do sistema é 𝑟 = 3 e, portanto, o sistema possui 23 = 8 modelos locais
fuzzy . O vetor premissa é dado por

𝑧(𝑡) = [ 𝑧1(𝑡) 𝑧2(𝑡) 𝑧3(𝑡) ]′,

onde

𝑧1(𝑡) = 10 cos
(︂20

3 𝜋𝑡
)︂

𝑧2(𝑡) = 𝑏 cos(20𝜋𝑡)

𝑧3(𝑡) = sin
(︂20

3 𝜋𝑡
)︂

.

Sejam 𝑚𝑖 e 𝑀𝑖 os valores de mínimo e máximo de 𝑧𝑖(𝑡), respectivamente, então

𝑚1 = min
𝑡

{𝑧1(𝑡)} = −10

𝑀1 = max
𝑡

{𝑧1(𝑡)} = 10

𝑚2 = min
𝑡

{𝑧2(𝑡)} = min{−𝑏, 𝑏}

𝑀2 = max
𝑡

{𝑧2(𝑡)} = max{−𝑏, 𝑏}

𝑚3 = min
𝑡

{𝑧3(𝑡)} = −1

𝑀3 = max
𝑡

{𝑧3(𝑡)} = 1.

O modelo fuzzy T-S é dado por

𝑥̇(𝑡) =
(︃ 8∑︁

𝑖=1
𝛼𝑖𝐴𝑖

)︃
𝑥(𝑡) +

(︃ 8∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝐵𝑖

)︃
𝑢(𝑡), (156)

onde

𝐴1 =
⎡⎣ 𝑎 𝑚1

𝑚2 𝑚3

⎤⎦ , 𝐴2 =
⎡⎣ 𝑎 𝑚1

𝑚2 𝑀3

⎤⎦ , 𝐴3 =
⎡⎣ 𝑎 𝑚1

𝑀2 𝑚3

⎤⎦ , 𝐴4 =
⎡⎣ 𝑎 𝑚2

𝑀2 𝑀3

⎤⎦ ,

𝐴5 =
⎡⎣ 𝑎 𝑀1

𝑚2 𝑚3

⎤⎦ , 𝐴6 =
⎡⎣ 𝑎 𝑀1

𝑚2 𝑀3

⎤⎦ , 𝐴7 =
⎡⎣ 𝑎 𝑀1

𝑀2 𝑚3

⎤⎦ , 𝐴8 =
⎡⎣ 𝑎 𝑀1

𝑀2 𝑀3

⎤⎦ ,

𝐵𝑖 =
⎡⎣ 0

𝑐

⎤⎦ , 𝑖 = 1, 2, . . . , 8.

O sistema (156) foi simulado para valores de 𝑎 ∈ [−0, 8, 0, 4], 𝑏 ∈ [−3, 3] e 𝑐 = 1. Foram
considerados as LMIs (126)-(129) considerando 𝛽 = 0. A região de factibilidade obtida é
mostrada na Figura 39 abaixo.
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Figura 39 – Região de factibilidade obtida considerando o controle fuzzy T-S.
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Fonte: autor.

Analisando a Figura 39, observa-se que para alguns valores dos parâmetros 𝑎 e 𝑏

o método de controle fuzzy T-S não obteve factibilidade. A seguir, será mostrado que o
mesmo não ocorre quando aplicado o método híbrido.

5.2.2 Aplicando o Método Híbrido

Para cada 𝑎 ∈ [−0, 8, 0, 4], 𝑏 ∈ [−3, 3], considere a mudança de variável 𝑞(𝑡) =
𝑄(𝑡)−1𝑥(𝑡) e o sistema Lyapunov equivalente é descrito por

𝑞(𝑡) = 𝑅𝑞(𝑡) + 𝑄(𝑡)−1𝐵(𝑡)𝑢(𝑡), (157)

onde 𝑅 é obtida de (22), 𝑄(𝑡) é a transformação L-F do sistema (155) não forçado e
𝐵(𝑡) = [ 0 1 ]′. Considerando 𝑄(𝑡)−1 = [Θ𝑖𝑗(𝑡)]2×2 e 𝐵̄(𝑡) = 𝑄(𝑡)−1𝐵(𝑡) segue que

𝑞(𝑡) = 𝑅𝑞(𝑡) + 𝐵̄(𝑡)𝑢(𝑡), (158)

onde, neste caso, 𝐵̄(𝑡) é dada por

𝐵̄(𝑡) = [ Θ12(𝑡) Θ22(𝑡) ]′.

Assim, o vetor premissa é dado por

𝑧(𝑡) = [ 𝑧1(𝑡) 𝑧2(𝑡) ]′,

onde 𝑧𝑖(𝑡) = Θ𝑖2(𝑡), 𝑖 = 1, 2. Observe que 𝑄(𝑡)−1 é limitada e periódica de período 0, 6
segundos. Logo, 𝐵̄(𝑡) também é limitada. Assim, pode-se considerar os valores máximos
e mínimos dados por

𝑚𝑖 = min
0≤𝑡≤0,6

{𝑧𝑖(𝑡)},

𝑀𝑖 = max
0≤𝑡≤0,6

{𝑧𝑖(𝑡)},

para todo 𝑖 = 1, 2.
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O modelo fuzzy T-S do sistema (158) é dado por

𝑞(𝑡) =
(︃ 4∑︁

𝑖=1
𝛼𝑖𝑅𝑖

)︃
𝑞(𝑡) +

(︃ 4∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝐵̄𝑖

)︃
𝑢(𝑡),

onde 𝑅𝑖 = 𝑅 para todo 𝑖 = 1, . . . , 4, 𝑅 é obtida de (22) e 𝐵̄𝑖’s são dadas por

𝐵̄1 =
⎡⎣ 𝑚1

𝑚2

⎤⎦ ; 𝐵̄2 =
⎡⎣ 𝑚1

𝑀2

⎤⎦ ; 𝐵̄3 =
⎡⎣ 𝑀1

𝑚2

⎤⎦ ; 𝐵̄4 =
⎡⎣ 𝑀1

𝑀2

⎤⎦ .

Observe que a aplicação do método proposto reduziu o número de termos varian-
tes do sistema de três para dois. Como resultado, o número de modelos locais fuzzy foi
reduzido de oito para quatro. Assim, é esperado um aumento da região de factibilidade
ao aplicar o método híbrido.

A figura a seguir mostra a região de factibilidade obtida considerando o método
proposto. Novamente, foi considerado as LMIs (126)-(129) com 𝛽 = 0.

Figura 40 – Região de factibilidade considerando o método proposto.
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Fonte: autor.

Comparando as Figuras 39 e 40, podemos perceber que o método proposto fornece
uma maior região de factibilidade. Neste caso, o método híbrido obteve factibilidade para
todos os valores de 𝑎 e 𝑏 nos intervalos considerados, diferentemente do método de controle
fuzzy T-S.

Ainda com o intuito de comparar as duas técnicas, suponha-se que uma restrição
à entrada do sistema dada por ||𝑢(𝑡)||2 ≤ 3 e uma taxa de decaimento dada por 𝛽 = 0, 2
sejam consideradas. A figura a seguir compara a região de factibilidade encontrada pelos
dois métodos considerando os índices de desempenho mencionados acima. Neste caso,
foram consideradas a LMIs (126)-(131) com 𝛽 = 0, 2, 𝜇 = 3 e 𝑥(0) = [ 0, 5 − 0, 8 ]′.
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Figura 41 – Região de factibilidade, considerando estabilidade + taxa de decaimento +
restrição de entrada.
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Fonte: autor.

Comparando as regiões de factibilidade dos dois métodos acima pode-se perceber
uma maior região quando aplicado o método proposto. Observe que adicionando os índices
de desempenho acima, o método fuzzy T-S teve uma redução significativa em sua região
de factibilidade.

5.2.3 Incertezas na Matriz B(𝑡)

Nesta seção, será visto como projetar um controlador usando o método híbrido
e considerando incertezas na matriz 𝐵(𝑡) do sistema. Nesse caso, o sistema (155) será
considerado com 𝑎 = −0, 8 e 𝑏 = −0, 1, e o parâmetro 𝑐 será considerado incerto no
intervalo [0, 7, 1]. Primeiramente, deve-se considerar o sistema Lyapunov equivalente dado
em (158). Neste caso, as matrizes 𝑅 e 𝐵̄(𝑡) são dadas por

𝑅 =
⎡⎣ −0, 799995 −0, 235413

−0, 000017 −0, 000006

⎤⎦ , 𝐵̄(𝑡) =
⎡⎣ 𝑐 × Θ12(𝑡)

𝑐 × Θ22(𝑡)

⎤⎦ .

Observe que as funções de pertinência passam a depender da variável temporal 𝑡 e da
incerteza 𝑐. Assim, 𝑧1(𝑡, 𝑐) = 𝑐 × Θ12(𝑡) e 𝑧2(𝑡, 𝑐) = 𝑐 × Θ22(𝑡) e os valores de máximo e
mínimo são dados por

𝑚𝑖 = min{𝑧𝑖(𝑡, 𝑐) / 0, 7 ≤ 𝑐 ≤ 1 e 0 ≤ 𝑡 ≤ 0, 6},

𝑀𝑖 = max{𝑧𝑖(𝑡, 𝑐) / 0, 7 ≤ 𝑐 ≤ 1 e 0 ≤ 𝑡 ≤ 0, 6}.

Os valores de máximo e mínimo encontrados foram

𝑚1 = −0, 45955 𝑀1 = 0, 49319 𝑚2 = 0, 63624 𝑀2 = 1.

Assim, o modelo fuzzy T-S do sistema Lyapunov equivalente é dado por

𝑞(𝑡) =
(︃ 4∑︁

𝑖=1
𝛼𝑖𝑅𝑖

)︃
𝑞(𝑡) +

(︃ 4∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝐵̄𝑖

)︃
𝑢(𝑡), (159)

onde 𝑅𝑖 = 𝑅 para todo 𝑖 = 1, . . . , 4 e 𝐵̄𝑖’s são dadas por

𝐵̄1 =
⎡⎣ −0, 45955

0, 63624

⎤⎦ ; 𝐵̄2 =
⎡⎣ −0, 45955

1

⎤⎦ ; 𝐵̄3 =
⎡⎣ 0, 49319

0, 63624

⎤⎦ ; 𝐵̄4 =
⎡⎣ 0, 49319

1

⎤⎦ .
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Observação 4. Considerando o parâmetro incerto 𝑐, se aplicássemos apenas o controle
fuzzy T-S, teríamos quatro termos variantes e, portanto, teríamos um número de modelos
locais fuzzy igual a 24 = 16. Aplicando o método de controle híbrido, o número de termos
variantes diminui para 2 e, portanto, o número de modelos locais fuzzy diminui para 4,
tornando o sistema menos conservador.

5.3 SIMULAÇÃO

A seguir são apresentados os gráficos do comportamento do sistema (155). Para a
simulação foram fixados 𝑐 = 0, 7 e 𝑥0 = [ −1, 2 1]′.

5.3.0.1 Incertezas + estabilidade

Primeiro, apenas a estabilidade do sistema foi considerada. As LMIs utilizadas
foram (126)-(129) com 𝛽 = 0. Os ganhos obtidos em 𝐹𝑖 foram:

𝐹1 =
[︁

−0, 0411 0, 6435
]︁

; 𝐹3 =
[︁

0, 2376 0, 6956
]︁

;

𝐹2 =
[︁

−0, 0134 0, 5641
]︁

; 𝐹4 =
[︁

0, 2101 0, 6082
]︁

.

As figuras a seguir mostram o sistema em malha fechada, bem como o comporta-
mento do sinal de controle 𝑢(𝑡).

Figura 42 – Estados do sistema em malha fechada considerando incertezas + estabili-
dade.
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1

Fonte: autor.
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Figura 43 – Lei de controle considerando incertezas + estabilidade.

0 5 10 15 20

-0.6

-0.4

-0.2

0

Fonte: autor.

Pode-se observar que a técnica de controle foi eficiente no controle do sistema. Além
disso, percebe-se que o sistema leva aproximadamente 12 segundos para entrar em regime
permanente. A seguir, será mostrado como melhorar a resposta do sistema adicionando
taxa de decaimento.

5.3.0.2 Incertezas + estabilidade + taxa de decaimento

As LMIs consideradas foram (126)-(129) e a taxa de decaimento escolhida foi de
𝛽 = 0, 4. Os ganhos 𝐹𝑖’s obtidos foram:

𝐹1 =
[︁

−0, 1614 2, 8511
]︁

; 𝐹3 =
[︁

−0, 0956 2, 7977
]︁

;

𝐹2 =
[︁

−0, 1328 2, 3548
]︁

; 𝐹4 =
[︁

−0, 0651 2, 3206
]︁

.

As Figuras 44 e 45 abaixo mostram o comportamento do sistema. Na Figura 44
observa-se que a estabilidade do sistema foi garantida. Além disso, comparando as figuras
42 e 44, observa-se que o tempo do transitório passou de 12 segundos para 5 segundos,
ou seja, houve uma redução como esperado.

Figura 44 – Estados do sistema em malha fechada considerando incertezas + estabili-
dade + taxa de decaimento.
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Fonte: autor.
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Figura 45 – Lei de controle do sistema de malha fechada considerando incertezas +
estabilidade + taxa de decaimento.
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Fonte: autor.

5.3.0.3 Incertezas + estabilidade + taxa de decaimento + restrição na entrada

Suponha que, devido a uma limitação do projeto, haja uma restrição na entrada
do sistema dada por

−2 ≤ 𝑢(𝑡) ≤ 2, para todo 𝑡 ≥ 0. (160)

Analisando a Figura 45, pode-se observar que a lei de controle está acima do seu limite.
Portanto, no projeto do controlador, uma restrição na entrada deve ser considerada. As
LMIs consideradas foram (126)-(129) com 𝛽 = 0, 4 e (130)-(131) com 𝜇 = 2. Os ganhos
𝐹𝑖 obtidos foram:

𝐹1 =
[︁

0, 0354 1, 1343
]︁

; 𝐹3 =
[︁

−0, 1107 1, 1026
]︁

;

𝐹2 =
[︁

0, 0215 0, 9401
]︁

; 𝐹4 =
[︁

−0, 0352 0, 9284
]︁

.

O comportamento do sistema em malha fechada e da lei de controle 𝑢(𝑡) estão
ilustrados abaixo.

Figura 46 – Estados do sistema em malha fechada considerando incertezas + estabili-
dade + taxa de decaimento + restrição na entrada.
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Fonte: autor.
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Figura 47 – Lei de controle do sistema em malha fechada considerando incertezas +
estabilidade + taxa de decaimento + restrição na entrada.
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Fonte: autor.

Analisando as Figuras 46 e 47, pode-se observar que, além da estabilidade do sis-
tema com taxa de decaimento 𝛽 = 0, 4, a restrição de entrada (160) também foi atendida.
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6 CONSIDERAÇÕES FINAIS

Em geral, estudar a estabilidade de sistemas LTV não é tão simples quanto estudar
a estabilidade de sistemas invariantes no tempo. A condição de que a matriz do sistema
tenha autovalores com parte real negativa não é suficiente para garantir a estabilidade
do sistema (CHEN, 1998). Uma forma de estudar a estabilidade de sistemas LTV é por
meio da STM, ou seja, o comportamento da STM determina a estabilidade do sistema,
como foi visto na Seção 2.1.4. Infelizmente, obter tal matriz de forma analítica só é possível
quando o sistema é comutativo e, por isso, métodos numéricos como o método descrito em
(SINHA; BUTCHER, 1997) foram desenvolvidos para obter tal matriz numericamente.
Conforme validado na Subseção 3.5, o método proposto por Sinha e Butcher (1997) se
mostrou eficiente. Foi visto que se o sistema é LTV e periódico existe uma transformação,
chamada de transformação Lyapunov–Floquet que transforma o sistema LTV e periódico
em um sistema linear invariante no tempo, além disso, tal transformação preserva a es-
tabilidade dos sistemas. Assim, estudar a estabilidade de um sistema LTV e periódico é
equivalente a estudar a estabilidade de um sistema linear invariante.

Também, foi visto que a técnica de controle proposta por Sinha e Joseph (1994)
e generalizada por Sinha, Henrichs e Ravindra (2000) se mostrou eficiente para controlar
sistemas LTV e periódicos, lineares e não lineares. A técnica foi eficiente para controlar
o sistema comutativo, considerando tanto a lei de controle exata quanto a aproximada.
A técnica também se mostrou eficiente para controlar o pêndulo com excitação vertical
no suporte, que é um sistema não linear, tanto para conduzir os estado para a origem
quanto para conduzi-los para uma órbita desejada. Entretanto, a estabilidade assintótica
não é matematicamente garantida. A técnica proposta por Deshmukh e Sinha (2004)
garante a estabilidade assintótica do sistema, no entanto, não é possível adicionar algumas
limitações no projeto do controlador, tais como restrição de entrada, taxa de decaimento
ou incertezas.

Neste trabalho pode-se ver que a técnica de controle fuzzy T-S pode ser aplicada
em sistemas lineares variantes de tempo. No entanto, foi visto que se o sistema tiver dois
ou mais termos variantes e incertezas na matriz do do controlador, o controle fuzzy T-S
pode fornecer resultados conservadores.

Neste trabalho foi proposta uma técnica de controle híbrida, que combina a téc-
nica fuzzy T-S com o controle via transformação L-F. A técnica híbrida se mostrou efici-
ente para controlar sistemas LTV e periódicos. A estabilidade assintótica do sistema em
malha fechada ficou garantida matematicamente. O método proposto também permitiu
adicionar no projeto algumas limitações do sistema, como restrição de entrada, taxa de
decaimento e incertezas na matriz do controlador. Além disso, quando o sistema possui
dois ou mais termos variantes combinados com incertezas na matriz do controlador, o
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método proposto forneceu resultados menos conservadores para a estabilidade do sistema
quando comparado com o controle fuzzy T-S.

Uma vez que incertezas são inseridas no sistema, o método hibrido não poderia ser
implementado na prática, pois a lei de controle proposta depende do valor da incerteza
em cada instante de tempo. Entretanto, esse problema pode ser superado implementando
o controle chaveado proposto em (SOUZA et al., 2013).
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APÊNDICE A – Lemas Técnicos

Para facilitar a compreensão dos cálculos que são feitos a fim de obter uma apro-
ximação para a STM, alguns resultados preliminares envolvendo o produto de kronecker
e as matrizes operacionais são necessários, e estão apresentados neste apêndice em forma
de Lema.

O primeiro resultado desta seção apresenta uma relação entre o produto clássico
de matrizes e o produto de kronecker.

Lema 10. Sejam 𝐴 ∈ R𝑝×𝑞, 𝐵 ∈ R𝑞×𝑠, 𝐶 ∈ R𝑚×𝑛 e 𝐷 ∈ R𝑛×𝑙. Então

(𝐴𝐵) ⊗ (𝐶𝐷) = (𝐴 ⊗ 𝐶)(𝐵 ⊗ 𝐷).

Demonstração. Uma prova direta é a seguinte:

(𝐴 ⊗ 𝐶)(𝐵 ⊗ 𝐷) =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑎11𝐶 · · · 𝑎1𝑞𝐶

... . . . ...
𝑎𝑝1𝐶 · · · 𝑎𝑝𝑞𝐶

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣

𝑏11𝐷 · · · 𝑏1𝑠𝐷
... . . . ...

𝑏𝑞1𝐷 · · · 𝑏𝑞𝑠𝐷

⎤⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎣
∑︀𝑞

𝑘=1 𝑎1𝑘𝑏𝑘1𝐶𝐷 · · · ∑︀𝑞
𝑘=1 𝑎1𝑘𝑏𝑘𝑝𝐶𝐷

... . . . ...∑︀𝑞
𝑘=1 𝑎𝑝𝑘𝑏𝑘1𝐶𝐷 · · · ∑︀𝑞

𝑘=1 𝑎𝑝𝑘𝑐𝑝𝑠𝐶𝐷

⎤⎥⎥⎥⎦
= (𝐴𝐵) ⊗ (𝐶𝐷).

Duas consequências do Lema 10 são apresentadas a seguir:

Lema 11. Se 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, 𝑇 ∈ R1×𝑛 e 𝐷 ∈ R𝑛×1, então

𝐴(𝑇𝐷) = (𝐼 ⊗ 𝑇 )(𝐴 ⊗ 𝐷).

Demonstração. Pelo Lema 10 segue que

(𝐼 ⊗ 𝑇 )(𝐴 ⊗ 𝐷) = 𝐴 ⊗ (𝑇𝐷) = 𝐴(𝑇𝐷).

Lema 12. Se 𝐶 ∈ R𝑚×𝑛 e 𝐷 ∈ R𝑛×𝑙, então 𝐼 ⊗ (𝐶𝐷) = (𝐼 ⊗ 𝐶)(𝐼 ⊗ 𝐷).

Demonstração. Pelo Lema 10 segue que

𝐼 ⊗ (𝐶𝐷) = (𝐼𝐼) ⊗ (𝐶𝐷) = (𝐼 ⊗ 𝐶)(𝐼 ⊗ 𝐷).
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Lema 13. Sejam 𝑚, 𝑛 inteiros positivos. Então

𝐼 = ̂︀𝑇 (𝑡)′ ̂︀𝐼 = ̂︀𝐼 ′ ̂︀𝑇 (𝑡),

onde ̂︀𝐼 = 𝐼 ⊗ [1 0 · · · 0⏟  ⏞  ]′.
(𝑚 − 1)

Lema 14. Sejam 𝐴(𝑡) uma matriz variante no tempo de dimensão 𝑛×𝑚 e 𝐵 uma matriz
constante 𝑚 × 𝑛. Então ∫︁ 𝜏

0
𝐴(𝑡)𝐵𝑑𝑡 =

(︂∫︁ 𝜏

0
𝐴(𝑡)𝑑𝑡

)︂
𝐵. (161)

Demonstração. Considere as seguintes notações indicias para matrizes

[𝑎𝑖𝑗(𝑡)]𝑛×𝑚 = 𝐴(𝑡);
[𝑏𝑖𝑗]𝑚×𝑛 = 𝐵;

[𝑐𝑖𝑗(𝑡)]𝑛×𝑛 = 𝐴(𝑡)𝐵;

[𝑑𝑖𝑗(𝑡)]𝑛×𝑛 =
(︂∫︁ 𝜏

0
𝐴(𝑡)𝑑𝑡

)︂
𝐵.

Da multiplicação de matrizes segue que

𝑐𝑖𝑗(𝑡) =
𝑚∑︁

𝑘=1
𝑎𝑖𝑘(𝑡)𝑏𝑘𝑗 e 𝑑𝑖𝑗(𝑡) =

𝑚∑︁
𝑘=1

(︂∫︁ 𝜏

0
𝑎𝑖𝑘(𝑡)𝑑𝑡

)︂
𝑏𝑘𝑗. (162)

Decorre que
∫︁ 𝜏

0
𝑐𝑖𝑗(𝑡)𝑑𝑡 =

∫︁ 𝜏

0

(︃
𝑚∑︁

𝑘=1
𝑎𝑖𝑘(𝑡)𝑏𝑘𝑗

)︃
𝑑𝑡

=
𝑚∑︁

𝑘=1

(︂∫︁ 𝜏

0
𝑎𝑖𝑘(𝑡)𝑑𝑡

)︂
𝑏𝑘𝑗

= 𝑑𝑖𝑗(𝑡).

Lema 15. Sejam 𝐴(𝑡) uma matriz variante no tempo de dimensão 𝑛 × 𝑚. Então∫︁ 𝜏

0
𝐼𝑛 ⊗ 𝐴(𝑡)𝑑𝑡 = 𝐼 ⊗

∫︁ 𝜏

0
𝐴(𝑡)𝑑𝑡. (163)

Demonstração. Por (28) tem-se

𝐼 ⊗ 𝐴(𝑡) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐴(𝑡) 0 · · · 0

0 𝐴(𝑡) · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · · 𝐴(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (164)
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De (164) decorre que

∫︁ 𝜏

0
𝐼 ⊗ 𝐴(𝑡)𝑑𝑡 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∫︀ 𝜏
0 𝐴(𝑡)𝑑𝑡 0 · · · 0

0
∫︀ 𝜏

0 𝐴(𝑡)𝑑𝑡 · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · ·

∫︀ 𝜏
0 𝐴(𝑡)𝑑𝑡

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = 𝐼 ⊗
∫︁ 𝜏

0
𝐴(𝑡)𝑑𝑡.

Lema 16. Sejam 𝑑𝑖 o vetor dos coeficientes da expansão de 𝑓𝑖(𝜏) em polinômios de
Chebyshev alterados e 𝛼 é o conjunto dos parâmetros do sistema normalizado (46). Defi-
nindo 𝐷(𝛼) = ∑︀𝑠

𝑖=1 𝐴𝑖(𝛼) ⊗ 𝑑′
𝑖, então

𝐴(𝜏, 𝛼) ≈ ̂︀𝑇 (𝜏)′𝐷(𝛼) = 𝐷(𝛼)𝑇 (𝜏).

Demonstração. A demonstração será feita para 𝑟 = 2. Os demais casos são análogos a
este. Por (47) obtemos

𝑓𝑖(𝜏) ≈ [ 𝑇 *
0 (𝜏) · · · 𝑇 *

𝑚−1(𝜏) ][ 𝑑𝑖0 · · · 𝑑𝑖(𝑚−1) ]′ = 𝑇 *(𝜏)′𝑑′
𝑖. (165)

Assim,

𝐴(𝜏, 𝛼) = 𝐴1(𝛼)𝑓1(𝜏) + 𝐴2(𝛼)𝑓2(𝜏)
≈ 𝐴1(𝛼)(𝑇 *(𝜏)′𝑑′

1) + 𝐴2(𝛼)(𝑇 *(𝜏)′𝑑′
2)

(Lema 11)= (𝐼 ⊗ 𝑇 *(𝜏)′) (𝐴1(𝛼) ⊗ 𝑑′
1) + (𝐼 ⊗ 𝑇 *(𝜏)′) (𝐴2(𝛼) ⊗ 𝑑′

2)

= ̂︀𝑇 (𝜏)′
2∑︁

𝑖=1
𝐴𝑖(𝛼)𝑑′

𝑖

= ̂︀𝑇 (𝜏)′𝐷(𝛼).

Lema 17. Seja 𝑚 um inteiro positivo. Considere a matriz polinomial de Chebyshev dada
por (29) e a matriz de integração dada por (35). Então∫︁ 𝜏

0
̂︀𝑇 (𝑡)′𝑑𝑡 ≈ ̂︀𝑇 (𝜏)′ ̂︀𝐺′.

Demonstração. Uma prova direta é a seguinte:∫︁ 𝜏

0
̂︀𝑇 (𝑡)′𝑑𝑡 =

∫︁ 𝜏

0
𝐼 ⊗ 𝑇 *(𝑡)′𝑑𝑡

(Lema 15)= 𝐼 ⊗
∫︁ 𝜏

0
𝑇 *(𝑡)′𝑑𝑡

(36)
≈ 𝐼 ⊗ (𝑇 *(𝜏)′𝐺′)

(Lema 12)= (𝐼 ⊗ 𝑇 *(𝜏)′) (𝐼 ⊗ 𝐺′)
= ̂︀𝑇 ′(𝜏) ̂︀𝐺′.
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Lema 18. Sejam 𝑚 um inteiros positivos e ̂︀𝑇 (𝑡) a matriz de Chebyshev. Então

𝐷(𝛼) ̂︀𝑇 (𝑡) ̂︀𝑇 (𝑡)′ ≈ ̂︀𝑇 (𝑡)′ ̂︀𝑄𝐷, onde ̂︀𝑄𝐷 =
𝑠∑︁

𝑖=1
𝐴𝑖(𝛼) ⊗ 𝑄𝑑𝑖

.

Demonstração.

𝐷(𝛼) ̂︀𝑇 (𝑡) ̂︀𝑇 (𝑡)′ =
(︃

𝑠∑︁
𝑖=1

𝐴𝑖(𝛼) ⊗ 𝑑′
𝑖

)︃
(𝐼 ⊗ 𝑇 *(𝑡)) (𝐼 ⊗ 𝑇 *(𝑡)′)

(Lema 12)=
(︃

𝑠∑︁
𝑖=1

𝐴𝑖(𝛼) ⊗ 𝑑′
𝑖

)︃
(𝐼 ⊗ (𝑇 *(𝑡)𝑇 *(𝑡)′))

=
𝑠∑︁

𝑖=1

{︁(︁
𝐴𝑖(𝛼) ⊗ 𝑑′

𝑖

)︁
(𝐼 ⊗ (𝑇 *(𝑡)𝑇 *(𝑡)′))

}︁
(Lema 10)=

𝑠∑︁
𝑖=1

{︁(︁
𝐴𝑖(𝛼)𝐼

)︁
⊗ (𝑑′

𝑖𝑇
*(𝑡)𝑇 *(𝑡)′)

}︁
(33)
≈

𝑠∑︁
𝑖=1

{︁(︁
𝐼𝐴𝑖(𝛼)

)︁
⊗ (𝑇 *(𝑡)′𝑄𝑑𝑖

)
}︁

(10)=
𝑠∑︁

𝑖=1

{︁
(𝐼 ⊗ 𝑇 *(𝑡)′)

(︁
𝐴𝑖(𝛼) ⊗ 𝑄𝑑𝑖

)︁}︁
= (𝐼 ⊗ 𝑇 *(𝑡)′)

{︃
𝑠∑︁

𝑖=1

(︁
𝐴𝑖(𝛼) ⊗ 𝑄𝑑𝑖

)︁}︃

= ̂︀𝑇 (𝑡)′ ̂︀𝑄𝐷.


	Folha de rosto
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract
	Lista de ilustrações
	Lista de tabelas
	Lista de abreviaturas e siglas
	Lista de símbolos
	Sumário
	INTRODUÇÃO
	FUNDAMENTOS TEÓRICOS
	SISTEMAS LTV
	Matriz Fundamental
	Sistemas LTV e Periódicos
	Sistemas LTV Equivalentes
	Estabilidade de Sistemas LTV

	TRANSFORMAÇÃO LYAPUNOV–FLOQUET

	MÉTODO NUMÉRICO PARA OBTER A STM
	POLINÔMIOS DE CHEBYSHEV
	Polinômios de Chebyshev Alterados
	Expansão de Função em Polinômios de Chebyshev Alterados

	MATRIZES OPERACIONAIS
	Matriz Polinomial de Chebyshev
	Matriz Operacional do Produto
	Matriz Operacional de Integração

	MÉTODO DAS APROXIMAÇÕES SUCESSIVAS
	STM NUMÉRICA
	Método sinha1997symbolic

	VALIDAÇÃO DO MÉTODO E ANÁLISE DE ESTABILIDADE
	Validação
	Análise de Estabilidade


	PROJETO DE CONTROLADORES
	CONTROLE VIA TRANSFORMAÇÃO L-F
	Controle de Sistemas LTV
	Controle de um Sistema Comutativo
	Controle de Sistemas não Lineares
	Controle de um Pêndulo Simples Excitado Verticalmente

	CONTROLE FUZZY TAKAGI-SUGENO
	Condições de Estabilidade
	Taxa de Decaimento e Restrições de Entrada
	Equação de Mathieu
	Equação de Mathieu: controle via transformação L-F
	Equação de Mathieu: controle fuzzy Takagi-Sugeno



	MÉTODO PROPOSTO
	SÍNTESE DO CONTROLADOR
	Estabilidade
	Restrição na Entrada e Taxa de Decaimento

	REDUZINDO O NÚMERO DE MODELOS LOCAIS FUZZY
	Aplicando o Controle Fuzzy Takagi-Sugeno
	Aplicando o Método Híbrido
	Incertezas na Matriz B(t)

	SIMULAÇÃO
	Incertezas + estabilidade
	Incertezas + estabilidade + taxa de decaimento
	Incertezas + estabilidade + taxa de decaimento + restrição na entrada


	CONSIDERAÇÕES FINAIS
	REFERÊNCIAS
	Lemas Técnicos 

