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Resumo

Esta dissertacao trata da construcao de hierarquias compativeis com a equacao
PIV a partir dos modelos: AKNS, dois bdosons e dois bésons quadraticos. Também
sao construidos os problema linear de Jimbo-Miwa dos trés modelos e discutimos a

hamiltoniana correspondente a equacao PIV a partir do formalismo lagrangiano.
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Abstract

This dissertation contains the construction of compatible hierarchies with the
PIV equation from the models: AKNS, two-boson and quadratic two-boson. Also
it is build the Jimbo-Miwa linear problem for the three models and we discuss the
hamiltonian corresponding to fouth Painlevé equation from the Lagrangian forma-

lism.
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Capitulo 1
Introducao

A primeira vez que um modelo integravel foi associado a uma das equacoes de
Painlevé foi na referéncia [15], onde foi associado a equagao PII ao modelo mKdV
através de uma transformacao por auto-similaridade e, desde entao, varios trabalhos
vem sendo feitos afim de associar modelos integraveis a hierarquias do tipo Painlevé.

Em [2], [3] e [4], a relacdo entre a hierarquia mKdV e a hierarquia PII ja foi
estudado em detalhe. Enquanto que a hierarquia PIV foi construida pela primeira
vez a partir de um modelo integravel em [16], onde foi mostrado que a hierarquia
PIV corresponde a uma hierarquia de equagoes diferenciais acopladas.

No capitulo 2, sera explicado brevemente o que sao as equacoes de Painlevé e
desenvolvido o instrumental teérico que nos permitird construir a hierarquia PIV.
Veremos que, do mesmo modo que a representacao matricial do par de Lax é usada
para obter uma hierarquia de equacoes diferenciais parciais e nao-lineares, usare-
mos as matrizes do problema linear de Jimbo-Miwa para obter uma hierarquia de
equacoes diferenciais ordinarias e nao-lineares.

No capitulo 3, faremos uma andlise detalhada das hierarquias AKNS, de dois
bésons (que corresponde ao modelo de ondas dispersivas na dgua usado em [16]) e
de dois bésons quadraticos. Veremos que os trés modelos sao representacoes equi-
valentes (por uma transformacao de gauge) de uma hierarquia KP reduzida com
dois campos bosodnicos, de acordo com [11], e explicaremos como construir todas as

equagoes das hierarquias. Usando a representagao matricial, obteremos os pares de
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Lax dos trés modelos para um tempo genérico, t,,. Exploraremos também a redugao
por auto-similaridade de modo detalhado para a hierarquia AKNS e veremos, de
acordo com [4], que pode-se generalizar esta redugao de modo que vérios tempos
sejam transformados. Finalmente, obteremos as matrizes do problema linear de
Jimbo-Miwa dos trés modelos.

Quando analizarmos o modo de obter a hierarquia PIV a partir destes modelos
no capitulo 4, encontraremos resultados diversos. A hierarquia AKNS mostrou-se
particularmente dificil neste aspecto e explicitaremos algumas tentativas para even-
tuais consultas futuras. Ja para o modelo de dois-bdsons, construiremos a hierarquia
PIV de modo que ficara explicito a dependéncia das hamiltonianas nas equagoes da
hierarquia, complementando assim o trabalho feito em [16]. Finalmente, para o mo-
delo de dois bdsons quadraticos, que é uma transformacao de Miura generalizada
do modelo de dois bésons (como mostrado em [11] e [9]), veremos que a hierarquia
PIV surge de forma bastante natural. Por fim, exploraremos o método de obter
as hamiltonianas a partir das lagrangianas para as duas primeiras equacoes da hie-
rarquia PII e, em seguida, obteremos a primeira hamiltoniana da hierarquia PIV e
relacionaremos com a obtida em [17].

Para completar, nos apéndices, analizaremos os vinculos que relacionam os mode-
los de dois campos tratados com os modelos KdV e mKdV, contruiremos a hierarquia

PII e desenvolveremos alguns topicos do formalismo hamiltoniano.



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Introducao as equacoes diferenciais no plano

complexo do tipo Painlevé

As equacoes de Painlevé foram descobertas na virada para o século vinte pelo ma-
tematico frances Paul Painlevé enquanto analisava as equagoes diferenciais nao-

lineares de segunda ordem no plano complexo do tipo
Uyy = F(Z, uauz)

sendo F racional em u e u, e possuindo apenas singularidades do tipo pdlo em
todo plano complexo. Painlevé e colegas de sua época buscaram classificar todas
as equagoes desse tipo cujas solugoes possuem apenas polos como singularidades
moviveis. De fato, mesmo equagoes diferenciais nao-lineares de ordens superiores
que satisfazem esta propriedade ficaram conhecidas como equacoes do tipo Painlevé.

Vamos fazer um parénteses para explicar melhor o que seria um ponto de singu-
laridade movivel. Considere as duas equacoes diferenciais nao-lineares de primeira

ordem a seguir:
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I
224ug !

) u,+220°=0 = u=

i) w,+ =0 = u=-22

No primeiro caso, a condi¢ao inicial (digamos u(z = 0) = ug) determina o local
da singularidade, ja no segundo caso, temos uma singularidade fixa em 2z = «, isto
é, independentemente da condicao inicial.

A motivacao por buscarmos equagoes diferenciais que satisfazem esta propriedade
¢é que as solucoes das equacoes podem ser extendidas analiticamente para todo plano
complexo, excluindo os pontos de singularidades. Para equacoes diferenciais de
segunda ordem, foi mostrado que existem cinquenta equacoes que satisfazem tal
propriedade, sendo que elas podiam ser reduzidas a equacgoes lineares, equacoes de
Riccati, equagoes contendo fungoes elipticas ou a seis novas equagoes . Estas novas

equacoes ficaram conhecidas como equacgoes de Painlevé e sao

Tabela 2.1: Equacgoes de Painlevé

PI Uyy = 6U + 2

PIT | w,, = 2u+2u’ + «

PII | vz, = yul — 5 + (0w + ) +7u’ +
PIV | u,, = -0 + 30 + 42u? + 2(22 — a)u + 2

ou(u+1)

u—1

PV | u,, = ;2ud uz—éuz—i—w(aujtg)—l—%jt

2u(u—1) "'z 22

PVI e = (54 gt +
et + 08

u—z)?

ez = (L gk e+ 22 (a4 5

Essas equacoes desempenham na fisica nao-linear o mesmo papel que outras
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fungoes especiais, como Bessel e Airy, desempenham na fisica linear e possuem apli-
cabilidade nas teorias de matrizes aleatérias, cordas, gravitacao quantica, processos
de crescimento, modelo de Ising em 2 dimensoes entre outros (para mais aplica¢oes
ver [6]). Em meados dos anos 70, o estudo das equagoes de Painlevé encarou um
renascimento devido a descoberta de M. J. Ablowitz e H. Segur de que a equagao
PII aparece através de uma transformagcao por auto-similaridade (através da qual
elimina-se uma varidvel do problema) do modelo mKdV. Isso tem motivado muitos
trabalhos recentes na construcao de hierarquias correspondentes as equacoes de PII
e PIV.

2.2 Modelos Integraveis

No trabalho que desenvolveremos a partir do préximo capitulo, construiremos uma
hierarquia de equagoes diferenciais compativeis com a equacao PIV usando modelos
integraveis ja conhecidos. Nesta secao explicaremos brevemente o que é um modelo

integravel.

2.2.1 Estrutura hamiltoniana

Antes de falarmos sobre a integrabilidade do sistema, vamos falar um pouco sobre a
estrutura hamiltoniana de um sistema dinamico discreto e fazer a correspondéncia
com sistemas continuos.

Vamos assumir um sistema descrito sobre um espago de fase M de 2n dimensoes,

com coordenadas canonicas

(Gi, pi)s 1=1,2,...,n
Uma trajetoria sobre este espaco de fase sera parametrizada pelo tempo ¢ e
determinada pela hamiltoniana do sistema, H = H(q, p,t), tal que
OH . OH
N dq;’ = Ipi
Assim, uma varidavel dinamica sera definida como f : M x R — R, tal que

f=f(g,p)

pi = (2.1)
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Definicao 1. O parénteses de Poisson de duas variaveis dinamicas, f e g, é

_~~(0f 89 Of 0y
{f.ay =) (a—qka—pk - a_ma_%> (2.2)

k=1

e possui as sequintes relacoes :
{f.9y=—{9./} (anti-simetria)
{fiag + Bg2} = o f. g1} + BLS, g2} (linearidade)
{f1, fafs} = {f1, fo} 3 + fo{ 1, f3} (Regra de Leibnitz)

{f,Ag,h}} + {9, {h, f}} +{h,{f,g}} =0, (identidade de Jacobi)

Usando a definicao do parénteses de Poisson acima, podemos definir coordenadas

canonicas como sendo as coordenadas que satisfazem

{pi,p;} ={@.¢;} =0, {q, 05} = 0

Usando (2.1) e (2.2), podemos escrever a evolugdo temporal de uma varidvel

dinamica como

df _of of . of

of
= — Ly, =L H

O préximo passo sera associar o formalismo que desenvolvemos acima ao caso
continuo. Para isso trocaremos o espaco de fase M pelo espaco de fungoes suaves
e com condigoes de contorno periédicas ou de decaimento. Neste espaco de fase, a
hamiltoniana de um sistema com n campos ¢;(z,t) serd um funcional dos campos,
isto é,

[e.9]
Ho = [ f16.6,,.Jda,
—0oQ

A derivada funcional é dada por

oH _ _of o _of & of
06i(w,t)  O¢i(x,t) 0z 0big(x,t) 022 0P 4u(x,t)

+ ..
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sendo

— = 0;;0(x — 2.3
O parénteses de Poisson de funcionais dos campos é generalizado como
0B
dxd i(x,t ) p—
(o5l = [ [ sty stote . o) e
Desta forma, a evolugao temporal dos campo é dada por
oy , x,t) oH
t), dz'd b —
et = oo Hol) = [ [ ey S e 0.0 5

Assim, usando (2.3), temos

St = [ aeen.smni s

Na analise acima, explicitamos a dependéncia de todos os fatores com relacao ao
tempo afim de eliminar qualquer ambiguidades, mas usaremos uma notagao simpli-

ficada daqui em diante.

2.2.2 O que é um modelo integravel?

Podemos dizer que um sistema hamiltoniano sera integravel se for possivel encontrar
uma solucao analitica de suas variaveis dinamicas; contudo, podemos determinar um

critério para a integrabilidade do sistema antes de encontrarmos tal solucao analitica.

Definicao 2. Um sistema definido sobre um espaco de fase com 2n dimensoes serd
integravel se possuir n constantes de movimento F; (também chamadas de integrais
primeiras) linearmente independentes e em involugdo . Ou seja, deve satisfazer as

sequintes propriedades:
{H,F;} =0, (para os F; serem constantes de movimento)

>.,aiVE,=0%a; =0 (para os F; serem linearmente independentes)

{F,,F;} =0 (para os F; estarem em involugao )
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Veja que pela definicao de um sistema integravel, cada constante de movimento

F; pode ser tomada como uma hamiltoniana do sistema e por isso fazemos a as-
sociacao F; — H;. Como cada hamiltoniana determina uma trajetéria sobre o
sistema, generalizaremos também o parametro de evolugao temporal de tal forma
que associaremos um parametro de evolucao temporal para cada hamiltoniana, isto
é,

dA 0A

= {AH} +

dt; ot;

O teorema que garante a existéncia de uma solugao analitica para sistemas in-

tegraveis é o teorema de Liouville. Abaixo, apresentaremos o enunciado do teorema
de Arnold-Liouville sem demonstra-lo; contudo, a demonstragao pode ser encontrada

em textos como por exemplo [18].

Teorema 1 (Teorema de Arnold-Liouville). Considere um sistema integrdvel de-
finido sobre o espaco de fase M, tal que suas integrais primeiras descrevam uma

superficie de dimensao n no espaco de fase, isto ¢€,
Mr ={(q,p) € M; Fy(q,p) = cx}, ¢k = constante, k=1,...n
Entao teremos as sequintes propriedades:
e Se My for compacto e conexo, entao serd difeomdrfico a um toro
T"=S"x S' x ... x S

tal que pode-se introduzir variaveis acao -angulo na vizinhanca deste toro, isto
¢,

Il,---7]n7¢1a---¢n; OSQSkSQT['

de modo que ¢y, serdo as coordenadas de Mp e I, = I(F, ..., F,,) serao inte-

grais primeiras.

e As equacoes de Hamilton serao

I, =0, or = wi(L1, ..., I,), k=1,..,n

Logo, o sistema poderd ser resolvido por quadratura, isto é, através de um

numero finito de operacgoes algébricas e integragoes de funcoes conhecidas.
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Acima, desenvolvemos a definicao de modelos integraveis para sistemas de co-
ordenadas discretos. Afim de generalizar nossa definicdo para campos, devemos
buscar infinitas constantes de movimento linearmente independentes e em involucao
para que um sistema continuo seja integravel. Para o desenvolvimento dos proximos
capitulos, afirmaremos sem demonstrar (para mais detalhes ver [18]) que para um
sistema continuo satisfazer a condicao de integrabilidade basta que exista uma es-

trutura bi-hamiltoniana do tipo
{0i, Ho}1 = M\o{ @i, Hi1 2, A = constante

Desta forma, partindo de uma hamiltoniana inicial podemos encontrar infinitas

hamiltonianas, conforme sera visto no préximo capitulo.

2.2.3 O par de Lax e o método de curvatura nula

Nesta segao veremos que é possivel associar sistemas dinamicos nao-lineares (equagoes
diferenciais parciais) com operadores lineares. Esta associacao é dada através do par
de Lax, que possui implicagoes no espalhamento inverso (como pode ser visto em
[20] e [18]), ou através do método de curvatura nula.

O método do par de Lax consiste em encontrar um operador escalar cujo auto-

valor nao seja dependente do parametro de evolucao , isto é
LV =eV, =0 (2.4)

sendo que a evolucao da auto-funcao é

o _
ot

Se derivamos (2.4) e usamos (2.5), temos a equagao de Lax como condigao de

BU (2.5)

compatibilidade, isto é
0L
— =|B, L
5 — B L]

Veja por exemplo que se usarmos

L=-D*-1, B =4D? +3(UD + DU)
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e pegarmos a projecao sobre D obtemos a equacao KdV, isto é,
Ui+ 6UU, + U, =0

Agora veremos uma representacao matricial do par Lax. Para isso, considera o

seguinte sistema de equacoes diferenciais

g_ij =L(e)V, %—\f = M(e)¥ (2.6)

sendo £ e M matrizes dependéntes dos campos e do parametro spectral e.
O método de curvatura nula consiste em garantir que podemos inverter a ordem

das derivadas, isto é,

o} B 0 B
otox  Oxdt
Desta forma, usando (2.6), obtemos a seguinte condi¢ao de compatibilidade
oL oM
= e =0 2.7
= o+ L M) 27)

Veremos no préximo capitulo como os dois métodos descritos acima se relacionam

num caso particular do modelo KP.

2.3 Reducao por auto-similaridade e o problema
linear de Jimbo-Miwa
Nesta secao analizaremos de forma geral a redugao por auto-similaridade.

Definicao 3. A reducdao por auto-similaridade consiste numa transformacdao nas
coordenadas e nos campos, tal que eliminamos uma varidvel das equacoes de mouvi-

mento. Para dada equacdao espectral
LV = eV

A tranformacao € dada por
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Zn = (ntn)_%x, T, = (ntn)_%ktk, k=1,2,...n

¢i(x, 7) = (Nt @i (2, )

Sendo T = {to,ts3,...} o conjunto dos tempos antigos, 7 = {1y, T3,...||T1
zn, T, = 1} os tempos transformados, ¢; e ®; os campos antigos e novos do mo-
delo em questao respectivamente, tal que os expoentes p; sao determinados para

cada modelo em questao.

Como serd visto no proximo capitulo, a transformacao nos tempos nao é necessa-
ria para reduzirmos uma variavel das equagoes de movimento, mas ela foi introduzida
em [4] como uma generalizagao .

Também podemos aplicar a transformacao acima na representacao matricial do
par Lax, o qual nos dara o problema linear de Jimbo-Miwa. Isto é, temos o seguinte

problema linear
0,V = LV (2.8)

9,0 = MPw (2.9)
Para isso usamos as transformagoes adicionais

U(z,, 7, \) = Ut,)¥(z,76), A= (nt,)ne, (2.10)
sendo que a matrix U(t,) é determinada tal que o problema linear fique independente
da variavel ¢,,. Sob a transformacao de auto-similaridade, usaremos a notagao

L—L=L(2,,D,\)

ME 5 M® = MPB) (2, B, N)
Logo, de (2.8), temos

0,109 = 0o, ¥ = LU
ox

Multiplicando pela esquerda U, ficamos com

0.,V = (nt,)

n

~

ULU U = AV (2.11)

3=
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Similarmente, de (2.9) temos

atk[U_l\i}] = (0, U WU+U- la_aZn\Ij+U ZaiaTm\I’-I—U 1@(% = M-t
oty ot

A partir da equagao acima podemos identificar dois casos diferentes, ou seja,

para k # n temos

kdr, U = (nt,) " [UM®PU T = BT, k=23,..,n—1 (2.12)

e também para k = n temos
n—1
(0n, U™)T — UM (nt) 7 12]0., % — U [mPt(nt,) ™% )0r, U+
m=2

FU (nt,)nteloyl = MU

multiplicando a expressao acima pelo lado esquerdo por (nt,)U e usando (2.11) e
(2.12), temos

- 1 n - -
_ (k) _ -1 = ()
Nl = 3 [znA + mZZQTmB (nt,)U (9, U |¥ = ™ (2.13)

Portanto, para dado £, nosso problema consiste em encontrar as matrizes M)
apropriadas e em seguida obter A, B®) e C. Similarmente ao método de curvatura
nula, a relacdo de compatibilidade entre (2.11) e (2.13) é

oA ocm
o\ 0z,
Esta condicao resulta em uma hierarquia de equacoes diferenciais ordinarias nao-

+[A,C™M] =0 (2.14)

lineares como sera visto no préximo capitulo. Desta forma, vemos que o problema
linear de Jimbo-Miwa é o analogo da representacao matricial do par de Lax para
modelos em uma tnica dimensao.

Da relagao de compatibilidade entre (2.11) e (2.12), isto é,

9A _ 98"
8Tk 8zn

+[A,B%] =0 (2.15)
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obtemos a equacao de evolucao dos campos em relagao ao parametro T}, isto é

o .
ko = {2, Hi(z, @)} (2.16)

Expressamos a equacao acima de forma a representar um modelo genérico (de-
talhes podem ser encontrados em [4]), sendo Hj, a hamiltoniana reduzida por auto-
similaridade. A expressdo (2.16) garante que podemos fazer a associacao M —
M®) trocando apenas n por k. Por fim, a relacdo de compatibilidade entre (2.12) e
(2.13) é

oB") ocm)
o om

A consisténcia entre (2.14), (2.15) e (2.17) pode ser mostrado da seguinte forma;

calculando a comutador de (2.14) com B®, de (2.15) com C™ e de (2.17) com A,

temos

+[B® ¢ =0 (2.17)

B® oy Al — [BR 0,c™] + [B®[A,C™]] =0 (2.18)
€™, kop Al — [€™, 0.8+ [C™, [4,BP]] =0 (2.19)
[A, 0\B™] — [A, k95, C™] + A, [B®,c™]] =0 (2.20)

Fazendo (2.20)+(2.19)—(2.18) e usando a identidade de Jacobi, isto é,
(A, [BW, )] + [c™, [A, B + B, [c™, Al = 0

temos

A, BB — kdr, [A,C™] + 0. [B®,c™] =0
Finalmente, substituindo (2.14), (2.16) e (2.17) na expressao acima temos
0, (k&TkA - azrs(k)) — kg, ((%A - azcm)) +0, (@B(’“) - kachW)) —0

Como as derivadas parciais comutam, a identidade acima é verdadeira. No tra-

balho que faremos no préximo capitulo, focaremos apenas na condicao (2.14).



Capitulo 3

Analise de modelos K P_; com

dois campos

3.1 Descricao geral do modelo KP

O Lax mais geral do modelo KP é o operador pseudo-diferencial dado por
L= 'LL,QD +u_1+ Z UiDiiil (31)
=0

sendo os campos u; fungdes das variaveis (x, ts, t3,...). Lembre-se que devemos usar

a regra de Leibniz quando operadores diferenciais atuam sobre funcgoes , isto €,

oo
nn-—1)..(n—a+1 _
an:Z ( ) ( )(aaf)Dna
a!
a=0
Se fizermos n — —n, encontramos uma relacao similar para operadores pseudo-
diferenciais, isto é,

I Gl

De acordo com a referéncia [11], o modelo KP descrito acima é dividido em trés

classes de modelos que rotularemos como K P, 1=1,2,3; tal que:

15
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1=0: L=D+>2,u;D"""! (modelo KP padrao)
=1 L=D+u_+ Y oqu;D7"! (primeiro modelo KP fora do padrao)

=2 L=usD+uq+Y yu;D7""" (segundo modelo KP fora do padrao)

Neste capitulo, trabalharemos apenas com o modelo K FP,—; com dois campos
bosonicos e modelos equivalentes a este por transformacoes de gauge.

De acordo com a referéncia [11], podemos fazer uma associagdo entre a repre-
sentacao escalar e matricial do Lax no caso mais simples abaixo. Para isso usamos

a algebra de Lie sl(2,R) como base, tal que

144 _C
L=D+A+BD'C ~ L:(2 c >

B —[3A+t¢]
sendo o sinal £ de ¢ relacionado com o sinal do tempo das equagoes de movimento.

Para os modelos que trabalharemos a seguir, a associacao entre as representagoes

dos Lax com dois campos bosonicos sao dadas na tabela 3.1.

Tabela 3.1: Equivaléncia entre as representacoes dos Lax

Laxns =D —qD™'r LAkNs = (:i —gq) modelo AKNS
_ —Lg—=2 1
L;y=D—J+JD! L= < 3 ; ) 19 )) modelo de dois bésons
- :(J —2¢
2
- - 1/, = 2
Li=D+j+j+jD7'j| L; = ( 27 +_J; £) i :} - 25)) modelo de dois bésons
2

quadraticos

Os trés modelos acima se relacionam através de uma transformacao de gauge e

transformacoes nos campos. Este processo é sintetizado na tabela 3.2.
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Tabela 3.2: Transformacao de gauge entre os modelos
G=r"1| G 'LagnsG =D -1 —rqD"' ~ L, J=1

G=j"' | GLG=D+j+j= 5 +jjD ~ Ly | J=—j—j+%

G=r"1 G_lLAKNsG =D — TTI - TqD_l ~ G_leG q= _j eXp(¢+ 92_5)

3.2 Analise da hierarquia AKNS

Neste capitulo, trabalharemos de forma detalhada os instrumentais matematicos

apresentados no capitulo 2 usando como base a hierarquia AKNS.

3.2.1 Relacao de recorréncia entre as Hamiltonianas

Para comecar nossa analise, queremos encontrar a relacao de Lenard da hierarquia
AKNS;, ou seja, uma relagao de recorréncia que relacione as derivadas funcionais das
constantes de movimento do nosso modelo. Note que esta é uma ferramenta pode-
rosa, pois dada uma hamiltoniana inicial, podemos encontrar todas as hamiltonianas
do sistema.

Para isso, usaremos os parénteses de Poisson dados na reféncia [11], de modo



CAPITULO 3. ANALISE DE MODELOS K P;_, COM DOIS CAMPOS 18

que os parénteses de Poisson 1 sao:

Os parénteses de Poisson 2 sao:
{r(z),r(y)}2 = —2r(z)r(y)e(z —y), {a(2). q(y)}2 = —2q(2)q(y)e(z — y),

{a(z),r(y)}e = —0:0(x — y) + 2q(z)r(y)e(z — y)
{r(z),q(v)}2 = —0:0(x — y) + 2r(z)q(y)e(z — y)
sendo
Ope(x —y) = —Oye(z —y) = d(z — y)

Com os parénteses de Poisson em maos, buscaremos uma relacao da forma
Adr(x), Hagnsnt1 = {7(2), Haxnsm }2 (3.2)

oniq(®), Hagnspntr = {a(®), Hagnsm f2 (3.3)

Sendo A, e o, simplesmente constantes globais. Faremos m = n — 1 por cons-
trugao , mas a consistencia disso sera verificado posteriormente. A seguir usaremos

a notagao 0, ' = ffoo dz’ e a propriedade de integracao por partes na forma

/ fgdx = fo,'g

T [energwe=- [ onege

—00 —

sendo que usamos o fato dos campos se anularem no infinito.
Explicitaremos os calculos apenas para a relacdo de recorréncia (3.2), mas o

procedimento é o mesmo para (3.3). Logo temos

An /_Z [{r(x),r(y)h% + {r(x), q(y)}l%] dy =

N N e e O e

Substituindo os parénteses temos
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SH n 00 5H n— oH n—
g — —ar(x) [ [r(y) st e (@ — y) + aly) Prse=te(y — o) dy-

o OHAKNSn-1
T oq(x)
Utilizando a propriedade mencionada acima, obtemos a seguinte relacao e re-
b s

corréncia de Lenard para o campo ¢(x):

0H 0H _ 0H - 0H .
)\ AKNS,?’L _ 2’]”<I>871 (I) AKNS,TL 1 o ’]"(1‘) AKNS,TL 1 a AKNS,’VL 1

S oq() g 5q () or(z) 17" aq(x)

(3.4)

Fazendo o mesmo procedimento para a relagdo de recorréncia (3.3) e tomando o

devido cuidado ao distinguir as varidaveis x e y na hora de calcular o parénteses 2,
temos a seguinte relacao de recorréncia de Lenard para o campo r(z)

SH are v SH Az NS SH aren s SH axenrsm

on or(z) v or(z) dq(z) o or(z)

(3.5)
Deste modo, temos um procedimento para encontrar todas as constantes de
movimento partindo de uma contante de movimento inicial. Imporemos a restricao

-1 _ -1 _ =
de que \,," =0, = ¢, e usaremos a notagao

1
Qi = ng (3.6)
p=1
Assim, devemos comecar com
o oH oH
Huewso= [ rloae)de = SMESD_ ), SEAOSL_ ()

para termos as derivadas funcionais da tabela 3.3

E importante notar que a escolha da hamiltoniana inicial nao é arbitraria, pois
queremos que o tempo t; seja proporcional a coordenada x, como sera visto na
secao seguinte. Como todos &, sao fatores globais, por simplicidade iremos escolher
&, = 1 para qualquer n pelo resto do capitulo. Assim, as hamiltonianas sao dadas
pela tabela 3.4
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Tabela 3.3: Derivadas funcionais da hierarquia AKNS

6H§:(<;\;s,1 S éngf((gs,l — aur,

PANS2 — —0,[27 g — gl AN — —0,[2q1° — 140]

5H§T’(($S’3 = 3[6042" — Quoa) JH(?;((;\;SB = —3[6r7r,q — Trs

IS — 04 [60°12 — 84Guar — Aqara— | TpaE = (6102 — 8r740q — Ar7uge—
20°T e — 6427 + Gunas) 2% Gu — 6720 + Twazal

5(%?) = a5[10(quzaT + qGzaTs + 4GTzat 5‘2?;’) = —a5[10(r7 00 q + T722Ge + 170 un+
202en? + G2 — 30°¢%T?) — Qurara) 27052 + T2Ge — 37°72q%) = Toawaa]

Tabela 3.4: Hamiltonianas da hierarquia AKNS

Hagnso = [ .

(e 9]

r()g(e) de
Harnsa = § [ ((@)ra(@) - ao()r(a)) da

Hagevsz = — [, (P(0)¢ () + r(2)gu(2) ) da

Harewss = % [3(0@)a(@)r(@) = 1(@)ra(@)i(@)) + (a(@)reas(@) = 1(0)araa(@)) | do
Hasensa = [ 5 [2r@)0 (@) + 1o (@)ea(@) + 87(0)ra(0)a(2) () + 12(2) g2 (w) +

r2(0)q(v)] da
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Resta-nos verificar que a construcao m = n — 1, feita para obter a relacao de
recorréncia de Lenard, nos dara equacoes de movimento consistentes. Faremos isto
a seguir juntamente com o cdlculo das equagoes de movimento nos diferentes tempos
de r(x,t,) e q(z,t,).

3.2.2 Equacgoes de movimento da hierarquia AKNS

Primeiramente calcularemos as equagoes de movimento para diferentes tempos de
r(z,t,) e q(x,t,) utilizando o primeiro parénteses de Poisson, em seguida, faremos
o mesmo procedimento utilizando o segundo parénteses, tal que possamos comparar
os resultados.

Com o primeiro parénteses de Poisson as equagoes de movimento para r(z,t,)
sao dadas por

_ 0HakNsn
6q(x,ty,)

Veja que a equacgao acima possui uma definicao sutil, pois associamos a evolucao

e, (@) = {r(z,tn), Haxnsnth = (3.7)

temporal de uma determinada hamiltoniana com um determinado tempo, tal que
o tempo t; seja proporcional a x. De modo similar, para ¢(z,t,), as equagdes de

movimento sao dadas por

OH Ak NS

or(x,t,) (38)

qtn(x7tn) = {Q(l';tn); HAKNS,n}l ==

Explicitamente, as primeiras equacoes de movimento estao na tabela 3.5.

Utilizando o segundo parénteses de Poisson e comparando com o resultado que
obtivemos acima podemos ver precisamente a relacao entre m e n. Assim, para

r(z,t,) temos

OHAxNsm ( )(5HAKNS,m OH AKNSm

oq(x) )

e, (T, tn) = {r(z,t,), Haxk Nsm b2 = 27"(x)0;1 q(x) 57 (2) T
(3.9)
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Tabela 3.5: Hierarquia AKNS

Tty (.I', tl) =Tz qt, (33, tl) = —Qx
Tty (l’, t?) - (27“261 - rxx) qt, (37, t2) = —(2(]27’ - qgsx)
T'ts (l’, t3) = (GTqu - razmc) qts (l’, tS) - (6qur - q:m:x)

(T, ty) = —(6r3¢% — 8rruwq — 4rruqe— | qu,(7,t4) = (66°r* — 8qquar — 44qurs—

2T2q$$ - 67’%(] + Tzzza:) 2q2T:C$ - 6qg%r + Qm:wa:)

Tty (ZL‘, t5) - [10(Trx$$q + ey + Tt Qs (J], t5) - [10((1%”7” + QQuaTe + QQuT ozt

27':,;7“qu + Tiqx - 37’27}3(_]2) - rmxzx:c] Qqugc:cT + qzr:r: - 3q2qu2) - ch:r:a:x]

Logo

{r(z,tn), Hagnsote = =T
{r(z,tn), Hagnsate = (2r°q — ruy)
{r(z,tn), Hagnsote = (67720 — Toga)
{r(z,t,), Hagnsste = —(6r°¢" — 8rrueq — 4rraqs — 21 Quw — 672G + Toawa)
{r(z,t0), Hagnsato = (1007 aunqH T aeGe+ 170 Gon+ 27000 g 1200 — 377007 = T

Para associar oa parénteses acima com 1y, (x,t,) devemos ter m = n — 1. Simi-

larmente para ¢(z,t,) temos

_ OH ARNSm OH ARNSm OH AKRNSm
tn = 7tn 7H m =2 ! —_— : —Ux .
a2 t) = e o), Fascsn o = 20(0)0; () =5 08 —g(a) =52 | =0, ==

(3.10)
Logo

{q(z,t,), Haxnso}2 = —
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{q(z,t,), Hagnsite = —(2¢°T — Guz)
{q(z,t,), Hagns2to = (60027 — Qoaa)
{q(z,tn), Haxnsate = (66°1° — 8¢qur — 44¢uTs — 26700 — 6427 + Gunaa)
{q(x,tn), Hagnsatz = [10(qGuea +0GeaTs 00T 20+ 200za” + 0270 — 3642 ) — Goaca)

Deste modo, para associar os parénteses acima com ¢, (z,t,) devemos ter m =
n—1. Assim, verificamos que nossa construcao é consistente como era de se esperar,
pois nossas hamiltonianas foram construidas ja assumindo que m =n — 1.

Podemos também escrever de uma forma mais elegante a relacao de recorréncia
entre as equagoes da hierarquia AKNS utilizando (3.4), (3.5), (3.7) e (3.8) na seguinte

— SEasnsn ~20; g+ 0, —20; ' [~
SHAKNS R = 26]8_161 2(]8_17“ — 0, IHAKNSn—1

or(x) or(x)

r =20 'q+0,  —2ro;'r r
P, = -1 -1 -
q 290, q 290, r — O q

E interessante examinar ligeiramente se as equacoes de movimento obtidas pelo

forma

ou também,

formalismo lagrangiano sao compativeis com o que obtivemos até agora. Para t,, a
lagrangiana é

1 1
Ly, = §q8t2r — §T8t2q —7r2¢% — 0,q0,r
Através da equacao de Euler-Lagrange,

oL oL

e . S
dpi  "0(0uti)

encontramos
Gty = _(2”]2 - wa)v Tty = (2(]7"2 - 7’”),

como deveria ser.
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3.2.3 Reducao por auto-similaridade da hierarquia AKNS

Nesta secao , trabalharemos de forma bastante detalhada a reducao por auto-
similaridade, que no fundo consiste em um método de eliminarmos uma variavel
das nossas equacoes diferenciais. Veja que as equagoes de movimento dos campos
sao equagoes diferenciais parciais (EDP) de apenas 2 varidveis, t,, e x, portanto te-
remos uma equagao diferencial ordinaria (EDO) associada a cada tempo. Antes de
darmos continuidade a construcao é importante notar que cada equagao de movi-
mento tera sua reducgao por auto-similaridade correspondente e o conjunto
dessas equacoes reduzidas formara uma hierarquia de EDOs.

Vamos comecar a anélise de uma forma mais geral do que a definicao de reducao
por auto-similaridade que foi dado no capitulo de introducao e definir as trans-
formagoes

2 = x(antn)5"

r(z,tn) = R(zn)(Batn)"™, q(z,tn) = Q(zn)(ontn)™

sendo o indice n referente a n-ésima equacgao da hierarquia e todos os parametros
arbitrarios a principio. E interessante notar desde ja algumas expressoes que serao

utilizadas a seguir:

i r(z,tn) _ 5n(5ntn)#n_1[MnR(2’n)—I—annR/(zn)]
7R OIS S i i S

o {r(x,tn) } — (anty ) dr { (ﬁntn)“"R(zn)} (3.12)

dzk q(z,t,) dz (Tntn)Q(zn)

Agora vamos aplicar as transformacoes acima nas equagoes de movimento e ver
como os parametros podem ser determinados. Assim, fazendo as substitui¢oes acima
em

T (T, 1) = —re(z, 1), G (7, t1) = —qu(x, 1)
temos
mR(z1) + 216 R (z1) = —(onth)* 0 R (21)
(3.13)
nQ(21) + 216 Q' (1) = —(ant)* 1 Q' (21)
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Portanto, para que a equacao acima seja independente de t; devemos ter &, = —1.

Similarmente para

rtg (SU, t?) = (2r2q - rxoc)a qt2 (Q:, t?) == _(2q2r - qu)

temos

paR(22) + 28R/ (22) = [2t2(Bat2)2 (0at2)"? R(22)*Q(22) — (cwata)* 242 R (20)]

1 Q(22) + 26:Q" (22) = —[2t2(0at2)" (Bat2)"2Q(22)* R(22) — (aata)**12Q" (22)]

3.14
As condigoes para que as equacoes reduzidas para ty sejam EDOs sao | )
p2 +vo = —1, 522—3
Prosseguindo para
Tiy (2, t3) = (6772q — T00a), Gt (2, t3) = (69G27 — quoz)

temos

psR(23) + 23&3 R (23) = [6L3(custs)®® (Bsts)" (osts) " R(z3) R (23)Q(23) — (usts)*3ts R (23)]

v3Q(23) + 23€3Q (23) = [6ts(austs)® (Bsts)! (o3ts) 2 Q(23) Q' (23) R(23) — (custs)*t5Q" (23)]

(3.15)
E novamente as condigoes para termos uma EDO sao
2 1
N3+V3=—§, 532—5

Se continuarmos o processo para os demais tempos, vemos que as constantes das

transformacoes sempre terao que satisfazer

2 1

Hn + Vp = ——, gn:__

n n

Deste modo, podemos supor convenientemente que
1_ n
[ = _( nv ) X
) gn:__a anzﬂnzan:n (316)

(1+7n) n

Vp = ——
Assumindo as constantes acima, as equagoes reduzidas para os primeiros tempos

sao dadas na tabela 3.6.
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Tabela 3.6: Equacoes Reduzidas para a hierarquia AKNS

n=1|(1-v)R+zR =R (I+7)Q+2Q" =Q
n=2|(1—=~)R+ 2R = —[2R*Q — R"] (1+7%)Q + 2Q' =2Q*°R — Q"
n=3|(1—-~3)R+ 2R = —[6RR'Q — R"] (1+73)Q+ 2Q" = —[6QQ'R — Q"]
n=4|(1—-~v)R+ 2R =6R*Q> - 8RR"Q— (14+7)Q + 2Q" = —[6Q>R? — 8QQ"R—
ARR'Q' — 2R?Q" — 6R2Q + R™ 4QQ'R' —2Q*R" — 6Q"R + QW]
n=>5|(1-9)R+ 2R = —-10(RR"Q + RR"Q'+ | (14 v5)Q + 2Q" = —10(QQ"'R + QQ"R'+

RR/Q// + QRIR”Q + R/QQ! _ 3R2RlQ2>_

R®)

QQ/R// 4 2Q/Q//R + Q/QR/ o 3Q2Q/R2)—

Q(5)
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Estabelecida a transformagao por auto-similaridade para as equagoes de movi-
mento, podemos checar que a forma da relacao de Lenard nao se altera sob esta

transformacao , isto é, para os novos campos temos

5]:IAKNS,n o -1

5gAKNS,n—1 R

5HAKNS,n—1] s 5[:—’AKNS,n—1
0Q OR

z 5@

5]:]AKNS,n . 1 6]:-IAKNS,n—1 6]:-IAKNS,n—1 51:—,AKNS,n—1
oR _ZQaZn[R oR -Q Y®) ]—az oR

sendo que usamos a notagao H axnsi = Harnsi(R,Q). O mesmo acontece para a
base de dois bosons e dois bosons quadraticos tratados nas préximas segoes .

Note que se fizermos R = () = u, por consisténcia, devemos ter v, = 0 para todo
tempo fmpar. Em seguida se integrarmos as equacgoes reduzidas para os primeiros
tempos impares, isto é t3 e t5, teremos as primeiras equacoes da hierarquia Painlevé
2, isto é

U’ = 2u + zgu + c3
" = 10uu? + 10uu” — 6u® + zzu + c5

Como era de se esperar porque a hierarquia PII surge da reducao por auto-
similaridade do modelo mKdV (ver apéndice B).

E interessante notar que determinamos «,, [, € 0, apenas para relacionar-
mos com as equagoes de Painlevé, pois estas constantes poderiam ser arbitrérias
a principio.

Lema 1. Sob a reducao por auto-similaridade

_ (A=vn) _ (+4vn)

Zn = (ntn)’%x, r(z) = (nt,)” = R(zn), q(z)=nt,)" = Q(z,), (3.17)
as deriwadas funcionais das hamiltonianas do modelo AKNS se transformam como

OHaxns: G+t OH ag N s OHaxns: 1) 0H AN s
OHarnsi _ (y y-eorpon OHarcnsa - SHarwsi _ ), oo SHaks
or OR 0q 0Q
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Demonstrag¢ao. A prova segue por indugao . E fécil ver que o lema vale para Hy e
H, utilizando (3.12), isto é

OHARNS1 __ OHAKNS1 __ _ ) §HarNs
or() = sr(x) (ntn)™ " n 3R (zn)
=
OHAKNS1 _ Ly SHAKNS1 __ ( )—% SHAkNSA
dq(w) r dq(w) n 3Q(2n)
OHAKRNS,2 2 OHAKRNS,2 _G4m) §HapNs,2
(@) —(2rq* — qux) 3r(2) = (nty)” = 3R(zn)
=
SHixnNs2 2 OHAxNs2 __ _B=wm) 5H,
Saw) = (2477~ Ta) s = ()T G0

Assumindo que para k vale, isto é

_Ueti-n) O H g NSk
—n) OHTAKNSk

OHaxnsk _Getrtom) SH AR NS OHaxnsk
)T = k) e

or

vamos usar a equacao de recorréncia de Lenard deste modelo na sua forma conven-
cional, (3.4) e (3.5), em seguida usaremos a mesma relagao na forma reduzida para

mostrar que o lema também vale para k + 1, isto é

5R(zn) T dz,

(k+2+vn) - 3 3 3
5H§Z;v,i,)k+1 _ (ntn>_7n n [QQ(zn)ddZ_;l(R(zn)(SHAKNs,k N Q(zn)5HAKNs,k> d OHAKRNS,K

6Q(zn)

5H§(§<(i\jf’i,)k+l _ (ntn)_w [_QR(Zn)£<Q<Zn) OHAKNS.k _ R(Zn)éHAKNs,k> _ d OHAkrNSK

dzp ! 5Q(zn) 6R(zn) dzn
SHAKNSkt1 _ ( + )7(1““‘2%") SHARNS k41
or(x,T) n OR(zn)
=
OHAKRNS, k41 _( " )_(k+2n7*'m) SHARNS, k41
éq(x,r) n 0Q(2zn)

Terminando assim nossa demonstracao .

Utilizando o lema acima, podemos escrever a expressao geral para a forma redu-
zida do AKNS como

=
OHAKNSx S AN
@, (2,7) = 5L (1+7)Q20) + 20Qe, (20) + 22050

=0
(3.18)

)
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Em resumo, para cada equacao da hierarquia AKNS fizemos uma transformacao
por auto-similaridade diferente afim de eliminarmos um dos tempos em cada equagao
da hierarquia, sendo que os demais tempos foram deixados inalterados em cada

equacao .

3.2.4 Invariancia por escala para o AKNS

Vamos explorar agora como as equagoes de movimento se comportam sob a trans-
formagao de escala abaixo. Adiantamos que esta simetria das equagoes de movi-
mento nos mostrarda como podemos definir a transformacgao de auto-similaridade de
maneira mais geral.

Assim, considere a transformacao nas coordenadas e nos campos abaixo
r(z,t,) = A7"r(Ax, \"'t,,), q(z,t,) = \q(\x, \'t,,)

Usaremos a notagao =’ = Az e t/, = A\"t, afim de encontrar a condigao para
o, € o, tal que as equagoes de movimento de r(z,t,) sejam invariantes. Faremos
detalhadamente apenas para r(z,t,), mas afirmamos que o procedimento sera com-
pletamente andlogo para q(z,t,).

Assim, para n = 2 temos
e, (2, t0) = (2r% (2, t2)q(x, ) — Toe(w, 1)) =
A2y (o 1)) = INZT2+ 22 (! 4DV q(a! ) — A2 g (2 1))
Logo, para a equacao de movimento ser invariante devemos ter
oy + 0y =2

Paran =3

T (@, t3) = (6r(x, t3)re(x, t3)q(z, t3) — rege(z,t3)) =

X7y (af ) = 6N Ty (o )l (! ty)q(a), ty) — A7 Py (2 1)

Neste caso devemos ter

o3+ 05 =2
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Examinando brevemente as demais equacoes de movimento podemos ver que

para qualquer n, devemos ter
on o, =2

Contudo, como a transformagao de escala é independente de uma equacao para

outra, podemos fazer um arranjo diferente entre o, e o/, para cada n, tal que
on=1—"n, o =1+,
Se fizermos A = 1 + €, para € pequeno, temos
r(z,t,) = (1+(1—v,)e)r(z+ex, t,+net,), q(x,t,) = (14147, )€)q(x+ex, t,+net,)
Expandindo em Taylor temos
r(x,t,) = (14+ (1 —y)e)r(z, tn) + zery(x, t,) + ntpery, (z,t,)]

q(z,t,) = (1 4+ (L +y)e)|q(x, t,) + xery(x, t,) + ntyeq, (z,t,)]

Pegando a projegao na ordem O(1) em ¢, temos

OH n
(I=yp)r(x, ty)+ary(z, t,)+nt,re, (x,t,) =0 = (1—7n)r(x,tn)+xrm(x,tn)—ntn%
a\T,ln

O0H n
(1+7n)q(z, tn)+xqe(x, ty)+ntng, (v, t,) =0 = (1+7n)q(w,tn)+qu(x,tn)+ntn%

Para n = 2, temos
(1 — y)r(, ty) 4+ ore(w, ty) + 2to(2r% (2, t2)q(x, to) — rau(x,t3)) = 0
(1 +72)q(@, t2) + 2qa(2, 12) — 22(20% (x, 12)7 (2, t2) — oo (@, £2)) =0
Para n = 3, temos
(1 = y3)r(w, t3) + wry(w, t3) + 3t3(6r(z, t3)re(x, t3)q(x, t3) — repe(x,t3)) =0

(1 4+ 73)q(z, t3) + xq.(z, t3) + 3t3(6q(x, t3)qe (2, t3)r(x, t3) — quae(2,t3)) =0

=0

=0
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Se fizermos a redugao por similaridade (3.17) para o caso geral, temos

(1 =) R(2n) + 20 Rz, (20) — 5?5%? =0 (3.19)

5f{AKNS,n
OR(z,)

Portanto obtemos exatamente a mesma equagao (3.18). Nao é de se estranhar

(1+7)Q(zn) + 2@z, (20) + =0 (3.20)

que tenhamos obtido a mesma equacao , pois a reducao por auto-similaridade é no
fundo uma transformacao por escala cuja poténcia do parametro de escala depende
do indice do tempo. Esta abordagem nos permite intuir uma generalizacao , pois
assim como transformamos a escala de t,, podemos transformar a escala para outros

tempos também. Isto sera analizado na secao seguinte.

3.2.5 Transformacao por escala para varios tempos

Note que cada equacao de movimento possui derivadas apenas em x e em um dos
tempos t,, embora os campos sejam fungoes de todos os tempo, isto é, r(z,7) e
q(z,7) sendo 7 = {tg,t3,...}. Assim, podemos fazer transformagcoes de escala em
varios tempos simultaneamente e as equacoes de movimento continuarao invariantes.

De modo geral temos
(2, 7) = Nz, N, A, )

q(z,7) = XEFVg(\z, N2y, N3t )

Se fizermos novamente A = 1 + € para € pequeno e expandirmos em série de

Taylor até a primeira ordem, considerando t; = —x, temos
r(e,m) = 1+ 1 =)e)lr(z,7) + ey jtyr,(z,7)]
j=1

q(z,7) =1+ (L+7v)e)q(x,7) + ertthj(x, 7)]

J=1
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Pegando a projegao na ordem O(1) em ¢, temos

> >~ . 0Huagns,;
1— . _ - B OHaknsy _
(L=2re )+ 3 dtary(er) =0 = Q=) =3 it 5t =0
(1+7)ale THiﬁ‘%(l’ 7)=0 = (1+)qle,7 +Z ¢ OHarnss _
) 74t ) ] 5T(x 7_)

Jj=1
Apenas para complementar de forma mais elegante, podemos definir um operador

que represente a simetria que obtivemos acima como

d
d—_’yag—i-[—i-th

%<N£ﬂ ﬂ%ﬂ)zo

Observe que quando fazemos uma transformacao de escala para varios tempos,

0
]8t

tal que

tais tempos aparecem explicitamente na equacao de simetria que obtivemos. Po-
demos desaparecer com um dos tempos, digamos t,, e redefinir os demais tempos
fazendo uma reducao por auto-similaridade generalizada que também transforme os
tempos, isto é

Zn = x(ntn)’%, Ty = ktk(ntn)’% (3.21)

A=) A+v)

r(z,7) = R(zp, 7 )(nt,) "7, q(x,7) = Q2,7 ) (nty) " (3.22)

sendo que o lema que demonstramos acima continua valido, isto é

OHaxNskE ( )_@ 5[:IAKNS,I<: OHaxnsk ( )_w SHar s
or(z,T) " OR(zp, 7))’ Sq(x,7) " 0Q(zn, ')
(3.23)
Note que acima definimos 7" = {15, T3, ...|T} = —z,,T, = 1}. Assim ficamos
com
(1= )R, Z 6HAKNS] ~0

76Q(z0, )
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6HAKNS]

(1+7)Q(z0, 7 +ZTJ5RZW =0

Se escolhermos fazer uma transformacao de escala apenas para os tempos impares
e somente até 2n + 1, eliminando o tempo t9,,; através da redugao por auto-

similaridade, temos

SHarNs2541 51£[AKNS,2n+1
(1—'7n)R(2n, >+2Rzn Z’Vl7 ZTQ]—I—I 5@ n’ ) 5Q(zn’7-/) - 0 (324)

5HAKN52J+1 SHaxns2mn11
(1+7n)Q(Zna )+Zann Zn, T +ZT2]+1 ,T/) + 5R(Zn,7'/) =0 (325)

Se fizermos R(z,,7") = Q(zn, T’) = u(z,,7'), as equagoes acima sao compativeis
somente se v, = 0. Desta forma, obtemos uma hierarquia PII generalizada, isto é,
com os tempos transformados entrando como parametros. Por exemplo, para n = 2

temos
2 2 2 4
U+ 25Uz + T3(6U Uz — Usgzges) + [10(U U252 + AU U2y + Uz, — U U ) —

_u252525z525] =0

Integrando, temos a segunda equacgao da hierarquia PII generalizada
T3(Usgy — 20°) 4 (Usgzgsgzs — 10wt — 100w, + 6u°) = z5u + o

sendo s a constante de integracao . A obtencao da hierarquia PII generalizada
foi discutida na referéncia [4], embora os autores desta referéncia nao tenham cons-
truido claramente os argumentos que nos levou a obter as expressoes gerais para a

hierarquia PII.

3.2.6 Representacao matricial do par de Lax para a hierar-
quia AKNS

Na referéncia [3], foi desenvolvido um interessante algoritmo para obter a repre-

sentacao matricial de par de Lax do mKdV para qualquer tempo. Extenderemos
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agora o desenvolvimento para a hierarquia AKNS, sendo que a representagdo ma-

tricial do tempo t, é dada por

ov — -
F Lagns¥ = ( q) v (3.26)
x —-r €
AKNS(n) AKNS(n)
o _ MAKNS‘I’ (A{LXKNS( )(T’ 7 BjAKNS( )(T’ 2 ) U (3.27)
at =0 Cj (7’, Q) _Aj (7’, Q)
Usaremos o método da curvatura nula, isto é,
oL oM n
gltms aAfNS + [Larns, Mins] =0
temos para ordem O(0) em &
amAglKNS(n) _ TB()AKNS(n) B qC,E)AKNS(n) (3.28)
ry, = 0, CAKNS + QAAKNS "y (3.28¢)
Admitindo BYY = ¢ = 0, para as demais ordens temos
9, BN = 2Aj‘KNS<”)q = 2Bj”§NS(") (3.29b)

Para que as expressoes acima sejam satisfeitas, assim com a relagao de recorréncia
AKNS(n)

j )
) devem ser univocamente determinados. Vamos ver o que

e as equacoes de movunento que obtemos anteriormente, os coeficientes A
AKNS AKNS(n

Bj SO C

temos para os casos mais simples primeiro, para n = 2, devemos ter

0H 0H 5H 0H

AAKNS(Z) _ a_l 1 N 1 BAKNS(Z) _ 1 CAKNS(Z) _ 1

0 T [q 5q r Sr ] 0 57, 0 5(]
0H 0H 0H 0H
AAKNS( ) 28_1 O_ 0 BAKNS( ) _9 0 CAKNS( ) - 9 0
1 x [q 5q r 5r ]7 1 57,, 1 5(]
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Ag;KNS(Q) _ 9 B;KNS(Q) _ C;XKNS(n) —0

)

Para n = 3 devemos ter

0H 0H 0H. OH:
A®) _ -1 2 2 BB _ 02 CAKNSE) _  OH2
0 x [q 5(] r (57" ]7 0 57" ) 0 6q
.. 0H 0H oH AKNS(3 0H,
AAKNSE) _ 99-1 1 1 BAKNS@G) _ 50 C ®) _ _o
1 x [q 5(] r 5r ]7 1 57,‘ ) 1 5(]
.. 0Hy OH, 0H, AKNS(3 dHy
AAKNS( ) A 1 0 0 BAKNS(S) — 4 0 C (3) — 4
2 aﬂc [q 5q r 57” ]7 2 57" ) 2 6q
A?KNS(?)) _ _47 B?KNS(S) _ C?KNS(n) —0

Podemos estender, intuitivamente para o caso geral, isto é

JAKNS@) _ Qj@—l[q(mnflfj _T5Hn—1—j] BARNS() _ o015 qarNs@) _ o 0Hn-1-

J 0q or J or J 0q

AKNS(n) _ _ on—1 AKNS(n) _ ~AKNS(n) __
A4 — ol g e —0

para 7 =0,1,...n—1

3.2.7 Problema linear de Jimbo-Miwa para a hierarquia AKINS

A partir do resultado que obtivemos na se¢ao anterior e da transformagao (2.10),
podemos encontrar as matrizes do problema linear de Jimbo-Miwa fazendo a trans-

formagao por auto-similaridade para um tempo t,, qualquer. Note que
e —q . 1 A —(ntp)" " Q
L = — L = (nt,) .
AKNS ( . —5) AKNs = (nty) < —(nt) 2R \

Utilizando o lema que demonstramos acima, faremos a mesma reducao por auto-
similaridade aos coeficientes Ag-m), B](-m) e Cj(m), mas trocando n — m para 2 < m <

n. Logo, temos

m (izm) 2 m i m —m i a m
APENSI) ()5 AMNS o G AARNS () N AR
similarmente
; m _M B o m 7 m _M 7 A m
g BNV () TR N BANS I G GARNSO) ()= N GARNS ()
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JAKNS(m) _ 4AKNS(m) (2 R,Q), B AKNS( y

i =

Sendo que usamos a notagao A

%

Deste modo teremos

m AAKNS(m) BAKNS(m)
(m) i i i
Miurns = 25 ( CAENS(m) AAKNS(m)) -
i=0 ( i
A o= St i (A sy WA B
Nty " m 1 m
AKNS — (nt) CAKNS( ) B A?KNS( )

Note que mesmo depois da redugao por auto-similaridade o fator (nt,) ainda esta

aparecendo no par Lax reduzido. Para elimina-lo, fixaremos a matrix U dependendo

U= (W")gz ! ) (3.30)

apenas de t,, dado por

0 (nt ) ’Yn
Deste modo, o problema linear de Jimbo-Miwa, isto é,
6’\11 (‘3\11 ov n
sera dado por
Y o . m ' AAKNS(m) BAKNS(m)
Aarns = ( R Q)EZ >) ) BixmK)Ns = ZAJ ( A AKNS(m) IZiAKNS(m)>
—R(z,) =0 j S

" 2P AKNS(m) SAKNS(m)
C(n) o l —Zn)\ -+ % ZnQ +Z T Z )\j 1 j Bj
AKNS — A\ >R NAKNS(m) _AAKNS(m)
n J

Por exemplo, para n = 2, nossa matriz C® serg

1 Z_RQO —2Q—-Q. —22 2Q) 20
C(Q) —— 2 2 A

J& mencionamos no capitulo de introdugao que o problema linear de Jimbo-Miwa

sera o analogo da representacao matricial do par de Lax para hierarquias de equagoes
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diferenciais ordindarias e agora veremos como essas hierarquia surgem. Usaremos a

relacao de compatibilidade do problema linear de Jimbo-Miwa, isto é,

dAarcns  OClikns
19D 0z,

+ [Aarens, Clans) = 0,

de modo que na projecao de ordem O(—1) em A temos

m=2
14+ 7)Q + 20Q., = S T [0 BAKNS ™ 4 2@A5‘KNS<m ](3.31b)
(1 =9)R+ zpR., = 2" Tyn[—0,, CFNEM _ R AMENS(M) (3 31¢)

Como a forma funcional dos AN - pAKNS(m) o GAKNS(m)

¢ mantida para
qualquer m, apds pegarmos a projegao de ordem O(j — 1) para j = 1,...,n em A
podemos pegar também a projecao em T,,. Desta forma, as relagoes abaixo devem
ser satisfeitas para os indices pertencentes ao conjunto F = {{j <m <n}nNn{m >

2} N {1 <j <n}ljmeN}

. 12134 NS(m) _ RBJAKNS QCAKNS m) (3.32a)
azn fKNS(m) _ QQAAKNS( m) QBAKNS(m) (332b)
5. AJAKNS(m) _ _QRA]%‘KNS + QCAKNS ™) (3.32¢)

JAKNS(m) BAKNS(m) | AAKNS(m)

Desta forma, substituindo A; , B; , as expressoes (3.32)

e (3.31a) sao satisfeitas por causa da relagao de Lenard reduzida por auto-similaridade,

enquanto que das equagoes (3.31b) e (3.31c) obtemos

§H
(1_’}/nR+Zn . ZT AKNSmZO

" §H .
m=2

Ou seja, obtemos exatamente as equagoes (3.19) e (3.20).
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3.3 Modelo KP reduzido para dois bésons

Conforme a referéncia [11], podemos obter os parénteses de Poisson do modelo de

dois bésons a partir de seu Lax, isto é,
Ly=D—J+JD!

Deste modo, os parénteses de Poisson 1 sao:

{(J(z), J(y)h = {J(x), J(y)}1 = 0

Note que, em alguns textos, adota-se um sinal negativo no parénteses {J(x), J(y)}1,
mas esta é apenas uma escolha sem implica¢oes mais profundas (abaixo veremos uma
forma bastante simples de como esta diferenca de sinais se relaciona).

Ja os parénteses de Poison 2 sao

{J(2), J()}2 = J(2)d"(x —y) — 8"(z — y)
{J(x), J(y)}2 = 2J(2)0'(x — y) + J'(x)d(z — y)
{J(2),J(y)}2 = 20'(x — y)
Seguindo o raciocinio usado no modelo AKNS, buscaremos uma relacao de re-

corréncia de Lenard entre as hamiltonianas fazendo
An{J(l‘)y HJ,n}l - {J(ZL‘), HJ,n—I}Q

Un{j($>v HJ,n}l = {j(a:), HJ,n—1}2

Abrindo os parénteses de Poisson temos

o [ st g6 gféj; - [ afuw. J(y)}fﬁgl (), J(y)}f(f]"&;l
o /°° W@, W)} 1;5?—{];; = / K (), (y)}géf]‘]&;31+{J(x), J(y)}fgf&l
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Substituindo os parénteses de Poisson nas expressoes acima encontramos a relagao

de recorréncia de Lenard para este modelo, que é dada por

5HJn (5HJn71 / 2 5HJTL71
A T =2 : J, .
0O 5700) Oy 57(1) + [J'(z) + J(x)0, + 0] 57(2) (3.33)
5HJ,n o - 5HJ,n—1 T 7/ 5HJ,n—1
Unaxdj(x) = [J(x)0, — 03] 57(2) + [2J(x)0y + J' ()] 57(2) (3.34)

Assim como no modelo AKNS, esta relacao nos permite obter todas as hamil-
tonianas e equacoes de movimento do modelo a partir de uma hamiltoniana inicial.

Portanto, comecando com a hamiltoniana

. 0H s, 0H
H = = —— =
s / @ =5 ="

e fazendo A\ ! = 0,1 = ¢, de modo que usaremos a notagao

i
QJi = H€p7
p=2

entao teremos as primeiras derivadas funcionais sao dadas na tabela 3.7.

Tabela 3.7: Derivadas funcionais do modelo de 2-bdsons

SHy. T x
6J(J¥) =0 (Sj(Jm) =1

st = (@) 5 = and(@)

6HJ,3 T ! (SHJ’g . 2 y
5 = us(2J(0)(x) = J'(2)] | 5555 = ausl2](2) + T2 (2) + J'(2)]

Enquanto que as primeiras hamiltonianas sao dadas na tabela 3.8.
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Note que a diferenca de sinal, que comentamos acima, para o primeiro parénteses

de Poisson pode ser resgatada simplesmente fazendo &, — —&,. As equacoes de

Tabela 3.8: Hamiltonianas do modelo de 2-bdsons

HJ,l :fdl’j

HJ72:@J2fdx_<]j

H],g = CYJ73fCl33(jJ2 + jr], + j2)

movimento dos campos sao definidas como

o1
ot,
o1
ot,

0 5HJ,n+l

= @) Hipah = &l (). Hinka = 50250

0 5HJ,n+1

= {J(2), Hyniihr = &uir{J (@), Hyn}o = Or 5J(z)

40

Note que esta definicao dos indices dos tempo é importante porque queremos que

o primeiro tempo seja proporcional a coordenada espacial, isto é t; = Ozjllx. Vemos

tambem que todas as constantes &, sao fatores globais e que sua unica funcao é

determinar o sinal dos tempos impares, como podemos verificar abaixo. Utilizando

a definicao acima as equacoes de movimento serao dadas na tabela 3.9.

Tabela 3.9: Equagoes de movimento do modelo de 2-bésons

g—t{ = ané?xJ % = Oéjgamj
gTi:Cngax[Qj—i- J2—|—J,] %:Oéjgaxpl]j—j/]
oL — pa0u[6J.T + TP+ 3JT + "] | 32 = 00, (32T — 3JT + J" + 3J7]
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Podemos agora fazer uma reducao por auto-similaridade que é dada por

2o = (b)) v, J(@) = (nty) 7k(z),  J(x) = (ntn) 7k (z,),

Note que as poténcias dos fatores (ntn) sdo determinadas tal que as equacoes de
movimento se transformem apropriadamente, como foi detalhado no caso AKNS, e
também que neste modelo nao temos uma constante arbitraria envolvida na trans-
formacao .

Explicitamente, as equagoes de movimento se reduzem a:

- para n = 2 temos
k+ 2ok, = —ay30., 2k + K + k., ]
2k + ZQI_CZ2 = —a 30, [le_f - ];3@]
- para n = 3 temos
k4 zgkz, = —a0z,[6kk + k° + 3kkz, 4 Ky

2k + z3k., = —0y40.,[3k%k — 3kk., + ka,., + 3K
Similarmente ao que fizemos no caso AKNS, temos o seguinte lema que nos

permitira obter as matrizes de Jimbo-Miwa e a hierarquia PIV.

Lema 2. Sob a redugao por auto-similaridade

2= (b)) v, J(@) = (nty) wk(z),  J(x) = (nta) 7k (z,),

a derivada funcional das hamiltonianas do modelo de 2-bésons, isto ¢ Hy = Hy(.J, J),

se transformam como

0H ;; léﬁJ,i 0H,,; M(SI:[J,Z'

57 = () 57— ) e

sendo que usamos a notacdao ,FAI(]’Z' = Hy;(k, k).
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Demonstracao. A demonstracao deste lema segue por inducao . Podemos ver facil-
mente que a transformacao por auto-similaridade de H;; e Hjq é
0Hss _ (= 6H 1

57 Sk
0Hy1 _ 1 = 88
5] T T Tk
) 29
s ()l = (1) 352
SH. _16H
572 = (nto) v agsk = (nt,) " 22
Agora assumindo que para m vale
5HJ,m _ (nt )_% 5-HJ7m 5Hj7m _ (nt )(1::") 6ﬁj7m
0J " ok ' 6J " ok

queremos ver que para m + 1 o lema também é valido. Para isso usamos a relagao
de recorréncia (3.33) e (3.34) tal que

(SHJ7m+1 a—1 2 5HJ,m = e 6Hj7m N (m+) 2 5[?]77”
=g [[J@w—ém] 20, + )2 ]—(ntn) - [[ka 0272
T 7/ (5[:[],771 _ _ (m+1) 5FIJ,m+1
SHymit  o1fan 0Him ) o 0Hym] o SH

ol o, [2396 ST 4+ 0, + 02 }_(ntn) oz [QaZn o

0H 7 m

! 2 = n —
K+ kD, + 02 ]2 = (nt,)~H

Usando o resultado do lema anterior podemos escrever as equagoes de movimento
do modelo de dois bésons para um tempo genérico, t,, como

§Hypm — 6H
k+an,+§m+162’n|:(azn+k) 2 ]:O

5E 5k (3.35)

= = 5}? 5}}—
/ 2
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3.3.1 Representacao matricial do par de Lax para o modelo

de dois bdsons

Para o modelo de dois bosons, a representacao matricial do par de Lax é

ov ov (m)
— =L;U — = )
Ox T Ot M
Sendo
—1(J —2) 1 moooAlm o gl
E _ 2 B (m): i i 7
(T ) M= (G )

Acima, assumimos uma forma conveniente para a matrix Msm) como foi feito
no modelo AKNS. Nosso objetivo agora serda encontrar um algoritmo que nos dé
. . J J J
uma solucao geral para os valores que os coeficientes A (m), B; (m) o C; (™) devem

assumir.

Afim de detalhar o processo, note que temos

7T NI ke - a)el™) (FBI™ 4 clm)

A seguir usaremos o método de curvatura nula, isto é

oL, omyw (m)

— = L 3.37

atm ax [MJ ) J] ( )

Pegando a proje¢ao na ordem O(0) em € na equagao acima, temos as seguintes
relacoes

O, J = —20,A0™ 4 27B]™ 4 20 (3.38a)

0y J = —0,0]"™ —2JA]™ 4 g/t (3.38D)

8,B]™ = —24]™ — yBJ™ (3.38¢)

Pegando a projecao na ordem O(i) em ¢ para i = 1,2, ..., m, temos as seguintes
relacoes

9, A7 = B/ 4 ¢l (3.39a)

8,B] ™ = —247 _ jB/™ 4 op7(m) (3.39D)

0,0/ = —2J AT 4 70T _ 90T (3-39c)
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Também podemos facilmente verificar que ao pegarmos a projegdo O(m + 1)
temos Bp™ = CJ™ = 0. A partir disso e da equacdo (3.39a) ja podemos ver
J(m) . .
que Ay, serd uma constante, mas para encontrarmos o valor preciso de todos os
coeficientes, tal que as relagoes de recorréncia de Lenard sejam satisfeitas, isto é
(3.33) e (3.34), é necessédrio um pouco de intui¢ao e clarividéncia.

Veja que as relagoes (3.38a), (3.38b) e (3.38¢c) sao satisfeitas para
6HJ,m

m é-m 5H ,m m m 5H ,m —5H ,m
A" = =504 ) 57 By = b o] < ):5’”“[(9”” 515 ]

Usando as equacoes (3.33) e (3.34), tal que as expressoes (3.39a), (3.39b) e 3.39¢)

sejam satisfeitas, encontramos

. SH i T SH jpm_i
AJ(m) _ 22( o ) Jom—1 BJ(m) _ 21( o ) J,r_n i
i pl;([)g +1-p 5J ’ i IE([J& +1-p 5] )

|

parai=1,2,...,m — 1 e também
AJm) = _om—1, Blm =cltm =0

Afim de ilustrar o algoritmo, expomos explicitamente a forma de M® e M®),

isto é

—sagslJ + J? J 0 2 -2 0
M(Jz):( QCYJ?)_[ +_] 1 a3 2)+5< i 04J3>+€2( >
OéJg[J/— JJ] §CYJ3[J,+J] —2aJ3J 0 0 2

e também
MO _ 4 <—%[2J’+3JJ’+J”+2JJ+ J?] 2T+ 2+ T )
Jg — G4 [J/j+Jj/—j//—2j2—J2j] %[2j’+3JJ/+J//—|—2Jj—|—J3]

N ( 2.J 2J)+2 (0 4)+3(—4 0)
Ex = - - [oaNe% - £
M\ — g —2J T\ =4T 0 0 4

Na préxima secao veremos como uma nova hierarquia surgird da relacao de

curvatura nula do problema linear de Jimbo-Miwa.
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3.3.2 Problema linear de Jimbo-Miwa para o modelo de dois

bdsons

Usando a forma geral do par de Lax que obtivemos na secao anterior e a trans-
formacao (2.10), podemos encontrar as matrizes do problema linear de Jimbo-Miwa
fazendo a transformagao por auto-similaridade para um tempo ¢, qualquer. Primei-
ramente, vamos analizar como os coeficientes da matriz MS”) se transforma, para

isso usamos o lema que demonstramos acima. Assim, temos

AT Ly ()

7

A;](m)’ = ngJ(m) ( )—fAzAJ(m)

7

similarmente
£B™ S (nt,)"NB/™ 2™ s () NG
Logo
mo gl pIm ) m w (AT () B
M = e Ym t m M = nty,) A Y A T(m RO
J ; (C«ZJ() 4 )) J ;( ) (t)ECI 4

Lembrando que A/™ = A7"™ (2 k. k), B/™ = B/"™ (2, k, k) e C/"™ = /"™ (2, k. k).

1

Além disso, também temos

Desta forma, para eliminarmos ¢, em (2.11), (2.12) e (2.13), precisamos ter

1

e = ("7 oy )

Como foi visto no capitulo 2, o problema linear de Jimbo-Miwa é dado por (2.11),
(2.12) e (2.13), ou seja,
ov ov

= A,0, m—— = B, ov

(n)
02, T, o -G =2 h

e serd determinado para este caso pelas matrizes
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—L(k—2)) 1 mo g AJ gItm)
= 2 _ B(m) — 2\ K i
As ( —k (k —2)) ) ’ =2 cim A

1=0

1 —5(k—2)) 1 1/1 0 n m s pIm) pIm)
(n) —— 2 - 1 T ; A’L zA
& A [Z ( —k (k- 2)\)) 2 <() _1)+m22 m;)‘ (C?](m) _AJ(m)):|

(2 K3

De forma explicita, para os primeiros n temos:

-para n = 2
c?_ 1 —2lzk + 1+ ays[k + k2] 1+ aysk ) ( 2 2@]3)+
oA —k + ays[k — kK] ek + 1+ aglk + k) a3k —z
Y
0 2
- paran =3 - -
—3lzk + 1+ ya[2K + 3kK + k'+ 1+ a2k + K + K+
Qk];? + ]CS]] + TgOéJg [IC, + k2] TQO(J3I{Z
C(3) — l _ _ -~ B -~ _ +
TN k4 aplk+ kK — F — 2k — ek + 1+ a2k + 3Kk + K"+
k’2f€] + TQCYJg [l%/ — k‘l%] Qk’l% + k3H + TQCYJg[k'/ + k’z]
I zZ + 20&]4]% 20éj4k -+ Tgajgk A —2T2 4@J4 )\2 -4 0
204k — kk] — 2Tha sk —2z — 2a 4k —dogsk 2T 0 4

Analogamente ao que foi feito para a hierarquia AKNS, usaremos a condigao de

compatibilidade
0A; och
1) 0z,

Assim, na projecao de ordem O(—1) em A temos

+ [AJv an)] =0,
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k4 2k =" T[20,A]™ — 2kB]™ — 2™ (3.40a)
2] + 2k = 3" Tn[0.C™ + 2k A]™ — kCJ ™) (3.40D)
0.8 =" T, [-2A™ — kB (3.40¢)

Novamente, apds pegarmos a projegao de ordem O(j — 1) para j = 1,...,n em A
podemos pegar também a projecao em T,,. Desta forma, as relagoes abaixo devem
ser satisfeitas para os indices pertencentes ao conjunto F = {{j < m < n}N{m >
2} {1 <j <n}lj,meIN}

8. A/ = B/ 4 ¢ (3.41a)
8.B/™ = 2 A7) _ | gIm) 4 oI (3.41D)
8.C/ ™ — —9k AT 4 It — 9cbM (3.41c)
Substituindo a forma reduzida de A7, B/™ e /™ obtemos
6Hjym . O0Hjn,
k4 2ok L1 O- [az k Rt ] 0 3.42
+ 2 +;£+1n<n+>5k+5k (342)
. 5H _ _, 0H
/ 2 Jm / Jm |
2k + 2k 43 T [(kaZn — 02) T+ (2k0., + K) ] — 0 (3.43)

m=2

Portanto, obtemos as equagoes (3.35) e (3.36) com todos os tempos transforma-

dos conforme o esperado.

3.4 Modelo KP de dois bésons quadraticos

Para esta base apenas os parénteses de Poisson 2 e 3 sao locais. Assim, de acordo

com a referéncia [11], os parénteses 2 sao dados por

{i(2),5(y)}2 = 0'(x —y)
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{i(2),0 (W)} = {i(=),j(y)}2 =0

e os parénteses 3 sao
{3(@),5(W)}s = (§ (@) + ()" (z — y) + j'()d(x — y) — 6" (z — y)
(@), 5 s = 2§(@)0' (@ — y) + 5 (@)5(x — )
{i(@),5(W)}s = 2j(x)d'(x —y) + j'0(z — y)

Agora, buscaremos uma relacao de recorréncia de Lenard entre as hamiltonianas

fazendo

MdJ(2), Hjnte = {j(7), Hjn-1}3
on{j(®), Hin}o = {j(x), Hjn 1}

Abrindo as expressoes acima temos

w [ ihgs = [ [ s h T ). Tk

on [ antite it = [ anfe) i h S ). b

Substituindo os parénteses de Poisson, encontramos a relacao de recorréncia de

Lenard para o modelo de 2-bdsons quadraticos, isto é

§H;, Vo 0H _ S OH 0
OHjn _ — ol | 194, Sgm=l 3.44
A0y 5 =[(J+7)0s + 5 — 0] 5; + (250, + j'] 5 (3.44)
5H; _ SHi, 1 . - SH, . 1
" _ (270, ' Jn 3 S E) et it 3.45
ané‘x—(sj 270, + 7] 5; + G+ )0+ 5 + 04 5 (3.45)

Novamente, podemos encontrar as derivadas funcionais de todas as constantes de
movimento partindo de uma hamiltoniana inicial, usando (3.44) e (3.45) e fazendo
An b= On b= &n.-

Assim, partindo de

702 /(‘7 J) 07 07 2



CAPITULO 3. ANALISE DE MODELOS K P;_, COM DOIS CAMPOS

e usando a notacao

%
ai =&
p=1

teremos as primeiras derivadas funcionais dadas na tabela 3.10.

49

Tabela 3.10: Derivadas funcionais do modelo de 2-bdsons quadraticos

O0H; = 0H; .
WQ; = aj1j(x) WZ; = aj1j(z)
SH - i - SH . .
5t = apli’ +2jj + 57 52 = ajo[—J" + % + 23]
0H;3 s [—.,/ 3 .=, 3—.—., 3 9= 6 =9 0H;3 N 37 g 3 .= -3 6 .2—.+
52 = agslf” + 355"+ 355" + 3575 + 657+ | 5k = ag[i” — 355" = 3575 + 5% + 6525
5°] 3757

As primeiras hamiltonianas so dadas na tabela 3.11.

Tabela 3.11: Hamiltonianas do modelo de 2-bdsons quadraticos

Hjo= %fﬁu(] +J)
HjJ = Cklfdﬂfjj

Hjo = Oé2fd$(_j/5 + 727 + ji%)

Hjy = o [dx(j"j — 3755 — 25'5% — jji’ + 7°5 + 35%5% + j5°)
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Definiremos os indices dos tempos tal que o tempo ¢, seja x, assim temos

0j o 6H,,
8_7571 - {](x)7H]n}2 fn{]( ) Jjn— 1}3 a% (55
- 0 0H;,
a_tn - {](x)aH]n}Q gn{j( ) jn— 1}3 O 5]

Explicitamente, as equagoes de movimento sao dadas na tabel 3.12.

Tabela 3.12: Equagoes de movimento do modelo de 2-bdsons quadraticos

aa_ - alax.] (‘il - alaac]
S = a0:[—j' + 52 + 247] S = a0, [j + 2j + 7

I = 030, 5" — 355" — 357 + 5P+ | 2L = asu[j" + 355" + 345 + 3525+

65%j + 3757 6772 + j°]

Fazendo a redugao por auto-similaridade

2= (nty) v, j(x) = (nt,) Tw(z,),  j(x) = (nt,) T (z),

reduzimos as equagoes de movimento e temos
- paran =2

W+ 2w, = —a0,[—5" + % + 2j7]
W+ 29W,, = _0526:1:[31 + 2]3 + 52]

- paran =3
W+ 23w, = —a30, 5" — 355" — 355 + 5% + 6575 + 3557

W+ 23W,y = —a30, 5" + 355 + 375+ 35°) + 645 + 5]
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Para o modelo de dois bdsons quadraticos temos um lema bastante similar ao
dos modelos anteriores e nos permitird construir uma expressao geral para a nova

hierarquia.

Lema 3. Sob a redugao por auto-similaridade

2 = (nt,) " nx,  j(z) = (nt,) mw(z),  jlx) = (nt,)”

3=

’J)(Zn),

a derivada funcional das hamiltonianas do modelo de 2-bosons quadrdticos se trans-

formam como

SH;; _i0H, 0H;; i 0H,

sendo que usamos a notagao H;; = H;;(w, w).

Demonstracao. Como foi nos lemas anteriores, a demonstracao deste lema também
segue por inducao . Podemos ver facilmente para a primeira e a segunda hamilto-
niana que a transformacao por auto-similaridade é

(5Hj70 l 51':]]'70

6j 2 dw
(SHJ"O _ l — 5Hj,0
65 2 ow
§H; _1 _ _16H;
6—;’1 = (ntn) QW = (mfn) n 611)1
6H; _1 _ _16H;,
= = (nty) " rapw = (nty) " =52
Agora assumindo que para m vale
0H; _mO0Hj 0H; _mO0Hj
. - (ntn) n 5 = - (ntn> L —
07 ow 07 0w

queremos ver que para m + 1 o lema também é valido. Para isso usamos a relagao
de recorréncia (3.44) e (3.45) tal que
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6 J,m — -~ . . 6 — 6 L
Hjéjtl :axl[[(] + )0y + j' — 02 ng Ly (250, + j) e 1] _

(nta)~ 5205 100 + w)0. + -+’ — 92122 + (200, + w|Hga=t] = (nt,) =5 Mg
g = 071 |[2]0, + J1M + [+ )0, + 7+ 0 Pt =
(nty) 5 01 200, + @) et 4 (4 )0 + 0 +02) Tt ] = () mes

O

Utilizando o lema acima, encontramos uma expressao geral para a hierarquia de

equacoes diferenciais ordinarias correspondentes ao modelo de dois bosons quadraticos,

ou seja K
0H;,
w+ zZpw,, e 0 (3.46)
0H;,
W+ 2,0, + 0, —2" =0 (3.47)
ow

3.4.1 Representacao matricial do par de Lax para o modelo

de dois bésons quadraticos

Para esta base, a representacao matricial do par Lax, ou seja,

ov ov
o /
Ox I Oty M
é dada por
o (%(j+j— 2¢) J ) zmjez (AJ BI™ )
UG Aueiee) 2 e g

Sendo que novamente assumimos uma forma conveniente de /\/lg-m). Agora s6 nos

falta determinar os coeficientes 47"™ B/™ e ¢/ pesta base.
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Note que temos

M L ﬁig 63?”+ﬂ1m>, (2§ A" + (2e — j = j)BI™)
(274" = (22 = j = ™) (B + ™)

1=

Assim, usaremos o método de curvatura nula, isto é

oc; oM™ "
0@2 - = M )] (3.48)
Pegando a projecao na ordem O(0) em ¢, temos as seguintes relagoes
Oy j + 01 J = 20,40 — 27BI™ — 253 (3.492)
Oun = OuBY™ + 2546 — (5 + ) Bg™ (3.49D)
yj = —0,C3™ — 2540 — (j + g™ (3.49¢)

Enquanto a proje¢ao na ordem O(i) em ¢ para i = 1,2, ...,m, nos da as relagoes

9, A5 _ TR 4 it (3.50a)
0,B]" = =2jA]"™ + (j + j)B/™ — 2B (3.50b)
0,01 = —25 A" — (j + )™ + 20 (3.50¢)

Novamente podemos verificar que ao pegarmos a projecao O(m + 1) temos
Bi™ = citm) = 0, o que de imediato implica que A sera uma constante de-
vido a equagao (3.50a).

Veja que as relagoes (3.49a), (3.49b) e (3.49¢) sao satisfeitas para

0H; - 0H
A] ) gm m—1 o jm—1
SRR b R R R

. 5H‘m71 .5H'm71 5H'm71 —.5H'm71
= Qm _aa: 22 L ) < — )
Sempre tendo em mente a relagao de Lenard, (3.44) e (3.45), e as relagoes (3.50a),

(3.50b) e (3.50¢) sao satisfeitas para

3™ = &, [(aﬁj)

- ([en )i i et o Mit]
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Bg(m) _ Qi (11110 fmip) [O B 6x)6ng?’7fi_l _'_j(sngLj—i—l}’

Cim _ (ﬁ) gmfp) [(3 N &6)5ng¢1 +j5Hj757r;i1:|

parai=1,2,...,m — 1 e também

Afim de ilustrar o algoritmo, expomos explicitamente a forma de M®) e MG,

isto é
M — (%%U/ -3+ +7) jol=5" 4+ j(j + J)] >+€ ( 0 2aj2j> n
—apli +i0G+5)]  —zapll =i+ G+ )7 —2a2j 0
-2 0
+ 2
i ( 0 2)
e também

M®) — (5%5” +5" 425 =255+ (' =+ (G + 5%+ 25) (G + )]
—aysl)" 4+ 357 + 32+ 455° + 725+ 57+ 255]

asli" =355+ 7° + 457+ 45* — 255 — 5] )
—says[i” + 3"+ 255 =255 + (' =3+ G+ 72+ 205) (G + )]
+< —205)) 2aj3[—j’+j_(j+5>]> N
—203(5" + 7 (7 + 7)] 2035

+52( ! . 4aj3j)+53<_4 O)
—40éj3] 0 0 4

Veremos na se¢ao seguinte como a hierarquia PIV surge de forma natural pelo

problema linear de Jimbo-Miwa para esta base.
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3.4.2 Problema linear de Jimbo-Miwa para o modelo de dois

bésons quadraticos

Usando a forma geral do par Lax que obtivemos na se¢ao anterior podemos encontrar
as matrizes do problema linear de Jimbo-Miwa nesta base analogamente ao que
fizemos para os campos anteriores. Usando o lema que demonstramos acima para
o campo de dois bdsons quadraticos, podemos encontrar os coeficientes da matrix

M apés uma reducao por auto-similaridade, ou seja

(i—m) m

AL (G,3) = (nta) 7 AL ), = AL G) = (nt) TN A (w, )

Diferentemente dos modelos anteriores, neste modelo também temos
e B, ) = (nt,) wNBI ™ (w, @),  £CI (G, T) = (nt,)”wNCH™ (w, @)

Assim, ficamos com

o (%(j +_jj— 2) 0 +jj_2€)> £ = () <—%(w+z_n—2A) w )

mogdm) gitm) ) mo g qim) i)

(m) _ i i i (m) _ —m i i i

M7 =3 (G P ) 2 = 07N (G o)
i=0 7 ) — 7

desta forma, podemos ver facilmente que

7= (o 1)

Como foi visto no capitulo 2, o problema linear de Jimbo-Miwa ¢é dado por (2.11),
(2.12) e (2.13), ou seja,
ov

= B, —~=C"v,  m=2.n-1

ov v
Mo, T N

8_,% = Aj\I/,

e serda determinado para este caso pelas matrizes

—L(w+w—2)) —w m o A pitm)
A= 2 : B™ — x( i i )
! ( w %(w+w—2)\)) 2_; ’ —
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1 Lw +w — 2)) i " o AM o pom)
C(n) = —|: n 2 Tm )\Z Azm 7;T)’L ]
Tl —L(w+ @ —2)) +mZ:2 2 m) - jm)

—w i=0

E sendo que as matrizes CJ(»n) para os primeiros n, sao:

-paran =2
slr(w+0) + apld’ —w'+  w+ ap[—w + wlw+ )]
(' +@)?]
c? =1
Moo = apw’ + w(w + )] — 3z (w + @) + ajplw’ — w'+
(w' +w)?]]

< —29 ) 2aj2w) L (—2 O)
—204j2w z9 0 2

-paran =3
sz (ww) + aj[@” + w'+ w + ajz[w” — 3ww’ + w4
200" — 2ww' + (0 — w'+ 4w + ww? — 2w — wiw']+
(w + )% + 2ww)(w + )]+ Thojo[—w' + w(w + w)]

TQCY]‘Q [QI)/ — w’ + (w’ + QD)QH

1
V=3 — 0 — (@ + 30w’ + TP+ —3lzs(w + w)ags + [0 + 0"+
dww? +w +w'o + 20w’ ]— 20w — 2ww' + (@' — w'+
Tyl + w(w + )] (w+ @)* + 2ww)(w + )]+
Tyagali’ — ' + (' + 0)?]
+ ( —2 — 2050 2ajs[~w' + w(w+ )] + QTQ%QM) +
—203[w" + w(w + w)] — 2Tr00W 2+ 205w

—2T2 %" '3]{? —4 0
A - ! A2
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Analogamente ao que foi feito para a hierarquia AKNS e de dois bdosons, usando

a condicao de compatibilidade

% B ocm)
O\ 0z,

+A4,cM] =0,

e pegando a proje¢ao na ordem O(—1) em A temos

(zw), + (20), = 3", T [-20.A5™ 4+ 20BS™ + 2wC{™] (3.51a)

(zw). = S0y T~ 0. 85" — 20AY” + (w + @) B{™)] (3.51b)
(zf): = 32", T [0.C8™ 4 20 AM™ + (w + @) CS™)] (3.51c)

Apdés pegarmos a projecao de ordem O(j — 1) para j = 1,...,n em \ pegaremos
a projecao em T,,, tal que as relacoes abaixo devem ser satisfeitas para os indices
pertencentes ao conjunto F = {{j <m <n}Nn{m >2}Nn{l <j <n}|j,me N}

0.4 — 5B 4 ot (3.52a)
0.B{" = —2wA™ + (w+w)B"™ — 28" (3.52D)

Desta forma, substituindo A’ (m), B! (m) o ) () as equacdes (3.52) sao satisfeitas
e de (3.51) obtemos

- §H;

z Tmaz 27— 0
w+ zw, + m§:2 S0
- §H;

7 D, Tmﬁzﬂ =0
w~+ zw, + mE:2 Su

Ou seja, obtemos as equagoes (3.46) e (3.47) com todos os tempos transformados
e verificamos assim o problema linear de Jimbo-Miwa para os trés modelos traba-
lhados. No préximo capitulo, veremos como esta hierarquia pode ser transformadas

na hierarquia compativel com a equagao PIV.



Capitulo 4

Hierarquia PI1V

No capitulo anterior, vimos como obter hierarquias de equacoes diferenciais or-
dinarias a partir de modelos integraveis; contudo, ainda nao foi mostrado expli-
citamente como estas hierarquias se relacionam com as equacoes de Painlevé. Neste
capitulo, veremos o motivo pelo qual os modelos tratados no capitulo anterior estao
associados a equacao PIV e construiremos a primeira hamiltoniana da hierarquia
PIV através da lagrangiana do sistema.

Contrariando ao que poderiamos inferir da literatura, em particular [12], vere-
mos na primeira secao que construir a hierarquia PIV a partir do modelo AKNS é
algo muito dificil de se fazer. Por outro lado, utilizando o modelo de dois bdsons
quadraticos, obtemos a hierarquia PIV de forma muito mais natural do que a obtida

pela primeira vez em [16].

4.1 Hierarquia de equacoes diferenciais ordinarias

compativeis com a equacao PIV

Se olharmos para a forma da equacao PIV na tabela 2.1 do capitulo 1, veremos
que uma hierarquia correspondente a equacao PIV deve possuir dois parametros.
Em nossa tentativa de obter a hierarquia PIV a partir do modelo AKNS, teremos

uma constante devido a simetria da reducao por auto-similaridade e outra devido a

o8
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integracao . Ja nos outros dois modelos obteremos ambas as constantes da integracao

Para esta capitulo, usaremos uma notacao simplificada e denotaremos as variaveis

das equacoes diferenciais ordinarias, z,, simplesmente por z.

4.1.1 Equacao PIV a partir do AKNS

Nesta subsegao , baseando-se na referéncia [9], obteremos a equagdo PIV a partir

da reducao por auto-similaridade do modelo AKNS para o tempo t5. Ou seja,
(1-7)R+ 2R =—-[2R°Q — R', (1+7%)Q+2Q = 2Q°R - Q"] (41)

Para isso, vamos definir as funcoes

Y:—[%Jrz], W:[%—z], I = RQ (4.2)
Note que
Y2:(%)2—22Y—22, W2:(%>2—22W—22

Rzz
R

I, =RQW —Y]=T[W —Y] (4.3)

YZ:—<Q”>+Y2+2zY+22—1, WZ=<

0 )—WQ—QZW—ZZ—l

Podemos reescrever (4.1) como

(1 — ) —|—z<&> +2RQ — (Rzz) =0

R R
(1+ ) +z<%> _9RQ + (QQ) —0

Transformando as equacoes acima para os campos W e Y, temos
W, =2 —W? - 2W — 5 (4.4)

Y, =20 +Y242Y 4+ (4.5)
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Agora utilizando (4.1), vamos construir uma relagao auxiliar que relacione Y e

W . Para isso faremos
[(ZQ + Qz)(ZR - RZ)]Z = (ZQ + Qz)z(ZR - RZ) + (ZQ + Qz)(ZR - RZ)Z =

= (2¢*r —1Q)(zR — R.) + (2Q + Q.) (2R — 2R*Q) = [1:RQ — R*Q?.

Integrando e pondo a constante de integracao igual a v, temos

RQ (= + %) (=- %) —RQy,—RQ)+v =
LYW =T —T? v (4.6)

Substituindo (4.6) em (4.3) podemos ter

r I oy
I'=v%s—-——+=-1Y 4.
ou ¢
72
D= o+ — 2 Ty 4.8
P TwW W T (4.8)
Derivando novamente as equagoes (4.4) e (4.5), temos

W,, =20, — 2WW, — W — 2W, (4.9)

Y.. = —20, + 2VY, + Y + 2V, (4.10)

Substituindo (4.8) em (4.9) e utilizando (4.4) para eliminar I', temos

w2 3. 22 (72 + 2v)
== 4= 2:W? 4 (= - W - == 4.11
Wee = oo + 5P+ 2207 + (5 49 = W ST (4.11)
Substituindo (4.7) em (4.10) e utilizando (4.5) para eliminar I', temos
Y2 3 22 (v2 +2v)
V=54 Y2+ 227 + (% )Y — ~———— 4.12

Estas sao equacgoes PIV, mas podemos escrever a forma mais conhecida delas

fazendo as tranformacoes

(72 +2v)

Y
W%K Y - — z—>\/§Z, ar=—(rxl), B=- 4

V2’ V2
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Assim ficamos com

4% :W3+§W3+42W2+2(22—a)W+£ (4.13)
=W 2 N W '
Y2 3 B
Y, = 2 + Y3+ 42Y2% +2(2% — Y + 2 4.14
zz 2Y + 9 + 4z + (Z CY+) + Y ( )

4.1.2 Hierarquia PIV a partir do modelo AKNS

O fato de obtermos a equagao PIV a partir do modelo AKNS sugere que podemos
construir uma hierarquia de equacoes do tipo Painlevé a partir deste modelo. Con-
tudo, tal construcao pode ser muito dificil ou talvez impossivel de ser feita porque
nao conseguimos obter o parametro de integracao em equacoes de ordem superiores.

Embora nao tenhamos obtido éxito com o modelo AKNS, mencionaremos duas

tentativas para eventuais consultas futuras.

Tentativa 1: Campos Y e W independentes da equagao

Nosso objetivo é usar a equacao que obtemos através da transformacao de auto-
similaridade para o AKNS, isto é

SHagnsn
1—7)R(2)+ zR.(2) — ———— =0 4.15
(1= 3)R(:) +2Ru(2) = 5 (415)
SHarnsn
147, . —— =0, 4.16
(14 79)Q() +2Qu(2) + s (416)
para gerar nossa hierarquia PIV. Vamos definir os seguintes campos,
_ _[¥9- _ £ _

O campo I terd apenas uma funcao auxiliar nos calculos e devera ser eliminado
no final.
Para t; temos
(1 =73)R+zR. +[6RR.Q — R...] = 0 (4.17)
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Note que
[=R.Q+RQ,=T(W-Y)
[..=R..Q+2Q.R. + RQ.. =T[(W —Y)* + (W = Y).]
ZZZ d2 RZ
i)
szz o d2 Qz Qz
Q @<_>

i~y

(5 ()« (2 = 0w 2108, 1)

d Q. Q:\* _
5 +3(5>£<5> + <5) = Y 4 3(Y ) (Va4 1) — (Y +2)?
Dividindo (4.17) por R e (4.18) por @, temos

1w +2( ) +o( ) re - () =0
(14+7s) —l—z(%) +6<%)RQ— <ng> =0

Ou seja
(1—73) +2(W 4 2) +60(W +2) + W, +3(W +2) (W, + 1)+ (W +2)* =0 (4.19)

(T+73) —2(Y +2) —60(Y +2) = Yo, +3(Y +2)(Yo + 1) = (Y +2)* =0 (4.20)

Derivando as equacoes acima temos
(W+2)+2z(W,+1)+60,(W +2)+60(W, + 1)+ W,,, + 3(W, +1)*+

3(W 4+ 2)W,, +3(W +2))(W,+1) =0
(Y 4 2) + 2(Ys + 1) + 60.(Y + 2) + 60(Yz + 1) + Yoo — 3(Y + 1)2—
3(Y 4+ 2)Ya +3(Y +2)2(Y.+1) =0
O problema deste procedimento estd na hora de encontrar uma relagao que re-

lacione W com Y, assim como foi feito para a equacao PIV, pois ha dificuldades na
hora de integrar tal relacao .
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Tentativa 2: Campos Y e W dependentes da equagao

Utilizando as relagdes de recorréncia para o AKNS podemos escrever (4.15) e (4.16)

como
SHARNSn-1 B AT AOHAKRNS -1 SJAKNS, H,_,

[zR— 50 ] — R — 2R [Q o Ry } (4.21)
SHAKNSn-1 B T OHAKNS SH AR NSn-1

[ZQ_ oR ] = Q@ = 2Q0; [R oR ) } (4.22)

Assim, vamos definir Y e W como

W, = — I'=RQ

z — —

-]

10H n—
Y, = — [z—— AKNS, 1}7

O OR

[ OHARNS -1 OHAkNSn-1
e
Utilizando (4.21) e (4.22), podemos construir uma expressao que relacione Y e

W. Assim )
[(ZQ— M) (ZR— %)} = (ZQ— M) ( R — 5HAI;JC\ssn 1>+

SHaArNSn-1 SHarNSn-1 _ SHARNSn-1 SHarNSn-1
(ZQ - SR ) (ZR - 30 ) = Tn [Q 50 - R—5% } -
z

SH 5H SH _ 5H _
2 Q AKNSn 1 —R AI;]}]ESn 1i|a 1|:Q A!islzgs,n 1 —R AK(;}]ES,n 1i|

Integrando temos

TWo Yo = VoS — [fu]? + am (4.23)

Note que podemos reescrever as expressoes (4.21) e (4.22) como

Woe = =+ 260 — () Wa (4.24)
Y. = — 2 — (%)Yn (4.25)

Note que
O.fn=T(W, =Y,)
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Utilizando (4.23) e (4.24) ou (4.25) temos

o= oo )i i+ 2 ()3

ou

0.fu =T, + (a0 - %)Yin - f/ﬂ - %(%)Yn = i(%)QYn (4.27)

Derivando novamente (4.24), (4.25) e substituindo as relagoes acima para 0. f,

apropriadamente, temos

Wi = oo — (2 2) bt o S () L (M),
Y72, 2 . .
Voo = e (2w B L o (2 (&)

Derivando novamente temos

1w 2 d 1 2 d
W = We, Waez n,z+<2an+ﬁ> Wn,z+_{ [2”_(%) (R—>]Wn}

W, 2 W2 2/ W2 ' dz 2\ R/ dz\R

Y,,.Y, 1Y3 2\ Y, d 1/Q.N\2 d /Q
o= oLl (a0 ) 2 (e (%) (S]]

’ v, 2vz Ty Tl Talyg dz(Q

O problema deste método estd nos termos envolvendo R e @), pois (aparente-
mente) s6 conseguimos reescrever estes termos em funcao de W, e Y,, para o caso
n=2.

Vejamos por exemplo o caso n = 3, em que temos

Wgz—[z+2RQ—Réz , 3@):_[2”}2@_@5]
[3=QR. - Q.R
e também
Wi = —75 + 2QR. — 2Q.R — (%)m
V3. =73 — 2QR. +2Q.1 - (%)y?,

A relacao da hierarquia AKNS com a hierarquia PIV é um problema que segue
em aberto. Contudo, conseguimos construir a hierarquia PIV a partir do modelo de

dois bésons e de dois bdsons quadraticos como sera detalhado a seguir.
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4.1.3 Hierarquia PIV a partir do modelo KP reduzida para

dois bdsons

A hierarquia PIV foi obtida pela primeira vez na referéncia [16] utilizando a hie-
rarquia nao isospectral de ondas dispesivas na agua, mas nesta referéncia nao fica
claro a relacao entre os membros da hierarquia PIV e as hamiltonianas. Em nosso
trabalho utilizando o modelo de dois bdosons, chegamos na mesma expressao que foi
obtida pela referéncia [16] a menos de uma redefinicao dos campos, mas também
conseguimos uma relagao explicita com as hamiltonianas do modelo de dois bdsons.

Cosidere as equagoes de movimento reduzidas (3.42) e (3.43), isto é,

) 0Hjym  0Hpm)
k+ 2k +mZQTm§mHa [(a R 2 } ~0 (4.28)
o oH §H
/ - J,m / Jm _
ok + 2k +mZ:2ngmH [(kaz 0=t + (K0, + K) " ] 0 (4.29)
Integrando (4.28) temos
5HJm 5f{],m o
zk+Zngm+1 (0. +) g 92 | = (4.30)

m=2

Vamos também reescrever (4.29) como

3 Tt [0, 580, 0, 43 T (0. R

B (4.31)
Multiplicando (4.31) pelo termo f = (Z+Zm o Tnémi1—52™ 6HJ ) podemos reescreve-

la como

(1 n Z ngmﬂ H ) (zk n Z ngmﬂkﬁé‘im) v ok Z T bmind, M;Z’"

(Z Tt 5HJ’”) (Z Ty kO, 5?}2”‘) +(2+ Z Tmst 5HJ’”)@Z EZ
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5H m - OH .,
ZTm£m+1( L ) | < 0 (4.32)
ok
Somando e subtraindo apropriadamente o termo h = (1—|—Em o Tm&m10.—57™ (SH‘“” ) 8261:([5%

m (4.32) temos

(13 B0 20 [+ 3 T (0.2 50

[1 4okt ;ngmﬂ@ k) Mg}iﬂ (22 Tobin 52127”) —0

—
Reescrevendo os dois primeiros termos na forma de uma derivada total e usando

a equacao (4.30) para simplificar a equagao acima, temos

o (e 2 T2 s 3 T (0.2 1)

(1 + v — 2 Z Tn€m+1 5Hjm> (Z TmfmﬂéHJm) =0

Note que podemos obter mais um parametro integrando a equacao acima, ou

seja

(54 32 T D502 s 3 T (0. g 1) -

i(l + Y — 2 Z Tn&m+1 6;]2m) =0y

Assim, as equagoes (4.33) e (4.30) geram uma hierarquia de sistemas de equagoes

(4.33)

acopladas com dois parametros que a seguir veremos que esta associada a equagao

PIV. Em suma nossa hierarquia sera dada por

6HJm 5ﬁ]m

zk + Z Tonbmaa | (0, + k) +2 —| =7
~ [ ok Ok
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~ 2
~ n OHj m
L0 Sl Hl+ =2 T 2] + 00

Zk + Z Tm£m+1 [ (Sk’ - az Sk

- (Z + D 2 m§m+15HJm>

Sendo que acima reescrevemos a equagao (4.33) de forma apropriada. Note que

. . ~ . -~ ol 5H
as derivadas mais altas das equagoes acima sairao dos termos 0.~z e 0.—5",

tal que para um dado n teremos um sistema de equagoes diferenmals ordlnérias de
ordem n — 1.

Como exemplos explicitos para um tnico tempo transformado, temos:

-paran =2
K = a3y — 2k] — k* — 2k (4.34)
- [3(1 +92)az; — k] + oeays
B _l2 oy +a, Lok + kk (4.35)
2007,
-paran =3

K' = a5, [ys — 2k] — [3kK' + 6kk]
[%(1 +3)agy — 2kk + K + o3a} _
[za7) + 2k + k2 + K]

Vamos mostrar agora que o sistema de equagoes (4.34) e (4.35) é compativel com

K = T2k + [k + 2Kk — 2k* — K*K]

a equacao PIV. Utilizando (4.34) para eliminar o campo k do lado direito de (4.35)

e multiplicando por 2, temos

[(ags + k) + (o532 + k)k]? + dosar;

o2k = — — (a3 z+k)k+(aaz4+k) a3y, —K
2(04;31z R (aJ3Z ) (aJBZ )(04]372 )
(4.36)
Derivando (4.34) temos
F'=—(aiz+ kK — (a8 + Kk — 2k 4.37
J3 J3

Substituindo (4.36) em (4.37) temos

o 3+ ) + (@3 + W2 + 403033

—1 k 2]{7— —1 k —1 o —1 k'/ l{?
2a,lz 4 k) (s 2t+k) k—(agz 24+k)azya—(ay; +k')
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Fazendo a mudanca de campos
=aiz+k
Yy=a,5z

temos

[ 4+ y(y — a;32)]? + 402052 B B B
y' = Lg’y Bty (y — ajy2) —yapsye — ' (y — ag2)

Através de algumas manipulacoes simples da expressao acima temos

) 3, -1,,2 L5, 1 2‘7204}2
y' = oy + Y~ 200532y" + 2(104132 - §O‘J372>y + TS
Fazendo 04331 = —2 temos exatamente a equacgao PIV com os seguintes parametros
N2 3 8o
y" = ) + —y3 + 4zy2 + 2(22 — Y)Yy + =2
2y 2 y

4.1.4 Hierarquia PIV a partir do modelo KP reduzido de
dois bésons quadraticos
Diferentemente das bases de campos do AKNS e do modelo de 2-bdsons, para os

campos do modelo de dois bdésons quadraticos é bastante simples obtermos uma
hierarquia tipo Painlevé. Integrando (3.46) e (3.47) temos

0H,,
2w + — = Vn
ow
~ O0H,,
ZW + =0,
ow

ou para o caso ainda mais geral de transformarmos todos os tempos temos

— ow
- SH;

20+ Z T, ~=m — 5
—~ ow

Como exemplos explicitos para um tnico tempo transformado, temos:
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- paran =2
w' = ozj_;(zw —Y2) + w? 4 2ww (4.38)

W' = oy (09 — 2w0) — W — 2ww (4.39)

- paran =3

w' = agy (13 — zw) + 3ww' + 3w'w — w® — 6w’ — 3w

—/

w' = oy (o3 — 20) — 3w’ — 3w’ — 3w — 6w

—

Verificaremos agora que a primeira equagao de movimento desta hierarquia é

compativel com PIV. Para isso derivamos (4.39) e temos

w" = —a, (0 + z0') — 200" — 2w — 2w

Substituindo (4.38) e (4.39) na equacao acima temos

W' = ajy (FP0—209)+05,) (—0+320°+ 22w — 2050 —205w+27, 1)+ (20° + 2w 42w D)

(4.40)
Note que de (4.39) temos

(@0')? = 05 (05 —20220+2° 0%+ +4w* 0 40y (—2090° —doywin+220° +42ww?)+ 2w

)2 o2 20N @
= 2w = (211_2 +aj_22 (——;4—022——)—7—1—04]-_21(agw+2w02—zw2—2zww)—2ww2

Substituindo esta tltima expressao em (4.40) temos

_ (11_/)2 3 _ 1 Qg _ o2 1\7_
@ = oy 20 2 (S ) o (0 = 5 -5 ) o -

-2 9
Qo 09

2w

Fazendo ozj_zl = 2, encontramos a equacao PIV com os seguintes parametros

—7\2 3 2 2
w’ = (w? 28 4+ 2(22 4 295 — 0 — D) — 22
2w 2 w
E um processo similar para (4.38) nos dé
p_ (W) 203

W' = L+ —w? 4 dew® + 2(2% + 200 — Yo + Dw — =2
2w 2 w
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Note que ha duas possibilidades de obter a equacao PIV a partir do modelo de
dois bésons quadréticos, assim como no modelo AKNS (secao 4.1.1), enquanto que
no modelo de dois bésons apresentamos apenas uma relagao com a equacao PIV. Isto
ocorre porque as equacoes de movimento do modelo de dois bdsons sao bastantes
assimétricas e dificulta o processo. Em suma, obtivemos a hierarquia PIV de forma
mais natural e simétrica a partir do modelo de dois bdsons quadraticos do que o

modelo utilizado em [16].

4.2 Primeiras Hamiltonianas das Hierarquias PII
e PIV

Um algoritmo para obter todas as hamiltonianas da hierarquia PIV ainda é objeto de
estudo, embora j& haja trabalhos promissores neste sentido como [13]. Na literatura,
as hamiltonianas das equacoes de Painlevé sao usualmente encontradas diretamente
a partir de um sistema de equagoes diferenciais, como por exemplo as referéncias [5]
e [17]. Nesta segao apresentaremos uma abordagem que é mais familiar aos fisicos,
isto é, construiremos as hamiltonianas a partir das lagrangianas correspondente.
4.2.1 Hamiltoniana HC(YPH:U

Como a abordagem utilizada nesta secao difere da utilizada na literatura especiali-
zada nas equacoes de Painlevé, obteremos as primeiras hamiltonianas de hierarquia
PII antes de obter a hamiltoniana da equacao PIV.

Lembre-se que a equacao PII é
Uy, = zu 4 2u + «

Podemos verificar que através da equacao de Euler-Lagrange, ou seja

= 0’
ou  dzou
temos a seguinte lagrangiana correspondente a equagao PII:

. u?  ut zu?
LePrm S n - +au
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Agora, afim de obtermos a hamiltoniana, definimos as seguintes coordenadas

canonicas

Q —_= u’ P _= —au/ = u/

Substituindo na transformagao de Legendre,
HéPIIZI)(Q,P, Z) _ U,P o ,C((NPII:D(Q,P, Z),

temos a primeira hamiltoniana da hierarquia PII

p2 4 2
HéPII:l)(Q’ P,z) = 5 % _ % —aQ (4.41)

Note que este método requer um pouco de perspicacia na hora de construir a
lagrangiana, mas ainda sim é um caminho alternativo e mais simples que o método

utilizado em [5].

4.2.2 Relacao com a hamiltoniana de Masatoshi Noumi

Vamos verificar agora que a hamiltoniana que obtivemos acima é equivalente a ha-
miltoniana obtida por M. Noumi em [5], ou seja,

2
t
Hy(q,p.t) = 5 = (¢ + 5)p — bg (1.42)

Fazendo uma transformacao canonica com a seguinte funcao geratriz

F = F5(p,Q,t)+qp

podemos relacionar as hamiltonianas (4.41) e (4.42). Para isso, vamos supor a

seguinte forma para a funcao Fj:

Conforme detalhado no apéndice C.2, as varidveis novas e antigas se relacionam

da seguinte forma
OF;
- —_—— = — t
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P () v~ 1)+

Supondo a seguinte forma para f(Q,t) e g(Q,t):

Q?) tQ t3
t)=— =2+ =4
A funcao geratriz fica
QS tQ t3
F. t) =— — 4+ =+ =
3P Q,1) = —pQ + -+ 5 + o
Enquanto que a transformagao entre as variaveis novas e antigas fica dada por
9
q=Q, pz(@ +§+P>
Reescrevendo a hamiltoniana (4.42) em termos das novas varidveis temos
P2 Q4 tQZ t2
HQ,Pt)=——————-0Q — —
Assim, a nova hamiltoniana sera dada por
OF:
K(Q,Pt)= H(Q,Pt) + a—;
ou explicitamente,
P? QY tQ? 1
KQ,Pt)=——————(b— =

Desta forma, vemos que basta ajustar o parametro da hamiltoniana acima para
termos a hamiltoniana (4.41). De forma exata, temos a relagao

K(Q.P.t)=Hy "1V (Q.P.2)

. . PII:2
4.2.3 Hamiltoniana Hé )
Para complementar, vamos obter também a segunda hamiltoniana da hierarquia PII.
Conforme o desenvolvimento feito no apéendice B, a segunda equagao da hierarquia
PII é

u = 10u(u’)? + 100’ — 6u° + 2u +
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Note que esta é uma equagao diferencial de quarta ordem, por isso precisamos
trabalhar o formalismo lagrangiano e hamiltoniano em ordens superiores. Como
nosso problema possui apenas uma variavel, a equacao de Euler-Lagrange generali-

zada sera

2 e n
oL d oL d_ oL Z(—l)n dr oL (4.43)

o dow Tazow T don ™

Observe que para obtermos a segunda equacao da hierarquia PII através de
(4.43) precisamos de uma lagrangiana com a derivada mais alta sendo de segunda
ordem. Desta forma, todos os termos que escrevemos dentro da somatoria na ex-
pressao acima se cancelard. Com um pouco de perspicacia, encontramos a seguinte

lagrangiana correspondente a segunda equacao da hierarquia PII:

L((IPHQ) _ %/2 15 4 b — %7} — ou

Lembre-se que as hamiltonianas sao definidas sobre o espaco de fase e por isso
nao podem conter derivadas do parametro de evolugao (neste caso z). Portanto, pre-
cisamos definir as varidveis canonicas adequadamente para construir hamiltonianas
correspondentes a equacgoes diferenciais de ordens superiores, conforme detalhamos

no apéndice C.1. Para este caso, temos

Qu) = u, Ry =

(PII:2) (PII:2) (PII:2)
PO = L _ e _ 4 8£a—> = 10u*u’ — u"
ou’ ou’ dz ou’
oL oL
2) _
P():(su”:au”: !

Usando estas coordenadas canonicas, podemos construir a hamiltoniana através

da seguinte transformacao de Legendre:

H&PII:Q) _ P(l)Q(Q) + P(Q)V// . [’(PII:Z) (Q(l)a Q(Q),P(l)a P(Q), Z)

«

Assim, para a segunda equacao da hierarquia PII, obtemos a hamiltoniana

2Qf)
2

H(P]I:?) _ P(l) (P(2))2 5 2 2 6
a = Q) + 5 Qi — Qhy +

+aQq)
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4.2.4 Hamiltoniana H (PIV 1

A hamiltoniana da equagao PIV foi inicialmente obtida por K. Okamoto em [17].
Nesta secao , daremos continuidade a abordagem utilizada nas se¢oes anteriores e

obteremos a hamiltoniana da equacao PIV, ou seja,

1 3
U, = —ul + ~u® + 4zu® + 2(2% — a)u + b
2u 2 U
Através da equagao de Euler-Lagrange, vemos que a equagao PIV corresponde a

seguinte lagrangiana

(prvay _ (W)° ")? 23
L, s +u® + 4zu® + 4(2% — a)u — = (4.44)
u Y
As coordenadas candnicas deste sistema sera
9 ﬁ PIV 1) o
— p— "o 2
@=u au’ U

Assim, fazendo
Hyy Q. Po2) = u'P = £VV(Q, P2,

obtemos a primeira hamiltoniana da hierarquia PIV, ou seja,

QP2 2p

— @ —42Q% — 42 — )Q + 0 (4.45)

H(va 1)(Q Pz) =

Um detalhe caracteristico da hamiltoniana acima ¢ a presenga de dois parametros,
como era de se esperar por corresponder a equagao PIV. Contudo, as hamiltonianas
presentes na literatura sao escritas em termos de mais parametros afim de explicitar
a simetria das equagoes de movimento. A seguir, veremos como tais hamiltonianas

se relacionam com (4.45).

4.2.5 Relacao com a hamiltoniana de Okamoto

Em [17], K. Okamoto obteve uma hamiltoniana da equagao PIV que posteriormente
foi generalizada em [14] através da introdu¢ao de um parametro e. A hamiltoniana

na referéncia [14] é

Hop = 2qp° — €[q* + 22q + 2(v; — v)|p + (v — v;)q — 205z, e==+1 (4.46)
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(PI

Vil
Para relacionarmos com a hamiltoniana H ) , faremos inicialmente uma trans-

formacao candnica com a seguinte funcao geratrlz

F:F3(p7Q7x)+qp

Como pode ser visto no apéndice C.2, as variaveis novas e antigas se relacionaram

ot OF OF
q=- 3(19,62 ), P=- Qg’(p,Q )

Desta forma, supondo a seguinte forma para a funcao geratriz

2 2
Byp.Q2) = @+ e[ L+ T2 4 ) 4y 0T

Teremos a seguinte mudanca de coordenadas

q=Q, p:p+e[%+g+(2}j2;2w)}

A nova hamiltoniana é determinada como

0F;

Assim temos

3 22 ( v-)2
_QQP2_§__Q_—Q

Para ajustar os coeficientes, basta fazer uma transformacao de escala canonica,

_ gQQ + [vk+ %(E—Ui —Uj)]Q

isto é
P, X
R(@Q.P2) ="K
Desta forma, para 0 = y=1e v = 8, temos

QP2

%)

4(v; — vi)?
Q

Portanto, vemos que a menos de uma redefinicao dos parametros, temos que
(4.45) corresponde a (4.46). Isto é

K —QS 4ZQ2 —4[22 — (2Uk —V; —Uj+€)]Q—

K — g®va

vk —vi—vj+e],[-2(v;—vi)?]



Capitulo 5
Conclusao

Este texto tratou da construcao de hierarquias de equagoes diferenciais ordindrias
compativeis com a equagao PIV, de modo a dar continuidade ao trabalho em [16],
que construiu pela primeira vez uma hierarquia compativel com PIV, e também aos
trabalhos em [2], [3] e [4] realizados para a hierarquia PII.

Para isso, explicamos sucintamente o que sao as equagoes de Painlevé e os mode-
los integraveis. Detalhamos também como obter o problema linear de Jimbo-Miwa,
que é um analogo da representagao matricial do par de Lax para uma dimensao.
Como aplicacao da base tedrica exposta no capitulo 2, trabalhamos trés modelos
com dois campos bosonicos (isto é, o AKNS, de dois bésons e o de dois bdsons
quadréticos) também estudados detalhadamente em [11].

No capitulo 3, fizemos uma andlise dos trés modelos propostos e construimos
a representacao matricial do par de Lax, para um tempo qualquer. Exploramos
também a redugao por auto-similaridade de modo detalhado e vimos, de acordo com
[4], que podemos generalizar esta reducao transformando véarios tempos. Por fim,
usando a representacao matricial do par de Lax, obtemos as matrizes do problema
linear de Jimbo-Miwa.

No capitulo 4, tentamos construir uma hierarquia PIV a partir da hierarquia
AKNS, mas esta abordagem mostrou-se muito dificil neste aspecto. Baseando-se na
hierarquia de dois-bdsons, construimos a mesma hierarquia PIV obtida por Pilar R.

Gordoa, Nalini Joshi and Andrew Pickering em [16]; contudo, pudemos explicitar
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a dependéncia das equagoes da hierarquia PIV com as hamiltonianas do modelo
integravel em questao. Finalmente, para o modelo de dois bésons quadraticos, que é
uma transformagao de Miura generalizada do modelo de dois bésons (como mostrado
em [11] e [9]), obtemos uma nova hierarquia compativel com PIV, esta hierarquia
surge de forma natural. Para concluir, trabalhamos o método de obter as hamilto-
nianas a partir das lagrangianas para as duas primeiras equagoes da hierarquia PII
e, em seguida, obtivemos a primeira hamiltoniana da hierarquia PIV e relacionamos
com a obtida em [17].

Conforme pudemos ver no apeéndice B, a hierarquia PII surge da hierarquia
mKdV, que por sua vez é uma transformacao de Miura da hierarquia KdV. Assim,
concluimos que campos do tipo Miura (isto é, sdo transformagoes de Miura de algum
modelo), como o mKdV e o dois bésons quadraticos, possuem propriedades melhores

para gerar hierarquias do tipo Painlevé.



Apeéendice A
Vinculos

O foco deste trabalho foi em cima de propriedades de modelos com dois campos
bosonicos, mas seria interessante mostrarmos como podemos introduzir vinculos ao
sistema afim de obtermos, os bastantes conhecidos modelos de apenas um campo,
KdV e mKdV.

A.1 Meétodo de Dirac para sistemas hamiltonia-

nos com vinculos

Vamos desenvolver nesta se¢ao o formalismo que nos permite manejar os vinculos
em variaveis discretas e em seguida generalizar para o caso continuo. A convencao
de soma para indices repetidos sera aplicada ao longo do apéndice.

Para um dado sistema hamiltoniano, a acao é definida como
t2
S = / [pigi — H(q,p)]dt
t1

Sabemos que a trajetoria sobre o espaco de fase é tal que extremiza a agao do

sistema, ou seja,

55 = [ (=5~ G )ou+ (- 52 Jam] =0 (A1)
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Agora, vamos introduzir N vinculos ao sistema, tal que

¢G<Q7p) :()7 a/: 17"'7N (A'2)
A variacao funcional do vinculo com relagdo a uma variacao na trajetoria é

_ 0¢, 00
- g 04 Op;

Yo op; =~ 0 (A.3)

Vamos multiplicar (A.3) pelo multiplicados de Lagrange —\,(q, p), integrar sobre
a tragetéria com extremos fixos em ¢ e ty e finalmente somar com (A.1), ou seja,
ficamos com

s
/tl [(—Pz’ - g—Z — M%)é% + <CL' - g;[; — Aa%)@i} ~ 0

Para que a expressao acima seja valida independentemente de dg e dp, devemos

ter

_OH | 0,
a%‘ “ aQi

. OH 0,

= G TN,

Note que a evolucao temporal de uma dada quantidade dinamica é

dA 0A. 0A 0A

%:a—qi%-l—a—pipz‘—k BT

pi = (A.4)

(A.5)

Usando (A.4) e (A.5), podemos reescrever a expressao acima como

dA 6A<8H G%) 0A <6H agba) L 0A

o el b N\ e T
at ~ 0g,\op | op) " op\og g ) T A

ou também A 94
— ={A H A A — A.
== AH} (Ao + (A.6)

Note que a evolucao temporal dos vinculos é éb = 0, de acordo com a equacao
(A.2). Assim, de (A.6) temos

O = {0 H} + {0, b} Xa = 0
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Definindo a matrix anti-simétrica

Cab = {¢a7 (bb}

temos
{¢b> H} + CVba)\a =0
Note que da expressao acima podemos escrever A\, como
Ao = —Cp {dw, H} (A.7)

Substituindo (A.7) em (A.6) temos

dA - 04
— = {AH} — {4,030, {0 H}Y + 5

A partir da expressao acima, podemos definir o parénteses de Dirac como
{AHYP = {A, H} — {A, ¢.}C,,) {on, H} (A.8)

Para campos bosonicos, os parénteses de Dirac podem ser generalizados como

(A0, BV = {A() B}~ | [ dea [{4(0). 0103 ) (), B
9

>

sendo
Cop (2,2) = {@a(2), 0(2)}
Este método nos fornece um importante resultado que nos permite aplicar os

vinculos formalmente as evolugoes temporais de grandezas dinamicas, tal resultado

(A6 = 14w 0= [ [ a2 14,03 D 0] =
(A0} — [ 4=, 0021}z — ) = LA, 6.0} — LA, 0} =0

Vamos explicar um pouco melhor como deve ser calculado o paréntese de Dirac

antes de aplicarmos o método. O fator C,'(z, 2") deve ser calculado tal que

/ T 4O (), dely)) = / " A {ule), ou() YOl (21 y) = Bucb(z — 1)
- - (A.10)
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Em seguida, devemos substituir C;,'(z, /) em (A.9), e somente depois, eliminar
os campos dependentes através dos vinculos. Nas secoes a seguir, aplicaremos este
método em casos especificos.

A.2 Reducao do modelo AKNS ao modelo mKdV

Aplicaremos agora o método de Dirac para reduzir o modelo AKNS ao modelo

mKdV utilizando o parénteses de Poisson 2. Lembrando que
{r(z),r(W)}2 = =2r(z)r(y)e(z —y), {g(z),q(¥)}2 = —2q(z)q(y)e(z —y),

{a(z),r(y)}2 = —0:0(x — y) + 2q(z)r(y)e(z — y)
{r(@),q(y)}2 = —0:0(x — y) + 2r(z)q(y)e(x — y)
Neste caso o vinculo sera
o(z) =r(z) — q(z)

Desta forma, temos

{6(2),0(z) }2 = 20'(x —y) = 2[r(2) + q(2)][r(2) + q(2)]e(z — y)

Note que encontrar o fator C~!(z, 2’) para este vinculo seria algo bastante com-

plicado; contudo, podemos contornar o problema se observarmos que
{6(2),r(y)}e = 0'(z —y) = 2[r(2") + q()]r(y)e(z' — y)

{6(2),q(y) }2 = —0"(x — y) + 2[r(2") + q(2)]a(y)e(z" — )

Portanto, quando usamos o vinculo para eliminar um dos campos dependéntes,

ficamos com

19(2), 82 bl = 516(2), 7(hale = ~5{9(2), 0l e

Vejamos um caso explicito:
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{r@) a)} = (@), aly)}t = [ [ ded='[{r(x), () 1), 00 ] Hol), aly)h] =

¢

= () a)} +3 [ d=[ (@), 6238z —w)] = 5[0 (@)r @) + (@) a))e] =

¢

15 —y)

Analogamente, os demais parénteses de Dirac ficam

(), )} = fale) g} = 50w —y)

Desta forma, as equacoes de movimento ficam

or 1 10HAxkNSn-1 OHarxNSn-1
_ H B D - _ 5 s
ot {r(z), HAk NSn—-1}3 5 5r(x) 5q(@) L

Explicitamente, as equacoes de movimento reduzidas sao dadas na tabela A.1

Tabela A.1: Equagoes de movimento com vinculos

_ 0Haxnso| _ 6Harknso| __ _
n=1 or(z) ¢_ 3q(x) ¢>— r Tty = =T
o 0Haxnsa| . SHagNs _
n=21 5w |,T T s T, =0
® @
_ 0HarNs2| _ 0HarNs2| __ 3 _ 2
n=3 @) |, ) |, —[21° — 1y | T, = al67°ry — Tss]

Note que as equacoes de movimento para os tempos pares serao nulas e a equacao

de movimento para t3 é exatamente a equacao mKdV.
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A.3 Reducao do modelo de dois bésons ao modelo
KdV

Nesta secao , usaremos o segundo parénteses de Poisson do modelo de dois bdsons

para relacionarmos com o modelo KdV. Para isso usaremos o vinculo

Lembrando que
{J(2). J(y)}2 = J(2)d"(x — y) = 8"(x — y)
{J(2), J(y)}2 = 2J(2)0'(x — y) + J'(x)d(z — y)
{J(2), J(y)}2 = 20"(x — y)
Podemos usar a expressao (A.10) para verificar que temos

CHz,?) = %e(x — 2, Ope(x —2') = —0ue(x — 2') = §(x — ')

E interessante observar que nao podemos calcular o parénteses de Dirac 1 porque
{J(z), J(y)}1 = 0, logo C~!(z, y) ndo estaria bem definido. Assim, usando o método

da segao anterior temos os seguintes parénteses de Dirac 2 com vinculo:

{J(x), J(y)}5 =0, {J(x), J(y)}E =0

- - - - 1
{J(@), J)}2 = 2J ()0 (@ = y) + T (@)d(x — y) + 50" (x — y)
Veja que, usando os parénteses acima, obtemos a hierarquia KdV de forma na-

tural através da expressao

aj B i _ = 1 3 5HJ,n
= {J(z), H;, )Y = [2J(1‘)D + (@) + 3D } 6.J ()

Explicitamente, as primeiras equagoes de movimento com vinculo sao sao dadas

¢=J

na tabela A.2. Observe que a equacao para n = 1 é exatamente a equagao KdV da

tabela B.1 se fizermos a3 = —1.

Novamente, as equagoes de movimento para tempos pares serao nulas.
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Tabela A.2: Equacoes de movimento com vinculos

5H P =
n=1 U(‘S ¢:J: 1 Jy, = and,

SH, — =
n =2 5J(Jx§ ¢:J_ 0 Jt2 =0

5H = 7 - 7
n=3 M(“;S o 2c g3 | Jiy = 36Ty + Jpwe)

A.4 Reducao do modelo de dois bésons quadraticos
ao modelo mKdV

Para completar nossa andlise da relacao entre modelos de dois campos e modelos
de apenas um campo, vamos impor sobre o modelo de dois bésons quadraticos o
seguinte vinculo

¢(z) = j(z) + j(z) =0

Lembrando que os parénteses de Poisson 2 para o modelo de dois bésons quadraticos

sao

{i(@),j(y)}e = 0'(z —y)

{i(2), i ()} = {i(x).j(y)}2 =0

Novamente podemos utilizar a expressao (A.10) para verificar que temos

1
CHz,?) = 56(1’ —2'), Ope(x —2') = —0e(x — 2') = §(x — ')
Desta forma, os parénteses de Dirac sao calculados como
N 1
{i(2), i)}y = 50'(x =)

. . - - 1
(@)W} = {i(@), i)} = -5 -v)
A partir dos parénteses de Dirac acima, podemos obter a hierarquia mKdV tanto

através do campo j(z) quanto do campo j(z). Vamos mostrar apenas para o campo
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j(x), pois o processo é exatamente o mesmo para j(x). A equagoes de movimento

com vinculos sao calculadas como

0j

_ 1 _/0H;
_ : F[ D _ — D Jn
atn {] (.flf), ],n}Q - 2 (

6 ()

As primeiras equagoes de movimento do modelo de dois bésons quadraticos com

GH,,
o=j+; 0j(x)

¢=j+j )

vinculo estao na tabela A.3. Observe que a equacgao para n = 1 sera exatamente a

equacao mKdV da tabela B.2 se fizermos a3 = —1.

Tabela A.3: Equacoes de movimento com vinculos

n=1| % = —a;1] G = Qi1s
07(x) b=j+j J 1 J
EHj,l o ) -

— 6Hj,2 . 5Hj72 - o

n=2 55 (x) ¢:j+3_ 5j(z) P Jtn =0

n=3 55(;:; ¢:]+3: aj3 [2]3 - ]/,] Jts = ajB[]ac:cr - 6]2]33]
0H; 3 (953 o
590 i ajs[27° — j"]

Novamente, as equagoes de movimento para os tempos pares serao nulas.



Apeéndice B
Hierarquia PII

Histéricamente, M.J.Ablowits and H.Segur (em [15]) foram os primeiros a sugerir
a construgao da hierarquia PII. Neste apéndice, nos basearemos na referéncia [2] e
veremos como a hierarquia PII pode ser obtida a partir do modelo mKdV através

de uma reducao por auto-similaridade.

B.1 Hierarquia KdV e mKdV

Uma hierarquia de apenas um campo bastante conhecida é a hierarquia KdV, cujas

hamiltonianas estao relacionadas através da relagao de recorréncia de Lenard,
OMans _ OHaw  OH.i
7 =

1
D3+2(UD+ D = -
+2UD+ D) | =5 5U 5U 2

Usaremos indices impares para nossa notagao ficar de acordo com o vinculo que

faremos com modelos de dois campos. As equagoes de movimento sao dadas por

ou + D5H2n+1

pu— B-].
8t2n+1 oU 0 ( )

Ou explicitamente, as primeiras equacoes de movimento sao dadas na tabela B.1.
A hierarquia mKdV surge da hierarquia KdV através de uma transformagao de
Miura, ou seja

U=V,-V?
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Tabela B.1: Hierarquia KdV

n=0 | % =U Uy +Uy =0
n=1| %% =y, + 302 Upy, + 6UU, + Upgy = 0 (Equacio KdV)

n=2 | % — . 4 10U° + 5U2 + 10UU,, | Uy, + 10U U,y 4 20U, Uy, 4 30UU, 4 Us, = 0

oU

Sob esta transformacao , a relagao de recorréncia de Lenard se torna

5H2n71

H
iy, vy = DYy, vy (B)

oUu

(D —2V) <D2 L 2VD + 2v;c>

~ §Han - : .
Em nossa notagao , o termo =5+ (V, — V2) signifiva pegar a derivada funcional
de uma das hamiltonianas da hierarquia KdV e em seguida fazer a transformagcao

de Miura. A equacao de movimento (B.1) com os campos transformados fica

H
(D —2V) V| pottenis

— 2 —
8t2n+1 oU (‘/;; v ) 0

Usando (B.2), a equagao acima pode ser reescrita como

§Hy
+(D2+2VD+2V;) ol ) =g

(D —2V) [ o =

Otont1

Assim, as equacoes de movimento da hierarquia mKdV sao dadas por

ov 0Hoy,_1
D(D + 2
Otoni1 + DD +2V) oU

Explicitamente, as primeiras equacoes de movimento da hierarquia mKdV sao

(V.= V?) =0 (B.3)

B.2 Reducao a hierarquia PII

Veremos agora que a hierarquia PII é obtida a partir da hierarquia mKdV através de

uma transformacao por auto-similaridade. A transformacao por auto-similaridade
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Tabela B.2: Hierarquia mKdV

n=0 | %=LV, - V?) =1 Vi, +Vo=0
n=1 %(vx —VH =(V, - V? Vie — 6V, + Voo = 0 (Equagdo mKdV)

n=2 | UV, —V?) = Vo — 2V Vit | Viy + D(Viy — 10VV2 = 10V2V" +6V7) = 0

V2 4+ 3V —6V2V,

que deixa as equagoes de movimento do modelo mKdV invariantes seguem no lema

abaixo

Lema 4. Sob a redugao por auto-similaridade

x u(zn)

“n = 1 V(l’) = 1 <B4)
[(2n + 1)t 41] ¥ [(2n + 1)tgnyq] @D

as derivadas funcionais das hamiltonianas do modelo mKdV se transformam como

6H2i71 2 1 5H2i71
5U (‘/m - V ) = (24) 5U (U’Zn
[(2n + 1)tania @D

—u?)

Demonstra¢do. A prova segue por inducdo . E facil ver que o lema vale para H_; e

Hy, isto é
0H 4

oU

0H 1
—(V, =V =V, - V? — ;
[(Zn + 1)t2n+1] (2n+1)

oU
Agora, supondo que o lema vale para 2m — 1, usaremos (B.2) para mostrar que vale

(Vx - V2) =

também para 2m + 1, isto é
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s (V, — V2) = DTYD = 2V)(D? + 2V D + 2V, ) 2=t (v, — V2) —

! (2m+2) azinl (8Zn - 2“) (azn + 2uazn + 2u2n> 5H§Z_1 (uz" - U2)
[(2n+1)t2n41] GnHD

1 0Hom 1 2
GmT3) o0 (s, —u?)
[(2n+1)tap 1] (nFD)

Encerrando assim nossa demonstracao .

]

Usando o lema acima para fazer uma transformacao por auto-similaridade nas
equagoes de movimento do mKdV, isto é (B.3), obtemos
5H2’I’L—1 (u
oU -
Integrando a equacao acima e omitindo os indices dos z,, obtemos a hierarquia
PII

0., (0,, + 2u)

2
—u’) = zpu,, +u

5H2n71

(0, + 2u) i

Note que a hierarquia PII possui apenas um parametro e as primeiras equacoes

(u, —u?) = zu — ay, (B.5)
sao dadas na tabela B.3.

Tabela B.3: Hierarquia PII

n=0|u=zu—ay = u=14

[y

n=1| v =2u*+ 2u— oy

n=2 | u® = 10uu? + 10u2u” — 6u® + 2u — ay

Veja que para n = 0 obtemos uma equacao algébrica e nao uma equagao dife-
rencial, assim podemos exclui-la da hierarquia PII. J4 para n = 1, obtemos de fato

a equacao PII que caracteriza a hierarquia.



Apéndice C

Topicos do Formalismo

Hamiltoniano

C.1 Hamiltonianas de ordens superiores

Pelo método da referencia 7], quando temos uma lagrangiana de ordem n e dimensao
N, isto é
L = L(z°, Dab, D*2%, ..., D"2"), b=1,...N

definimos as coordenadas canonicas generalizadas

a _Dm—l a (m) __ oL {m: L2,.,n
Qm) = o Pa = (Dmga)’ a=1,2,..,N
Sendo D = d/dt e
oL 0L d oL Lo (e a-m oL

§(Dmxe) — O(Dmx)  dt d(Dmae) dtn=m 9(Drae)

Note que D"z* nao é uma coordenada canonica porque nao ha um momento

canonicamente conjugado a ela. Desta forma a hamiltoniana é definida como

N n-—1 N
H=Y " p"ql 0+ > pl"Da" — L
a=1 m=1 a=1
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Note também que Ulmy = Alms1)- Assim as equacoes de movimento ficam

) gptm)’ “ g,y a=12..N

C.2 'Transformacgoes canonicas

Geralmente, ha sistemas de coordenadas que exploram melhor as simetrias de um
dado problema que outras. Por esse motivo, descreveremos como podemos fazer
uma transformacao de coordenadas numa dada hamiltoniana, tal que a forma das

equacoes de Hamilton seja mantida. Isto é, buscamos uma transformagcao do tipo

Qi = Qilg,p, 1), P, = Pi(q,p, 1),

sendo ¢; e p; as antigas coordenadas canonicas, enquanto que @); e P; sao as novas
coordenadas canonicas. Tal que, a nova hamiltoniana K = K(Q, P, t) dé as equagoes

de movimento

OK 0K
op;’ ]

Para que isto seja valido independentemente da forma da hamiltoniana nas co-

6 -

ordenadas iniciais, ou seja H = H(q,p,t), devemos ter uma variagdo nula da acao

entre dois pontos fixos no espaco de fase em ambos sistemas de coordenadas. Isto é,

to

51:5/Q(Z?iqz'—H(q?p»t))dt:é/ (BQi_K(QaP7t))dt:0

t1 t1
Vemos que a expressao acima é satisfeita se

: dF
Apigi — H) :Pz‘Qi—K+E7 (C.1)

sendo que a contante A é responsavel por uma transformagao de escala; enquanto
que a funcgao geratriz, F', é responsavel pela forma funcional da transformacao.
Uma exposigao detalhada pode ser encontrada na referéncia [1], enquanto que nos
restringiremos aqui a um caso particular de tranformacao canonica com A = 1

seguido por uma transformacgao canonica de escala, ou seja A # 1.
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Considere a fungao geratriz

F= F3(p7Q(1)7t) + qipi

Sustituindo em (C.1) com A = 1, vemos que os dois sistemas de coordenadas se

relacionam através de

o _8F3 )
=20 .01 2
OF:

A partir de (C.3) podemos encontrar p; = p;(Q"), P 1) e substituindo em (C.2)
temos ¢; = ¢;(Q™, PM ), sendo que a nova hamiltoniana é dada por

OF:
KW(QU, PY.1) = H(g(@W. PY.1),p(Q. PY.0). 01+ 22 (o, PV 1, Q. 1

Usando (C.2) e (C.3) num processo inverso, podemos encontrar também

Q=P @pr, BV =F"ap1)

~ A . 1
Faremos agora uma transformacao de escala sobre as coordenadas canonicas Qf ),

Pl-(l) e sobre o tempo também, tal que
QY =pQ.  PY=vPY.  T=ot

Para que a forma das equacoes de Hamilton seja mantida e consequentemente a
transformacao seja canonica, a hamiltoniana deve se transformar como
2 p@ T
2 2 2 oy, @
o 1 v o
Note que estas tranformacoes canonicas nao sao abelianas, ou seja, se fizermos
primeiro uma transformacao de escala seguido por outro transformacao candnica

com a mesma fungao geratriz, nao teremos o mesmo resultado.
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