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Resumo

Esta dissertação trata da construção de hierarquias compat́ıveis com a equação

PIV a partir dos modelos: AKNS, dois bósons e dois bósons quadráticos. Também

são construidos os problema linear de Jimbo-Miwa dos três modelos e discutimos a

hamiltoniana correspondente a equação PIV a partir do formalismo lagrangiano.
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Abstract

This dissertation contains the construction of compatible hierarchies with the

PIV equation from the models: AKNS, two-boson and quadratic two-boson. Also

it is build the Jimbo-Miwa linear problem for the three models and we discuss the

hamiltonian corresponding to fouth Painlevé equation from the Lagrangian forma-

lism.
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3.4 Modelo KP de dois bósons quadráticos . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

3.4.1 Representação matricial do par de Lax para o modelo de dois
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Caṕıtulo 1

Introdução

A primeira vez que um modelo integrável foi associado a uma das equações de

Painlevé foi na referência [15], onde foi associado a equação PII ao modelo mKdV

através de uma transformação por auto-similaridade e, desde então, vários trabalhos

vem sendo feitos afim de associar modelos integráveis a hierarquias do tipo Painlevé.

Em [2], [3] e [4], a relação entre a hierarquia mKdV e a hierarquia PII já foi

estudado em detalhe. Enquanto que a hierarquia PIV foi construida pela primeira

vez a partir de um modelo integrável em [16], onde foi mostrado que a hierarquia

PIV corresponde a uma hierarquia de equações diferenciais acopladas.

No caṕıtulo 2, será explicado brevemente o que são as equações de Painlevé e

desenvolvido o instrumental teórico que nos permitirá construir a hierarquia PIV.

Veremos que, do mesmo modo que a representação matricial do par de Lax é usada

para obter uma hierarquia de equações diferenciais parciais e não-lineares, usare-

mos as matrizes do problema linear de Jimbo-Miwa para obter uma hierarquia de

equações diferenciais ordinárias e não-lineares.

No caṕıtulo 3, faremos uma análise detalhada das hierarquias AKNS, de dois

bósons (que corresponde ao modelo de ondas dispersivas na água usado em [16]) e

de dois bósons quadráticos. Veremos que os três modelos são representações equi-

valentes (por uma transformação de gauge) de uma hierarquia KP reduzida com

dois campos bosônicos, de acordo com [11], e explicaremos como construir todas as

equações das hierarquias. Usando a representação matricial, obteremos os pares de

2
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Lax dos três modelos para um tempo genérico, tn. Exploraremos também a redução

por auto-similaridade de modo detalhado para a hierarquia AKNS e veremos, de

acordo com [4], que pode-se generalizar esta redução de modo que vários tempos

sejam transformados. Finalmente, obteremos as matrizes do problema linear de

Jimbo-Miwa dos três modelos.

Quando analizarmos o modo de obter a hierarquia PIV a partir destes modelos

no caṕıtulo 4, encontraremos resultados diversos. A hierarquia AKNS mostrou-se

particularmente dif́ıcil neste aspecto e explicitaremos algumas tentativas para even-

tuais consultas futuras. Já para o modelo de dois-bósons, construiremos a hierarquia

PIV de modo que ficará explicito a dependência das hamiltonianas nas equações da

hierarquia, complementando assim o trabalho feito em [16]. Finalmente, para o mo-

delo de dois bósons quadráticos, que é uma transformação de Miura generalizada

do modelo de dois bósons (como mostrado em [11] e [9]), veremos que a hierarquia

PIV surge de forma bastante natural. Por fim, exploraremos o método de obter

as hamiltonianas a partir das lagrangianas para as duas primeiras equações da hie-

rarquia PII e, em seguida, obteremos a primeira hamiltoniana da hierarquia PIV e

relacionaremos com a obtida em [17].

Para completar, nos apêndices, analizaremos os v́ınculos que relacionam os mode-

los de dois campos tratados com os modelos KdV e mKdV, contruiremos a hierarquia

PII e desenvolveremos alguns tópicos do formalismo hamiltoniano.



Caṕıtulo 2

Preliminares

2.1 Introdução as equações diferenciais no plano

complexo do tipo Painlevé

As equações de Painlevé foram descobertas na virada para o século vinte pelo ma-

temático frances Paul Painlevé enquanto analisava as equações diferenciais não-

lineares de segunda ordem no plano complexo do tipo

uzz = F (z, u, uz)

sendo F racional em u e uz e possuindo apenas singularidades do tipo pólo em

todo plano complexo. Painlevé e colegas de sua época buscaram classificar todas

as equações desse tipo cujas soluções possuem apenas pólos como singularidades

mov́ıveis. De fato, mesmo equações diferenciais não-lineares de ordens superiores

que satisfazem esta propriedade ficaram conhecidas como equações do tipo Painlevé.

Vamos fazer um parênteses para explicar melhor o que seria um ponto de singu-

laridade mov́ıvel. Considere as duas equações diferenciais não-lineares de primeira

ordem a seguir:

4
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i) uz + 2zu2 = 0 ⇒ u = 1
z2+u−1

0

ii) uz +
u

z−α
= 0 ⇒ u = − u0α

z−α

No primeiro caso, a condição inicial (digamos u(z = 0) = u0) determina o local

da singularidade, já no segundo caso, temos uma singularidade fixa em z = α, isto

é, independentemente da condição inicial.

A motivação por buscarmos equações diferenciais que satisfazem esta propriedade

é que as soluções das equações podem ser extendidas analiticamente para todo plano

complexo, excluindo os pontos de singularidades. Para equações diferenciais de

segunda ordem, foi mostrado que existem cinquenta equações que satisfazem tal

propriedade, sendo que elas podiam ser reduzidas a equações lineares, equações de

Riccati, equações contendo funções eĺıpticas ou a seis novas equações . Estas novas

equações ficaram conhecidas como equações de Painlevé e são

Tabela 2.1: Equações de Painlevé

PI uzz = 6u2 + z

PII uzz = zu+ 2u3 + α

PIII uzz =
1
u
u2
z − uz

z
+ 1

z
(αu2 + β) + γu3 + δ

u

PIV uzz =
1
2u
u2
z +

3
2
u3 + 4zu2 + 2(z2 − α)u+ β

u

PV uzz =
3u−1

2u(u−1)
u2
z − 1

z
uz +

(u−1)2

z2
(αu+ β

u
) + γu

z
+ δu(u+1)

u−1

PVI uzz =
1
2

(
1
u
+ 1

u−1
+ 1

u−z

)
u2
z −

(
1
z
+ 1

z−1
+ 1

u−z

)
uz +

u(u−1)(u−z)
z2(z−1)2

(
α + β z

u2

+γ z−1
(u−1)2

+ δ z(z−1)
(u−z)2

)

Essas equações desempenham na f́ısica não-linear o mesmo papel que outras



CAPÍTULO 2. PRELIMINARES 6

funções especiais, como Bessel e Airy, desempenham na f́ısica linear e possuem apli-

cabilidade nas teorias de matrizes aleatórias, cordas, gravitação quântica, processos

de crescimento, modelo de Ising em 2 dimensões entre outros (para mais aplicações

ver [6]). Em meados dos anos 70, o estudo das equações de Painlevé encarou um

renascimento devido a descoberta de M. J. Ablowitz e H. Segur de que a equação

PII aparece através de uma transformação por auto-similaridade (através da qual

elimina-se uma variável do problema) do modelo mKdV. Isso tem motivado muitos

trabalhos recentes na construção de hierarquias correspondentes as equações de PII

e PIV.

2.2 Modelos Integráveis

No trabalho que desenvolveremos a partir do próximo caṕıtulo, construiremos uma

hierarquia de equações diferenciais compativeis com a equação PIV usando modelos

integráveis já conhecidos. Nesta seção explicaremos brevemente o que é um modelo

integrável.

2.2.1 Estrutura hamiltoniana

Antes de falarmos sobre a integrabilidade do sistema, vamos falar um pouco sobre a

estrutura hamiltoniana de um sistema dinâmico discreto e fazer a correspondência

com sistemas continuos.

Vamos assumir um sistema descrito sobre um espaço de fase M de 2n dimensões,

com coordenadas canônicas

(qi, pi), i = 1, 2, ..., n

Uma trajetória sobre este espaço de fase será parametrizada pelo tempo t e

determinada pela hamiltoniana do sistema, H = H(q, p, t), tal que

ṗi = −∂H

∂qi
, q̇i =

∂H

∂pi
(2.1)

Assim, uma variável dinâmica será definida como f : M × R → R, tal que

f = f(q, p, t).
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Definição 1. O parênteses de Poisson de duas variáveis dinâmicas, f e g, é

{f, g} ≡
n∑

k=1

( ∂f

∂qk

∂g

∂pk
− ∂f

∂pk

∂g

∂qk

)
(2.2)

e possui as seguintes relações :

{f, g} = −{g, f}, (anti-simetria)

{f, αg1 + βg2} = α{f, g1}+ β{f, g2} (linearidade)

{f1, f2f3} = {f1, f2}f3 + f2{f1, f3} (Regra de Leibnitz)

{f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0, (identidade de Jacobi)

Usando a definição do parênteses de Poisson acima, podemos definir coordenadas

canônicas como sendo as coordenadas que satisfazem

{pi, pj} = {qi, qj} = 0, {qi, pj} = δij

Usando (2.1) e (2.2), podemos escrever a evolução temporal de uma variável

dinâmica como

df

dt
=

∂f

∂t
+

∂f

∂qk
q̇k +

∂f

∂pk
ṗk =

∂f

∂t
+ {f,H}

O próximo passo será associar o formalismo que desenvolvemos acima ao caso

continuo. Para isso trocaremos o espaço de fase M pelo espaço de funções suaves

e com condições de contorno periódicas ou de decaimento. Neste espaço de fase, a

hamiltoniana de um sistema com n campos φi(x, t) será um funcional dos campos,

isto é,

H[φ] =

∫ ∞

−∞
f [φ, φx, ...]dx,

A derivada funcional é dada por

δH

δφi(x, t)
=

∂f

∂φi(x, t)
− ∂

∂x

∂f

∂φi,x(x, t)
+

∂2

∂x2

∂f

∂φi,xx(x, t)
+ ...
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sendo
δφi(x, t)

δφj(y, t)
= δijδ(x− y) (2.3)

O parênteses de Poisson de funcionais dos campos é generalizado como

{A[φ], B[φ]} =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dxdy

δA

δφi(x, t)
{φi(x, t), φj(y, t)} δB

δφj(y, t)

Desta forma, a evolução temporal dos campo é dada por

∂φi

∂t
(x, t) = {φi(x, t), H[φ]} =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dx′dy

δφi(x, t)

δφk(x′, t)
{φk(x

′, t), φj(y, t)} δH

δφj(y, t)

Assim, usando (2.3), temos

∂φi

∂t
(x, t) =

∫ ∞

−∞
dy{φi(x, t), φj(y, t)} δH

δφj(y, t)

Na análise acima, explicitamos a dependência de todos os fatores com relação ao

tempo afim de eliminar qualquer ambiguidades, mas usaremos uma notação simpli-

ficada daqui em diante.

2.2.2 O que é um modelo integrável?

Podemos dizer que um sistema hamiltoniano será integrável se for posśıvel encontrar

uma solução anaĺıtica de suas variáveis dinâmicas; contudo, podemos determinar um

critério para a integrabilidade do sistema antes de encontrarmos tal solução anaĺıtica.

Definição 2. Um sistema definido sobre um espaço de fase com 2n dimensões será

integrável se possuir n constantes de movimento Fi (também chamadas de integrais

primeiras) linearmente independentes e em involução . Ou seja, deve satisfazer as

seguintes propriedades:

{H,Fi} = 0, (para os Fi serem constantes de movimento)

∑
i ai∇Fi = 0 ⇔ ai = 0 (para os Fi serem linearmente independentes)

{Fi, Fj} = 0 (para os Fi estarem em involução )
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Veja que pela definição de um sistema integrável, cada constante de movimento

Fi pode ser tomada como uma hamiltoniana do sistema e por isso fazemos a as-

sociação Fi → Hi. Como cada hamiltoniana determina uma trajetória sobre o

sistema, generalizaremos também o parâmetro de evolução temporal de tal forma

que associaremos um parâmetro de evolução temporal para cada hamiltoniana, isto

é,
dA

dti
= {A,Hi}+ ∂A

∂ti
O teorema que garante a existência de uma solução anaĺıtica para sistemas in-

tegráveis é o teorema de Liouville. Abaixo, apresentaremos o enunciado do teorema

de Arnold-Liouville sem demonstra-lo; contudo, a demonstração pode ser encontrada

em textos como por exemplo [18].

Teorema 1 (Teorema de Arnold-Liouville). Considere um sistema integrável de-

finido sobre o espaço de fase M , tal que suas integrais primeiras descrevam uma

superf́ıcie de dimensão n no espaço de fase, isto é,

MF ≡ {(q, p) ∈ M ;Fk(q, p) = ck}, ck = constante, k = 1, ..., n

Então teremos as seguintes propriedades:

• Se MF for compacto e conexo, então será difeomórfico a um toro

T n = S1 × S1 × ...× S1

tal que pode-se introduzir variáveis ação -angulo na vizinhança deste toro, isto

é,

I1, ..., In, φ1, ...φn; 0 ≤ φk ≤ 2π

de modo que φk serão as coordenadas de MF e Ik = Ik(F1, ..., Fn) serão inte-

grais primeiras.

• As equações de Hamilton serão

İk = 0, φ̇k = ωk(I1, ..., In), k = 1, ..., n

Logo, o sistema poderá ser resolvido por quadratura, isto é, através de um

número finito de operações algébricas e integrações de funções conhecidas.



CAPÍTULO 2. PRELIMINARES 10

Acima, desenvolvemos a definição de modelos integráveis para sistemas de co-

ordenadas discretos. Afim de generalizar nossa definição para campos, devemos

buscar infinitas constantes de movimento linearmente independentes e em involução

para que um sistema cont́ınuo seja integrável. Para o desenvolvimento dos próximos

caṕıtulos, afirmaremos sem demonstrar (para mais detalhes ver [18]) que para um

sistema continuo satisfazer a condição de integrabilidade basta que exista uma es-

trutura bi-hamiltoniana do tipo

{φi, Hn}1 = λn{φi, Hn−1}2, λn = constante

Desta forma, partindo de uma hamiltoniana inicial podemos encontrar infinitas

hamiltonianas, conforme será visto no próximo caṕıtulo.

2.2.3 O par de Lax e o método de curvatura nula

Nesta seção veremos que é posśıvel associar sistemas dinâmicos não-lineares (equações

diferenciais parciais) com operadores lineares. Esta associação é dada através do par

de Lax, que possui implicações no espalhamento inverso (como pode ser visto em

[20] e [18]), ou através do método de curvatura nula.

O método do par de Lax consiste em encontrar um operador escalar cujo auto-

valor não seja dependente do parâmetro de evolução , isto é

LΨ = εΨ, εt = 0 (2.4)

sendo que a evolução da auto-função é

∂Ψ

∂t
= BΨ (2.5)

Se derivamos (2.4) e usamos (2.5), temos a equação de Lax como condição de

compatibilidade, isto é
∂L

∂t
= [B,L]

Veja por exemplo que se usarmos

L = −D2 − U, B = 4D3 + 3(UD +DU)
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e pegarmos a projeção sobre D0 obtemos a equação KdV, isto é,

Ut + 6UUx + Uxxx = 0

Agora veremos uma representação matricial do par Lax. Para isso, considera o

seguinte sistema de equações diferenciais

∂Ψ

∂x
= L(ε)Ψ,

∂Ψ

∂t
= M(ε)Ψ (2.6)

sendo L e M matrizes dependêntes dos campos e do parâmetro spectral ε.

O método de curvatura nula consiste em garantir que podemos inverter a ordem

das derivadas, isto é,
∂2Ψ

∂t∂x
− ∂2Ψ

∂x∂t
= 0

Desta forma, usando (2.6), obtemos a seguinte condição de compatibilidade

∂L
∂t

− ∂M
∂x

+ [L,M] = 0 (2.7)

Veremos no próximo caṕıtulo como os dois métodos descritos acima se relacionam

num caso particular do modelo KP.

2.3 Redução por auto-similaridade e o problema

linear de Jimbo-Miwa

Nesta seção analizaremos de forma geral a redução por auto-similaridade.

Definição 3. A redução por auto-similaridade consiste numa transformação nas

coordenadas e nos campos, tal que eliminamos uma variável das equações de movi-

mento. Para dada equação espectral

LΨ = εΨ

A tranformação é dada por
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zn = (ntn)
− 1

nx, Tk = (ntn)
− k

nktk, k = 1, 2, ..., n

φi(x, τ) = (ntn)
μiΦi(zn, τ

′)

Sendo τ = {t2, t3, ...} o conjunto dos tempos antigos, τ ′ = {T2, T3, ...‖T1 ∝
zn, Tn = 1} os tempos transformados, φi e Φi os campos antigos e novos do mo-

delo em questão respectivamente, tal que os expoentes μi são determinados para

cada modelo em questão.

Como será visto no próximo caṕıtulo, a transformação nos tempos não é necessa-

ria para reduzirmos uma variável das equações de movimento, mas ela foi introduzida

em [4] como uma generalização .

Também podemos aplicar a transformação acima na representação matricial do

par Lax, o qual nos dará o problema linear de Jimbo-Miwa. Isto é, temos o seguinte

problema linear

∂xΨ = LΨ (2.8)

∂tkΨ = M(k)Ψ (2.9)

Para isso usamos as transformações adicionais

Ψ̃(zn, τ
′, λ) = U(tn)Ψ(x, τ, ε), λ = (ntn)

1
n ε, (2.10)

sendo que a matrix U(tn) é determinada tal que o problema linear fique independente

da variável tn. Sob a transformação de auto-similaridade, usaremos a notação

L → L̂ = L(zn,Φ, λ)

M(k) → M̂(k) = M(k)(zn,Φ, λ)

Logo, de (2.8), temos

∂x[U
−1Ψ̃] = U−1∂zn

∂x
∂znΨ̃ = LU−1Ψ̃

Multiplicando pela esquerda U , ficamos com

∂znΨ̃ = (ntn)
1
n [U L̂U−1]Ψ̃ ≡ AΨ̃ (2.11)
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Similarmente, de (2.9) temos

∂tk [U
−1Ψ̃] = (∂tkU

−1)Ψ̃+U−1∂zn
∂tk

∂znΨ̃+U−1

n−1∑
m=2

∂Tm

∂tk
∂TmΨ̃+U−1 ∂λ

∂tk
∂λΨ̃ = M(k)U−1Ψ̃

A partir da equação acima podemos identificar dois casos diferentes, ou seja,

para k �= n temos

k∂Tk
Ψ̃ = (ntn)

k
n [UM̂(k)U−1]Ψ̃ ≡ B(k)Ψ̃, k = 2, 3, ..., n− 1 (2.12)

e também para k = n temos

(∂tnU
−1)Ψ̃− U−1[(ntn)

− 1
n
−1x]∂znΨ̃− U−1

n−1∑
m=2

[m2tm(ntn)
−m

n
−1]∂TmΨ̃+

+U−1[(ntn)
1
n
−1ε]∂λΨ̃ = M(n)U−1Ψ̃

multiplicando a expressão acima pelo lado esquerdo por (ntn)U e usando (2.11) e

(2.12), temos

∂λΨ̃ =
1

λ

[
znA+

n∑
m=2

TmB(k) − (ntn)U(∂tnU
−1)

]
Ψ̃ ≡ C(n)Ψ̃ (2.13)

Portanto, para dado L, nosso problema consiste em encontrar as matrizes M(j)

apropriadas e em seguida obter A, B(k) e C(n). Similarmente ao método de curvatura

nula, a relação de compatibilidade entre (2.11) e (2.13) é

∂A
∂λ

− ∂C(n)

∂zn
+ [A, C(n)] = 0 (2.14)

Esta condição resulta em uma hierarquia de equações diferenciais ordinárias não-

lineares como será visto no próximo caṕıtulo. Desta forma, vemos que o problema

linear de Jimbo-Miwa é o análogo da representação matricial do par de Lax para

modelos em uma única dimensão.

Da relação de compatibilidade entre (2.11) e (2.12), isto é,

k
∂A
∂Tk

− ∂B(k)

∂zn
+ [A,B(k)] = 0 (2.15)
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obtemos a equação de evolução dos campos em relação ao parâmetro Tk, isto é

k
∂Φ

∂Tk

= {Φ, Ĥk(z,Φ)} (2.16)

Expressamos a equação acima de forma a representar um modelo genérico (de-

talhes podem ser encontrados em [4]), sendo Ĥk a hamiltoniana reduzida por auto-

similaridade. A expressão (2.16) garante que podemos fazer a associação M(n) →
M(k) trocando apenas n por k. Por fim, a relação de compatibilidade entre (2.12) e

(2.13) é
∂B(k)

∂λ
− k

∂C(n)

∂Tk

+ [B(k), C(n)] = 0 (2.17)

A consistência entre (2.14), (2.15) e (2.17) pode ser mostrado da seguinte forma;

calculando a comutador de (2.14) com B(k), de (2.15) com C(n) e de (2.17) com A,

temos

[B(k), ∂λA]− [B(k), ∂zC(n)] + [B(k), [A, C(n)]] = 0 (2.18)

[C(n), k∂Tk
A]− [C(n), ∂zB(k)] + [C(n), [A,B(k)]] = 0 (2.19)

[A, ∂λB(k)]− [A, k∂Tk
C(n)] + [A, [B(k), C(n)]] = 0 (2.20)

Fazendo (2.20)+(2.19)−(2.18) e usando a identidade de Jacobi, isto é,

[A, [B(k), C(n)]] + [C(n), [A,B(k)]] + [B(k), [C(n),A]] = 0

temos

∂λ[A,B(k)]− k∂Tk
[A, C(n)] + ∂z[B(k), C(n)] = 0

Finalmente, substituindo (2.14), (2.16) e (2.17) na expressão acima temos

∂λ

(
k∂Tk

A− ∂zB(k)
)
− k∂Tk

(
∂λA− ∂zC(n)

)
+ ∂z

(
∂λB(k) − k∂Tk

C(n)
)
= 0

Como as derivadas parciais comutam, a identidade acima é verdadeira. No tra-

balho que faremos no próximo caṕıtulo, focaremos apenas na condição (2.14).



Caṕıtulo 3

Análise de modelos KPl=1 com

dois campos

3.1 Descrição geral do modelo KP

O Lax mais geral do modelo KP é o operador pseudo-diferencial dado por

L = u−2D + u−1 +
∞∑
i=0

uiD
−i−1 (3.1)

sendo os campos ui funções das variáveis (x, t2, t3, ...). Lembre-se que devemos usar

a regra de Leibniz quando operadores diferenciais atuam sobre funções , isto é,

Dnf =
∞∑
α=0

n(n− 1)...(n− α + 1)

α!
(∂αf)Dn−α

Se fizermos n → −n, encontramos uma relação similar para operadores pseudo-

diferenciais, isto é,

D−nf =
∞∑
α=0

(−1)α
(n+ α− 1)

α!(n− 1)!
(∂αf)D−n−α

De acordo com a referência [11], o modelo KP descrito acima é dividido em três

classes de modelos que rotularemos como KPl, l=1,2,3; tal que:

15
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l = 0: L = D +
∑∞

i=0 uiD
−i−1 (modelo KP padrão)

l = 1: L = D + u−1 +
∑∞

i=0 uiD
−i−1 (primeiro modelo KP fora do padrão)

l = 2: L = u−2D + u−1 +
∑∞

i=0 uiD
−i−1 (segundo modelo KP fora do padrão)

Neste caṕıtulo, trabalharemos apenas com o modelo KPl=1 com dois campos

bosônicos e modelos equivalentes a este por transformações de gauge.

De acordo com a referência [11], podemos fazer uma associação entre a repre-

sentação escalar e matricial do Lax no caso mais simples abaixo. Para isso usamos

a algebra de Lie sl(2,�) como base, tal que

L = D + A+BD−1C ∼ L =

( 1
2
A± ε −C

B −[1
2
A± ε]

)

sendo o sinal ± de ε relacionado com o sinal do tempo das equações de movimento.

Para os modelos que trabalharemos a seguir, a associação entre as representações

dos Lax com dois campos bosônicos são dadas na tabela 3.1.

Tabela 3.1: Equivalência entre as representações dos Lax

LAKNS = D − qD−1r LAKNS =

(−ε −q

−r ε

)
modelo AKNS

LJ = D − J + J̄D−1 LJ =

(−1
2
(J − 2ε) 1

−J̄ 1
2
(J − 2ε)

)
modelo de dois bósons

Lj = D + j + j̄ + j̄D−1j Lj =

( 1
2
(j + j̄ − 2ε) j

−j̄ −1
2
(j + j̄ − 2ε)

)
modelo de dois bósons

quadráticos

Os três modelos acima se relacionam através de uma transformação de gauge e

transformações nos campos. Este processo é sintetizado na tabela 3.2.
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Tabela 3.2: Transformação de gauge entre os modelos

G = r−1 G−1LAKNSG = D − rx
r
− rqD−1 ∼ LJ J = rx

r

J̄ = −rq

G = j−1 G−1LjG = D + j + j̄ − jx
j
+ jj̄D−1 ∼ LJ J = −j − j̄ + jx

j

J̄ = jj̄

G = r−1 G−1LAKNSG = D − rx
r
− rqD−1 ∼ G−1LjG q = −j̄ exp(φ+ φ̄)

r = j exp−(φ+ φ̄)

φx = j, φ̄x = j̄

3.2 Análise da hierarquia AKNS

Neste caṕıtulo, trabalharemos de forma detalhada os instrumentais matemáticos

apresentados no caṕıtulo 2 usando como base a hierarquia AKNS.

3.2.1 Relação de recorrência entre as Hamiltonianas

Para começar nossa análise, queremos encontrar a relação de Lenard da hierarquia

AKNS, ou seja, uma relação de recorrência que relacione as derivadas funcionais das

constantes de movimento do nosso modelo. Note que esta é uma ferramenta pode-

rosa, pois dada uma hamiltoniana inicial, podemos encontrar todas as hamiltonianas

do sistema.

Para isso, usaremos os parênteses de Poisson dados na refência [11], de modo
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que os parênteses de Poisson 1 são:

{r(x), r(y)}1 = 0, {q(x), q(y)}1 = 0, {r(x), q(y)}1 = −δ(x− y)

Os parênteses de Poisson 2 são:

{r(x), r(y)}2 = −2r(x)r(y)ε(x− y), {q(x), q(y)}2 = −2q(x)q(y)ε(x− y),

{q(x), r(y)}2 = −∂xδ(x− y) + 2q(x)r(y)ε(x− y)

{r(x), q(y)}2 = −∂xδ(x− y) + 2r(x)q(y)ε(x− y)

sendo

∂xε(x− y) = −∂yε(x− y) = δ(x− y)

Com os parênteses de Poisson em mãos, buscaremos uma relação da forma

λn{r(x), HAKNS,n}1 = {r(x), HAKNS,m}2 (3.2)

σn{q(x), HAKNS,n}1 = {q(x), HAKNS,m}2 (3.3)

Sendo λn e σn simplesmente constantes globais. Faremos m = n − 1 por cons-

trução , mas a consistencia disso será verificado posteriormente. A seguir usaremos

a notação ∂−1
x =

∫ x

−∞ dx′ e a propriedade de integração por partes na forma

∫ ∞

−∞
fg dx = f∂−1

x g
∣∣∣∞
−∞

−
∫ ∞

−∞
(∂xf)(∂

−1
x g) dx = −

∫ ∞

−∞
(∂xf)(∂

−1
x g) dx

sendo que usamos o fato dos campos se anularem no infinito.

Explicitaremos os cálculos apenas para a relação de recorrência (3.2), mas o

procedimento é o mesmo para (3.3). Logo temos

λn

∫ ∞

−∞

[
{r(x), r(y)}1 δHAKNS,n

δr(y)
+ {r(x), q(y)}1 δHAKNS,n

δq(y)

]
dy =

=

∫ ∞

−∞

[
{r(x), r(y)}2 δHAKNS,n

δr(y)
+ {r(x), q(y)}2 δHAKNS,n

δq(y)

]
dy

Substituindo os parênteses temos
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−λn
δHAKNS,n

δq(x)
= −2r(x)

∫∞
−∞

[
r(y)

δHAKNS,n−1

δr(y)
ε(x− y) + q(y)

δHAKNS,n−1

δq(y)
ε(y − x)

]
dy−

∂x
δHAKNS,n−1

δq(x)

Utilizando a propriedade mencionada acima, obtemos a seguinte relação e re-

corrência de Lenard para o campo q(x):

−λn
δHAKNS,n

δq(x)
= 2r(x)∂−1

x

[
q(x)

δHAKNS,n−1

δq(x)
− r(x)

δHAKNS,n−1

δr(x)

]
− ∂x

δHAKNS,n−1

δq(x)
(3.4)

Fazendo o mesmo procedimento para a relação de recorrência (3.3) e tomando o

devido cuidado ao distinguir as variáveis x e y na hora de calcular o parênteses 2,

temos a seguinte relação de recorrência de Lenard para o campo r(x)

σn
δHAKNS,n

δr(x)
= 2q(x)∂−1

x

[
r(x)

δHAKNS,n−1

δr(x)
− q(x)

δHAKNS,n−1

δq(x)

]
− ∂x

δHAKNS,n−1

δr(x)
(3.5)

Deste modo, temos um procedimento para encontrar todas as constantes de

movimento partindo de uma contante de movimento inicial. Imporemos a restrição

de que λ−1
n = σ−1

n = ξn e usaremos a notação

αi =
1∏

p=1

ξp (3.6)

Assim, devemos começar com

HAKNS,0 =

∫ ∞

−∞
r(x)q(x) dx ⇒ δHAKNS,0

δr(x)
= q(x),

δHAKNS,0

δq(x)
= r(x)

para termos as derivadas funcionais da tabela 3.3

É importante notar que a escolha da hamiltoniana inicial não é arbitraria, pois

queremos que o tempo t1 seja proporcional a coordenada x, como será visto na

seção seguinte. Como todos ξn são fatores globais, por simplicidade iremos escolher

ξn = 1 para qualquer n pelo resto do caṕıtulo. Assim, as hamiltonianas são dadas

pela tabela 3.4
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Tabela 3.3: Derivadas funcionais da hierarquia AKNS
δHAKNS,1

δr(x)
= −α1qx

δHAKNS,1

δq(x)
= α1rx

δHAKNS,2

δr(x)
= −α2[2rq

2 − qxx]
δHAKNS,2

δq(x)
= −α2[2qr

2 − rxx]

δHAKNS,3

δr(x)
= α3[6qqxr − qxxx]

δHAKNS,3

δq(x)
= −α3[6rrxq − rxxx]

δHAKNS,4

δr(x)
= α4[6q

3r2 − 8qqxxr − 4qqxrx− δHAKNS,4

δq(x)
= α4[6r

3q2 − 8rrxxq − 4rrxqx−

2q2rxx − 6q2xr + qxxxx] 2r2qxx − 6r2xq + rxxxx]

δH5

δr(x)
= α5[10(qqxxxr + qqxxrx + qqxrxx+

δH5

δq(x)
= −α5[10(rrxxxq + rrxxqx + rrxqxx+

2qxqxxr + q2xrx − 3q2qxr
2)− qxxxxx] 2rxrxxq + r2xqx − 3r2rxq

2)− rxxxxx]

Tabela 3.4: Hamiltonianas da hierarquia AKNS

HAKNS,0 =
∫∞
−∞ r(x)q(x) dx

HAKNS,1 =
1
2

∫∞
−∞

(
q(x)rx(x)− qx(x)r(x)

)
dx

HAKNS,2 = − ∫∞
−∞

(
r2(x)q2(x) + rx(x)qx(x)

)
dx

HAKNS,3 =
1
2

∫∞
−∞

[
3
(
q(x)qx(x)r

2(x)− r(x)rx(x)q
2(x)

)
+
(
q(x)rxxx(x)− r(x)qxxx(x)

)]
dx

HAKNS,4 =
∫∞
−∞

[
2r3(x)q3(x) + rxx(x)qxx(x) + 8r(x)rx(x)q(x)qx(x) + r2(x)q2x(x)+

r2x(x)q
2(x)

]
dx
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Resta-nos verificar que a construção m = n − 1, feita para obter a relação de

recorrência de Lenard, nos dará equações de movimento consistentes. Faremos isto

a seguir juntamente com o cálculo das equações de movimento nos diferentes tempos

de r(x, tn) e q(x, tn).

3.2.2 Equações de movimento da hierarquia AKNS

Primeiramente calcularemos as equações de movimento para diferentes tempos de

r(x, tn) e q(x, tn) utilizando o primeiro parênteses de Poisson, em seguida, faremos

o mesmo procedimento utilizando o segundo parênteses, tal que possamos comparar

os resultados.

Com o primeiro parênteses de Poisson as equações de movimento para r(x, tn)

são dadas por

rtn(x, tn) = {r(x, tn), HAKNS,n}1 = −δHAKNS,n

δq(x, tn)
(3.7)

Veja que a equação acima possui uma definição sutil, pois associamos a evolução

temporal de uma determinada hamiltoniana com um determinado tempo, tal que

o tempo t1 seja proporcional a x. De modo similar, para q(x, tn), as equações de

movimento são dadas por

qtn(x, tn) = {q(x, tn), HAKNS,n}1 = δHAKNS,n

δr(x, tn)
(3.8)

Explicitamente, as primeiras equações de movimento estão na tabela 3.5.

Utilizando o segundo parênteses de Poisson e comparando com o resultado que

obtivemos acima podemos ver precisamente a relação entre m e n. Assim, para

r(x, tn) temos

rtn(x, tn) = {r(x, tn), HAKNS,m}2 = 2r(x)∂−1
x

[
q(x)

δHAKNS,m

δq(x)
−r(x)

δHAKNS,m

δr(x)

]
−∂x

δHAKNS,m

δq(x)
(3.9)
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Tabela 3.5: Hierarquia AKNS

rt1(x, t1) = −rx qt1(x, t1) = −qx

rt2(x, t2) = (2r2q − rxx) qt2(x, t2) = −(2q2r − qxx)

rt3(x, t3) = (6rrxq − rxxx) qt3(x, t3) = (6qqxr − qxxx)

rt4(x, t4) = −(6r3q2 − 8rrxxq − 4rrxqx− qt4(x, t4) = (6q3r2 − 8qqxxr − 4qqxrx−

2r2qxx − 6r2xq + rxxxx) 2q2rxx − 6q2xr + qxxxx)

rt5(x, t5) = [10(rrxxxq + rrxxqx + rrxqxx+ qt5(x, t5) = [10(qqxxxr + qqxxrx + qqxrxx+

2rxrxxq + r2xqx − 3r2rxq
2)− rxxxxx] 2qxqxxr + q2xrx − 3q2qxr

2)− qxxxxx]

Logo

{r(x, tn), HAKNS,0}2 = −rx

{r(x, tn), HAKNS,1}2 = (2r2q − rxx)

{r(x, tn), HAKNS,2}2 = (6rrxq − rxxx)

{r(x, tn), HAKNS,3}2 = −(6r3q2 − 8rrxxq − 4rrxqx − 2r2qxx − 6r2xq + rxxxx)

{r(x, tn), HAKNS,4}2 = [10(rrxxxq+rrxxqx+rrxqxx+2rxrxxq+r2xqx−3r2rxq
2)−rxxxxx]

Para associar oa parênteses acima com rtn(x, tn) devemos ter m = n− 1. Simi-

larmente para q(x, tn) temos

qtn(x, tn) = {q(x, tn), HAKNS,m}2 = 2q(x)∂−1
x

[
r(x)

δHAKNS,m

δr(x)
−q(x)

δHAKNS,m

δq(x)

]
−∂x

δHAKNS,m

δr(x)
(3.10)

Logo

{q(x, tn), HAKNS,0}2 = −qx
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{q(x, tn), HAKNS,1}2 = −(2q2r − qxx)

{q(x, tn), HAKNS,2}2 = (6qqxr − qxxx)

{q(x, tn), HAKNS,3}2 = (6q3r2 − 8qqxxr − 4qqxrx − 2q2rxx − 6q2xr + qxxxx)

{q(x, tn), HAKNS,4}2 = [10(qqxxxr+qqxxrx+qqxrxx+2qxqxxr+q2xrx−3q2qxr
2)−qxxxxx]

Deste modo, para associar os parênteses acima com qtn(x, tn) devemos ter m =

n−1. Assim, verificamos que nossa construção é consistente como era de se esperar,

pois nossas hamiltonianas foram construidas já assumindo que m = n− 1.

Podemos também escrever de uma forma mais elegante a relação de recorrência

entre as equações da hierarquia AKNS utilizando (3.4), (3.5), (3.7) e (3.8) na seguinte

forma
(− δHAKNS,n

δq(x)
δHAKNS,n

δr(x)

)
=

(−2r∂−1
x q + ∂x −2r∂−1

x r

2q∂−1
x q 2q∂−1

x r − ∂x

)(− δHAKNS,n−1

δq(x)
δHAKNS,n−1

δr(x)

)

ou também,

∂tn

(
r

q

)
=

(−2r∂−1
x q + ∂x −2r∂−1

x r

2q∂−1
x q 2q∂−1

x r − ∂x

)
∂tn−1

(
r

q

)

É interessante examinar ligeiramente se as equações de movimento obtidas pelo

formalismo lagrangiano são compativeis com o que obtivemos até agora. Para t2, a

lagrangiana é

Lt2 =
1

2
q∂t2r −

1

2
r∂t2q − r2q2 − ∂xq∂xr

Através da equação de Euler-Lagrange,

∂L
∂φi

− ∂μ
∂L

∂(∂μφi)
= 0,

encontramos

qt2 = −(2rq2 − qxx), rt2 = (2qr2 − rxx),

como deveria ser.
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3.2.3 Redução por auto-similaridade da hierarquia AKNS

Nesta seção , trabalharemos de forma bastante detalhada a redução por auto-

similaridade, que no fundo consiste em um método de eliminarmos uma variável

das nossas equações diferenciais. Veja que as equações de movimento dos campos

são equações diferenciais parciais (EDP) de apenas 2 variáveis, tn e x, portanto te-

remos uma equação diferencial ordinária (EDO) associada a cada tempo. Antes de

darmos continuidade a construção é importante notar que cada equação de movi-

mento terá sua redução por auto-similaridade correspondente e o conjunto

dessas equações reduzidas formará uma hierarquia de EDOs.

Vamos começar a análise de uma forma mais geral do que a definição de redução

por auto-similaridade que foi dado no caṕıtulo de introdução e definir as trans-

formações

zn = x(αntn)
ξn

r(x, tn) = R(zn)(βntn)
μn , q(x, tn) = Q(zn)(σntn)

νn

sendo o ı́ndice n referente a n-ésima equação da hierarquia e todos os parâmetros

arbitrários a prinćıpio. É interessante notar desde já algumas expressões que serão

utilizadas a seguir:

∂

∂tn

{
r(x, tn)

q(x, tn)

}
=

{
βn(βntn)

μn−1[μnR(zn) + znξnR
′(zn)]

σn(σntn)
νn−1[νnQ(zn) + znξnQ

′(zn)]

}
(3.11)

∂k

∂xk

{
r(x, tn)

q(x, tn)

}
= (αntn)

kξn
dk

dzkn

{
(βntn)

μnR(zn)

(σntn)
νnQ(zn)

}
(3.12)

Agora vamos aplicar as transformações acima nas equações de movimento e ver

como os parâmetros podem ser determinados. Assim, fazendo as substituições acima

em

rt1(x, t1) = −rx(x, t1), qt1(x, t1) = −qx(x, t1)

temos ⎧⎨
⎩

μ1R(z1) + z1ξ1R
′(z1) = −(α1t1)

ξ1t1R
′(z1)

ν1Q(z1) + z1ξ1Q
′(z1) = −(α1t1)

ξ1t1Q
′(z1)

(3.13)
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Portanto, para que a equação acima seja independente de t1 devemos ter ξ1 = −1.

Similarmente para

rt2(x, t2) = (2r2q − rxx), qt2(x, t2) = −(2q2r − qxx)

temos⎧⎨
⎩

μ2R(z2) + z2ξ2R
′(z2) = [2t2(β2t2)

μ2(σ2t2)
ν2R(z2)

2Q(z2)− (α2t2)
2ξ2t2R

′′(z2)]

ν2Q(z2) + z2ξ2Q
′(z2) = −[2t2(σ2t2)

ν2(β2t2)
μ2Q(z2)

2R(z2)− (α2t2)
2ξ2t2Q

′′(z2)]
(3.14)

As condições para que as equações reduzidas para t2 sejam EDOs são

μ2 + ν2 = −1, ξ2 = −1

2

Prosseguindo para

rt3(x, t3) = (6rrxq − rxxx), qt3(x, t3) = (6qqxr − qxxx)

temos⎧⎨
⎩

μ3R(z3) + z3ξ3R
′(z3) = [6t3(α3t3)

ξ3(β3t3)
μ3(σ3t3)

ν3R(z3)R
′(z3)Q(z3)− (α3t3)

3ξ3t3R
′′′(z3)]

ν3Q(z3) + z3ξ3Q
′(z3) = [6t3(α3t3)

ξ3(β3t3)
μ3(σ3t3)

ν3Q(z3)Q
′(z3)R(z3)− (α3t3)

3ξ3t3Q
′′′(z3)]

(3.15)

E novamente as condições para termos uma EDO são

μ3 + ν3 = −2

3
, ξ3 = −1

3

Se continuarmos o processo para os demais tempos, vemos que as constantes das

transformações sempre terão que satisfazer

μn + νn = − 2

n
, ξn = − 1

n

Deste modo, podemos supor convenientemente que⎧⎨
⎩

μn = − (1−γn)
n

νn = − (1+γn)
n

, ξn = − 1

n
, αn = βn = σn = n (3.16)

Assumindo as constantes acima, as equações reduzidas para os primeiros tempos

são dadas na tabela 3.6.
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Tabela 3.6: Equações Reduzidas para a hierarquia AKNS

n = 1 (1− γ1)R + zR′ = R′ (1 + γ1)Q+ zQ′ = Q′

n = 2 (1− γ2)R + zR′ = −[2R2Q−R′′] (1 + γ2)Q+ zQ′ = 2Q2R−Q′′

n = 3 (1− γ3)R + zR′ = −[6RR′Q−R′′′] (1 + γ3)Q+ zQ′ = −[6QQ′R−Q′′′]

n = 4 (1− γ4)R + zR′ = 6R3Q2 − 8RR′′Q− (1 + γ4)Q+ zQ′ = −[6Q3R2 − 8QQ′′R−

4RR′Q′ − 2R2Q′′ − 6R′2Q+R(4) 4QQ′R′ − 2Q2R′′ − 6Q′2R +Q(4)]

n = 5 (1− γ5)R + zR′ = −10(RR′′′Q+RR′′Q′+ (1 + γ5)Q+ zQ′ = −10(QQ′′′R +QQ′′R′+

RR′Q′′ + 2R′R′′Q+R′2Q′ − 3R2R′Q2)− QQ′R′′ + 2Q′Q′′R +Q′2R′ − 3Q2Q′R2)−

R(5) Q(5)
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Estabelecida a transformação por auto-similaridade para as equações de movi-

mento, podemos checar que a forma da relação de Lenard não se altera sob esta

transformação , isto é, para os novos campos temos

−δĤAKNS,n

δQ
= 2R∂−1

zn

[
Q
δĤAKNS,n−1

δQ
−R

δĤAKNS,n−1

δR

]
− ∂z

δĤAKNS,n−1

δQ

δĤAKNS,n

δR
= 2Q∂−1

zn

[
R
δĤAKNS,n−1

δR
−Q

δĤAKNS,n−1

δQ

]
− ∂z

δĤAKNS,n−1

δR

sendo que usamos a notação ĤAKNS,i = HAKNS,i(R,Q). O mesmo acontece para a

base de dois bósons e dois bósons quadráticos tratados nas próximas seções .

Note que se fizermos R = Q = u, por consistência, devemos ter γn = 0 para todo

tempo ı́mpar. Em seguida se integrarmos as equações reduzidas para os primeiros

tempos ı́mpares, isto é t3 e t5, teremos as primeiras equações da hierarquia Painlevé

2, isto é

u′′ = 2u3 + z3u+ c3

u′′′′ = 10uu′2 + 10u2u′′ − 6u5 + z5u+ c5

Como era de se esperar porque a hierarquia PII surge da redução por auto-

similaridade do modelo mKdV (ver apêndice B).

É interessante notar que determinamos αn, βn e σn apenas para relacionar-

mos com as equações de Painlevé, pois estas constantes poderiam ser arbitrárias

a prinćıpio.

Lema 1. Sob a redução por auto-similaridade

zn = (ntn)
− 1

nx, r(x) = (ntn)
− (1−γn)

n R(zn), q(x) = (ntn)
− (1+γn)

n Q(zn), (3.17)

as derivadas funcionais das hamiltonianas do modelo AKNS se transformam como

δHAKNS,i

δr
= (ntn)

− (i+1+γn)
n

δĤAKNS,i

δR
,

δHAKNS,i

δq
= (ntn)

− (i+1−γn)
n

δĤAKNS,i

δQ
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Demonstração. A prova segue por indução . É fácil ver que o lema vale para H1 e

H2 utilizando (3.12), isto é

⎧⎨
⎩

δHAKNS,1

δr(x)
= qx

δHAKNS,1

δq(x)
= −rx

⇒
⎧⎨
⎩

δHAKNS,1

δr(x)
= (ntn)

− (2+γn)
n

δĤAKNS,1

δR(zn)

δHAKNS,1

δq(x)
= (ntn)

− (2−γn)
n

δĤAKNS,1

δQ(zn)

⎧⎨
⎩

δHAKNS,2

δr(x)
= −(2rq2 − qxx)

δHAKNS,2

δq(x)
= −(2qr2 − rxx)

⇒
⎧⎨
⎩

δHAKNS,2

δr(x)
= (ntn)

− (3+γn)
n

δĤAKNS,2

δR(zn)

δHAKNS,2

δq(x)
= (ntn)

− (3−γn)
n

δĤ2

δQ(zn)

Assumindo que para k vale, isto é

δHAKNS,k

δr
= (ntn)

− (k+1+γn)
n

δĤAKNS,k

δR
,

δHAKNS,k

δq
= (ntn)

− (k+1−γn)
n

δĤAKNS,k

δQ

vamos usar a equação de recorrência de Lenard deste modelo na sua forma conven-

cional, (3.4) e (3.5), em seguida usaremos a mesma relação na forma reduzida para

mostrar que o lema também vale para k + 1, isto é

⎧⎨
⎩

δHAKNS,k+1

δr(x,τ)
= (ntn)

− (k+2+γn)
n

[
2Q(zn)

d−1

dz−1
n

(
R(zn)

δĤAKNS,k

δR(zn)
−Q(zn)

δĤAKNS,k

δQ(zn)

)
− d

dzn

δĤAKNS,k

δR(zn)

]

δHAKNS,k+1

δq(x,τ)
= (ntn)

− (k+2−γn)
n

[
−2R(zn)

d−1

dz−1
n

(
Q(zn)

δĤAKNS,k

δQ(zn)
−R(zn)

δĤAKNS,k

δR(zn)

)
− d

dzn

δĤAKNS,k

δQ(zn)

]

⇒
⎧⎨
⎩

δHAKNS,k+1

δr(x,τ)
= (ntn)

− (k+2+γn)
n

δĤAKNS,k+1

δR(zn)

δHAKNS,k+1

δq(x,τ)
= (ntn)

− (k+2−γn)
n

δĤAKNS,k+1

δQ(zn)

Terminando assim nossa demonstração .

Utilizando o lema acima, podemos escrever a expressão geral para a forma redu-

zida do AKNS como⎧⎨
⎩

rtn(x, τ) = − δHAKNS,n

δq(x,τ)

qtn(x, τ) =
δHAKNS,n

δr(x,τ)

⇒
⎧⎨
⎩

(1− γn)R(zn) + znRzn(zn)− δĤAKNS,n

δQ(zn)
= 0

(1 + γn)Q(zn) + znQzn(zn) +
δĤAKNS,n

δR(zn)
= 0

(3.18)
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Em resumo, para cada equação da hierarquia AKNS fizemos uma transformação

por auto-similaridade diferente afim de eliminarmos um dos tempos em cada equação

da hierarquia, sendo que os demais tempos foram deixados inalterados em cada

equação .

3.2.4 Invariância por escala para o AKNS

Vamos explorar agora como as equações de movimento se comportam sob a trans-

formação de escala abaixo. Adiantamos que esta simetria das equações de movi-

mento nos mostrará como podemos definir a transformação de auto-similaridade de

maneira mais geral.

Assim, considere a transformação nas coordenadas e nos campos abaixo

r(x, tn) = λσnr(λx, λntn), q(x, tn) = λσ′
nq(λx, λntn)

Usaremos a notação x′ = λx e t′n = λntn afim de encontrar a condição para

σn e σ′
n tal que as equações de movimento de r(x, tn) sejam invariantes. Faremos

detalhadamente apenas para r(x, tn), mas afirmamos que o procedimento será com-

pletamente análogo para q(x, tn).

Assim, para n = 2 temos

rt2(x, t2) = (2r2(x, t2)q(x, t2)− rxx(x, t2)) ⇒

λσ2+2rt′2(x
′, t′2) = 2λ2σ2+σ′

2r2(x′, t′2)q(x
′, t′2)− λσ2+2rx′x′(x′, t′2)

Logo, para a equação de movimento ser invariante devemos ter

σ2 + σ′
2 = 2

Para n = 3

rt3(x, t3) = (6r(x, t3)rx(x, t3)q(x, t3)− rxxx(x, t3)) ⇒

λσ3+3rt′3(x
′, t′3) = 6λ2σ3+σ′

3+1r(x′, t′3)r
′
x(x

′, t′3)q(x
′, t′3)− λσ3+3rx′x′x′(x′, t′3)

Neste caso devemos ter

σ3 + σ′
3 = 2
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Examinando brevemente as demais equações de movimento podemos ver que

para qualquer n, devemos ter

σn + σ′
n = 2

Contudo, como a transformação de escala é independente de uma equação para

outra, podemos fazer um arranjo diferente entre σn e σ′
n para cada n, tal que

σn = 1− γn, σ′
n = 1 + γn

Se fizermos λ = 1 + ε, para ε pequeno, temos

r(x, tn) = (1+(1−γn)ε)r(x+εx, tn+nεtn), q(x, tn) = (1+(1+γn)ε)q(x+εx, tn+nεtn)

Expandindo em Taylor temos

r(x, tn) = (1 + (1− γn)ε)[r(x, tn) + xεrx(x, tn) + ntnεrtn(x, tn)]

q(x, tn) = (1 + (1 + γn)ε)[q(x, tn) + xεrx(x, tn) + ntnεqtn(x, tn)]

Pegando a projeção na ordem O(1) em ε, temos

(1−γn)r(x, tn)+xrx(x, tn)+ntnrtn(x, tn) = 0 ⇒ (1−γn)r(x, tn)+xrx(x, tn)−ntn
δHAKNS,n

δq(x, tn)
= 0

(1+γn)q(x, tn)+xqx(x, tn)+ntnqtn(x, tn) = 0 ⇒ (1+γn)q(x, tn)+xqx(x, tn)+ntn
δHAKNS,n

δr(x, tn)
= 0

Para n = 2, temos

(1− γ2)r(x, t2) + xrx(x, t2) + 2t2(2r
2(x, t2)q(x, t2)− rxx(x, t2)) = 0

(1 + γ2)q(x, t2) + xqx(x, t2)− 2t2(2q
2(x, t2)r(x, t2)− qxx(x, t2)) = 0

Para n = 3, temos

(1− γ3)r(x, t3) + xrx(x, t3) + 3t3(6r(x, t3)rx(x, t3)q(x, t3)− rxxx(x, t3)) = 0

(1 + γ3)q(x, t3) + xqx(x, t3) + 3t3(6q(x, t3)qx(x, t3)r(x, t3)− qxxx(x, t3)) = 0
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Se fizermos a redução por similaridade (3.17) para o caso geral, temos

(1− γn)R(zn) + znRzn(zn)−
δĤAKNS,n

δQ(zn)
= 0 (3.19)

(1 + γn)Q(zn) + znQzn(zn) +
δĤAKNS,n

δR(zn)
= 0 (3.20)

Portanto obtemos exatamente a mesma equação (3.18). Não é de se estranhar

que tenhamos obtido a mesma equação , pois a redução por auto-similaridade é no

fundo uma transformação por escala cuja potência do parâmetro de escala depende

do ı́ndice do tempo. Esta abordagem nos permite intuir uma generalização , pois

assim como transformamos a escala de tn podemos transformar a escala para outros

tempos também. Isto será analizado na seção seguinte.

3.2.5 Transformação por escala para vários tempos

Note que cada equação de movimento possui derivadas apenas em x e em um dos

tempos tn, embora os campos sejam funções de todos os tempo, isto é, r(x, τ) e

q(x, τ) sendo τ = {t2, t3, ...}. Assim, podemos fazer transformações de escala em

vários tempos simultaneamente e as equações de movimento continuarão invariantes.

De modo geral temos

r(x, τ) = λ(1−γ)r(λx, λ2t2, λ
3t3, ...)

q(x, τ) = λ(1+γ)q(λx, λ2t2, λ
3t3, ...)

Se fizermos novamente λ = 1 + ε para ε pequeno e expandirmos em série de

Taylor até a primeira ordem, considerando t1 = −x, temos

r(x, τ) = (1 + (1− γ)ε)[r(x, τ) + ε
∞∑
j=1

jtjrtj(x, τ)]

q(x, τ) = (1 + (1 + γ)ε)[q(x, τ) + ε
∞∑
j=1

jtjqtj(x, τ)]
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Pegando a projeção na ordem O(1) em ε, temos

(1− γ)r(x, τ) +
∞∑
j=1

jtjrtj(x, τ) = 0 ⇒ (1− γ)r(x, τ)−
∞∑
j=1

jtj
δHAKNS,j

δq(x, τ)
= 0

(1 + γ)q(x, τ) +
∞∑
j=1

jtjqtj(x, τ) = 0 ⇒ (1 + γ)q(x, τ) +
∞∑
j=1

jtj
δHAKNS,j

δr(x, τ)
= 0

Apenas para complementar de forma mais elegante, podemos definir um operador

que represente a simetria que obtivemos acima como

d

ds
≡ γσ3 + I +

∞∑
j=1

jtj
∂

∂tj

tal que
d

ds

(
0 q(x, τ)

r(x, τ) 0

)
= 0

Observe que quando fazemos uma transformação de escala para vários tempos,

tais tempos aparecem explicitamente na equação de simetria que obtivemos. Po-

demos desaparecer com um dos tempos, digamos tn, e redefinir os demais tempos

fazendo uma redução por auto-similaridade generalizada que também transforme os

tempos, isto é

zn = x(ntn)
− 1

n , Tk = ktk(ntn)
− k

n (3.21)

r(x, τ) = R(zn, τ
′)(ntn)−

(1−γ)
n , q(x, τ) = Q(zn, τ

′)(ntn)−
(1+γ)

n (3.22)

sendo que o lema que demonstramos acima continua valido, isto é

δHAKNS,k

δr(x, τ)
= (ntn)

− (k+1+γ)
n

δĤAKNS,k

δR(zn, τ ′)
,

δHAKNS,k

δq(x, τ)
= (ntn)

− (k+1−γ)
n

δĤAKNS,k

δQ(zn, τ ′)
(3.23)

Note que acima definimos τ ′ = {T2, T3, ...|T1 = −zn, Tn = 1}. Assim ficamos

com

(1− γ)R(zn, τ
′)−

∞∑
j=1

Tj
δĤAKNS,j

δQ(zn, τ ′)
= 0
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(1 + γ)Q(zn, τ
′) +

∞∑
j=1

Tj
δĤAKNS,j

δR(zn, τ ′)
= 0

Se escolhermos fazer uma transformação de escala apenas para os tempos ı́mpares

e somente até 2n + 1, eliminando o tempo t2n+1 através da redução por auto-

similaridade, temos

(1− γn)R(zn, τ
′)+ zRzn(zn, τ

′)−
n−1∑
j=1

T2j+1
δĤAKNS,2j+1

δQ(zn, τ ′)
− δĤAKNS,2n+1

δQ(zn, τ ′)
= 0 (3.24)

(1+γn)Q(zn, τ
′)+znQzn(zn, τ

′)+
n−1∑
j=1

T2j+1
δĤAKNS,2j+1

δR(zn, τ ′)
+
δĤAKNS,2n+1

δR(zn, τ ′)
= 0 (3.25)

Se fizermos R(zn, τ
′) = Q(zn, τ

′) = u(zn, τ
′), as equações acima são compat́ıveis

somente se γn = 0. Desta forma, obtemos uma hierarquia PII generalizada, isto é,

com os tempos transformados entrando como parâmetros. Por exemplo, para n = 2

temos

u+ z5uz5 + T3(6u
2uz5 − uz5z5z5) + [10(u2uz5z5z5 + 4uuz5uz5z5 + u2

z5
− 3u4uz5)−

−uz5z5z5z5z5 ] = 0

Integrando, temos a segunda equação da hierarquia PII generalizada

T3(uz5z5 − 2u3) + (uz5z5z5z5 − 10uu2
z5
− 10u2uz5z5 + 6u5) = z5u+ α2

sendo α2 a constante de integração . A obtenção da hierarquia PII generalizada

foi discutida na referência [4], embora os autores desta referência não tenham cons-

truido claramente os argumentos que nos levou a obter as expressões gerais para a

hierarquia PII.

3.2.6 Representação matricial do par de Lax para a hierar-

quia AKNS

Na referência [3], foi desenvolvido um interessante algoritmo para obter a repre-

sentação matricial de par de Lax do mKdV para qualquer tempo. Extenderemos
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agora o desenvolvimento para a hierarquia AKNS, sendo que a representação ma-

tricial do tempo tn é dada por

∂Ψ

∂x
= LAKNSΨ =

(−ε −q

−r ε

)
Ψ (3.26)

∂Ψ

∂tn
= M(n)

AKNSΨ =
n∑

j=0

εj
(
A

AKNS(n)
j (r, q) B

AKNS(n)
j (r, q)

C
AKNS(n)
j (r, q) −A

AKNS(n)
j (r, q)

)
Ψ (3.27)

Usaremos o método da curvatura nula, isto é,

∂LAKNS

∂t
− ∂M(n)

AKNS

∂x
+ [LAKNS,M(n)

AKNS] = 0

temos para ordem O(0) em ξ

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∂xA
AKNS(n)
0 = rB

AKNS(n)
0 − qC

AKNS(n)
0 (3.28a)

qtn = ∂xB
AKNS(n)
0 − 2A

AKNS(n)
0 q (3.28b)

rtn = ∂xC
AKNS(n)
0 + 2A

AKNS(n)
0 r (3.28c)

Admitindo B
(n)
n = C

(n)
n = 0, para as demais ordens temos⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
∂xA

AKNS(n)
j = rB

AKNS(n)
j − qC

AKNS(n)
j (3.29a)

∂xB
AKNS(n)
j = 2A

AKNS(n)
j q − 2B

AKNS(n)
j−1 (3.29b)

∂xC
AKNS(n)
j = −2A

AKNS(n)
j r + 2C

AKNS(n)
j−1 (3.29c)

Para que as expressões acima sejam satisfeitas, assim com a relação de recorrência

e as equações de movimento que obtemos anteriormente, os coeficientes A
AKNS(n)
j ,

B
AKNS(n)
j e C

AKNS(n)
j devem ser univocamente determinados. Vamos ver o que

temos para os casos mais simples primeiro, para n = 2, devemos ter

A
AKNS(2)
0 = ∂−1

x [q
δH1

δq
− r

δH1

δr
], B

AKNS(2)
0 = −δH1

δr
, C

AKNS(2)
0 = −δH1

δq

A
AKNS(2)
1 = 2∂−1

x [q
δH0

δq
−r

δH0

δr
], B

AKNS(2)
1 = −2

δH0

δr
, C

AKNS(2)
1 = −2

δH0

δq
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A
AKNS(2)
2 = −2, B

AKNS(2)
2 = C

AKNS(n)
2 = 0

Para n = 3 devemos ter

A
(3)
0 = ∂−1

x [q
δH2

δq
− r

δH2

δr
], B

(3)
0 = −δH2

δr
, C

AKNS(3)
0 = −δH2

δq

A
AKNS(3)
1 = 2∂−1

x [q
δH1

δq
−r

δH1

δr
], B

AKNS(3)
1 = −2

δH1

δr
, C

AKNS(3)
1 = −2

δH1

δq

A
AKNS(3)
2 = 4∂−1

x [q
δH0

δq
−r

δH0

δr
], B

AKNS(3)
2 = −4

δH0

δr
, C

AKNS(3)
2 = −4

δH0

δq

A
AKNS(3)
3 = −4, B

AKNS(3)
3 = C

AKNS(n)
3 = 0

Podemos estender, intuitivamente para o caso geral, isto é

A
AKNS(n)
j = 2j∂−1

x [q
δHn−1−j

δq
−r

δHn−1−j

δr
], B

AKNS(n)
j = −2j

δHn−1−j

δr
, C

AKNS(n)
j = −2j

δHn−1−j

δq

AAKNS(n)
n = −2n−1, BAKNS(n)

n = CAKNS(n)
n = 0

para j = 0, 1, ..., n− 1

3.2.7 Problema linear de Jimbo-Miwa para a hierarquia AKNS

A partir do resultado que obtivemos na seção anterior e da transformação (2.10),

podemos encontrar as matrizes do problema linear de Jimbo-Miwa fazendo a trans-

formação por auto-similaridade para um tempo tn qualquer. Note que

LAKNS =

(
ε −q

−r −ε

)
→ L̂AKNS = (ntn)

− 1
n

(
λ −(ntn)

− γn
n Q

−(ntn)
γn
n R −λ

)

Utilizando o lema que demonstramos acima, faremos a mesma redução por auto-

similaridade aos coeficientes A
(m)
j , B

(m)
j e C

(m)
j , mas trocando n → m para 2 ≤ m ≤

n. Logo, temos

A
AKNS(m)
i → (ntn)

(i−m)
n Â

AKNS(m)
i , ⇒ εiA

AKNS(m)
i → (ntn)

−m
n λiÂ

AKNS(m)
i

similarmente

εiB
AKNS(m)
i → (ntn)

− (m+γn)
n λiB̂

AKNS(m)
i , εiC

AKNS(m)
i → (ntn)

− (m−γn)
n λiĈ

AKNS(m)
i
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Sendo que usamos a notação Â
AKNS(m)
i = A

AKNS(m)
i (zn, R,Q), B̂

AKNS(m)
i =

B
(m)
i (zn, R,Q) e Ĉ

AKNS(m)
i = C

AKNS(m)
i (zn, R,Q).

Deste modo teremos

M(m)
AKNS =

m∑
i=0

εi
(
A

AKNS(m)
i B

AKNS(m)
i

C
AKNS(m)
i −A

AKNS(m)
i

)
→

M̂(m)
AKNS =

m∑
i=0

(ntn)
−m

n λi

(
Â

AKNS(m)
i (ntn)

− γn
n B̂

AKNS(m)
i

(ntn)
γn
n Ĉ

AKNS(m)
i −Â

AKNS(m)
i

)

Note que mesmo depois da redução por auto-similaridade o fator (ntn) ainda está

aparecendo no par Lax reduzido. Para elimina-lo, fixaremos a matrix U dependendo

apenas de tn dado por

U =

(
(ntn)

γn
2n 0

0 (ntn)
− γn

2n

)
(3.30)

Deste modo, o problema linear de Jimbo-Miwa, isto é,

∂Ψ

∂zn
= AAKNSΨ, m

∂Ψ

∂Tm

= B(m)
AKNSΨ,

∂Ψ

∂λ
= C(n)

AKNSΨ, m = 2, ...n−1

será dado por

AAKNS =

( −λ −Q(zn)

−R(zn) λ

)
, B(m)

AKNS =
m∑
j=0

λj

(
Â

AKNS(m)
j B̂

AKNS(m)
j

Ĉ
AKNS(m)
j −Â

AKNS(m)
j

)

C(n)
AKNS =

1

λ

(−znλ+ γn
2

−znQ

−znR znλ− γn
2

)
+

n∑
m=2

Tm

m∑
j=0

λj−1

(
Â

AKNS(m)
j B̂

AKNS(m)
j

Ĉ
AKNS(m)
j −Â

AKNS(m)
j

)

Por exemplo, para n = 2, nossa matriz C(2) será

C(2)
AKNS =

1

λ

( γ2
2
−RQ −z2Q−Qz2

−z2R +Rz2 −γ2
2
+RQ

)
+

(−z2 2Q

2R z2

)
+ λ

(
2 0

0 −2

)

Já mencionamos no caṕıtulo de introdução que o problema linear de Jimbo-Miwa

será o análogo da representação matricial do par de Lax para hierarquias de equações
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diferenciais ordinárias e agora veremos como essas hierarquia surgem. Usaremos a

relação de compatibilidade do problema linear de Jimbo-Miwa, isto é,

∂AAKNS

∂λ
− ∂C(n)

AKNS

∂zn
+ [AAKNS, C(n)

AKNS] = 0,

de modo que na projeção de ordem O(−1) em λ temos

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∑n
m=2 Tm∂znÂ

AKNS(m)
0 =

∑n
m=2 Tm[RB̂

AKNS(m)
0 −QĈ

AKNS(m)
0 ] (3.31a)

(1 + γn)Q+ znQzn =
∑n

m=2 Tm[−∂znB̂
AKNS(m)
0 + 2QÂ

AKNS(m)
0 ](3.31b)

(1− γn)R + znRzn =
∑n

m=2 Tm[−∂znĈ
AKNS(m)
0 − 2RÂ

AKNS(m)
0 ] (3.31c)

Como a forma funcional dos Â
AKNS(m)
i , B̂

AKNS(m)
i e Ĉ

AKNS(m)
i é mantida para

qualquer m, após pegarmos a projeção de ordem O(j − 1) para j = 1, ..., n em λ

podemos pegar também a projeção em Tm. Desta forma, as relações abaixo devem

ser satisfeitas para os ı́ndices pertencentes ao conjunto F = {{j ≤ m ≤ n} ∩ {m ≥
2} ∩ {1 ≤ j ≤ n}|j,m ∈ IN}

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∂znÂ
AKNS(m)
j = RB̂

AKNS(m)
j −QĈ

AKNS(m)
j (3.32a)

∂znB̂
AKNS(m)
j = 2QÂ

AKNS(m)
j − 2B̂

AKNS(m)
j−1 (3.32b)

∂znĈ
AKNS(m)
j = −2RÂ

AKNS(m)
j + 2Ĉ

AKNS(m)
j−1 (3.32c)

Desta forma, substituindo Â
AKNS(m)
i , B̂

AKNS(m)
i e Ĉ

AKNS(m)
i , as expressões (3.32)

e (3.31a) são satisfeitas por causa da relação de Lenard reduzida por auto-similaridade,

enquanto que das equações (3.31b) e (3.31c) obtemos

(1− γn)R + znRzn −
n∑

m=2

Tm
δĤAKNS,m

δQ
= 0

(1 + γn)Q+ znQzn +
n∑

m=2

Tm
δĤAKNS,m

δR
= 0

Ou seja, obtemos exatamente as equações (3.19) e (3.20).
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3.3 Modelo KP reduzido para dois bósons

Conforme a referência [11], podemos obter os parênteses de Poisson do modelo de

dois bósons a partir de seu Lax, isto é,

LJ = D − J + J̄D−1

Deste modo, os parênteses de Poisson 1 são:

{J̄(x), J(y)}1 = δ′(x− y)

{J(x), J(y)}1 = {J̄(x), J̄(y)}1 = 0

Note que, em alguns textos, adota-se um sinal negativo no parênteses {J̄(x), J(y)}1,
mas esta é apenas uma escolha sem implicações mais profundas (abaixo veremos uma

forma bastante simples de como esta diferença de sinais se relaciona).

Já os parênteses de Poison 2 são

{J̄(x), J(y)}2 = J(x)δ′(x− y)− δ′′(x− y)

{J̄(x), J̄(y)}2 = 2J̄(x)δ′(x− y) + J̄ ′(x)δ(x− y)

{J(x), J(y)}2 = 2δ′(x− y)

Seguindo o racioćınio usado no modelo AKNS, buscaremos uma relação de re-

corrência de Lenard entre as hamiltonianas fazendo

λn{J(x), HJ,n}1 = {J(x), HJ,n−1}2

σn{J̄(x), HJ,n}1 = {J̄(x), HJ,n−1}2
Abrindo os parênteses de Poisson temos

λn

∫ ∞

−∞
dy{J̄(x), J(y)}1 δHJ,n

δJ(y)
=

∫ ∞

−∞
dy

[
{J̄(x), J(y)}2 δHJ,n−1

δJ(y)
+{J̄(x), J̄(y)}2 δHJ,n−1

δJ̄(y)

]

σn

∫ ∞

−∞
dy{J(x), J̄(y)}1 δHJ,n

δJ̄(y)
=

∫ ∞

−∞
dy

[
{J(x), J(y)}2 δHJ,n−1

δJ(y)
+{J(x), J̄(y)}2 δHJ,n−1

δJ̄(y)

]
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Substituindo os parênteses de Poisson nas expressões acima encontramos a relação

de recorrência de Lenard para este modelo, que é dada por

λn∂x
δHJ,n

δJ̄(x)
= 2∂x

δHJ,n−1

δJ(x)
+ [J ′(x) + J(x)∂x + ∂2

x]
δHJ,n−1

δJ̄(x)
(3.33)

σn∂x
δHJ,n

δJ(x)
= [J(x)∂x − ∂2

x]
δHJ,n−1

δJ(x)
+ [2J̄(x)∂x + J̄ ′(x)]

δHJ,n−1

δJ̄(x)
(3.34)

Assim como no modelo AKNS, esta relação nos permite obter todas as hamil-

tonianas e equações de movimento do modelo a partir de uma hamiltoniana inicial.

Portanto, começando com a hamiltoniana

HJ,1 =

∫
J̄(x) ⇒ δHJ,1

δJ(x)
= 0,

δHJ,1

δJ̄(x)
= 1

e fazendo λ−1
n = σ−1

n = ξn, de modo que usaremos a notação

αJ,i =
i∏

p=2

ξp,

então teremos as primeiras derivadas funcionais são dadas na tabela 3.7.

Tabela 3.7: Derivadas funcionais do modelo de 2-bósons
δHJ,1

δJ(x)
= 0

δHJ,1

δJ̄(x)
= 1

δHJ,2

δJ(x)
= αJ2J̄(x)

δHJ,2

δJ̄(x)
= αJ2J(x)

δHJ,3

δJ(x)
= αJ3[2J(x)J̄(x)− J̄ ′(x)] δHJ,3

δJ̄(x)
= αJ3[2J̄(x) + J2(x) + J ′(x)]

Enquanto que as primeiras hamiltonianas são dadas na tabela 3.8.
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Tabela 3.8: Hamiltonianas do modelo de 2-bósons

HJ,1 =
∫
dxJ̄

HJ,2 = αJ2

∫
dx− JJ̄

HJ,3 = αJ,3

∫
dx(J̄J2 + J̄J ′ + J̄2)

Note que a diferença de sinal, que comentamos acima, para o primeiro parênteses

de Poisson pode ser resgatada simplesmente fazendo ξn → −ξn. As equações de

movimento dos campos são definidas como

∂J

∂tn
= {J(x), HJ,n+1}1 = ξn+1{J(x), HJ,n}2 = ∂

∂x

δHJ,n+1

δJ̄(x)

∂J̄

∂tn
= {J̄(x), HJ,n+1}1 = ξn+1{J̄(x), HJ,n}2 = ∂

∂x

δHJ,n+1

δJ(x)

Note que esta definição dos ı́ndices dos tempo é importante porque queremos que

o primeiro tempo seja proporcional a coordenada espacial, isto é t1 = α−1
J1x. Vemos

tambem que todas as constantes ξn são fatores globais e que sua única função é

determinar o sinal dos tempos ı́mpares, como podemos verificar abaixo. Utilizando

a definição acima as equações de movimento serão dadas na tabela 3.9.

Tabela 3.9: Equações de movimento do modelo de 2-bósons
∂J
∂t1

= αJ2∂xJ
∂J̄
∂t1

= αJ2∂xJ̄

∂J
∂t2

= αJ3∂x[2J̄ + J2 + J ′] ∂J̄
∂t2

= αJ3∂x[2JJ̄ − J̄ ′]

∂J
∂t3

= αJ4∂x[6JJ̄ + J3 + 3JJ ′ + J ′′] ∂J̄
∂t3

= αJ4∂x[3J
2J̄ − 3JJ̄ ′ + J̄ ′′ + 3J̄2]
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Podemos agora fazer uma redução por auto-similaridade que é dada por

zn = (ntn)
− 1

nx, J(x) = (ntn)
− 1

nk(zn), J̄(x) = (ntn)
− 2

n k̄(zn),

Note que as potências dos fatores (ntn) são determinadas tal que as equações de

movimento se transformem apropriadamente, como foi detalhado no caso AKNS, e

também que neste modelo não temos uma constante arbitraria envolvida na trans-

formação .

Explicitamente, as equações de movimento se reduzem a:

- para n = 2 temos

k + z2kz2 = −αJ3∂z2 [2k̄ + k2 + kz2 ]

2k̄ + z2k̄z2 = −αJ3∂z2 [2kk̄ − k̄z2 ]

- para n = 3 temos

k + z3kz3 = −αJ4∂z3 [6kk̄ + k3 + 3kkz3 + kz3z3 ]

2k̄ + z3k̄z3 = −αJ4∂z3 [3k
2k̄ − 3kk̄z3 + k̄z3z3 + 3k̄2]

Similarmente ao que fizemos no caso AKNS, temos o seguinte lema que nos

permitirá obter as matrizes de Jimbo-Miwa e a hierarquia PIV.

Lema 2. Sob a redução por auto-similaridade

zn = (ntn)
− 1

nx, J(x) = (ntn)
− 1

nk(zn), J̄(x) = (ntn)
− 2

n k̄(zn),

a derivada funcional das hamiltonianas do modelo de 2-bósons, isto é HJ = HJ(J, J̄),

se transformam como

δHJ,i

δJ
= (ntn)

− i
n
δĤJ,i

δk
,

δHJ,i

δJ̄
= (ntn)

(1−i)
n

δĤJ,i

δk̄

sendo que usamos a notação ĤJ,i = HJ,i(k, k̄).
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Demonstração. A demonstração deste lema segue por indução . Podemos ver facil-

mente que a transformação por auto-similaridade de HJ,1 e HJ,2 é⎧⎨
⎩

δHJ,1

δJ
= 0 ≡ δĤJ,1

δk

δHJ,1

δJ̄
= 1 ≡ δĤJ,1

δk̄

⎧⎨
⎩

δHJ,2

δJ
= (ntn)

− 2
nαJ2k̄ ≡ (ntn)

− 2
n
δĤJ,2

δk

δHJ,2

δJ̄
= (ntn)

− 1
nαJ2k ≡ (ntn)

− 1
n
δĤJ,2

δk̄

Agora assumindo que para m vale

δHJ,m

δJ
= (ntn)

−m
n
δĤJ,m

δk
,

δHJ,m

δJ̄
= (ntn)

(1−m)
n

δĤJ,m

δk̄

queremos ver que para m + 1 o lema também é valido. Para isso usamos a relação

de recorrência (3.33) e (3.34) tal que

δHJ,m+1

δJ
= ∂−1

x

[
[J∂x−∂2

x]
δHJ,m

δJ
+[2J̄∂x+J̄ ′]

δHJ,m

δJ̄

]
= (ntn)

− (m+1)
n ∂−1

zn

[
[k∂zn−∂2

zn ]
δĤJ,m

δk
+

+[2k̄∂zn + k̄′]
δĤJ,m

δk̄

]
≡ (ntn)

− (m+1)
n

δĤJ,m+1

δk

δHJ,m+1

δJ̄
= ∂−1

x

[
2∂x

δHJ,m

δJ
+ [J ′ + J∂x + ∂2

x]
δHJ,m

δJ̄

]
= (ntn)

−m
n ∂−1

zn

[
2∂zn

δĤJ,m

δk
+

+[k′ + k∂zn + ∂2
zn ]

δĤJ,m

δk̄

]
≡ (ntn)

−m
n
δĤJ,m+1

δk̄

Usando o resultado do lema anterior podemos escrever as equações de movimento

do modelo de dois bósons para um tempo genérico, tn, como

k + znk
′ + ξm+1∂zn

[
(∂zn + k)

δĤJ,m

δk̄
+ 2

δĤJ,m

δk

]
= 0 (3.35)

2k̄ + znk̄
′ + ξm+1

[
(k∂zn − ∂2

zn)
δĤJ,m

δk
+ (2k̄∂zn + k̄′)

δĤJ,m

δk̄

]
= 0 (3.36)
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3.3.1 Representação matricial do par de Lax para o modelo

de dois bósons

Para o modelo de dois bósons, a representação matricial do par de Lax é

∂Ψ

∂x
= LJΨ,

∂Ψ

∂tm
= M(m)

J Ψ

Sendo

LJ =

(−1
2
(J − 2ε) 1

−J̄ 1
2
(J − 2ε)

)
, M(m)

J =
m∑
i=0

εi
(
A

J(m)
i B

J(m)
i

C
J(m)
i −A

J(m)
i

)

Acima, assumimos uma forma conveniente para a matrix M(m)
J como foi feito

no modelo AKNS. Nosso objetivo agora será encontrar um algoritmo que nos dê

uma solução geral para os valores que os coeficientes A
J(m)
i , B

J(m)
i e C

J(m)
i devem

assumir.

Afim de detalhar o processo, note que temos

[MJ(m)
J ,LJ ] =

m∑
i=0

εi
( −(J̄B

J(m)
i + C

J(m)
i ) (2A

J(m)
i − (2ε− J)B

J(m)
i )

(2J̄A
J(m)
i + (2ε− J)C

J(m)
i ) (J̄B

J(m)
i + C

J(m)
i )

)

A seguir usaremos o método de curvatura nula, isto é

∂LJ

∂tm
− ∂M(m)

J

∂x
= [M(m)

J ,LJ ] (3.37)

Pegando a projeção na ordem O(0) em ε na equação acima, temos as seguintes

relações ⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∂tmJ = −2∂xA
J(m)
0 + 2J̄B

J(m)
0 + 2C

J(m)
0 (3.38a)

∂tm J̄ = −∂xC
J(m)
0 − 2J̄A

J(m)
0 + JC

J(m)
0 (3.38b)

∂xB
J(m)
0 = −2A

J(m)
0 − JB

J(m)
0 (3.38c)

Pegando a projeção na ordem O(i) em ε para i = 1, 2, ...,m, temos as seguintes

relações ⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∂xA
J(m)
i = J̄B

J(m)
i + C

J(m)
i (3.39a)

∂xB
J(m)
i = −2A

J(m)
i − JB

J(m)
i + 2B

J(m)
i−1 (3.39b)

∂xC
J(m)
i = −2J̄A

J(m)
i + JC

J(m)
i − 2C

J(m)
i−1 (3.39c)
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Também podemos facilmente verificar que ao pegarmos a projeção O(m + 1)

temos B
J(m)
m = C

J(m)
m = 0. A partir disso e da equação (3.39a) já podemos ver

que A
J(m)
m será uma constante, mas para encontrarmos o valor preciso de todos os

coeficientes, tal que as relações de recorrência de Lenard sejam satisfeitas, isto é

(3.33) e (3.34), é necessário um pouco de intuição e clarividência.

Veja que as relações (3.38a), (3.38b) e (3.38c) são satisfeitas para

A
J(m)
0 = −ξm+1

2
(∂x+J)

δHJ,m

δJ̄
, B

J(m)
0 = ξm+1

δHJ,m

δJ̄
, C

J(m)
0 = ξm+1

[
∂x

δHJ,m

δJ
−J̄

δHJ,m

δJ̄

]

Usando as equações (3.33) e (3.34), tal que as expressões (3.39a), (3.39b) e 3.39c)

sejam satisfeitas, encontramos

A
J(m)
i = 2i

( i∏
p=0

ξm+1−p

)δHJ,m−i

δJ
, B

J(m)
i = 2i

( i∏
p=0

ξm+1−p

)δHJ,m−i

δJ̄
,

C
J(m)
i = 2i

( i∏
p=0

ξm+1−p

)[
∂x

δHJ,m−i

δJ
− J̄

δHJ,m−i

δJ̄

]

para i = 1, 2, ...,m− 1 e também

AJ(m)
m = −2m−1, BJ(m)

m = CJ(m)
m = 0

Afim de ilustrar o algoritmo, expomos explicitamente a forma de M(2) e M(3),

isto é

M(2)
J =

(−1
2
αJ3[J

′ + J2] αJ3J

αJ3[J̄
′ − JJ̄ ] 1

2
αJ3[J

′ + J2]

)
+ ε

(
0 2αJ3

−2αJ3J̄ 0

)
+ ε2

(−2 0

0 2

)

e também

M(3)
J = αJ4

(−1
2
[2J̄ ′ + 3JJ ′ + J ′′ + 2JJ̄ + J3] [2J̄ + J2 + J ′]

[J ′J̄ + JJ̄ ′ − J̄ ′′ − 2J̄2 − J2J̄ ] 1
2
[2J̄ ′ + 3JJ ′ + J ′′ + 2JJ̄ + J3]

)
+

+εαJ4

(
2J̄ 2J

2[J̄ ′ − JJ̄ ] −2J̄

)
+ ε2αJ4

(
0 4

−4J̄ 0

)
+ ε3

(−4 0

0 4

)

Na próxima seção veremos como uma nova hierarquia surgirá da relação de

curvatura nula do problema linear de Jimbo-Miwa.
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3.3.2 Problema linear de Jimbo-Miwa para o modelo de dois

bósons

Usando a forma geral do par de Lax que obtivemos na seção anterior e a trans-

formação (2.10), podemos encontrar as matrizes do problema linear de Jimbo-Miwa

fazendo a transformação por auto-similaridade para um tempo tn qualquer. Primei-

ramente, vamos analizar como os coeficientes da matriz M(n)
J se transforma, para

isso usamos o lema que demonstramos acima. Assim, temos

A
J(m)
i → (ntn)

(i−m)
n Â

J(m)
i , ⇒ εiA

J(m)
i → (ntn)

−m
n λiÂ

J(m)
i

similarmente

εiB
J(m)
i → (ntn)

− (m+1)
n λiB̂

J(m)
i , εiC

J(m)
i → (ntn)

− (m−1)
n λiĈ

J(m)
i

Logo

M(m)
J =

m∑
i=0

εi
(
A

J(m)
i B

J(m)
i

C
J(m)
i −A

J(m)
i

)
→ M̂(m)

J =
m∑
i=0

(ntn)
−m

n λi

(
Â

J(m)
i (ntn)

− 1
n B̂

J(m)
i

(ntn)
1
n Ĉ

J(m)
i −Â

J(m)
i

)

Lembrando que Â
J(m)
i = A

J(m)
i (z, k, k̄), B̂

J(m)
i = B

J(m)
i (z, k, k̄) e Ĉ

J(m)
i = C

J(m)
i (z, k, k̄).

Além disso, também temos

LJ =

(−1
2
(J − 2ε) 1

−J̄ 1
2
(J − 2ε)

)
→ L̂J = (ntn)

− 1
n

(−1
2
(k − 2λ) (ntn)

1
n

−(ntn)
− 1

n k̄ 1
2
(k − 2λ)

)

Desta forma, para eliminarmos tn em (2.11), (2.12) e (2.13), precisamos ter

U(tn) =

(
(ntn)

− 1
2n 0

0 (ntn)
1
2n

)

Como foi visto no caṕıtulo 2, o problema linear de Jimbo-Miwa é dado por (2.11),

(2.12) e (2.13), ou seja,

∂Ψ

∂zn
= AJΨ, m

∂Ψ

∂Tm

= B(m)
J Ψ,

∂Ψ

∂λ
= C(n)

J Ψ, m = 2, ...n− 1

e será determinado para este caso pelas matrizes
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AJ =

(−1
2
(k − 2λ) 1

−k̄ 1
2
(k − 2λ)

)
, B(m)

J =
m∑
i=0

λi

(
Â

J(m)
i B̂

J(m)
i

Ĉ
(m)
i −Â

(m)
i

)

C(n)
J =

1

λ

[
z

(−1
2
(k − 2λ) 1

−k̄ 1
2
(k − 2λ)

)
−1

2

(
1 0

0 −1

)
+

n∑
m=2

Tm

m∑
i=0

λi

(
Â

J(m)
i B̂

J(m)
i

Ĉ
J(m)
i −Â

J(m)
i

)]

De forma explicita, para os primeiros n temos:

-para n = 2

C(2)
J = 1

λ

(−1
2
[zk + 1 + αJ3[k

′ + k2]] 1 + αJ3k

−k̄ + αJ3[k̄
′ − kk̄] 1

2
[zk + 1 + αJ3[k

′ + k2]]

)
+

(
z 2αJ3

−2αJ3k̄ −z

)
+

+λ

(−2 0

0 2

)

- para n = 3

C(3)
J = 1

λ

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−1
2
[zk + 1 + αJ4[2k̄

′ + 3kk′ + k′′+ 1 + αJ4[2k̄ + k2 + k′]+

2kk̄ + k3]] + T2αJ3[k
′ + k2] T2αJ3k

−k̄ + αJ4[k
′k̄ + kk̄′ − k̄′′ − 2k̄2− 1

2
[zk + 1 + αJ4[2k̄

′ + 3kk′ + k′′+

k2k̄] + T2αJ3[k̄
′ − kk̄] 2kk̄ + k3]] + T2αJ3[k

′ + k2]

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+

+

(
z + 2αJ4k̄ 2αJ4k + T2αJ3k

2αJ4[k̄
′ − kk̄]− 2T2αJ3k̄ −z − 2αJ4k̄

)
+ λ

( −2T2 4αJ4

−4αJ4k̄ 2T2

)
+ λ2

(−4 0

0 4

)

Analogamente ao que foi feito para a hierarquia AKNS, usaremos a condição de

compatibilidade

∂AJ

∂λ
− ∂C(n)

J

∂zn
+ [AJ , C(n)

J ] = 0,

Assim, na projeção de ordem O(−1) em λ temos
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⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

k + zk′ =
∑n

m=2 Tm[2∂zÂ
J(m)
0 − 2k̄B̂

J(m)
0 − 2Ĉ

J(m)
0 ] (3.40a)

2J̄ + zk̄ =
∑n

m=2 Tm[∂zĈ
J(m)
0 + 2k̄Â

J(m)
0 − kĈ

J(m)
0 ] (3.40b)

∂zB̂
J(m)
0 =

∑n
m=2 Tm[−2Â

J(m)
0 − kB̂

J(m)
0 ] (3.40c)

Novamente, após pegarmos a projeção de ordem O(j − 1) para j = 1, ..., n em λ

podemos pegar também a projeção em Tm. Desta forma, as relações abaixo devem

ser satisfeitas para os ı́ndices pertencentes ao conjunto F = {{j ≤ m ≤ n} ∩ {m ≥
2} ∩ {1 ≤ j ≤ n}|j,m ∈ IN}

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∂zÂ
J(m)
i = k̄B̂

J(m)
i + Ĉ

J(m)
i (3.41a)

∂zB̂
J(m)
i = −2Â

J(m)
i − kB̂

J(m)
i + 2B̂

J(m)
i−1 (3.41b)

∂zĈ
J(m)
i = −2k̄Â

J(m)
i + kĈ

J(m)
i − 2Ĉ

J(m)
i−1 (3.41c)

Substituindo a forma reduzida de A
J(n)
i , B

J(n)
i e C

J(n)
i , obtemos

k + znk
′ +

n∑
m=2

Tmξm+1∂zn

[
(∂zn + k)

δĤJ,m

δk̄
+ 2

δĤJ,m

δk

]
= 0 (3.42)

2k̄ + znk̄
′ +

n∑
m=2

Tmξm+1

[
(k∂zn − ∂2

zn)
δĤJ,m

δk
+ (2k̄∂zn + k̄′)

δĤJ,m

δk̄

]
= 0 (3.43)

Portanto, obtemos as equações (3.35) e (3.36) com todos os tempos transforma-

dos conforme o esperado.

3.4 Modelo KP de dois bósons quadráticos

Para esta base apenas os parênteses de Poisson 2 e 3 são locais. Assim, de acordo

com a referência [11], os parênteses 2 são dados por

{j(x), j̄(y)}2 = δ′(x− y)
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{j(x), j(y)}2 = {j̄(x), j̄(y)}2 = 0

e os parênteses 3 são

{j(x), j̄(y)}3 = (j̄(x) + j(x))δ′(x− y) + j′(x)δ(x− y)− δ′′(x− y)

{j(x), j(y)}3 = 2j(x)δ′(x− y) + j′(x)δ(x− y)

{j̄(x), j̄(y)}3 = 2j̄(x)δ′(x− y) + j̄′δ(x− y)

Agora, buscaremos uma relação de recorrência de Lenard entre as hamiltonianas

fazendo

λn{j(x), Hj,n}2 = {j(x), Hj,n−1}3
σn{j̄(x), Hj,n}2 = {j̄(x), Hj,n−1}3

Abrindo as expressões acima temos

λn

∫ ∞

−∞
dy{j̄(x), j(y)}2 δHj,n

δj(y)
=

∫ ∞

−∞
dy

[
{j̄(x), j(y)}3 δHj,n−1

δj(y)
+{j̄(x), j̄(y)}3 δHj,n−1

δj̄(y)

]

σn

∫ ∞

−∞
dy{j(x), j̄(y)}2 δHj,n

δj̄(y)
=

∫ ∞

−∞
dy

[
{j(x), j(y)}3 δHj,n−1

δj(y)
+{j(x), j̄(y)}3 δHj,n−1

δj̄(y)

]

Substituindo os parênteses de Poisson, encontramos a relação de recorrência de

Lenard para o modelo de 2-bósons quadráticos, isto é

λn∂x
δHj,n

δj̄
= [(j̄ + j)∂x + j′ − ∂2

x]
δHj,n−1

δj̄
+ [2j∂x + j′]

δHj,n−1

δj
(3.44)

σn∂x
δHj,n

δj
= [2j̄∂x + j̄′]

δHj,n−1

δj̄
+ [(j̄ + j)∂x + j̄′ + ∂2

x]
δHj,n−1

δj
(3.45)

Novamente, podemos encontrar as derivadas funcionais de todas as constantes de

movimento partindo de uma hamiltoniana inicial, usando (3.44) e (3.45) e fazendo

λ−1
n = σ−1

n = ξn.

Assim, partindo de

Hj,0 =
1

2

∫
(j + j̄) ⇒ δHj,0

δj
=

δHj,0

δj̄
=

1

2
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e usando a notação

αji =
i∏

p=1

ξp

teremos as primeiras derivadas funcionais dadas na tabela 3.10.

Tabela 3.10: Derivadas funcionais do modelo de 2-bósons quadráticos
δHj,1

δj(x)
= αj1j̄(x)

δHj,1

δj̄(x)
= αj1j(x)

δHj,2

δj
= αj2[j̄

′ + 2jj̄ + j̄2]
δHj,2

δj̄
= αj2[−j′ + j2 + 2jj̄]

δHj,3

δj
= αj3[j̄

′′ + 3jj̄′ + 3j̄j̄′ + 3j2j̄ + 6jj̄2+
δHj,3

δj̄
= αj3[j

′′ − 3jj′ − 3j′j̄ + j3 + 6j2j̄+

j̄3] 3jj̄2]

As primeiras hamiltonianas so dadas na tabela 3.11.

Tabela 3.11: Hamiltonianas do modelo de 2-bósons quadráticos

Hj,0 =
1
2

∫
dx(j + j̄)

Hj,1 = α1

∫
dxjj̄

Hj,2 = α2

∫
dx(−j′j̄ + j2j̄ + jj̄2)

Hj,3 = α3

∫
dx(j′′j̄ − 3jj′j̄ − 2j′j̄2 − jj̄j̄′ + j3j̄ + 3j2j̄2 + jj̄3)
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Definiremos os ı́ndices dos tempos tal que o tempo t1 seja x, assim temos

∂j

∂tn
= {j(x), Hjn}2 = ξn{j(x), Hjn−1}3 = ∂

∂x

δHj,n

δj̄

∂j̄

∂tn
= {j̄(x), Hjn}2 = ξn{j̄(x), Hjn−1}3 = ∂

∂x

δHj,n

δj

Explicitamente, as equações de movimento são dadas na tabel 3.12.

Tabela 3.12: Equações de movimento do modelo de 2-bósons quadráticos
∂j
∂t1

= α1∂xj
∂j̄
∂t1

= α1∂xj̄

∂j
∂t2

= α2∂x[−j′ + j2 + 2jj̄] ∂j̄
∂t2

= α2∂x[j̄
′ + 2jj̄ + j̄2]

∂j
∂t3

= α3∂x[j
′′ − 3jj′ − 3j′j̄ + j3+ ∂j̄

∂t3
= α3∂x[j̄

′′ + 3jj̄′ + 3j̄j̄′ + 3j2j̄+

6j2j̄ + 3jj̄2] 6jj̄2 + j̄3]

Fazendo a redução por auto-similaridade

zn = (ntn)
− 1

nx, j(x) = (ntn)
− 1

nw(zn), j̄(x) = (ntn)
− 1

n w̄(zn),

reduzimos as equações de movimento e temos

- para n = 2

w + z2wz2 = −α2∂x[−j′ + j2 + 2jj̄]

w̄ + z2w̄z2 = −α2∂x[j̄
′ + 2jj̄ + j̄2]

- para n = 3

w + z3wz3 = −α3∂x[j
′′ − 3jj′ − 3j′j̄ + j3 + 6j2j̄ + 3jj̄2]

w̄ + z3w̄z3 = −α3∂x[j̄
′′ + 3jj̄′ + 3j̄j̄′ + 3j2j̄ + 6jj̄2 + j̄3]
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Para o modelo de dois bósons quadráticos temos um lema bastante similar ao

dos modelos anteriores e nos permitirá construir uma expressão geral para a nova

hierarquia.

Lema 3. Sob a redução por auto-similaridade

zn = (ntn)
− 1

nx, j(x) = (ntn)
− 1

nw(zn), j̄(x) = (ntn)
− 1

n w̄(zn),

a derivada funcional das hamiltonianas do modelo de 2-bósons quadráticos se trans-

formam como

δHj,i

δj
= (ntn)

− i
n
δĤj,i

δw
,

δHj,i

δj̄
= (ntn)

− i
n
δĤj,i

δw̄

sendo que usamos a notação Ĥj,i = Hj,i(w, w̄).

Demonstração. Como foi nos lemas anteriores, a demonstração deste lema também

segue por indução . Podemos ver facilmente para a primeira e a segunda hamilto-

niana que a transformação por auto-similaridade é

⎧⎨
⎩

δHj,0

δj
= 1

2
≡ δĤj,0

δw

δHj,0

δj̄
= 1

2
≡ δĤj,0

δw̄

⎧⎨
⎩

δHj,1

δj
= (ntn)

− 1
nαj1w̄ ≡ (ntn)

− 1
n
δĤj,1

δw

δHj,1

δj̄
= (ntn)

− 1
nαj1w ≡ (ntn)

− 1
n
δĤj,1

δw̄

Agora assumindo que para m vale

δHj,m

δj
= (ntn)

−m
n
δĤj,m

δw
,

δHj,m

δj̄
= (ntn)

−m
n
δĤj,m

δw̄

queremos ver que para m + 1 o lema também é valido. Para isso usamos a relação

de recorrência (3.44) e (3.45) tal que
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δHj,m+1

δj
= ∂−1

x

[
[(j̄ + j)∂x + j′ − ∂2

x]
δHj,n−1

δj̄
+ [2j∂x + j′] δHj,n−1

δj

]
=

(ntn)
− (m+1)

n ∂−1
zn

[
[(w̄ + w)∂z ++w′ − ∂2

z ]
δĤj,n−1

δw̄
+ [2w∂z + w′] δĤj,n−1

δw

]
≡ (ntn)

− (m+1)
n

δĤj,m+1

δw

δHj,m+1

δj̄
= ∂−1

x

[
[2j̄∂x + j̄′] δHj,n−1

δj̄
+ [(j̄ + j)∂x + j̄′ + ∂2

x]
δHj,n−1

δj

]
=

(ntn)
− (m+1)

n ∂−1
zn

[
[2w̄∂z + w̄′] δĤj,n−1

δw̄
+ [(w̄ + w)∂z + w̄′ + ∂2

z ]
δĤj,n−1

δw

]
≡ (ntn)

− (m+1)
n

δĤj,m+1

δw̄

Utilizando o lema acima, encontramos uma expressão geral para a hierarquia de

equações diferenciais ordinárias correspondentes ao modelo de dois bósons quadráticos,

ou seja

w + znwzn + ∂zn
δĤj,n

δw̄
= 0 (3.46)

w̄ + znw̄zn + ∂zn
δĤj,n

δw
= 0 (3.47)

3.4.1 Representação matricial do par de Lax para o modelo

de dois bósons quadráticos

Para esta base, a representação matricial do par Lax, ou seja,

∂Ψ

∂x
= LjΨ,

∂Ψ

∂tm
= M(m)

j Ψ

é dada por

Lj =

( 1
2
(j + j̄ − 2ε) j

−j̄ −1
2
(j + j̄ − 2ε)

)
, M(m)

j =
m∑
i=0

εi
(
A

j(m)
i B

j(m)
i

C
j(m)
i −A

j(m)
i

)

Sendo que novamente assumimos uma forma conveniente de M(m)
j . Agora só nos

falta determinar os coeficientes A
j(m)
i , B

j(m)
i e C

j(m)
i nesta base.
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Note que temos

[M(m)
j ,Lj] =

m∑
i=0

εi
( −(j̄B

(m)
i + jC

(m)
i ) (2jA

j(m)
i + (2ε− j − j̄)B

j(m)
i )

(2j̄A
j(m)
i − (2ε− j − j̄)C

j(m)
i ) (j̄B

j(m)
i + jC

j(m)
i )

)

Assim, usaremos o método de curvatura nula, isto é

∂Lj

∂tm
− ∂M(m)

j

∂x
= [M(m)

j ,Lj] (3.48)

Pegando a projeção na ordem O(0) em ε, temos as seguintes relações

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∂tmj + ∂tm j̄ = 2∂xA
j(m)
0 − 2j̄B

j(m)
0 − 2jC

j(m)
0 (3.49a)

∂tmj = ∂xB
j(m)
0 + 2jA

j(m)
0 − (j + j̄)B

j(m)
0 (3.49b)

∂tm j̄ = −∂xC
j(m)
0 − 2j̄A

j(m)
0 − (j + j̄)C

j(m)
0 (3.49c)

Enquanto a projeção na ordem O(i) em ε para i = 1, 2, ...,m, nos dá as relações

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∂xA
j(m)
i = j̄B

j(m)
i + jC

j(m)
i (3.50a)

∂xB
j(m)
i = −2jA

j(m)
i + (j + j̄)B

j(m)
i − 2B

j(m)
i−1 (3.50b)

∂xC
j(m)
i = −2j̄A

j(m)
i − (j + j̄)C

j(m)
i + 2C

j(m)
i−1 (3.50c)

Novamente podemos verificar que ao pegarmos a projeção O(m + 1) temos

B
j(m)
m = C

j(m)
m = 0, o que de imediato implica que A

(m)
m será uma constante de-

vido a equação (3.50a).

Veja que as relações (3.49a), (3.49b) e (3.49c) são satisfeitas para

A
j(m)
0 =

ξm
2

[
(∂x + j + j̄)

δHj,m−1

δj
− (∂x − j − j̄)

δHj,m−1

δj̄

]

B
j(m)
0 = ξm

[
(j−∂x)

δHj,m−1

δj̄
+j

δHj,m−1

δj

]
, C

j(m)
0 = −ξm

[
(∂x+j̄)

δHj,m−1

δj
+j̄

δHj,m−1

δj̄

]
,

Sempre tendo em mente a relação de Lenard, (3.44) e (3.45), e as relações (3.50a),

(3.50b) e (3.50c) são satisfeitas para

A
j(m)
i = −2i

( i∏
p=0

ξm−p

)
∂−1
x

[
j̄∂x

δHj,m−i−1

δj̄
+ j∂x

δHj,m−i−1

δj

]
,
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B
j(m)
i = 2i

( i∏
p=0

ξm−p

)[
(j − ∂x)

δHjm−i−1

δj̄
+ j

δHjm−i−1

δj

]
,

C
j(m)
i = −2i

( i∏
p=0

ξm−p

)[
(j̄ + ∂x)

δHj,m−i−1

δj
+ j̄

δHj,m−i−1

δj̄

]

para i = 1, 2, ...,m− 1 e também

Aj(m)
m = −2m−1, Bj(m)

m = Cj(m)
m = 0

Afim de ilustrar o algoritmo, expomos explicitamente a forma de M(2) e M(3),

isto é

M(2) =

( 1
2
αj2[j̄

′ − j′ + (j′ + j̄)2] αj2[−j′ + j(j + j̄)]

−αj2[j̄
′ + j̄(j + j̄)] −1

2
αj2[j̄

′ − j′ + (j′ + j̄)2]

)
+ε

(
0 2αj2j

−2αj2j̄ 0

)
+

+ε2
(−2 0

0 2

)

e também

M(3) =

( 1
2
αj3[j̄

′′ + j′′ + 2j̄j̄′ − 2jj′ + (j̄′ − j′ + (j + j̄2 + 2jj̄)(j + j̄)]

−αj3[j̄
′′ + 3j̄j̄′ + j̄3 + 4jj̄2 + j2j̄ + j′j̄ + 2jj̄′]

αj3[j
′′ − 3jj′ + j3 + 4j2j̄ + jj̄2 − 2j′j̄ − jj̄′]

−1
2
αj3[j̄

′′ + j′′ + 2j̄j̄′ − 2jj′ + (j̄′ − j′ + (j + j̄2 + 2jj̄)(j + j̄)]

)
+

+ε

( −2αj3jj̄ 2αj3[−j′ + j(j + j̄)]

−2αj3[j̄
′ + j̄(j + j̄)] 2αj3jj̄

)
+

+ε2
(

0 4αj3j

−4αj3j̄ 0

)
+ ε3

(−4 0

0 4

)

Veremos na seção seguinte como a hierarquia PIV surge de forma natural pelo

problema linear de Jimbo-Miwa para está base.
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3.4.2 Problema linear de Jimbo-Miwa para o modelo de dois

bósons quadráticos

Usando a forma geral do par Lax que obtivemos na seção anterior podemos encontrar

as matrizes do problema linear de Jimbo-Miwa nesta base analogamente ao que

fizemos para os campos anteriores. Usando o lema que demonstramos acima para

o campo de dois bósons quadráticos, podemos encontrar os coeficientes da matrix

M(n) após uma redução por auto-similaridade, ou seja

A
j(m)
i (j, j̄) → (ntn)

(i−m)
n Â

j(m)
i (w, w̄), ⇒ εiA

j(m)
i (j, j̄) → (ntn)

−m
n λiÂ

j(m)
i (w, w̄)

Diferentemente dos modelos anteriores, neste modelo também temos

εiB
j(m)
i (j, j̄) → (ntn)

−m
n λiB̂

j(m)
i (w, w̄), εiC

j(m)
i (j, j̄) → (ntn)

−m
n λiĈ

j(m)
i (w, w̄)

Assim, ficamos com

Lj =

( 1
2
(j + j̄ − 2ε) j

−j̄ −1
2
(j + j̄ − 2ε)

)
→ L̂j = (ntn)

1
n

(−1
2
(w + w̄ − 2λ) w

−w̄ −1
2
(w + w̄ − 2λ)

)

M(m)
j =

m∑
i=0

εi
(
A

j(m)
i B

j(m)
i

C
(m)
i −A

j(m)
i

)
→ M̂(m)

j = (ntn)
−m

n

m∑
i=0

λi

(
Â

j(m)
i B̂

j(m)
i

Ĉ
j(m)
i −Â

j(m)
i

)

desta forma, podemos ver facilmente que

U =

(
1 0

0 1

)

Como foi visto no caṕıtulo 2, o problema linear de Jimbo-Miwa é dado por (2.11),

(2.12) e (2.13), ou seja,

∂Ψ

∂zn
= AjΨ, m

∂Ψ

∂Tm

= B(m)
j Ψ,

∂Ψ

∂λ
= C(n)

j Ψ, m = 2, ...n− 1

e será determinado para este caso pelas matrizes

Aj =

(−1
2
(w + w̄ − 2λ) −w

w̄ 1
2
(w + w̄ − 2λ)

)
, B(m)

j =
m∑
i=0

λi

(
Â

j(m)
i B̂

j(m)
i

Ĉ
j(m)
i −Â

j(m)
i

)
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C(n)
j =

1

λ

[
zn

( 1
2
(w + w̄ − 2λ) w

−w̄ −1
2
(w + w̄ − 2λ)

)
+

n∑
m=2

Tm

m∑
i=0

λi

(
Â

(m)
i B̂

(m)
i

Ĉ
(m)
i −Â

(m)
i

)]

E sendo que as matrizes C(n)
j para os primeiros n, são:

-para n = 2

C(2) = 1
λ

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
2
[z2(w + w̄) + αj2[w̄

′ − w′+ w + αj2[−w′ + w(w + w̄)]

(w′ + w̄)2]]

−w̄ − αj2[w̄
′ + w̄(w + w̄)] −1

2
[z2(w + w̄) + αj2[w̄

′ − w′+

(w′ + w̄)2]]

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+

( −z2 2αj2w

−2αj2w̄ z2

)
+ λ

(−2 0

0 2

)

-para n = 3

C(3) = 1
λ

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
2
[z3(ww̄) + αj3[w̄

′′ + w′′+ w + αj3[w
′′ − 3ww′ + w3+

2w̄w̄′ − 2ww′ + (w̄′ − w′+ 4w2w̄ + ww̄2 − 2w′w̄ − ww̄′]+

(w + w̄)2 + 2ww̄)(w + w̄)]+ T2αj2[−w′ + w(w + w̄)]

T2αj2[w̄
′ − w′ + (w′ + w̄)2]]

−w̄ − αj3[w̄
′′ + 3w̄w̄′ + w̄3+ −1

2
[z3(w + w̄)αj3 + [w̄′′ + w′′+

4ww̄2 + w2w̄ + w′w̄ + 2ww̄′]− 2w̄w̄′ − 2ww′ + (w̄′ − w′+

T2αj2[w̄
′ + w̄(w + w̄)] (w + w̄)2 + 2ww̄)(w + w̄)]+

T2αj2[w̄
′ − w′ + (w′ + w̄)2]]

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+

+

( −z − 2αj3ww̄ 2αj3[−w′ + w(w + w̄)] + 2T2αj2w

−2αj3[w̄
′ + w̄(w + w̄)]− 2T2αj2w̄ z + 2αj3ww̄

)
+

+λ

( −2T2 4αj3k

−4αj3k̄ 2T2

)
+ λ2

(−4 0

0 4

)
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Analogamente ao que foi feito para a hierarquia AKNS e de dois bósons, usando

a condição de compatibilidade

∂A
∂λ

− ∂C(n)

∂zn
+ [A, C(n)] = 0,

e pegando a projeção na ordem O(−1) em λ temos

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

(zw)z + (zw̄)z =
∑n

m=2 Tm[−2∂zÂ
(m)
0 + 2w̄B̂

(m)
0 + 2wĈ

(m)
0 ] (3.51a)

(zw)z =
∑n

m=2 Tm[−∂zB̂
(m)
0 − 2wÂ

(m)
0 + (w + w̄)B̂

(m)
0 ] (3.51b)

(zj̄)z =
∑n

m=2 Tm[∂zĈ
(m)
0 + 2w̄Â

(m)
0 + (w + w̄)Ĉ

(m)
0 ] (3.51c)

Após pegarmos a projeção de ordem O(j − 1) para j = 1, ..., n em λ pegaremos

a projeção em Tm, tal que as relações abaixo devem ser satisfeitas para os ı́ndices

pertencentes ao conjunto F = {{j ≤ m ≤ n} ∩ {m ≥ 2} ∩ {1 ≤ j ≤ n}|j,m ∈ IN}

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∂zÂ
(m)
i = w̄B̂

(m)
i + wĈ

(m)
i (3.52a)

∂zB̂
(m)
i = −2wÂ

(m)
i + (w + w̄)B̂

(m)
i − 2B̂

(m)
i−1 (3.52b)

∂zĈ
(m)
i = −2w̄Â

(m)
i − (w + w̄)Ĉ

(m)
i + 2Ĉ

(m)
i−1 (3.52c)

Desta forma, substituindo Â
j(m)
i , B̂

j(m)
i e Ĉ

j(m)
i , as equações (3.52) são satisfeitas

e de (3.51) obtemos

w + zwz +
n∑

m=2

Tm∂z
δĤj,m

δw̄
= 0

w̄ + zw̄z +
n∑

m=2

Tm∂z
δĤj,m

δw
= 0

Ou seja, obtemos as equações (3.46) e (3.47) com todos os tempos transformados

e verificamos assim o problema linear de Jimbo-Miwa para os três modelos traba-

lhados. No próximo caṕıtulo, veremos como esta hierarquia pode ser transformadas

na hierarquia compat́ıvel com a equação PIV.



Caṕıtulo 4

Hierarquia PIV

No caṕıtulo anterior, vimos como obter hierarquias de equações diferenciais or-

dinárias a partir de modelos integráveis; contudo, ainda não foi mostrado expli-

citamente como estas hierarquias se relacionam com as equações de Painlevé. Neste

caṕıtulo, veremos o motivo pelo qual os modelos tratados no caṕıtulo anterior estão

associados a equação PIV e construiremos a primeira hamiltoniana da hierarquia

PIV através da lagrangiana do sistema.

Contrariando ao que poderiamos inferir da literatura, em particular [12], vere-

mos na primeira seção que construir a hierarquia PIV a partir do modelo AKNS é

algo muito dif́ıcil de se fazer. Por outro lado, utilizando o modelo de dois bósons

quadráticos, obtemos a hierarquia PIV de forma muito mais natural do que a obtida

pela primeira vez em [16].

4.1 Hierarquia de equações diferenciais ordinárias

compat́ıveis com a equação PIV

Se olharmos para a forma da equação PIV na tabela 2.1 do caṕıtulo 1, veremos

que uma hierarquia correspondente a equação PIV deve possuir dois parâmetros.

Em nossa tentativa de obter a hierarquia PIV a partir do modelo AKNS, teremos

uma constante devido a simetria da redução por auto-similaridade e outra devido a

58
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integração . Já nos outros dois modelos obteremos ambas as constantes da integração

.

Para esta caṕıtulo, usaremos uma notação simplificada e denotaremos as variáveis

das equações diferenciais ordinárias, zn, simplesmente por z.

4.1.1 Equação PIV a partir do AKNS

Nesta subseção , baseando-se na referência [9], obteremos a equação PIV a partir

da redução por auto-similaridade do modelo AKNS para o tempo t2. Ou seja,

(1− γ2)R + zR′ = −[2R2Q−R′′], (1 + γ2)Q+ zQ′ = [2Q2R−Q′′] (4.1)

Para isso, vamos definir as funções

Y = −
[Qz

Q
+ z

]
, W =

[Rz

R
− z

]
, Γ = RQ (4.2)

Note que

Y 2 =
(Qz

Q

)2

− 2zY − z2, W 2 =
(Rz

R

)2

− 2zW − z2

Yz = −
(Qzz

Q

)
+ Y 2 + 2zY + z2 − 1, Wz =

(Rzz

R

)
−W 2 − 2zW − z2 − 1

Γz = RQ[W − Y ] = Γ[W − Y ] (4.3)

Podemos reescrever (4.1) como

(1− γ2) + z
(Rz

R

)
+ 2RQ−

(Rzz

R

)
= 0

(1 + γ2) + z
(Qz

Q

)
− 2RQ+

(Qzz

Q

)
= 0

Transformando as equações acima para os campos W e Y , temos

Wz = 2Γ−W 2 − zW − γ2 (4.4)

Yz = −2Γ + Y 2 + zY + γ2 (4.5)
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Agora utilizando (4.1), vamos construir uma relação auxiliar que relacione Y e

W . Para isso faremos

[(zQ+Qz)(zR−Rz)]z = (zQ+Qz)z(zR−Rz) + (zQ+Qz)(zR−Rz)z =

= (2q2r − γ2Q)(zR−Rz) + (zQ+Qz)(γ2R− 2R2Q) = [γ2RQ−R2Q2]z

Integrando e pondo a constante de integração igual a ν, temos

RQ
(
z +

Qz

Q

)(
z − Rz

R

)
= RQ(γ2 −RQ) + ν ⇒

ΓYW = γ2Γ− Γ2 + ν (4.6)

Substituindo (4.6) em (4.3) podemos ter

Γz = γ2
Γ

Y
− Γ2

Y
+

γ2
Y

− ΓY (4.7)

ou

Γz = −γ2
Γ

W
+

Γ2

W
− γ2

W
+ ΓW (4.8)

Derivando novamente as equações (4.4) e (4.5), temos

Wzz = 2Γz − 2WWz −W − zWz (4.9)

Yzz = −2Γz + 2Y Yz + Y + zYz (4.10)

Substituindo (4.8) em (4.9) e utilizando (4.4) para eliminar Γ, temos

Wzz =
W 2

z

2W
+

3

2
W 3 + 2zW 2 + (

z2

2
+ γ2 − 1)W − (γ2 + 2ν)

2W
(4.11)

Substituindo (4.7) em (4.10) e utilizando (4.5) para eliminar Γ, temos

Yzz =
Y 2
z

2Y
+

3

2
Y 3 + 2zY 2 + (

z2

2
+ γ2 + 1)Y − (γ2 + 2ν)

2Y
(4.12)

Estas são equações PIV, mas podemos escrever a forma mais conhecida delas

fazendo as tranformações

W → W√
2
, Y → Y√

2
, z →

√
2z, α± = −(γ2 ± 1), β = −(γ2 + 2ν)

4
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Assim ficamos com

Wzz =
W 2

z

2W
+

3

2
W 3 + 4zW 2 + 2(z2 − α−)W +

β

W
(4.13)

Yzz =
Y 2
z

2Y
+

3

2
Y 3 + 4zY 2 + 2(z2 − α+)Y +

β

Y
(4.14)

4.1.2 Hierarquia PIV a partir do modelo AKNS

O fato de obtermos a equação PIV a partir do modelo AKNS sugere que podemos

construir uma hierarquia de equações do tipo Painlevé a partir deste modelo. Con-

tudo, tal construção pode ser muito dif́ıcil ou talvez imposśıvel de ser feita porque

não conseguimos obter o parâmetro de integração em equações de ordem superiores.

Embora não tenhamos obtido êxito com o modelo AKNS, mencionaremos duas

tentativas para eventuais consultas futuras.

Tentativa 1: Campos Y e W independentes da equação

Nosso objetivo é usar a equação que obtemos através da transformação de auto-

similaridade para o AKNS, isto é

(1− γn)R(z) + zRz(z)− δĤAKNS,n

δQ(z)
= 0 (4.15)

(1 + γn)Q(z) + zQz(z) +
δĤAKNS,n

δR(z)
= 0, (4.16)

para gerar nossa hierarquia PIV. Vamos definir os seguintes campos,

Y = −
[Qz

Q
+ z

]
, W =

[Rz

R
− z

]
, Γ = RQ.

O campo Γ terá apenas uma função auxiliar nos cálculos e deverá ser eliminado

no final.

Para t3 temos

(1− γ3)R + zRz + [6RRzQ−Rzzz] = 0 (4.17)
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(1 + γ3)R + zRz + [6QQzR−Qzzz] = 0 (4.18)

Note que

Γz = RzQ+RQz = Γ(W − Y )

Γzz = RzzQ+ 2QzRz +RQzz = Γ[(W − Y )2 + (W − Y )z]

Rzzz

R
=

d2

dz2

(Rz

R

)
+3

(Rz

R

) d

dz

(Rz

R

)
+
(Rz

R

)3

= Wzz+3(W + z)(Wz+1)+(W + z)3

Qzzz

Q
=

d2

dz2

(Qz

Q

)
+3

(Qz

Q

) d

dz

(Qz

Q

)
+
(Qz

Q

)3

= −Yzz +3(Y + z)(Yz +1)− (Y + z)3

Dividindo (4.17) por R e (4.18) por Q, temos

(1− γ3) + z
(Rz

R

)
+ 6

(Rz

R

)
RQ−

(Rzzz

R

)
= 0

(1 + γ3) + z
(Qz

Q

)
+ 6

(Qz

Q

)
RQ−

(Qzzz

Q

)
= 0

Ou seja

(1− γ3)+ z(W + z)+ 6Γ(W + z)+Wzz +3(W + z)(Wz +1)+ (W + z)3 = 0 (4.19)

(1 + γ3)− z(Y + z)− 6Γ(Y + z)− Yzz + 3(Y + z)(Yz + 1)− (Y + z)3 = 0 (4.20)

Derivando as equações acima temos

(W + z) + z(Wz + 1) + 6Γz(W + z) + 6Γ(Wz + 1) +Wzzz + 3(Wz + 1)2+

3(W + z)Wzz + 3(W + z)2(Wz + 1) = 0

(Y + z) + z(Yz + 1) + 6Γz(Y + z) + 6Γ(Yz + 1) + Yzzz − 3(Yz + 1)2−

3(Y + z)Yzz + 3(Y + z)2(Yz + 1) = 0

O problema deste procedimento está na hora de encontrar uma relação que re-

lacione W com Y , assim como foi feito para a equação PIV, pois há dificuldades na

hora de integrar tal relação .
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Tentativa 2: Campos Y e W dependentes da equação

Utilizando as relações de recorrência para o AKNS podemos escrever (4.15) e (4.16)

como

[
zR− δĤAKNS,n−1

δQ

]
z
= γnR− 2R∂−1

z

[
Q
δĤAKNS,n−1

δQ
−R

δ ˆAKNS,Hn−1

δR

]
(4.21)

[
zQ− δĤAKNS,n−1

δR

]
z
= −γnQ− 2Q∂−1

z

[
R
δĤAKNS,n−1

δR
−Q

δĤAKNS,n−1

δQ

]
(4.22)

Assim, vamos definir Y e W como

Wn = −
[
z − 1

R

δĤAKNS,n−1

δQ

]
, Yn = −

[
z − 1

Q

δĤAKNS,n−1

δR

]
, Γ = RQ

fn = ∂−1
z

[
Q
δĤAKNS,n−1

δQ
−R

δĤAKNS,n−1

δR

]

Utilizando (4.21) e (4.22), podemos construir uma expressão que relacione Y e

W . Assim[(
zQ− δĤAKNS,n−1

δR

)(
zR− δĤAKNS,n−1

δQ

)]
z
=

(
zQ− δĤAKNS,n−1

δR

)
z

(
zR− δĤAKNS,n−1

δQ

)
+

(
zQ− δĤAKNS,n−1

δR

)(
zR− δĤAKNS,n−1

δQ

)
z
= γn

[
Q

δĤAKNS,n−1

δQ
−R

δĤAKNS,n−1

δR

]
−

2
[
Q

δĤAKNS,n−1

δQ
−R

δĤAKNS,n−1

δR

]
∂−1
z

[
Q

δĤAKNS,n−1

δQ
−R

δĤAKNS,n−1

δR

]
Integrando temos

ΓWnYn = γnfn − [fn]
2 + αn (4.23)

Note que podemos reescrever as expressões (4.21) e (4.22) como

Wn,z = −γn + 2fn −
(Rz

R

)
Wn (4.24)

Yn,z = γn − 2fn −
(Qz

Q

)
Yn (4.25)

Note que

∂zfn = Γ(Wn − Yn)
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Utilizando (4.23) e (4.24) ou (4.25) temos

∂zfn = ΓWn −
(
αn +

γ2
n

4

) 1

Wn

+
W 2

n,z

4Wn

+
1

2

(Rz

R

)
Wn,z +

1

4

(Rz

R

)2

Wn (4.26)

ou

∂zfn = −ΓYn +
(
αn − γ2

n

4

) 1

Yn

− Y 2
n,z

4Yn

− 1

2

(Qz

Q

)
Yn,z − 1

4

(Qz

Q

)2

Yn (4.27)

Derivando novamente (4.24), (4.25) e substituindo as relações acima para ∂zfn

apropriadamente, temos

Wn,zz =
W 2

n,z

2Wn

−
(
2αn +

γ2
n

2

) 1

Wn

+
[
2Γ +

1

2

(Rz

R

)2

− d

dz

(Rz

R

)]
Wn

Yn,zz =
Y 2
n,z

2Yn

−
(
2αn − γ2

n

2

) 1

Yn

+
[
2Γ +

1

2

(Qz

Q

)2

− d

dz

(Qz

Q

)]
Yn

Derivando novamente temos

Wn,zzz =
Wn,zWn,zz

Wn

−1

2

W 3
n,z

W 2
n

+
(
2αn+

γ2
n

2

)Wn,z

W 2
n

+
d

dz

{[
2Γ+

1

2

(Rz

R

)2

− d

dz

(Rz

R

)]
Wn

}

Yn,zzz =
Yn,zYn,zz

Yn

− 1

2

Y 3
n,z

Y 2
n

+
(
2αn − γ2

n

2

)Yn,z

Y 2
n

+
d

dz

{[
2Γ+

1

2

(Qz

Q

)2

− d

dz

(Qz

Q

)]
Yn

}

O problema deste método está nos termos envolvendo R e Q, pois (aparente-

mente) só conseguimos reescrever estes termos em função de Wn e Yn para o caso

n = 2.

Vejamos por exemplo o caso n = 3, em que temos

W3 = −
[
z + 2RQ− Rzz

R

]
, Y3 = −

[
z + 2RQ− Qzz

Q

]

f3 = QRz −QzR

e também

W3,z = −γ3 + 2QRz − 2QzR−
(Rz

R

)
W3

Y3,z = γ3 − 2QRz + 2QzR−
(Qz

Q

)
Y3

A relação da hierarquia AKNS com a hierarquia PIV é um problema que segue

em aberto. Contudo, conseguimos construir a hierarquia PIV a partir do modelo de

dois bósons e de dois bósons quadráticos como será detalhado a seguir.
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4.1.3 Hierarquia PIV a partir do modelo KP reduzida para

dois bósons

A hierarquia PIV foi obtida pela primeira vez na referência [16] utilizando a hie-

rarquia não isospectral de ondas dispesivas na água, mas nesta referência não fica

claro a relação entre os membros da hierarquia PIV e as hamiltonianas. Em nosso

trabalho utilizando o modelo de dois bósons, chegamos na mesma expressão que foi

obtida pela referência [16] a menos de uma redefinição dos campos, mas também

conseguimos uma relação explicita com as hamiltonianas do modelo de dois bósons.

Cosidere as equações de movimento reduzidas (3.42) e (3.43), isto é,

k + zk′ +
n∑

m=2

Tmξm+1∂z

[
(∂z + k)

δĤJ,m

δk̄
+ 2

δĤJ,m

δk

]
= 0 (4.28)

2k̄ + zk̄′ +
n∑

m=2

Tmξm+1

[
(k∂z − ∂2

z )
δĤJ,m

δk
+ (2k̄∂z + k̄′)

δĤJ,m

δk̄

]
= 0 (4.29)

Integrando (4.28) temos

zk +
n∑

m=2

Tmξm+1

[
(∂z + k)

δĤJ,m

δk̄
+ 2

δĤJ,m

δk

]
= γn (4.30)

Vamos também reescrever (4.29) como

k̄+
n∑

m=2

Tmξm+1

[
k∂z

δĤJ,m

δk
+k̄∂z

δĤJ,m

δk̄

]
+∂z

[
zk̄+

n∑
m=2

Tmξm+1

(
−∂z

δĤJ,m

δk
+k̄

δĤJ,m

δk̄

)]
= 0

(4.31)

Multiplicando (4.31) pelo termo f =
(
z+

∑n
m=2 Tmξm+1

δĤJ,m

δk̄

)
, podemos reescreve-

la como

(
1 +

n∑
m=2

Tmξm+1
δĤm

δk̄

)(
zk̄ +

n∑
m=2

Tmξm+1k̄
δĤJ,m

δk̄

)
+ zk

n∑
m=2

Tmξm+1∂z
δĤJ,m

δk
+

( n∑
m=2

Tmξm+1
δĤJ,m

δk̄

)( n∑
m=2

Tmξm+1k∂z
δĤJ,m

δk

)
+
(
z +

n∑
m=2

Tmξm+1
δĤJ,m

δk̄

)
∂z

[
zk̄+
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n∑
m=2

Tmξm+1

(
−∂z

δĤJ,m

δk
+ k̄

δĤJ,m

δk̄

)]
= 0 (4.32)

Somando e subtraindo apropriadamente o termo h =
(
1+

∑n
m=2 Tmξm+1∂z

δĤJ,m

δk̄

)
∂z

δĤJ,m

δk

em (4.32) temos

(
1 +

n∑
m=2

Tmξm+1∂z
δĤJ,m

δk̄

)[
zk̄ +

n∑
m=2

Tmξm+1

(
−∂z

δĤJ,m

δk
+ k̄

δĤm

δk̄

)]
+

(
z +

n∑
m=2

Tmξm+1
δĤJ,m

δk̄

)
∂z

[
zk̄ +

n∑
m=2

Tmξm+1

(
−∂z

δĤJ,m

δk
+ k̄

δĤJ,m

δk̄

)]
+

[
1 + zk +

n∑
m=2

Tmξm+1(∂z + k)
δĤJ,m

δk̄

]( n∑
m=2

Tmξm+1∂z
δĤJ,m

δk

)
= 0

Reescrevendo os dois primeiros termos na forma de uma derivada total e usando

a equação (4.30) para simplificar a equação acima, temos

∂z

{(
z +

n∑
m=2

Tmξm+1
δĤJ,m

δk̄

)[
zk̄ +

n∑
m=2

Tmξm+1

(
−∂z

δĤJ,m

δk
+ k̄

δĤJ,m

δk̄

)]}
+

(
1 + γn − 2

n∑
m=2

Tmξm+1
δĤJ,m

δk

)
∂z

( n∑
m=2

Tmξm+1
δĤJ,m

δk

)
= 0

Note que podemos obter mais um parâmetro integrando a equação acima, ou

seja

(
z +

n∑
m=2

Tmξm+1
δĤJ,m

δk̄

)[
zk̄ +

n∑
m=2

Tmξm+1

(
−∂z

δĤJ,m

δk
+ k̄

δĤJ,m

δk̄

)]
−

1

4

(
1 + γn − 2

n∑
m=2

Tmξm+1
δĤJ,m

δk

)2

= σn (4.33)

Assim, as equações (4.33) e (4.30) geram uma hierarquia de sistemas de equações

acopladas com dois parâmetros que a seguir veremos que está associada a equação

PIV. Em suma nossa hierarquia será dada por

zk +
n∑

m=2

Tmξm+1

[
(∂z + k)

δĤJ,m

δk̄
+ 2

δĤJ,m

δk

]
= γn
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zk̄ +
n∑

m=2

Tmξm+1

[
k̄
δĤJ,m

δk̄
− ∂z

δĤJ,m

δk

]
=

1
4

[
1 + γn − 2

∑n
m=2 Tmξm+1

δĤJ,m

δk

]2
+ σn(

z +
∑n

m=2 Tmξm+1
δĤJ,m

δk̄

)

Sendo que acima reescrevemos a equação (4.33) de forma apropriada. Note que

as derivadas mais altas das equações acima sairão dos termos ∂z
δĤJ,n

δk
e ∂z

δĤJ,n

δk̄
,

tal que para um dado n teremos um sistema de equações diferenciais ordinárias de

ordem n− 1.

Como exemplos expĺıcitos para um único tempo transformado, temos:

-para n = 2

k′ = α−1
J3 [γ2 − zk]− k2 − 2k̄ (4.34)

k̄′ = − [1
2
(1 + γ2)α

−1
J3 − k̄]2 + σ2α

−2
J3

[zα−1
J3 + k]

+ α−1
J3 zk̄ + kk̄ (4.35)

-para n = 3

k′′ = α−1
J4 [γ3 − zk]− [3kk′ + 6kk̄]

k̄′′ =
[1
2
(1 + γ3)α

−1
J4 − 2kk̄ + k̄′]2 + σ3α

−2
J4

[zα−1
J4 + 2k̄ + k2 + k′]

− α−1
J4 zk̄ + [k′k̄ + 2kk̄′ − 2k̄2 − k2k̄]

Vamos mostrar agora que o sistema de equações (4.34) e (4.35) é compativel com

a equação PIV. Utilizando (4.34) para eliminar o campo k̄ do lado direito de (4.35)

e multiplicando por 2, temos

2k̄′ = − [(α−1
J3 + k′) + (α−1

J3 z + k)k]2 + 4σ2α
−2
J3

2(α−1
J3 z + k)

−(α−1
J3 z+k)2k+(α−1

J3 z+k)(α−1
J3γ2−k′)

(4.36)

Derivando (4.34) temos

k′′ = −(α−1
J3 z + k)k′ − (α−1

J3 + k′)k − 2k̄′ (4.37)

Substituindo (4.36) em (4.37) temos

k′′ =
[(α−1

J3 + k′) + (α−1
J3 z + k)k]2 + 4σ2α

−2
J3

2(α−1
J3 z + k)

+(α−1
J3 z+k)2k−(α−1

J3 z+k)α−1
J3γ2−(α−1

J3+k′)k
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Fazendo a mudança de campos

y = α−1
J3 z + k

temos

y′′ =
[y′ + y(y − α−1

J3 z)]
2 + 4σ2α

−2
J3

2y
+ y2(y − α−1

J3 z)− yα−1
J3γ2 − y′(y − α−1

J3 z)

Através de algumas manipulações simples da expressão acima temos

y′′ =
(y′)2

2y
+

3

2
y3 − 2α−1

J3 zy
2 + 2

(1
4
α−2
J3 z

2 − 1

2
α−1
J3γ2

)
y +

2σ2α
−2
J3

y

Fazendo α−1
J3 = −2 temos exatamente a equação PIV com os seguintes parâmetros

y′′ =
(y′)2

2y
+

3

2
y3 + 4zy2 + 2(z2 − γ2)y +

8σ2

y

4.1.4 Hierarquia PIV a partir do modelo KP reduzido de

dois bósons quadráticos

Diferentemente das bases de campos do AKNS e do modelo de 2-bósons, para os

campos do modelo de dois bósons quadráticos é bastante simples obtermos uma

hierarquia tipo Painlevé. Integrando (3.46) e (3.47) temos

zw +
δHwn

δw̄
= γn

zw̄ +
δHwn

δw
= σn

ou para o caso ainda mais geral de transformarmos todos os tempos temos

zw +
n∑

m=2

Tm
δĤj,m

δw̄
= γn

zw̄ +
n∑

m=2

Tm
δĤj,m

δw
= σn

Como exemplos explicitos para um único tempo transformado, temos:
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- para n = 2

w′ = α−1
j2 (zw − γ2) + w2 + 2ww̄ (4.38)

w̄′ = α−1
j2 (σ2 − zw̄)− w̄2 − 2ww̄ (4.39)

- para n = 3

w′ = α−1
j3 (γ3 − zw) + 3ww′ + 3w′w̄ − w3 − 6w2w̄ − 3ww̄2

w̄′ = α−1
j3 (σ3 − zw̄)− 3ww̄′ − 3w̄w̄′ − 3w2w̄ − 6ww̄2 − w̄3

Verificaremos agora que a primeira equação de movimento desta hierarquia é

compativel com PIV. Para isso derivamos (4.39) e temos

w̄′′ = −α−1
j2 (w̄ + zw̄′)− 2w̄w̄′ − 2w′w̄ − 2ww̄

Substituindo (4.38) e (4.39) na equação acima temos

w̄′′ = α−2
j2 (z

2w̄−zσ2)+α−1
j2 (−w̄+3zw̄2+2zww̄−2σ2w̄−2σ2w+2γ2w̄)+(2w̄3+2ww̄2+2w2w̄)

(4.40)

Note que de (4.39) temos

(w̄′)2 = α−2
j2 (σ

2
2−2σ2zw̄+z2w̄2)+w̄4+4w2w̄2+α−1

j2 (−2σ2w̄
2−4σ2ww̄+2zw̄3+4zww̄2)+2ww̄3

⇒ 2w2w̄ =
(w̄′)2

2w̄
+α−2

j2

(
− σ2

2

2w̄
+σ2z−z2w̄

2

)
−w̄3

2
+α−1

j2 (σ2w̄+2wσ2−zw̄2−2zww̄)−2ww̄2

Substituindo esta última expressão em (4.40) temos

w̄′′ =
(w̄′)2

2w̄
+

3

2
w̄3 + 2α−1

j2 zw̄
2 + 2

[(α−2
j2

4

)
z2 + α−1

j2

(
γ2 − σ2

2
− 1

2

)]
w̄ − α−2

j2 σ
2
2

2w̄

Fazendo α−1
j2 = 2, encontramos a equação PIV com os seguintes parâmetros

w̄′′ =
(w̄′)2

2w̄
+

3

2
w̄3 + 4zw̄2 + 2(z2 + 2γ2 − σ2 − 1)w̄ − 2σ2

2

w̄

E um processo similar para (4.38) nos dá

w′′ =
(w′)2

2w
+

3

2
w3 + 4zw2 + 2(z2 + 2σ2 − γ2 + 1)w − 2σ2

2

w
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Note que há duas possibilidades de obter a equação PIV a partir do modelo de

dois bósons quadráticos, assim como no modelo AKNS (seção 4.1.1), enquanto que

no modelo de dois bósons apresentamos apenas uma relação com a equação PIV. Isto

ocorre porque as equações de movimento do modelo de dois bósons são bastantes

assimétricas e dificulta o processo. Em suma, obtivemos a hierarquia PIV de forma

mais natural e simétrica a partir do modelo de dois bósons quadráticos do que o

modelo utilizado em [16].

4.2 Primeiras Hamiltonianas das Hierarquias PII

e PIV

Um algoritmo para obter todas as hamiltonianas da hierarquia PIV ainda é objeto de

estudo, embora já haja trabalhos promissores neste sentido como [13]. Na literatura,

as hamiltonianas das equações de Painlevé são usualmente encontradas diretamente

a partir de um sistema de equações diferenciais, como por exemplo as referências [5]

e [17]. Nesta seção apresentaremos uma abordagem que é mais familiar aos f́ısicos,

isto é, construiremos as hamiltonianas a partir das lagrangianas correspondente.

4.2.1 Hamiltoniana H
(PII:1)
α

Como a abordagem utilizada nesta seção difere da utilizada na literatura especiali-

zada nas equações de Painlevé, obteremos as primeiras hamiltonianas de hierarquia

PII antes de obter a hamiltoniana da equação PIV.

Lembre-se que a equação PII é

uzz = zu+ 2u3 + α

Podemos verificar que através da equação de Euler-Lagrange, ou seja

∂L
∂u

− d

dz

∂L
∂u′ = 0,

temos a seguinte lagrangiana correspondente a equação PII:

L(PII:1)
α =

u′2

2
+

u4

2
+

zu2

2
+ αu
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Agora, afim de obtermos a hamiltoniana, definimos as seguintes coordenadas

canônicas

Q = u, P =
∂L(PII:1)

α

∂u′ = u′

Substituindo na transformação de Legendre,

H(PII:1)
α (Q,P, z) = u′P − L(PII:1)

α (Q,P, z),

temos a primeira hamiltoniana da hierarquia PII

H(PII:1)
α (Q,P, z) =

P 2

2
− Q4

2
− zQ2

2
− αQ (4.41)

Note que este método requer um pouco de perspicácia na hora de construir a

lagrangiana, mas ainda sim é um caminho alternativo e mais simples que o método

utilizado em [5].

4.2.2 Relação com a hamiltoniana de Masatoshi Noumi

Vamos verificar agora que a hamiltoniana que obtivemos acima é equivalente a ha-

miltoniana obtida por M. Noumi em [5], ou seja,

HN(q, p, t) =
p2

2
− (q2 +

t

2
)p− bq (4.42)

Fazendo uma transformação canônica com a seguinte função geratriz

F = F3(p,Q, t) + qp

podemos relacionar as hamiltonianas (4.41) e (4.42). Para isso, vamos supor a

seguinte forma para a função F3:

F3 = f(Q, t)p+ g(Q, t)

Conforme detalhado no apêndice C.2, as variáveis novas e antigas se relacionam

da seguinte forma

q = −∂F3

∂p
= −f(Q, t)
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P = −∂F3

∂Q
= −

( ∂f

∂Q

)
p−

( ∂g

∂Q

)
⇒ p = −

( ∂f

∂Q

)−1[( ∂g

∂Q

)
+ P

]

Supondo a seguinte forma para f(Q, t) e g(Q, t):

f(Q, t) = −Q, g(Q, t) =
Q3

3
+

tQ

2
+

t3

24

A função geratriz fica

F3(p,Q, t) = −pQ+
Q3

3
+

tQ

2
+

t3

24

Enquanto que a transformação entre as variáveis novas e antigas fica dada por

q = Q, p =
(
Q2 +

t

2
+ P

)

Reescrevendo a hamiltoniana (4.42) em termos das novas variáveis temos

H(Q,P, t) =
P 2

2
− Q4

2
− tQ2

2
− bQ− t2

8

Assim, a nova hamiltoniana será dada por

K(Q,P, t) = H(Q,P, t) +
∂F3

∂t

ou explicitamente,

K(Q,P, t) =
P 2

2
− Q4

2
− tQ2

2
− (b− 1

2
)Q

Desta forma, vemos que basta ajustar o parâmetro da hamiltoniana acima para

termos a hamiltoniana (4.41). De forma exata, temos a relação

K(Q,P, t) = H
(PII:1)

(b− 1
2
)
(Q,P, z)

4.2.3 Hamiltoniana H
(PII:2)
α

Para complementar, vamos obter também a segunda hamiltoniana da hierarquia PII.

Conforme o desenvolvimento feito no apêndice B, a segunda equação da hierarquia

PII é

u(4) = 10u(u′)2 + 10u2u′′ − 6u5 + zu+ α
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Note que esta é uma equação diferencial de quarta ordem, por isso precisamos

trabalhar o formalismo lagrangiano e hamiltoniano em ordens superiores. Como

nosso problema possui apenas uma variável, a equação de Euler-Lagrange generali-

zada será
∂L
∂u

− d

dz

∂L
∂u′ +

d2

dz2
∂L
∂u′′ +

∞∑
n=3

(−1)n
dn

dzn
∂L
∂u(n)

= 0 (4.43)

Observe que para obtermos a segunda equação da hierarquia PII através de

(4.43) precisamos de uma lagrangiana com a derivada mais alta sendo de segunda

ordem. Desta forma, todos os termos que escrevemos dentro da somatória na ex-

pressão acima se cancelará. Com um pouco de perspicácia, encontramos a seguinte

lagrangiana correspondente a segunda equação da hierarquia PII:

L(PII:2)
α =

u′′2

2
+ 5u2u′2 + u6 − zu2

2
− αu

Lembre-se que as hamiltonianas são definidas sobre o espaço de fase e por isso

não podem conter derivadas do parâmetro de evolução (neste caso z). Portanto, pre-

cisamos definir as variáveis canônicas adequadamente para construir hamiltonianas

correspondentes a equações diferenciais de ordens superiores, conforme detalhamos

no apêndice C.1. Para este caso, temos

Q(1) = u, Q(2) = u′

P (1) ≡ δL(PII:2)
α

δu′ =
∂L(PII:2)

α

∂u′ − d

dz

(∂L(PII:2)
α

∂u′′

)
= 10u2u′ − u′′′

P (2) ≡ δL
δu′′ =

∂L
∂u′′ = u′′

Usando estas coordenadas canônicas, podemos construir a hamiltoniana através

da seguinte transformação de Legendre:

H(PII:2)
α = P (1)Q(2) + P (2)V ′′ − L(PII:2)

α (Q(1), Q(2), P
(1), P (2), z)

Assim, para a segunda equação da hierarquia PII, obtemos a hamiltoniana

H(PII:2)
α = P (1)Q(2) +

(P (2))2

2
− 5Q2

(1)Q
2
(2) −Q6

(1) +
zQ2

(1)

2
+ αQ(1)
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4.2.4 Hamiltoniana H
(PIV :1)
α,β

A hamiltoniana da equação PIV foi inicialmente obtida por K. Okamoto em [17].

Nesta seção , daremos continuidade à abordagem utilizada nas seções anteriores e

obteremos a hamiltoniana da equação PIV, ou seja,

uzz =
1

2u
u2
z +

3

2
u3 + 4zu2 + 2(z2 − α)u+

β

u

Através da equação de Euler-Lagrange, vemos que a equação PIV corresponde a

seguinte lagrangiana

L(PIV :1)
α,β =

(u′)2

u
+ u3 + 4zu2 + 4(z2 − α)u− 2β

y
(4.44)

As coordenadas canônicas deste sistema será

Q = u, P =
∂L(PIV :1)

α,β

∂u′ =
2u′

u

Assim, fazendo

H
(PIV :1)
α,β (Q,P, z) = u′P − L(PIV :1)

α,β (Q,P, z),

obtemos a primeira hamiltoniana da hierarquia PIV, ou seja,

H
(PIV :1)
α,β (Q,P, z) =

QP 2

4
−Q3 − 4zQ2 − 4(z2 − α)Q+

2β

Q
(4.45)

Um detalhe caracteŕıstico da hamiltoniana acima é a presença de dois parâmetros,

como era de se esperar por corresponder a equação PIV. Contudo, as hamiltonianas

presentes na literatura são escritas em termos de mais parâmetros afim de explicitar

a simetria das equações de movimento. A seguir, veremos como tais hamiltonianas

se relacionam com (4.45).

4.2.5 Relação com a hamiltoniana de Okamoto

Em [17], K. Okamoto obteve uma hamiltoniana da equação PIV que posteriormente

foi generalizada em [14] através da introdução de um parâmetro ε. A hamiltoniana

na referência [14] é

HOk = 2qp2 − ε[q2 + 2xq + 2(vj − vi)]p+ (vk − vi)q − 2vix, ε = ±1 (4.46)
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Para relacionarmos com a hamiltonianaH
(PIV :1)
α,β , faremos inicialmente uma trans-

formação canônica com a seguinte função geratriz

F = F3(p,Q, x) + qp

Como pode ser visto no apêndice C.2, as variáveis novas e antigas se relacionaram

por

q = −∂F3

∂p
(p,Q, x), P = −∂F3

∂Q
(p,Q, x)

Desta forma, supondo a seguinte forma para a função geratriz

F3(p,Q, x) = −pQ+ ε
[Q2

8
+

xQ

2
+

(vj − vi)

2
lnQ

]
+ (vi + vj)

x2

2

Teremos a seguinte mudança de coordenadas

q = Q, p = P + ε
[Q
4
+

x

2
+

(vj − vi)

2Q

]

A nova hamiltoniana é determinada como

K = HOk(Q,P, x) +
∂F3

∂x

Assim temos

K = 2QP 2 − Q3

8
− z2

2
Q− (vj − vi)

2

2Q
− z

2
Q2 +

[
vk +

1

2
(ε− vi − vj)

]
Q

Para ajustar os coeficientes, basta fazer uma transformação de escala canônica,

isto é

K̃(Q,P, z) =
μν

σ
K(

Q

μ
,
P

ν
,
z

σ
)

Desta forma, para σ = μ = 1 e ν = 8, temos

K̃ =
QP 2

4
−Q3 − 4zQ2 − 4[z2 − (2vk − vi − vj + ε)]Q− 4(vj − vi)

2

Q

Portanto, vemos que a menos de uma redefinição dos parâmetros, temos que

(4.45) corresponde a (4.46). Isto é

K̃ = H
(PIV :1)

[2vk−vi−vj+ε],[−2(vj−vi)2]



Caṕıtulo 5

Conclusão

Este texto tratou da construção de hierarquias de equações diferenciais ordinárias

compat́ıveis com a equação PIV, de modo a dar continuidade ao trabalho em [16],

que construiu pela primeira vez uma hierarquia compat́ıvel com PIV, e também aos

trabalhos em [2], [3] e [4] realizados para a hierarquia PII.

Para isso, explicamos sucintamente o que são as equações de Painlevé e os mode-

los integráveis. Detalhamos também como obter o problema linear de Jimbo-Miwa,

que é um análogo da representação matricial do par de Lax para uma dimensão.

Como aplicação da base teórica exposta no capitulo 2, trabalhamos três modelos

com dois campos bosônicos (isto é, o AKNS, de dois bósons e o de dois bósons

quadráticos) também estudados detalhadamente em [11].

No caṕıtulo 3, fizemos uma análise dos três modelos propostos e construimos

a representação matricial do par de Lax, para um tempo qualquer. Exploramos

também a redução por auto-similaridade de modo detalhado e vimos, de acordo com

[4], que podemos generalizar esta redução transformando vários tempos. Por fim,

usando a representação matricial do par de Lax, obtemos as matrizes do problema

linear de Jimbo-Miwa.

No caṕıtulo 4, tentamos construir uma hierarquia PIV a partir da hierarquia

AKNS, mas esta abordagem mostrou-se muito dif́ıcil neste aspecto. Baseando-se na

hierarquia de dois-bósons, construimos a mesma hierarquia PIV obtida por Pilar R.

Gordoa, Nalini Joshi and Andrew Pickering em [16]; contudo, pudemos explicitar

76
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a dependência das equações da hierarquia PIV com as hamiltonianas do modelo

integrável em questão. Finalmente, para o modelo de dois bósons quadráticos, que é

uma transformação de Miura generalizada do modelo de dois bósons (como mostrado

em [11] e [9]), obtemos uma nova hierarquia compat́ıvel com PIV, esta hierarquia

surge de forma natural. Para concluir, trabalhamos o método de obter as hamilto-

nianas a partir das lagrangianas para as duas primeiras equações da hierarquia PII

e, em seguida, obtivemos a primeira hamiltoniana da hierarquia PIV e relacionamos

com a obtida em [17].

Conforme pudemos ver no apêndice B, a hierarquia PII surge da hierarquia

mKdV, que por sua vez é uma transformação de Miura da hierarquia KdV. Assim,

concluimos que campos do tipo Miura (isto é, são transformações de Miura de algum

modelo), como o mKdV e o dois bósons quadráticos, possuem propriedades melhores

para gerar hierarquias do tipo Painlevé.



Apêndice A

Vı́nculos

O foco deste trabalho foi em cima de propriedades de modelos com dois campos

bosônicos, mas seria interessante mostrarmos como podemos introduzir v́ınculos ao

sistema afim de obtermos, os bastantes conhecidos modelos de apenas um campo,

KdV e mKdV.

A.1 Método de Dirac para sistemas hamiltonia-

nos com v́ınculos

Vamos desenvolver nesta seção o formalismo que nos permite manejar os v́ınculos

em variáveis discretas e em seguida generalizar para o caso cont́ınuo. A convenção

de soma para ı́ndices repetidos será aplicada ao longo do apêndice.

Para um dado sistema hamiltoniano, a ação é definida como

S =

∫ t2

t1

[piq̇i −H(q, p)]dt

Sabemos que a trajetória sobre o espaço de fase é tal que extremiza a ação do

sistema, ou seja,

δS =

∫ t2

t1

[(
−ṗi − ∂H

∂qi

)
δqi +

(
q̇i − ∂H

∂pi

)
δpi

]
= 0 (A.1)
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Agora, vamos introduzir N v́ınculos ao sistema, tal que

φa(q, p) = 0, a = 1, ..., N (A.2)

A variação funcional do v́ınculo com relação a uma variação na trajetória é

δφa =
∂φa

∂qi
δqi +

∂φa

∂pi
δpi ≈ 0 (A.3)

Vamos multiplicar (A.3) pelo multiplicados de Lagrange −λa(q, p), integrar sobre

a tragetória com extremos fixos em t1 e t2 e finalmente somar com (A.1), ou seja,

ficamos com
∫ t2

t1

[(
−ṗi − ∂H

∂qi
− λa

∂φa

∂qi

)
δqi +

(
q̇i − ∂H

∂pi
− λa

∂φa

∂pi

)
δpi

]
≈ 0

Para que a expressão acima seja válida independentemente de δq e δp, devemos

ter

ṗi = −∂H

∂qi
− λa

∂φa

∂qi
(A.4)

q̇i =
∂H

∂pi
+ λa

∂φa

∂pi
(A.5)

Note que a evolução temporal de uma dada quantidade dinâmica é

dA

dt
=

∂A

∂qi
q̇i +

∂A

∂pi
ṗi +

∂A

∂t

Usando (A.4) e (A.5), podemos reescrever a expressão acima como

dA

dt
=

∂A

∂qi

(∂H
∂pi

+ λa
∂φa

∂pi

)
− ∂A

∂pi

(∂H
∂qi

+ λa
∂φa

∂qi

)
+

∂A

∂t

ou também
dA

dt
= {A,H}+ {A, φa}λa +

∂A

∂t
(A.6)

Note que a evolução temporal dos v́ınculos é φ̇b = 0, de acordo com a equação

(A.2). Assim, de (A.6) temos

φ̇b = {φb, H}+ {φb, φa}λa = 0
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Definindo a matrix anti-simétrica

Cab ≡ {φa, φb}
temos

{φb, H}+ Cbaλa = 0

Note que da expressão acima podemos escrever λa como

λa = −C−1
ab {φb, H} (A.7)

Substituindo (A.7) em (A.6) temos

dA

dt
= {A,H} − {A, φa}C−1

ab {φb, H}+ ∂A

∂t

A partir da expressão acima, podemos definir o parênteses de Dirac como

{A,H}D ≡ {A,H} − {A, φa}C−1
ab {φb, H} (A.8)

Para campos bosônicos, os parênteses de Dirac podem ser generalizados como

{A(x), B(y)}D = {A(x), B(y)}−
∫ ∫

dzdz′
[
{A(x), φa(z)}C−1

ab (z, z
′){φb(z

′), B(y)}
]
φ
,

(A.9)

sendo

C−1
ab (z, z

′) = {φa(z), φb(z
′)}−1

Este método nos fornece um importante resultado que nos permite aplicar os

v́ınculos formalmente as evoluções temporais de grandezas dinâmicas, tal resultado

é

{A(x), φc(y)}D = {A(x), φc(y)}−
∫ ∫

dzdz′
[
{A(x), φa(z)}C−1

ab (z, z
′){φb(z

′), φc(y)}
]
φ
=

{A(x), φc(y)} −
∫

dz{A(x), φa(z)}δacδ(z − y) = {A(x), φc(y)} − {A(x), φc(y)} = 0

Vamos explicar um pouco melhor como deve ser calculado o parêntese de Dirac

antes de aplicarmos o método. O fator C−1
ab (z, z

′) deve ser calculado tal que∫ ∞

−∞
dz′C−1

ab (x, z
′){φb(z

′), φc(y)} =

∫ ∞

−∞
dz′{φc(x), φb(z

′)}C−1
ba (z′, y) = δacδ(x− y)

(A.10)
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Em seguida, devemos substituir C−1
ab (z, z

′) em (A.9), e somente depois, eliminar

os campos dependentes através dos v́ınculos. Nas seções a seguir, aplicaremos este

método em casos especificos.

A.2 Redução do modelo AKNS ao modelo mKdV

Aplicaremos agora o método de Dirac para reduzir o modelo AKNS ao modelo

mKdV utilizando o parênteses de Poisson 2. Lembrando que

{r(x), r(y)}2 = −2r(x)r(y)ε(x− y), {q(x), q(y)}2 = −2q(x)q(y)ε(x− y),

{q(x), r(y)}2 = −∂xδ(x− y) + 2q(x)r(y)ε(x− y)

{r(x), q(y)}2 = −∂xδ(x− y) + 2r(x)q(y)ε(x− y)

Neste caso o v́ınculo será

φ(x) = r(x)− q(x)

Desta forma, temos

{φ(z), φ(z′)}2 = 2δ′(x− y)− 2[r(z) + q(z)][r(z′) + q(z′)]ε(x− y)

Note que encontrar o fator C−1(z, z′) para este v́ınculo seria algo bastante com-

plicado; contudo, podemos contornar o problema se observarmos que

{φ(z′), r(y)}2 = δ′(x− y)− 2[r(z′) + q(z′)]r(y)ε(z′ − y)

{φ(z′), q(y)}2 = −δ′(x− y) + 2[r(z′) + q(z′)]q(y)ε(z′ − y)

Portanto, quando usamos o v́ınculo para eliminar um dos campos dependêntes,

ficamos com

{φ(z), φ(z′)}2|φ =
1

2
{φ(z), r(z′)}2|φ = −1

2
{φ(z), q(z′)}2|φ

Vejamos um caso explicito:
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{r(x), q(y)}D2 = {r(x), q(y)} − ∫ ∫
dzdz′

[
{r(x), φ(z)}2[{φ(z), φ(z′)}2]−1{φ(z′), q(y)}2

]
φ
=

= {r(x), q(y)}+ 1
2

∫
dz

[
{r(x), φ(z)}2δ(z − y)

]
φ
= 1

2

[
{r(x), r(y)}2 + {r(x), q(y)}2

]
φ
=

−1
2
δ′(x− y)

Analogamente, os demais parênteses de Dirac ficam

{r(x), r(y)}D2 = {q(x), q(y)}D2 = −1

2
δ′(x− y)

Desta forma, as equações de movimento ficam

∂r

∂tn
= {r(x), HAKNS,n−1}D2 = −1

2
D
[δHAKNS,n−1

δr(x)
+

δHAKNS,n−1

δq(x)

]
φ

Explicitamente, as equações de movimento reduzidas são dadas na tabela A.1

Tabela A.1: Equações de movimento com v́ınculos

n = 1
δHAKNS,0

δr(x)

∣∣∣
φ
=

δHAKNS,0

δq(x)

∣∣∣
φ
= r rt1 = −rx

n = 2
δHAKNS,1

δr(x)

∣∣∣
φ
= − δHAKNS,1

δq(x)

∣∣∣
φ

rt2 = 0

n = 3
δHAKNS,2

δr(x)

∣∣∣
φ
=

δHAKNS,2

δq(x)

∣∣∣
φ
= −α2[2r

3 − rxx] rt3 = α2[6r
2rx − rxxx]

Note que as equações de movimento para os tempos pares serão nulas e a equação

de movimento para t3 é exatamente a equação mKdV.
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A.3 Redução do modelo de dois bósons ao modelo

KdV

Nesta seção , usaremos o segundo parênteses de Poisson do modelo de dois bósons

para relacionarmos com o modelo KdV. Para isso usaremos o v́ınculo

φ(x) = J(x) = 0

Lembrando que

{J̄(x), J(y)}2 = J(x)δ′(x− y)− δ′′(x− y)

{J̄(x), J̄(y)}2 = 2J̄(x)δ′(x− y) + J̄ ′(x)δ(x− y)

{J(x), J(y)}2 = 2δ′(x− y)

Podemos usar a expressão (A.10) para verificar que temos

C−1(x, z′) =
1

2
ε(x− z′), ∂xε(x− z′) = −∂z′ε(x− z′) = δ(x− z′)

É interessante observar que não podemos calcular o parênteses de Dirac 1 porque

{J(x), J(y)}1 = 0, logo C−1(x, y) não estaria bem definido. Assim, usando o método

da seção anterior temos os seguintes parênteses de Dirac 2 com v́ınculo:

{J̄(x), J(y)}D2 = 0, {J(x), J(y)}D2 = 0

{J̄(x), J̄(y)}D2 = 2J̄(x)δ′(x− y) + J̄ ′(x)δ(x− y) +
1

2
δ′′′(x− y)

Veja que, usando os parênteses acima, obtemos a hierarquia KdV de forma na-

tural através da expressão

∂J̄

∂tn
= {J̄(x), HJ,n}D2 =

[
2J̄(x)D + J̄ ′(x) +

1

2
D3

] δHJ,n

δJ̄(x)

∣∣∣
φ=J

Explicitamente, as primeiras equações de movimento com v́ınculo são são dadas

na tabela A.2. Observe que a equação para n = 1 é exatamente a equação KdV da

tabela B.1 se fizermos αJ3 = −1.

Novamente, as equações de movimento para tempos pares serão nulas.
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Tabela A.2: Equações de movimento com v́ınculos

n = 1
δHJ,1

δJ̄(x)

∣∣∣
φ=J

= 1 J̄t1 = αJ1J̄x

n = 2
δHJ,2

δJ̄(x)

∣∣∣
φ=J

= 0 J̄t2 = 0

n = 3
δHJ,3

δJ̄(x)

∣∣∣
φ=J

= 2αJ3J̄ J̄t3 = αJ3[6J̄ J̄x + J̄xxx]

A.4 Redução do modelo de dois bósons quadráticos

ao modelo mKdV

Para completar nossa análise da relação entre modelos de dois campos e modelos

de apenas um campo, vamos impor sobre o modelo de dois bósons quadráticos o

seguinte v́ınculo

φ(x) = j(x) + j̄(x) = 0

Lembrando que os parênteses de Poisson 2 para o modelo de dois bósons quadráticos

são

{j(x), j̄(y)}2 = δ′(x− y)

{j(x), j(y)}2 = {j̄(x), j̄(y)}2 = 0

Novamente podemos utilizar a expressão (A.10) para verificar que temos

C−1(x, z′) =
1

2
ε(x− z′), ∂xε(x− z′) = −∂z′ε(x− z′) = δ(x− z′)

Desta forma, os parênteses de Dirac são calculados como

{j(x), j̄(y)}D2 =
1

2
δ′(x− y)

{j(x), j(y)}D2 = {j̄(x), j̄(y)}D2 = −1

2
δ′(x− y)

A partir dos parênteses de Dirac acima, podemos obter a hierarquia mKdV tanto

através do campo j(x) quanto do campo j̄(x). Vamos mostrar apenas para o campo
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j̄(x), pois o processo é exatamente o mesmo para j(x). A equações de movimento

com v́ınculos são calculadas como

∂j̄

∂tn
= {j̄(x), Hj,n}D2 =

1

2
D
(δHj,n

δj(x)

∣∣∣
φ=j+j̄

−δHj,n

δj̄(x)

∣∣∣
φ=j+j̄

)

As primeiras equações de movimento do modelo de dois bósons quadráticos com

v́ınculo estão na tabela A.3. Observe que a equação para n = 1 será exatamente a

equação mKdV da tabela B.2 se fizermos αj3 = −1.

Tabela A.3: Equações de movimento com v́ınculos

n = 1
δHj,1

δj̄(x)

∣∣∣
φ=j+j̄

= −αj1j̄ j̄t1 = αj1j̄x

δHj,1

δj(x)

∣∣∣
φ=j+j̄

= αj1j̄

n = 2
δHj,2

δj(x)

∣∣∣
φ=j+j̄

=
δHj,2

δj̄(x)

∣∣∣
φ=j+j̄

j̄t2 = 0

n = 3
δHj,3

δj̄(x)

∣∣∣
φ=j+j̄

= αj3[2j̄
3 − j̄′′] j̄t3 = αj3[j̄xxx − 6j̄2j̄x]

δHj,3

δj(x)

∣∣∣
φ=j+j̄

= −αj3[2j̄
3 − j̄′′]

Novamente, as equações de movimento para os tempos pares serão nulas.



Apêndice B

Hierarquia PII

Históricamente, M.J.Ablowits and H.Segur (em [15]) foram os primeiros a sugerir

a construção da hierarquia PII. Neste apêndice, nos basearemos na referência [2] e

veremos como a hierarquia PII pode ser obtida a partir do modelo mKdV através

de uma redução por auto-similaridade.

B.1 Hierarquia KdV e mKdV

Uma hierarquia de apenas um campo bastante conhecida é a hierarquia KdV, cujas

hamiltonianas estão relacionadas através da relação de recorrência de Lenard,

[
D3 + 2(UD +DU)

]δH2n−1

δU
= D

δH2n+1

δU
,

δH−1

δU
=

1

2

Usaremos ı́ndices ı́mpares para nossa notação ficar de acordo com o v́ınculo que

faremos com modelos de dois campos. As equações de movimento são dadas por

∂U

∂t2n+1

+D
δH2n+1

δU
= 0 (B.1)

Ou explicitamente, as primeiras equações de movimento são dadas na tabela B.1.

A hierarquia mKdV surge da hierarquia KdV através de uma transformação de

Miura, ou seja

U = Vx − V 2

86



APÊNDICE B. HIERARQUIA PII 87

Tabela B.1: Hierarquia KdV

n=0 δH1

δU
= U Ut1 + Ux = 0

n=1 δH3

δU
= Uxx + 3U2 Ut3 + 6UUx + Uxxx = 0 (Equação KdV)

n=2 δH5

δU
= U4x + 10U3 + 5U2

x + 10UUxx Ut5 + 10UUxxx + 20UxUxx + 30U2Ux + U5x = 0

Sob esta transformação , a relação de recorrência de Lenard se torna

(D − 2V )
(
D2 + 2V D + 2Vx

)δH2n−1

δU
(Vx − V 2) = D

δH2n+1

δU
(Vx − V 2) (B.2)

Em nossa notação , o termo δH2n+1

δU
(Vx−V 2) signifiva pegar a derivada funcional

de uma das hamiltonianas da hierarquia KdV e em seguida fazer a transformação

de Miura. A equação de movimento (B.1) com os campos transformados fica

(D − 2V )
∂V

∂t2n+1

+D
δH2n+1

δU
(Vx − V 2) = 0

Usando (B.2), a equação acima pode ser reescrita como

(D − 2V )
[ ∂V

∂t2n+1

+
(
D2 + 2V D + 2Vx

)δH2n−1

δU
(Vx − V 2)

]
= 0

Assim, as equações de movimento da hierarquia mKdV são dadas por

∂V

∂t2n+1

+D(D + 2V )
δH2n−1

δU
(Vx − V 2) = 0 (B.3)

Explicitamente, as primeiras equações de movimento da hierarquia mKdV são

B.2 Redução à hierarquia PII

Veremos agora que a hierarquia PII é obtida a partir da hierarquia mKdV através de

uma transformação por auto-similaridade. A transformação por auto-similaridade
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Tabela B.2: Hierarquia mKdV

n=0 δH−1

δU
(Vx − V 2) = 1

2
Vt1 + Vx = 0

n=1 δH1

δU
(Vx − V 2) = (Vx − V 2) Vt3 − 6V 2Vx + Vxxx = 0 (Equação mKdV)

n=2 δH3

δU
(Vx − V 2) = Vxxx − 2V Vxx+ Vt5 +D(V4x − 10V V ′2 − 10V 2V ′′ + 6V 5) = 0

V ′2 + 3V 4 − 6V 2Vx

que deixa as equações de movimento do modelo mKdV invariantes seguem no lema

abaixo

Lema 4. Sob a redução por auto-similaridade

zn =
x

[(2n+ 1)t2n+1]
1

(2n+1)

, V (x) =
u(zn)

[(2n+ 1)t2n+1]
1

(2n+1)

(B.4)

as derivadas funcionais das hamiltonianas do modelo mKdV se transformam como

δH2i−1

δU
(Vx − V 2) =

1

[(2n+ 1)t2n+1]
(2i)

(2n+1)

δH2i−1

δU
(uzn − u2)

Demonstração. A prova segue por indução . É fácil ver que o lema vale para H−1 e

H1, isto é
δH−1

δU
(Vx − V 2) =

1

2
≡ δH−1

δU
(uzn − u2)

δH1

δU
(Vx − V 2) = Vx − V 2 −→ 1

[(2n+ 1)t2n+1]
2

(2n+1)

(uzn − u2) ≡ δH1

δU
(uzn − u2)

Agora, supondo que o lema vale para 2m− 1, usaremos (B.2) para mostrar que vale

também para 2m+ 1, isto é
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δH2m+1

δU
(Vx − V 2) = D−1(D − 2V )

(
D2 + 2V D + 2Vx

)
δH2m−1

δU
(Vx − V 2) −→

1

[(2n+1)t2n+1]
(2m+2)
(2n+1)

∂−1
zn (∂zn − 2u)

(
∂2
zn + 2u∂zn + 2uzn

)
δH2m−1

δU
(uzn − u2) ≡

1

[(2n+1)t2n+1]
(2m+2)
(2n+1)

δH2m+1

δU
(uzn − u2)

Encerrando assim nossa demonstração .

Usando o lema acima para fazer uma transformação por auto-similaridade nas

equações de movimento do mKdV, isto é (B.3), obtemos

∂zn(∂zn + 2u)
δH2n−1

δU
(uzn − u2) = znuzn + u

Integrando a equação acima e omitindo os ı́ndices dos zn, obtemos a hierarquia

PII

(∂z + 2u)
δH2n−1

δU
(uz − u2) = zu− αn (B.5)

Note que a hierarquia PII possui apenas um parâmetro e as primeiras equações

são dadas na tabela B.3.

Tabela B.3: Hierarquia PII

n=0 u = zu− α0 ⇒ u = α0

z−1

n=1 u′′ = 2u3 + zu− α1

n=2 u(4) = 10uu′2 + 10u2u′′ − 6u5 + zu− α2

Veja que para n = 0 obtemos uma equação algébrica e não uma equação dife-

rencial, assim podemos exclui-la da hierarquia PII. Já para n = 1, obtemos de fato

a equação PII que caracteriza a hierarquia.



Apêndice C

Tópicos do Formalismo

Hamiltoniano

C.1 Hamiltonianas de ordens superiores

Pelo método da referencia [7], quando temos uma lagrangiana de ordem n e dimensão

N , isto é

L = L(xb, Dxb, D2xb, ..., Dnxb), b = 1, ..., N

definimos as coordenadas canônicas generalizadas

qa(m) = Dm−1xa, p(m)
a =

δL

δ(Dmxa)
,

{m = 1, 2, ..., n

a = 1, 2, ..., N

Sendo D = d/dt e

δL

δ(Dmxa)
=

∂L

∂(Dmxa)
− d

dt

∂L

∂(Dm+1xa)
+ ...+ (−1)n−m dn−m

dtn−m

∂L

∂(Dnxa)

Note que Dnxa não é uma coordenada canônica porque não há um momento

canonicamente conjugado a ela. Desta forma a hamiltoniana é definida como

H =
N∑
a=1

n−1∑
m=1

p(m)
a qa(m+1) +

N∑
a=1

p(n)a Dnxa − L
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Note também que q̇a(m) = qa(m+1). Assim as equações de movimento ficam

q̇a(m) =
∂H

∂p
(m)
a

, ṗ(m)
a = − ∂H

∂qa(m)

,
{m = 1, 2, ..., n

a = 1, 2, ..., N

C.2 Transformações canônicas

Geralmente, há sistemas de coordenadas que exploram melhor as simetrias de um

dado problema que outras. Por esse motivo, descreveremos como podemos fazer

uma transformação de coordenadas numa dada hamiltoniana, tal que a forma das

equações de Hamilton seja mantida. Isto é, buscamos uma transformação do tipo

Qi = Qi(q, p, t), Pi = Pi(q, p, t),

sendo qi e pi as antigas coordenadas canônicas, enquanto que Qi e Pi são as novas

coordenadas canônicas. Tal que, a nova hamiltonianaK = K(Q,P, t) dê as equações

de movimento

Q̇i =
∂K

∂Pi

, Ṗi = − ∂K

∂Qi

Para que isto seja valido independentemente da forma da hamiltoniana nas co-

ordenadas iniciais, ou seja H = H(q, p, t), devemos ter uma variação nula da ação

entre dois pontos fixos no espaço de fase em ambos sistemas de coordenadas. Isto é,

δI = δ

∫ t2

t1

(piq̇i −H(q, p, t))dt = δ

∫ t2

t1

(PiQ̇i −K(Q,P, t))dt = 0

Vemos que a expressão acima é satisfeita se

λ(piq̇i −H) = PiQ̇i −K +
dF

dt
, (C.1)

sendo que a contante λ é responsável por uma transformação de escala; enquanto

que a função geratriz, F , é responsavel pela forma funcional da transformação.

Uma exposição detalhada pode ser encontrada na referência [1], enquanto que nos

restringiremos aqui a um caso particular de tranformação canônica com λ = 1

seguido por uma transformação canônica de escala, ou seja λ �= 1.
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Considere a função geratriz

F = F3(p,Q
(1), t) + qipi

Sustituindo em (C.1) com λ = 1, vemos que os dois sistemas de coordenadas se

relacionam através de

qi = −∂F3

∂pi
(p,Q(1), t) (C.2)

Pi = − ∂F3

∂Q
(1)
i

(p,Q(1), t) (C.3)

A partir de (C.3) podemos encontrar pi = pi(Q
(1), P (1), t) e substituindo em (C.2)

temos qi = qi(Q
(1), P (1), t), sendo que a nova hamiltoniana é dada por

K(1)(Q(1), P (1), t) = H(q(Q(1), P (1), t), p(Q(1), P (1), t), t)+
∂F3

∂t
(p(Q(1), P (1), t), Q(1), t)

Usando (C.2) e (C.3) num processo inverso, podemos encontrar também

Q
(1)
i = Q

(1)
i (q, p, t), P

(1)
i = P

(1)
i (q, p, t)

Faremos agora uma transformação de escala sobre as coordenadas canônicas Q
(1)
i ,

P
(1)
i e sobre o tempo também, tal que

Q
(2)
i = μQ

(1)
i , P

(2)
i = νP

(1)
i , T = σt

Para que a forma das equações de Hamilton seja mantida e consequentemente a

transformação seja canônica, a hamiltoniana deve se transformar como

K(2)(Q(2), P (2), T ) =
μν

σ
K(1)(

Q(2)

μ
,
P (2)

ν
,
T

σ
)

Note que estas tranformações canônicas não são abelianas, ou seja, se fizermos

primeiro uma transformação de escala seguido por outro transformação canônica

com a mesma função geratriz, não teremos o mesmo resultado.
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