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RESUMO

O intuito deste trabalho é de integrar os aspectos aplicado e tedrico da Homolo-
gia Persistente, uma ferramenta popular da Topological Data Analysis (TDA). Para
isso, sao apresentados e demonstrados os resultados fundamentais da teoria em-
basada na topologia algébrica que permitem o desenvolvimento de algoritmos e
paradigmas computacionais para obter diagramas de persisténcia. Dessa forma,
iniciaremos explorando como decodificar as informagdes contidas em um méddulo
de persisténcia, entendendo os conceitos de multiconjuntos, modulos de persistén-
cia e calculos Quiver. Em seguida, o caminho contrario sera explorado, onde os
dados séo codificados em diagramas de persisténcia a fim de extrair suas caracte-
risticas topolégicas, aprofundando os conceitos de fungdes de Morse, Homologia
Persistente, diagramas de persisténcia, dualidade e simetria, bem como estabili-
dade. Por ultimo, encerramos demonstrando duas possiveis aplicagdes da teoria

no ambito computacional no campo da Biologia.

Palavras-chave: Modulos de Persisténcia, Homologia Persistente, Estabilidade, Es-

trutura de Médulos de Persisténcia, Diagramas de Persisténcia.






ABSTRACT

The goal of this work is to integrate applied and theoretical aspects of Persistence
Homology, a popular tool in Topological Data Analysis (TDA). For this, we present
and prove fundamental theoretical results based on algebraic topology, which allow
us to develop algorithms and computational paradigms to obtain persistence dia-
grams. In this way, we start exploring how to decode the information contained in
a persistence module, understanding the concepts of multiset, persistence modules
and Quiver calculations. Then, the opposite path will be explored, where the data are
encoded in persistence diagrams in order to extract their topological characteristics,
going deep into the concepts of Morse functions, persistent homology, persistence
diagrams, duality and symmetry, as well as stability. Finally, we conclude with two
possible applications, one from computational theory, and the second one in the

field of biology.

Keywords: Persistence Modules, Persistent Homology, Stability, Structure of Persis-

tence Modules, Persistence Diagrams.
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1 Introducao

Uma ferramenta popular em Topological Data Analysis (TDA), a Homologia Per-
sistente ¢ um método algébrico para medir caracteristicas topolégicas de dados. Em
outras palavras, a homologia persistente realiza o intercambio entre a informagao con-
tida em um conjunto discreto de pontos, munido de uma métrica, com a representacao
de uma estrutura algébrica, como componentes, buracos e estrutura de grafico.

Sua funcao, em esséncia, é representada pelas respostas que fornece para perguntas
como “quais caracteristicas topologicas determinados dados exibem?”, além de ser capaz
de detectar periodicidade em dados de série temporal.

A homologia persistente tem sido amplamente estudada, seja quanto seus conceitos
mais tebricos, como estrutura e estabilidade, bem como seus aspectos aplicados, desde
algoritmos utilizados para que a extragao da informacao de dados seja cada vez mais
precisa e eficiente, até suas implementagoes em campos diversos, como na Biologia.

O objetivo deste trabalho é apresentar a Homologia Persistente em sua amplitude
e detalhes, exemplificando e afunilando com suas aplica¢oes possiveis que a utilizam
como ferramenta. Serao desenvolvidos teoremas e resultados fundamentais, os quais
edificam os alicerces da Homologia Persistente, bem como apresentaremos algoritmos
computacionais, estudando sua ordem, complexidade e eficiéncia. Por fim, algumas
aplicagoes que fazem uso de suas ferramentas serao demonstradas.

Para isso, a teoria serd embasada inicialmente no artigo [2|, de Frédéric Chazal, Vin
de Silva, Marc Glisse e Steve Oudot, onde desenvolvemos os primeiros conceitos funda-
mentais para a teoria da Homologia Persistente: os multiconjuntos, que sao o ambiente
natural de representacao de um diagrama de persisténcia; moédulos de persisténcia; e
calculos Quiver. Nessa abordagem, a atuacao se da no sentido de como decodificar as
informacgoes contidas em um dado médulo de persisténcia.

Ao migrar para o livro “Computational Topology, an introduction”, de Herbert
Edelsbrunner e John Harer (2009), [4], a abordagem estudada ¢ diferente: a partir
de uma fungao com determinadas caracteristicas definida em um ambiente especifico,
exploramos a construgao dos diagramas de persisténcia. Para isso, sao descritas hi-
poteses assumidas sobre a funcao para que ela tenha um bom comportamento, além
de aproximar os dados por um complexo simplicial, aonde seré aplicado o processo de
filtracao a fim de obter a persisténcia. Para isso, serao abordados os seguintes topi-
cos: fungoes de Morse, Homologia Persistente, diagramas de persisténcia, dualidade e
simetria e estabilidade.

E apresentado ainda, por meio desse livro, o algoritmo da matriz reduzida e sua
implementagao eficiente que visa demonstrar a execucao, partindo de um conjunto de
dados até a etapa final que é a obtengao do diagrama de persisténcia. Também é
estudado o grau de complexidade e a quantidade de memoéria requerida.
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18 Introdugao

O trabalho é encerrado com duas aplicagoes. A primeira aplicagdo é majoritaria-
mente teorica, utilizando resultados para sua estruturacao. A segunda é totalmente
aplicada, ilustrando um algoritmo baseado na Homologia Persistente criado para obter
as informacoes desejadas.



2 Categoria e estrutura dos moédulos
de persisténcia

2.1 Multiconjuntos

Diagramas de Persisténcia sao mais do que conjuntos, eles sao o que chamamos
multiconjuntos.

Definigao 2.1. Um multiconjunto A = (S, m) € um par que consiste em S um conjunto
em: S — {1,2,..} U{+oo} uma fungao multiplicidade que informa quantas vezes
cada elemento de S ocorre em A.

Definig¢ao 2.2. O cardinal de um multiconjunto A = (S, m) € definido como

#A= "ms),

ses

que assume valores em {1,2,...} U{+o0}.

E importante ressaltar que nao faremos distin¢ao entre cardinais infinitos.
A intersecao de dois multiconjuntos nao é definida, no entanto, podemos restringir
um multiconjunto A4 a um conjunto B,

A|B = (S N Ba m|5’ﬂB)7
donde podemos abusar da notacao e escrever A N B.

Observagao 2.1. Nao permitimos que a fungao multiplicidade alcance o valor zero,
pois esperamos que ela conte a ocorréncia de cada elemento no conjunto.

Um par (B,m) no qual B é um conjunto e m : B — {0,1,2,...} U {cc} é uma
fungao define implicitamente um multiconjunto, a saber, A = (S, mlg), tal que S =
B —m™(0).

Exemplo 2.1. Seja o par ({0,1,2,3,4},m), onde

m(z) = 2, se x for par
1 0, sex for impar ’

para z € {0,1,2,3,4}. Assim, m~*(0) = {1,3}. Por conseguinte, S = {0,1,2,3,4} —

{1,3} = {0,2,4}. Temos o multiconjunto constituido pelo conjunto S = {0,2,4} e
pela fungdo m que agora admite valores no conjunto {1,2,...} U {oco}.

19



20 Categoria e estrutura dos médulos de persisténcia

Sejam A = (S, m) um multiconjunto, B um conjunto e f : S — B uma fungao.
Tomamos o subconjunto f(S) = {f(a) | a € S} de B e construimos um multiconjunto
B a partir do multiconjunto dado definindo a fun¢ao multiplicidade m' : f(S) —
{1,2,...} U{oc} como

s€f~1(b)

Observacao 2.2. De fato, temos uma func¢ao multiplicidade j4 que estamos transpor-
tando os elementos de f(S) para o conjunto S através da imagem inversa de f, onde
por hipdtese temos um multiconjunto, ou seja, em S temos a fungao multiplicidade m.
Logo, contar a ocorréncia de um elemento b em f(S) corresponde a contar quantos ele-
mentos s do dominio de f, S, sdo associados a ele, s em S, tal que f(s) = b, juntamente
com a quantidade de vezes em que aparecem em S, m(s). Portanto, B = (f(5),m') é
um multiconjunto.

2.2 Mobdulos de Persisténcia

Em todo esse capitulo, K é um corpo fixado.

Definicao 2.3. Um maddulo de persisténcia V sobre os niimeros reais R € definido como
sendo uma familia a 1-pardmetro de espagos vetoriais

Vi= (Vi [teR),

juntamente com uma familia a 2-pardmetros de transformacoes lineares
(v Vo=V | s<t),

que satisfazem a lei de decomposicao

t s __ t s __ t
V, OV, = VU, = U,
sempre que r < s <t e onde vi = Id a transformagao identidade de V.

Exemplo 2.2. Sejam X um espago topologico e f : X — R uma fun¢ao, nao necessa-
riamente continua. Considere o conjunto de subniveis

Xe= (X, i ={z e X | flz) <t}

Entao,
X5 C X, sempre que s < .

Considere a familia a 2-parametros de inclusoes (i% : X, — X; | s <t ).
As aplicagoes inclusao trivialmente satisfazem a lei de decomposig¢ao

it 04® =i’ sempre que r < s < t e ainda il = Id : V; — V.

Seja H = H,( ,K) o funtor de homologia singular em dimensao p, com coeficientes no
corpo K. Defina, para cada t € R,

Vi = H(Xy),
e para cada s < t, o homomorfismo
H(iy) 1 Vi =V

induzido pela inclusao. Esse é o primeiro exemplo candnico de médulo de persisténcia.



Moédulos de Persisténcia 21

Em Topologia Aplicada ha diversos exemplos de (X, f) do qual a homologia persis-
tente é de interesse em se estudar e entender. Muito frequentemente X é um complexo
simplicial finito e cada X; forma um subcomplexo. Assim, os espagos vetoriais H (X})
sao de dimensao finita e, ao passo em que t cresce, existem apenas finitos valores cri-
ticos, isto é, valores onde o complexo modifica seu comportamento, aumentando em
uma ou mais novas células.

2.2.1 Pré-requisitos e Definigcoes

Definimos R := R U {400, —00}, a reta real estendida. Utilizamos a seguinte regra
de operagao na reta estendida: Va € R, temos x + 0o = +00 e  — 00 = —00.
O plano estendido R? = R x R & dotado da norma [,

| [loo: R — R

definida por
x = (T1,%2) — sup |z,
n=1,2
A topologia induzida por || ||, em R? ¢ tal que os pontos de R?, de {400} x R,
de R x {£oo} e de {£o0} x {£oo} formam componentes conexas distintas.

Seja A = {(z,z) |x € R} a diagonal e A, = {(z,y) | y > 2} o semi-plano fechado,
acima de A. Mais geralmente, para qualquer § > 0, definimos A%, = {(z,y) e R? | y >
x + 20} o semi-plano fechado, acima de A, distando § de A segundo a distancia /.

Os objetos mateméticos principais na Persisténcia Topologica sao os denominados
diagramas de persisténcia (ou barcodes), os quais sdo multiconjuntos em R2.

Seja D um multiconjunto munido da fun¢ao multiplicidade m associada. O suporte
de D é entendido como sendo o multiconjunto D, considerado sem as multiplicidades e
é denotado por |D|. Nessa linguagem, D pode ser representado como a uniao disjunta

m(p)

- L»

Definicao 2.4. Dados dois multiconjuntos D e D', a distancia de Hausdorff entre seus
suportes € definida por

(D], |D)) = max{sup inf [[p—p|le; sup inf |lp—p'llc}
pE[D|P'E[D] p'e|D’ | PEl

Por simplicidade, abusamos da notacdo e escrevemos d37 (D, D/) para a distancia
de Hausdorff d5$(|D|, |D'[). E importante observar que a distancia de Hausdorff ndo ¢
uma distancia entre multiconjuntos e sim de seus suportes.

Definicao 2.5. Dado um espaco topologico X e uma funcao f: X — R, a filtragio em
subniveis de f € definida por

1. A familia de subespacos {X/}oer onde, para todo o € R,

X/ = f(~o00,a) C X.
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2. A familia candnica de fungoes inclusao ig/ XS — Xi,, desde que o < /.

Definicao 2.6. Sejam X um espaco topologico e f : X — R wma fun¢ao. Um
valor critico homoldgico de f € um elemento a € R para o qual existe um k € 7Z tal
que, para todo € > 0 suficientemente pequeno, o homomorfismo

H(ig™0)  Hy(X)_0) = He(X[.o)

nao € um isomorfismo.

Definicao 2.7. Dados um espaco topoldgico X e uma funcao f: X — R, dizemos que
f € tame se ela possuir apenas uma quantidade finita de valores criticos homoldogicos
e, ainda, se 0s grupos de homologia Hy(X1) forem de dimensdo finita, para todo k € Z
e qualquer o € R.

2.3 Conjuntos de indices mais gerais

Podemos formalmente definir médulos de persisténcia sobre qualquer conjunto par-
cialmente ordenado T do mesmo modo como fizemos para R, especificando a familia
de espagos vetoriais indexados,

(Vi |teT)
e as transformacoes lineares, indexadas a 2-parametros,
(vi| s <t;s,t€T),

satisfazendo v’ = v'v”, sempre que s <r <t e vl = Idy,, para todo t.

A colegao resultante de dados é chamada um T-moédulo de persisténcia ou um
modulo de persisténcia sobre T.

Se V for um T-moédulo de persisténcia e S C T um subconjunto, entao conseguimos
um S-moédulo de persisténcia considerando apenas aqueles espagos e transformacoes li-
neares cujos indices pertencem a S. Isso é chamado de restricao de V em S, denotado
por Vg. Mais comumente, trabalhamos com subconjuntos localmente finitos T C R,
ou seja, aqueles subconjuntos sem pontos de acumulagao em R. Coletamos a infor-
magao sobre um R-modulo de persisténcia, considerando sua restricao a subconjuntos
localmente finitos. Isso funciona bem pois modulos de persisténcia sobre {1,2,...,n}
ou sobre os inteiros Z sao bem entendidos e conhecidos.

2.4 Categorias de Mobédulos

Um homomorfismo ¢ entre dois T-mo6dulos de persisténcia U e V é uma colecao de
transformacoes lineares

(q)tZUt—>V; |t€T)

tal que o diagrama

comuta para todo s < t.
Definimos
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e Hom(U,V)={¢ | U 5V homomorfismo}.
o End(V)={¢| V-3V é homomorfismo}.

Dados ¢',¢* € Hom(U,V), a soma ¢' + ¢* ¢ definida por: para cada t € T,
(¢! + ¢%); = ¢ + ¢?. Também, dado a no corpo K, a¢' é definido por: para cada
t €T, (ap'); = ad;. Temos ainda definida a composi¢ao de homomorfismos de T-
modulos de persisténcia: dados ¢ € Hom(U,V) e v € Hom(V, W), ¢ o ¢ é definido
por: para cada t € T, (¢ o ¢), = ¢, 0 ¢,. E facil ver que:

e Se ¢!, > € Hom(U, V), entdo ¢' + ¢*> € Hom(U,V);

e Se p € Hom(U,V) e o € K, entao ap € Hom(U,V);

e Se p € Hom(U,V) e v € Hom(V, W), entao ¢ o ¢ € Hom(U, W).
Com as defini¢oes acima, temos a seguinte estrutura.

Proposicao 2.1. End(V) munido da operagao de composi¢ao de endomorfismos € uma
K-dlgebra.

Demonstragao. Sejam f,g,h € End(V) e a, f € K quaisquer. Devemos provar que:
o folh+g)=foh+foy
e (h+g)of=hof+golf;
o (af)o(Bg) = (af)(fog)
Mas esses trés itens sao consequéncias imediatas de que, para todo t € T,
o fio(h+g)e= fioh + fiog;
e (htg)ofi=hofit+golfy
o (af)io(Bg)e = (aB)(fiog)

2.5 Mobdulos de Intervalo

O alicerce fundamental da persisténcia sao os modulos de intervalo.

Uma abordagem que foi estudada visa entender moédulos de persisténcia através
de sua decomposicao em intervalos, entretanto isso nao é sempre possivel, contudo é
possivel com frequéncia suficiente para nossos propositos.

Primeiramente, seja T C R e seja S C T. Dizemos que S ¢ um intervalo de T, ou
que S é um T-intervalo, se

s,teSreT,s<r<t=res.

Essa é uma nocao generalizada de intervalo.
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Exemplo 2.3. Seja Z C R o conjunto dos inteiros e considere S = {—1,0,1,2,3,4}.
Entao, S é um intervalo de Z.

Exemplo 2.4. O préprio conjunto dos ntimeros inteiros é um intervalo de si mesmo.

Assim, temos as nogoes de N-intervalo, Z-intervalo, Q-intervalo, etc.
Seja T C R e considere J C T um T-intervalo. Entao I’ é definido como sendo o
T-moédulo de persisténcia onde os espagos vetoriais sao dados por

j K, se teJ
P71 0, caso contrario

e as transformacoes lineares sao

it 1, se s,teJ,com s<t
0, caso contrario

Ressaltamos que 1 representa a transformacao linear identidade entre os espagos
vetoriais.

Em linguagem informal, I/ simboliza a caracteristica que “persiste” sobre o intervalo
J e se ausenta fora deste. Escreveremos I quando desejamos especificar o conjunto
de indices sem ambiguidades.

Nomearemos I/ médulo de intervalo.

Se T for um subconjunto localmente finito de R, isto é, sem pontos de acumulacao
em R, entao, qualquer intervalo limitado de T contém seus pontos extremos e, assim,
os escreveremos como intervalos fechados, enquanto os intervalos ilimitados serao inter-
valos abertos ou semi-abertos. Por exemplo, no caso de um Z-moédulo de persisténcia,
existem apenas quatro tipos de moédulo de intervalo: I T(=oen] Tlm.+o0) ¢ [(—o0,+00)
Para deixar ainda mais explicito o intervalo, escreveremos I[m, n|, I(—oo, n], I[m, +00)
e [(—o0, +00).

Para modulos de persisténcia sobre R, torna-se importante distinguir intervalos
com o mesmo ponto extremo contudo diferentes topologias (aberto, fechado, semi-
aberto). Para nosso proposito, introduziremos os nimeros reais decorados, que sdo
escritos como niimeros reais ordinarios porém com um subscrito “+4” ou “—". Intervalos
finitos, adaptamos para a seguinte notagao

(rq7) =1[p,a)
(p™,q") = [p,d]
(r",q7) = (p,q)
(r",q%) = (p,d]

onde p < ¢, exceto no caso particular de (r—, "), que se refere ao intervalo degenerado
[r,7]. Incluiremos também os simbolos —oco e +o0o para intervalos infinitos. Desde
que intervalos reais sao sempre abertos no infinito, estes carregam implicitamente o
sobrescrito —oo™ e +00~. No entanto, usualmente os omitiremos. Assim a notacao
de intervalo se estende de maneira natural para (—oo,q%) = (—o00,q] e (p~,+0) =
[p, +00), por exemplo.

Quando quisermos nos referir ao nimero real decorado, mas nao soubermos sua
decoracao, utilizaremos um asterisco. Portanto, p* pode significar p™ ou p~. A notacao



Moédulos de Intervalo 25

para um intervalo arbitrario sera (p*,¢*), onde a ordenagdo dos numeros decorados
p* < q* éigual a dos reais propriamente ditos.

Existem algumas convengoes visuais para representar modulos de intervalo sobre
R. Trabalhamos no semi-plano

H={(p.q) eR* | p<q}

dos pontos de R? que ficam em, ou acima da, diagonal principal.
Um moédulo de intervalo finito I(p*, ¢*) pode ser representado de diversas formas:

i Como um intervalo na reta real;

ii A colegao dos ranks das aplicagoes i%, vista como uma fun¢ao de H — {0, 1};
iii Como um ponto (p,q) em H com um tracinho que especifica sua decoragao;
iv Etc...

Com relagao ao item (ii), seja I(p*, ¢*) um modulo de intervalo sobre R e conside-
remos a aplicagao
K, se te(p*q*)
0, caso contrario

Primeiro, estudamos o rank(i}) = dim(/m(:)), visto como uma fun¢ao definida do
semi-plano H a valores em {0,1}. Conhecidos os valores de rank(i‘) para cada t
fixado, construimos o conjunto

J = {s | rank(if) = 1}.

Afirmamos que J é um intervalo, isto é, para s € J, se s < r < t entao r € J. De fato,
dado que s < r <'t, temos
it =il odl.
Agora, como s,t € J, temos rank(i’) = 1. Por conseguinte, rank(il) = 1, entdo
I, = K, o que implica que r € J. Concluimos , assim, que J é um intervalo.
Ja com relagao ao terceiro item, a representagao de um ponto (p,q) em H, segue as
formas de decoragao com tracinho:

p.g)=® [(p.qg)=¢
P .qa)=» (p'.qg )= @

Figura 2.1: Intervalos representados através da decoracao com tracinho.

Temos por convengao que o ponto com decoragao com tracinho sugere em qual
quadrante o elemento se encontra através da posi¢ao da decoracao.

Existe também uma quarta opgao para representar o ponto (p, ¢) que seria sem fazer
uso da decoragao. A nao utilizagdo da decoragao indicativa é a representagao cléssica de
diagramas de persisténcia, além de ser adequada para a maioria dos fins. No entanto,
a precisao extra provida pela decoracao é importante para a correspondéncia entre
diagramas e medidas. Para representar um intervalo infinito como um ponto decorado
ou sem decoragao, trabalharemos no semi-plano extendido

H=HU({-00} x R)U (R x {—00}) U {(~00, +00)},

o qual pode ser desenhado esquematicamente como um triangulo.



26 Categoria e estrutura dos médulos de persisténcia

1l 2! 31 4]

Figura 2.2: A esquerda, o médulo de intervalo I(1, 3] no semi-plano estendido H. A
direita, uma representagao com cada um dos tipos de ponto decorado com tracinho.

2.6 O diagrama de persisténcia de médulos decom-
poniveis

Se um modulo de persisténcia V indexado sobre R pode ser decomposto como

V=P q)

leL

entao definimos o diagrama de persisténcia decorado de V como sendo o multiconjunto

Dgm(V) = Int(V) = {(p;,q;) | 1 €L},

e também definimos o diagrama de persisténcia nao-decorado como sendo o multicon-
junto

dgm(V) = int(V) ={(pr,q1) | 1 € L} = A,

onde A = {(r,r) | r € R} é a diagonal no plano.

Note que Dgm(V) e dgm(V) nao dependem da decomposi¢ao de V, uma vez que
o teorema de Krull-Remak-Schmidt-Azumaya (ver [1]) nos garante que caso V seja
descrito como duas somas distintas de moédulos de intervalo, entao elas sao a mesma a
menos de permutagao.

Perceba que Dgm é um multiconjunto de pontos decorados em H, enquanto dgm
¢ um multiconjunto de pontos nao-decorados no interior de H. Por interior queremos
dizer que excluimos a diagonal, porém mantemos os pontos no infinito.

A informagao contida no dgm é exatamente a informacao que nos interessara mais
tarde, quando estudarmos a distancia “Bottleneck”.

Apresentaremos dois teoremas importantes que caracterizam os moédulos de persis-
téncia decomponiveis. Ambos resultados estdo presentes em [2] e [3] e sua relevancia
¢ enorme ja que o primeiro determina a unicidade da decomposicao em moédulos de
intervalo enquanto o segundo nos fornece condigoes para decidir sobre a possibilidade
de decompor determinado médulo de persisténcia em moédulo de intervalos.
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Teorema 2.1. Krull-Remak-Schmidt-Azumaya
Suponha que um modulo persistente V sobre T C R possa ser expressado como
soma direta de modulos de intervalo de duas formas diferentes

V=@ = pr-

leL meM

Entao existe uma bije¢ao o : L — M tal que J, = K,y para todo [.

Em outras palavras, podemos decompor um dado médulo persistente V como soma
direta de modulos de intervalo de forma tnica exceto por automorfismos. Mas em quais
condicoes tal decomposicao existe? Para responder a essa pergunta, temos o resultado
seguinte que exibe requisitos necessarios sobre o conjunto de indices indexados do
modulo de persisténcia e também a respeito da dimensao dos seus espacgos vetoriais.

Teorema 2.2. Gabriel, Auslander, Ringel-Tachikawa, Webb
Seja V maodulo de persisténcia sobre T C R. Poderemos decompor V como soma
direta de modulos de intervalos.

1 Se T for um conjunto finito

1 Se T for um subconjunto localmente finito de R e ainda, cada V; tiver dimensao
finita

Exemplo 2.5. Um exemplo tradicional em teoria de persisténcia ¢ uma curva X
suavemente imersa no plano R?, juntamente com f : X — R, denominada funcao
altura, que associa a cada ponto da curva (z,y) € X sua coordenada f(z,y) =y. A
filtracao obtida através da funcao altura nos fornece, para cada t € R, os conjuntos de
subniveis

(X, ) =X'={zeX | flz)<t}=["(~00,1].

Figura 2.3: O tradicional exemplo da teoria de persisténcia: A curva X suavemente
imersa no plano e a fungao altura f demarcando alguns valores avaliados.

Como visto anteriormente, temos X* C X! desde que s < t, e assim temos as
fungoes inclusao i : X* — X'. Seja Hy = Ho( ,R) o funtor de homologia singular
de dimensao 0 com coeficientes em R e, para cada t € R, definimos V; := Hy(X").
Consequentemente, obtemos

V={V | teR}L
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Nosso objetivo agora é descrever V como soma de modulos de intervalo. Estudare-
mos o comportamento dos espacos V; conforme ¢ cresce ao longo da reta R.

Para t < a, X' = (), por conseguinte Hy(()) =0

Quando t alcanca o valor a, o minimo global da funcao altura avaliada na curva,
obtemos o nascimento de uma classe de homologia de dimensao 0, que significa no
nosso contexto o nascimento de uma componente conexa por caminhos, uma vez que
X*=* = {a} o que implica

V., = Ho(X'=*) = Hy(ponto) = R.

Enquanto tivermos a < t < b, obtemos V; = R pois X' sera conexo por caminhos para
esses valores.

Uma evolugao nos subniveis ocorre em ¢ = b, minimo local da fungao altura, gerando
o nascimento de outra componente conexa por caminhos, logo

V, = Hy(X'™") =REPR,

e essa caracteristica de duas componentes permanece para b <t < c.

J& em t = ¢, maximo local da funcao altura, acontece a morte de uma das compo-
nentes - em breve, teremos um aval teérico que possibilitara descrever o comportamento
de nascimento e morte das classes de homologia e, assim, teremos recursos para afirmar
que a componente que morre é a que nasceu por ltimo, no nosso caso, a que surge no
instante ¢ = b. Logo,

V. = Hy(X"=%) =R.

Ainda notamos que para ¢ < t < d, mantém-se esse comportamento de uma compo-
nente conexa.

Mais uma vez a fungao altura atinge seu minimo local, agora em ¢ = d e, nesse
momento,

V, = Ho(X'=") =REPR,

configurando o nascimento de uma nova classe de homologia de dimensao 0, ji que
temos duas componentes conexas por caminhos. Essa configuracio V; = REPR se
mantém para d <t < e.

Ao assumir o valor de maximo local em ¢t = e, temos a evolucao no subnivel X=¢
com a morte de uma componente conexa por caminhos, pois no instante t = e as duas
componentes conexas por caminhos distintas se fundem, formando apenas uma. Assim,
V. = Ho(X™=¢) =R.

Note que para todo t > e, V; = R porque nao existe mais alteragoes nos conjuntos
de subnivel que sejam sensiveis ao funtor de homologia singular de dimensao 0, Hy.
Contudo, no momento em que ¢ admite o valor maximo global da funcao altura, f,
ocorre o nascimento de uma classe de homologia singular de dimensao 1, que é per-
ceptivel somente segundo o funtor H; = H;( ,R) aplicado no subnivel da filtragao
Xt/

Para escrevermos V como soma de intervalos, precisamos codificar as informagoes
acima a fim de representé-las na forma V(p*, ¢*).

Assim, temos o nascimento de uma componente conexa por caminhos que surge em
a. Com o desenvolvimento dos subniveis, ocorre o nascimento de outra componente
conexa por caminhos no minimo local b e que persiste até o instante em que acres-
centamos o méaximo local ¢, assim a segunda componente conexa por caminhos nasce
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em b e morre ao entrar em c¢. Em simbolos, temos que essa componente conexa por
caminhos perdura no intervalo I(b~, ¢™), recordando que (b~,¢™) representa [b, ¢), nos
informando que nasce em b, contudo s6 se mantém até antes de c.

Similarmente, ao passarmos pelo minimo local d, acrescenta-se uma outra compo-
nente conexa por caminhos que se mantém até passarmos pelo ponto de méaximo local
e, logo a persisténcia dessa segunda componente conexa é I(d™, e™), que codifica a in-
formacgao de uma classe de homologia singular de dimensao 0 nascendo no instante em
que entramos em d e morrendo ao entrar em e, por isso o intervalo ¢é [d, e).

Concluimos, finalmente, que V =1I(a™,+00™ ) @ L(b~, ¢ ) ® I(d~, e™).

Podemos visualizar ainda o comportamento de V por meio dos barcodes ou da
arvore fundida.

Observacao 2.3. Para func¢oes de Morse definidas em uma variedade compacta com
valores criticos a;, 0 < i < n, os intervalos sdo sempre semi-abertos do tipo [a;, a;) =

(a7, a;).

2.7 Calculos de Quiver

Agora, criaremos a notacao e as ferramentas algébricas para manipulacao de mo-
dulos de persisténcia sobre um conjunto finito de indices.
Um moédulo de persisténcia V indexado sobre um subconjunto finito

T a1 <as<..<ap_1<a,

da reta real, pode ser concebido como um diagrama de n espagos vetoriais e (n — 1)
transformacoes lineares:

ViVey = Ve, = o = Vg = Vo .
Esse diagrama ¢ a representagao do seguinte Quiver
e — e — ... —H0—e

Pelo Teorema 2.2 de Gabriel, Auslander, Ringel-Tachikawa e Webb, temos que V se
decompoe como soma finita de modulos de intervalo I(a;, a;).

No caso em que tivermos n pequeno, podemos representar esses modulos de inter-
valos pictoricamente. O proximo exemplo servira para elucidar como.

Exemplo 2.6. Sejam a < b < ¢. Existem seis possiveis modulos de intervalos sobre
{a,b,c}, que sdo:

Ila,a] = e, op O
I[b,b] = o4 ., o
Ile,c] = o, op o,
I[a,b] = e, o O
I[b, c] = o4 o, o,
Ia,c] = e, o, ..
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Nessa notagao, usamos os circulos preenchidos, e, para indicar onde o modulo tem
rank 1, e os circulos vazios, o, indicam onde o médulo tem rank 0. As transformacoes
lineares que os conectam tem rank méximo.

Esse exemplo tem o intuito de também estabelecer a notagao de como indicaremos
os modulos através de seus ranks enquanto fizermos uso dessa representacao.

A fim de ilustrar, consideremos I[a, b] = e, o. . Sabemos que

[t:{K, se t € [a,b]

0, caso contrario

e

e as transformacoes lineares

4 {1, se s,t € la, b

0, caso contrario

Portanto, I, = I, = K por estarem sendo simbolizados por e, que significa que os
espacos vetoriais tem rank 1, enquanto /. = 0 ja que a indicagao o nos diz que o espaco
vetorial tem rank 0.

Temos ainda que ¥ = 1 a fungdo identidade e i§ = 0 a fungao nula. Assim,
i¢ = i%i2 = 0, uma vez que i§ = 0.

Vemos que através da nova notagao, somos capazes de extrair todas as informacoes
relevantes do modulo.

Seja V um modulo de persisténcia indexado em R. Para qualquer conjunto finito
de indices T : a; < a2 < ... < a, e qualquer intervalo [a;,a;] C T, definimos a
multiplicidade de [a;, a;] em V como sendo o nimero de copias de I[a;, a;] que ocorre
na decomposigao de intervalos de V, que assume valores no conjunto {0, 1,2, ..., +00}.

Escrevemos < [b, ¢], V, ;. >, ou ainda < o, e. | V > para represen-

tar a multiplicidade de o, e, no modulo de trés termos

e

o,

it i
Va,b,c - (Va —= % _b> V::)

No geral < [b,c] | Vp. > nao é necessariamente o mesmo que < [b,c] | Vg, >.
Quando V estiver claro segundo o contexto, o omitiremos e vamos escrever:

< 04 o o >.

Proposicao 2.2. Somas Diretas
Suponha Vo um mddulo de persisténcia que possa ser escrito como soma direta

Vi =P V.
lel

Entao,
< [ai,aj] ‘ Vr >= Z < [ahaj} ‘ VZI‘ >,

leL
para quaisquer conjunto de indices T = {ay, as, ...,a,} e intervalo [a;,a;] C T.
Demonstracdo. E importante ressaltar que o conjunto de indices T é finito, no entanto

o conjunto onde os modulos de persisténcia estao indexados, L, nao necessariamente
¢ finito. Para cada [ € L, V4 pode ser escrito como soma de médulos de intervalos,



Caélculos de Quiver 31

por satisfazer a condigao (i) do Teorema 2.2 de Gabriel, Auslander, Ringel-Tachikawa,
Webb. A fim de simplificar, ja tomaremos Vi como a decomposi¢ao de modulos de

intervalo, Vi = @, I'[pi, ¢l
Desde que V=&, ., V!, pela definicao de soma direta, para cada t € T temos

V.=V

leL
Calcular
< [ai7aj] | V> = < Ca;_y 0, ®q; Ca;jiy |VT >
¢ determinar a multiplicidade de o,, ®a; ®, 0q;,, 1o moédulo de n
termos

Vi, = =2 Vo, = Vo, =2 Vo, =2 Ve, = =2 V.

aj+1

Como V; = @, V!, a sequéncia de espagos vetoriais e transformacoes lineares fica
! l ! ! l
@VLH_}H'%QBVWA%@VW %@V %@ a1 7 _>®Van
leL leL leL leL leL leL

Para cada [ € L, temos um moddulo de persisténcia especifico
1 v/l ! ! ! ! !
V=V, —-=V —>1/;i—>~~~—>Vaj —>Vaj+1 ==V

e calculamos < [a;, q;] | Vb >=< [a;,a;] | D,
elementos do conjunto L, obtemos

> <laiay) | Ve >=>" < [ai, a5] | P Tpi 1] >

leL leL =

icL, I'[pi, ;] >. Se percorrermos todos o

Como ja mencionado, os modulos de intervalo desempenham um papel tanto sin-
tético quanto analitico. Descontruimos V por meio da soma direta de moédulos de
persisténcia, que por sua vez sao reescritos a nivel de seus modulos de intervalo onde
analisamos a incidéncia de dado intervalo [a;, a;]. Agora, vamos reconstruir V através
da soma direta de cada peca fundamental V!, para todo [ € L, e desde que estamos
lidando com moédulos de intervalo, temos que &, , V! =V, garantia do Teorema 2.1
de Krull-Remak-Schmidt-Azumaya.

Entao, V=,V = P,., @ZGLZ Ups, qi).
Assim, < [a;,a;] | Vi >, para cada | € L, e tomando a soma sobre cada | € L

obtemos
> <laia) | VE >

leL

Uma vez que a multiplicidade de [a;, a;] é definida como o ntimero de copias de I[a;, a;]
que ocorre na decomposicao de Vr, temos que

< lai,a;], Vp >= Z i, a;] | Vip >

leL
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« ~ . . ~ . v
Proposicao 2.3. Invariantes por isomorfismos de uma transformagcao linear V, — Vj,
540

1. rank(v) = < e, o | V>.
2. nulidade(v) = < o, op |V >.
3. conulidade(v) = < o, o |V >.

O resultado enunciado a seguir esta presente em [2] e [3] e nos permite calcular
com maior eficiéncia o rank dos médulos de intervalo.

Proposicao 2.4. Principio da Restricao
Sejam T, S conjuntos finitos de indices com S C T. Entao,

<I|Vsg>=> <J|Vp>
J

onde a soma € sobre os intervalos J C T, tais que JNS = 1.

Exemplo 2.7. Seja a < b < ¢. Considere os novos indices p e ¢ rearranjados de forma
que a < p < b < g < ¢. Denominaremos S = {a,b,c} e Ty = {a,b,q,c}. Note que
S C T;. Seja

[b,c] =1= o,

®

o, .

Calcular a multiplicidade do intervalo [b, ¢| no m6dulo de persisténcia V indexado sobre
o conjunto S,

< Oq4 o, o |VS >,

segundo o Principio da Restricao ¢ o mesmo que computar a multiplicidade do intervalo

[b,c] =J = o, o, o, o,

sobre o médulo V mas agora indexado sobre o conjunto 77. Observamos que, de
fato, J C Ty, porque {b,q,c} C {a,b,q,c}. E, ainda, JN S = I ja que se trata de
{b,q,c} N{a,b,c} = {b,c}. Note também que J é a tnica opcao de intervalo para esses
conjuntos de indices. Logo,

< 04 L4

o, ’Vs> = Z<J,VT1>
J

= < o, o ., o | Vp >
Agora, no cenario que tivermos outro conjunto de indices,
T2 = {a7p7 b7 C}7

e quisermos fazer o calculo da multiplicidade para o mesmo intervalo I = [b, ¢] sobre o
modulo de persisténcia Vg, temos de considerar o seguinte: sejam

Jl - [b7 C] = Ogq Op o, o,

o]]2 - [b7 C] = Oq ®, o, o, .
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Verifiquemos que J; e J, satisfazem as exigéncias do Principio da Restricao: J; € Ty
desde que {b,c} C {a,p,b,c}, bem como Jo C Ty pois {p, b, c} C {a,p,b,c}. Além disso,
JinNS ={b,c}Nn{a,b,c} ={bc} =1 e, similarmente, Jo NS = {p,b,c} N{a,b,c} =
{b,c} = L. Portanto, J; e J, satisfazem as condigoes requeridas pelo Principio da
Restrigao. Perceba também que eles sao os tnicos intervalos existentes, segundo tais
conjuntos de indices. Logo,

2
< 94 ® o |VS> = Z<Ji7VTz>
=1

= < O Op L) o, 7VT2 >

+ < o, ., o, o, Vp, >.

Existe uma variagao na resolucao dos casos vistos no exemplo anterior. Isso se
da por conta da localizacao do indice inserido. Em suma, sempre que tivermos uma
configuragao em que um novo indice é colocado entre dois modulos iguais, teremos que
ele também sera igual aos demais. Em outras palavras, para

< o, o >>

ao adicionarmos um elemento p, a < p < b, necessariamente teremos

< e, ., o > .

Basta entendermos que cada ponto, seja preenchido (e) ou vazio (o), representa um
espaco vetorial de rank 1 ou rank 0, respectivamente. E as transformagoes lineares
entre eles satisfazem a “lei de decomposicao” possuindo rank maximo. Dessa maneira,
se possuissemos um caso em que fosse permitido

< o, op o >,

aconteceria que 2 : K — K teria rank maximo igual a 1. Por outro lado, ao considerar
as transformacoes lineares 2 : K — 0, tal que k — 0, paratodo k € K e 2'2 10— K que
naturalmente associa o 0 a 0 € K, terfamos ¢ = ig o 4? com rank 0, uma contradicao.
No caso em que temos < o, e, >, ao inserirmos um elemento ¢, a < q < b,
admitimos ter tanto o, quanto e,, pois ambos os casos caracterizam um intervalo e
ainda, a luz da teoria de persisténcia, isso significa uma “caracteristica”’, ou seja, um
instante em que saimos dos espacos vetoriais nulos e comegamos nos espacos vetoriais

de rank 1.

Proposicao 2.5. rank(V, — V.) > rank(V, — V), quando a < b < ¢ <d.

Demonstracao. A Proposicao 2.5 é uma afirmacao bem conhecida. Queremos aqui
demonstra-la fazendo uso dos calculos de quiver e tendo em vista o Principio da Res-
tricao. Assim,

rank(V, = V.) = < o, .. > .
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Pelo Principio da Restrigao, temos

< LT3 o, > = < o L 13 o, o, >
+ < 0o * L ° >
T < o * ° Oq >
+ < 9 * o Oq >
= < 9o ° o ° >
= < o ° >

= rank(V, — Vy).

2.8 Medidas no Retangulo
Para um T-moédulo de persisténcia decomponivel,

V=PI, q),

leL

j& definimos o diagrama de persisténcia decorado como sendo o multiconjunto
Dgm(V) ={(p},¢) | L € L}
e o diagrama de persisténcia nao-decorado como sendo o multiconjunto

dgm(V) = {(pi,q) | L € L}.

No entanto, se nao tivermos que V é decomponivel, precisaremos proceder de forma
diferente. A ideia, a grosso modo, é que se soubermos quantos pontos de Dgm estao
contidos em cada retangulo contido no semi-plano superior H, entao conheceremos
Dgm completamente. Acontece que, para modulos de persisténcia, contar pontos em
retangulos é facil. A linguagem da teoria da medida é bem adequada aqui. Mostrare-
mos que cada modulo de persisténcia define uma medida de valor inteiro no retangulo.
Se o modulo for tame, entdao a medida é de valor finito. A medida de persisténcia que
construiremos nao ¢ uma medida no sentido préoprio da palavra - ela sera aditiva no
sentido de revestimento ao invés do sentido usual de uniao disjunta. As discrepancias
aparecerao quando dividirmos retangulos em dois triangulos: o que acontecera com
os pontos nas arestas comuns? A qual tridngulo eles pertencem? A fim de resolver
isso, seremos naturalmente conduzidos a no¢ao de pontos decorados. Que serve per-
feitamente com nossa utilizacao de decoracoes para distinguir extremos de intervalos
abertos e fechados.

2.8.1 A Medida de Persisténcia

Seja V um modulo de persisténcia. A medida de persisténcia de V é a fungao

MV(‘R) =< O, o [ Oq | V >

definida no retangulo R = [a, b] X [¢,d] no plano, com a < b < ¢ < d.

Para modulos de persisténcia decomponiveis, existe uma clara relagao entre py e
as somas de intervalos de V.

Vamos considerar primeiro o caso que temos um moédulo de intervalo.
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Proposigao 2.6. Seja V =17, onde J = (p*,q*) € um intervalo na reta real. Seja
R =1a,b] x [c,d] com a <b<c<d. Entao,

1, se [b,c]CJC(a,d)
py(R) = { 0, caso contrdrio

Demonstracao. Seja R = [a,b] X [¢,d] um retangulo com a < b < ¢ < d. O mo-
dulo H{Ja,b,c,d}7 por definigdo, ¢ a familia de espagos vetoriais a l-parametro (I; | t €
| K, se teJC(a,d)

{a,b,¢,d}), com I, = { 0,  caso contrario

Precisamos analisar algumas condigdes sobre o conjunto J. Se J = (p*, ¢*) estiver
contido em (a,d) e ainda possuir [b, ¢] como subconjunto ou se o intervalo J = (p*, ¢*)
contiver (a,d), naturalmente [b, ¢] também; Entao J restrito ao conjunto (a,d) - pois
exigimos J C (a,d) quando estruturamos a teoria de modulos de intervalo - devemos
ter J um intervalo segundo o conjunto {a,b,c,d} e uma vez que temos a condigao
a < b < ¢ < dsegue que o primeiro elemento que pode ser alcancado por J seria b e,
por conseguinte, ¢ o iltimo, porque os extremos sao abertos.

Se J for um intervalo degenerado, por exemplo,

< Q4 Op o Oq >,

temos que o rank da transformacao linear vj : K — 0 é zero. Senao, J é um intervalo
nao-degenerado, e a tnica opc¢ao seria

< Oq o o, Oq > .

Nesse caso, o rank da transformacao linear vy : R — R ¢é 1.
Assim, se [b, ¢] C J C (a,d), teremos que a multiplicidade do intervalo [b, ¢| segundo
o retangulo R = [a,b] X [¢,d] é 1. Caso contrario, teremos rank 0. Portanto,

[ 1, se [b,dCJC(ad)
pv(R) = { 0, caso contrario

]

A proposicao acima tem uma interpretacao grafica de que representa o intervalo J C
R como um ponto decorado no plano estendido. A imagem abaixo indica exatamente
quais pontos decorados (p*, ¢*) sao detectados por py(R).

Figura 2.4: Pontos decorados detectados pela medida.

Se (p,q) estiver contido no interior de R, entdo (p*,q*) sempre sera detectado,
independente de sua decoragao. Contudo, se (p,q) estiver na fronteira, entdao (p*,q*)
serd detectado desde que seu tracinho esteja indicando a diregao ao interior de R.
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Definigao 2.8. Seja R = [a,b] X [¢,d], coma < b < ¢ < d, e considere o ponto decorado
(p*,q*), com p* < ¢*. Diremos que (p*,q*) € R se
1. o intervalo J = (p*, q*) satisfizer [b,c] C J C (a,d);

ou equivalentemente

2. o ponto (p,q) juntamente com sua decoragdo estiverem contidos no retangulo

fechado R.

Usamos a notagao
R*={(p",q") € R}
quando queremos explicitar o conjunto de pontos decorados contidos em R. Entre-

tanto, preferimos escrever (p*, ¢*) € R, ao invés de (p*, ¢*) € R™ quando simplesmente
indicamos a relagao entre um ponto decorado e um retangulo.

Corolario 2.1. Suponha V um mddulo de persisténcia decomponivel sobre R,
V=10, q).
leL
Entao,

pv(R) = card(Dgm(V) |g).

Demonstracao. Recordando a defini¢ao, temos que se A = (S, m) é um multiconjunto,
entao card(A) = ). om(s). Sabemos que Dgm (V) é um exemplo de multiconjunto.
Seja R = [a,b] X [¢,d], com a < b < ¢ < d, um retangulo. Logo,

< 04 ., o, og |V> = <[b]|V>
= > <[bd| I q) >
leL

pois V é decomponivel em moédulos de intervalo e, pela Proposicao 2.2, temos a igual-
dade acima.

Além disso,

card(Dgm(V) |r) = > < [p},¢]] | V |r>,
leL

ou seja, equivale a considerar [p}, ¢f] que estao contidos em R, portanto contamos os
elementos da forma p; = b e ¢f = ¢, para todo | € L, pois os elementos [p;}, q/] do
modulo de intervalo contido no retangulo R = [a,b] X [c,d] sdo necessariamente da
forma [b, ¢].

Assim,

card(Dgm(V) |r) = Y <[pf,qi] |V [r>

leL

= > <[bd|V|p>

leL

= Y <[bd|V>

leL
= py(R).

Portanto,

pv(R) = card(DgmV |g).
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Agora, iremos articular nossa estratégia a fim de definir diagrama de persisténcia
sem assumir que o médulo seja decomponivel. E a seguinte:

e Construir a medida de persisténcia puy;

e Definir Dgm(V) como sendo o multiconjunto no semi-plano superior tal que
uv(R) = card(Dgm(V) |gr) seja uma igualdade vélida para todos os retangu-
los R.

Para a realizagao desse trabalho, necessitamos saber se tal multiconjunto existe e,
ainda, se é tinico.

2.8.2 Continuagao da Medida de Persisténcia

Chamamos py de medida porque ela é aditiva com respeito a divisao de um triangulo
em outros dois triangulos. Comprovaremos em breve esse fato. Agora, vamos dar uma
prova de uma férmula de soma alternada para py(R). Definimos rf = rank(vt : Vy —

Vi).

Proposicao 2.7. Seja V um mddulo de persisténcia e sejam a < b < ¢ < d. Se os
espacos Vg, Vi, Ve e Vy sao de dimensao finita, ou menos estritamente, sery < oo, entao

< 0o, o, o, Od|V>:7"g—T§—Tg+T’Zl.

Demonstrag¢ao. Consideremos o conjunto T = {a, b, ¢,d}. Vamos descrever o modulo

de persisténcia V sobre T gerando o modulo de quatro termos. Note que, segundo o

Proposigao 2.5 , temos rank(V, — V;) < rank(V, — V.) = rj < oo, implicando que

todos os ranks sao finitos. Assim, somos aptos a tomar e somar todos os ranks.
Observemos que, por um lado,

r, = < 04 o, o, og4 >
e o= < e, ., o, og4 >
rd < o, ., ., o, >
TZ[ = < o, oy o, o >,

que segue da defini¢ao.
Por outro lado, o Principio da Restrigao nos permite calcular

1.
< Q4 o o Oq > = < 094 oy o, Oq >
+ < o, oy o, Od >
+ < Oa o, o, o >

+ < o, L3 o, o, >
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2.
< o, o o, oOq > = < o, o o, Oq >
+ < L) o o, o, >
3.
< 04 L) o, o, > = < 0O o o, o, >
+ < o, o o, o, >
4.
< o, o, o, o > = < o4 L4 o, o > .

Reunindo as informagoes, conseguimos

re =TTl =< op——ey——e.——o0y |V >.

c_

Ty

Proposicao 2.8. i ¢ aditiva com respeito a divisao horizontal e vertical, isto ¢,

pv(la, 0] x [e, d]) = py([a, p] X [e, d]) + p([p, b] x [, d])

MV([Q’ b] X [07 d]) = NV([av b] X [C’ QD +MV([a7b] X [% d])
sempre que a < p < b<c<q<d.

A propriedade de aditividade pode ser ilustrada pela imagem

Figura 2.5: Tlustracao da propriedade de aditividade.

Nossa afirmagdio ¢ que y(R) = uy(S) + p(T) = p(U) + (V)

Demonstracao. Apresentaremos duas demonstragoes para o enunciado acima. Cada
uma traz consigo aspectos distintos.
Seja a < p < b < ¢ < d. Usando o calculo de quiver,

MV([a7b] X [Cu d]) = < Oq L) o Oqg >
= < Oq Op o, o, Oq >
+ < o, ., o, o, og4 >

= pv(la,p] x [e,d)) + pv([p, b x [c, d])
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e, assim, provamos a aditividade com respeito a cortes horizontais.
Para os cortes verticais,

Manvb] X [67 d]) = < 9q e o Oqg >
= < Oq o, [ Oq Oq >
+ < o, ., o, o, og4 >

= py([a,b] x [c,q]) + pv([a,b] x [g,d]).

Essa foi a primeira demonstracao. A segunda demonstragao s6 é possivel assumindo
r; < 00, 0 que, como vimos anteriormente, implica que os demais ranks sao também
todos finitos. A férmula da soma alternada nos fornece

< o, o, o, o4 >:7"§—T§—7“Zl+rg

através da Proposigao 2.7. Agora, somando 0 = (1 — r¢) + (14 — rf), obtemos

rh e =i+t (rp =) + (1 = 1)

:(r;—rg—rg—i—rff)—I—(rg—rg—rg—i—rg)

=< o, ., o, o >+ < o, o, o Oq >
= pv([a, p] x [¢,d]) + pv([p, d] x [c, d]).
Procedemos analogamente para concluir que
rp = =y g = (=g — v +rd) + () — vl = +77)
= pv(la, 0] X [e, q]) + pv([a, 0] X [g, d]).
O

A segunda prova é particularmente transparente quando desenhada geometrica-
mente no plano: os sinais + e — nos vértices dos retangulos se cancelam de uma forma
desejavel.

Proposicao 2.9.

. I
< 0, o, o, o >=dim

= dim <Im(vg) " ];;Qig)ﬂ ker(vﬁ)) .

A proposigao acima expressa a medida do retangulo como a dimensao de um es-
paco vetorial construido de V. Essa abordagem pode ser ttil, no entanto, existem
propriedades, tais como a aditividade, que nao sao 6bvias de serem checadas nesses
termos.
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2.9 r-medidas abstratas

Consideraremos a medida de retangulos de forma mais abstrata. A medida de
persisténcia é, de fato, nosso exemplo primario, mas a formulagao mais geral é ttil em
diversas outras situagoes. Para fins de exposic¢ao, inicialmente trabalharemos no plano
R? ao invés do plano estendido R2.

Definicao 2.9. Seja D subconjunto de R%. Defina
Rect(D) = {[a,b] x [e,d] C D | a<bec<d}

o conjunto dos retangulos fechados contidos em D. A medida do retdngulo, também
chamada de r-medida, em D é uma funcao

w: Rect(D) — {0,1,2,...} U {400}
que € aditiva sequndo as divisoes horizontal e vertical.

Proposicao 2.10. Seja p uma r-medida em D C R%. Entao, p ¢

e Finitamente aditiva: Se R € Rect(D) pode ser escrito como unido

e Mondtona: Se R C S, entao pu(R) < pu(S).

Demonstragao. Seja R = [a,b] X [c,d] em Rect(D) e suponha

R;’s retangulos com interiores disjuntos. Suponha, primeiramente, os R;’s da forma
R; = [a;,ai11] X [e,d], com a; < a;11 retangulo em D e a = a; < as < ... < a = b.
Como g é uma r-medida, seque que p é aditiva segundo divisao vertical. Assim,

p(R) = p(la,b] x [c,d))
= pllar, ag] x [e, d]) + pllas, as] x [e, d]) + - + p(lan—1, ax] x [c, d]).

Agora, sendo p uma r-medida, é também aditiva segundo divisao horizontal. Seja
c=c <cy<...<c¢=d. Entao,

w(R) = p([a, 0] x [c,d])
= ,U([a> b] X [01762]) +U([a>b] X [02763]) + - -u([a,b] X [Cl—bcl])'
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No caso geral,
r= U B
1<i<k, 1<j<I

fazemos:
n(R) = p(la,b] x [c,d])

k—1
— Z,u([ai, CLi+1] X [C, d])

k—1 -1

= D ullai aia] X [ef, ¢1])

i=1 j=1

= ZM(Rij)-

Para demonstrar que 1 ¢ monétona, vamos decompor S em uma colecao de retan-
gulos de interiores disjuntos constituidos do proprio R e Ry, ..., Rx_1. Como R C §,
com R e S € Rect(D), entao R = [rq,1p] X [re,7q] com 7, < 14 € 7. < T4, bem como
S = [Sa, Sp| X [Se, Sa), onde s, < Sp € Se < Sq, € [T, 7] X [Te,7a] € [Sa, Sp) X [Se, Sa] com
S ST <Tp < Spe 8. 1. <1rg < 584

Escreva

S=RU( U Ri;),

1<i<k; 1<j<l

de tal forma que RN R;; = ) para quaisquer i e j, e também R;; N R, = ) sempre que
i # pe j#q. Portanto,

wS) =pRUC J Ry)) = p(R)+ D p(Ry) > p(R)

1<i<k; 1<5<1

uma vez que 4 assume valores no conjunto {0, 1,...} U {+oo}.
Afirmamos que para tal decomposi¢ao é necessario, no maximo, 5 retangulos.
Caso 1: O “pior” caso ocorre quando s, < 1, <7y < Sp € Se < Te < Tq < Sq.

Sq

Iy

Figura 2.6: Decomposicao do retangulo S em outros cinco retangulos, incluindo R
como um deles.

Assim, teremos os retangulos

Rl = [Savra] X [Sca Sd]a
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Ry = [ra, 5] X [Se,7el,

Rs = [ry, Sp] X [Se, Sd),

Ry = [ra, 73] X [ra, Sdl,
Rs = R = [rq, 1] X [1e, 4]

Caso 2:

Sa

Tg

Figura 2.7: Decomposi¢ao do retangulo S em outros quatro retangulos, incluindo R
como um deles.

Se s, < Ty <Tp =8 €8 <7r.<ry < S conseguimos reescrever segundo os

seguintes retangulos
Rl = [Saara] X [Sca Sd]a

RQ = [raa Sb] X [chrc]a
R3 - [Ta, Sb] X [rdvsd];
Ry = R = [rq, sp) X [ra, Sal-

Caso 3:

Sq

Tq

Figura 2.8: Decomposigao do retangulo S em outros trés retangulos, incluindo R como
um deles.

Se S =T < Sp =1y e S < 1. <rg < Sq, podemos decompor nos seguintes
retangulos

Rl - [Sa,Sb] X [807TC]7
Ry = (54, Sb] X [Td, Sdl,

Rs = R = [Sa, 8] X [Fe,Td)-
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Caso 4:

Sq

-8 T Sp

Figura 2.9: Decomposicao do retangulo S em outros dois retangulos, incluindo R como
um deles.

Se s, <Te <Tph=S5p€e8.=1rc<rqy=Sq, obtemos
Ry = [Sa,Ta] X [Se, Sal,

Ry = R = [rg, sp) X [Se, Sa)-

Caso 5: O melhor dos casos ocorre quando temos S = R, quando a conclusao é
trivial.

S4

Figura 2.10: O retangulo S = R é sua préopria decomposi¢ao

]

Observacao 2.4. Notemos que em cada um dos casos héa configuracoes completamente
analogas provenientes do movimento rigido de translagao do retangulo R, mas man-
tendo as hipoteses com relacao a quantidade de contato que ocorre no retangulo maior
S. Assim, a quantidade requerida de retangulos, para cada caso, se mantém, apenas
modificando a forma de decompor.
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3.1 Funcoes de Morse

A classe de fungoes a valores reais definidas em uma variedade é muito ampla e
diversa, inclusive dificil de se caracterizar, ainda que restringi-las para fungoes continuas
nao surte muito efeito em entender seu comportamento.

Mesmo funcgoes suaves podem ser bastante complicadas em seu comportamento,
e é melhor, portanto, adicionarmos outra hipdtese, a saber, a genericidade. O que
conseguimos entao é a classe de fungoes de Morse, que se distingue ao ter apenas
pontos criticos simples. A maior parte da teoria esta interessada no estudo dos pontos
criticos, sua estrutura e o que eles dizem sobre a variedade e a fun¢ao. Apesar de
raramente encontrarmos fungoes de Morse em aplicagoes reais, ou até mesmo funcoes
suaves, para esse assunto, saber sobre a sua estrutura beneficia significativamente a
nossa compreensao de fungoes suaves gerais e até funcoes lineares por partes.

3.1.1 O Toro em Pé

Iniciaremos nossa discussao com um exemplo que ilustrara perfeitamente como a
informacao contida em uma variedade de dimensao 2 pode ser extraida dos pontos
criticos de uma funcao definida nela a valores reais.

Sejam M o Toro de dimensao 2 e f: M — R a funcao altura.

Considere M, = f~'(—o0,a] = {x € M | f(z) < a} o conjunto de subnivel.
Estamos interessados na evolugao dos subniveis a medida que aumentamos o limitante
a.

Figura 3.1: O Toro de Pé.

45
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Vamos estudar o comportamento de M, conforme variamos a.

Sejam u,v,w e w € M. Para a € R, tal que a < f(u), temos M, = .

Quando tomamos a € R, com f(u) < a < f(v), M, é homeomorfo ao disco fechado,
por conseguinte tem o tipo de homotopia de um ponto.

Ja quando f(v) < a < f(w), ocorre outra evolugdo nos conjuntos de subnivel e
obtemos que M, é homeomorfo a um cilindro, portanto, tem o mesmo tipo de homotopia
de um circulo.

Quando f(w) < a < f(z), o conjunto de subnivel M, tem o mesmo tipo de homo-
topia que “a figura 8”.

Finalmente, para f(z) < a, M, é o toro.

Ressaltamos que o comportamento dos conjuntos de subnivel s6 se modifica quando
passamos pelos pontos u, v, w e z, que sao os pontos criticos de f - um ponto de minimo
global, duas selas e um ponto de méximo global da funcao f.

D
D OO @»x O
o
Figura 3.2: Evolucao dos conjuntos de subnivel do Toro de Pé.

3.2 Funcoes Suaves

Seja Ml uma variedade suave de dimensao d, isto é, Ml possui cartas locais difeomor-
fas a bolas abertas de R?. Relembrando que um difeomorfismo ¢ um homeomorfismo
que € suave em ambas as dire¢oes. Além disso, tecnicamente, ser suave significa que as
derivadas de todas as ordens existem, ja na pratica, apenas precisamos que as derivadas
de primeira e segunda ordem existam para a maioria dos resultados que desenvolvere-
mos aqui.

Denotaremos o espago tangente ao ponto x € M por T,M que por sua vez é um
espago vetorial de dimensao d consistindo de todos os vetores tangentes a M em x.

Uma fungao suave definida entre variedades suaves f : M — N induz uma transfor-
magao linear entre os espagos tangentes, a derivada Df, : T.M — TN, para todo
x € M.

Estamos principalmente interessados em funcoes a valores reais, ou seja, as quais
N = R, consequentemente, obtemos as transformacoes lineares Df, : T,M — Ty R.
O espago tangente em um ponto da reta real, R, é a prépria reta real R.

Definicao 3.1. Seja Ml uma variedade suave de dimensao d e considere f : Ml — R
uma fun¢ao suave.

i Diremos que x € M € ponto reqular de f se Df, for sobrejetora.

it Chamaremos x € M ponto critico de f se Df, for a aplicacao nula.
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Caso tenhamos um sistema de coordenadas locais (x1, s, ...,24) para uma vizi-
nhanca do ponto z € M, entao x seré ponto critico se, e somente se, todas as derivadas
parciais de primeira ordem forem nulas, isto &,

of of of
—@)==—)=...=—(2)=0
0x 8952( ) 8xd( )
of of of
ou ainda podemos escrever como Vf, = | —(z), —(z), ..., =—(x) | = 0.
p ro= (5@ @ 2w

Definigao 3.2. A imagem de um ponto reqular x de f é denominada valor regular de f.
Jd a imagem de um ponto critico x de f € nomeada valor critico de f.

Além disso, utilizamos a segunda derivada para sermos capazes de distinguir dife-
rentes tipos de pontos criticos. A matriz Hessiana de f no ponto x é definida por

2f 9% 0% f
ox? Ox10x2 " Or10xq
_o°r 9% 0% f
Ox20 Ox2 Tt 9x 0
Hess, (f) = | ™7 % o (3.1
_or _9°f 2f
O0ry0xr1  Oxglxe " 8:1:3

Defini¢ao 3.3. Um ponto critico x de f é dito nao-degenerado se det Hess,(f) # 0,
ou seja, a Hessiana € nao-singular

3.3 0O Lema de Morse

Em um ponto critico, todas as derivadas de primeira ordem se anulam, assim a
Formula de Expansao Local de Taylor nao tem termos lineares. Se o ponto critico for
nao-degenerado, entao o comportamento da fungao em uma vizinhanga pequena do
ponto critico serd dominado pelos termos quadraticos.

Além disso, somos capazes de encontrar coordenadas locais tais que nao hajam
termos de ordem superior a 2.

Lema 3.1. Lema de Morse
Sejam M uma variedade suave de dimensao d e f : M — R func¢ao suave. Se
u € M é um ponto critico nao-degenerado de f, entao existem coordenadas locais, com
u=(0,0,...,0) e
f@)=f(u) — 2% —a5— ... — xf] + :1r;24rl R R
para todo x = (x1, ..., x4) pertencente a essa vizinhang¢a pequena de u.

Demonstracao. Seja ¢ : U — V uma carta local em torno do ponto u € M tal que
#(0) = u. Entdo, fo¢ é uma funcao suave do aberto U de R? em R, com ponto critico
nao-degenerado no elemento 0 € R%. Suponhamos que f(u) = f o ¢(0) = 0.

Afirmacao 1. Seja U C RY vizinhanca aberta de 0 € R?. Toda funcao suave F : U —
R, com F(0) = 0, pode ser escrita no forma

F(a:) = 1’191(331, ---,l’d) +...+ xdgd(azl, ...,a:d),

em alguma vizinhanca da origem, onde g; sao fungoes suaves, tais que

—(0) = 5i0).
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Com efeito, desde que U é aberto, segue que existe uma bola aberta D inteiramente
contida nele, com D vizinhanga de 0 € U. Para todo x € D, pelo Teorema Fundamental

do Célculo,

/ F(tx)dt, uma vez que F(0) =0

/ or (tz)xy + .. —i—a—F(tx)x dt
oz, oxq ¢

~ (@) + et agalo). onde gix) = [

(tx)dt, para i=1,...,d.

Temos, assim,

. OF
0) = [ Grta)dt o= S(0)

como desejavamos.
Aplicando a Afirmacao 1 a f o ¢, nos é garantido

fo(z) = z1g1(2) + ... + zaga()
para x em uma vizinhanga aberta de 0, contida em U. Além disso,

g:(0) = (‘(];O¢)( 0) =0, jaque 0 é ponto critico.
xZ;

Logo, estamos nas condigoes de aplicar, novamente, a Afirmacao 1, mas agora para
cada funcao g;, obtendo

gz(x) = -Tlhi,l (.1') + $2hi72($) 4+ ...+ iL‘dhLd(l’),
isto é,
d
x) = Zxkhzk(x)
k=1

em uma vizinhanca aberta de 0.
Portanto, conseguimos

fodlx) = Y wiwphin(x)
i,k

f (@) ¢($) = I%h171($> —|— [L’ll’ghl’Q(ZE) + —f- xlxdhl,d(l‘) —I—
+ $2$1h271(1’) + x%hQ?Q(I) 4+ ...+ xgxdh27d<l’) + ...
+ xdﬂjlhd71($> + xd:)sghdg(x) + ...+ xzhd,d(x)-

Em outras palavras,
f o ¢(£If) = Jﬁhl’l(x) + 2$1$2(h172 + th)(.’Iﬁ) + ...+ QZ‘i.’Ej(hiJ + h],z)(l') + ...+ xflhd,d(x).
Defina

(hig + his)

H;) = 5
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e perceba que Hy,; = H; ;. Entao,
x) = szkam(x)
ik

foo(x) = x%HLl(x) + 129 Hy 2(2) + ... + @i H () + ..+ x?lHd,d(:c).

Calcularemos a derivada parcial na direcao de x;,

(fogb)( ) . 8(x1H11+:v1$2H12+ —{—]JZZL']H ++$§Hd,d)< )
a.l’z N al’z *

por conseguinte

o(f9) 0H; 2 OH,; ; 0H, 4
Bz, ——(z) = 1 H; 1 (v) 274 o (x)+.. 422, H; i (x)+a; P (2)+..xqH; g(2)+2i09—— Bz, (x).

Agora, se aplicarmos a segunda derivada na dire¢ao i, conseguimos

0*(f9)
ox?

OH,, 0*H; 0H,;;
(x)4zix ——— o 2 (@) A 2H (1) 422 Dz, (@)+a; 922

8@-
OH,; 0*H,;
+ 2 T4 axld (,[L‘) + l’zl'dW?’d(x)

(x) = 214

Avaliando (f ¢)( ) em z = 0 implica que

*(f¢)
Ox?

7

(0) = 2H,,(0),

porque = = (x1, 2, ...,2q) = (0,0, ...,0) = 0.
Analogamente obtemos que

0*(f9)
81’j83§'i

Pela hipotese de que 0 é ponto critico nao-degenerado, segue que det(Hy;(0)) # 0,
pela continuidade de h;; temos que existe uma vizinhanga aberta V' de 0 do qual
hij(x) # 0, para todo x € V'. Assim, em particular, H;1(0) # 0.

Seja (y1, o2, ..., £g) um novo sistemas de coordenadas locais para a vizinhanga, donde

d Hy;
v = VI Hial(z + 20 migy)-

Assim,
d
Hl,i
d d
i .CEZH i
y1—H11x1—|—22331x2H“+(21_§{ 1) ’
i 1,1

caso tivermos H;; >0, e

(O, @i Hy,)?

d
2= _Hiq22 -2 H
Yy = — 117 — X111 5 —
H1,1

=2
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caso tivermos H;; < 0.
Implica que teremos a fungao

d d 2
2 (D imp ity )
D)=+ vyl - ,
f(@) =y 1;:2 g4, i,
para Hy; > 0.
Senao, teremos a fungao
d d 2
2 (X ime TiH1)
)= -y, + xix; Hj — ,
f(z) Y1 ”222 jtti,g Hi,

caso H;; < 0.

Isolando os termos diferentes de +y?, observamos que satisfazem as mesmas con-
digoes que f, entretanto com menos varidveis, portanto, podemos induzir o mesmo
procedimento até que tenhamos

F ) = =Y —ys — o — Yo Yoy + o+ Yy + Vi

Note que, se f(u) # 0, entao definimos f; : M — R dada por fi(x) = f(z) — f(u) e
aplicamos o argumento para f;.

O numero de sinais negativos no polinémio quadratico independe dos sistemas de
coordenadas. O

Definigao 3.4. Sejam f : M — R uma func¢ao suave definida em uma variedade suave
de dimensao d a valores reais, u € M um ponto critico de f. Considere a func¢ao
fornecida pelo Lema de Morse

fl@)=f(u)—ai —a3— ... —al+ a2, + ..+ 3+,

para todo x € U em uma vizinhan¢a do ponto critico u.
Definimos o indice do ponto critico u como sendo a quantidade de sinais negativos
fornecidos pela fun¢ao dada no Lema de Morse. Denotamos por index(u) = q.

O indice classifica os pontos criticos ndo-degenerados em (d + 1) tipos.

Exemplo 3.1. Para uma variedade de dimensao 2, temos 3 tipos de pontos criticos
nao-degenerados, classificado pelo indice por:

e Minimo, index(u) = 0.
e Sela, index(u) = 1.
e Maximo, index(u) = 2.

J&a para uma variedade de dimensao 3, temos 4 tipos na classificacao dos pontos
criticos nao-degenerados, por meio do indice:

e Minimo, index(u) = 0.

e Sela, index(u) =1 ou index(u) = 2.
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e Maximo, index(u) = 3.

Definicao 3.5. Seja Ml uma variedade suave de dimensao d. Uma func¢do suave f :
M — R € fun¢ao de Morse se

1. Todos os pontos criticos de f forem nao-degenerados;

2. Pontos criticos tem valores criticos distintos.

Para definir fun¢ao de Morse observamos que é possivel deixar de exigir a condigao
2, porém para nossos propoésitos a manteremos.

O Lema de Morse garante que para cada ponto critico nao-degenerado existe uma vi-
zinhanca que o separa de outro ponto critico nao-degenerado. De fato, j4 mencionamos
que um ponto u é critico de f se D(fo¢), : R? — R nao for sobrejetora, ou equivalente-
mente, se a Jacobiana J(fo@), = 0. Assim, se J(foo),(z) = (£2x1, £229, ..., £224) =
(0,0,...,0), em uma vizinhanc¢a do ponto critico u, logo = 0. Portanto, concluimos
que existe uma vizinhanca de u que o isola dos demais pontos criticos. Implicando
que uma funcao de Morse definida numa variedade compacta possui, no maximo, uma
quantidade finita de pontos criticos.

Observagao 3.1. A fungao altura f : Ml — R definida no Toro de Pé a valores reais é
uma fun¢ao de Morse. Em contraste, se ao invés tivéssemos considerado o Toro Deitado
juntamente com a mesma func¢ao f, obterfamos um circulo inteiro de pontos de minimo
e um circulo inteiro de pontos de méximo, onde todos esses pontos sao degenerados.
Seus indices, nesse caso, nao estao definidos.

3.4 Campo de Vetor Gradiente

Um campo de vetor y : M — TM sobre uma variedade suave M é uma funcao que
associa, para cada x € M, um vetor x(z) € T,M no espaco tangente a M em z.

Dados uma funcao f : M — R suave e um campo de vetores x : M — TM,
denotamos a derivada direcional de f ao longo do campo de vetores x por x[f]; o qual
associa cada x € M com a derivada direcional de f na dire¢ao x(x) avaliada no ponto
x.

Um particular e muito atil campo de vetor é aquele em que os pontos na diregao
mais ingrime crescem. Todavia para defini-lo precisamos medir comprimentos, onde
introduziremos a métrica de Riemann que é uma variagao suave do produto interno
definido no espaco tangente.

Se M for uma variedade suave de dimensao d, imersa em algum espaco Euclidiano,
entao o espaco tangente TM sera um subespago linear do mesmo espaco Euclidiano e
podemos incorporar a métrica emprestada.

Definicao 3.6. Dados uma variedade suave M, uma métrica Riemanniana em M e
uma funcao suave f : M — R, definimos o gradiente de f como o campo de vetor
Vf:M — TM caracterizada por < x(x),V f(z) >= x|[f] para todo campo de vetor x.

Assumindo coordenadas locais com base de vetores ortonormais x;, o gradiente no
ponto T €

_lof, | Of

Vi) = |5 @) g (@) 5 (@)
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Utilizamos o gradiente para introduzir o grupo de difeomorfismo a 1-parametro
@ : R x M — M que possui duas propriedades caracteristicas.

Para cada t € R, ¢; : M — M dada por x — ¢(z) = ¢(t,z) é um difeomorfismo
de M sobre M. Também ¢,.4, = ¢; © ¢y, para quaisquer ¢, ¢y € R.

O grupo de difeomorfismo a 1-parametro é, de fato, um grupo.

Sejam ¢y, @5, @, € Dif f(M) com s, t, r € R.

1. Associatividade.

©s 0 (r 00)(T) = s 0 (Prgt)(T) = Qs 0 Prpy() = 905+(r+t)($) =
90(s+r)+t(x) = Ps4r O Sﬁt(x) = (psopr)o0 @t(x)-

2. Existéncia do Elemento Neutro.
Id : Ml — M difeomorfismo dado por x + x, para todo x € M.
Para cada ¢; € Dif f(M), temos por um lado,

@i(r) = pore(T) = wo 0 py(T).

Por outro,
pi(x) = Idp(z).
Portanto, ¢o(z) = Id.

3. Existéncia do Elemento Simétrico.

Seja ps € Dif f(M) para algum s € R, entao existe (—s) € R, tal que p_4 €
Dif f(M) elemento simétrico.

De fato, @50 p_s(x) = @sr(—s)(x) = wo(x) = Id(x) = x = Id(z) = po(x) =
P—sts(T) = s 0 s ().

Entao, o grupo de difeomorfismos a 1-parametro é um grupo.

Esse grupo de difeomorfismos segue a evolucao dos conjuntos de subniveis e pode

ser utilizado para demonstrar que nao existe alteragoes topologicas entre dois valores
criticos vizinhos.

Teorema 3.1. Sejam M uma variedade suave de dimensao d, f: M — R uma fun¢ao
suave e considere valores requlares a < b, tais que f~[a,b] é compacto e nao contém
pontos criticos de f. Entao, M, € difeomorfo a M.

3.5 Anexar Células

O nosso objetivo nesse trabalho é ser capaz de extrair e analisar as informacoes
contidas nos modulos de persisténcia. Afirmamos que se os valores criticos de f sao
a1 < ag < ... < a,, entao as informacgoes do médulo de persisténcia estao contidas em

HM,,) - HM,,) = ... > HM,,),

onde H é o funtor homologia singular de dimensao p.
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Notemos que o comportamento dos subniveis M; evolui ao passo em que t € R
cresce e alcanga os valores criticos da fungao f, como ja mencionamos anteriormente.

O intuito particular desse capitulo é mostrar que, de fato, o comportamento dos
subniveis se modifica ao passar pelos valores criticos e que existe uma previsao de como
essa mudanca ocorrera, dada através dos indices dos pontos criticos.

A situacao é bem diferente da presente no Teorema 3.1, se considerarmos valores
regulares a < b tais que f~'[a,b] é compacto mas contém ponto critico de f.

Seja u € f~'[a,b] C M um ponto critico de f com index(u) = q. Nesse caso, M
possui o mesmo tipo de homotopia de M, com uma g-célula anexada em sua fronteira.
Para ilustrar o que isso significa, vamos relembrar que a bola unitaria de dimensao
q, B? possui fronteira OB? = S9!, Seja g : S9! — OM, uma funcao continua. A
fim de anexar uma célula a M,, identificamos cada ponto z € S?! com sua imagem
g(x) € OM,. O tinico caso um pouco diferente ¢ quando o indice ¢ é zero. Entao S™1
¢é o conjunto vazio e anexar uma (0-célula significa adicionar um ponto.

Exemplo 3.2. Retomando o exemplo da variedade suave de dimensao 2, M, o do Toro
de Pé, e considerando novamente a funcao altura f : Ml — R. Temos u € M um ponto
minimo global, logo index(u) = 0, enquanto v e w sdo pontos de sela com index(v) = 1
e index(w) = 2, ja z € M maximo global com index(z) = 3.

Agora, se tomarmos a e b € R, tais que a < f(u) < b < f(v), com f~'[a,b]
compacto contendo u ponto critico com indice 0, minimo global. Assim, teremos M, =
(), enquanto M, é homeomorfo ao disco D cujo tipo de homotopia é o do ponto, por
ser contratil. Logo colar uma 0-célula ao conjunto M, é anexar um ponto ao conjunto
vazio, conseguindo um ponto e, portanto, ambos tém o mesmo tipo de homotopia.

Bem como, se tomarmos ¢ € R com f(v) < ¢ < f(w) e considerarmos f~'[b, (]
compacto contendo v ponto critico de f do qual index(v) = 1, uma sela. Temos que
M., é homeomorfo ao cilindro, por conseguinte, tem o mesmo tipo de homotopia que o
circulo S'. Ja M, que é do mesmo tipo de homotopia de um ponto, ao colarmos uma
1-célula no conjunto, obtemos um circulo, pois anexamos os dois extremos da 1-célula,
que consiste em um segmento de reta, no ponto, conseguindo assim um circulo.

Observacao 3.2. No exemplo do Toro de Pé, conferimos que todas as informacgoes do
modulo de persisténcia esta codificada em apenas 4 pontos criticos.

3.6 Transversalidade

Dada uma funcao de Morse, podemos percorrer o fluxo do gradiente e decompor
a variedade dependendo de onde se origina e de onde termina o fluxo. Para que
tal decomposicao gere um complexo, requeremos que a funcao satisfaca uma hipotese
adicional de genericidade.

3.6.1 Curvas Integrais

Seja ¢ : R x M — M um grupo de difeomorfismo a 1-parametro definido por
f M — R uma funcao de Morse definida em uma variedade compacta M a valores
reais, munido da métrica Riemanniana.

A curva integral que passa por x € M, ponto regular de f, é

Y=Y :R—=>M
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dada por
Y(t) = (1) = ¢(t,2), para todo ¢ € R,

solucao da EDO definida por

{ Ve =V f()
7(0) = x.

Uma vez que ¢ e, consequentemente v, sao definidas para todo t € R, e desde que
M é compacto, a curva integral necessariamente se aproxima de um ponto critico, para
t se aproximando tanto de mais infinito quanto de menos infinito.

Denominamos esses pontos criticos de origem e destino da curva integral,

org(y) = lim_~(),

dest(y) = lim ~(t),

t—+o00

respectivamente.

A func@o cresce ao longo das curvas integrais, o que implica em org(y) # dest(7).

O Teorema de Existéncia e Unicidade de EDO nos garante que uma curva integral
que passa por outro ponto regular, digamos y, ou é a mesma que passa por x ou as
curvas integrais sao disjuntas.

Em outras palavras, se v, ¢ a curva integral que passa pelo ponto regular y € M,
entdao I'my, = Im~, ou sendo I'my, N Imy, = 0.

A propriedade sugere decompor a variedade em curvas integrais.

3.6.2 Variedades Estaveis e Instaveis

Considere f : M — R uma fungao de Morse definida em uma variedade suave de
dimensao d a valores reais e tome v € M um ponto critico de f.
Definimos a variedade estéavel do ponto critico u de f por

S(u) ={uyU{r e M | dest(y,) = u}.

E definimos a variedade instavel do ponto critico u de f por

U(u) ={uyU{z eM | org(y,) = u}.

Note que para cada x € M ponto regular de f, a curva integral que passa por ele
¢ definida apenas para pontos regulares, portanto, as variedades estavel e instavel
consistem em apenas pontos regulares, com excecao do ponto critico do qual ela é
construida. Além disso, as palavras “estavel” e “instavel” fazem alusao aos sistemas de
equacgoes diferenciais ordinédrias em que temos o comportamento de campo de vetores
em torno do ponto critico. Curvas integrais que tendem ao ponto critico com o passar
do tempo (t — +00) sdo estaveis porque localmente conseguimos prever e entender o
comportamento de pontos préximos e que se mantém proximos, tal qual na variedade
estavel S(u) do qual consiste nas curvas integrais que convergem para o ponto critico.
Em outras palavras, u = dest(y,) = lim;—0o72(t). J& a variedade instével U(u) é tal
que com o passar do tempo, os pontos se distanciam do ponto critico.

A funcao cresce ao longo das curvas integrais, implica que na variedade estéavel,
S(u), temos f(u) > f(x) para todos z € S(u). Por essa razao, muitas vezes referem-se
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a ela como variedade descendente de w. Simetricamente, f(u) < f(y) para todos os
elementos y € U(u) e, por isso, essa é comumente chamada de variedade ascendente
de u.

Suponha uma variedade suave M de dimensao d e seja ¢ o indice do ponto critico .
Entao existe uma (¢ — 1)-esfera de diregoes da qual as curvas integrais se aproximam
de u. Além disso, S(u) é uma subvariedade de dimensao ¢ homeomorfa ao R?, imersa
em ML

Exemplo 3.3. Retomando o exemplo da variedade suave M, Toro de Pé, com a fungao
altura f : M — R. Relembrando que os pontos criticos de f sao u,v,w,z. E em especial,
o crescimento da funcao altura se da na direcao vertical com sentido para cima.

Para a variedade estavel S(u), S(u) = {u}, uma vez que u é ponto de minimo
global, logo seu indice é 0. Assim, percebemos que estamos compativeis com a teoria
estabelecida. Por outro lado, a variedade instavel U(u) consiste do Toro todo, ja que
todas as curvas integrais se distanciam do minimo.

No ponto critico v, uma sela, com index(v) = 1, temos a variedade estavel S(v) =
{v} U, onde C) é o segmento de reta aberto proveniente da circunferéncia retirada
seu ponto u, C; = (S — {u}). J4 a variedade instével, U(v), consiste do segmento de
reta aberto Cy obtido da retirada do ponto w da S!.

Simetricamente, temos o caso para o ponto de sela w.

Para z, maximo global com indice 3, temos, para a variedade instavel, U(z) = {z},
uma vez que com o passar do tempo nenhum ponto se distancia dele. Enquanto a
variedade estavel, S(z), consiste do Toro de Pé retirando as duas curvas C; e Cy, isto

é, S(z)={z} UM — (C, U(CY)).

3.6.3 Funcoes de Morse-Smale

Sejam 7 : R? — M e v : R? — M duas fun¢oes suaves. Considere z € r(RP) Nv(RY).
Diremos que 7 e v se intersectam transversalmente em z se

dr,(T,R?) + dv, (T, R?) = T, M,

onde z € r1(2) ey € v 1(2).
Diremos que r e v sdo transversais se para todo z € r(R?) N v(RY), tivermos que r
e v se intersectam transversalmente.

Definicao 3.7. Seja M uma variedade suave de dimensao d. Uma func¢ao f : M — R é
dita funcao de Morse-Smale se f for funcao de Morse e as variedades estavel e instdvel
se intersectam transversalmente.

3.6.4 Complexos

Assumindo transversalidade, a interse¢ao da variedade estavel de dimensao ¢ com
a variedade instavel de dimensao p tem dimensao (p + g — d), onde recordamos que a
dimensao de M é d. Além disso, a fronteira da variedade estavel é a uniao de variedades
estaveis de dimensao menor. O conjunto de variedades estaveis forma um complexo do
qual construimos uma dimensao por vez.

e (-esqueleto: Adiciona-se todos os minimos, como variedades estaveis de dimensao
0, para inicializar o processo.
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e l-esqueleto: Adiciona-se todas as variedades estaveis de dimensao 1, cada qual
um intervalo aberto que colaremos seus pontos extremos nos dois pontos do 0-
esqueleto.

e 2-esqueleto: Adiciona-se todas as variedades estaveis de dimensao 2, cada qual um
disco aberto que vamos colar a sua fronteira, o circulo, ao longo do 1-esqueleto.

Observagao 3.3. Admitimos a condi¢ao degenerada para os d-esqueletos que vamos
acrescentar o (d+ 1)-esqueleto. Por exemplo, permitimos que no 0-esqueleto tenhamos
apenas um ponto. Assim, ao colar o 1-esqueleto que consiste em um intervalo aberto,
colaremos ambas as extremidades no mesmo ponto, conseguindo assim um circulo.

3.6.5 Desigualdade de Morse

Veremos que a soma alternada dos nimeros de variedades estaveis nos fornece a
caracteristica de Fuler da variedade. Primeiramente, enunciaremos o teorema sobre a
caracteristica de Fuler.

Teorema 3.2. Fuler-Poincaré A caracteristica de Euler de um espaco topoldgico é
a soma alternada dos numeros de Betti

XE = Z(_l)pﬁp-

p=>0

Denotando por ¢, o nimero de pontos criticos de indice ¢, temos:

Teorema 3.3. Desigualdades de Morse
Seja M uma variedade de dimensao d e seja f : M — R wma fun¢ao de Morse.
Entao,

1. Fraca:
cq > B,(M), para todo q.

2. Forte: ' '

Z(—l)]_ch > Z(—l)]_qﬂq(M), para todo j.
q=0 q=0

A desigualdade forte de Morse, para j = d € uma igualdade.

Somos capazes de recuperar a desigualdade fraca de Morse por meio da desigualdade
forte de Morse.
De fato, pela desigualdade forte,

D (F1Y % = B (M) + Y (1) 5,(M).
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Assim
> (=1, - (~1)e0 + (1) e+ o (=) g1 + (<1)'%,
q=0
j—1
= ¢ =y (17,
q=0
j—1
> Bi(M) = > (=1)"7"718,(M)
q=0
Des. Forte para j—1 i1 .
> Bi(M) = ) (=1 e,
q=0

Na ultima desigualdade acima, utilizamos a desigualdade forte de Morse para j —1,

"w
,_.

( quc>z 1)771795, (M).

Il
o

q

Assim, invertemos a desigualdade quando multiplicamos por (—1).
Portanto, concluimos que

j—1 -1

G — Z(_l)j_l_ch > B;(M) — (1) e,

q=0 q

<.

Il
=)

Removendo os termos em comum, segue o resultado

¢; = B;(M).

3.7 Funcoes Lineares por Partes

3.7.1 Funcgoes Simpliciais

O analogo natural de fungoes continuas definidas entre espagos topologicos sao as
funcoes simpliciais definidas entre complexos simpliciais.

Seja K complexo simplicial com vértices wug, uq, ..., Uy.

Cada z € |K| pertence ao interior de exatamente um simplexo de K.

Se ¢ & o simplexo dado pelo fecho convexo de {uy, ..., ux},

o = fecho convexo{uo, ..., ux },

entao r € o se, e somente se,

k k
ZE:Z)\ZUZ, com Z/\Zzl (S /\2207 ZZO,,]{?

Definimos as coordenadas baricéntricas de x por b;(x), com b;(z) = A;, para 0 <
i <kebj(xr)=0,quando k+ 1 <i <n.
Segue que z = > o b;(z)u;.
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3.8 Filtracao de Lower Star

Apresentaremos o conceito de Lower Star, que transporta a teoria estabelecida até o
presente momento de subniveis e filtracoes definidas sobre um parametro que percorre
valores reais para um conjunto finito de pontos, mantendo a mesma estrutura para
a aplicacao dos funtores de homologia singular de dimensao p e, por conseguinte, a
partir da filtracao de Lower Star extraimos as mesmas informagoes. Este tratamento
¢ imprescindivel, uma vez que, computacionalmente, somos aptos apenas a trabalhar
com quantidades finitas de dados.

Seja K um complexo simplicial e suponha que cada um de seus vértices tenha
um valor real associado. Através de extensao linear sobre os simplexos, obtemos uma
fungao linear por partes (PL),

[ K[ =R,
definida por

e f(z) = Zbi(a:)f(ui),

onde u; sao os vértices de K e b; as coordenadas baricéntricas de zx.

Além disso, é conveniente assumirmos f genérica, o que significa que f(u;) # f(u;),
sempre que u; # u;, onde u; e u; sao vértices de K. Dessa forma, poderemos ordenar
de maneira crescente o valor assumido pela func¢ao em seus vértices

fluo) < flur) <o < f(un).

Para cada 0 < ¢ < n, consideramos o subcomplexo completo K; definido pelos ¢
primeiros vértices. Em outras palavras, dado o € K um simplexo, o € K se, e somente
se, cada vértice u; de o satisfaz j <.

Cada face de o é o fecho convexo de um subconjunto nao vazio de u;’s, onde u; €
vértice de o, e diremos que é uma face propria de o se o subconjunto nao for o conjunto
todo.

Se 1 for face de o, entao chamaremos o de coface de 7. Uma vez que um conjunto
de tamanho (k + 1) tem 25! subconjuntos, incluindo o vazio @, entdao o tem 281 — 1
faces das quais todas, exceto uma, sao faces proprias.

Fazemos essas observacoes para definir Star e Lower Star.

A Star de um vértice u; é o conjunto das cofaces de u; em K.

A Lower Star de um vértice u; é o subconjunto de simplexos, tais que u; é o vértice
com maior valor assumido pela f, isto é,

St(u;)) ={oc e K | se x€o, entao f(z) < f(u)}.

No geral, o Lower Star nao é um complexo. Consideramos, portanto o Lower Star
Fechado de u;, que é obtido adicionando as faces ausentes do Lower Star ao conjunto,
assim o Lower Star Fechado é um subcomplexo.

Pela hipotese de genericidade, cada simplexo possuird um tnico vértice maximo,
por conseguinte, pertencera a uma tnica Lower Star. Disso, segue que os Lower Star
particionam K. Ainda mais, K; é a uniao dos ¢ primeiros Lower Stars, o que nos motiva
a considerar a sequéncia encaixante

=Ky CK,C..CK,=K

Y

chamada a filtragao por Lower Stars.



4 'Topologia Persistente
Computacional

4.1 Homologia Persistente

4.1.1 Persisténcia

O conceito central deste capitulo é motivado pela necessidade pratica de lidar com
ruido nos dados. Isso inclui definir, reconhecer e, possivelmente, eliminar os ruidos.
Estes sao objetivos elevados e o desafio pode ser esmagador. De fato, a diferenca entre
ruido e caracteristica nao estd bem definida, mas reside nos olhos do observador. Em
qualquer caso particular, o foco estd em uma gama de escalas e um desejo de ignorar
tudo que é menor ou maior.

Em outras palavras, fazemos a nés mesmos a medida de todas as coisas e, fazendo
isso, obtemos uma unidade, um ponto de vista e uma opiniao.

Motivado por esse pensamento, tomamos uma abordagem agnostica e oferecemos
um significado a uma escala de medidas, uma ferramenta que pode ser usada para fazer
julgamentos baseados em informagoes quantitativas.

4.1.2 Homologia Persistente

Homologia Persistente pode ser usada para medir a escala ou resolu¢ao de uma
caracteristica topologica. Existem dois ingredientes, um geométrico, definindo uma
funcao em um espacgo topoldgico, e o outro algébrico, transformando a fun¢ao em
medicoes.

As medidas fazem sentido somente se a fungao o faz.

A Regra do Mais Velho

Comecemos com um cendario simples onde desenvolveremos nossa intuicao. Seja X
espaco topologico conexo e f : X — R uma fungao continua. Os conjuntos de subniveis
de f formam uma familia a 1-parametro de subespacos encaixados, X, C X, sempre
que a < b,onde X, ={z € X | f(z) <a}.

E conveniente pensar nessa familia como a evolucdo dos subniveis conforme o para-
metro aumenta. Vizualisamos essa evolugao desenhando cada componente de X, como
um ponto. O resultado é um grafo de dimensao 1, G(f).

Pensando na funcao f como a funcao altura, desenhamos o grafo da base para
o topo. Uma vez que as componentes nunca desaparecem, os arcos do grafo podem
mergir, mas nunca cindem. No final, para um valor a suficientemente grande, teremos
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uma unica componente. Segue que G(f) é uma arvore, e nos referimos a ela como a
arvore fundida da funcao.

Decompomos essa arvore em caminhos disjuntos que crescem monotonicamente
com f. Para obter os caminhos, desenhamo-nos da base ao topo, simultaneamente,
enquanto mantemos seus pontos finais superiores na mesma altura a. Os caminhos
se estendem, no entanto, quando eles se fundem, finalizamos aquele que comecou por
tltimo.

Pensando na diferenga entre dois valores da funcao idade, damos prioridade ao
caminho mais velho.

A Regra do Mais Velho: Numa conjuntura, o mais velho dos caminhos que mergiram
continua e o mais novo acaba.

Figura 4.1: A Regra do Mais Velho.

E possivel observar pela Figura ?? que obtemos a arvore de fundicdo ao gravarmos
o comportamento dos nascimentos e mortes das classes de homologia segundo a Regra
do Mais Velho.

Seja a funcao altura f definida sobre a variedade e ao aplicar o funtor de homologia
singular de dimensao 0 sobre os conjuntos de subniveis, temos:

Conseguimos arquivar na arvore fundida da fungao o nascimento de uma compo-
nente conexa no valor a. Ao passo que o limitante cresce, alcangamos o valor b e temos
agora duas componentes conexas, que observamos na ilustragao a direita com o sur-
gimento de outro ramo, do qual persistem até o instante em que atingimos o valor c,
quando as duas componentes conexas se fundem. E ainda, observamos a Regra do Mais
Velho porque a componente mais nova, ou seja, que nasceu por ultimo, se funde com a
componente mais velha, isto é, o ramo da arvore fundida que representa a componente
conexa nascida em a persiste e a mais nova, que nasceu no instante b, morre.

Seja a < b e seja (5(a,b) o numero de componentes em X, que tém uma interse¢ao
nao vazia com X,. Em termos da arvore de fundicao, isso é o niimero de subarvores
com pontos superiores no valor b que atingem o nivel a ou abaixo.
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Cada uma dessas subarvores tem um caminho tnico, e o mais longo, que gera
todo o intervalo entre a e b. Segue-se que f((a,b) é também o ntimero de caminhos
na decomposigao por caminho de G(f) que abrange [a,b]. Observamos que qualquer
decomposicao por caminho que nao é gerada usando a Regra do Mais Velho nao possui
essa propriedade. Em particular, se f é funcao de Morse, entao a Regra do Mais Velho
gera uma unica decomposi¢ao por caminhos, a qual é a tnica para o qual o niimero de
caminhos abrangendo [a, b] é igual a 3(a,b), para todos os valores de a < b.

Filtracoes

Obtemos persisténcia formulando a regra do mais velho para os grupos de homologia
de todas as dimensoes.

Considere um complexo simplicial K e uma fungao f : K — R. Assumiremos
f monétona, isto é, f(o) < f(7) sempre que o for uma face de 7. Monotonicidade
implica que o conjunto de subnivel K(a) = f~!(—o00, a] ¢ um subcomplexo de K, para
todo a € R.

Seja m o numero de simplexos em K. Conseguimos n + 1 < m + 1 subcomplexos
distintos de K, os quais estao arranjados em uma sequéncia

@ZKogKlggKn:K,

do seguinte modo: se a; < as < ... < a, sao os valores da fungao nos simplexos em K
e ag = —oo, entdao K; = K(a;), para todo i.

Chamamos essa sequéncia de complexos de filtragao de f e pensamos nela como
uma construgao onde adicionamos pedagos de simplexos com o tempo. Vimos exemplos
anteriormente, a saber, a filtracao de Lower Star de uma funcao linear por partes.

Mais do que na sequéncia de complexos, estamos interessados na evolucao topolo-
gica, expressa pela sequéncia correspondente de grupos de homologia.

Para todo ¢ < j temos a aplicagao inclusao de K; em K e, portanto, o homomor-
fismo induzido

Iy Hy(K;) — Hy(Kj),
onde H, é a homologial simplicial de dimensao p com coeficientes em Zs.

A filtrag@o entao nos fornece uma sequéncia de grupos de homologia conectados por

homomorfismos

0= H,(Ko) — Hy(Ky) = ... » Hy(K,) = H,(K),

para cada p € N.

Conforme vamos de K; ; para K;, podemos ganhar novas classes de homologia,
como podemos também perder algumas, que podem se tornar triviais ou se fundir com
alguma outra.

Coletamos as classes que nascem em um dado nivel ou antes e morrem depois de
outro nivel em grupos do seguinte modo.

Definicao 4.1. Os p-ésimos grupos de homologia persistente sao as imagens dos ho-
momorfismos induzidos pela inclusao

Hy) =TIm f}7 para 0<i<j<n.

Os p-ésimos numeros de Betti persistentes correspondentes sao as dimensoes desses es-
pacos vetoriais

j ) 1,J
By = dimH,’.
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Os grupos de homologia persistente consistem das classes de homologia de K; que
permanecem vivas em K ou, mais formalmente,

Hb o Zp(Ki) '

? BP(Kj) N Zp(Ki)

De fato, pelo Teorema do Isomorfismo,

Por outro lado,
kerfi7 = {c+ By(K;) | c € By(K;) N Z,(K;)}.

Portanto,

— Bp(Kv;) ~ ZP(KZ)
p Bp(Kj)an(Ki) Bp<Kj) N Zp(Kz) '

Definigao 4.2. Seja v uma classe de homologia de dimensao p em H,(K;).
Dizemos que v nasce em K; se v & H;*U.
Além disso, se~y nasce em K;, diremos que v morre ao entrar em K; sey se fundir

com uma classe mais velha, conforme vamos de K;_; para K;. Assim, f;’j’l(v) ¢
i—1,j—1 ij i—1,j
H,=974, mas f)9(y) € Hy7 .

Essa é, novamente, a Regra do Mais Velho.

E relevante e 1til notar que a definicao acima diz que se v nasce em Kj, isso significa
que, desde que H)™'* = Im{f}~"" : H,(K;_1) — Hy(K;)}, significa que ndo existe
nenhuma classe de homologia de dimenséo p, o € H,(K;_1), tal que fi=""(a) = 7.

Se 7 morre ao entrar em K, entao significa que nao existe nenhuma classe de
homologia de dimensao p, 8 € Hy(K;_1), tal que f;~"=1(8) = fi7~'(v) em H,(K; 1),
mas existe A € Hp,(K;_1) classe de homologia de dimensao p, tal que f,~"7(A) = f27(y)
em H,(Kj;).

Figura 4.2: A classe 7y nasce em K;, uma vez que nao jaz na imagem de H,(K;_1)
(sombreada). Além disso, v morre ao entrar em K; pois é o primeiro momento em que
sua imagem se funde para dentro da imagem de H,(K;_1).
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Definicao 4.3. Se v nasce em K; e morre ao entrar em K;, chamamos a diferenca
a; — a; de persisténcia de . Denotaremos por pers(y) = a; — a;, onde a; € o valor da
fungdo do simplezo em K, K; = K(a;) = f~'(—00, aj].
Algumas vezes decidimos ignorar os valores a; e aj da funcao e simplesmente consi-
derar a diferenca de indices j—1i, a qual chamaremos persisténcia do indice da classe 7.
Caso tenhamos uma classe v que nasce em K;, porém nunca morre, entao defini-
remos sua persisténcia, bem como seu indice de persisténcia, como sendo infinito.

4.1.3 Diagramas de Persisténcia

Vizualizamos a cole¢ao dos ntmeros de Betti persistentes desenhando pontos no
plano. Alguns desses pontos, talvez, tenham coordenadas igual a infinito, e alguns
podem coincidir, entao falamos realmente de um multiconjunto de pontos no plano
estendido

R2 = (RU {o0})2.

Seja u;;j o namero de classes linearmente independentes em H,(K;) que nascem em K;
e morrem quando entram em ;. Entao, temos

WY = (B = i) = (B9 = i)

para todo 7 < j e qualquer p.

O primeiro termo ﬁ;jfl pode ser interpretado como o nimero de classes de homo-
logia independentes em H,(K,_1) que nasceram antes de, ou em H,(K;). A primeira
diferenca (35" — (}7) computa as classes em Hp,(K;_1) que nasceram antes de, ou em
H,(K;) e morrem antes de H,(Kj).

Similarmente, a segunda diferenca, (3, "~"—~17), calcula as classes em H,,(K;_1)
que nascem antes de, ou em H,(K;_;) e morrem antes de H,(K;). Assim, segue que
ps? conta as classes que nascem entre Hy,(K;_1) e H,(K;) e morrem entre Hp(K;_1) e
Hp(Kj)-

Considerando
i,5—1 j—1,7

Hy(K;) = Hy(Kj_1) = Hy(Kj),

By = dimlIm fi7 = dim{Im(f]~" o f27"1)} = dim(f}~"

I ey
= dimH’"" — dimker(f)~

Hf;j’l>

HZ;J'*l) = B/t — dimker(f]71

H;,jfl )
Portanto, obtemos

vy — puj—-1 _ g J—1,
By =B, dim ker(f

H;'?,jfl),

implicando que o
dimXker(f}~"

_— o
ngfl) = Gt — gid,
Analogamente,

dim ker(fg_l"7

Hzi)—l,j—l) _ 6;—Lj—1 . B;i;_l’j'

Definigao 4.4. Desenhando cada ponto (a;,a;) com multiplicidade u;;j, obtemos o
p-ésimo diagrama de persisténcia da filtragao, denotado por Dgm,(f).




64 Topologia Persistente Computacional

Ele representa uma classe por um ponto cuja distancia vertical a diagonal é sua
persisténcia.

Uma vez que as multiplicidades sao definidas para ¢ < j, todos os pontos vivem
acima da diagonal.

Por razoes técnicas (ficara claro mais tarde quando abordarmos teoria de estabili-
dade), adicionamos os pontos sobre a diagonal do diagrama, cada um com multiplici-
dade infinita.

E facil achar os ntimeros de Betti persistentes. Especificamente, 6571 ¢ o ntimero de
pontos no quadrante esquerdo superior com vértice (ay, a;). Uma classe que nasce em
K; e morre ao entrar em K ¢ contada se, e somente se, a; < a e a; > ;. O quadrante
é, portanto, fechado ao longo de seu lado vertical direito e aberto ao longo de seu lado
horizontal inferior.

A teoria de Persisténcia é edificada, essencialmente, sobre trés resultados funda-
mentais ( Teorema 4.1, Teorema 4.3 ¢ o Teorema 5.1 ), cujos quais podem serem
encontrados em [4]. Estes caracterizam a codificagao e arquivamento das informagoes
presentes nos diagramas de persisténcia, bem como o comportamento de diagramas de
persisténcia e sua estabilidade.

Apresentaremos o primeiro deles.

Teorema 4.1. Lema Fundamental da Homologia Persistente
Seja
l=KyCK,C..CK,=K

uma filtracao. Para todo par de indices 0 < k <1 < n e para qualquer dimensao p, o
p-ésimo niumero de Betti persistente €

ki ij
By = ZZMP :
i<k ol

Demonstracao. A demonstracao se daré por indugao em I.
Para [l =0, entao k=0, jaque 0 < k <0 < n.
Devemos mostrar que

=S

Jj=1
Como Ky = (), temos que H,(Ky) = {0}, para todo p.
Assim,

B0 = dimH)° = dim Im{f>° : H,(K,) — H,(Ko)} = 0.

Além disso, 0 < i < k = 0. E, por definicao
Domp? =D (B =B — (8,10 = 8,1,
Jj=1 Jj=1
observamos que cada um dos 3, = 0.
Concluimos que
0
j>1

Logo para [ = 0 a férmula vale.
Supondo valido para [, vamos mostrar para ([ + 1).
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Note que, utilizando a hipdtese de indugao, resta mostrar que

k,l kl+1 I+1
Bp’_ﬁp’Jr Z'uer'

De fato,

ZM'L B (B;l _ B;,(lJrl)) o (ﬁl()ifl),l _ B}()ifl),(l+1)>

_ (ﬁg,l . ,82’(l+1)) _ (/8]()—1),1 . ﬁz(?—l),(l-f—l)) +
+(B2— ROHD) (B _ gLy

4+ ot (BZ()k—l),l . 5}(}k—1),(l+1)) . (BZ()k—Q),l . 5}(}k—2),(l+1)) +

+ (6571 o Bg,ﬂ—l—l)) . <6z(;k_1)’l . B}()k—l),(l—l—l))'

Notemos que os termos da parcela anterior se cancelam com os termos da parcela
. . . . k(141
seguinte, conforme ¢ aumenta. Logo, a somatoria se resume aos termos (ﬂgj’l D o ))

Portanto,
Z luz 1 51@ N 657(l+1))'

[]

Essa é uma importante propriedade que diz que o diagrama codifica todas as infor-
magoes sobre os grupos de homologia persistente.

4.1.4 Reducao Matricial
Complexos de Cadeia
Um complexo de cadeia (C,, 0s)

252 () 25 Gy (K) 2 oy (K) 225 €y (K) 222

é uma sequéncia de modulos C; conectados por homomorfismos bordo 9;, tal que a
composi¢ao entre quaisquer dois homomorfismos bordo consecutivos é a transformagao
nula, isto é, 0,,0,,+1 = 0, para todo n.

No nosso caso, 0; : C;(K) — C;_1(K) é o homomorfismo bordo cuja definigao de
bordo de um i-simplexo, pertencente ao C;(K), é a soma de suas faces de dimenséo
(1 — 1) (estamos considerando coeficientes em Z).

Uma vez que 0; € um homomorfismo, segue que 9;(nc+md) = nd;(c)+mad;(d) desde
que n, m pertencem ao corpo de coeficientes, Zy, com ¢ e d € C;(K). Além disso, ja
sabemos que toda transformacao linear pode ser representada por uma matriz, uma
vez fixada a base de dominio e contra-dominio.

Escolhemos o conjunto dos i-simplexos como base de C; e o conjunto dos (i — 1)-
simplexos como base de C;_1, e fixamos uma ordenacao (ainda que arbitraria) em tais
simplexos.

Dessa maneira, 0; é representada pela matriz bordo D; = {a,;} que possui n;_1)
linhas e n; colunas, da qual cada linha ¢ indexada por (i — 1)-simplexos enquanto as
colunas sao indexadas por i-simplexos.
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A j-ésima coluna, que representa um ¢-simplexo particular, contém 1 para cada
linha indexada por uma (i — 1)-face do j-ésimo i-simplexo, ao passo que as demais
entradas sao nulas.

Definimos o conjunto dos i-ciclos Z;(K') como:

Zi(K)={a e Ci(K) | 0i(a) =0} = kero;
e o conjunto dos i-bordos B;(K) como

Bi(K)={y€Ciy(K) | 3 o€ Ci1(K), tal que 0j110 =~} =Imd;1.

O i-ésimo grupo de homologia de K é H;(K) = gg?)
Notamos ainda que o i-ésimo nimero de Betti de K ¢ 3; = rank(H;(K)) =
rcmk’(%) = rank(Z;(K)) — rank(B;(K)). Assim, se definirmos z; = rank Z;(K)

e b; = rank B;(K), temos que (; = z; — b;. Essa observacao se tornara muito relevante
quando estivermos calculando a homologia persistente por métodos computacionais.

A fim de explanar a teoria apresentada, exibiremos um exemplo que é valioso por
trazer elementos fundamentais que estarao presentes na edificacao da teoria da cons-
trucao da matriz bordo e da reducao matricial, que é uma de nossas ferramentas com-
putacionais para obtermos diagramas de persisténcia.

Exemplo 4.1. Considere o complexo simplicial K

Figura 4.3: Complexo simplicial

A fim de calcular seus complexos de cadeia, observamos que primeiramente neces-
sitamos descrever os grupos de cadeia por meio de seus geradores:

o (h(K)=<a,bcde>,
e (1(K)=<A,B,C,D,E,F >,
o OY(K)=<T1>,

considerando



Homologia Persistente 67

Portanto, para o exemplo acima, podemos escrever J; e 0; em notagao matricial,
somente sendo necessario estabelecermos uma base para os espagos.
Logo, o homomorfismo bordo d; pode ser descrito como

Dy =

OO~ = ON

MTEHO QW

1

Assim, relembrando o que temos na teoria. A coluna 1 representa o nosso 2-simplexo
que denominamos 7 e contém 1 para cada linha indexada por 1-simplexos que é uma
face de 7. Concluimos que as faces de 7 sao as arestas B, C e F.

Enquanto, podemos descrever o homomorfismo bordo 0y

[ A B C D E F]
a1 00 0 1 0
s b1 10001
c 000 1 10
d 00 1 10 1
e 001 1 0 0 0

Analogamente, temos que, por exemplo, a coluna 4 representa o nosso 1-simplexo
que chamamos de D, cuja as linhas contendo o niimero 1 sao exatamente as linhas que
representam os 0-simplexos c¢ e d, suas faces de codimensao 1.

Observacao 4.1. Sejam o, o), e 0; os simplexos representados pelos indices 7, k e 1,
respectivamente.

Ao observarmos na matriz bordo 0 que a coluna j possui 1 nas posicoes k e i,
significa que o; e oy, sao faces de codimensao 1 do simplexo ;.

Usando a abordagem do homomorfismo bordo, notamos que d(0;) = o + 0.

Assim, a matriz bordo criptografa a informacao recebida pelo homomorfismo bordo.
Ler que determinados indices k e i sao face de codimensao 1 de determinada coluna j
¢ 0o mesmo que afirmar que a coluna j tem determinados indices k£ e ¢ como seu bordo,
pois os indices estao biunivocamente determinados com seus simplexos.

Redugao Matricial

Ao contrario do grupo fundamental, existe um algoritmo bem definido para compu-
tar grupo de homologia de um complexo simplicial K arbitrario, originalmente feito por
Poincaré [6], chamado algoritmo da redugdo. Além dos préprios grupos, o algoritmo
de redugao computa bases para cada grupo de homologia: um conjunto de i-ciclos dos
quais as classes de homologia geram H;(K). Jeff Erickson [8] identificou que, na ver-
dade, o algoritmo de reducao de Poincaré é equivalente ao algoritmo publicado quatro
décadas antes por Smith |7] a fim de calcular certa forma normal de uma matriz inteira.
No entanto, Poincaré, aparentemente, estava desavisado do fato. O algoritmo de Smith
por sua vez é uma variagao do algoritmo padrao de eliminacao de Gauss do qual, de
fato, foi descoberto pelos mateméticos chineses por volta de 100 DC [§].
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Além de ter uma descricao compacta em termos de diagramas, a persisténcia tam-
bém pode ser calculada de forma eficiente. O algoritmo particular que usamos é uma
versao da reducao matricial.

Surpreendentemente, podemos obter todas as informagoes com uma tnica reducao.

Para descrever isso, usamos uma ordenacao compativel dos simplexos, ou seja, uma
sequéncia oy, 09, ...,0,, tal que se ¢ < j ou se tivermos o; uma face de o0;, entao
f(o;) < f(o;). Nesse momento, estamos estabelecendo uma base para nossos grupos
de cadeia, o que outrora era irrelevante.

Tal ordenagao existe porque f é uma funcao monotonica. Note que cada subsequén-
cia inicial de simplexos formam um subcomplexo de K.

Usaremos essa sequéncia proveniente da ordenacao compativel quando formos defi-
nir a matriz bordo m x m, 9, que armazena todos os simplexos de todas as dimensoes
em um unico lugar. Em outras palavras, queremos construir uma matriz bordo que
contenha todas as matrizes bordos D; proveniente dos homomorfismos bordo 0;.

A matriz bordo seré definida da seguinte forma

ali, 1, se o; for uma face de codimensao 1 de o;
1, 7] = L.
J 0, caso contrario

Notamos que o indice k representa o k-ésimo simplexo que segundo a ordenagao
compativel representa o oy.

Tal qual anteriormente, estamos escrevendo o niimero 1 posicionado na coluna j
que representa o o; e na linha ¢ que representa o o;, sempre que o; for uma face de
codimensao 1 de 0;. E colocaremos 0 nessa posicao, caso contrario.

Assim, englobamos todos os simplexos em uma tnica matriz e ainda temos a infor-
macao de suas respectivas faces.

A ordenagao compativel, nesse caso, serve nao somente para organizar os simplexos
em ordem crescente de simplexo segundo a funcao f, isto é, ponto, aresta, face e
assim sucessivamente, mas também para armazenar de forma conveniente as faces
dos simplexos, pois vamos estudar a matriz em blocos, sendo que cada bloco consiste
em simplexos de uma determinada dimensao. Portanto, apesar de termos todos os
simplexos juntos, continuaremos mantendo o controle da matriz e de suas informacoes.

Claramente perderiamos dominio da informacao contida em O caso a ordenacao
fosse arbitraria. Em outras palavras, colunas e linhas sao ordenadas da mesma forma
que os simplexos na ordenacao total e o bordo de determinado simplexo é gravado em
suas colunas. O algoritmo utiliza operagoes de coluna para reduzir a matriz bordo 0
em outra matriz 0 — 1, que denominaremos R, a matriz reduzida.

Definigao 4.5. Sejam {o;}, os m simplexos ordenados na ordenag¢io compativel
sequndo a funcao f. Considere 0, a matriz bordo.

Definiremos o lowest j, low(j), como o indice da linha que contém o mais baizo 1
da coluna j.

Caso a coluna j seja nula, entdo o low(j) € indefinido.

O lowest 1, ou também conhecido por mais baizo 1, da coluna j € o ultimo nimero
1 que aparece na coluna j, no sentido de cima para baixo.

Denominaremos R matriz reduzida se low(j) # low(jo) sempre que j # jo para
quaisquer indices de colunas nao nulas.

Exemplo 4.2. Nas condig¢oes da definicao acima, afirmar que na matriz bordo 7x 7, 0,
temos 3 = low(7) significa que na posicao 0[3,7] = 1 e ainda 9[i, 7] = 0 para4 <i < 7.
Portanto, 3 = low(7) nos fornece que a linha 3 da coluna 7 temos o 1 mais baixo.



Homologia Persistente 69

Também podemos extrair a informacao de que o3 é uma das faces de codimensao
1 de o.

Algoritmo de Redugao

O algoritmo que reduz 0 através de operacoes coluna da esquerda para a direita é
descrito em linguagem de pseudo-codigo como

R=0
for j =1 tom do
while there exists jo < j with low(jy) = low(j) do
add column 7, to column j
endwhile
endfor

Complexidade de Algoritmo: A complexidade de algoritmo analisa e determina a
quantidade necessaria de tempo para execugao do codigo e também a quantidade de
memoria necessaria, além de eventuais outros recursos. Este estudo é importante para
desenvolver codigos eficientes, ou seja, que a medida de complexidade seja pequena.

Ao analisarmos a complexidade do Algoritmo de Reducdo, conseguimos que sua
ordem de complexidade é, no maximo, ctubica em relagao ao nimero de simplexos. Com
efeito, temos dois lagos, sendo eles um for e um while, logo ja atingimos complexidade
de algoritmo quadratica, contudo ainda temos a funcao low que busca e armazena o
mais baixo 1.

Assim, para uma fixada coluna j, ocorre a comparacao de todos os simplexos a
direita dela, logo no pior dos casos temos a comparagao da tultima coluna até a primeira,
e ainda, obtemos o pior caso quando na ultima coluna, tivermos o low(j) na altima linha,
assim percorreremos a ultima coluna inteira. Dessa maneira obtemos ordem cubica, no
mAaximo.

Em notagao matricial, o algoritmo calcula a matriz reduzida R como R = 9OV
Desde que cada simplexo é precedido pelos simplexos que sao suas faces, por conta da
ordenagao compativel, segue que 0 é triangular superior. As colunas j de V' codifica
as colunas em 0 que foram adicionadas entre si para obtermos um coluna j em R.

Implica que V' guarda o caminho percorrido pelas matrizes através das operagoes
colunas efetuadas para se conseguir a matriz R.

Uma vez que s6 adicionamos da esquerda para a direita, temos que V' é triangular
superior. Por conseguinte, R enquanto produto de duas matrizes que sao triangulares
superior, também o é.

Para extrairmos os ranks dos grupos de homologia de dimensao p de K, nossa
tarefa inicial é identificar nas colunas da matriz R os n simplexos de dimensao p e os
m simplexos de dimensao (p + 1), feito isso, basta contar o nimero de colunas nulas
de R que correspondem aos p-simplexos e nomearemos de z,. Agora, contaremos os
nameros de colunas ndo nulas associadas aos (p + 1)-simplexos e denominaremos b,,.

Por fim, para termos o p-ésimo nimero de Betti, computamos

Bp = 2p — by.

Notemos que esse processo é apenas uma formulacao técnica da observagao menci-
onada anteriormente.
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Zp(K)

O p-ésimo grupo de homologia H,(K) = B logo
Zp(K)
By = rank(H,(K)) = rank( ) =rank(Z,(K)) — rank(B,(K)),

By(K)
chamando z, = rank(Z,(K)) e b, = rank(B,(K)) para conseguirmos

Bp = 2p — by.

Percebamos que Z, = ker d,, portanto, sao os p-simplexos que avaliados valem 0.
O que é equivalente a contar, na matriz reduzida, a quantidade de colunas nulas dos
p-simplexos, pois eles gerarao o p-ciclos.

Ja B, = Im 0,44 sdo os (p+1)-simplexos mapeados em p-simplexos nao nulos, entao
resta contar as colunas nao nulas, na matriz R, que representam os (p + 1)-simplexos,
pois esses serao a base do p-bordo.

low(7) |_ N\ [1] ]

\_’ -

R ] V

Figura 4.4: A redugao da matriz bordo vista como produto de matrizes. O elementos
presentes na area em branco sao necessariamente 0, enquanto na érea sombreada pode
ser 0 ou 1.

Pareamento

No entanto, existe significantemente mais informacao do que podemos colher. Para
vermos isso, precisamos entender como o lowest 1 se relaciona com os grupos de ho-
mologia persistente. Iniciaremos mostrando que ele é tnico apesar de que a matriz
reduzida R nao é. De fato, R é caracterizado por ser reduzida e obtida por operacoes
colunas da esquerda para a direita. Contudo, podemos ou nao continuar as operagoes
uma vez que alcangcarmos uma matriz reduzida.

Para ver que lowest 1 sao tinicos, consideramos a submatriz inferior esquerda Rg de
R cujo elemento no canto superior direito é R[i, j], em outras palavras, Rg é obtida de
R removendo as primeiras (i — 1) linhas e as colunas da posi¢ao (j + 1) até m.

Uma vez que as operacoes da esquerda para a direita preservam o rank de toda
submatriz, o rank de Rf é 0 mesmo da submatriz correspondente em 0 que também é
obtida removendo as primeiras (i — 1) linhas e as colunas da posigao (j + 1) até m.
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RIi+1j-1][IR [i+1,j]

Figura 4.5: Ilustragao das submatrizes Rg, Rg 1 Rf;ll e Rf ~! da matriz R.

Consideremos a expressao

rr(i,§) = rankR! — mnk‘R{H + TankRg;l ~ rankRI™,

Note que rg(i,j) = r9(i,j) para todo i e j, onde ry(i,5) tem definicdo anédloga
exceto pelo fato que tomamos os ranks das submatrizes de 0.

A fim de avaliar essa expressao, observamos que combinacao linear de qualquer
colecdo de colunas nio nulas de R/ é novamente nao-nula. Segue que o rank de R ¢
igual ao numero de colunas nao-nulas.

Agora, se R[i, j] for lowest 1, entao Rg possui uma coluna nao-nula a mais do que
as trés submatrizes.

De fato, notemos que R[i+1, j] = 0, pois R[i, j] é lowest 1 e mais que isso Rk, j|] = 0,
para i+1 < k < n, ja que se houvesse alguma posigao abaixo de R]i, j] com R[k, j] =1,
para i + 1 < k < n, contrariaria o fato de R]i, j] ser lowest 1.

Além disso, por construgao de R temos que se R[i, j| é lowest 1, entdo R[i,j — 1]
nao é lowest 1, gracas ao algoritmo que percorre todas as colunas da esquerda para
a direita e sempre que ocorrer dois lowest 1 em colunas distintas, ocorre a soma das
colunas para que possamos alcangar a matriz reduzida. De fato, concluimos que R]i, k]
nao é lowest 1, para 0 < k <j — 1.
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lowest 1

Nio é lowest 1 R [i,j]

Figura 4.6: se R][i, j] for lowest 1, entdo R} possui uma coluna nao-nula a mais do que
as trés submatrizes.
i . ~ . i Jj—1 J—1
Logo R; possui uma coluna nao-nula a mais que Ry, Rj,; e R .
Consequentemente, rz(7,j) = 1.
Caso R]i, j] ndo ¢é lowest 1, considere os casos abaixo.

Caso 1: RJ[i, j] ndo ¢é lowest 1 e nenhuma das colunas de 1 & j — 1 possuirem lowest 1
na linha i, entdao R} e R 41 tém o mesmo ntmero de colunas nao nulas.

De fato, por hipotese assumimos que R[i, k] nao é lowest 1, para 1 < k < j, assim
para as posigoes R|i, k] = 1 teremos que existird um outro indice R[l, k|, com i <[ <n
tal que R[l, k] = 1, ou seja, os lowest 1 estdo no interior da matriz Rgﬂ.

Logo todas as colunas nao-nulas sao perceptiveis pelas matrizes R{ e R{ 41, portanto
elas tém o mesmo nimero de colunas nao nulas. Analogamente, concluimos que Rg !
e Rf;ll tém o mesmo ntmero de colunas nao-nulas.

Assim,

(rankR] — rankR],,) =0e (rankRI | —rankR}™") =0,

e portanto,
TR(i?j) =0.
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Nio élowest 1
1 2 n j-1 R [i,j]

0 0 1 LA

_______________________ /
o | Ri+1i]

Figura 4.7: R[i, j] ndo ¢ lowest 1 e nenhuma das colunas de 1 a j — 1 possuirem lowest
1 na linha 1.

Caso 2: R[i, j] ndo ¢ lowest 1 e uma das colunas de 1 & j — 1 possui lowest 1.

Temos que R[i,n] = 1 & lowest 1, com 1 < n < j — 1. Observamos que R/ tem
uma coluna nao-nula a mais que R/, pois na posicao R[i,n] = 1 e esta contida na
matriz R}, todavia, ndo esta presente na matriz R/, pois na coluna n, ela se inicia na
posicao R[i + 1,n] que é necessariamente 0 ja que o lowest 1 ¢ em R[i,n].

Implicando em (rankR] — rankRj, ;) = 1.

~ Analogamente, concluimos que Rffl possui uma coluna nao nula a mais do que

Rl assim (rankRl | —rankR]™") = —1.

Entao,

rr(i,§) = (rankR! — rankR., ) + (rankR}| —rankR!™") = +1 -1 =0.

1 2 n j-1 Néo élowest 1
0 0 lowest 1 R [i,j]
1
1 0 1 1 1 )
| 0 ] Ril
1 1
1 1
1 1
I |
| |
1 1
1 1
0
1 1
1 1
1 1
1 1

Figura 4.8: R[i, j|] nao é lowest 1 e uma das colunas de 1 & j — 1 possui lowest 1 na
linha 7.

Desde que os ranks das submatrizes inferiores esquerda de R sao os mesmos daqueles
de 0, nés temos uma caracterizacao do lowest 1 que nao depende do processo de
redugao.
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Teorema 4.2. Lema do Pareamento
Temos que
i =low(j) se, e somente, se r9(i,7) = 1.

Em particular, o pareamento entre linhas e colunas definidas pelo lowest 1 na matriz
reduzida nao depende de R.

Temos certeza que lowest 1 nao é artefato proveniente de uma estratégia particular
usada para redugao. Perguntamo-nos o que ele realmente significa? Note que a coluna
j alcancga sua forma final ao término da j-ésima interacao.

Nesse momento, temos a matriz reduzida para os complexos consistindo dos j pri-
meiros simplexos na ordenagcao total. Faremos distingao entre a coluna j que é identi-
camente nula, da coluna j que possui lowest 1.

Definicao 4.6. Se a coluna j de R for identicamente nula, denominaremos o; positivo,
porque sua adi¢ao cria um novo ciclo e portanto nasce uma classe de homologia.

Se a coluna 7 de R for nao-nula, logo possui lowest 1, ela armazena o bordo da cadeia
acumulada na coluna j da matriz'V e € assim um ciclo. Chamamos o; negativo, pois
sua adi¢ao causa a morte de uma classe de homologia.

A classe que morre no caso em que a coluna j possui lowest 1 é representado pela
coluna j. Ainda precisamos verificar que a classe nasce no momento em que o simplexo
de lowest 1, 0;, com i = low(j), é adicionado.

No entanto é claro, porque o ciclo na coluna j de R apenas morreu, bem como todos
os demais ciclos que morreram com ele, possuem 1 em linhas acima da linha 7, ja que
caso contrario, se existisse um 1 abaixo da linha 4, entao esse seria de fato o lowest 1,
em outras palavras, poderiamos reduzir a matriz e obter um indice k = low(j) > i, o
que contradiz o algoritmo.

Realmente a classe nasce no momento em que adicionamos o simplexo ¢;, com
i = low(j).

Relembramos que K; = K(a;) = {z € K | f(z) < a;} = f~'(—00,a;] o valor da
funcao avaliado no simplexo.

Segue que o lowest 1 de fato correspondem & pontos no diagrama de persisténcia.
Mais precisamente, (a;,a;) ¢ um elemento finito do diagrama de persisténcia, Dgm(f)
se, e somente se, i = low(j) e, por conseguinte, ¢; é um p-simplexo, acarretando que
o; é um (p + 1)-simplexo.

Temos que (a;, +00) é um elemento infinito do diagrama de persisténcia, Dgm(f)
se, e somente se, a coluna ¢ for nula e a linha ¢ nao tiver lowest 1. Isso significa que o;
é positivo, pois sua coluna ¢ é nula, contudo nao é pareado com um simplexo negativo,
porque se fosse ocorreria um lowest 1 na linha i.

Portanto, temos que (a;,a;) € Dgm(f) significa que uma classe de homologia de
dimensao p nasce se adicionarmos o; e morre quando acrescentamos o;.

Exemplo 4.3. Considere o complexo simplicial K, o tridngulo com sua face.

Para termos uma filtracao, primeiro colocamos todos os vértices, depois as arestas
e, finalmente, adicionamos a face do tridngulo. Numerando-os de 1 & 7, segundo a
ordenacao compativel.

Para tornar o exemplo mais interessante acrescemos um elemento nao-nulo de di-
mensao (—1) do grupo de cadeia reduzida, como um falso simplexo indexado em 0.
Assim, calcularemos a homologia reduzida, ao invés da homologia convencional.
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Figura 4.10: A filtracao do complexo simplicial tridngulo. Inicialmente temos o con-
junto vazio, que representa o falso simplexo indexado em 0, apds isso adicionamos os
vértices, as arestas e finalmente a face, portanto conseguimos o triangulo.

Notemos que o conjunto dos 2-simplexos, ou seja, da face do triangulo K é gerado
por o7, CQ(K) =< o7 >.

Bem como o conjunto das arestas, 1-simplexo, é gerado por C1(K) =< 04,05, 06 >.

O conjunto dos vértices, 0-simplexos, Cy(K) é gerado por < oy, 09,03 >.

E por fim, Zy =< gg >.

Assim,

0% Co(K) 2 0\(K) 2 Co(K) 2 7, S 0.

Escreveremos a matriz bordo, 0
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CcCoococoococoo
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Note que podemos tanto analisar a matriz bordo como os simplexos o;, faces de
codimensao 1 de o; quanto como o homomorfismo bordo entre os complexos de cadeia
0; : C;(K) = X,;_1(K) que associa o g; com os simplexos que sao seu bordo, ;. Ambas
as abordagens sao equivalentes, visto que fornecem os mesmos resultados, a tnica
diferenga é que ao construirmos a matriz bordo 0, contornamos aspectos e conceitos
mais teéricos da topologia algébrica e a estruturamos de forma mais técnica.

A matriz bordo 0 nos diz, por exemplo, que o simplexo associado & coluna 4, oy,
tem como faces de codimensao 1, os simplexos associados as linhas 1 e 2 que sao oy e
09, respectivamente.

Agora, ao aplicarmos o algoritmo de reducao matricial, obtemos a matriz reduzida

R
01234567
001000000
100001000
200001100
R=1{300000T100
400000001
500000001
600000001
70000000 0

Exibiremos dois passos do processamentos do algoritmo de reducao matricial a fim
de ilustrar como se desenvolve a evolu¢ao da matriz bordo 0 para a matriz reduzida R.

Seja o algoritmo de redugao matricial:

R=0
for j =1 tom do
while there exists jo < j with low(jy) = low(j) do
add column 7, to column j
endwhile
endfor

Para j = 1, notamos que temos jo = 0 < j = 1, sendo low(0) # low(1) uma vez
que a coluna 0 tem [ow(0) indefinido por ser identicamente nula.

Ja quando j = 2, notamos que existe jo = 1 < j = 2 com low(1) = 1 = low(2),
portanto, satisfazemos a condi¢ao do lago while e procedemos com a soma da coluna j
na coluna j, desde que trabalhamos em Zs, ocorre o anulamento dos termos diferentes
de um, e assim atualizamos a coluna 2 com o resultante da soma delas.
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Se observarmos quando j alcanca o valor 6, percebemos que, fixada a coluna 6, o
indice jo = 5 é tal que ambas colunas possuem mesmo lowest 1, low(5) = 3 = low(6).
Logo, adicionamos a coluna 5 na coluna 6, resultando a seguinte configuragao

01234567
001000000
100001010
200001110

d=1300000100
400000001
500000001
600000001

70000000 0]

Todavia, agora existe o indice jo = 4 em que os lowest 1 coincidem, low(4) = 2 =
low(6), logo entramos mais uma vez no lago while e somamos a coluna 4 com a coluna
6, tornando-a identicamente nula. Assim, conseguimos a configuracgao final da matriz
0.

Extrairemos as informagoes arquivadas na matriz reduzida R.

Vamos, primeiramente, calcular os numeros de Betti do complexo K.

e Armazenamos o (—1)-simplexo, o, na coluna 0, donde é tnica e nula.

e Armazenamos os 0-simplexos, os vértices o1, 09 € o3 nas colunas de 1 a 3, donde
temos que a coluna 1 possui lowest 1, enquanto as demais sao nulas.

e Armazenamos os 1-simplexos, as arestas o4, 05 € 0g nas colunas de 4 a 6, donde
a Unica coluna nula é a 6.

e Armazenamos o 2-simplexo, a face o7, na coluna 7, donde temos lowest 1.

Assim calcular o [y se resume a computar zg = rankZ, e subtrair de by = rank By,
sendo que essa tarefa se resume a contar a quantidade de linhas nulas de Z; e a
quantidade de linhas nao-nulas de By, assim temos

50220—b0:2—220.
Analogamente, obtemos:

1=z —by=1-1=0,
Blzzl—blzl—le,

BQZZQ_bQZO_O:O.

Além disso, somos aptos a captar ainda mais informagdes: O nascimento e a morte
de classes de homologia.

Os lowest 1 pareados, ¢ = low(j), indicam o nascimento e morte de classes de
homologia da seguinte forma: ao adicionarmos o simplexo associado a 7, ¢;, anunciamos
o nascimento de uma classe de homologia cuja dimensao é a dimensao do simplexo o,
enquanto, ao acrescentarmos o simplexo associado a j, o0;, identificamos a morte da
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determinada classe, que nasceu com o;. Em outras palavras, o; é positivo e o; ¢é
negativo.

Iniciaremos com a linha, da matriz reduzida R, que representa o, e notamos que
low(4) = 2 e ainda, ressaltamos que o5 é um vértice, portanto, tratamos de informagoes
de classe de homologia de dimensao 0. Assim, temos que uma classe de homologia
de dimensao 0 nasce ao adicionarmos o, e morre ao adicionarmos o4. Observe que
na Figura 4.10, temos que o4 funde o; com oy, logo, uma componente conexa por
caminhos morre e elas se tornam uma sé.

Ja, 6 = low(7), ou seja, og que é uma aresta, da nascimento a classe de homologia
de dimensao 1, um ciclo, que morre quando adicionamos o7 que é uma face, assim,
preenchendo o buraco.

Procedendo dessa forma, obtemos que

e 0( gera o nascimento de uma classe de dimensao (—1) que morre com o7;.
e 0, gera o nascimento de uma classe de dimensao 0 que morre com oy.
e 03 gera o0 nascimento de uma classe de dimensao 0 que morre com o.
e 0 gera o nascimento de uma classe de dimensao 1 que morre com o7.

Portanto, podemos construir os diagramas de persisténcia para cada uma dessas
dimensoes. Além disso, é importante lembrar que, como ja mencionamos,

(a;,a;) € Dgm(f) se, e somente se, i = low(j).

A [ | A

7 7 7 . g

6 6 6 ,

5 5 o 5 :

4 4 [saacag 4 :

3 3 Lo 3 :

2 2 2 :

1 1 P 1 :

0 - 0 — - 0 : -
ol 234567 oDl 234567 ol 2345467

Figura 4.11: Da esquerda para a direita temos ilustrado os diagramas de persisténcia
Dgm_y, Dgmg e Dgm,.

Finalmente, ressaltamos também que a Regra do Mais Velho é satisfeita.

4.2 Implementacao Eficiente

Nas aplicagoes praticas, o numero de simplexos pode ser muito grande, portanto,
o armazenamento de uma matriz bordo inteira se torna proibido. Vejamos o exemplo
dado no capitulo anterior, com apenas 8 simplexos, obtivemos uma matriz 8 X 8,
consequentemente, foram necesséarios 64 posi¢oes para guardar apenas a matriz bordo.

Como uma alternativa, apresentamos a implementacao da matriz esparsa do Al-
goritmo de Persisténcia, e entregamos limitantes do tempo de processamento que sao
melhores do que ordem cubica, para diversas quantidades de tamanhos de dados de
entrada.
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4.2.1 Representacao da Matriz Esparsa

Bem como no capitulo anterior, assumimos uma fun¢ao monotoénica definida em
um complexo simplicial a valores reais, f : K — R, juntamente com uma ordenacao
compativel dos simplexos o1, 09, ..., 0,,. Armazenamos os dados utilizando um vetor
linear O[1...m] com uma lista ligada de simplexos por entrada.

A lista em 9[j] corresponde a j-ésima coluna da matriz bordo, porém guardando
apenas os indices dos simplexos que sao faces de codimensao 1 com o;. Ao final do
algoritmo, a lista contida na j-ésima entrada do vetor, corresponde a coluna na matriz
reduzida cujo lowest 1 esta na j-ésima linha. Se nao houver tal coluna, entao a lista
estara vazia.

Com proposito de enfatizar a mudanga, faremos uma transicao de nomenclatura do
vetor 0 no inicio para R ao final do algoritmo.

Todas as listas sao classificadas na ordem de indice decrescente, assim o simplexo
adicionado mais recentemente estaré prontamente disponivel no topo.

Nos vemos uma migracao geral da lista da direita para a esquerda. A fim de
descrever o algoritmo que rege a migragao, vamos escrever:

e [ a lista ligada a j-ésima entrada do vetor.
e ; =Top(L) o indice do simplexo que estiver no topo.

e A i-ésima entrada é dita ocupada se armazenar uma lista nao-vazia. Caso con-
trario, denominaremos como desocupada.

Exemplo 4.4. Com o intuito de ilustrar a diferenca de armazenagem da matriz bordo
0 para o vetor 9[0...7], vamos reutilizar o tltimo exemplo apresentado na segiao anterior.

A informagao guardada pelo vetor J[0...7] para o simplexo oy seria d[4] = (2,1),
onde a ordenacgao é no sentido decrescente e os indices 2 e 1 significam os simplexos
oy € 0. E evidente a economia de espaco, porque deixamos de arquivar os 0’s como
informagao, que sequer ttil era. Ja a posicao R[6] = (), pois ao final do algoritmo a
coluna 6 é identicamente nula, assim nao salvando e usando espago algum.

Uma vez esclarecido a forma de guardar as informagoes do vetor 0, apresentamos
o algoritmo.
R=0

for j =1 tom do
L = 0[j].cycle ; R|j|.cycle = NULL
while L # NULL and R]i] with ¢ = T'op(L) is occupied do

L = L+ RJi].cycle

endwhile
if L # NULL then RJ[i|.cylce = L endif

endfor

4.2.2 Analise do Algoritmo

A estrutura principal da Implementacao da Matriz Esparsa é que temos dois lagos
encaixados, o loop interno e o loop externo. O acréscimo de duas listas é outro loop
disfar¢ado, logo a ordem de resposta do algoritmo é, também, no maximo cibico.
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Com a finalidade de melhorar e refinar nossa primeira estimativa, definimos uma
colisao como uma tentativa de depositar a lista L que falha pelo fato da entrada estar
ocupada.

Para cada colisao, requer-se a fundicao de duas listas que leva o tempo proporcional
a soma de seus tamanhos.

O loop termina quando L se torna vazia, o que caracteriza ¢; dando o nascimento

a uma classe de homologia, ou quando a lista L nao-vazia é depositada com sucesso,
identificando ¢; como matando, j& o simplexo o, onde o dep6sito ocorre, desencadeando
o correspondente nascimento.
Sair do Loop: Se L = NULL significa que 9[j].cycle = 0 pois L = J[j].cycle para
algum 1 < 57 < m, ou seja, temos uma coluna identicamente nula, assim dizemos que
o; da nascimento a uma classe de homologia. Ou ainda, se L # NULL ¢é depositada
com sucesso, L = J[j].cycle e R[i] ocupada, onde i = Top(L), assim L = L+ RJ[i].cycle
mas L = 0[j].cycle, segue que L = J[j|.cycle + R[i].cycle. Desde que L # NULL, dai
Rli].cycle = 0[j].cycle + R[i].cycle = L, ou seja, na lista L = 9[j].cycle temos outra
coluna, digamos R[i], ocupada com um top simplexo igual ao de L, o que equivale a
dizer, segundo o ponto de vista do algoritmo da matriz bordo 0 que temos dois lowest
1 na mesma linha, assim ocorre a soma da lista L com R[i] e armazenamos na posigao
R]i] que agora possui 0 na posicao i = Top(L), portanto, diremos que o; causa a morte
de uma classe de homologia enquanto o; gera o nascimento.

Cada lista R[k|.cycle contém o) como maior top simplexo.

Similarmente, o, € o maior top simplexo na lista L se esse colide com a lista em
RIK].

Como usamos a aritimética modulo 2, oy, é excluido, implica que o top simplexo na
lista fundida possui indice menor que k.

O loop interno assim procede monotonicamente da direita para a esquerda. Segue
que a colisao com um simplexo o; acontece apenas nas entradas entre i e j.

Considere agora o loop interno para ;. Uma colisao na entrada k pode ocorrer
somente se 0}, deu nascimento a uma classe que morre em oy, [ < k, em outras palavras,
o; vem antes de oy,.

Analogamente, as colisoes durante o loop interno para o; corresponde ao par nascimento-
morte dentro de [k, [].

Indutivamente, isso implica que listas adicionadas nas colisoes contém apenas faces
de simplexos com indice [z, j].

Definindo p como a dimensao de o}, o nimero de tais faces ¢, no maximo, p+1, isso
vezes o nimero de indices no intervalo. O tempo para fundir duas listas é, portanto,
no maximo proporcional a esse niimero. Em suma, o tempo de processamento do loop
interno para um p-simplexo, ¢;, é no maximo (p + 1)(j — ).

4.2.3 Implementagao da Matriz Esparsa

A matriz bordo O é esparsa, por definicao. J& a matriz reduzida pode ser densa,
ainda que raramente seja, assim usando a estrutura da matriz de dados esparsa pode-
mos obter significantes ganhos de eficiéncia. Descrevemos a particular implementacao.

A estrutura de dados consiste de um vetor linear d[1...m| armazenando uma lista
associada a cada simplexo. Inicialmente todas as listas sao vazias e pelo menos metade
delas permanecem dessa forma.
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Cada lista guarda um ciclo, mais especificamente, os indices das linhas cuja entrada
¢ nao-nula na coluna da matriz de bordo.

Cada lista é classificada com o maior indice da linha, prontamente disponivel no
topo.

Somar duas listas significa fundi-las e remover os indices em duplicidade. Uma vez
que as listas sao classificadas, isso leva o tempo linear no comprimento das duas listas.

Armazenar a lista que representa a coluna j em J[i] onde fazendo uma analogia
com a matriz bordo, ¢ = low(j). Quando o low(j) se modifica, nés movemos a lista, e
uma vez que ela apenas pode decrescer, a lista ird movimentar monotonamente para a
esquerda.

Seja 7 o indice de topo na lista L, encontramos dois casos

1. Colisao: J[i] é ndo-vazia e adicionamos J[i] a L.
2. Chegada: J[i] é vazia e definimos 0[i] = L.

Apos adicionar J[i] no caso de colis@o, o indice de topo da lista L é menor do que
antes, assim continuamos a pesquisa. Também é possivel que adicionando J[i], L se
torne vazia, nesse caso, acabamos a pesquisa mas marcamos o simplexo o; do qual
iniciamos o procedimento como positivo. Se L nao se tornar vazia e eventualmente
armazenada em algum O[k|, marcamos o; como negativo e pareamos oy com ;. O
namero de vezes que a lista se movimenta até alcangar oy ¢, no méaximo, (j — k) a
persisténcia do par.

Exemplo 4.5. Vamos descrever o passo-a-passo do procedimento do algoritmo.
Considere o complexo simplicial:

Os
a5 ./ \

Oy
O

Figura 4.12: Complexo simplicial.

Temos, portanto, que d[j] = NULL, paral < j < 3. Jao[4] = (3,1) e 9[5] = (3, 2).

Para 1 < j < 3 temos que L; = 0[j|.cycle = NULL e definimos R][j].cycle =
NULL. Como L; = NULL nao acessamos a condigao do if também.

Agora, j = 4 temos L, = 0[4].cycle, onde 3 =i = Top(Ly), definimos R[4].cycle =
NULL e assim acionamos o loop interno. No entanto, nesse momento, a segunda
condigao falha, ja que R[3] é classificada como desocupada (unoccupied). Logo saltamos
do loop interno para a condicional que diz que se Ly # NULL entao R[3].cycle = Ly.
Entéo temos R[3] = (3,1) = Ly e R[k] =0, para k = 1,2, 4.

Na ultima interacdo, j = 5, temos Ls = J[5].cycle = (3,2) e definimos R[5].cycle =
NULL. Observemos que 3 =i = Top(Ls). Segue que entraremos no loop interno, uma
vez que Ly = (3,2) # NULL e R[3] esta ocupada (occupied), por armazenar uma lista
nao-vazia. Entao:

Ls = Ls + R[3].cycle = 9[5].cycle + R[3].cycle = (3,2) + (3,1) = (0,2,1) = (2,1).
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Obtemos o seguinte formato para J[5] = (2,1) apds o processamento do loop in-
terno. Mais uma vez executaremos o loop interno, pois nos encontramos nas condic¢oes
exigidas. Agora temos a versao atualizada de 0[5] = (2,1) # NULL, s6 que nesse
instante ¢ = T'op(Ls) = 2, entretanto, R[2] estd desocupada e pulamos do loop interno
para a condicional que se Ls # NULL, entao R[2].cycle = Ls, logo R[2] = (2,1).
Obtemos R tal que R[i| = NULL, para i = 1,4,5. Ja R[2] = (2,1) e R[3] = (3,1). E
o algoritmo termina.

Precisamos lé-lo e extrair as informagoes codificadas.

Sabemos que a lista de R[j| corresponde & matriz reduzida da qual o lowest 1 se
encontra na j-ésima linha. Ainda temos que os niimeros armazenados em R[j].cycle
significam aonde devemos anexar o nimero 1 na posicao do nimero guardado.

Primeira observacao é que R|[2], de fato, arquivou o indice 2 como seu top simplexo,
bem como R[3| guardou 3 como seu top simplexo. As demais posigoes sao vazias.

Além disso R[2].cycle = (2, 1) significa que o5 tem como vértices oy € 0. Isso ocorre
porque R[2] aponta para J[5] que representa o bordo de o5. Analogamente, R[3] nos
diz que oy, pois R[3] aponta para 0[4] o bordo de o4, tem como vértices o3 e 7.

Escrevendo a matriz de bordo da maneira usual temos:

[ 01 0O9 03 04 0'5-
cp 0 0 O 1 1
H_lo2 0 0 0 0 1
o3 0 0 0 1 O
o, 0 0 0 0 O
o5 00 0 0 0]

Notemos ainda que d(04) = 03 + 01 ¢ 0(05) = 02 + 01. Segundo a Regra do Mais
Velho, temos que a informagao codificada pela matriz é coerente e compativel com o
processo estabelecido.

L 02
oy oy
O3 O3 O3
° ° .
(03
Oy Oy
® oy ; ® g, L
e Gy '@ o, @

Figura 4.13: As filtragoes do complexo simplicial e a Regra do Mais Velho.

4.3 O 0-ésimo Diagrama

A estrutura da lista usada para computar o 0-ésimo diagrama de persisténcia é mais
simples do que para dimensdes acima de zero. Esse diagrama depende exclusivamente
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dos vértices e arestas de K e de sua sequéncia de ordenagao compativel. Um vértice
nao possui bordo, logo sempre gera o nascimento de uma componente, aqui, portanto,
nao ha escolhas!

Ja uma aresta o; possui 2 vértices e seu bordo é d(0;) = v+ w, onde u = 0; e
w = 0y, e suponha que u venha primeiro, isto é, 1 < k.

O primeiro passo do algoritmo é entao a tentativa de depositar a lista L consistindo
de u e w em R[k].

Se R[k].cycle = Ly, ¢ vazia, entao o deposito é realizado com sucesso, oy, € 0; formam
um par e o loop interno termina. Caso contrario, L, é uma lista de dois vértices v e k,
do qual v = o, vem primeiro. Somando as duas listas obtemos L + L que consiste de
uew.

Assim, toda lista nao-vazia tem comprimento 2, logo cada adig¢ao leva um tempo
constante. Implicando que o esfor¢o total para dimensao 0 é, no méximo, a soma
dos indices, para vértices que geram nascimento e, no maximo, a soma dos indices de
persisténcia para vértices que geram a morte. Em ambos os casos, é limitado por m?.

Entretanto, conseguimos fazer ainda melhor.

Considere novamente os dois casos da aresta com bordo 0(o;) = u + w que gera o
nascimento, se e somente se, u € w pertencerem a mesma componente de K;_; que é o
complexo antes de adicionarmos ;.

Comecando com o7, o algoritmo adiciona uma aresta ao caminho crescente em cada
colisao, L mantém controle de seu bordo, os dois vértices sao os pontos extremos do
caminho. Eventualmente, os dois vértices extremos se juntam e L se torna vazia, o
caminho se transforma em 1-ciclo.

A aresta o; gera morte se, e somente se, u e w pertencem a duas componentes
diferentes de K;_;.

Notamos que a lista R[j].cycle se tornara nula e assim temos uma lista vazia, ou
seja, dizemos que 0; da nascimento a uma classe de homologia.

O loop interno termina quando um dos finais do caminho crescente alcanca o vértice
mais velho o7, de uma componente. Uma vez que o loop trabalha monotonamente da
direita para esquerda, isso implica que o vértice mais velho da outra componente é
ainda mais velho. Seguindo a Regra do Mais Velho, L se deposita em R[l] e 0, 0;
formam um par.

Note que o resultado é previsivel. Tudo que precisamos saber é se os vértices u e
w pertencem ou nao a componentes diferentes de K;_;, e caso facam, qual deles tem o
vértice mais velho dessas componentes.

Figura 4.14: Os dois casos estudados para o 0-ésimo diagrama.
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4.4 Superficies

Consideramos um complexo simplicial K que seja uma triangulacao para uma vari-
edade de dimensao 2. Esse cenério ¢ de grande importancia pratica e nos permite uma
rapida implementacao do Algoritmo de Persisténcia.

Seja f : |K| — R uma fungao linear por partes obtida por meio da interpolagao dos
valores dos vértices.

Possivelmente, existe informagao nao-trivial no 0-ésimo e Primeiro Diagrama de
Persisténcia de f, mas em nenhum outro diagrama.

Para computar esses dois diagramas rapidamente, devemos responder duas ques-
toes:

1. Como podemos transformar uma familia de 1 parametro de conjuntos de subnivel
em uma filtracao que possamos executar com nosso algoritmo?

2. Como podemos melhorar o tempo de execugao mais lento do Primeiro Diagrama
de Persisténcia para aproximadamente o tempo do 0-ésimo Diagrama?

Lidaremos com a primeira questao agora e deixaremos a segunda para mais tarde.

Assumimos, para simplificar, que a funcao f restrita aos vértices de K seja injetora,
isto é, vértices distintos possuem valores avaliados pela f diferentes.

Consideremos a filtragao do Lower Star donde conseguimos a sequéncia encaixante
=KyCK, C---CK,=K,onde K; é a uniao dos lower stars dos primeiros 7 vérti-
ces segundo a ordenacao compativel de f. Essa também é a filtracao que conseguimos
através da fun¢do monotoénica g : K — R definida por ¢g(0) = max,c, f(x).

O diagrama de f é definido pelos grupos de homologia dos subniveis de f, |K,| =
f~Y(—00,al, enquanto os de g sdo definidos pelos grupos de homologia de g, K, =
9 - (—OO, CL].

Pela definigao da filtragdo do Lower Star, temos |K,| C |K|, e a inclusao ¢ equiva-
léncia homotopica.

Segue que os diagramas sao isomorfismos

H

p

(Ko) —— H,(I)

| |

Hy(|K o) —= Hy(|KTp).

O diagrama comuta, porque todos os quatro homomorfismos sao induzidos da in-
clusao.

Apresentaremos o segunto resultado fundamental da teoria de Persisténcia que ga-
rante que dados dois moédulos de persisténcia U e V| tais que exista um isomorfismo
¢ : U — V, entao os diagramas de persisténcia sao os mesmos.

Teorema 4.3. Teorema de Equivaléncia da Persisténcia
Considere duas sequéncias de espagos vetoriais conectadas por homomorfismo ¢; :

Uy Uy U,
\ Vo

Vo Vi
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Se para todo i, ¢; for isomorfismo e todos os quadrados comutarem, entdo o dia-
grama de persisténcia definido por U; € o mesmo do definido por V;.

Demonstrag¢ao. Supondo que 7 é uma classe de homologia que nasce em U,;.1, segue
por defini¢do que v ¢ U;’”l, em outras palavras, temos uma caracterizacao de que nao
existe a € U, tal que f;;’“(&) = v se, e somente se, f;"‘“(&) — v # 0, para todo
a e U;.

Sabemos por hipdtese que ¢;;1 é isomorfismo, portanto, consideramos ¢;,1(7y) €
Vir1. Vamos mostrar que ¢;1(y) nasce em V.

Assumamos, por absurdo, que nao, isto é, que ¢;;1(y) nao nasce em V;;;. Assim,
existe 6 € V;, tal que g5 (0) = diy1(7).

Uma vez que ¢; é isomorfismo, podemos considerar ¢; '(§) € U;. Logo,

f;’iﬂ(@b;l(fs)) € Uiy,

ainda mais
b1 (" (0;71(0)) = g5 (9),
mas,
Q;ZH( ) = ¢ir1(7).
Logo,

¢i+1(f;i7i+1(¢i_l(5))) Q;IH( ) = bir1(7)-

Consequentemente, pela injetividade de ¢;,1, temos
£ H(671(9)) = .

Assim, alcangamos uma contradicdo. Portanto, ambas as classes nascem ao mesmo
tempo.

Agora, vamos mostrar que se a classe v que nasce em U, 11 morre ao entrar em U, 1,
entdo também ¢, () morre ao entrar em Vj.

Recordemos que 7 morrer ao entrar em U, significa que fi*'7(y) ¢ U.7, mas
STt (y) € UJ7H. Assim, segue que existe A € U, tal que fi7T(A) = fith7H (y).
Para provar que ¢;1(y) morre ao entrar em V1, suponha, por contradi¢ao, que nao,
assumindo que ¢;41(7y) morre ao entrar em Viy1, com k+1 > j+1. Assim, fi7H(A) =
firt7H (), por conseguinte consideremos, ¢;1(fi ™ (7)) = ¢ (fi7TH(A)) € Viga.

Agora, se considerarmos v € U;, 1, temos que

G (f, () = g, (Gisa (7))
Similarmente, para A € U;, conseguimos
G (7T (A)) = g7 (4i(A)).

Estamos supondo que ¢;;1(y) morre ao entrar em Vi1, com k+1 > j+ 1. Assim,
95T F (i1 (7)) € ViPF. Contudo, se observarmos, temos

ZH k(¢z+1( ) = 91]7“ kg;+1’J+1(¢z+1(v))-
Mas,

95 D0 () = D3 (7 (3) = By (71 (A)) = g7+ (6(4))
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Logo,

G5 (D11 (1)) = GG (D1 (1)) = 627 (g (B4(A)) = g6 (A),

ou seja, gh* (¢i1 (7)) € V¥, contradigao!

Repetindo o processo, mas agora supondo (k+1) < j, chegamos no mesmo absurdo.

Entao, ¢;11(y) morre ao mesmo tempo que a classe 7.

Concluimos que, se (@41, a;j+1) for um elemento do diagrama de persisténcia defi-
nido por U, significa que existe uma classe de homologia v que nasce em U, ,; e morre
ao entrar em U, por conseguinte, temos que existe uma classe ¢;41(7y) que nasce em
Vi+1 e morre ao entrar em Vj 4, portanto, o elemento (a;41, a;j41) pertence ao diagrama
de persisténcia definido por V.

Assim, os diagramas de persisténcia definidos por U e por V sao os mesmos. O

4.5 O Primeiro Diagrama

Ao invés de computar o Primeiro Diagrama de Persisténcia de f diretamente, vamos
construir o 0-ésimo diagrama de persisténcia de (— f) e derivar o diagrama de f a partir
dele.

Iniciamos através da descri¢ao da relagao entre Dgm;y(f) e Dgmo(—f), omitindo as
provas, uma vez que as relacoes sao consequéncias de teoremas mais gerais que serao
dados na proxima secao.

O Primeiro Diagrama de Persisténcia de f consiste da diagonal e uma porg¢ao finita
de pontos fora da diagonal (a,b). Construiremos a porg¢ao finita através do 0-ésimo
diagrama de (—f). Especificamente, o ponto (a,b) representa o nascimento de uma
classe de homologia de dimensao 1 em a e que morre em b.

Olhar para (—f) é como tomar o complemento e ir para tras. Portanto, temos
o nascimento de uma classe de homologia 0-dimensional em —b e sua morte em —a.
Segue que:

(a,b) € Dgmy(f) <= (=b,—a) € Dgmo(—f).

Em outras palavras, a porcao finita de Dgm,(f) pode ser obtida pela reflexdo dos
pontos da por¢ao finita de Dgmg(—f) através da diagonal menor.

E uma vez que ja estudamos como construimos o 0-ésimo diagrama, temos um
ganho consideravel de tempo para captar informagoes na porcao finita do Primeiro
Diagrama.

4.6 Persisténcia Estendida

4.6.1 Teorema da Dualidade de Lefschetz

Definicao 4.7. O Star de T consiste de todas as cofaces de T.
Str={ce K |T<o0o}.

Geralmente, o Star nao é fechado sequndo suas faces. Podemos tornd-lo um com-
plexo adicionando as faces que faltam e obtemos o que resulta no Star Fechado St, que
€ 0 menor complexo que contém o Star de 7. O link consiste de todos os simplexos no
Star Fechado de T que sao disjuntos de T:
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Lkt ={ve Str | vnr=0}.

Definicao 4.8. Uma wvariedade de dimensao d _combinatoria é uma variedade de di-
mensao d munida de uma triangulacao, tal que o link de todo i-simplexo triangula a
esfera de dimensio (d —1i —1).

Teorema 4.4. Primeiro Teorema da Dualidade de Lesfschetz
Seja M uma variedade de dimensao d, compacta e combinatdria, com fronteira OM.
Entao para cada par de dimensoes complementares p+q = d, existe um isomorfismo

H,(M, 0M) ~ HY(M),

H,(M) ~ H(M, 9M).

Teorema 4.5. Seqgundo Teorema da Dualidade de Lefschetz
Seja M uma variedade de dimensao d, compacta e combinatoria com fronteira OM.
Entao, a aplicagcao intersecao de classes de homologia

#: Hy(M) x H,(M, M) — G

¢ perfeita para todo p+ q = d.

4.7 Elevacao em uma superficie

Daremos um breve esbogo da abordagem de “formas encaixantes” e apresentaremos
uma descri¢ao mais detalhada nos préximos capitulos.

Seja M uma variedade suave de dimensao 2, imersa no R3.

Dada uma direcao u € S?, a funcao altura nessa direcao ¢ a funcao f : M — R,
dada por f(z) =< x,u >, para todo x € M.

Usualmente desenhamos u verticalmente apontando para cima e pensando na altura
como a distancia da base plana horizontal com o sinal.

Dado um limitante a € R, relembramos que o subnivel consiste de todos os pontos
com altura a ou menor, M, = f~!(—o00, a|, definindo assim a sequéncia dos grupos de
homologia.

Para uma variedade suave genérica, os valores criticos homoldgicos da funcao altura
sao os valores altura avaliados em pontos criticos isolados.

Se, além disso, a dire¢ao for genérica, entao havera apenas trés tipos diferentes de
valores criticos homologicos:

1. Minimo: no qual se inicia componentes.
2. Sela: que funde componentes ou completa loops.

3. Méximo: que preenche espagos.
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Assumindo que os pontos criticos possuam alturas distintas, os elementos no dia-
grama de persisténcia de f correspondem a pares de pontos criticos.

Seja (z,y) elemento no diagrama de persisténcia de f.

Entao, a elevagao nos pontos z e y ¢ definida por |f(z) — f(y)|.

Desde que z é ponto critico, para duas direcoes opostas, nos precisamos ter certeza
que o pareamento ¢ o mesmo em ambas diregoes, senao contradiriamos a atribuigao de
elevacao. Também necessitamos que todos os pontos criticos estejam pareados, caso
contréario, obterfamos areas brancas cuja elevagao permaneceria indefinida. Gracas a
isso é que a estendemos a persisténcia e a primeira é a restri¢ao que precisamos observar
nessa extensao.

4.8 Filtracao Estendida

Sejam a; < as < ... < a, valores criticos homologicos da funcao altura f : M — R,
intercalados com os valores

bo<ap <by <as<by<..<bp_1<a,<b,.

Conseguimos os conjuntos de subniveis M; = f~!(—o0,b;], cada qual uma variedade
de dimensao 2 com fronteira.
Simetricamente, definimos o conjunto de supernivel

Mi = f_l[bi7 —I—OO),

variedade de dimensao 2, complementar a M; e com a mesma fronteira.

Estendemos a persisténcia para homologia essencial utilizando a Dualidade de Poin-
caré que fornece um isomorfismo entre a dimensao r do grupo de homologia com a di-
mensao (d—r) do grupo de cohomologia, segundo uma variedade compacta de dimensao
d,

H,(M) ~ H"(M).

As inclusdes M, € My, induzem o homomorfismo H4™" (M) — H (M) e,
assim, obtemos a sequéncia estendida

0= H,(My) — ... —» H,(M,,) = H,(M) ~ H*"(M);

H,(M) ~ H*"(M) = H""(M,,,) = ... = H*"(Mj) = 0.

Classes nascem e morrem também durante a nova segunda metade da sequéncia.
Em particular, cada classe que nasce em M, e persiste viva toda a primeira metade da
sequéncia, morrera ao entrar em algum M na segunda metade. Uma vez que vamos do
grupo trivial para o grupo trivial, tudo que nasce, morre. Como consequéncia, todos
os nascimentos sao pareados com a correspondente morte, como desejavamos.

O tnico problema com essa definicao é que para fazer sentido, requer que enten-
damos cohomologia persistente. Isso certamente pode ser feito, mas vamos, ao invés,
utilizar a Dualidade de Lefschetz para trocar cohomologia por homologia relativa, ja
que nos é garantido um isomorfismo:

H*"(M},) ~ H,(My, OM).
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Definido M™% = f~1[b;, +00) o supernivel contendo os tltimos (m — k) pontos
criticos, usamos a excisao para adquirir um isomorfismo

H, (M}, OMy) ~ H,.(M,M™)
e outra versao da sequéncia acima seria
0=H,(My) — - — H.(M,,) = H.(M)

— H,(M) = H, (M, M°) = --- — H,(M,M™) =0,
onde My =0 =M"e M,, =M = M™.

Trabalhando nessa sequéncia, podemos entender a persisténcia estendida da se-
guinte maneira: Suponha que passando de M,,_; para M gere o nascimento de uma
classe de homologia de dimensao r essencial. Descendo pelos conjuntos de supernivel,
olhamos para o primeiro M™!, com o maior [ possivel, que contenha uma classe ho-
mologa aquela classe essencial, em M. Entdo essa classe morre ao entrar em M™~
e pareamos p com p;. Definimos a persisténcia estendida desse par como |k — | ou
|f(px) — f(p1)|, dependendo da aplicagao.

Existe um conjunto de regras que descrevem como é regido os nascimentos e mortes
na persisténcia estendida, assim facilitando a retirada de informagcao sobre as classes.

e Regra 1. Uma classe de homologia de dimensao p de M’ morre ao mesmo tempo
que uma classe de homologia relativa de dimensao (p + 1) de (M, M®) morre.

H (M) —— s H (M) — . 1, (b)

é‘bn gbnfl fbk

by
Hyyy (M, Mb) "> H, (M, MP1) 2 —— H, (M, M)

16] , 1s] . 19)
hon— 1 h n—2
Hp(MP) ——" s H (M) e H, (M)
(ibn)* (ibn—1)* (ibk)*
id id
H,(M) H,(M) - H,(M)

As colunas sao sequéncias exatas longa do par e temos 0 o operador bordo da
sequéncia exata longa do par. Além disso, hl : M* — M’ é induzido pela inclusdo e
também z¢ : (M, MF) — (M, M) ¢ induzido pela inclusio.

Dada uma classe v € H, (M, M%), dizemos que ela nasce em (M, M) se v ¢
(zg;l)*(HpH(M, MPi+1)). Dada uma classe v que nasceu em (M, M%), dizemos que ela
morre ao entrar em (M, M) se (zzj‘l)*(v) ¢ (zzj:)*(HpH(M, MP+1)), mas (zzj)*(v) €
(2,,)* (i (M, MP)).

Considere 0y € H,(M").

Mostraremos que 9y morre em M.

Como v morre em (M, M%),

3o € Hysr (M, MP#1),  tal que (237)*(7) = (27 ,)*(a).

Logo, (hy)*(9v) = (b’

bit1

)(9a).
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Assim, para garantir que 9y morreu ao entrar em MY basta garantir que
b .
(hy ™) (07) & (27])" (Hp (M),

Suponha, por contradigao, 8 € H,(M%+1), tal que (hzj“)*(ﬁy) = (hZJ:)*(B)

Isto implica que (1%+1)° ()" (D) = (") (k)" (5)

Mas pela comutatividade, conseguimos (zbj+1)*8(zzf“)*(’y) e, ainda, a sequéncia
longa do par é exata, assim 7100 = 0.

(P )* (B ) (8) = 0, assim (i%+1)%(8) = 0.

Uma vez que a sequéncia é exata, Im 9 C ker(i%+1)*, logo = 983 .

Temos
(5 (8) = 9z ) (),
e portanto,
Ol (2t (B) + () (7)) = 0
Entao,

()" (0) = (z22)"(B)] € ker & = Im €,
dai (z J+1) () = (szH)*(B’) + €bi+1(A), para algum A € H,(M).

i+1

Mas, €(A) = (277 (€+)(A).
Portanto, (2 2’“) (v) = (z f:ll) (B + &b+1(A)), contradicdo.

e Regra 2. Uma classe de homologia inessencial de dimensao p de M’ nasce ao
mesmo tempo que nasce uma classe de homologia relativa de dimensao (p + 1)

de (M, M)

Seja I' € H, 1 (M, M) classe que nasce em (M, M) de homologia relativa de
dimensao (p + 1).

Considere 9I' € H,(M"") classe de homologia de dimenséo p.

Mostraremos que OI' nasce em M. Uma vez que I" nasce em (M, M), segue que
D (z,,)" Hypir (M, M),

Suponha que exista 8 € H,(M"+1), tal que (ho"

b+1

)(8) = OI', ou seja, OI' nao
nasceria em M.

Queremos mostrar que 3 € keri®+! e, por conseguinte, A € Imd uma vez que a
sequéncia longa do par é exata.

O quadrado comuta, assim:

(&) ()" (B) = (i")"(8)

contudo, (hg:ﬂ)*(ﬁ) = JI', por hipotese de contradicio.
Entao:

(") (B) = ()" (g, )" (B) = (i")70r =0,

(1) (8) =0
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portanto, 3 € ker(i®+1)*, logo 3 € Im 0, pois a sequéncia longa do par é exata.
Temos que existe 5 € H,,1(M, M+1) classe de homologia (p + 1)-dimensional, tal

que 05" = 3.
Notemos que J(z” m) B =T € H,(M"), classe de homologia de dimensio p.
Agora,

Oz, ) B = (hyr,,)"08 = (hye,,)"B = oT.

Portanto,

Az ) B —0r =0,
()8 —T)=0.

n+41
Por conseguinte (zb +1) B —T € Im(&)*,
Entdo, existe A € H,(M), tal que (£)A = 9((zP Sk g =T).
Portanto, temos (£%)*A = (Zg:+1)*5 —T.
Por um lado,

(zr, ) () A) = (€)' A = () B —T.

Assim,

—(z, () A+ ()8 =T,
o que implica que T € (2" " ) (Hp (M MPn+1)), absurdo!

4.8.1 Dualidade e Simetria

A simetria surge como consequéncia da dualidade de Lefschetz entre os grupos de
homologia absoluta e relativa de dimensdes complementares H,(M;) ~ Hy_,(M, M").

Isso se traduz através do resultado de dualidade para diagramas de persisténcia que
afirmaremos sem prova.

Usaremos o simbolo T para indicar reflexao pela diagonal principal, associando o
ponto (a,b), com T'(a,b) = (b,a).

Teorema 4.6. Teorema de Dualidade e Simetria
Seja f funcao definida em uma variedade de dimensao d sem fronteira. Entao, os
diagramas de persisténcia sao refletidos uns nos outros conforme:

Ordy(f) = Relg_,(f);
Ext,(f) = Exty_,(f);
Rely(f) = Ordg_,(f).
Equivalentemente, o p-ésimo diagrama de persisténcia completo é a reflexao do

(d — p)-ésimo diagrama de persisténcia completo

Dgm,(f) = Dgmg_,(f)-

Para 2p = d os subdiagramas estendidos sao reflexdes deles proprios e por conse-
guinte simétricos através da diagonal principal:
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Exty(f) = Exty_,(f) = Ext, (f).

Lembrando que a definicao de elevacao exige que o pareamento dos pontos criticos
seja 0 mesmo para funcoes altura antipodais. Temos, especificamente, o resultado
estrutural, expressado em termos de subdiagramas de persisténcia. Utilizaremos o
simbolo R para representar reflexao na diagonal menor, avaliando (a,b) em R(a,b) =

(=b,—a). E o 0 para indicar reflexdo central, ou rotacao de 180°, tal que 0O(a,b) =
(—a,—Db).

Teorema 4.7. Seja [ funcao definida em uma variedade de dimensao d, sem fronteira
e considere (—f) sua negativa.

Entao, os diagramas de persisténcia das duas fungoes sao reflexoes umas das outras:

Ordy(f) = Ordi, (= f);
El’tp(f) = El’tgip(—f)’
Rely(f) = Relf,,,(~1).



5 Estabilidade

Persisténcia é um conceito tedrico de medida, construido e fundamentado sobre as
estruturas algébricas.

A propriedade mais importante é a estabilidade sob as perturbacoes dos dados. Em
outras palavras, pequenas mudancas nos dados implicam, no maximo, em pequenas
mudancas na medida de persisténcia, o que ¢ fundamental.

Assim, existem grandes ramificagdes das aplicagoes e também pesquisa, incluindo
o estudo de familias a 1-parametro e a comparacao e classificacao de formas.

5.1 Familias a l-parametro

Estudaremos como deformagoes continuas nos dados afetam a medida de persistén-
cia.

Focaremos no efeito estrutural e seus calculos. A consequéncia dessa anélise é a
primeira prova de estabilidade.

5.1.1 Homotopia Linear

Sejam f : K — R e g: K — R duas fun¢gdes monotonicas, definidas no mesmo
complexo simplicial & valores reais. Relembramos que isso significa que as fungoes sao
nao-decrescentes ao longo de cadeias crescentes com respeito a relagao de face.

A homotopia linear

F:Kx[0,1]—R

definida por:
F(o,t) = (1 —1)f(o) + tg(0),
¢ uma deformacao entre as funcoes f e g.
Definimos f;(0) = F(o,t) e notamos que fy = f e fi = g, como desejavamos.
Além disso, f; ¢ monotonica, para cada t € [0, 1] fixado.
De fato, se o for face de 7, entao f(o) < f(7) e g(o) < g(7) pois as fungdes sao
monotonicas, por conseguinte:

filo) = (1 =t)f(o) +tg(o) < (1 =) f(7) +tg(r) = fi(7),

para todo t € [0, 1] arbitrario fixado.

Dai somos capazes de encontrar uma ordenacao compativel dos simplexos, isto ¢,
uma ordenacao total que estende a ordem parcial estabelecida por f; e pela relacao de
face.

93
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Figura 5.1: Cada linha armazena o valor da fungao definida nos simplexos enquanto o
parametro ¢ aumenta. Para qualquer t € [0, 1] fixado, temos f; através da intersegao
com correspondente reta vertical.

No entanto, se de alguma forma ja tivermos os diagramas de f, entao somos capa-
zes de considerar modifica-los para conseguir os diagramas de f;. Acontece que essa
abordagem ¢é mais eficiente do que recalcular os diagramas providos das duas ordens
totais, ja que eles nao sao tao diferentes.

Para descrever exatamente o que isso significa, plotamos os valores da funcao com
o tempo, nos dando uma linha reta para cada simplexo.

E conveniente assumir que f e g sdo injetoras, o que representa que f(oy) = f(71)
e g(o9) = g(72), entdo o1 = 1 e 09 = 5. Portanto,

filo) = fi(7);
tg(o) = tf(o) + flo) = tg(r) = tf(7) + (7).

Rearranjando os termos de maneira mais conveniente e passando os termos para o
mesmo lado da igualdade, obtemos

t(g(o) —g(7)) + (L =1)(f(o) = f(7)) = 0.
Assim,
t(g(o) —g(7)) = =1 =)(f(o) — f(7)).
Uma vez que f e g sdo injetoras, segue que (f(c) — f(7)) #0e (g(o) — g(7)) # 0,
portanto somos aptos a considerar

glo)—gr) . 1

flo) = f(7) t

Para dados dois simplexos distintos o e 7, como f e g sao injetivas, f; seréd injetiva,
exceto por uma quantidade finita de pontos t, uma vez que a equacao acima é uma
funcao de grau 1, e sempre que ocorrer um zero na equagao, teremos a nao-injetividade
de ft‘

A fim de termos uma melhor simplificacao da situacao, suporemos que mais de um
par diferente de linhas nao se cruzam ao mesmo tempo.

Equivalentemente, cada f; tem, no méximo, uma violacao de injetividade, ou seja,
no maximo dois simplexos com o mesmo valor avaliado pela funcao.

Conforme varremos da esquerda para a direita, na direcao do crescimento de t,
passamos pelas violagoes de injetividade transpondo os dois simplexos na ordenacao
compativel.

Isso nos motiva a estudar o impacto da transposi¢ao na persisténcia.
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5.2 Decomposicao Matricial

Relembramos que calcular o diagrama de persisténcia de f : K — R se faz redu-
zindo a matriz bordo do qual as colunas e linhas sao ordenados segundo a ordenacao
compativel. Iniciando com R = 0 performamos operac¢oes de adi¢ao nas colunas da
esquerda para a direita até que R seja a matriz reduzida, ou seja, cada coluna nao-nula
possui um lowest 1 em uma tnica linha. Assim, o mapeamento das colunas nao-nulas
para as linhas definidas pelo low(j) ¢ injetor. Cada lowest 1 fornece um par de simple-
x0s, (0;,0;), se i = low(j) e um par finito no diagrama de persisténcia (f(;), f(o;))
no diagrama de persisténcia de f, Dgm,(f), onde p ¢ a dimensao de o;.

Sera conveniente assumir bijecao entre lowest 1 e os pontos fora da diagonal nos
diagramas de persisténcia, representando assim que nao existem pontos fora da diagonal
no infinito, pois se houvesse, existiria um simplexo, digamos ¢, que nasce e nunca morre,
logo ele nao é pareado com nenhum outro simplexo, por conseguinte a matriz reduzida
nao teria lowest 1 definido, o que implica em nao bijetividade.

Nao ha perda de generalidade, uma vez que sempre podemos adicionar simplexos
ao final do processo de filtracao, pois dessa maneira eles nao alteram a evolugao dos
subniveis.

A matriz reduzida pode ser escrita como R = 0V, onde V mantém o controle
das operacoes de coluna, onde sua j-ésima coluna armazena a cadeia cujo bordo é
armazenado na j-ésima coluna de R.

Desde que apenas utilizamos operagoes de coluna da esquerda para a direita, V' é
triangular superior, com V[i,i] = 1. Portanto, a matriz V ¢ invertivel, ja que det(V) =
1 # 0, consideremos U sua inversa. Mais uma vez, U é matriz triangular superior

R =0V,

multiplicando a direita por U ambos os lados
RU =0VU =0,

0 = RU, chamamos de decomposicao ru da matriz bordo.

Implicitamente estamos requerindo que U seja triangular superior, invertivel e ainda
que R seja reduzida. Tais propriedades sao satisfeitas pela forma como construimos as
matrizes, no entanto, hé outras decomposicoes ru que podem ser obtidas por algoritmos
similares.

De fato a decomposicao ru de 0 nao é tnica, mas como observamos anteriormente,
o lowest 1 na matriz reduzida o é.

A questao especifica que fazemos é: como vamos atualizar a decomposicao ru da
matriz bordo se vamos transpor dois simplexos em posi¢oes contiguas ao longo da
ordenagao compativel?

5.2.1 Atualizagao da Decomposigao

Suponha 0 a matriz bordo para a ordenacao de simplexos o1, 09,...,0,. Escreva
9" a matriz bordo ap6s a transposicao de o; com o,,1. Considerando P = Pf“ corres-
pondente a matriz permutacio, temos 9 = POP, onde as tunicas diferencas entre P e
a matriz identidade ocorrem nas posi¢oes Pli,i] = 0 = P[i + 1,7 + 1] e nas entradas
Pli,i+ 1] =1= Pli +1,1].

Multiplicar por P a esquerda é trocar duas linhas.
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Multiplicar por P a direita é trocar duas colunas.
E facil ver que P é sua propria inversa, isto é, P2 = PP = Id.
Assim implica que

8 = PoP = P(RU)P = P(RIdU)P = P(RPPU)P = (PRP)(PUP)

no entanto, isso nao é necessariamente uma decomposicao ru da matriz bordo, a falha
pode surgir no caso de R = PRP nao ser reduzida, ou, se U = PUP, nao for
triangular superior.

Ambas deficiéncias sao corrigidas com um pequeno esforgo, expresso em um nimero
constante de operacoes coluna e linha.

A tnica maneira da qual R pode falhar em ser reduzida é quando as linhas i e
(i + 1) de R, ambas contiverem lowest 1, i = low(k) e (i + 1) = low(l) e ainda ocorrer
1 na linha ¢ com a coluna (.

Note que i < koui+1 < [ pela ordenagao compativel, ja que simplexos de dimensao
menores vem antes e sao faces dos de dimensao maiores.

Logo, temos que existem dois casos diferentes: k < [ (caso 1) ou !l < k (caso 2).
Em ambos os casos, adicionamos a coluna da esquerda na coluna da direita, antes de
fazermos a transposicao. O que conserta a deficiéncia, trocando R antes mesmo de
transpor o; com 0;41.

Coluna 1 k 1 m
Linha A o o o,
i oy
it G | 1 1
i+1 Giaq 0 1

Figura 5.2: A matriz R exibindo a deficiéncia ressaltada no caso 1.

Se k < [, temos que k esta a esquerda de [, procedemos adicionando & coluna k na
coluna [.

Coluna s k 1 m
Linha oy oy ) O
1 o,
i a; ‘ 1 0
i+1 Gy 0 1.

Figura 5.3: Apds somar as colunas indicadas, corrigimos a matriz R para o caso 1.

Como vamos multiplicar P a esquerda de R temos que a posicao das linhas se
alteram, conseguinto R’ reduzida.
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Coluna i k 1 m
Linha a, ay a G
1 ay
i Tis1 L ! 1
irl g ‘ I 0

Figura 5.4: Ao final do processo matriz R é reduzida, para o caso 1.

Agora,
Coluna ) k 1 m
Linha a, oy a; O
5 o

i q; i 1

i+1 o A 1

0 0

m O 0 0

Figura 5.5: A matriz R exibindo a deficiéncia ressaltada para o caso 2.

J&a no caso | < k vamos adicionar a coluna [ na coluna k e conseguimos a seguinte
configuragao:

Coluna 1 k 1 m
Linha o, ay o O
1 G,
i o E S 0
i+l Oy L. | i
0 0
m a, 0 1]

Figura 5.6: Apds somar as colunas indicadas, corrigimos a matriz R para o caso 2

Nessa situagao perdemos o requisito da matriz reduzida, porém abrimos mao dessa
N . . . ~ . R . / .
exigéncia, pois com a aplicagao da matriz P a esquerda conseguiremos R reduzida.

Coluna il k 1 m
Linha ay ay q O
i oy
i o; 1 I 1
i+1 Oy (S - 0
0 0
m O 0 0

Figura 5.7: Apesar de R nao ser reduzida, R’ é, por conta da aplicacdo da matriz P.

A tnica maneira que U falha na condicao de ser triangular superior é se existir 1,
tal que Uli,i + 1] = 1. Corrigimos esse problema adicionando a linha (7 + 1) & linha i
em U e adicionando a coluna i & coluna (i + 1) em R.
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Como a aplicagao da matriz P, o elemento U [i,7 4 1] transcrevera o seguinte cami-
nho: Quando aplicarmos U P teremos Ui, i] armazenando o antigo Ui, i+ 1] = 1, segue

que ao avaliarmos P(UP) o elemento U[i + 1,i] contém Uli,i + 1] = 1, assim, teremos
o nimero 1 abaixo da diagonal principal, logo, a matriz nao é triangular superior.
Por questées técnicas, adicionaremos a coluna ¢ a coluna (i + 1) em R.
Considerando S = S!*! a matriz da qual sua tnica diferenca para a matriz identi-
dade é que S[i,i + 1] = 1, por conseguinte podemos considerar SU = RS.
Desde que P? = Id = S? nao altera o produto matricial pois

8 = (PRP)(PUP) = (PRSP)(PSUP) = PRUP,

como anteriormente.

Com essa modificagago PSUP é triangular superior, contudo PRSP pode falhar
novamente.

Caso a coluna i seja nula ou low(i) < low(i+ 1) entdo a multiplicagao a direita por
S preservara o lowest 1 e RS sera reduzida. Nesse caso, teremos uma decomposigao ru
apos a transposicao.

Porém, temos mais dois casos a se considerar: se caso a coluna (i + 1) for nula
enquanto a coluna i nao for (caso 3), ou, se caso low(i) > low(j) (caso 4). Entao,
precisaremos tornar lowest 1 tnico de novo. Para fazé-lo, adicionamos a coluna (i + 1)
a coluna 7 e depois da transposicao resultando uma operacao de adi¢ao de colunas da
esquerda para a direita.

De fato, observando os casos, temos:

Se a coluna 7 tiver lowest 1 na posigao [, enquanto a coluna (i + 1) for nula:

Coluna 1 2 i i+1 m

Linha oy o, % a,
1 oy 0
2 o, 0
1 o 1 0
1+1 Oy 0
m 0

Figura 5.8: Deficiéncia ressaltada na matriz R no caso 3.

A configuragao de R passara ser a seguinte apés multiplicacao a direita de S:

Coluna 1 2 T i+1 m

Linha oy @, Ty Op
1 o, 0
2 o, 0
1 o |1 q
1+1 [ %) 0 0
m 0

Figura 5.9: Deficiéncia na matriz R apds multiplicacao por S, caso 3.

Nao tendo mais lowest 1 e ainda P(RS)P.



Decomposi¢cao Matricial 99

R Coluna 1 2 i i+l m
Linha ay o [« ) O
1 oy 0
2 o 0
i o; 0 2
i+1 Oy 0 7
1 aq | 1 | 1

Figura 5.10: Deficiéncia se propaga e nao obtemos PRSP reduzida.

Obtendo PRSP nao reduzida.
Agora, se low(i) =1 e low(i + 1) = k, com k < [, entao:

R Coluna ol i irl m
Linha oy o Ciq O
1 a,

k o 1:

0

1 o . 0

0 0

m a, 0 0

Figura 5.11: A deficiéncia da matriz R no caso 4.

Aplicando RS temos:

RS Coluna 1 i i+1 m
Linha o, a; [ T
1 G
k oy 1 7|
1 o | 7]
0 0
m G, 0 0

Figura 5.12: A deficiéncia da matriz R apds aplicar a matriz S, no caso 4.

E por fim PRSP:

PRSP Coluna 1 i i+l m
Linha o, o Cieq O
1 ay
k ay 1
1 o 1 1
0 0
m a, 0 0

Figura 5.13: A matriz PRSP nao é reduzida para o caso 4.
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Assim, para ambos os casos, adicionando a coluna (i + 1) na coluna i, e ap6s o
resultado das transposi¢oes reparamos as deficiéncias e conseguimos uma decomposicao

ru de &'

5.2.2 Como o pareamento se altera

Precisamos entender quais transposi¢oes tem efeito no pareamento. As que assim
o fazem, chamamos de trocas.

Como um principio basico, a maior parte das transposi¢oes nao sao trocas. Por
exemplo, se g; e 0;,1 possuem dimensoes diferentes, entao sua transposi¢ao nao requer
nenhuma alteracao, além da obrigatéria troca de colunas e linhas. Isso porque, com
dimensoes diferentes, suas respectivas faces de codimensao 1 terao também dimensoes
diferentes entre si, logo os lowest 1 nao conflitam, como vimos no estudo de casos
anteriores. Ainda que possuam a mesma dimensao, porém, se o; for positivo e ;11
for negativo, implica que a transposi¢ao nao serda uma troca, isso porque a linha ¢ nao
tera nenhum lowest 1, assim R = PRP sera reduzida e ndo exigird nenhum esforco
adicional. Em outras palavras, a decomposi¢ao ru ¢ mantida sem qualquer operacao
de reparagao que altere o pareamento.

Apos tais observagoes e estudos de casos, chegamos & seguinte conclusao:

Lema 5.1. Lema da Transposicao

Sejam O e 0 matrizes de bordo de wma ordenacio compativel de duas fungées mo-
notonicas em um complexo simplicial que difere apenas pela transposi¢ao de dois sim-
plexos contiguos o; € oy1.

Entdo, o pareamento definido pela decomposicio ru 0 = RU e 0 = R'U' difere
apenas se dimo; = dimo; 1 e caso difiram, serd somente pela troca de lugares de o; e
Oi+1-

5.3 Teorema de Estabilidade

5.3.1 Distancia Bottleneck

O diagrama de persisténcia é um multiconjunto de pontos no plano estendido,
R?. Segundo as suposicoes estabelecidas sobre a funcdo f nesse trabalho, segue que
os diagramas consistem em uma porc¢ao finita de pontos acima da diagonal principal
e a esse multiconjunto adicionamos os infinitos pontos da diagonal, cada um com
multiplicidade infinita. Esses pontos extras nao sao essenciais para o diagrama, contudo
sua presenca simplificaré defini¢coes e resultados que estao por vir.

Consideremos dois diagramas de persisténcia, X e Y. Para definir a distancia entre
eles, vamos considerar bije¢coes n : X — Y e gravamos o supremo das distancias entre
os correspondentes pontos de cada.

Medindo a distancia entre os pontos x = (1, 23) € ¥ = (y1,¥y2) com a norma L.:

|z = ylloo = max{|z; — uil}
1=1,2

e tomando o infimo sobre todas as bije¢oes, obtemos a distancia Bottleneck entre os
diagramas:

Wao(X,Y) = inf sup [lz —7(2)]]e-

n:X—=Y pex
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Podemos desenhar quadrados centrados nos pontos de X, de lado cuja medida é
duas vezes a distancia Bottleneck, assim cada quadrado contera o correspondente ponto

de Y.

Observacgao 5.1. O fato de adicionarmos infinitos pontos na diagonal é o que nos
permite considerar bije¢oes quaisquer sobre os conjuntos X e Y, uma vez que ambos
tem infinitos pontos.

A distancia Bottleneck é, de fato, uma distancia.

Sejam X, Y dois diagramas de persisténcia. Assim, W, (X,Y) = 0 se, e somente
se, X =Y.

Se W (X,Y) = 0, significa que inf,.x_,y sup,cx ||z — 7(2)||sc = 0, considerando a
bijecao x = (x1,z2) — n(z) = (nx1, nrs), temos:

sup{max{|x; — nx;|} =0
zeX i=1,2

e ainda |x — nz| > 0, para cada = € X.
Uma vez que tomamos o maximo das distancias, temos

|z1 —nw1| = 0 = |23 — Ny,

portanto, z; = nx; , para cadat = 1,2 e todo x € X. Assim, como tomamos 0 maximo
das diferengas e temos o resultado 0, segue que para todos os z € X, |z — n(z)| =0,
portanto, x = nz, e desde que tomamos o infimo das bijegoes, segue que = Id, fungao
identidade. Logo, Y = n(X) = Id(X) = X.

Reciprocamente, se X =Y, ao tomarmos o infimo das bije¢oes n : X — X, teremos
que ||z — Id(x)|| = 0 e o resultado segue.

E claro que W (X,Y) = W (Y, X) desde que trabalhamos com bijecdes 7 : X —
Y, implica que existe n7! : Y — X, assim x = n~!(y), para algum y € Y, daf
|z = n(@)lloc = [In7"(y) = Wl = (1771 W) = ylloc = [ly = 17 (W), OIS Lo &
norma. Obtemos o desejado.

Sejam o : X — Y e f:Y — Z bijecoes. Tome n = fa: X — Z.

Assim,
lz = Bla(@))llee = [z —az) + alz) — flalz))]l
<z = @)oo + [|e(@) — Bla(z))l]oo
< sup |z — a(2)||e +sup ||y — B(y)||, paratodo z € X.
zeX yey
Portanto,

sup [z = Bla@))llee < sup ||z = a@)lleo +sup [ly = By)l]-.

zeX zeX

E temos, pela definicao de distancia Bottleneck,

Weo(X, Z) < sup ||z — B(a(2))]| < sup ||z — a(z)||o +sup |y — B(Y)lls,
reX rzeX yey

para qualquer a : X — Y e para qualquer §:Y — Z, bijecoes.
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Em particular,

Wae(X, Z) = sup ||z — a(@)|loe < sup [ly — B(y) |l paratodo §:Y — Z.
zeX yey

Tomando o infimo das bijecoes f: Y — Z em ambos os lados conseguimos

W X, Z) —sup ||z — a(z)||eo < Wa(Y,Z), paratodo a: X — Y.

zeX

Finalmente consideramos

W X, Z) = Wao (Y, Z) <sup ||z — a(z)||s, paratodo a:X — Y.

zeX

Mais uma vez tomamos o infimo das bijecoes, mas agora de oo : X — Y,

Wl X, Z) — WY, Z) < Wao(X,Y).

Entao,
Weo (X, Z) < Wo(X,Y) + W (Y, Z).

Vemos que W, satisfaz todos os axiomas de métrica, portanto, assim merece ser
chamado de distancia.

5.4 Estabilidade Bottleneck

Sejam f: K — R e g: K — R duas fungoes monotonicas definidas em um mesmo
complexo simplicial K a valores em R. Considere a homotopia linear entre as fungoes
feg fi=@1—-t)f+1g.

Para cada t € [0,1] e cada dimensao p, dispomos de uma fungdo monotoénica f; e
um diagrama de persisténcia.

Fixada uma dimensao p, a familia de diagramas persistentes ¢ um multiconjunto
em R? x [0, 1].

Desenhando ¢ ao longo do terceiro eixo coordenado, ganhamos uma visualizagao
tridimensional de como a homologia persistente evolui de fy = f até f; = g.

A fim de descrever esse processo, assumimos K com homologia reduzida trivial.

Acrescentando a terceira coordenada, cada um dos elementos fora da diagonal de
Xi = Dgmy,(f;) € da forma x(t) = (fi(0), fi(7),t), onde 0,7 € K simplexos, represen-
tando o fato que enquanto construimos K através das filtragoes regidas pela ordenacao
estabelecida por f;, temos que o gera o nascimento de uma classe de homologia de
dimensao p, j4 7 causa a morte da mesma.

Hé& apenas finitos valores dos quais o pareamento dos simplexos muda, denotaremo-
nos como 0 =ty < t; < -+ < t, < t,p1 = 1. Além disso, em cada intervalo (¢;,%;11)
o pareamento é constante e cada par o, 7 gera um segmento de reta de pontos x(t)
conectando os pontos no plano t =t¢; e t = t;,1.

Se o ponto final for ponto fora da diagonal em t;,, entao existird outro segmento
de reta, tnico, que comega nesse ponto e ligara o plano ¢t = ¢,,1, com t = t;, 5.

Esse segmento de reta pode corresponder ao mesmo par de simplexos e assim con-
tinuar na mesma linha reta, ou pode corresponder a um par diferente, criado durante
uma troca e a linha reta, a partir desse ponto, fara um desvio em relagao a reta anterior
no ponto em que compartilham.
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Também ¢é possivel que o ponto final caia na diagonal no nivel ¢;, nesse caso, nao
havera continuacao do segmento de reta. Em suma, os segmentos de reta formam
caminhos poligonais que monotonamente crescem em t.

Cada caminho se inicia em um ponto fora da diagonal principal, ou se inicia em um
ponto da diagonal e termina em um ponto final fora da diagonal.

Definicao 5.1. Denominaremos cada caminho poligonal que conecta os diagramas de
persisténcia de vinha e um multiconjunto de vinhas, vinhedo.

B

Figura 5.14: A familia de diagramas de persistencia a 1-parametro da homotopia linear
entre fo = f e fi = g. Alguns pontos geram vinhas que percorrem todas as camadas,
enquanto outras morrem.

O fato que pontos na familia de diagramas de persisténcia formam vinhas é impor-
tante. £ uma maneira de dizer que o diagrama de persisténcia é estével.

Finalmente alcancamos o terceiro resultado fundamental da teoria de Persisténcia,
Teorema de Estabilidade para Filtracoes, que exibe condi¢oes necessérias para que dois
diagramas de persisténcia sejam tao préoximos quanto queiramos:

Teorema 5.1. Teorema de FEstabilidade para Filtragcoes

Sejam f : K — R e g: K — R duas funcoes monotonicas definidas em K, um
complexo simplicial, a valores reais.

Para cada dimensao p, a distincia Bottleneck entre os diagramas X = Dgm,(f) e
Y = Dgm,(g) € limitada superiormente pela distancia entre as fungoes f e g, seqgundo
a norma Le:

Demonstracao. Tome p dimensao arbitraria fixada.

Seja Xy = Dgm,(f;), para algum t € [to, t,41).

Se x € X3, entdo z(t) = (fi(0), fi(7)) onde ¢ e T sdo simplexos positivo e negativo,
respectivamente.

Para quantificar essa nogao, observamos que

z(t) = (filo), fi(r), 1) = (1 = 1) f(0) + tg(o), (1 = ) f(7) + tg(7), 1),
z(t) = (1 = t)(f(0), f(7),0) + t(g(0), 9(7),1).

Diferenciando em relacao a t, conseguimos

d:c_

= = (9(0) = f(0),9(r) = f(7), 1).
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Agora, projetando os pontos finais do segmento de volta no plano estendido R2,
obtemos os pontos

w0 = (g(0) ~ (o), 9(r) ~ F(7)).

Considere Z = Dgm,(fi+n) onde, para € > 0 suficientemente pequeno escolhido,
tal que h € (0,€) com t;, € (t;,tis1).
Seja z € Z, notemos que

2(t +h) = (fren(o), firn(T),t + D)
= (A= (t+n)flo)+ (t+h)glo), 1= (t+Rh)f(T)+ ({t+h)g(T),t+ h).

Doravante, assuma que aplicamos a projecao e trabalhamos, novamente, no plano
estendido.

Construamos a bijecao
n: Xy — 2

dada por
n(x) = (filo) = hf(o) + hg(o), fi(T) = hf(T) + hg(T)),
onde x = (fi(0), fi(7)).

Veja que 7 é claramente uma bijegao, ja que consiste em adicionar os termos (hg —
hf) em cada uma das entradas.
E ainda mais, z = z(t + h) = n(z), assim,

Woo(Xt7 Z) S sup Hx - 77(3:)”007
zeX

pois o infimo das bije¢Oes é necessariamente menor ou igual do que uma bije¢ao tomada
de forma particular.
Além disso,

dx
l|2(t +h) = 2(t)]|ec < |[|R] sup [|=(t0)|]co;
0<to<1 dt

segue pela Desigualdade do Valor Médio.
Contudo, |h| < [t; — t;41] desde que foi escolhido dessa forma e como ja tinhamos
calculado fl—f independe do parametro, assim

|z(t +h) = 2(t)][ec <[t = tisa] sup [|(g(0) = f(o), g(r) = F(T))]].

0<tp<1

Portanto,
|zt + 1) — z(t)l|o < [ti = tirall|f — gllco-

Finalmente,

Woo(X1, Z) < sup ||z = n(2)lloe < |t = tisal[[f = glloc
e

Desde que W, é uma distancia, aplicaremos o processo para cada X; = Dgm,(f;)
e Xiv1 = Dgmy(fit1), com t € [0, 1] e conseguiremos:

Woo(va) WOO(XO7X1)+WOO(X17X2)++WOO(XTL7X’VL+1)
[t = tol|lf = gllec + [t2 = tall[f = glloo + - 4 [tns1 — talllf — glloo
1= 0[[|f = glloo-

<
<
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Concluimos que:

5.4.1 Funcoes Tame

Para aplicar o Teorema de Estabilidade, é conveniente permitir que classes mais
gerais de funcoes sejam validas. Existem fatos que garantem que qualquer fungao
continua definida em um espaco topologico triangularizavel pode ser aproximada por
uma funcao linear por partes, e ainda, para toda funcao linear por partes existe uma
funcao monotonica que gera o mesmo diagrama de persisténcia. Assim sendo, ainda
que exijamos fungoes monotonicas, nao restringimos demasiado a classe de funcgoes
validas nesse teorema.

Agora prosseguiremos com a recordacao de algumas defini¢oes e apods isso, enunci-
aremos um teorema mais geral, contudo, sem demonstragao.

Definicao 5.2. Chamamos a € R wvalor critico homoldgico se existir um inteiro k, tal
que para todo € suficientemente pequeno, o homomorfismo

Hy,(f ™ (—00,a —€]) = Hy(f(—00,a +¢])
mduzido pela inclusdo nao seja isomorfismo.

Definigao 5.3. A funcao f : X — R definida em um espago topoldgico triangularizdvel
a valores reais € dita tame se possuir apenas um niumero finito de wvalores criticos
homoldgicos e os grupos de homologia H,(X,), onde X, = f~'(—o00,a] conjunto de
subnivel, tiverem dimensao finita para todo p € Z e todo a € R.

Em particular, funcoes de Morse definidas em variedades compactas sao tame, bem
como funcoes lineares por partes definidas em complexo simplicial finito.

Lema 5.2. Se algum intervalo [z,y] C R néao contiver valor critico homoldgico de f,
entao

Hy(f~ (=00, a]) = Hy(f (=00, 3])

¢ isomorfismo para todo k € 7.

Teorema 5.2. Teorema de FEstabilidade para Funcoes Tame

Seja X um espago topologico triangularizavel e considere f: X - Reg: X - R
duas fungoes tame.

Para cada dimensao p, a distincia Bottleneck entre X = Dgm,,(f) e Y = Dgm,(g)
¢ limitada superiormente pela distdncia entre as funcgoes f e g sequndo a norma Ly, :






6 Aplicacoes

A primeira aplicagdo das ferramentas matemaéticas e computacionais introduzidas
nos capitulos anteriores é para anélise de dados. Uma atividade que atinge cada disci-
plina em ciéncia e engenharia. Os dados podem incluir as leituras de um variedade de
sensores, pixels de uma imagem ou até mesmo podem ser o acimulo de informagoes
extraidas de observacgoes. Invariavelmente, hé ruido nos dados, que podem ser sistemé-
ticos ou aleatorios. O ruido pode, também, refletir propriedades genuinas do fenémeno
medido, mas em uma escala que esté fora da janela de interesse, ou seja, caracteristicas
que sejam muito grandes ou muito pequenas. A abordagem tradicional para tratar o
ruido é “suavizar” ou “regularizar” os dados, o que invariavelmente significa que nos
os mudamos. Assim, alteramos, por consequéncia, a informacao obtida deles. Con-
trastando com essa filosofia, as abordagens via homologia persistente propoem medir o
ruido sem alterar os dados. E o que as ferramentas estudadas nesse trabalho oferecem.

Apresentaremos, no que segue, dois exemplos de aplicagao.

Comegamos com dados biologicos.

6.1 Medidas para Dados de Expressao Genética

Nossa primeira aplicagao trata de fun¢oes definidas em variedade de dimensao 1 a
valores reais. A mais simples classe de objetos do qual homologia persistente pode tra-
zer informagoes significantes. Tais fungoes surgem da modelagem do desenvolvimento
de somitos em vertebrados.

6.1.1 Pré-requisitos

Vertebrados sao caracterizados pela espinha dorsal, consistindo em uma sequéncia
de vértebras que providenciam segmentacao periédica ao longo do eixo. Ratos sao um
exemplo, donde sua espinha dorsal possui em torno de sessenta e cinco vértebras. Ja as
cobras tem um ndmero muito maior, podem ter algumas poucas centenas de vértebras.

Essa estrutura surge no desenvolvimento do embriao, quando os precursores verte-
brais, somitos, sao formados ritmicamente a partir da mesoderme pressomatica. Esse
processo é associado com o oscilador molecular que entrega a expressao do gene com um
periodo correspondente ao da formacao do somito. Referimo-nos a esse oscilador por
relogio de segmentacao. O desejo de compreender totalmente esse relogio é a motivacao
para o trabalho dessa secao.

107
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6.1.2 Funcoes Lipschitzianas no Circulo

Modelamos os resultados da série temporal como um conjunto de fungoes definidas
no circulo & valores reais, f : S* — R uma para cada gene.

O circulo representa o periodo de 2l e a funcao localiza abundéancia de produto
genético por periodo. A mudanca requer energia, isto é, a producao e degradacao de
RNA. Utilizamos disso para justificar nossa hipotese de que f é Lipschitz, isto é

[f(s) = F(B)] < Lip(f)l]s —t],

onde Lip(f) é a constante de Lipschitz da funcao f.
Para fungoes diferenciaveis, equivale a restringir a derivada entre £ Lip(f).
Definimos a variacao total como a integral da norma da derivada, assim consegui-
mos:

quwaAﬂM@Msmwwuy

Com efeito,

[f(t) = f(s)]

o — i ) = F(9)

t=os ||t — s

< limy_sLip(f) = Lip(f).

‘ = limtﬁs

Logo,
2 27
/|ﬂﬂms/1@m@=%mw>
0 0

Tal desigualdade sera relevante em breve, quando estudarmos estabilidade em diferentes
maneiras de medir fungoes no circulo.

Para preparar esse estudo, consideramos o diagrama de persisténcia de f que ex-
pressa o historico de nascimentos e mortes na sequéncia de conjuntos de subnivel.

Assumindo que f é funcao de Morse. Temos o nascimento de uma componente
em todo ponto minimo, e a morte de uma componente em cada maximo, exceto no
méximo global que d& o nascimento de uma classe de dimensao 1 que nunca morrera.
Analogamente, a classe de dimensao 0 que nasce e nunca morre, ocorre no minimo
global. As demais classes nascem e morrem em valores finitos.

Escrevemos ¢y como o ntimero de minimos da f e ¢; como o niimero de maximos
de f. Claramente ¢y = ¢;.

Desde que f : S' — R ¢é Lipschitz, segue que f é funcao continua, assim sendo, f
admite valor méximo global e minimo global, ja que é definida no compacto S!. Intui-
tivamente, se f parte do minimo global, a partir dai deve comecar a crescer, portanto,
alcancara um maximo local e, apos isso, comecard a decrescer novamente. Como ja
atingiu o minimo global e ainda nao passou pelo méaximo global, necessariamente a
funcao voltara a crescer, passando por um minimo local. Se a func¢ao encontrar outro
ponto critico nao-degenerado, precisa ser um méaximo. Dessa forma notamos que a
quantidade de minimos e maximos é igual.

O diagrama de persisténcia de f que contém informacoes relevantes é o 0-ésimo
diagrama ja que nossa variedade tem dimensao 1. Assim, Dgmg(f) contém ¢y — 1 =
n = c¢; — 1 pontos na porgao finita, pois retiramos o minimo global e maximo global
dessa contagem pois ambos tem persisténcia infinita como ja mencionamos.

Além disso, cada ponto finito corresponde ao minimo pareado com um maximo.
Escrevendo =z = (b;,d;), onde b; é o valor do ponto minimo avaliado pela f e d; é o
valor do ponto maximo avaliado pela f.
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Sejam by e b, 1 os valores do ponto minimo global e maximo global, avaliados pela
f, na devida ordem. Logo, (by, o0) é ponto no infinito de Dgmg(f) e (b1, 00) é ponto
no infinito de Dgm (f).

Escrevemos

O(f) = (di—by)

a persisténcia total de f.
E afirmamos que

6.1.3 Simplificagoes

Antes de introduzirmos a medida de quao préximo a funcao f : S! — R esta de ser
periédica, primeiramente precisamos entender como podemos simplificar.
Chamamos uma outra funcao continua f. : S — R de uma e-simplificacao de f se:

L. |f(s) — fo(s)| < € para todo s € S'.

2. Um ponto fora da diagonal pertence a Dgm,,(f.) se, e somente se, pertencer ao
Dgm,(f) e a distancia da diagonal exceder ¢.

A segunda condicao nos diz que o diagrama de persisténcia das duas fungoes sao
os mesmos exceto que o diagrama de f. nao tem pontos com persisténcia € ou me-
nor. Em outras palavras, a e-simplificacao s6 é sensivel a persisténcias maiores que ¢,
descartando o que se considera de informacao desprezivel por ter pouca duragao.

Se f possuir apenas um maximo e um minimo, esses serao os globais e a f é sua
propria e-simplificacao, ja que o processo consiste em retirar pontos de persisténcia e
ou menor da porc¢ao finita do diagrama, contudo méximo e minimo globais sao pontos
da diagonal, de persisténcia infinita.

Suponha que f tenha pelo menos dois minimos e dois méximos. Sejam u e v simple-
xos que formam o par com menor persisténcia e considere o ponto x = (f(u), f(v)) €
Dgmg(f), com perss(x) < e. Uma vez que esses pontos estao pareados, significa que
u € minimo e consequentemente, v maximo.

Como f(v) ¢ méximo local, segue que f(v) > f(x), para todo x em uma vizinhanga
de v, logo os valores f(z) crescem, por ambos os lados, até atingir f(v), sendo ele
o maior valor em uma determinada vizinhanga. Em f(u), minimo local, o valor ao
se afastar dele, cresce até atingir f(v). Considere um ponto t tal que f(t) = f(v).
Podemos alterar f definindo f(s) = f(v), para todo s contido no arco que vai de t até
v e que contenha u. Aos demais pontos preservamos seus valores originais.

Assim conseguimos

f.:S' =R

dada por f.(s) = f(v) se s pertence ao arco que liga ¢t a v, contendo u e f.(s) = f(s),
caso contrario.

Notemos que f. é continua pois o ponto ¢, avaliado tanto pela f quanto por f., é
associado & f(v), bem como ocorre no ponto v. Todos os pontos pertencentes ao arco
de t até v passando por u, segundo f., valem constante igual a f(v), ou seja, o ponto,
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antes minimo u, salta seu valor para o mesmo valor que o ponto méximo, e assim
perante f. ambos deixam de ser minimo e maximo local, e consequentemente, esse par
deixa de existir. Ou seja, no diagrama de f. nao temos esse ponto com persisténcia
menor que €.

6.1.4 Medidas

A funcao seno que mapeia pontos de S' em sua segunda coordenada no R? é o
prototipo de funcao periddica. Possui apenas um maximo e um minimo, variando
suavemente entre estes valores. Permitindo casos com padroes mais gerais de cresci-
mento e decrescimento, retemos a propriedade de ter apenas dois pontos criticos como
caracteristica ideal de uma funcao periodica.

A fim de quantificar mais geralmente a periodicidade, atribuimos o nimero zero as
funcoes com ¢y + ¢; = 2, onde mais uma vez ¢y representa a quantidade de minimos e
¢ de maximos, e atribuimos um ntmero positivo para todas as outras fungoes.

Restringiremos nossa discussao a fungoes lineares por partes. Especificamente de-
finimos grau de periodicidade:

1

to(f) = 5(00 +c) -1

Assim, se f for uma funcao peridédica no sentido tradicional, como a func@o seno
por exemplo, entao po(f) = 0, contudo se a fungdo g possuir dois pontos méaximos
e dois minimos, entao py(g) = 1, logo tem um par de periodicidade extra do que o
padrao convencional.

Para cada q € Z, definimos o grau ¢ de periodicidade:

:uq(f) - />0 Hq—l(fs)dg'

Integrando a medida de grau (¢ — 1) sobre a e-simplificacao de f. Note que p;(f)
¢é proporcional ao nimero médio de pontos criticos da e-simplificagao:

;Mﬁz/mm%Ma

Mas,
1
polfe) = 5(00 +c)—1,
assim
1 €
/ (=(co+c1)—1)de = =(co+ 1) —e.
>0 2 2
Portanto,

i(f) = Sleo+e) 2.

Definimos, também, o grau ¢ de total persisténcia de f:

SUf) = (di —b)".
i=1
Para mostrar que 1, (f) é bem definido, demonstraremos que a medida nao depende
de qual e-simplificacdo noés usamos. Faremos através de provar que p,(f) é igual ao
grau ¢ de total persisténcia de f, ®I(f).
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Lema 6.1. Lema da Medida de Periodicidade
Seja f ' S' — R fungdo linear por partes de Morse. Entao, u,(f) = ®4(f), para
todo q € Z>y.

Demonstragao. Usaremos indugao sobre ¢ para mostrar que a contribuicao do ponto
x; = (b, d;) € Dgmo(f), no grau ¢ de periodicidade é (d; — b;)?.

Para ¢ = 0, temos jo(f) = 3(co+ 1) —1=12+2)—1=2-1 =1, pois ¢
conta o niimero de minimos e temos um global mais um local que é a contribuicao de
x;. Analogamente, ¢; = 2.

J& o grau 0 de persisténcia total de f,

PU(f) = (di — b;)° = 1.

Note que ® conta apenas os pontos da porc¢ao finita, por isso computamos apenas
a contribui¢do de z; da qual (d; — b;) > 0, pois é a persisténcia do ponto.

Para ¢ > 1, a contribuigao de z; ao grau (¢ — 1) de medida de periodicidade é, por
hipotese de indugao,

o (0) = [ pacalhde = 97 (f) = (=)

Resta mostrar que vale para ¢, isto é,

mlh = [ | pani(fie = [ =y

e>0
Agora, desde que f. é uma e-simplificacao de f e estamos assumindo que existe
apenas um ponto, nomeado x;, que contribui para a porcao finita no diagrama de f,
a unica forma de simplificacao que temos é se retirarmos o tnico ponto que contribui
na porc¢ao finita, senao f. nao seria uma simplificacao, e sim a propria f. Logo, € =
perse(x;) = (di — b;).

Assim, voltando aos céalculos temos

plf) = /Ezouqugda— [ t@i= by

. e>0

= (d; —b)7? / de = (d; — b))T (d; — b;) = (d; — b;)?
b;

= @U(f).

Concluimos que
pq(f) = 21(f).

Agora, se vale para cada x;, somando para todos os pontos da porcao finita, o
resultado segue.
O

O Lema de Medida de Periodicidade implica em um algoritmo para computar p,(f),
ou seja, construindo o 0-ésimo diagrama de persisténcia e somando as g-ésimas potén-
cias das persisténcias de seus pontos finitos. Além disso, o Lema também fornece uma
defini¢ao de p, para valores reais de g.
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6.1.5 Instabilidade para pequeno grau

Se a medida de periodicidade ¢ estével ou nao, isso depende da escolha do indice
q. Claramente g nao é estavel, pois perturbagoes arbitrariamente pequenas podem
mudar a medida por uma quantidade arbitraria. Menos obviamente p; também nao é
estavel.

Para ver isso, vamos construir uma série de funcoes Lipschitz g, : S' — R que se
aproxima da funcao zero, enquanto sua persisténcia total se aproxima de 7.

Substituindo cada ponto de S' por seu angulo ¢ € [0,27), definimos

. 1 1
g0(p) = min{ep, 21 — o} e gi(p) = 5951(20) = ggo@ks&)-
Assim,

1 .
gnllo = sup { kgo(2’“so)}——k sup {min{2*y, 21 — 2%p}},
0<p<2r 2 2% p<p<on

mas, observamos que a func¢ao atinge seu maximo em ¢ = QZ%, portanto

1
™ — 0, quando k — oo.

1 k
||gk||oc = sup @go@ @) = 5

Além disso

dge _ () =1, se 0<p<n
dp | @r—¢) =—1, se 1<p<2n
Logo,

27 dgk 27 dglc
Var(gr) = / dp = / dp =27, pois — = +1,
@)= | 1= | >

enquanto a persisténcia total

n

o(f) = Z(dz —b;)

=1

e temos o resultado que garante ®(f) = $Var(f) — (bp1 — bo).
Ja temos Var(gy), resta calcular a diferenca entre o maximo e minimo global.
Segue que by =0 e b1 = 5
Portanto,
O(gp) =m — % — m quando k — oo.

6.1.6 Estabilidade para grau pelo menos 2

Existe uma diferenca qualitativa para a medida de periodicidade quando ¢ passa
de 1 para 2. Em particular, p, é estéavel para toda constante ¢ > 2.

Teorema 6.1. Sejam [ e g fungdes lipschitzianas, com constante de Lipschitz igual a
um, definidas de S* & valores na reta R. Entao,

@9(f) — 2U(g)| < 4gmT || f — glloe-
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Demonstracao. Notamos primeiramente que

y y 14
/ gt~ dt = q/ 7 = g4 = y" —af
x X q

e ainda, y? — 19 < qly — x| max{z, y}*"! para quaisquer z, y > 0 e todo ¢ > 1.
De fato,
o =yt = (= y)@ + a2 Py 4oyt ),

e seja o = max{z,y}.

Assim

(=)@ 2y + Py < (- o+ +al)
(z —y)ga®™
< glo — y|max{z, y}7".

A

Logo,
y? — 2 < gly — x| max{z,y}r".

Utilizaremos o Teorema de Estabilidade para Func¢oes Tame, para indexar a persis-
téncia dos pontos finitos no 0-ésimo diagrama de persisténcia de f e g tal que

Pl(f) = Z(d{ — b e cada (df —b/) chamaremos de ¢;,
i=1
Pl(g) = Z(df — b)) e cada (d? — bY) chamaremos de ~;
i=1
e |¢; — ;| < 2e para todo i, onde € = || f — g|00, apds possivelmente adicionarmos zeros
para que ambos os indices sejam iguais.
Se 25 € Dgm,(f), segue que x; = (b!, df), assim ||z;]| = |/ — b/| = ¢;.
Se y, € Dgmy(g), segue que yq = (bY,d7), assim ||y,|| = |d} — bJ| = ..
Agora notamos que

B(f) = (] — b)) = B(1) = JVar(f) = (@l — b)) < SVar()
=1
e ainda,

Var(f) = / 1 (s)lds < 2mLip(f).

desde que f : S' — R é funcdo lipschitziana com constante 1.
Logo,

n

B(f) = S ) < SVar(f) < sonLip(f) = wLip(f) = .

=1

Portanto, ®(f) < m. Igualmente concluimos que ®(g) < m, por conseguinte, ®(f)+
d(g) < 2.
Notamos ainda que

¢1+¢2+---+¢nzz¢i:‘b(f)§77
i1
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logo ¢; < m, respectivamente v; < 7, para todo 1 < < n.
Escrevendo A = ®4(f) — ®%(g) obtemos

n

Al = [2(f) 9l = IZ (af —vf) Z(dg — b))’

= !Zd)q Z%\—!Zdﬂ %!<Z\¢q—%|

n

Z C]‘@ - %‘| max{@, ’Yf}q_l-

=1

IN

Entao,
n
A1 <3 gl — vl max{, 73
=1

Contudo, |¢; —vi| < 2, com € = ||f — g|o, entdo
> @2emax{p;, v} = 2e¢) max{g;, v}
i=1 i=1
= 2eq()_ max{¢;, v}*"> max{¢;, vi}).
i=1

Independente de quem for o max{¢;, v;} temos que ¢; < me~; < m, logo max{¢;,v;} <
7, por conseguinte max{g;,y; }972 < w772,
Dai,

2¢q Y 7  max{¢y, v} = 2qer? ) max{ey, v}

i=1 =1

Mas, g1+ ...+ ¢ = O(f) < ey + ...+ 7 =P(g) < 7.
Para cada i fixado, max{¢;,v;} < &; + 7;, portanto

Zmax{@-,%} < 2@4—% :Z¢i+2%
i=1 i=1 =1 =1
= O(f)+P(g) <m+m=2m.

Implicando que

2qemi™? Z max{¢;, v} < 2qen? ?21 = 4qn? e,
i=1

mas € = [[f — gl[oo-
Assim,

Al = [®9(f) = 2U(g)] < 47 |.f — glloo-
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Para constante ¢ > 2 o lado direito da desigualdade do teorema nos fornece que no
méaximo temos uma constante vezes a diferenca entre as duas fungoes segundo a norma
L.

Isso significa que a diferenca entre as persisténcias totais de grau ¢ vai para zero
quando a diferenca, via norma L., das funcoes vai para zero.

O Teorema 6.1 é, portanto, uma afirmacao sobre estabilidade para persisténcia total
e, consequentemente, para medida de periodicidade:

1 (f) = 1 (g)l = 12(f) — 2(g)| < [2U(f) — 2(g)] < 4gm**||f — gl

6.1.7 Notas

As informacgoes para o material nesta se¢ao foram fornecidos pelo trabalho sobre o
desenvolvimento biolégico de somitos no grupo de Pourquié.

Os dados das séries temporais de microarray do genoma do rato formam a motivagao
para esse trabalho.

Inicialmente, ele havia sido analisado usando uma variante da analise de Fourier.
Por causa de limitagoes nos padroes discernidos, os mesmos dados foram posteriormente
reanalisados utilizando quatro métodos mateméticos feitos especificamente para essa
aplicagao. Todos os métodos concebidos para reconhecer o gene ritmico de expressao
exibida por um pequeno numero (menos de 30) de genes verificados que participam do
desenvolvimento somite.

Um desses métodos foi a medida de periodicidade descrita nesta secao.

Avaliando todos os sete mil e quinhentos perfis de expressao, cada método gerou
uma lista de compatibilidade dos genes (ordenados do mais compativel para o menos
compativel) com o ritmo de desenvolvimento do somito.

Essas listas foram entao comparadas com base no seu ranking dos genes verificados.

A medida de periodicidade especifica utilizada na reanélise foi a s, preferida sobre
as demais escolhas, porque ¢ = 2 é a menor poténcia para a qual sabemos que a medida
é estéavel.

Existe, de fato, prova de que a estabilidade é uma propriedade importante para
a tarefa em questao. Isso estd ilustrado na seguinte comparacao das medidas para
q=20,1,2,3,4.

Para cada ¢, geramos uma lista ordenada de genes, como antes, e nés construimos
uma fungao escada, f, : [0,1] — [0, 1], que conta os genes verificados em cada segmento
inicial da lista. Em outras palavras, f,(z) é igual a porcentagem do nimero total de
genes verificados que se enquadram nos primeiros x por cento da lista.

Se os genes verificados forem distribuidos uniformemente entre os outros, entao
temos uma funcao escada cujo gréafico esta proximo da diagonal.

Por outro lado, se os genes verificados estiverem todos listados primeiro, a fungao
dispara até o valor 1 e permanece assim até o fim.

Em geral, uma medida tem performace melhor do que outra se a primeira fungao
majorar os resultados da segunda.

De fato, evidenciamos uma grande diferenca entre medidas instéaveis, como pg e
11, contrapondo medidas estaveis, como s, ps € py. Em suma, o grafico de fy fica
um pouco acima da diagonal indicada por pg, indicando que tal medida fornece uma
ordenacao melhor somente do que se fosse produzido por um processo aleatoério.

Conforme nos aproximamos da func¢ao escada ideal, melhorias se tornam mais difi-
ceis de serem feitas, portanto mudar da medida jp; para p, é realmente muito signifi-
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cante. Além disso, o grafico para ¢ = 2,3 e 4 é quase indistinguivel, um reflexo claro
da estabilidade.

A medida de periodicidade é definida em termos de e-simplificacdo que expressa
perfis. O conceito de e-simplificagao foi introduzido para construir resultados em vari-
edades de dimensao 2, mas a situacao ainda é pouco compreendida para variedades de
dimensao 3. Nosso trabalho ilustrou para variedades de dimensao 1.

6.2 Elevacao para Ancoragem de Proteina

Descreveremos protrusoes e concavidades de uma superficie utilizando uma fungao
real que foi desenvolvida por um problema de encaixe entre variedades de dimensao 3.

De acordo com o dogma central da biologia, os fios de DNA sao transcritos em
pedagos de RNA, que sao entao traduzidos para proteinas.

Transcricao funciona por complementaridade, enquanto a traducao estd mais en-
volvida no processo de transferir uma informagao codificada em um alfabeto de quatro
nucledtidos para um alfabeto de vinte aminoacidos.

As proteinas sao feitas de cordas de aminoacidos, que sao altamente variaveis se-
gundo seu comprimento. A principio, isso sugere um nimero astronémico de diferentes
proteinas possiveis, contudo a natureza aparentemente usa apenas uma pequena fragao
de talvez, alguns milhares de proteinas.

Uma vez formada uma proteina, ela se dobra em uma forma caracteristica. Esta
forma determina sua func¢ao, ou seja, como a proteina interagird e se conectara com
outras proteinas.

A interacao entre proteinas é um dos processos mais fundamentais em Biologia e
mantém a chave para o funcionamento dos sistemas biologicos. As células enviam sinais
umas para as outras e criam maquinas que executem as muitas tarefas que tornam a
vida possivel.

Para entender esses processos, seria maravilhoso se pudéssemos prever quais pro-
teinas interagem com as outras proteinas, simplesmente conhecendo suas forma e as
forgas exercidas pelos seus atomos.

Este é o problema da ancoragem de proteinas, a predicao computacional da intera-
¢ao protéica.

No entanto, esta previsao provou-se notoriamente dificil. H4 um debate significativo
na comunidade da bioquimica sobre a importancia relativa da geometria (forma) e da
fisica (forgas), mas é evidente que ambas estao envolvidas.

Pode-se argumentar que a importancia relativa da geometria aumenta com o tama-
nho das moléculas envolvidas. Mas, as proteinas sao flexiveis, assim sendo a geometria
sozinha nao pode prever a correspondéncia de proteinas na ancoragem. Mesmo assim,
a analise geométrica é o primeiro passo.

6.2.1 Curvas no Plano

Suponha M C R? a imagem de uma imersao suave do circulo.

Defina F': M x St — R dada por F(x,u) =< x,u > a fungao altura de z na diregao
u.

Fixando uma dire¢ao u, obtemos f, : M — R, z — f,(z) = F(z,u) =< z,u >
funcao altura na direcao u.
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Estamos interessados em condicoes sobre as quais a funcao altura é Morse. Relem-
bramos que f, pode falhar em ser Morse por duas razoes:

1. Contenha ponto critico degenerado.

2. Possua dois valores criticos, provenientes de pontos criticos diferentes, iguais.

Um ponto critico degenerado é modelado por uma familia de fungoes, a qual exem-
plificaremos por g,(t) = t3 + st, onde g,(t) = 3t> + s.
A fim de encontrar pontos criticos, variaremos s.

Para s < 0, obtemos —\/ (5) e \/ (3°), pontos criticos nao degenerados, pois

g, (t) = 6t #0.

Agora, caso s = 0, temos um ponto critico degenerado, pois g;'(s) = 0.

J& para s > () nao existem pontos criticos.

Notamos que conforme s varia de valores negativos a positivos, o par de valores cri-
ticos se cancelam. Chamamos esse evento de cancelamento. Ainda podemos considerar
o anti-cancelamento se o evento ocorrer na dire¢ao contraria, ou seja, se partirmos de
s positivo para valores negativos, obteremos o surgimento dos valores criticos.

Nesse caso, varrendo o parametro s, corresponde & mover a direcao de modo que o
ponto critico deslize na curva.

Um cancelamento ocorre quando dois pontos criticos colidem, o que acontece em
um ponto de inflexdo. O que nos motiva a assumir que a curva tenha apenas uma
quantidade finita de pontos de inflexao e um ntmero finito de linhas que sao tangentes
a dois ou mais pontos. Tal modelagem é necesséria para termos apenas uma quantidade
finita de dire¢oes quais f, nao é Morse.

Equivalentemente, a familia a 1-parametro de fun¢oes altura passam por uma quan-
tidade finita de cancelmanetos e anti-cancelamentos.

6.2.2 Funcao Altura e Fungao Elevacao

Desejamos que f, seja funcao de Morse, pois assim podemos usar persisténcia es-
tendida para parear os pontos criticos. Esses sao os pontos dos quais v é normal a
curva.

De fato, f,(z) =< x,u >, portanto f, (z) =< z,u > e ao supormos que o ponto é
critico temos < z,u >= 0, para todo x € M, logo v é normal & curva.

Associando a cada z a persisténcia do par do qual pertence, chamamos esse nimero
de elevagao do ponto.

Temos que f_,(z) =< z,—u >= — < x,u >= — f,(x). Portanto, pelo teorema de
Simetria de Persisténcia, o pareamento é o mesmo se substituirmos —u por u. Assim,
fu e f_. definem os mesmos valores de elevagao para os mesmos pontos.

Em outras palavras, a elevacao depende apenas da linha normal a curva dada.
Desde que cada ponto de Ml tem uma tinica linha normal, isso define a funcao elevacao,
exceto nos pontos em que a funcao altura nao é Morse.
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Figura 6.1: Pontos com mesmas cores possuem mesmo vetor normal & curva.

O ponto de minimo local, z, poderia ser pareado com y e z. De fato, se rotacionar-
mos o vetor vertical v apontando para cima, um pouco para a direita, o ponto critico
mais proximo de z é o ponto de méaximo local, y, logo eles sao pareados. Contudo,
se rotacionarmos o vetor vertical u apontando pra cima, um pouco para esquerda, o
ponto critico mais proximo de x é o ponto de maximo local, z, logo eles sao pareados.

Percebemos um salto de y para z ao mover o vetor normal u, um pouco para algum
dos lados.

A elevacao proxima de x varia continuamente, podemos assim definir simplesmente
a elevagao de x como o valor absoluto da diferenca entre as alturas de x e da altura de
Y, que é o mesmo valor se tomarmos o valor absoluto da diferenca entre a altura de x
e altura de z.

Mas, os limites a esquerda e a direita de y sao diferentes; Saltando do valor absoluto
da diferenga das alturas de y e x para o valor absoluto da diferenca das alturas de y e
w. Isto é, se comegarmos a esquerda do ponto y que é um méximo local, teremos que w
serd seu par, por ser um ponto minimo local & esquerda. Ja se estivermos a direita de
y, o minimo do qual seré pareado é o x. Se fizermos a analise para o ponto de méaximo
local z, encontraremos os dois mesmos candidatos para pareamento.

A continuidade pode ser reparada por meio de cirurgia.

Especificamente, cortamos M em y e z, colando as 4 extremidades em pares, a saber,
o extremo direito do ponto y sendo identificado com o extremo esquerdo do ponto z,
e o extremo esquerdo de y unido com o extremo direito de z, para ganhar uma nova
curva, da qual a elevagao sera continua em seus pontos de corte, mas a nova curva nao
é mais imersa plana.

Nesse nosso caso particular, a nova curva consiste em duas componentes, uma volta
longa que contém w e uma volta curta que contém x. Se aplicarmos a cirurgia em todos
os pontos de descontinuidade teremos uma curva N da qual a elevacao é continua em
todos os pontos.

A cirurgia é apenas um meio para um fim, a determinacao de caracteristicas inte-
ressantes da curva sao refletidas em como ocorre o procedimento de corte e colagem.

Seja x € N é chamado maximo local de F, a funcao elevagao, se tivermos uma
vizinhanga aberta tal que E(y) < E(z) para todo y nessa vizinhanga.

Por conveniéncia , assumimos que

1. Possui apenas finitas func¢oes altura que nao sao Morse.
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2. A funcao elevagao possui uma quantidade finita de méximos locais.

A segunda condicao proibe curvas de largura constante, tal qual o circulo, por
exemplo, que para todo aberto que tome nele, sempre tera um méximo local diferente
do aberto anterior, assim possuindo infinitos maximos locais.

Figura 6.2: A esquerda, as indicagoes em quais pontos da curva ocorrera a cirurgia.
A direita, cirurgia realizada e os pontos extremos de mesma cor serao identificados,
gerando a nova curva N.

Considere a curva acima.

Quando pareamos dois pontos, sendo que nenhum deles é ponto de corte, entao
chamamos tal par de elevacao de uma perna.

Quando um par é formado com um ponto intacto (que nao foi cortado), junta-
mente com outro que foi obtido na identificacao e colagem de outros n pontos, entao
chamaremos o par de n pernas.

Por exemplo, no nosso caso, um par ¢ formado do ponto x juntamente com o
ponto que é produto da identificacao e colagem do extremo direito de y com o extremo
esquerdo de z. Assim, identificamos e colamos dois pontos, y e z e esse é pareado com
x, portanto temos um par de duas pernas.

No caso de variedades de dimensao 2, o par de uma perna representa um protrusao,
enquanto o par de duas pernas indica concavidade. Essas qualidades atribuidas a
variedade, chamamos de caracteristicas da curva.

6.2.3 Representacao da Proteina

A partir desse momento, utilizaremos como apoio o capitulo "Coarse and Reliable
Geometric Alignment for Protein Docking", do livro "Pacific Symposium on Biocom-
puting" [5], que descreve o algoritmo para ancoragem de proteinas, baseando-se nas
técnicas vistas previamente. Em suma, o algoritmo de alinhamento grosseiro procura,
a partir de dadas as caracteristicas da proteina, isto ¢, apos a cirurgia para reparar a
continuidade da funcao elevacao, por bons encaixes entre duas proteinas.

Representamos cada proteina como um conjunto de quantidade finita de bolas no
espaco Euclidiano de dimensao 3, R3.
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Especificamente, dadas duas proteinas A = {A;,..., A,} e B = {By, ..., B,,}, onde
A; = B(aj, ;) a bola de centro em a; € R?® e raio r; > 0, bem como B; = B(b;, s;) a
bola de centro em b; € R? e raio s; > 0.

A fim de modelar a ancoragem, fixamos A € R? e descrevemos um algoritmo que
encontra um conjunto pequeno de candidatos de transformagoes para B.

Cada transformagao ¢ um movimento rigido p que produz um candidato a configu-
ragao (A, uB).

Comecamos descrevendo a fung¢ao pontuacao que avalia o ajuste entre duas protei-
nas.

6.2.4 Funcao Pontuacao

Uma boa fungao pontuacao favorece configuragoes quase nativas sobre configuragoes
que estao longe de serem nativas.
Definimos
di;j = |lai = bjl| —ri — 55,

a distancia entre as bolas A; e B;.
Estabelecemos cont e col como os quantificadores de contato e colisao, respectiva-
mente,

—3;1, se di; <0
cont (i, j); col(i, j) = L0, se 0<d;; <A
0; O, se A< d@j

onde \ é a constante que nos referimos como limitante de contato.

A pontuagao de (A, B) é baseada no ntmero total de contatos #cont(A, B) =
i cont(i, j) e o nimero total de colisdes #col(A, B) =, - col(i, j).

Frisamos que a configuracao (A, B) é valida se #col(A, B) < x onde x é a constante
de limite de colisoes, que define o maximo de colisoes toleradas para tentarmos acoplar
as duas proteinas.

6.2.5 Caracteristicas

O algoritmo gera movimentos rigidos das caracteristicas dos conjuntos ®4 e ®p
obtidos através da analise da forma de duas proteinas.

Computamos essas caracteristicas a partir de superficies aproximadamente suaves
que representam essas duas formas.

Seja M a superficie que representa A.

A funcao elevacao EF : M — R é premissa de nossa definicao de caracteristica, como
mencionamos anteriormente.

A fungao elevagao associa cada x € M com um parceiro candnico, y € M de mesma
diregdo normal, 1, = 1, e definimos E(z) = |f.(z) — fu(y)|.

Para fins de Ancoragem de Proteina, nos interessamos nas elevagoes maximas locais
pois localmente sao mais significantes.

Como ja mencionamos, a maioria dos pontos z € M tem exatamente um ponto
y € M que é pareado. Entretanto, a maioria dos maximos surgem em posi¢oes onde
seu parceiro é ambiguo. Mais especificamente, tipos diferentes de maximo descrevem
diferentes tipos de caracteristicas. Assim, necessitamos das cirurgias para extrair e
quantificar essas informagoes.
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A quantidade de pontos pareados apods a cirurgia e as colagens apropriadas, geram
a caracteristica, ® 4.

Seja (u,v) um par. O comprimento entre u e v é definido por ||u — v||.

O comprimento e a elevacao de uma caracteristica sao usados para estimar sua
importancia, e ambos juntamente com a direcao normal sao usados para parear as
caracteristicas dos conjuntos ¢4 ¢ Pp.

6.2.6 Alinhamento Grosseiro

Dadas duas proteinas A e B, unido de suas respectivas caracteristicas ®4 e ®p,
o algoritmo denominado Alinhamento Grosseiro computa o conjunto de potencial ali-
nhamento grosseiro I' da seguinte forma:

For every a € ®4 and for every € &5 do
if a, § form a plausible alignment then
i = Align(a, )
compute the contact and collision numbers of (A, uB);
if (A, uB) is valid then add p to I' endif
endif
endfor
Sort I' by contact number

A razao por tras do algoritmo é que bons encaixes entre os dados de entrada das
proteinas tem caracteristicas alinhadas, como por exemplo, a protrusao de A se encaixa
na concavidade de B, ou vice-versa.

Se parearmos todas as caracteristicas de A com todas as caracteristicas de B, nos
certamente cobriremos todos bons encaixes.

Por outro lado, a informacao que vem com cada caracteristica pode ser usada para
discriminar entre os pares e ganhar eficiéncia ao filtrar os alinhamentos que considera-
mos importantes ou plausiveis.

Especificamente, introduzimos o filtro de importancia que elimina caracteristicas
de &4 e de g cujos comprimentos ou elevagoes sao menores que o limitante.

As caracteristicas restantes, que sobreviveram ao filtro de importancia, formam pa-
res («, ) que sdo submetidos ao filtro de plausibilidade que compara a e 8 com respeito
a nao serem muito diferentes em comprimento e ainda, se seus tipos sao complemen-
tares, isto é, se um deles é uma protrusao, entao necessariamente, o outro precisa ser
uma concavidade.

Para os pares (a, ) que passaram no filtro de importancia e no filtro de plausibili-
dade, computamos um alinhamento de movimento rigido x como seguinte:

Escrevemos os pontos com uma terceira coordenada, para aprimorar a qualidade
da informacao retida e extraida.

Se a € ®4 uma caracteristica da proteina A, entdo o = (u,v) onde u e v s@o os
pontos pareados segundo a fungao elevac¢ao (apos o eventual corte e colagem de A).

Passamos a escrever a = (u,v,7,), onde 7, vetor normal & superficie M. Analoga-

mente7 ﬁ = (p7 q, 775)
A representacao do ponto e de seu vetor normal.

v—

Definimos os vetores binormais b, = 7, X HTZH e bz =mng X ﬁ de e 3 respec-
tivamente.
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Obtemos um movimento rigido g em trés passos.

1. Translade /3 para que os dois pontos médios coincidam: v = 244

2 2 -
2. Rotacione [ sobre o ponto médio comum para que u, v, p e ¢ sejam colineares.

3. Rotacione 3 sobre a linha comum para que b, = bg

:;CI—- (‘/ ;j/\l ‘ ’_/—>|

1
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I
-,

A I :- ."| | . | ‘
|II \ - | / \: I" \
| ' / |
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: | \\ L [ | o\ o I".
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Figura 6.3: Exemplo de representacao de proteinas e suas diferentes protrusoes e con-
cavidades.

Dado o movimento rigido u calculamos a fungao pontuacao e o ntimero de colises
utilizando uma estrutura hierdrquica de dados que armazena A e B. Sendo n e m o
numero de bolas nos conjuntos A e B, segue que a complexidade do algoritmo é da
ordem de (n + m)log(n + m).

O algoritmo de Alinhamento Grosseiro foi testado em setenta e quatro problemas de
ancoragem de proteinas e em todos os casos exibiu um candidato & configuracao nativa
ou bem proxima. Além de ser razoavelmente rapido e com possibilidade de melhoras.



Referéncias

[1] Azumaya, G., Corrections and supplementaries to my paper concerning Krull-
Remak-Schmidt’s theorem. Nagoya Math. J. 1, (1950). 117-124.

[2] Chazal, F., de Silva, V., Glisse, M., Oudot, S., The structure and stability of
persistence modules. arXiv:1207.3674, 2013.

[3] Chazal, F., de Silva, V., Glisse, M., Oudot, S., The structure and stability of
persistence modules. SpringerBriefs in Mathematics. Springer, 2016.

[4] Edelsbrunner, H., Harer, J. L., Computational Topology. An Introduction. Ameri-
can Mathematical Society, Providence, RI, 2010.

[5] Wang, Y., Agarwal, P. K., Brown, P., Edelsbrunner, H., Rudolph, J., Coarse and
Reliable Geometric Alignment for Protein Docking. in: Pacific Symposium on Bi-
ocomputing 2005, World Scientific, 2005, pp. 64-75.

[6] Poincaré, H., Second complément a I’analysis. Proc. London Math. Soc, 1900.

[7] Smith, H. J. S. On systems of linear indeterminate equations and congruences. in:
Royal Soc. London, 1861.

[8] Erickson, J. Computational Topology - Homology in:
<http://jeffe.cs.illinois.edu/teaching /comptop /2009 /notes /homology.pdf >

123



AvAYAY  UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

AVA
u nes Y 4ULIO DE MESQUITA FILHO"
Campus de Sdo José do Rio Preto

TERMO DE REPRODUGAO XEROGRAFICA

Autorizo a reproducéo xerografica do presente Trabalho de Concluséo, na integra ou em
partes, para fins de pesquisa.

Sao José do Rio Preto, !> /o2 [ 1

W\ L

S N

Fa
) As&ﬁn"&}tura do autor




