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Resumo

Neste trabalho discutimos o problema de controle com horizonte infinito regular e im-
pulsivo. No caso regular, provamos um recsultado de existéncia de solugdes 6timas, ¢
algumas propriedades da fungao valor. A equagdo de Hamilton-Jacobi-Belman (HIB)
derivada do problema regular é também estudada. Obtemos um resultado de veri-
ficacao e mostramos que a fun¢ao valor é a tinica solugao viscosa da equagao de HJB.

No caso impulsivo, consideramos primeiramente a dinimica. Estudamos o
problema de inclusao diferencial quanto a estabilidade, invariancia e monotonia. No
capitulo seguinte, introduzimos o problema impulsivo relaxado. Verificamos que os
problemas relaxado e impulsivo tém conjuntos de solugbes vidveis “isomorfos’e por-
tanto tem a mesma funcgao valor nos pontos em que sao finitas. Dali, verificamos que
a funcdo valor é a tnica solugdo viscosa da equagdo de HIB derivada do problema
relaxado. Também, estudamos a equagao de HJB explicita relacionada ao problema
de otimizacao impulsivo. Neste caso, verificamos que a fungio valor ¢ uma solugao da
equagao de HJB explicita. A unicidade ndo pode ser verificada com as ferramentas até

entao conhecidas.

Palavras-chave: controle 6timo, controle impulsivo, existéncia, programacao dina

mica, estabilidade segundo Lyapounov, invariancia, monotonia.




Abstract

In this work we discuss regular and impulsive control problems with infinite horizon. In
the regular case, we prove an existence result regarding optimal solutions and provide
some properties of the value function. The Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) equation
derived from the regular problem is studied. It is shown that the value function is the
unique viscosity solution of the HJB equation.

In the impulsive case, we initially consider the dynamics. We study the diffe-
rential inclusion problem as regards Lyapounov stability, invariance and monotony. In
the following chapter, we introduce the relaxed impulsive problem. We verify that the
rclaxed and the purcly impulsive problems have “isomorphic”scts of solutions. There-
fore, their value functions must agree in all minimum points. We also show that the
value function is the unique viscosity solution of the HJB equation derived from the
relaxed problem.

We also study the explicit HJB equation related to the impulsive optimal
control problem. In this case, we verified that the value function is a viscosity solution
of the explicit HJB equation. The uniqueness could not be verified with tools developed

until now.

Keywords : optimal control, impulsive control, existence, dynamic programming

Lyapounov stability, invariance, monotony.
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Capitulo 0

Introducao

Esta tese de Livre Docéncia se divide em duas partes distintas, porém complementares.
A Parte I considera problemas regulares de controle 6timo e estabelece resultados sobre
a existéncia de solugoes 6timas e sobre programacao dindmica no que diz respeito a
solugao da Equagao de HJB e a verificacdo quanto a otimalidade de processos vidveis. A
Parte II, por sua vez, trata de problemas de controle impulsivos, sendo que inicialmente
sao discutida algumas propriedades dos sistemas dindmicos impulsivos, governados
por inclusocs diferenciais. Na scqiiéncia sdo discutidas algumas questocs relativas a
programacio dindmica para a classe de problemas de controle étimo impulsivos.

A seguir, discutimos separadamente as contribuigoes de cada parte. Serd ne-

cessario dividir por capitulos.

Parte 1

Capitulo 1. O capitulo 1 versa sobre a existéncia de solu¢oes 6timas para o problema
de controle com horizonte infinito e algumas propriedades da funcao valor. Resultados
de existéncia para problemas de controle 6timo sao extremamente delicados. Mesmo
no caso em que os intervalos de sobrevivéncia dos processos de controle sao limitados,
as hip6teses nccessdrias para se provar existéncia de solugoes sao muito fortes. Em
geral, exige-se convexidade do campo estendido e compacidade do conjunto de controles

viaveis (ver, por exemplo, [28]).




CAPITULO 0. INTRODUCAO

Quando temos um problema de otimizagdao ecm que sc descja minimizar uma
funcao sujeito a um conjunto compacto e tem-se que a fungdo é pelo menos semi-
continua inferior, o método de prova é baseado na extragao de subseqiiéncias conver-
gentes a pontos do conjunto que terao valor igual ou inferior a qualquer outro ponto
do conjunto, verificando a otimalidade. Nos problemas de controle abstratos, a funcao
objetivo depende do processo completo (controle e trajetdria). Assim, vocé teria que
ter uma seqiiéncia convergente de processos a um certo processo dentro do conjunto
de processos viaveis. Entretanto, isto nem sempre ¢ possivel. O que se faz ¢é construir
uma trajetoria 6tima e depois, através do teorema da selecao mensuravel de Filippov,
constrdi-se um controle vidvel que possui o0 mesmo estado como resposta. O problema
de passar esta argumentacao para intervalos infinitos, reside no fato de que o teorema
da selecio mensurdvel vale para intervalos limitados. Nossa contribuicao foi mostrar
que mesmo usando o teorema de Filippov em intervalos finitos, podemos argumentar
de forma a construir um controle vidvel no intervalo infinito que tem como resposta o
estado desejado construido na fase anterior.

Resultado similar ao nosso de existéncia para problemas com horizonte infinito
pode ser encontrado em [6]. Porém, as hipdteses que se fazem nesse trabalho sdo muito
restritivas; nao se aplicam no caso em as fungdes do problema nao dependem do tempo.

Por fim, no capitulo 1, ainda verificamos algumas propricdades da fungio valor.

Verificamos que sob as hip6teses do Capitulo 1, a fungdo valor é localmente Lipschitz.

Capitulo 2. Este capitulo trata da programacao dinamica para problemas regulares.
Pelo fato da fungao valor, na grande maioria dos casos ser apenas continua, existe na
literatura uma vasta teoria de verificagao via solu¢ao nao regular da equacao HJB. De
acordo com o nosso conhecimento, o método de verificagao para fungoes Lipschitz é

introduzido em [23]. Subbotin [38] introduz as derivadas de Dini e os conceitos de semi-

solugdo no contexto de teoria de jogos diferenciais. Em [15], é desenvolvido o conceito

de solugdes viscosas para a classe de fungdes continuas, onde se prova existéncia e

unicidade de solugoes. Este fato constitui o maior avango no assunto. A partir dai,
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CAPITULO 0. INTRODUGAO

solucoes nao diferencidveis passam a ser utilizadas em conexdo com o problema de
controle por muitos pesquisadores e as teorias para solugdes viscosas e de Dini (ndo
diferencidvel) sdo unificadas. Uma sintese bem feita do assunto pode ser encontrada
em [13]. Citamos também [3] para uma excelente apresentagao do assunto.

Da Lio em [27] faz um estudo da equagdo de HJB para problemas de controle
4timo com horizonte infinito. Ele prova que a funcao valor é a tinica solugao continua
da equagao de HJB. Entretanto, ele est4 mais interessado nas propriedades de estabi-
lidade da funcao valor para pequenas perturbagoes do problema lincar-quadréatico em
problemas gerais.

Nossa principal contribui¢ao neste capitulo é estender, de forma simples, a
teoria de programagao dinamica para problemas com horizonte infinito sob hipéteses
razoaveis, utilizando a monotonia da fungao valor adicionada a uma parte do custo
integral descontado ao longo de processos vidveis. Ainda, como no caso de horizonte

finito, foi possivel verificar a unicidade da fungao valor como solugao viscosa da equagao

de HJB.

Parte 11

Capitulo 3. Dinamica impulsiva modela uma grande variedade de fenomenos em
ciéncia e engenharia. As dreas de aplicagdo vdo vibro-mecéanica de impacto [11] a
administracio de recursos renovéveis [12, 7, 22] e engenharia espacial [29], para citar
apenas algumas.

Isto, é claro, motivou tanto o desenvolvimento de amplas teorias para esta
classe de sistemas (ver, por exemplo, [1, 24, 9, 10, 16, 18, 21, 25, 30, 31, 32, 33, 34, 35,
37, 39, 40, 42]) quanto de esquemas computacionais para determinagao de politicas de
controle [17, 4, 5, 26].

Assim, hd uma grande motivagdo para se estudar sistemas impulsivos e com-

preender suas propriedades. Neste capitulo abordamos os temas ligados as proprie-

dades de sistemas dindmicos impulsivos governados por inclusdes diferenciais. E feito

um estudo a respeito da estabilidade segundo Lyapounov, invariancia fraca e forte e
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CAPITULO 0. INTRODUGAO

monotonia. Dec acordo com o nosso conhecimento, cstes temas ndo foram abordados

na literatura, especificamente para problemas impulsivos.

Capitulo 4. Neste capitulo é estudado o problema de otimizagdo de sistemas im-
pulsivos. Primeiro introduzimos um problema de otimizacdo “relaxado”através da
convexificacao das colunas do campo regular e singular. Verificamos que a relaxacao
¢ “boa”, no sentido que as fungdes valor dos problemas relaxado e impulsivo sdo as
mesmas, quando finitas. A convexificagdo por nds proposta é nova. A forma ¢ os
resultados se parecem, em espirito, com as extensoes propostas em [9] e desenvolvidas
um pouco mais em [10] e [31] para equagGes diferenciais com medidas.

Nos obtemos resultados de programagao dindmica para o problema relaxado
a partir dos resultados obtidos no Capitulo 2, para o problema regular, fazendo as
devidas modificagoes. Obtemos um resultado de verificacdo e provamos que a funcio
valor do problema relaxado ¢é a tinica solucdo viscosa da equacio de HIB vinda do
problema relaxado.

Além disso, consideramos a equagdo de HJB explicita, contendo medidas, e

verificamos que a funcio valor do problema impulsivo é uma solucio viscosa desta.

Porém, nada sabemos sobre a unicidade. E nossa conjectura que a fungao valor do

problema impulsivo ¢ tnica solugio da cquagao de HJB impulsiva.




Parte 1

Problema de Controle Regular
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Capitulo 1

O Problema de Controle Otimo

com Horizonte Infinito

1.1 Introducao

Considere o problema de controle 6timo com horizonte infinito, denotado por

Minimize J(u;T, 2) :=/ e O(t, 2(t), u(t))dt

sujeito a
u € Ugd|r,0) := {w € L},.([r,00); R™) | w(t) € N a.e. in [r, )}

z(t) =z + ft f(s,2(s),u(s))ds, t € [r,00).

\
Aquil: [0,00) xR* xR™ = R, f:[0,00) x R* x R™ — R" sao fungoes dadas; ) C R™
é o conjunto de controles vidveis; § > 0 denota a taxa de desconto. Uma estratégia
de controle vidvel u ¢ uma funcéo L;,, satisfazendo a restrigdo u(t) € 2 quase sempre
(q:8.) em [r,00). L}, é o conjunto de fungdes localmente integraveis w : [0,00) — R™.
As fungoes absolutamente continuas z : [0,00) — R™, solugdes do sistema de equagoes
integrais em P (T, ), sdo chamadas dc trajetérias do sistema.

O par de fungoes (x(-),u(-)) consistindo de um controle vidvel v e de uma

trajetoria correspondente z é chamado de processo vidvel. Estamos interessados mais




1.2. EXISTENCIA

cspecificamente em processos vidveis com custo finito:

Dosiat = {(.’L‘,H) | u € Upa|T, 00);

z(t) =z -i-/ f(ryz(r),u(r))dr; J(u;,2) < 0}.

1.2 Existéncia

Agora passemos a discutir umas das questoes centrais em teoria de controle 6timo: a
existéncia de processos vidveis 6timos. Em geral, para se garantir que um problema de
minimizagao, mesmo em dimensao finita, tenha solugao, as condigoes exigidas sao muito
fortes. O mais comum é supor semi-continuidade da fungao objetivo e compacidade
do conjunto de restricao.

O resultado de existéncia que provaremos aqui exigird compacidade do con-
junto de controles vidveis ¢ convexidade do chamado vetor velocidade estendido, que
serd introduzido na seqiiéncia. Os argumentos da prova, embora nfio sejam inovadores,
sao uma extensao das provas feitas para problemas em intervalos limitados de tempo,
0s quais, nao sao automaticamente transferiveis para intervalos ilimitados. O artigo [6]
trds resultados de existéncia para problemas de horizonte infinito, porém as condigoes
exigidas sao muito fortes. L4, problemas que nao dependem do tempo, nio satisfazem
as hipéteses de existéncia.

Para uma boa exposigao sobre a delicadeza da questao da existéncia, podemos
citar ([28], Capitulo IV). La encontramos exemplos de problemas simples que nao
possuem processos 6timos. Antes de de enunciarmos o resultado de existéncia para o

problema de controle 6timo, vamos introduzir o conjunto de hipiteses necessarias.
H1) 3K, > 0, tal quc para todo t € [0,oc), u € Q,
(¢, 2, u) = U(t, 2, u)| + | f(E, 2, u) = f(E 2,u)] < Ki|z - 2],
vale para todo z,z € R";
H2) existe uma constante positiva K, tal que

(¢, 2, u)| +1f (¢, 2, u)| < Ka(1 + |z]),
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para todo t € [0,00), z € R", u € Q;
H3) as fungoes I(-,-,-), f(-,-,*) s@o continuas;
Hj) Q é compacto.

H5) dado (7,2) € [0,00) x R, existe um conjunto (invariante) limitado S, , C R" tal

que todo processo vidvel (z(+), u(:)) € D .. satisfaz z(t) € S, ., for t > 7.

Teorema 1.2.1 Suponha que as hipdteses (H1)-(H5) estejam satisfeitas e que o con-

Jjunto
f(t,2,9) = {(e”%I(¢, z,v), f¢t,z,0)T | v e Q}
seja convero em R"'. Entdo eriste processo étimo.!

Demonstragao: Seja (zk,ux) € Ds .00, k € N, uma seqiiéncia minimizante para

Po(7, 2). Entao existe um numero real ¢ tal que

J(up; 7, 2) = /-oo e % (t, zx(t), uk(t))dt == cx | c,

quando k tende ao infinito. Note que ¢ é finito devido as hipdteses acima. Para
qualquer controle vigvel v(-), definimos a trajetéria estendida correspondente em R™*!

por

.‘L'U

, where i° = e7®I(t,2,v), z°(1)=0.
T

Neste caso, z°(t) = f: e%1(s,z(s),v(s))ds e [ e~%I(s,z(s),v(s))ds = J(v; 7, 2).

Nosso sistema estendido é dado por

5t
; 5 el p 0
#(t) = f(t,z,v) = ( ) , (1)
Fltiz.v) z
Segue da hipétese (H2) e do Lema de Gronwall, que existe, para cada j € N, uma
constante M; > 0 com |Z(t)] < Mj, t € [r,7 + j| para todo processo adimissivel

(z,u) € D; ;0. Além disso, para todo £, temos a estimativa

1Z(t)]| < Ka(1 + M), t € [r,7+ j].

'A fungdo f é chamada de velocidade estendida do problema P (r, z).
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Desta forma, a scqiiéncia & ¢ cqui-continua em cada intervalo [r,7 + j]. Usando o
teorema de Arzeld-Ascoli (ver, por exemplo, [2, Teorema 1, Se¢do 0.3]) e o principio
da diagonal, podemos extrair uma subseqiiéncia (nao re-indexamos) () convergindo
para uma fungéo continua Z(-) : [, 00) — R" uniformemente em intervalos compactos.

Note que pelas hipéteses (H2) e (H5), podemos concluir, para todo k, que
l22(t)|| < Koe™®(1 + diam(S;,;)), t € [r,00). (1.2)

J4 que o lado direito de (1.2) estd em L!([r,00)), segue de (1.2) e [2, Teorema 4,
Secgao 0.3] que podemos extrair uma subseqiiéncia (nao re-indexamos) &x(-) tal que
#2(-) converge fracamente a i°(-) em L'([r, 00)).

Invocando as hipdteses (H3) ¢ (H4) ¢ usando argumentos bésicos envolvendo separagao

de conjuntos convexos por hyperplanos podemos concluir que
#(t) € f(t,z(t), Q) a.e. in [r,00).

Agora, escolha T > 7. Pelo lema de Filippov (ver, e.g. [19]) existe uma funcao
mensurdvel vp(-) : [r,T] — Q tal que &(t) = z + [} f(t,z(t),vr(t))dt em [r,T]. A
convergéncia fraca de #3(-) — #%(+) in L*([r, 00)) implica em
T T

j, (¢, i (t), w(t))dt — j e~ (1, (t), vr ()] < 5, (1.3)
para todo k sufficientemente grande.
Agora construiremos um controle vidvel u(-) definido em todo intervalo [, 00) no qual
z(t) =z + f: f(s,z(s), u(s))ds.
Seja I; :== [T+ 4, T +j + 1], para j = 0,1,2,... e considere a inclusdo diferencial

i(t) € f(t,z(t),2) definida nos intervalos I;. Novamente, segue pelo lema de Filippov

que existe v;(-) : I; — Q tal que z(t) = (T + 7) + J:ft'ﬂ' f(s,z(s),v;(s))ds para todo

t € I;. Seja

vr(t) ,te|n,T vit) ,tel;
ur(t) = # (7] e u(t) = i) S
0 ,t2T 0 L tgl
Definindo u(t) := ur(t) + 352 u;(t), é fécil verificar que u(-) é um controle vidvel cor-

respondente 3 trajetéria de safda do sistema z(-). Afirmamos que o processo (z(+), u(+))
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¢ 6timo para o problema P (7, 2). De fato, considere a cstimativa
U =0t o(t), u(t))dt — / e““!(t,xk(t)Tuk(t))dt‘
< | [ etutao.uwn
T T
+ / e S (t, x( ,(t))of.".—f e MU(t, zi (), up(t))dt

+ f e““lt.::k (t), uk(t) dt‘

T

O primeiro e o terceiro termos do lado direito da estimativa acima podem ser tomados
tao pequeno quanto se queira com uma escolha apropriada de T > 7. O segundo termo

pode ser estimado pelo uso da Eq. (1.3) e escolhendo k grande o suficiente. [ |

1.3 Funcao Valor

Nesta secao definimos a fungao valor e verificamos algumas de suas propriedades. Na
préxima sc¢ao, mostramos que, sob hipoteses razodveis cla ¢ Lipschitz. O mclhor scria
que a fungao valor fosse de fato C', pois como veremos no capitulo de programagao
dindmica, proporcionaria uma ferramenta eficaz no diagndstico e verificacao se proces-
sos vidveis sdo 6timos. Porém, exemplos simples ilustram que a fun¢do valor nao é
diferencidvel. Assim, é natural procurar condigoes sob as quais a fungao seja pelo me-
nos diferencidavel quase sempre. Esta resposta é apresentada na proxima se¢ao. Agora
passemos a definicao de funcao valor.

A funcao
V :[0,00) x R" 3 (1, 2) —> inf{J(u; 7, 2) | (z,u) € Ds 200} €R

¢ chamada de fung¢do valor associada com a familia de problemas Py (7, 2).

Precisaremos da defini¢cao da funcao Hamiltoniana:

H:[0,00) xR*"xR*"xR™ — R
t,z, N\ u) — (O f(t,z,u)) + e ®(t,z,u).
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1.3. FUNGAO VALOR

Nos vamos também precisar da Hamiltoniana minimizada em relagio ao controle
H:[0,00) x R" xR" 3 (t,z,)) —> mig{H(t,:r, Au)t eR. (1.6)
ue
Além da hipéteses (H1), ...,(H5), consideraremos também

H6) A constante de Lipschitz K, em (H1) e taxa de desconto d satisfazem K, —6 < 0.
Além disso, dado (7,z) € [0,00) x R", existe uma vizinhanga V; . de (1,2) e
um conjunto (invariante) limitado S,, C R" tal que para toda condigdo inicial

(7,2) € V;.., 0 processo vidvel (z(-),u(-)) € Dz s satisfaz z(-) € S ..

Observagao 1.3.1 As condigdes relacionando a constante de Lipschitz Ky ¢ a taza

de desconto § € crucial nesta abordagem; ver também [3, 41, 14].

Sob esta hipdtese extra é possivel verificar que a fungdo valor é de fato Lips-

chitz. Porém, vamos antes enunciar e provar um lema auxiliar técnico.

Lema 1.3.1 Suponha que as hipdteses (H1) e (H2) estejam satisfeitas. Sejam (7,z2),

(1,21) € [0,00) X Br(0) € u € Upq[r,0). Let x, xy 0s estados associados. Entdo
|z(t) — 21 (t)] < XDz — 2|, t> T (1.7)
Além disso, temos
|z(t) — z| < K(1+ R)eX2 Dt — 7|, t > 7. (1.8)

Demonstragao: [Provemos primeiro o segundo item do lema. Note que para t > 7

|z(¢) —2| < flf(q,:c(q),u(q))ldq < f K>(1+ |z(q))dg

t t
Kolt = | / K|z (q) — 2ldg & / Ky|2|dg
t T T
f Ka(q)|z(q) - 2ldg + Ka(1+ R)|t — 7].
Do lema de Gronwall segue que

|z(t) — 2| < Ko(1 4 R)e* |t — 7|, t > 7,
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provando (1.8). Agora provemos a scgunda asscr¢ao.Observe que

r(t)—-’ri(t)=f [£(s,2(5), u(s)) = f(s,z1(s), u(s))]ds + (2 — 21), t 2 7.

Assim, (1.7) segue da continuidade de Lipschitz de f e do lema de Gronwall.

1.4 Lipschitiz Continuidade da Funcao Valor

Nesta secdo mostraremos que a fungdo valor, sob as hipdteses basicas suplementa-
das pela hipétese extra (H6), é Lipchistiz continua. Para tal, precisaremos combinar
controles vidveis definidos em diferentes intervalos de tempo. Scjam u; € Uyglsy, 0],

uy € Ugy[s2,00], onde 0 < 87 < 83 < 00. Definimos a concatenagio

uy(t) ,t € 51, $2)

uy sﬁ Uy 1= .
uy(t) ,t € [s2,00)

Lema 1.4.1 Suponha que as hipdteses (H1),..., (H5) e (H6) valem. Entao temos
a) V(r,z) estd bem definida para todo (t,2) € [0,00) X R";
b) A fungao valor V(-,+) é Localmente Lipschitz em [0,00) X R".

Demonstracao: Asser¢ao a) segue de (H6) e Teorema 1.2.1. Para demonstrar b) é
suficiente provar que dados T' > 0, R > 0, existe uma constante C tal que para todos

(s1,21) € (s2,22) € [0,T] x Bp(0) tem-se
[V (s1,21) = V(s2, 22)| < C(|s1 = 82| + |21 — 22]). (1.9)

J& que [0,7] x Br(0) é compacto segue de (H6) que existe um conjunto invariante
Sr,r C R" de forma que para toda condicio inicial (7, z) € [0,T] x Bg(0), o processo

vidvel (z(-),u(-)) € D;. .. satisfaz z(-) € Sy, i.e.,
|z(t)| < Mrg, t € [r,0). (1.10)

Sejam (s1,21), (82,22) € [0,00) X Bg(0) dados, com s; < s;. Dado & > 0, escolha

Uy € Ugd|s1,00), ug € Uyglse, 00) tal que

V(si,z,-) > J(‘U,‘;S;,Zf) == £ 1= 1,2.
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2 82 -3 : o
Defina u) := uy M uy, Uz := Uy|[5,,00)- S€jam Ty, T3, T1, T 08 estados correpondentes a

z1(81) = Z(81) = 21 € x2(82) = Za(s2) = 29.Assim obtemos

V(si,21) = V(s2,22) < V(s1,21) — J(ugis2,22) +¢

J(Wy; 81, 21) — J(ug; 82, 22) + €
e por simetria

V(s1,21) = V(sg,22)| < &+ |J(ur;51,21) — J(ug; 82, 22)|

+J (w3 81, 21) = J (a3 52, y2) |-
Para obter (1.9) devemos cstimar os termos
|J (U1 81, 21) — J(ug; 82, 22)|, |J(u1;81,21) — J(Uz; 82, ¥2)|-
Segue da definidao de J e das hipdteses (H2), (H3) que
| (u1; 51, 21) — J(ug; 82, 22)| < f” e I(r, Z1(r), uy(r))dr

51

4 f " €U, 3y (r), Ta(r)) — €U(r, 25(r), un(r))dr

2

&2 o0

< K, /e-f"(l + |21 (r)|)dr + K, /e—"wa:',(r) — zy(r)|dr. (1.11)

O primeiro termo do lado direito de (1.11), via lema de Gronwal, pode ser estimado
por 5|sl — $5|, para alguma constante 6', a qual depende de K, T e R.

Agora cstimemos o ltimo termo. Scguc de (1.7) que

[Z1(r) = z2(r)] < M| (59) — 2
=

=) (13 (s3) — 21| + |21 — 2l),

para r > sy. Além disso, segue de (1.8) que |Z(s2) — 21| < Clsy — 81|, with C =
Ky(1 + R)ef*T. Agsim,

|Z1(r) — z2(r)| < CeX1=32)(|s; — 55| + |21 — 22|), T > 2.
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Substituindo ecm (1.11) ¢ usando o fato de que K, < d, por hipétese, obtemos

|J (Wy; 81, 21) — J (u2; 82, 22)| < C (|81 — 82| + |21 — 22]).

O termo |J(wu1; s1,21) — J(7y; 82, 92)| pode ser estimado de forma andloga e segue de

(1.11) que

[V(s1,21) — V(82,22)| < £+ C (|s1 — 82| + |21 — 22|),

ondc a constante C' depende de z;, 29, Sy, S2, € ¢ cresce exponencialmente com 7.
A continuidade de Lipschitz de V segue da passagem ao limite quando ¢ | 0,
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Capitulo 2

Programacao Dinamica

Neste capitulo apresentaremos resultados da programacio dindmica para problemas

regulares com horizonte infinito, sob hipéteses bem flexiveis.

2.1 Preliminares e subdiferenciais Proximal e de
Dini
Primeciramente, recordemos que as fungdes Hamiltonianas

H:[0,00)xR*"xXR*"xR®™ — R

H:[0,0) x R* x R* — R.

sao as fungoes previamente definidas no Capitulo 1 em (1.5)-(1.6).

Antes de nos concentrarmos nos resultados principais deste capitulo, precisa-
mos recordar alguns conceitos da anélise nao-suave.

Dada uma func¢ao f : R® — R, dizemos que o vetor £ € R" é o gradiente

prozimal de f at x se existir uma vizinhanca U de ¢ um niimero o > 0 tal que

fy) 2 f(2) + (& y—2) —olly—z|P Vy e U. (2.1)

Denotamos por dp f(z) o conjunto de todos os subgradientes proximais & de f
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Definimos também o conjunto de supergradientes prozimais por 9 f(z) =

—9p(—f)(x). E fécil ver que £ € 87 f(z) se existir uma vizinhanca U de z e um

nimero o > 0 tal que

f@) < fl@)+(&y—z)+olly—z|? Yy e U (2:2)

A subderivada de Dini de f em z, na dire¢do v, definida por

S+ tw) = f(z)
t

D f(z;v) := lim inf

t40

e o subgradiente de Dini de f em z é o conjunto definido por
dpf () == {€ € R*| Df(x;v) > (€,0), Vv € R"}. (2.4)

O supergradiente de Dini, denotado por 9% f(z), pode ser definido usando a superde-
rivada de Dini, ou alternativamente, por —dp(—f)(z).

Embora 9pf(z) C dpf(z) (a inclusao poder ser estrita), é possivel aproxi-
mar o subgradiente de Dini pelo subgradiente proximal. Este resultado sera enunciado

formalmente a seguir.

Lema 2.1.1 (ver, e.g., [13, Proposition 3.4.5]) Seja & € Opf(x). Entdo para todo
€ >0 eziste z € v+ B:(0) e ¢ € Opf(x) tal que |f(z) — f(2)| <e el -] <e.

Antes de avancarmos com os resultados deste capitulo, vamos introduzir as
hipéteses basicas sobre f e fq.
Hipéteses Basicas:
(B1) f ¢ fo sdo fungdes continuas ;

(B2) 3K, e 3K tais que fo(t,z,u) < Ko(1+ ||z||) e f(t,z,u) < Ko(1 + ||z]|) Ve
R", VYu € Q.

Estas hipdteses estardo satisfeitas ao longo deste capitulo.
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2.2 Programacgao dinamica

Seja ¢ : [0,00) x R® — R uma funcdo continua. Suponha que f(:,-,u) é localmente
Lipschitz em [0,0c) x R™. Dizemos que o sistema (¢, ) é fracamente decrescente se
para qualquer z € R", existe um processo vidvel (z,u) € Dy .0 que satisfaz ¢(t, z(t)) <
#(0,z(0)) Vi > 0. Dizemos que o sistema (¢, f) é fortemente crescente em [0, 00) se para
qualquer intervalo [a, b] contido em [0, 00), qualquer processo vidvel (z,u) € Dgz(a)00
satisfaz @(t,z(t)) < ¢(b,z(b)) ¥ t € [a,b]. E facil verificar que (¢, f) ¢ fortemente
crescente em [0, 00) se e somente a fungao t — ¢(¢,z(t)) é nao-decrescente, sempre
que (z,u) é um processo vidvel de Py (0,z(0)).

De acordo com a notagdo acima introduzida, enunciaremos uma proposicao
que relaciona sistemas fracamente decrescentes e fortemente crescentes (decrescentes)

com a hamiltonianas.

Proposicao 2.2.1 Se f(-,+,u) localmente Lipschitz e ¢ continua entdo:
(a) (¢, f) ¢ fortemente crescente em [0,00) se e somente se

a+h(t,z,() 20, ¥(e, () € Opg(t, z), V(t,z) € [0,00) x R;

(b) (¢, f) € fortemente decrescente em [0, 00) se e somente se

a+ h(t,z,() <0, ¥(e,C) € Bpé(t,z), V(t,z) € [0,00) x RY;

(c) (@, f) € fracamente decrescente em [0,00) se e somente se

a+ h(t,z,() <0, Y(a,() € dpd(t,z), Y(t,z) € [0,00) x R™.

Aqui h,h : [0,00) x R* x R* — R sdo as fungdes

h(t,z,¢) :== min{{(, f(¢,z,u)) : u€Q}

h(t, z,¢) := max{(C, f(t,z,u)) : u€ Q}.
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Demonstragao: Esta proposi¢do ¢ um apanhado de resultados que podem ser en-

contrados em [13]. a@

Precisaremos a seguir da definicao de pontos de Lebesgue de uma fungao dada

g : R = R™. Dizemos que ¢ € R é um ponto de Lebesgue de g se lglng f:+kg((:r]d,(r = g(t).

Agora apresentamos os resultados da Proposi¢ao acima adaptados ao nosso problema.

Proposicao 2.2.2 Seja ¢ : [0,00) x R®* — R uma fung¢do continua e H a fungdo

Hamiltoniana associada ao problema (Pu(s,2)). Entdo

(a) afungaot € [s,00) — @(t,z(t))— [~ €% fo(0,2(0), u(0))do € R é nio-decrescente

ao longo de qualquer processo (z,1) € Dy .0 S€ € Somente se

{a+H(s,2,6)} >0 (2.5)

(@6 EOpp(an2)

para todo (s, 2) € [0,0c) x R™.

(b) a fungaot € [s,00) = @(t,z(t)) — [~ ¢ fo(0,2(0), u(0))do € R é ndo-crescente

ao longo de qualquer processo (z,u) € Ds .00 SE € SOMente se

- & -
(nsglleléi}(;(s,z {(! + H(s’ z’ E) } B, 0 (2 6)

para todo (s, z) € [0,00) x R™.

(c) a fungdot € [s,00) = p(t,z(t)) — [ e fo(0,2(0),u(0))do € R € ndo-crescente

ao longo de algum processo (m,u) € D; .00 S€ € Somente se

A2y

max Y+ H(s, 2, <0 2.7
(m£)€dpep(s,z) {{ (5,2,6) } 27)

para todo (s,2) € [0,0c) x R™.
A notagio # significa a troca da minimizacao pela maximizacao na defini¢ao de A,

i.e.,

H(s, z,£) == max {(& f(s,2,u)) + e fo(s,z,u)}.

Demonstragao: Demonstraremos asser¢ao (a) da Proposicdo. As demonstracdes

das asser¢oes (b) e (c) sdo similares & demonstragio da assergdo (a) e serdo omitidas.
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Scja (x,u) € Dsz00.- Scja S o subconjunto de medida total de pontos ¢ €
[s,00) tal que existe a derivada de z em # e ¢ é um ponto de Lebesgue de o —
e—‘"’fo(g,:c{o),u(o)).

Da desigualdade do gradiente proximal obtemos a seguinte desigualdade

et +rz(t+71)) — p(t,z(t) 4—/t re"s"fg (0,2(0), u(0)))dt >

t+r
ar+ (§,z(t + 1) — z()) + / e~ fo(t, z(t), u(o))dt —
t
(2 + llatt + 1) — 2()|?) 29)
Utilizando o fato que z(s + r) — z(s) = z(s)r + O(r?), dividindo a expressao
(2.8) por 7 e tomando o limite inferior, quando r — 0+ obtemos
D [n,o(f.,;r:(t)] - /00 e“s"fo(a,:r((r),u(a))da]
t
e s (t,:z(t),u(t))) + a+ (&, f(s,2(s),u(0))) 0 (por(2.5)).
para todo (a, &) € dpy(s,z). A monotonia de
t = o(t,z(t)) — [ e% fo(o,2(0),u(c))do segue de [20].

Passemos agora a prova da reciproca. Seja ¢ : [0,00) x R® x R — R a funcao

definida por

¢(t,z,y) = ¢(t, ) — y.
Defina o campo estendido f := (—fo, f)?, onde ¢ significa transposto. A fungdo ¢, por
hipétese, é crescente ao longo de qualquer processo vidvel de f. Logo (Ver Exercicio

4.6.4, [13]) o sistema (@, f) ¢ fortemente crescente e satisfaz as hipéteses da Pro-

posicao 2.2.1. Isto implica quec

o+ Egg[(c: f(ta z, u)) Q- (CO: e‘”fg(t,x,u))} = 0
para todo (t,z,y) € [0,00) x R x R, para qualquer (a,(,() € 9¢(t,z,y). Fazendo
o1(t, z,y) == @(t, x) e pao(t, z,y) = y obtém-se de ([13], Prop 2.2.11) que
(@, ¢, Go) — ‘P;(tixey) € Oppi(t, z,y).

Dai segue que

(Q1C1C0) = ( 10a_1) & apfpl(tamay)'
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Isto implica que (e, ¢) € d¢(t, z) ¢ (o = —1, obtendo o resultado descjado.

Agora, verifiquemos que fungao definida por

t €[s,oc) = V(t,z(t)) — [00 e~ fo(0,2(0),u(0))do € R

(veja que trocamos a fungao continua ¢ da Proposigao pela fun¢ao valor V') é nao-
decrescente, ao longo de qualquer processo vidvel (z,u) € D, .. Seja t € [0, 00) fixo
e r > 0 qualquer. Entdo, para qualquer processo (z,u) € D; .00, teImos
V(t+rz(t+71)) =[5 €'sfo(s, z(s), u(s))ds
- [V(¢,z(t)) - ;°° e’s fo(s, z(s), u(s))ds]
=V(t+rat+1) - V(Et,at) + [ sfols,z(s), u(s))ds > 0;

(a desigualdade segue do principio da otimalidade da programacao dinamica). Isto
acarreta a monotonia da funcao em questao.

A conseqiiéncia desta monotonia a luz da Proposicao 2.2.2 é que a fungao
valor, de fato, satisfaz a desigualdade (2.5).

Como corolério das Proposigdo 2.2.2 temos o seguinte resultado.

Corolério 2.2.1 Dado um processo (Z, i) € Dy ;.0, S€ eziste uma fungdo continua ¢

de forma que desigualdade (2.5) é satisfeita ao longo de (Z,4) e
= Jg ¢ folt, Z(t), a(t))dt;
2 l‘#ﬁé o(s,2') =0 Vz' em conjuntos compactos do R*,
entdo (T,4) € um processo 6timo de (Px(0, 2)).

Demonstragido: Tome (z,u) € Dy_,.oo um processo admitivel qualquer. Seja ¢ uma

fungao satisfazendo as hipétese do coroldrio. Da Proposicao 2.2.2 segue a fungao

t = ot z(t)) — /too e™ fo(s, z(s), u(s))ds

é nao decrescente. Entdo, para qualquer ¢ > 0 temos
P(tal)) = [ e alo2(s), u(s)ds >
t
©(0, 2(0)) —[ €% fo(s, z(s), u(s))ds.
0
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A simple algebraic calculation implics

olt, () + [ ¢ fo(s, 2(s), u(s))ds > ¢(0, 2(0)).

Tomando o limite quando ¢ T co e usando as condigoes 1 e 2 sobre p segue que

]:o €% fo(s, z(s), u(s))ds > (0, z(0)) = ]:o e fo(s, z(s), u(s))ds.

Uma funcao @ que satisfaz as condigdes do coroldrio é conhecida como fungdo
de verificagdo para o processo (Z, ).

Agora ¢ pertinente chamar a atengao para o fato da fungao valor V satisfazer a
condigao 2. do Corolario 2.2.1, ou scja a condi¢ao de decaimento a zero quando o tempo
vai ao infinito, uniformemente em compactos do R ([8], Proposi¢ao 9). Neste trabalho,
em diversas ocasioes, faremos referéncias a esta condi¢gdo apenas como condigao de
decaimento. Por outro lado, é claro que V satisfaz a condig¢ao 1. do coroldrio se e
somente se a o processo (Z, %) for 6timo.

Assim, temos o seguinte resultado de verificagao:

Proposicao 2.2.3 Um processo (Z,1) € Dy...00, € 0timo se e somente se existe uma
fungdo de verificacdo para este processo. A funcao valor é uma tal funcdo de veri-

ficagdo.

O proximo resultado, um dos principais deste capitulo, fornece a equivaléncia entre as

solugoes proximais e de Dini das desigualdades de HJB.
Proposigao 2.2.4 Seja ¢: [0,00) X R® = R continua. Entdo

a max a+ H(s, 2, <0 = max a+ H(s,z, <0;
(@) (a‘é)eaw(&f'-'){ (s, 6)} = (a.E)Ef’w(S-ZJ{ ( O}

b min a+ H(s,z, >0 = min o+ H(s, z, > ().
( ) (a,£)EDp(s,z) { ( E) } e (ﬂ|E)EI‘?D§?(3,Z){ ( g) } =

(c) A fungao valor V satisfaz as desigualdades de HJB dos itens (a) e (b).
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Demonstragao: Provemos (a). A condigdo suficiente segue do fato que dpd(t, x) C
dpd(t, x) for all (£, 7) no dominio de ¢. Provemos a condi¢ao necessaria. Seja (o, ) €
dpd(s,z) arbitrario. Segue do Lema 2.1.1 que para todo n € N existe (an, ;) €
(@, B) + B1(0) e (sn,2n) € [0,00) x R" tais que |s, — s| + |2, — 2| < 1/n, (an,B,) €
Opd(Sn, 2n) € O(Sn, 2n) — ¢(s,2) < 1/n. Entdo

On +'H(5mzmﬁn) } <0 Vn.

Ja que a fungao # é continua, tomando o limite quando n — oo, obtemos o desejado.

Agora provemos (b). A primeira desigualdade de (b) é satisfeita para todo
(a,&) € Opy(s,z) se, e somente se, a fungao a fungao t € [s,00) — p(t,z(t)) —
L e f, (o z(0),u(o) )dcr € R é nao-decrescente ao longo de qualquer processo (z,u) €
D; 2.00- Isto equivale a t € [s,00) = —(t,z(t)) + J‘: ¢~ fo(o,2(0),u(0))do € R ser
nao-crescente ao longo de qualquer processo (z,u) € D; ;.00, que pOr sua vez é equiva-
lente a

{Q+H(‘: 2,§)} <0 (2.9)

(e, 6)635{ 9’—‘)(6 z)

para todo (s,2) € [0,00) x R®. Agora podemos utilizar o Lema 2.1.1, andlago a

demonstragao da parte (a) para verificar que (2.9) é equivalente a

{a+H(s,2,6)} <0 (2.10)

max
(£)€Bp(~0)(5,2)

para todo (s, z) € [0,00) x R*. Como dp(—)(s,z) = —0P (s, z) ¢ facil ver que (2.10)
¢ equivalente a min o+ Hs, z, > 0, provando (b).
: (ﬂnﬂEaD@{S.Z){ ( ) } = (b)

Finalmente, vamos provar o item (c). J& observamos que a fungao valor V
satisfaz a primeira inequagao do item (b). Assim, satisfaz também a segunda. Resta
mostrar que V' satisfaz alguma das desigualdades do item (a). Mostremos que V satisfaz
a primeira delas. Seja (s,z) € [0,00) x R®. Sob as hipdteses bdsicas, o problema
(Pso(s, z)) possui solugao 6tima. Tome (x, u) um processo 6timo. Assim, a fungao t —
V(t,z(t)) — [ e7% fo(o,z(0),u(o))do € R é constante. Isto é equivalente ao sistema

(¢, fo, f) ser fracamente decrescente, que por sua vez é equivalente a desigualdade

desejada. E
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2.3 Solucoes Viscosas da Equacao de HJB

Nesta se¢ao vamos introduzir o conceito de solugido viscosa para equagoes de derivadas
parciais de HJB e mostrar que a fungao valor do problema de controle étimo é a 1nica

solucao viscosa com decaimento no infinito.

A fungao v : [0,00) x R® = R é dita solugdo viscosa da equagao de derivadas

parciais
v + H(s, 2,0,v) = 0, (s,2) € (0,00) x R", (2.11)

quando

a) v é continua e v(s,2) — 0, quando s — oo, uniformemente em conjuntos com-

pactos K C R";

b) Para toda fungdo difcrencidvel ¢ € C((0,00) x R*;R), tal que v — ¢ tem um

maximo local em (s, z) € (0,00) X R", temos
{as(f} + H(s, 2, B,(f;)} > 0

¢) Para toda funcdo diferencidvel ¢ € C((0,00) x R™;R), tal que v — ¢ possui um

minimo local em (s, 2) € (0,00) x R", temos

{a5¢ i 'H(s,z,@zé)} S 0.

Se a fungao v satisafaz somente a) e b), entao ela é chamada sub-solu¢ao viscosa. Se
V satisfaz somente @) and ¢), ¢ entdo chamada de super-solugdo viscosa.

Passemos agora ao resultado principal desta secao:
Teorema 2.3.1 A fungio V € a tnica solugdo viscosa da Eq. (2.11).

A demonstragao deste resultado serd feita no final desta se¢cdo. Antes vamos
apresentar alguns resultados que sao necessarios a demonstracdo. Entretanto, sdo

enunciados separadamente por conterem informacgao premente a elucidagao do assunto.

Proposigao 2.3.1 (i) Uma fungdo v € sub-solugdo viscosa da Equagdo de HJB se e

somente se
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(a) para todo (s,z) € [0,0c),

{a+H(s,2,8)} > 0 Y(a,B) € dPv(s, 2);

(b) litm v(s, z) = 0 uniformente para z em compactos do R™.
SToc

(i) Uma fungio v é super-solu¢io da Equagio de HJB se e somente se satisfaz a

asser¢do (b) do item (i) e, para todo (s,z) € [0,00), tem-se
{a+H(s,2,8)} <0 V(a,B)€ dpu(s,2). (2.13)

Demonstragao: (i) Tanto na demonstragao da condi¢ao necessdria quanto da sufici-
ente, a condigdo de decaimento estd satisfeita por hipotese. Portanto, concentraremos
em demonstrar o restante.

Seja v uma fungao continua satisfazendo a Eq. (2.12). Mostremos que v satisfaz
a condicao a) da defini¢ao de sub-solugao.

Tome uma fungdo ¢ diferencidvel em (s, z) tal que v — ¢ tem maximo local
em (s, z). Assim —(v — ¢) tem um minimo local (s, z), o que implica em 0 € dp(—v +
6)(s, z). Logo —é(s, z) € Op(—v)(s, z). Mas isto é equivalente a \jo(s, z) € 0v(s, 2).
Portanto, ja quc v satisfaz a Eq. (2.12) ¢ ¢ ¢ arbitrdria, a condi¢ao a) ¢ satisfcita.

Agora provemos a reciproca. Seja v uma sub-solugdo viscosa da Eq. de HJB.
Tome (o, 3) € dPv. Assim, (—a, —B) € dp(—v). Segue de ([13], Proposic¢ao 3.4.12) que
existe uma fungdo —¢ tal que 7(—9)(s, 2) = (—a, —f3) e —v + ¢ tem um minimo local
em (s,2). Isto é, v — ¢ tem um maximo local em (s, z). Logo, ja que v é sub-solugao,
a Eq. (2.12) segue da condigao a).

A demonstragao do item (ii) é similar e portanto serd omitida.

2.3.1 Demonstracao do Teorema 2.3.1

Sabemos que a fungao valor V' é solucao viscosa da Eq. de HJB. Resta mostrar a
unicidade. Scja (s, z) pertencente ao dominio de V.
Suponha que ¢ seja outra solugao viscosa. Provemos que V' = ¢. Dado € > 0,

tome (z,u) € D; .00 tal que f:o e~ fo(o,x(0),u(0))do < V(s,2) + €
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Assim, jd quc ¢ ¢ sub-solugdo viscosa, scgue das Proposi¢aces 2.2.2 ¢ 2.2.4
L 00
p(t, x(t)) — f ™" fo(o,z(0), u(0))do 2 ¢(s,2) - / ™% fo(o, 2(0), u(0))do
L &
para todo t > s. Isto implica em
oo
o(t, z(t)) — / e7% fo(o, 2(0), u(0))do > ¢(s,2) — V(s,2) — €.
t

Tomando o limite quando t — oo no lado esquerda da equagao acima e usando o fato

que as trajetérias sub-6timas sdo limitas e crescimento linear de fq, obtemos
e(s,2) < V(s,2) +e.

Logo, como € ¢ arbitrério, segue que ¢(s,z) < V(s, 2).
Agora mostremos a desigualdade contréaria. Seja (Z,u) € Dy ;00 UM Processo

sub-6timo. Ja que ¢ é super-solugdo viscosa, segue das Proposigoes 2.2.2 e 2.2.4

e(t, z(t)) — /m e % fo(o,2(0), u(0))do < é(s,z) — /00 e~% fo(o, z(0), u(0))do

t

para todo t > s. Passando ao limite quando ¢ — oo e usando usando uma argu-
mentagio similar & primeira parte da demonstragio conclui-se que (s, 2) > V(s, z).

Embora que os resultados apresentados neste capitulo referem-se a sistemas
dinamicos, cujos campos vetoriais sio fungoes, estes podem ser obtidos no contexto
de inclusoes diferenciais, sem muita dificuldade técnica. A partir do préximo capitulo,

passaremos a lidar com problemas envolvendo inclusoes diferenciais.




Parte 11

Controle Impulsivo

5

6

'unesp

r
AVAVEY

Vi
1012 13 14 15 16 17 18



Capitulo 3

Dinamica Impulsiva: Estabilidade,

Invariancia e Monotonia

3.1 Introducao

Neste capitulo vamos estudar algumas propriedades fundamentais de sistemas dinamicos
impulsivos. Nosso estudo se concentrard nas propriedades de sistemas governados por
inclusoes diferenciais, visto que nosso interesse é por sistemas de controle. Estudaremos
propriedades de invaridncia, monotonia, estabilidade global segundo Lyapounov e esta-
bilidade local (atingibilidade). Uma breve discussao introduzindo as nogoes bésicas de
sistemas dindmicos impulsivos faz-se necessdria, antes de passarmos ao estudo desssas
propriedades.

Consideramos sistemas de inclusdes diferenciais da forma

g,z:ét) € f(t,x(t))dt+G(t,3:(t))p(dt) t €10,00) (3.1)

onde F': [0,00) x R* — P(R"), e G : [0,00) x R* < P(R?) sao multi-funcdes dadas
e u € C*([0,00); K) é o espago dual das fungdes continuas de [0,00) a R? tomando
valores em K. O conjunto K é o cone positivo de RY.

Note que a inclusio diferencial é controlada por medida. Dado um par (zy, g),

vamos definir conceito de trajetéria como em [32], fazendo os ajustes necessarios para




3.1. INTRODUGAO 28

englobar intervalos infinitos [0, 00), uma vez que 14 sdo tratados problemas com tra-

jetdrias em intervalos limitados.

Para apresentar a nogao de solugao, vamos introduzir alguns conceitos e notagoes.

No que segue AC([0,0c);R?) e BV *([0,00); R*) denotam o espago de fungdes abso-
lutamente continuas com valores em R", e o espago das fungdes de variagao limi-
tada que sdo continuas a direita em (0,00), || denota a variacdo total da medida p,
|p|(dt) := 3T | pi(dt), £Lx B é o produto o-dlgebra, onde L é a o-dlgebra dos conjuntos
de Lebesgue de [0,00) ¢ B ¢ a o-dlgebra dos conjuntos de Borel de R?. Diremos que
uma certa propriedade vale quase sempre (q.s.) num conjunto quando o subconjunto

dos pontos onde esta propriedade nao se verifica tem medida zero.

Uma familia de completamentos grdficos associados a medida vetorial 4 é o conjunto
de todos os pares (6,7,) : [0,00) = [0,00) X K onde ¢ : [0,00) = [0,0c) é a inversa
de 7 : [0,00) = P([0,00)) (i.e., 8(s) = t, Vs € 7j(t)) e v, : [0,00) — R? é definida
Vs € j(t), Vt € [0, 00), por

M(6(s)) se |ul({t}) =

0
7¥(s) :=
M(t7) + [y~ (0)do se |u|({t}) >0,

() € Vti= {v: @(t) = K| 0(s) + T, vils) = 1 Vs € 7(t), Jay v(8)ds =
p({t})} Vi € [0,00);

M(:) := col(Mi(-), ..., Mpn(+)), com M;(t flﬂ o i(ds), Vi > 0, e M;(0) := 0,

=1 ..M

n(-), definida por n(t) := ¢t + Y.~ M;(t), é a reparametrizagio do tempo; e

{n(®)} se |u|({t}) =0,
[7(7), n(®)] se |ul({t}) > 0.

e ii(t) :=

AVA
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Definigao 3.1.1 Uma fun¢ao x € BV*([0,00); R") ¢é uma solugdo robusta de (3.1)
se ezistir uma fungdo Lebesgue mtegmwl [, f(t) € F(t,z(t)) L-a.e., e uma fungdo

|u|-integrdvel g, g(t) € G(t,z(t™); p({t})) |ul|-a.c., tal que

£(t) = 2(0) + / 'f(r)dr - /[ Sa) Vi€ 0,00),

onde a multi-fungdo G : [0,00) x R® x K — P(R") ¢é definida por

{G(t, 2)w(t)} selal=0

Gt 2 a) = N ;
{I—U—D—U—)—H"t I_cfint }} se |lal >0

para todo (£(-),v,) satisfazendo

E(n(t 2 (3.2)
£(s) G(t,€(s)u(s)  n(t)-ae, e (3-3)
a = 7(n(t) — (), (3.4)

para alguma fungdo G € G continua em t e Lipschitz em x. Aqui, |o| = > 7, oy, w(-)
€ a derivada de Radon-Nicodym de p w.r.t. |u|, (€,7,) pertence a AC([0,00); R" x R?),

e o par (8,v,) € um completarnento grifico de p.

Dizemos que (z, 1) é um processo vidvel para o sistema (3.1) se u € C*([0, 00); K)
e x é uma solugdo robusta de (3.1).

Vamos precisar neste capitulo e no préoximo de um resultado que diz respeito
a mudanga de varidveis em integrais. A demonstragio deste resultado e similar ao caso

de medida escalar [37] e serd omitida.

Lema 3.1.1 Seja (0,T) uma familia de completamentos gréficos de u € C*([0, oc); K)

e tome () uma selegdo mensurdvel de I'(-). Entdo

(1) @ e~y sao fungoes Lipschitz, nao-negativas e satisfazem

k
s) + Zﬁq(s) =1 L—gqsi;

=1

AVA
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(ii) Para toda medida de Borel p € C*([0,00), K), toda fun¢do integrdvel G : [0,00) >

Rk ¢ conjunto de Borel T C [0, 00), temos

[ G(6(s))3(s)ds = ] G(r)uldr).
0-1(T) T

(iii) Para qualquer fungdo Lebesgue mensurdvel f : [0,00) — R"™ e conjunto de Borel

S C [0,00), tem-se que 6(S) é também um conjunto de Borel ¢

[ rowniis= [ prar

8(S)

Associada a inclusdo impulsiva (3.1) existe uma inclusdo usual. Esta asso-
ciacao é de tal forma que, fixada a medida de controle e, em conseqiiéncia o seu
complemento gréfico, solugées da inclusao regular estao associadas as solugoes de in-
clusao impulsiva de forma especial. O resultado a seguir enuncia isto formalmente. A
demonstragao serd omitida, pois é quase andloga & demonstragao do resultado similar

(Teorema 4.1, [36]), em que a medida de controle é escalar.

Teorema 3.1.1 Suponha que as multi-fungées de (8.1) satisfazem:
e I toma valores em conjuntos fechados e é L x B mensurdvel; e
o G toma valores em conjuntos fechados e é Borel measurdvel.

Fize uma medida p € C*([0,00); K) e um valor inicial xy. Seja (8,~) o completamento

grifico de p e n a fungdo de reparametrizagdo.

(i) Suponha que z(-) € BV* ([0,00); R") é uma solucdo robusta de (5.1) (em relagdo
apexy). Entio existe uma solugio y(-) € AC ([0,00);R"™) de

i) € Fi(0(s),y()b(s) + F2(8(5), y(s))(s)
y(0) ==
pare a qual
z(t) = y(n(t)) forallt € (0,00).

Reciprocamente,
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(11) suponha que y(-) € AC ([0,00);R") ¢ solugdo de (3.5). Entdo eziste uma solugao
z(-) € BVt ([0,00); R") de (3.1) para a qual (3.6) € satisfeito.

(iii) Tome uma solugdo x to (3.1). Lety be a solution to (3.5) tal que (3.6) € satisfeita.
Entdo
lzllzy. < llyllr.v.
Antes de comegarmos a discussao dos resultados principais deste capitulo va-
mos apresentar as hip6teses basicas sobre as multi-fungoes F' e G. Estas hip6teses

permanecem validas para o resto do capitulo.

Hipdéteses Basicas:
(h1) Para todo z € R", F(z) e G(z) sdo conjuntos convexos, compactos e nao vazios;
(h2) F e G sao semi-continuas superior;
(h3) cxistcm constantes a ¢ b tais que para todo z € R”,
v € F(r) = |v| < alz| +b; (3.7)
v € G(z) = ||v|| < dlz|| + . (3.8)

Recordamos que a multi-fungdo F' é semi-continua superior em z se, dado € > 0, existe

d > 0 tal que
ly —zll < 6 = F(y) C F(z) +eB,
ondc B significa a bola unitdria de R™. A hipétese (h3) ¢ conhecida como condigao de

crescimento linear e é uma generalizagao natural do caso onde F é uma fungao (cada

imagem é um tinico ponto).

3.2 Estabilidade segundo Lyaponov

Vamos agora supor que as multi-fungdes F' ¢ G, que definem a dindmica, nao dependem
explicitamente da varidvel tempo. Vamos propor os resultados principais que dizem

respeito a estabilidade dos sistemas de controle com parte singular.
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Scja

F(z) = {F(Z)vy + G(Z)v:v € V}, (3.9)

onde V := {(vg,v) :vo 2 0,v € K, Y 7 ,v; =1}

Dizemos que duas fungoes @ e V' constituem um par de Lyapounov para T se

satisfazem:
1) Q, V>0, Viz)=0=2=7;
2) {z € R*: Q(z) < r} é compacto para todo r € R; e

3) min (§,v) < -V(z), VE&e€apQ(z), para todo z € R",
)

veF(t,z
onde 9pQ(x) denota o subgradiente proximal de Q em z.

Dado um ponto Z tal que 0 € F(:I:) (isto significa que Z ¢ ponto de equilibrio
de (F,G)), dizemos que o sistema (F,G) é globalmente assintoticamente controldvel
(GACQ) a z se para qualquer ponto zo € R™, existe um processo viavel (z, p) de (3.1),
para o qual z(0) = z¢ e z(t) — %, quando ¢ vai ao infinito. Quando isto ocorrer,
diremos simplesmente que (F, G,X) é GAC.

Mostraremos que, sob hipdteses razodveis, a existéncia de um par de fungoes
de Lvapounov para o ponto de equilibrio Z implica que o sistema (F, G,X) é GAC.

Algumas vezes, neste capitulo, vamos precisar de uma condicao de regularidade

do ponto de equilibrio em relacio as colunas do campo singular:
(CR) 0¢ {G(Z)v : (0,v) e V}.

Quando dissermos que a condi¢do de regularidade (CR) vale sem explicitar o ponto
de equilibrio, estamos supondo que (CR) seja valida em todo ponto de equilibrio do

sistema (F, G).

Teorema 3.2.1 Seja z € R tal que 0 € F(z). Suponha que exista um par de fungdes
de Lyapounov Q e V para T e que este satisfaga a condi¢do de regularidade (CR).

Suponha winda que V seja Lipschitz e cresga linearmente. Entdo, (F, G,X) é GAC.
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Demonstragao: Scjam Z € R" ¢ (Q,V) um par dc Lyapounov para Z. Scguc de
([13], Teorema 4.5.5) que para qualquer z, € R® existe uma trajetéria y(-) de F tendo
y(0) = zo tal que y(s) — z quando s converge ao infinito. Segue da construcao da
trajetéria y através da sele¢io minima em F e da prépria definicio de F que vale a
inclusao:

y(s) € {f(s))wo+8(s)v:v eV},
onde f(s) € F(y(s) e g(s) € G(y(s)) para quase todo s € [0, 00).
Agora podemos aplicar o teorema da selecdo mensuravel. Assim existe uma
fungdo Lebesgue mensurével (vy, vy, ...,v,)(s) € V, quase sempre em [0, 00), tal que
q
9(s) = f(s)eo(s) + D gi(s)vils). (3.10)
i=1
E necessério observar aqui que, embora o teorema da selecdo mensurével seja
vélido para intervalos fechados, podemos considerar a aplicagio dele seguidamente nos
intervalos [i,i + 1] parai=0,1,..., obtendo, pelo principio da indugao matemaética,
o resultado acima no intervalo [0, 00) = U2, [i,4 + 1].
Note que a fungdo v, : [0,00) — [0,00) ndo se anula em intervalos infinitos.
De fato, suponha que vy = 0 no intervalo [ty, 0) para algum ¢, > 0. Entao, segue de

(3.10) que

s 97
y(s) — mo =_/;0 Zgi(s]w(s)ds.

Tomando o limite quando ¢ — o0 na equagao acima obtemos

oo 9
b f S ails)ui(s)ds.
to =1

[sto implica que a integral no lado direita da equacao ¢ finita. Logo, podemos arranjar

uma seqiiéncia s, — oo tal que o integrando ) 7, gi(sk)vi(sk) convirja a zero. Isto
junto com a semi-continuidade da multifuncio z <= {G(z)v : (0,v) € V}, implica
que 0 € {G(Z)v : (0,v) € V}, contradizendo a hipétese de regularidade de Z. Isto
prova a afirmacdo.

Agora vamos construir um processo (z, ) tal que z € BV™ é uma solugao

da inclusao dindmica impulsiva (3.1), correspondente a g. Primeiro construiremos a
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medida de controle p. Defina

0(s) : /08 vo(o)do, n(t) :=sup{s : 0(s) <t};e (3.11)

u(A) = / v(s)ds VA € B([0,0)), (3.12)
9-1(A)

onde v(s) := (v1(8),...,v,(8)).

Como a fungdo vp(s) é ndo negativa e nao se anula em intervalos ilimita-
dos, a funcdo # definida em (3.11) é nao-decrescente e sua imagem é todo intervalo
[0,00). Isto implica que p, definida em (3.12) é uma medida regular, com dominio
nos borclianos do intervalo [0,00). Scgue facilmente da definigdo de n que csta é uma
fungdo crescente. Seja {¢;} uma seqiiéncia de pontos em [0,00) onde os intervalos
0~'(t;) sdo nao-degenerados, ou seja, cada t; é um 4tomo da medida p, por cons-
trugdo (ver (3.11) e (3.12)). Queremos mostrar que existem f(s) € F(z(s)) qs. e
d(s) € G(z(s), s({s})) |ul - g.s. tal que

B fo f(o)do + /{0 @)Iuldo

para todo t € [0,00). Defina
@) = fm@®) e

g(n(?)) - v(n(t)) Vt € [0,00) \ U, {t:}
(= Joey 8(5) - v(s)ds V¥t € UR, {t:}.

(t)

Note que z(0(s)) = y(s) em [0,00) \ U;{071(t;)} e (s) = 0 em U;{0-'(t;)}. Entdo
temos

/[0 ; Xr(s) (f(0(5))0(s)ds

L}

[[ Xetaon ()

Isto implica que f(t) € F(z(t)) quase sempre com relacio a medida de Lebesgue.

Segue facilmente da definigao de § que

§(t) € G(t,z(t); u({t}) Vt € Ui{t:}. (3.13)
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Também temos

f Xa(z(8(s))) (8(0(5)) - v(s)ds
(0,00\Ui {0-1(t:)}

[ Xata o &())(dt).
[0,00)\Ui{(t:)}

De onde segue que g(n(t) € G(z(t)) quase sempre em [0, oc) com relagiao a medida p.
Como §(t) := g(n(t)) - v(n(t)) Vt e [0,00)\ Ui{(t:)}, segue da construgio de
1 que p(dt) = v(n(t))|pl(dt), ie., w(t) = v(n(t)) é a derivada de Radon-Nicodyn de u

com a rela¢ao a sua variagdo total |p|. Assim, temos
3(t) € G(t,z(t); u({t})) |ul = g.s. em [0,00) \Ui{(t:)}-

Isto junto com (3.13) implica cm

g(t) € G(t, z(t); p({t})) |nl—g.5. em [0,00).

Tome t > 0. Entao

z(t) —z0 = y(n(t)) — zo

/ f(s)vo(s)ds + / o(s)v(s)ds
[0,n(t)] [0,n(t)]

f f(ﬁ(s))ﬂu(-‘:‘)ds -+ -/ g(s)v(s)ds
[0,n(1))

[0.m(8)]\U: 0~ (t:)

+ f g(s)v(s)ds
[O.n(t)]N(Ui8~1(t:))

f(r)dr + / G(7)|p|(ds) (por mudanga de varidveis).

[0,8] [0,]

Isto confirma que (z, 1) é de fato um processo vidvel de (3.1).
Resta mostrar que z(t) T oo quando t 1 co. Observe que se ¢ tende ao infinito
entdo 7)(t), definida em (3.11), também tende ao infinito. Ja que z(t) = y(n(t)) e

y(s) = Z quando s 1 oo segue que z(t) — Z. =

3.3 Invariancia e o conjunto dos estados atingiveis

Nesta secao vamos discutir a propriedade de invariancia para sistemas dindmicos im-

pulsivos em relagdo a um certo conjunto S C R" e relagdes entre: 1) invaridncia e
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o conjunto dos cstados atingiveis ¢ 2) invaridncia ¢ tangentcs ao conjunto invariantc
conjunto S.

A partir daqui usaremos, quando conveniente, a notagao z;(-) para designar
trajetorias de (3.1), correspondentes a medidas, para enfatizar a natureza multi-valor

destas. As imagens das trajetdrias sao consideradas curvas no espago R" para cada

instante ¢ de tempo. E claro que quando o instante ¢ é um ponto de continuidade

da medida de controle, a imagem da trajetéria é um tnico ponto do R™. Entretanto,
quando o instantc ¢ ¢ um dtomo da medida de controle, a imagem de z;(+) é dada por

um conjunto composto de curvas, a saber:
ze(-) == {€: 7(t) = R : £ satisfaz (3.2)-(3.4) com z = z(t7)}.

Dado um processo vidvel (z, ) e uma ordenagao {t;}22, dos dtomos de u,

usaremos a notacao x;(-) € S para dizer que
z(t) €S Vie[0,00) and z4(s) €S Vs € qt;).

Dado um conjunto S C R", dizemos que o sistema (F,G,S) é fracamente
wnvarianle se Vo € S existe um processo viavel (z(-), u(+)) de (3.1) com z(0) = x
e x(t) € S para todot > 0e, Vi € N, Ja;(-) € z,(-) tal que a;(s) € S para todo
s € 7(t:).

Se para todo processo viavel (z(-), u(-)) de (3.1) tal que z(0) € S, temos z4(-) €
S para todo t > 0, dizemos entdo que o sistema (F, G, S) é fortemente invariante.

O conjunto dos estados atingiveis A(zo; T) a partir de o no tempo T é dado

A(zo; T) := {z(T) : (z,u) é um processo de (3.1) com z(0) = zo}.

O conjunto A tem certas propriedades que podem ser facilmente deduzidas a partir da

versao absolutamente continua dos processos (z, ).

Propriedades:

e A é compacto e nao-vazio;
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o v +— A(z;T) satisfaz as hipéteses bdsicas, exceto a convexidade de A(z; T).

Antes de caracterizarmos invariancia para sistemas dinamicos impulsivos, pre-
cisamos das nogoes de cone tangente de Bouligand e de Clarke . Seja z € S. O cone

(de Bouligand) tangente a S em z, denotado por T#(z), é dado por:

Ii—2%

TE(z) := {lim : 1 Sz, A0,

1

e
onde z; — x significa que z; € S e ; = .

Seja dg(-) a funcao distancia dada por
ds(y) == {lly — sl : s € §}.
O cone (de Clarke) tangente a S em z, denotado por TS (z), é dado por:
TS (z) = {v € R" : d§(z;v) < 0},

onde d%(x;v) denota a derivada direcional generalizada de dg(-) em x, na direcao v.
Recordamos que derivada direcional generalizada de uma fun¢ido f num ponto z, na

direcdo v, é dada por:
lim sup Iy +tv) f(y).
y—0; t—=0+ t

Agora apresentaremos formas equivalentes 3 invariancia fraca do sistema (F, G, S),

que sao extensoes naturais do caso regular para o impulsivo.

Teorema 3.3.1 Suponha que a condigdo de regularidade (CR) esteja satisfeita. Entdo

as seguintes assergdes sao equivalentes:
(a) F(z)NTE(z) #0Vz € S;
(b) F(z) N coTB(z) #0 Vz € S;

(c) Para cada z € S existem (vo,v) €V, f € F(z) e g € G(x) tal que

q
(%f*'Z%Qﬁ() <0 V(e NE;

i=1
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(d) O sistema (F,G,S) ¢ fracamente invariante;
(e) Vzg € S, Ve >0, 30 € (0,¢) tal que A(zg:0) # 0.

Demonstragao: As implicagocs (a) = (b), (b) = (¢), (d) = (¢) ¢ (¢) = (d) sdo
imediatas.

Mostremos agora que (¢) = (d). Seja zop € S. Considere o sistema (F, S),
onde F é dado por (3.9). De (3.14) segue que

hz,{) <0 V(€ Ng,

onde h(z, p) := min{{w,p) : w € F(z)} Agora podemos aplicar a ([13], Teorema 3.2.4)
para achar uma trajetéria y(-) de F em [0, 00) tal que y(0) = z e y(s) € S para todo
s> 0.

A partir dai resta construir um processo (z, i) de (3.1) com z(t) = y(n(t)) para
uma funcio 7 apropriada tal que z(0) = zy, z(f) € S paratodot > 0e &,(s) € SVs €
(%), para todo dtomo ¢; de p e alguma fungio &(-) € z4,(-). Como (CR) é valida,
isto é feito de forma completamente andloga & constru¢ao de (z, u) na demonstragao
do Teorema 3.2.1.

Finalmente, mostremos que (e) = (a). Primeiro observe que (d) é, na verdade
equivalente a (e). Assim, podemos concluir que a asser¢ao (e) vale também para a o

conjunto dos estados atingiveis para versao absolutamente continua

9(s) € F(y(5))d(s) + G(y(s))¥(s).

Isto nos permite adaptar a demonstracio da mesma assergio para o caso regular [13].
Suponha que (e) valha para a versao absolutamente continua dos estados atingiveis,
que passamos a denotar por A¥(zp,t). Assim, para todo n € N,34, € (0,1/n) com

A¥(zg,6,) NS # (. Isto implica que, para cada n,

Un(s) € F(yn(8))bn(s) + G(¥n(s))n(s)
{F(yn(s))vo + G(yn(s))v: (v0,v) € V}

F(yn(s))-
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Aqui (6,,7,) sdo completamentos graficos de medidas p,, € C*([0, 0); K).

Como as fungoes y, possuem a mesma constante de Lipschitz K segue que

||y?1(8()5_$0“ S K VR.

Logo, tomando subseqgiiéncias (nao re-indexamos), existe v € R" tal que v := lim gin(8)2e
n

Isto é, v € T#(xp). Mostremos que v € F(z,) para completar a demonstragio de (a).

Podemos escrever

.ﬁn
yﬂ((sn) — Ip = / ]';'7;(3)(18.
0

Dado € > 0, para n suficientemente grande, como F' é semi-continua superior, segue

que
Jn
Yn(0n) — 19 = / {F(xp) + eB}ds.
0
Dividindo por 4, e passando ao limite quando n — oo obtemos

v € F(xo) + €B.

Como € é arbitrério, o resultado segue.

Agora vamos caracterizar invariancia forte.

Proposic@o 3.3.1 O sistema (F,S) é fortemente invariante se e somente se o sistema

(F,G,S) também € fortemente invariante.

Demonstragao: (=) Seja (z,u) um processo viavel de (3.1) tal que z(0) € S.
Entio, segue do Teorema 3.1.1 que existe uma trajetéria y de F tal que y(0) = z(0) € S,
y(s) = x(0(s)) para todo s € [0,00) \ UL n(t:) e y(s) € xy,(s) for all i € N. Da hipétese
que (F,S) é fortemente invariante, segue y(s) € S para todo s > 0. Como para y(s)
pode ser qualquer curva em z,,, que terd as mesmas propriedades, segue que z,,(-) € S
para todo i € N. Logo, segue de z(t) = y(n(t)) que x;(-) € S para todo ¢ > 0.
Portanto, (F, G, S) é fortemente invariante.

(«<). Dado uma trajetéria arbitraria y de F' com y(0) € S, mostrarcmos que
dado T > 0, arbitrario, y(T') € S. Podemos construir um processo (z,u) viavel de

(F,G) em [0,T], com z(0) = y(0) € S de forma completamente andloga a feita na




3.3. INVARIANCIA E O CONJUNTO DOS ESTADOS ATINGIVEIS 40

demonstragao do Teorema 3.2.1. Aqui nao ¢ nccessario a condigao de regularidade,
para se construir uma medida regular, dado que o intervalo onde vive os processos ¢é
finito. Seja T* := n(T). Como (F,G, S) é fortemente invariante, temos que z,(-) € S
para todo t € [0,T]. Por construgao temos y(s) = z(6(s)) para todo s € [0,7*]\ U 7,
e y(s) € z,,(s) para todo s € #(t;). Logo y(s) € S para todo s € [0,7*]. Mas T‘Iezﬁ T,
o que implica y(T) € S. Como a solugdo y de (3.5) é arbitraria, segue que (F,S) é

fortemente invariante. [ ]

Vamos precisar da condi¢ao de Lipschitz para multi-funcgoes. Dizemos que
uma multi-fungao I' : R* < R™ ¢é localmente Lipschitz se para cada o € R" existir

4, K > 0 tal que
I'(z) CT(y) + K|z — y||B Vz,y € o+ 6B.

B é, como de costume, a bola unitdria de R".
O préximo teorema é uma generalizagdo de um resultado similar para o caso

regular, ver, por exemplo, (Teorema 4.3.8, [13]).

Teorema 3.3.2 Suponha que F e G sdo Localmente Lipschitz. Entio as seguintes

asser¢oes sao equivalentes:
(a) F(z) c TS (z) ¥z € S;
(b) F(z) c TE(z) Vx € S;
(c) F(z) C coTE(z) Vz € S;

(d) Vz € S, V(v,v) €V, temos

q
r 9i,C) <0 V¢ € Ng;
IGF(SI- SXEG(x)(UUf R Zviga. C) = ¢

§=1

(e) O sistema (F,G,S) € fortemente invariante;

(f) Vzo € S, 3e > 0, tal que A(zp;t) C S Vi € [0,€].
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Demonstragao: Primciro obscrve que F' é também localmente Lipschitz ¢ satisfaz
as hipdteses bdsicas.

Decorre desse resultado que (a) = (b) = (c) = (d) = (a) e que (d) é equiva-

lente a (F, S) ser fortemente invariante. Por outro lado, a invaridncia forte de (F, S),

pela Proposigdo 3.3.1, é equivalente ao item (e). Assim, para concluir a demonstragao
basta verificar que (e) é equivalente a (f). Mas isto é imediato, concluindo a demons-

tracao. |

3.4 Monotonia

Passemos agora a estudar propriedades de monotonia de sistemas dinamicos impulsivos.
A aplicacao das propriedades de monotonia serd feita no préximo capitulo quando serd
estudado a equacgdo de HJB para problemas impulsivos.

Seja 1 : R™ — R uma fungdo semi-continua inferior. Dizemos que o sistema
(F,G,v) é fracamente decrescente se para todo zo € dom ¥ existe um processo viavel

de (3.1) com z(0) = z¢ ¢
Y(z(t)) < ¥((0) =¥(zo) VE20, (3.16)
P(&(s) < o(z(t;i—)) Vs € qj(t;), para algum &; € zy,, (3.17)
para todoi=1,2,.... Recordamos que {¢;}; é uma enumeragio dos atomos de p e, 7
e x; sao multi-funcoes definidas anteriormente neste capitulo.
Dizemos que o sistema (F, G, ) é fortemente decrescente se dado o € dom ¥

e um intervalo [a,b], todo processo vidvel de (3.1) definido no intervalo [a,b] com

z(0) = x, satisfaz
(z(t) < (@) =) V€ [a,b) (3.18)
v(&i(s) < Y(x(t;i=)) Vs €1dj(t:),V & € xy,, (3.19)

para todo i = 1,2,.... A condi¢do (3.19) pode scr re-cscrita da scguinte forma, mais

compacta:

B(wi(s)) < ¥(a(t-)) paratodo s € 7(t),
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sempre que ¢ ¢ um atomo de p.
Proposicao 3.4.1 Seja ¢ : R® — R uma func¢do semi-continua inferior dada. Entdo

(a) Se (F,G,%) é fracamente decrescente entio (F,1)) é fracamente decrescente. Re-
ciprocamente, se a condigdo de regularidade (CR) é valida e (F. ¥) € fracamente

decrescente entao (F, G,1)) € fracamente decrescente.

(b) O sistema (F,G,) é fortemente decrescente se, e somente se, (F,¢) é forte-

mente decrescente.

Demonstracao: (a) Seja (F, G, ) um sistema fracamente decrescente e cousidere
o sistema (F, G, ). Dado 2y € domy existe um processo factivel de (3.1) satisfazendo
(3.16) ¢ (3.17).

Segue do Teorema 3.1.1 que podemos encontrar uma solugao y do sistema

(3.5) tal que y(s) = z(6(s)) para todo s € [O,m)\u intdj(t;) e y(s) = &,(s) para todo

s € 7j(t;), para todo ¢ € N. Recordamos que as fungdes 7, 7j e # sdo as funcdes definidas

no inicio deste capitulo. Assim, por construgao, temos

P(y(s)) < ¥(y(0)) = ¥(zo) Vs >0, (3.20)

de onde segue que (F, G, ) é fracamente decrescente.

A reciproca segue usando argumentos, jd utilizados indmeras vezes neste capitulo,
de construgdo de um processo viavel (x, 1) para (3.1), a partir da solugéo y de F que
satisfaz (3.20). Note que a condigdo de regularidade (CR) é essencial para garantir a
constru¢do da medida de controle. Que o processo, assim construido deve satisfazer
(3.16) ¢ (3.17), ¢ imediato.

(b) Suponha que (F, G,1) seja fortemente decrescente. Sejam zo € dom ¢,
[a,b] C [0,00) e y uma trajetéria de F' dados tal que y(a) = zp. Construa um processo
vidvel (x, ) no intervalo [a',b] C [0,00) seguindo o procedimento da demonstragao
do Teorema 3.2.1. Neste caso as fungdes definidas em (3.11) e (3.12) tem dominios e

contradominios limitados dados como segue:

0:(a,b = [a,b], n:[a,b]—[ab] e p:B(a,b]) =R

AVA
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Aqui @' :=6(a) c b := 8(b). Como (F,G, ) é fortemente decrescente, scgue que (3.18)
e (3.19) estao satisfeitas com a e b nos lugares de a e b, respectivamente. Logo, como
y(s) = z(6(s)) e y(a) = z(6(a)) por construgao, segue que ¥ (y(s)) < ¥(y(a)) = ¥(zo).
Portanto, (F, ) é fortemente decrescente.

Agora, suponha que (F.gf)) é fortemente decrescente. Sejam Sejam x, €
dom ¢, [a,b] C [0,00) e (z, ) um processo vidvel de (3.1) com z(a) = zo. Pelo Teo-
rema 3.1.1, existe uma trajetéria y de F' em [a’,b] onde n(a) = a' e n(b) = b". Assim,
¥(y(s)) < ¥(y(a)) = ¥(z(a)) para s € [a',b]. Como, por construcio, z(t) = y(n(t))
para todo t € [a, b] segue que ¥(z(t)) = ¥(y(n(t))) < ¥(zo) para todo t € [a,b]. Isto é,
a equagao (3.18) é satisfeita.

Além disso, segue,novamente da monotonia de (1:",1;)), que quando ¢t é um
dtomo da medida p, tem-se que ¢(z,(s)) < ¥(z(t—)) para todo s € 7j(t), de onde se
conclui que (3.19) tambéin vale. Portanto, o sistema (F, G, ¢) ¢ fortemente decrescente.

|
O teorema a seguir segue imediatamente a partir da proposigao anterior.
Teorema 3.4.1 Seja i : R* — R uma fungdo semi-continua inferior dada. Entio

(a) (F,G,%) ¢ fracamente decrescente se, e somente se,

mgfl){(w,c)} <0 V¢e€gy(z), Vz € R (3.21)
wer(x

(b) Se F e G sdo localmente Lipschitz entdo o sistema (F, G,v) € fortemente de-

crescente se, e somente se,

we

max {(w,()} <0 V(e dpy(z), Yz € R™. (3.22)
()

Demonstragdo: A condicao (a) ((b)) é conseqiiéncia imediata da aplicacdo da Pro-
posicao 3.4.1.(a) ((b)), scguida da aplicagio de (Tcorema 4.5.7 (Tcorema 4.6.3), [13]).
i}
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3.5 Atingibilidade Local

Até o presente momento, olhamos a questdao da controlabilidade assintética global
a um ponto e a invaridncia de conjuntos. Nesta secdo examinaremos uma mistura
das duas coisas. Mais especificamente, dado um conjunto S, vamos fornecer condigoes
suficientes para que pontos nas suas proximidades possam alcangé-lo e nele permanecer
para sempre. Formalmente temos a seguinte definigao.

Dizemos que o sistema (F, G, S) ¢ localmente atingivel (controlével) sc exis-
tirem 7 > 0, § > 0 e um processo (z,u) de (F,G) em [0,00) tal que, para todo
Tg € S+ 0B,

z(0) =xz9, z@)(:)eSVE>T
e para todo dtomo t de u,

&(s) € S Vs € 7j(t), para algum &(s) € zy(-).
Temos a seguinte equivaléncia.

Proposigao 3.5.1 Se o sistema (F,G, S) é localmente atingivel entio (F,S) é local-
mente atingivel. Reciprocamente, se (F,S) é localmente atingivel e (F,G) satisfaz a

condi¢do de regularidade (CR) entio (F,G,S) € localmente atingivel.

Demonstragao: (=) Sejam tau > 0, § > 0 e (z, p) satisfazendo a atingibilidade

local. Segue do Teorema 3.1.1 que existe uma fung¢ao absolutamente continua y tal que
9(s) € F(y(s))0(s) + G(y(s))¥(s) s € [0,00)

com y(0) = zo. Seja s* = sup#j(r). Observe que s* > 7 e 6(s*) = 7. Assim z(7) =
z(0(s*)) = y(s*) € S. E como z,(-) € S para todo t > 7 segue que y(s) € S para todo
§ > §*.

Como F(y(s))0(s) + G(y(s))#(s) C F(y(s)) quase sempre, segue F é local-
mente atingivel.

(«<=) Agora passemos a reciproca. Existem § > 0 e s* > 0 tal que para todo

To € S+ 6B existe uma trajetéria de F em [0, 00) com z(0) = 2 e y(s) € S para todo
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s > s*. Vamos scguir os argumentos da demonstracao da cstabilidade de Lyapounov,
Teorema 3.2.1. Assim, existem selegoes mensuraveis f(s) € F(y(s)), g(s) € G(y(s)),

(vo(s),v(s)) € V no intervalo [0, c0) tal que
y(s) = f(s)vo(s) + g(s)v(s) quase sempre em [0, 00).
Defina 6 : [0, 00) — [0, 00), 1 : [0,00) = [0, 00) por

6(s) := [03 vo(o)do,  n(t) :=sup{s : 6(s) < t};e

u(A) == f v(s)ds VA € B([0,0)). (3.23)
6-1(A)

Defina t* := f;. vo(o)do = 0(s*). Devido a condigdo de regularidade (CR) podemos
concluir que p é uma medida regular de Borel definido no intervalo [0,00). Dai, é
possivel construir uma trajetéria x de (3.1) associada & medida p construida em (3.23).
Logo, ja que z(t*) = z(0(s*)) = y(s*), por construgdo, segue que z(¢*) € S. Também,
para todo t > t*, como z(t) = y(n(t)), n é crescente e satisfaz n(t*) = s*, segue que
z(t) € S. Também, quando ¢ > t* é um dtomo de p segue que y(s) € z;(-) para todo

s € 7(t), completando a demonstracéo. |

Agora podemos enunciar o resultado principal desta segéo.

Teorema 3.5.1 Sejam S compacto e F,G localmente Lipschitz. Suponha que F,G
satisfazem a condigdo de regularidade (CR) em todo ponto de equilibrio e que uma das

condigdes abaizo é satisfeita.

(a) Para algum 6 > 0 temos

min {(,0)} < ~0l¢ll V¢ € d(a), Vo € S;
weEN(z

(b) F(z) N interior TS (x) # 0 Vz € S.

Entido (F, G, S) € localmente atingivel.
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Demonstragao: Ja que S ¢é compacto ¢ F, G sdo localmente Lipschitz segue do

Teorema 4.6.6 (ou 4.6.8) de [13] que quando a condigdo (a) (ou (b)) estd satisfeita,

o sistema (F, S) é localmente atingivel. Como a condicdo de regularidade (CR) das

colunas de (F, G) é valida em todos os pontos de equilibrios, segue da Proposi¢ao 3.5.1

que (F, G) é localmente atingivel. i

AVA
AVAVA
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Capitulo 4

Programacao Dinamica para

Problemas Impulsivos

4.1 Introducao

Nesta se¢io vamos discutir algumas questdes relacionadas a4 programacio dinamica
para problemas de controles impulsivos cuja evolu¢ao das trajetérias é governado
por inclusoes diferenciais. Considere a seguinte familia de problemas, denotada por

Py (to, x0), para (to, zo) € [0, 00) x R™:

Min I (; 7o) := /D:_“fg(t,m(t))dt+f e % go(t, 2(t)) p(dt)
[

to to,00)

Poo(to, Z0) | s.a. dz(t) € F(t,z(t))dt + G(t, z(t))u(dt), t € [to, 00),
z(to) = zo; p € C*([to, 00); K).

Aqui fo : [0,00) x R* x R®™ — Re go: [0,00) x R* — R? sio fungdes dadas.
A constante § > 0 denota a taxa de desconto. Recordamos que, como no Capitulo 3,
F : [0,00) x R* = P(R"), e G : [0,00) X R* < P(R?) sdo multi-fungdes dadas e
C*([to, 0); K') é 0 espaco dual das fun¢des continuas de [tg, 00) a R?, tomando valores
em K. O conjunto K é o cone positivo de RY.

Recordamos que um processo é um par (z, 1) consistindo de uma medida de

controle y1 e a correspondente trajetéria =, que é uma solugéo robusta (uma fungio
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de variagao limitada) da incluséao differential nas restrigoes do problema Pa(tg, o). O
problema de otimizacio Pu(fy,Ty) consiste em minimizar o custo funcional I(;zy)

sobre os processos (z, i), para os quais a trajetoria x satisfaz z(tp) = zo.

Para motivar os resultados discutidos neste capitulo, vamos supor que F(t,z) :=

f(t,z,u), G(t,z) := g(t,x) e p é uma medida escalar. Comecemos com uma diferen-
ciagdo formal. Considere a fungao valor ao longo de um processo étimo (z*, u*, p*) de
Py (s, z) no intervalo [s,00). Seja y* a trajetoria absolutamente continua associada ao
processo 6timo (z*, u*, u*). Scja (8*,7*) o completamento grafico de p*. Entao temos,

para t € [s,00),

Vi) = [ ”e-ﬁffu(r,x'(r))dr
+/{;m)e“5 go(r,z* ut({r}))p*(dr).

Usando a mudanga de varidveis 7 = n*(t), obtemos

V(0" (r),y'(r)) = f:}e“”fo(nr‘(?‘))df

+ [ et -y an),
[6*(7),00)

para T € [n*(s™),00). Portanto, devido ao lema de mudanca de varidveis, Lema 3.1.1,

temos

V(0*(r),y*(r)) = f " e o0 (), ' ()6 (r)dr
3 [ " e g0 (0% (r), y* (1)) ().

para 7 € [1*(s7),00). Se V é diferencidvel em (t,z*(¢)), uma diferenciagdo formal

implica que

O,V (0"(7),y" (1) 0*(r) + (.Y (07 (7), y* (), £(8"(r), " (7),w (6 (7)) ) 6°(r)
+{(.V(E (1), 5(™), 96" (1), ¥ (1)) 7*(7)
=~ [fo(0"(),y" () () + 900" (r), " (M)7*(7)] (4.1)

AVA
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ou

o,V (0" (r), y* (M) (r) + {8V (0 (7), 4" (1)), 10" (7), " (), (6°(7)))
+e L0 (0),5(0) }6() + {{8V O 47 (1), 96" (7))
+ e Mgo(0°(r), y* (r)) } *() =0, (42)

para 7 = 7*(t). Em particular, se t € [s,00) é um atomo de p* entdo (4.2) deve valer

para 7 € [n*(¢7),n*(t)]. Usando o fato que 6* se anula nestes intervalos, obtemos

{8V (1), 5" (1), 90" (7), " (7)) + € g 0" (), " (7)) } (1) =0, (43

para 7 € [n*(t7),n*(¢)]. Integrando (4.3), segue que

n(t)

0= | {{avE @5 0),06 @), (1) + e g6 (7),y7(1) } 5 (r)ar

n(t=)

= :V (t,2*(1)), 9(t, 2" (1)) ) + e "go(t, 2" (¢)) i’ (dt).
0]

Entretanto, para essa escolha de t € [s, 00) tem-se p*({t}) > 0. Assim, devemos ter
(8. (8,2°(1)), 982" (1)) + € *go(t, 2 (1)) =0, p*-as. [s,00).  (4.4)

Este é o ponto inicial para a formulacdo da equacao de HJB no caso impulsivo.
A expressao (4.4) corresponde a parte impulsiva (atdémica) da equagiao de HJB. Uma
idéia de como deva ser a equagao geral de HJB é dada pela expressio
O,V (t,* ()dt + { (2. (1,2 (1), (2" (8)" (1)) + e folt, =" (8)* (1) }
+H{a.v(t,5*®), 9(t, 5 (1)) + e Mgo(t, 2" (1) } w7 (dt) =0, (45)
que é obtida a partir de (4.2), usando argumentos similares & demonstracao do Teo-

rema 4.1 de [36]. Esclarecemos que a igualdade em (4.5) é no sentido de igualdades de

medidas: dada um conjunto de Borel A € B([0,00)) tem-se

/A a,V (¢, 2" (t))dt + {(E?z'v’(t,x*(t)), f(t,x*(t),u*(t))) + et fot, 2 )‘(t))}dt
4 fA {(azt-’(z,x*(t)), g(t,x*(t)))—I—e"“gg(t,:c‘(t))},u*(dt) =0




4.2. O PROBLEMA DE CONTROLE IMPULSIVO RELAXADO

Como (z*, u*, ux) é um processo, podemos olhar também, como que colocando
uma lente de aumento, de que forma evolui instantineamente a equagao de HIB du-
rante o salto da trajetdria z*. Isto pode ser obtido de (4.2), pois quando ¢ é um dtomo

tem-se f(s) = 0 quase sempre em 7j(t) e entdo, V& (-) € zy(+), temos

(0.V(1,€(), 90t €' () + €901, €°()) =0, . (1) (4.6)

As dedugoes acima, de certa forma informal, fornecem elementos para poder-
mos formular conceitos rigorosos para igualdade e desigualdades ligados a equagao
equagao de HJB, no contexto de problemas impulsivos. Denotemos as relagdes <, =,
ou > por ~ e assim, a notagao (HJB, ~), que devera ser utilizada neste capitulo, ficard

clara pelo contexto.

4.2 O problema de controle impulsivo relaxado

Para passarmos a estudar a equagdo de HJB ligada ao problema P (to,2o), vamos

escrevé-lo numa formulagao equivalente:

Min  2(tp)

dz(t) := —e [ fo(t, z(t))dt + go(t, 2(t))u(d?)],
sa. dz(t) € F(t,z(t))dt + G(¢,z(t))u(dt), t € [t, 00),

x(to) = x0; 1 € C*([to, oc); K).

\
Esta formulagao permite estudar o problema de otimizagao, utilizando o conceito de
solugao robusta, sem a necessidade de se escolher uma fungao do completamento grafico
que minimize a fungdo objetivo, como realizado no trabalho [32]. Aqui, nesta for-
mulagao, a minimizacdo de z(ty) faz a escolha do completamento gréfico adequado
automaticamente.

Scjam

—e® fo(t, z)
F(t, x)

Fq_(t,.’L‘) =
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Assim, podemos ainda reescrever o problema de forma mais compacta.

' Min  z(tp)
dz(t)
dx(t)
z(ty) = z¢ p € C*([to, o¢); K).

€ Fy(t,z)dt + Gi(t,z)p(dt), t € [to,00),

\

A nogdo de solucao da equagao de HJB, que serd introduzida na préxima
se¢do, exige uma ligagao explicita entre a equagdo de HJB e o problema de controle
impulsivo através dec scus processos vidveis ¢ pode ser de dificil verificagdo. Para
uma nocao alternativa de estudo dos problemas impulsivos, propomos uma forma de
relaxamento do problema impulsivo, que fornece nogoes alternativas de solucao para a
equacao de HJB e que servem tanto como ponte tedrica para obten¢ao dos resultados
explicitos, quanto para verificacdo direta de propriedades. O relaxamento é através da

convexifica¢ao das colunas do campo vetorial. Temos o seguinte problema relaxado.

4

Min  2(to)
dz%(t)
dz(t) | € Fi(a%z)dt, tE€ [ty,00),
dz(t)

z(to) = zo, 2°(to) = to,

\

onde F(2%,z) := {{w} x {Fi(2°,2)vo + G1(z°,z)v} : (vo,v) € V}. Recordamos

s q
que V := {(vo,v) € R? : v; > 0, Y v; = 1}. Denote por § = (2°,z,z)" e Vg :
i=0

[0,00) x R* — R a trajetéria e a fun¢do valor associadas ao problema relaxado
Roo(to, 20).

Supomos que as hip6teses basicas do Capitulo 3 estao satisfeitas durante este
capitulo. S6 que aqui, as multi-fun¢ées dependem também do tempo ¢ assim devemos
considerar que satisfazem as hip6teses com Z := (t,z) no lugar de x. Vamos, também,
supor que as funcoes fo(-,-) e go(+,) satisfazem as condicdo h2 e h3 das hipdteses
bésicas do Capitulo 3. Assim, fo(-,-) € go(:, ) sdo continuas e crescem linearmente.

Quando precisarmos da condi¢ao de regularidade (CR) ou da condigio de
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Lipschitz para as multi-fun¢des ou fungoes do problema, faremos mencao explicita dos
fatos nos enunciados dos resultados.
O teorema seguinte faz a ligagdo entre o problema impulsivo e o problema

relaxado.

Teorema 4.2.1 Suponha que as multi-fungées (F, G) satisfazem:
e I é L x B mensurdvel; e
e G ¢ Borel measurdvel.

Entdo

(a) a cada processo vidvel (z, ;1) de P (to, zo) corresponde uma tinica famdia de tra-
jetérias §:(-) = (2°, 2z, yz) de Roo(to, z0). Mais ainda, z°(s) = 0(s) e
(22(8), y2(8))t = (2(6(s)), 2(6(s)) no conjunto UB~'(t;), onde 6 é a fungdo asso-
ciada & fungdo de reparamentrizacdo, n, da medida do controle p, introduzida no

Capitulo 3 e {t;} é uma ordenagdo dos dtomos de .

(b) Dada uma trajetéria (ndo uma familia) § = (2° 2,y) de Ruo(to, o) se (F,G)
satisfaz a condigdo de regularidade (CR) (veja, Cap. 3) entdo existe um processo

vidvel (z, 1) de Py (to, zo) tal que x(t) := y(n(t)) e 2(t) = 2(n(t)).
(c) V(to,xq) := Vg(to, z0) para todo (t, o) € [0,00) x R",
onde V ¢é a fungio valor associada ao problema Pa(to, o).

Demonstracao: A demonstragdo deste tcorcma cnvolve no item (a) a construcao

da familia de trajetérias y, de Roo(fo,T¢) a partir de um processo vidvel (z, ) de

f’m(tg, 7). Isto segue facilmente do Teorema 3.1.1. A demonstragao do item (b) segue

argumentos similares & demonstragdo do Teorema 3.2.1. O item (c) segue imediata-

mente dos items (a) e (b). |
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Precisaremos das scguintes fungoes auxiliares, chamadas de Hamiltonianas as-

sociadas ao problema relaxado. Sejam

Hm(.'L'D“’L', QO: C) . min{ﬁo”o = (C! f) 5 e—tﬂfo(g:[}’ .'L')’L’[) =+ ((C‘ 9): U)

+e7% go(2%,z)v : (vo,v) € V, (f,9) € (F.G)(z",2)}; e
Hu (2% 2,60,¢) == max{Covo + {((, f) + e fo(z°, z)vo + ((¢, 9), v)

+e7g0(a", 2)v 2 (v, ) € V. (f,9) € (F,G)(2*, 2)}.

Teorema 4.2.2 Seja ¢ : [0,00) x R* — R uma fungdo semi-continua inferior dada.

Suponha que (2°(-),z(-), 2(-)) € uma trajetéria de Reo(to,z0) dada. Entio
(a) s = v(z°(s),2(s), 2(s)) := p(2°(s), 2(s)) — z(s) € crescente se, e somente se,
Hp(2°,2,60,¢) 2 0,
para todo (o, €) € 8,6(2°, z), V(z°,z) € [0,00) x R™;
(b) 5 — v(x(s), 2(s), 2(5)) := $(x°(s), z(s)) — z(s) € decrescente se, e somente se,
Hy(2°,2,6,¢) <0,
para todo (o, C) € Opd(z0,z), ¥(2% ) € [0,00) x R".
(c) s = v(z(s),z(s), 2(s)) := ¢(a°(s), z(s)) — 2(s) é ndo-crescente se, e somente se,
Hyu(2°, 2, 60,¢) <0,
para todo ({y,¢) € B,d(x0, ), V(2% z) € [0,00) X R™.

Demonstracao: A demonstragao deste teorema é similar & demonstragao da Pro-

posicao 2.2.2. m

Teorema 4.2.3 Seja ¢ : [0,0c) X R® = R uma fungdo continua dada. Entao

(a) Hp(2% 2,¢,¢) < 0, para todo (o,¢) € 8,¢(2°, z), V(2% ) € [0,00) x R* se,

e somente se, H,,(z° z,¢o,¢) < 0, para todo ((p,¢) € Op¢(z® z), V(20 z) €
[0,0) x R";
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(b) Hn(2% z,¢o,C) = 0, para todo ((o,C) € pd(°, ), V(2% z) € [0,00) x R™ se,
e somente se, Hp(2%x,(y,¢) > 0, para todo ((y,¢) € 8°¢(2% 1), V(2% 1) €
[0,00) x R™.

(¢) A fungao valor satisfaz (HJB,~) nos items (a) e (b).

Demonstragao: A demonstracio é andloga a demonstragao da Proposicio 2.2.4. B

Agora introduziremos o conceito de solugoes viscosas para problemas impulsi-
vos relaxados. Note que, sendo um problema regular, a nogao do Capitulo 2 vale. Sera
necessario, apenas, re-interpretar a nogao de solugoes viscosas no contexto do problema
em estudo. Vejamos.

Uma fungiio @ : [0,oc) xR™ — R é dita solug¢do viscosa da equagio de derivadas

parciais

H, (2%, z,®,, ®;) =0 (4.7)

quando

a) ® é continua e $(z° z) = 0, quando z° — oo, uniformemente em conjuntos

compactos C C R™;

b) Para toda funcao diferencidvel ¢ € C((0,00) x R*;R), tal que ® — ¢ tem um

méximo local em (2%, z) € (0,00) X R", temos
Hun (2% @, 01, 62) 2 0

¢) Para toda funcao diferencidvel ¢ € C((0,00) x R™;R), tal que ® — ¢ possui um

minimo local em (2%, z) € (0,00) x R, temos

Hm(xuaxs ¢t: éz) < 0

Se a funcao ¢ satisafaz somente a) e b), entdo ela é chamada sub-solucdo viscosa. Se
® satisfaz somente a) and c¢), é entdo chamada de super-solugdo viscosa.

A proposicdo seguinte é conseqiiéncia imediata da Proposigao 2.3.1.
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Proposicao 4.2.1 (i) Uma fung¢do ® é sub-solugdo viscosa da equacdo (4.7) se e

somente se
(a) para todo (2°,z) € [0,0c) x R™,

Hm[l'a,l',gg:g) = 0 V(CD,CJeaD(I)(ED,I);

(b) lgm ®(2°, ) = 0 uniformemente para  em compactos do R"™.
ztoc

(i) Uma fun¢ao v € super-solugdo da equacgdo (4.7) se e somente se satisfaz a asser¢io

(b) do item (i) e para todo (z° z) € [0,00) x R,
Hpn(2%,2,60,¢) < 0 VY(,() € Opd(2°,z).

Note que, como coroldrio da Proposicio 4.2.1 e Teorema 4.2.1 segue facilmente o

scguinte resultado.

Corolério 4.2.1 Seja ® uma func¢do continua. Entdo ® é uma solugdo viscosa da

equagdo de (4.7) se, e somente se,
Hm($0‘$,Ca» C) =0 V(CD!C) € Dp(I)(J:U)J:)-

Agora apresentamos o resultado de verificagio para o problema relaxado. Para

isto precisamos do seguinte conjunto. Dado um escalar «, defina
E, :={z:(2%x,2) évidvel, z(to) = zo, 2(to) < a}.

Proposigao 4.2.2 Suponha que, para algum «, E, seja limitado. Seja (z°,%,2) uma
trajetoria vidvel de Ry (to, To) e suponha que ezista uma fungdo ¢ : [tg,oc) X R* —» R
satisfazendo a equagao de HJB (4.7) com ¢(to, xo) = Z(tp). Se a condig¢ao de regulari-

dade (CR) é satisfeita entdo o processo é dtimo.

Demonstragao: Scja (2°, z,2) outro processo vidvel de Ry (tg, Zo), que cstcja no

conjunto E,. Assim temos

Z(to) — z(to) = @(to, z0) — 2(to) < #(2°(5),2(s)) — 2(s) Vs € [to,00).  (4.8)
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A desigualdade na cquacao acima scguc do Tcorema 4.2.2 (a). Agora obscrve que a
condigao regularidade implica que dz°/ds nio se anula em intervalos infinitos. Isto é

equivalente a z°

ser sobrejetiva, i.e., 2%([ty,20)) = [0,00). Logo, z°(s) 1 co quando
s T oo. Como ¢ é solugao viscosa, entdo a condi¢do de decaimento garante que
¢(z°(s), z(s)) converge a zero quando s — co. Resta mostrar que z(s) também con-
verge a zero quando s — co. Existe uma fungio v(s) € {v € R? : (vy,v) € V}, quase
sempre em [0, 00), tal que 2(s) = — [ e=%°0) [ fo(2°(s), z(5)) + go(z°(s), z(5))v(s)]ds.
Scguc do crescimento lincar das fungdes fj ¢ go ¢, do fato que v(-) ¢ limitada, que para

alguma constante positiva M, temos

2(s) < /co e PO M1 + ||z(s)||)ds.

J& que a F, é limitado, temos que z(s) — 0, quando s — 2c.
Portanto, podemos concluir de (4.8) que Z(¢p) — z(tp) < 0 e, como a trajetéria

(2% z, 2) de Ruo(to, o) é arbitraria, o resultado segue. 5l

Agora passcmos ao resultado principal desta scgido que diz respeito a existéncia

e unicidade de solucao viscosa para a equagao de HJB no contexto relaxado.
Teorema 4.2.4 A fungdo valor Vi € a tinica solugdo viscosa da equagao (4.7)

Demonstracao: Estc rcsultado ¢ conscqiiéneia imediata do resultado similar no

contexto regular, ver, Teorema 2.3.1. |

A conseqiiéncia deste resultado, combinado com o Teorema 4.2.1 é que a fungao
valor do problema impulsivo é a tinica solu¢do da equagio (4.7). Isto quer dizer que
o problema relaxado fornece informacao suficiente para estudar o problema impulsivo.
Uma vez conhecida uma trajetéria relaxada e a fungao valor, calculada através da
equagao (4.7), podemos fazer o teste de otimalidade da trajetéria em questao através
da Proposicao 4.2.2. Se se confirmar a sua otimalidade, podemos construir um processo
impulsivo (z, 1) do problema original de forma explicita, como j4 foi ilustrado neste
trabalho algumas vezes no Capitulo 3.

Entretanto, vamos introduzir uma formulagao direta de solugdo da equagao de

HJB na proxima se¢ao.

AVA
cm 1 2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 1e¢ 17 18



4.3. A EQUAGAO EXPLICITA DE HIB: SOLUGOES VISCOSAS

4.3 A equacgao explicita de HJB: solugoes viscosas

Agora vamos olhar para a equagao de HJB impulsiva, isto é contendo medidas. Entre-
tanto, a formulacdo nao pode ignorar o conceito de solu¢do robusta, se quisermos que
a equacao de HJB diga alguma coisa a respeito dos processos 6timos do problema de
otimizagao impulsivo associado. Para a formalizar o conceito, precisamos entao acertar
alguma notacao.

Quando dizemos que ((o(t),¢(¢)) € 8”¢(¢,z(t)) £ ¢ p-q.s. ¢ sclecdo men-
suravel, significa que a inclusdo acima é satisfeita quase sempre em relacao a medida
de Lebesgue e em relagao a medida p. Além disso, em cada dtomo 7 da medida p,
a selecao ((o(7),¢(7), assim como a trajetéria, toma valores numa familia de curvas,

denotada por (o-(+), (- (+)) e satisfaz

(Cor(8), ¢ (8)) € BP (T, z,(5)) g.5.

Esta inclusdao quer dizer que para toda curva no lado esquerdo da inclusdo existe uma
curva em z,(+), em que a inclusao é satisfeita. Vale a mesma observacdo para a inclusao

t),((t)) € Opé(t, z(t)) L e p-qs.
Agora podemos definir em que sentido a equagao de HJB deve ser satisfeita.

Vejamos:

Definigao 4.3.1 Uma fungao @ : [0,00) x R® = R € dita solucdo viscosa da equagdo
de HJB se

(a) @ ¢ continua e ®(s,z) — 0, quando s — oo, uniformemente em conjuntos com-

pactos C C R";

(b) para todo processo (z, ) vidvel e selegées mensurdveis f(t) € F(t,z(t)) g.s. e

§(t) € G(t,2(t), u(t)) p-g.s. tal que x(to) = zo, tem-se

[ {0 +(co.10) + e * e o)} + [ GORTON:ICH
+/ g0 (t, o(t=), p({t}) u(dt) > O,

AVA
3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 16

17

18
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VA € B([0,00)), tal que A C [0,00) \ {t;}, para qualquer sele¢cao mensurdvel
(Co(t),<(t) € OPo(t,z(t)) L e pi-q.s., onde {t;} é uma ordenagio dos dtomos da
medida de controle p. Além disso, para todo i € N,
[ (@erionyas+ [ eHattue) v =0 (410
i(t:) A(ti)
VC(+) € Cu(*), Yy(:) € 2, () e Vou(:) € V.
(c) eziste processo vidvel (z, i) tal que para qualquer sele¢io mensurdvel ((o(t),((t)) €

ape(t,z(t)) L e p-q.s., eristem selegoes mensurdveis f(t) € F(t,z(t)) q.s. e
§(t) € G(t,z(t), u(t)) p-q.s. satisfazendo

[ {@®)+ (<o, 1)) + e pte.senJar+ [ (etoni0 )n(df)
+ [ eta ) un a@ <0, (410

VA € B([0,00)), com A C [0,00) \ {t:}, onde {t;} é uma ordenagdo dos dtomos

da medida de controle p. Além disso, para todo i € N,

 (&(5),9(s)) yds + e~ go(ti, y(s)) v(s)ds) < (4.12)
/q{t;)< ) /

i(ti)
para algum () € ,(-), para algum y(-) € z,(+) e para algum v(-) € V.
Se a fungdo ® satisfaz somente a) e b), entao ela é chamada sub-solugdo viscosa. Se

V' satisfaz somente a) and c), é entido chamada de super-solugao viscosa.

Temos o seguinte resultado.

Proposigao 4.3.1 A fungdo valor, V, é solugdo viscosa da equag¢do de HJB no sentido

da Defini¢do 4.3.1

Demonstragao: Provemos primeiramente que V' é sub-solugao viscosa da equagao
de HJB. Sejam (fo, o) dados e (z, u) um processo vidvel tal que z(tp) = xo e sele¢oes
mensurdveis f(t) € F(t,z(t)) ¢.s., §(t) € Gt z(t),u(t)) p-qs. ¢ (G(t),C() €
APV (t,z(t)) ¢g.s.. A existéncia de selecoes mensuraveis é garantida pelo teorema da

sele¢do mensuravel (e.g., [2]) adaptado ao intervalo ilimitado [0, 00).

AVA
3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 16

17

18
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Tome (#,y,I") uma familia dc processos associados com a familia de comple-
tamentos graficos da medida de controle ;. Assim, associado a cada elemento v € T’
existe pelo menos uma trajetdria y relaxada. Seja 7 um dtomo da medida p. Escolha
uma selecao mensurdvel arbitréria ({o-(s), {;(s)) € AV (r,y(s)). Como V é solucdo da
HJB relaxada (ver, Teorema 4.2.4), (4.10) segue imediatamente.

Agora passemos a demonstrar (4.11). Sejam {¢;} uma ordenagao dos dtomos

da medida i e A € B([0,00)), tal que A C [0,00) \ {¢;}. Considere
A = [ o)+ (¢, 70) + e fatt.a) e + [ (e 50)ter
+ [ ot a(t) ulat)

Mostremos que A(A) > 0. Primeiro observe que da definicao de solugdo robusta para

inclusoes diferenciais (ver, Definigao 3.2) segue que

gt = g(w(t) p-as.

para algum g(t) € G(t,z(t)) p— q.s., onde w(t) é a derivada de Radon-Nicodyn:
p(dt) = w(t)jii(dt). Isto implica que

A(A) = [ {G®) + (¢, 1)) + e fo(t, a(0)) bat + /A (&), 9(&) yu(at)
+ [ ettt (0) )
Observe que z(8(s)) = y(s) no conjunto [0, 00) \ U;7(t;). Logo,
f(8(s)) € F(6(s),y(s));

9(0(s)) € G(6(s), y(s));
(C(6(s)),¢(6(s))) € 3°V (6(s), y(5));

para quase todo s € [0, 00)\U;7i(t;). Como o conjunto A nao contém dtomos da medida

&, segue do lema de mudanca de varidveis (Lema 3.1.1) que

A(4) = /;_]m {6o(0(s)) + (€(0(5)), £(0()) ) + ¢ fo(6(s), 2(0(5)) }(s)ds

+ £(6(s)), 9(8(3)) ) + €7 gy (6(s), x(6(s))) p¥(s)ds.
ol )
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A nao ncgatividade da cquagdo acima scguc da Proposicao 4.2.1.
Agora vamos demonstrar que V' e super-solucao viscosa da equagao de HJIB.
Seja (2%, ) uma trajetéria relaxada. Como a fungao valor é solucao viscosa da equacao

de HJB (4.7) segue da Proposi¢ao 4.2.1 que
ffm{II"u,I,C(],C) S 0 V(CD!C) = BD(I)(:E[}!J")'

Sabemos das hipéteses que F' e G tem imagens compactas e sao mensurdveis. Sabemos
também que V, por defini¢io é compacto. Assim, ja que s = 2°(s), z(s)) é continua, a
multi-fungdo s — F}(2%(s), z(s)) é mensurével e seus valores sio compactos. Logo, para
toda selecio mensuravel ((o(s),((s)) € dp®(2°(s), z(s)), existem sele¢des mensuréveis
(vo(s),v(s)) € V qs., f(s) € F(z°(s),z(s)) q.s. e g(s) € G(z°(s),z(s)) q.s. tal que
dz0(s)
ds
{Go(s) + (C(8), S (8)) + €7 fo(a"(5), z()) }uo(s) + {<() - 9(s)

+ ' gy(z°(s), 2(s))}u(s) < 0 gs. em [0,00). W19

= vo(s);

Agora usando argumentos ja repetidos inimeras vezes neste trabalho, podemos cons-
truir uma medida p associada com a fungao (vp(s), v(s)) e uma trajetéria x impulsiva
de forma que (z, i) seja um processo vidvel de (Pm(tu, ). Por construgao z°(s) = 6(s)
q.s. em [tp,00). Sejam 7 a fun¢do de reparamentrizagao associada com a fungao 0 e

{ti}$° uma enumeragao dos 4tomos de . Defina as fungoes

Go(8) = G(®);  C(t) :=C(®);  f(t) = f((t)) em [0,00); e
g(t) :==g(n(t)) pe L-qs. em [0,00)\ U2, {t:}.

E facil verificar que as fungoes acima estdo bem definidas e satisfazem

(Co(1), (1)) € 3°V (L, &(1));  [(t) € F(t,2(t)) q.s;

g(t) € G(t,(t)) np-as. on [0,00) \ U, {t:}.

Seja A € B([0,00)) arbritério, tal que A C [0,00) \ U, {t;}. Entdo B := 07'(A) €
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B([0,00)) ¢ B C [0,00)\U,67'(t;). Usando o lema de mudanga de varidveis, obtemos,

[ {Go)+ €. 1) + e uteen b+ [ (€, snutan
+ f e~*gu(t,2(t)) dt) < 0.

Como a escolha de A € B([0,00)) excetuando os dtomos de y é arbritdria, (4.9) segue.

Agora analizemos nos dtomos de p. Oberserve que 0(s) = ‘—dixo(s) = vg(s) é

nula quase sempre em U;0~'(¢;). Logo, segue de (4.13) que, para cada i € N,

/ (E(8), 9(s)), v(e))ds + ] e~ igo(ts, () v(s)ds) <O, (4.14)
(ti) A(ti)

Obeserve que g(s) € G(t;,z(s)) a.s., ((-) € &(+), z(-) € &4(-), e v(-) € V4. Isto

conclui que V' é solugao viscosa da equacdo de HJB impulsiva. o

Observamos que, embora a fungao valor V' seja uma solugao, nao sabemos se
ela é a tnica solu¢do da equagao de HJB impulsiva. E de se esperar que seja. Com
a unicidade, teriamos equivaléncia entre os conceitos de solu¢ao da equagdo de HJB

relaxada e a impulsiva.
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