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Resumo

Neste trabalho discutimos o problema de controle com horizonte infinito regular e im­

pulsivo. No caso regular, provamos um resultado de existência de soluções ótimas, c

algumas propriedades da função valor. A equação de Hamilton­Jacobi­Belman (HJB)

derivada do problema regular é também estudada. Obtemos um resultado de veri­

ficação e mostramos que a função valor é a única solução viscosa da equação de HJB.

No caso impulsivo, consideramos primeiramente a dinâmica. Estudamos o

problema de inclusão diferencial quanto a estabilidade, invariância e monotonia. No

capítulo seguinte, introduzimos o problema impulsivo relaxado. Verificamos que os

problemas relaxado e impulsivo têm conjuntos de soluções viáveis “isomorfos”e por­

tanto tem a mesma função valor nos pontos em que são finitas. Daí, verificamos que

a função valor é a única solução viscosa da equação de HJB derivada do problema

relaxado. Também, estudamos a equação de HJB explícita relacionada ao problema

de otimização impulsivo. Neste caso, verificamos que a função valor é uma solução da

equação de HJB explícita. À unicidade não pôde ser verificada com as ferramentas até

então conhecidas.

Palavras­chave: controle ótimo, controle impulsivo, existência, programação dinã

mica, estabilidade segundo Lyapounov, invariância, monotonia.
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A bstract

In this work we discuss regular and impulsive control problems with infinite horizon. In

the regular case, we prove an existence result regarding optimal solutions and provide

some properties of the value function. The Hamilton­Jacobi­Bellman (HJB) equation

derived from the regular problem is studied. It is shown that the value function is the

unique viscosity solution of the HJB equation.

In the impulsive case, we initially consider the dynamics. We study the diffe­

rential inclusion problem as regards Lyapounov stability, invariance and monotony. In

the following chapter, we introduce the relaxed impulsive problem. We verify that the

relaxed and the purely impulsive problems have “isomorphic” sets of solutions. There­

fore, their value functions must agree in all minimum points. We also show that the

value function is the unique viscosity solution of the HJB equation derived from the

relaxed problem.

We also study the explicit HJB equation related to the impulsive optimal

control problem. In this case, we verified that the value function is a viscosity solution

of the explicit HJB equation. The uniqueness could not be verified with tools developed
until now.

Keywords : optimal control, impulsive control, existence, dynamic programming

Lyapounov stability, invariance, monotony.

FS
AVAVAV

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Conteúdo

Introdução

Problema de Controle Regular

O Problema de Controle Ótimo com Horizonte Infinito

1.1. Introdução

1.2 Existência

1.3 Função Valor

1.4 Lipschitiz Continuidade da Função Valor

Programação Dinâmica

2.1 Preliminares e subdiferenciais Proximal e de Dini

2.2 Programação dinâmica

2.3 Soluções Viscosas da Equação de HJB

2.3.1 Demonstração do Teorema 2.3.1

IT Controle Impulsivo

3 Dinâmica Impulsiva: Estabilidade, Invariância e Monotonia

3.1. Introdução

3.2 Estabilidade segundo Lyaponov

3.3 Invariância e o conjunto dos estados atingíveis

3.4 Monotonia

FS
AVAVAV

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



3.5 Atingibilidade Local

Programação Dinâmica para Problemas Impulsivos

4.1 Introdução

4.2 O problema de controle impulsivo relaxado

4.3 À equação explícita de HJB: soluções viscosas

FS
AVAVAV

3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Capítulo O

Introdução

Esta tese de Livre Docência se divide em duas partes distintas, porém complementares.

A Parte I considera problemas regulares de controle ótimo e estabelece resultados sobre

a existência de soluções ótimas e sobre programação dinâmica no que diz respeito a

solução da Equação de HJB e a verificação quanto a otimalidade de processos viáveis. À

Parte II, por sua vez, trata de problemas de controle impulsivos, sendo que inicialmente

são discutida algumas propriedades dos sistemas dinâmicos impulsivos, governados

por inclusões diferenciais. Na sequência são discutidas algumas questões relativas à

programação dinâmica para a classe de problemas de controle ótimo impulsivos.

A seguir, discutimos separadamente as contribuições de cada parte. Será ne­

cessário dividir por capítulos.

Parte I

Capítulo 1. O capítulo 1 versa sobre a existência de soluções ótimas para o problema

de controle com horizonte infinito e algumas propriedades da função valor. Resultados

de existência para problemas de controle ótimo são extremamente delicados. Mesmo

no caso em que os intervalos de sobrevivência dos processos de controle são limitados,

as hipóteses necessárias para sc provar existência de soluções são muito fortes. Em

geral, exige­se convexidade do campo estendido e compacidade do conjunto de controles

viáveis (ver, por exemplo, [28]).
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CAPÍTULO 0. INTRODUÇÃO

Quando temos um problema de otimização em que se deseja minimizar uma

função sujeito a um conjunto compacto e tem­se que a função é pelo menos semi­

contínua inferior, o método de prova é baseado na extração de subseqilências conver­

gentes a pontos do conjunto que terão valor igual ou inferior a qualquer outro ponto

do conjunto, verificando a otimalidade. Nos problemas de controle abstratos, a função

objetivo depende do processo completo (controle e trajetória). Assim, você teria que

ter uma sequência convergente de processos a um certo processo dentro do conjunto

de processos viáveis. Entretanto, isto nem sempre é possível. O que se faz é construir

uma trajetória ótima e depois, através do teorema da seleção mensurável de Filippov,

constrói­se um controle viável que possui o mesmo estado como resposta. O problema

de passar esta argumentação para intervalos infinitos, reside no fato de que o teorema

da seleção mensurável vale para intervalos limitados. Nossa contribuição foi mostrar

que mesmo usando o teorema de Filippov em intervalos finitos, podernos argumentar

de forma a construir um controle viável no intervalo infinito que tem como resposta o

estado desejado construído na fase anterior.

Resultado similar ao nosso de existência para problemas com horizonte infinito

pode ser encontrado em [6]. Porém, as hipóteses que se fazem nesse trabalho são muito

restritivas; não se aplicam no caso em as funções do problema não dependem do tempo.

Por fim, no capítulo 1, ainda verificamos algumas propricdades da função valor.
Verificamos que sob as hipóteses do Capítulo 1, a função valor é localmente Lipschitz.

Capítulo 2. Este capítulo trata da programação dinâmica para problemas regulares.

Pelo fato da função valor, na grande maioria dos casos ser apenas contínua, existe na

literatura uma vasta teoria de verificação via solução não regular da equação HJB. De

acordo com o nosso conhecimento, o método de verificação para funções Lipschitz é

introduzido em [23]. Subbotin [38] introduz as derivadas de Dini e os conceitos de semi­

solução no contexto de teoria de jogos diferenciais. Em [15], é desenvolvido o conceito
de soluções viscosas para a classe de funções contínuas, onde se prova existência e

unicidade de soluções. Este fato constitui o maior avanço no assunto. À partir dai,
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CAPÍTULO 0. INTRODUÇÃO

soluções não diferenciáveis passam a ser utilizadas em conexão com o problema de

controle por muitos pesquisadores e as teorias para soluções viscosas e de Dini (não
diferenciável) são unificadas. Uma síntese bem feita do assunto pode ser encontrada

em [13]. Citamos também [3] para uma excelente apresentação do assunto.
Da Lio em [27] faz um estudo da equação de HJB para problemas de controle

ótimo com horizonte infinito. Ele prova que a função valor é a única solução contínua

da equação de HJB. Entretanto, ele está mais interessado nas propriedades de estabi­

lidade da função valor para pequenas porturbações do problema lincar­quadrático em

problemas gerais.

Nossa principal contribuição neste capítulo é estender, de forma simples, a

teoria de programação dinâmica para problemas com horizonte infinito sob hipóteses

razoáveis, utilizando a monotonia da função valor adicionada a uma parte do custo

integral descontado ao longo de processos viáveis. Ainda, como no caso de horizonte

finito, foi possível verificar a unicidade da função valor como solução viscosa da equação

de HJB.

Parte II

Capítulo 3. Dinâmica impulsiva modela uma grande variedade de fenômenos em

ciência e engenharia. As áreas de aplicação vão vibro­mecânica de impacto [11] à

administração de recursos renováveis [12, 7, 22] e engenharia espacial [29], para citar

apenas algumas.

Isto, é claro, motivou tanto o desenvolvimento de amplas teorias para esta

classe de sistemas (ver, por exemplo, [1, 24, 9, 10, 16, 18, 21, 25, 30, 31, 32, 33, 34, 39,
37, 39, 40, 42]) quanto de esquemas computacionais para determinação de políticas de
controle [17, 4, 5, 26].

Assim, há uma grande motivação para se estudar sisternas impulsivos e corm­

preender suas propriedades. Neste capítulo abordamos os temas ligados às proprie­
dades de sistemas dinâmicos impulsivos governados por inclusões diferenciais. E feito

um estudo a respeito da estabilidade segundo Lyapounov, invariância fraca e forte e
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CAPÍTULO 0. INTRODUÇÃO

monotonia. De acordo com o nosso conhecimento, estes temas não foram abordados

na literatura, especificamente para problemas impulsivos.

Capítulo 4. Neste capítulo é estudado o problema de otimização de sistemas im­

pulsivos. Primeiro introduzimos um problema de otimização “relaxado” através da

convexificação das colunas do campo regular e singular. Verificamos que a relaxação

é “boa”, no sentido que as funções valor dos problemas relaxado e impulsivo são as

mesmas, quando finitas. À convexificação por nós proposta é nova. À forma c os

resultados se parecem, em espírito, com as extensões propostas em [9] e desenvolvidas

um pouco mais em [10] e [31] para equações diferenciais com medidas.
Nos obtemos resultados de programação dinâmica para o problema relaxado

a partir dos resultados obtidos no Capítulo 2, para o problema regular, fazendo as

devidas modificações. Obtemos um resultado de verificação e provarnos que a função

valor do problema relaxado é a única solução viscosa da equação de HJB vinda do
problema relaxado.

Além disso, consideramos a equação de HJB explicita, contendo medidas, e

verificamos que a função valor do problema impulsivo é uma solução viscosa desta.

Porém, nada sabemos sobre a unicidade. E nossa conjectura que a função valor do
problema impulsivo é única solução da cquação de HJB impulsiva.
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Parte I

Problema de Controle Regular
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Capítulo 1

O Problema de Controle Ótimo

com Horizonte Infinito

1.1 Introdução

Considere o problema de controle ótimo com horizonte infinito, denotado por

Poo(1, 2),
ooMinimize J(u;t,2) =) e It, T(f), u(t))dt

T

sujeito a

u € Unalr, 00) := fw E LL.([7, 00); RUE) | w(t) E N a.e. in [7,00)])
It) =2+ [ fe 269, usas, t E [1, oo).JJ

Aqui ! : 0,00) x Rº x R" > R, f/ : (0,00) x Rº x Rº — R" são funções dadas; N) C R”
é o conjunto de controles viáveis; ó > O denota a taxa de desconto. Uma estratégia

de controle viável u é uma função Lj, satisfazendo a restrição u(t) E SN) quase sempre
1. É o conjunto de funções localmente integráveis w : [0,00) — R”.(q.s.) em [1, 00). L

As funções absolutamente contínuas r : [0, 0o) — R”, soluções do sistema de equações

integrais em P.o(t, z), são chamadas de trajetórias do sistema.

O par de funções (r(­), u(­)) consistindo de um controle viável u e de uma

trajetória correspondente x é chamado de processo viável. Estamos interessados mais
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1.2. EXISTÊNCIA

especificamente em processos viáveis com custo finito:

Dr,21506 = (Í(z,u) | ue UValr,0o);

x(t) = e+f feat, una J(u;t,2) <oo).
1.2 Existência

Agora passemos a discutir umas das questões centrais em teoria de controle ótimo: a

existência de processos viáveis ótimos. Em geral, para se garantir que um problema de

minimização, mesmo em dimensão finita, tenha solução, as condições exigidas são muito

fortes. O mais comum é supor semi­continuidade da função objetivo e compacidade

do conjunto de restrição.

O resultado de existência que provaremos aqui exigirá compacidade do con­

junto de controles viáveis ce convexidade do chamado vetor velocidade estendido, que

será introduzido na seqilência. Os argumentos da prova, embora não sejam inovadores,

são uma extensão das provas feitas para problemas em intervalos limitados de tempo,

os quais, não são automaticamente transferíveis para intervalos ilimitados. O artigo [6]
trás resultados de existência para problemas de horizonte infinito, porém as condições

exigidas são muito fortes. Lá, problemas que não dependem do tempo, não satisfazem

as hipóteses de existência.

Para uma boa cxposição sobre a delicadeza da questão da existência, podemos

citar ([28], Capítulo IV). Lá encontramos exemplos de problemas simples que não
possuem processos ótimos. Antes de de enunciarmos o resultado de existência para o

problema de controle ótimo, vamos introduzir o conjunto de hipóteses necessárias.

H1) 3K, > O, tal que para todo t E (0,oc) u€ O,

lt,x,u) — Ut,2, u)| + |f(tx,u) — f(tz,u)| < Kilt— 2],

vale para todo r,z E R";

H2) existe uma constante positiva K, tal que

(8,x,u)| + |f(tx,u)| < K2(1 +|0)),

FS
AVAVAV

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



1.2. EXISTÊNCIA

para todo t E [),oo) z ER, u€ES

H3) as funções I(­,.,­), f(­,­,­) são contínuas;

Hj) OQ é compacto.

H5) dado (1, z) E [0,00) x R”, existe um conjunto (invariante) limitado S,., C R" tal

que todo processo viável (x(­), u(­)) E Dr,.z;00 Satisfaz r(t) E Sn, for t > 7.

Teorema 1.2.1 Suponha que as hipóteses (H1)­(H5) estejam satisfeitas e que o con­

junto

Í(t,x,) = ((e Ut, x,u), f(tha,v))º [ve AN)

seja convexo em R"*!. Então existe processo ótimo.!

Demonstração: Seja (rr,ux) E Drz.00, k E N, uma sequência minimizante para

Poo(t, 2). Então existe um numero real c tal que

J(uxitT,2) = f eIt, re (D, us(D)dt:= ck lo,
quando k tende ao infinito. Note que c é finito devido às hipóteses acima. Para

qualquer controle viável v(­), definimos a trajetória estendida correspondente em R"+!
por

º
&= , where $º =e"*I(t,1,v0), 2º%(7)=O.

Es

Neste caso, 1º (t) = S el(s,x(s), v(s))ds e [* e l(s, 1(s), v(s))ds = J(v;Tt,2).
Nosso sistema estendido é dado por

tt, x, 0

f(t,x,v) ' z

Segue da hipótese (H2) e do Lema de Gronwall, que existe, para cada j E N, uma

constante M; > O com |&£(t)| < M;, t E [1,1 + j]] para todo processo adimissível
(x, u) E Dr.2;00. Além disso, para todo k, temos a estimativa

IEx(8)|| < K2(1+Mj), te [1,7 +13].
1A função f é chamada de velocidade estendida do problema Poo(t, z).
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1.2. EXISTÊNCIA

Desta forma, a seqiiência Z, é cequi­contínua em cada intervalo [7,7 + j]. Usando o

teorema de Arzelá­Ascoli (ver, por exemplo, [2, Teorema 1, Seção 0.3)) e o princípio
da diagonal, podemos extrair uma subseqiiência (não re­indexamos) Zx(­) convergindo

para uma função contínua Z(­) : [1, 00) — R" uniformemente em intervalos compactos.
Note que pelas hipóteses (H2) e (H5), podemos concluir, para todo k, que

ERC < Kae"*(1+diam(S,2)), t E [7,00). (1.2)

Já que o lado direito de (1.2) está em L'([7,0o)), segue de (1.2) e [2, Teorema 4,
Secção 0.3] que podemos extrair uma subseqiência (não re­indexamos) Zx(­) tal que

I9(­) converge fracamente a £º(­) em L'([1,co)).
Invocando as hipóteses (H3) c (H4) c usando argumentos básicos envolvendo separação

de conjuntos convexos por hyperplanos podemos concluir que

(t) E f(t,(1), O) a.e. in [7,00).

Agora, escolha T > 7. Pelo lema de Filippov (ver, e.g. [19]) existe uma função

mensurável vr(­) : [1,T] — OQ tal que 2(t) = z + Sí ft, x(t), vr(t))dt em [17,T]. À
convergência fraca de 49(­) — £º(­) in L'([7, co)) implica em

fe,1(),un ())dt — /
T

VT

et, x(8), vr (89) ae < T (1.3)

para todo k sufficientemente grande.

Agora construiremos um controle viável u(­) definido em todo intervalo [7, oo) no qual

x(t) =2z+ f' f(s,t1(s), u(s))ds.
Seja 1; := [T +j3,T +j+1]), para j = 0,1,2,... e considere a inclusão diferencial

t(t) E f(t, x(t), O) definida nos intervalos 1;. Novamente, segue pelo lema de Filippov

que existe v;(­) : 1; — O tal que x(t) = x(T + j) + Sia; f(s,x(s), v;(s))ds para todo
t E T;. Seja

tH ,teln,T v;(t) ,tel,;uq(t) := vr() 17) e uj(f):= a) do

Definindo u(t) := ur(t) + 372 uj(t), é fácil verificar que u(­) é um controle viável cor­
respondente à trajetória de saída do sistema r(­). Afirmamos que o processo (t(­), u(­))
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1.3. FUNÇÃO VALOR

é ótimo para o problema Pu(rt,z). De fato, considere a estimativa

fe It, x(t), u(t))dt — fe a, nO)
< feat,ua

T
T T+ /f eIt, T(t), u(t))dt — /f eIt, Te (É), uz (t))dt

+ /f eIt, re (8), up (1)dt |.
T

O primeiro e o terceiro termos do lado direito da estimativa acima podem ser tomados

tão pequeno quanto se queira com uma escolha apropriada de T > 7. O segundo termo

pode ser estimado pelo uso da Eq. (1.3) e escolhendo k grande o suficiente. E

1.3 Função Valor

Nesta seção definimos a função valor e verificamos algumas de suas propriedades. Na

próxima seção, mostramos que, sob hipóteses razoáveis cla é Lipschitz. O melhor seria

que à função valor fosse de fato C!, pois como veremos no capítulo de programação

dinâmica, proporcionaria uma ferramenta eficaz no diagnóstico e verificação se proces­

sos viáveis são ótimos. Porém, exemplos simples ilustram que a função valor não é

diferenciável. Assim, é natural procurar condições sob as quais a função seja pelo me­

nos diferenciável quase sempre. Esta resposta é apresentada na próxima seção. Agora

passemos à definição de função valor.

A função

V : [0,00) x Rº 3 (1,2) — inf(J(u;t,2) | (x, u) E Drx100) E R

é chamada de função valor associada com a família de problemas P.o(r, 2).
Precisaremos da definição da função Hamiltoniana:

H: (0,00) xXRXRUXRI > R
(tx,A,u) — (A, f(tx,u)) + e lLx,u).
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1.3. FUNÇÃO VALOR

Nos vamos também precisar da Hamiltoniana minimizada em relação ao controle

H:[0,00) x RX Rº 5 (t67,A) > min(H(t,x, Au)) E R. (1.6)
u

Além da hipóteses (H1), ...,(H5), consideraremos também

H6) A constante de Lipschitz K, em (H1) e taxa de desconto 5 satisfazem K, —ó < O.
Além disso, dado (7,2) E [0,00) x R”, existe uma vizinhança V,, de (1,2) e
um conjunto (invariante) limitado S,; C R” tal que para toda condição inicial
(7,2) E Vr2, o processo viável (x(­), u(­)) € D7,5,55 Satisfaz 1(­) E Sr,2­

Observação 1.3.1 As condições relacionando a constante de Lipschitz Ky e a taxa
de desconto 6 é crucial nesta abordagem; ver também [3, 41, 14/.

Sob esta hipótese extra é possível verificar que a função valor é de fato Lips­

chitz. Porém, vamos antes enunciar e provar um lema auxiliar técnico.

Lema 1.3.1 Suponha que as hipóteses (H1) e (H2) estejam satisfeitas. Sejam (1,2),
(7, 21) € [0, o) x Br(0) e u € Uaalt, 00). Let x, x7 os estados associados. Então

|H(t) = n1(t)| < eC MM z= an], t> 7. (1.7)

Além disso, temos

[T(t) — 2| < Ka(1+ R)eFMDPO to], t> 7. (1.8)

Demonstração: Provemos primeiro o segundo item do lema. Note que para £ > T

9­2 < fina), f 20 + e(0Daa
t tKalt=7|+ f Kalx(g) = zlda + /f Kalz|da

t

< f Ka(q)|z(a) — zlda + K2(1+ R)lt = 71.
Do lema de Gronwall segue que

[P(t) — 2] < Ko(1+ RN) to], t>7,

EV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16



1.4. LIPSCHITIZ CONTINUIDADE DA FUNÇÃO VALOR

provando (1.8). Agora provemos a segunda asserção. Observe que

T(t)— 11 (8) =/ [f(s,(s), u(s)) — f(s,11(s), ul(s))| ds + (2­2), t > 7.
Assim, (1.7) segue da continuidade de Lipschitz de f e do lema de Gronwall.

1.4  Lipschitiz Continuidade da Função Valor

Nesta seção mostrarermnos que a função valor, sob as hipóteses básicas suplementa­

das pela hipótese extra (H6), é Lipchistiz contínua. Para tal, precisaremos combinar

controles viáveis definidos em diferentes intervalos de tempo. Sejam ui E Uaga|s1, 00],
u2 E Una(s2, 00], onde O < s7 < s2 < co. Definimos à concatenação

sz u1(t) ,t E [81,82)
u1Nu2 = .

u2(t) ,t E [852,00)

Lema 1.4.1 Suponha que as hipóteses (H1),..., (H5) e (H6) valem. Então temos

a) Ví(r,z) está bem definida para todo (1, 2) E (0,00) x R";

b) A função valor V(.,­) é Localmente Lipschitz em [0,00) x R”.

Demonstração: Asserção a) segue de (H6) e Teorema 1.2.1. Para demonstrar b) é

suficiente provar que dados T > 0, R > O, existe uma constante C tal que para todos

(81,21) e (52,22) E [0,T] x Br(0) tem­se

|V(s1, 21) — V(82, 22)| < C(ls1 — sa] +|21 — 22]). (1.9)

Já que [0,T] x Br(0) é compacto segue de (H6) que existe um conjunto invariante
Sr,r C R? de forma que para toda condição inicial (7, 2) € [0,T] x Br(0), o processo
viável (r(­), u(­)) E Dr,.1;50 Satisfaz 1(­) E Sr.n, L­e.,

It(t)| < Mr.n, t E (7,00). (1.10)

Sejam (81,21), (82,22) E [0,00) x Br(0) dados, com s1 < s2. Dado e > O, escolha

ui E Una[81, CO), uz E UnpalS2, 0o) tal que

Ví(si2) > Juss) — e, it =1,2.
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1.4. LIPSCHITIZ CONTINUIDADE DA FUNÇÃO VALOR 13

—
82 2” . mm

Defina U) := uz [| u2, U2 := U1jf83,00): Sejam £1, X2, T1, T2 OS estados correpondentes a
t1(s1) = T(s1) = 2 é 12(s2) = Ta(s2) = 29.Assim obtemos

Vís1,21) — V(S2, 22) < Vís1,41) — Jus: 82, 22) +eE
< J(isna)>­J(usss2.2)+e

e por simetria

IVís1,21)— Ví(s2,22)) < e+|J(M;s1,a)—J(U2; 82, 22)|
+H|J (413 81,21) — J(Ta; 82, Y2)|­

Para obter (1.9) devemos estimar os termos

[7 (E; 81,21) — J(U2; 82, 22)|, JS) — J(D2; 82, 42)|.

Segue da definiáão de J e das hipóteses (H2), (H3) que

|J(M; 81,2) — J(u2;52,22)] < / ePiçr,fa(r), ta (r)) dr
1

+ fer, Ha(r),a (r)) — elo, z2(r), uz(r)) dr |
2

82 oo

<Ka [eta+ mb Dar+ãa [etapa — (11)
81 82

O primeiro termo do lado direito de (1.11), via lema de Gronwal, pode ser estimado

por Cla, — Sa], para alguma constante C, a qual depende de Ko, T e R.
Agora cestimemos o último termo. Segue de (1.7) que

(1)= x2(1)) < em 2T (82) — 2o|
< eMa)(IF1(89) = n |+| 2 = 2]),

para r > s&º. Além disso, segue de (1.8) que [71(s2) — 11| < Clsa — s1|, with C =

K2o(1+ R)JeT, Assim,

[1(r) = xa(r)| < CeTN(ls7 — sol +| 21 = 2]), r > s2.
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1.4. LIPSCHITIZ CONTINUIDADE DA FUNÇÃO VALOR

Substituindo em (1.11) c usando o fato de que K, < ó, por hipótese, obtemos

[J(%1; 81,21) — J(U2; 52, 22)| < C (|s1 — sal +|21 — 22/).

O termo |J(uv13 51,21) — J(To; 54, 7/2)| pode ser estimado de forma análoga e segue de
(1.11) que

|V(s1,21) — V(82,22)| < E + C (|s1 — 82] +|11 — z22]),

onde a constante C' depende de 21, 22, S1; S2, E e cresce exponencialmente com 7”.

À continuidade de Lipschitz de V segue da passagem ao limite quando e | O,
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Capítulo 2

Programação Dinâmica

Neste capítulo apresentaremos resultados da programação dinâmica para problemas

regulares com horizonte infinito, sob hipóteses bem flexíveis.

2.1. Preliminares e subdiferenciais Proximal e de

Dini

Primciramente, recordemos que as funções Hamiltonianas

H:[0,o0o)xXRU XKROUXKRO O R

H: 0,00)x Rº xXR" — R.
são as funções previamente definidas no Capítulo 1 em (1.5)­(1.6).

Antes de nos concentrarmos nos resultados principais deste capítulo, precisa­
mos recordar alguns conceitos da análise não­suave.

Dada uma função f : Rº — R, dizemos que o vetor €é E Rº é o gradiente
prorimal de f at x se existir uma vizinhança U de x e um número o > O tal que

f(Y) > fix)+ (E y =x) —olly =|P, vw EU. (2.1)

Denotamos por dpf(x) o conjunto de todos os subgradientes proximais £ de f
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2.1. PRELIMINARES E SUBDIFERENCIAIS PROXIMAL E DE DINI 16

Dcfinimos também o conjunto de supergradientes proximais por 9º f(x) :=
—dp(—(x). É fácil ver que € E 9º f(x) se existir uma vizinhança U de x e um
número o > O tal que

f(yY) < f(x) +(E&y =x) +olly— |, vy EU. (2.2)

A subderivada de Dini de f em x, na direção v, definida por

fla + tw) = fo)
tDf(x;v) := liminf

tio

e o subgradiente de Dini de f em rx é o conjunto definido por

Opf(z):=(£ E Rº | Df(x;u) > (&,v), Vo E Rº). (2.4)

O supergradiente de Dini, denotado por 9ºf(x), pode ser definido usando a superde­

rivada de Dini, ou alternativamente, por ­—ôp(—f)(x).
Embora 3Ipf(r) C Opf(x) (a inclusão poder ser estrita), é possível aproxi­

mar o subgradiente de Dini pelo subgradiente proximal. Este resultado será enunciado

formalmente a seguir.

Lema 2.1.1 (ver, e.g., [13, Proposition 3.4.5)) Seja £€ E Opf(xr). Então para todo
E > O eriste z E x + B.(0) e 6 E Opf(x) tal que |f(x7) — f(e)| <e e||lE Cl <e.

Antes de avançarmos com os resultados deste capítulo, vamos introduzir as

hipóteses básicas sobre f e fo.

Hipóteses Básicas:

(B1) f c fo são funções contínuas ;

(B2) 3K, e 3K,; tais que fo(t,x,u) < Ko(1+||x|)) e f(t,x,u) < Ko(1+|r|)) VYr e
R", vue O.

Estas hipóteses estarão satisfeitas ao longo deste capítulo.
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2.2. PROGRAMAÇÃO DINÂMICA

2.2 Programação dinâmica

Seja é : [0,00) x Rº > R uma função contínua. Suponha que f(­,.,u) é localmente

Lipschitz em [0,0c) x R”. Dizemos que o sistema (&, f) é fracamente decrescente se

para qualquer z E R", existe um processo viável (x, u) € Do,z;0o que satisfaz Q(t, x(t)) <
éd(O0, r(0)) Vt > O. Dizemos que o sistema (4, f) é fortemente crescente em [O, co) se para

qualquer intervalo [a, b] contido em [0, oo), qualquer processo viável (x, u) E Da.s(a),co
satisfaz Q(t, x(t)) < Q(b,x(b)) Vt E [ab]. É fácil verificar que (4d, f) é fortemente
crescente em [0, co) se e somente a função t — qQ(t, r(t)) é não­decrescente, sempre
que (x, u) é um processo viável de P..(0,xr(0)).

De acordo com a notação acima introduzida, enunciaremos uma proposição

que relaciona sistemas fracamente decrescentes e fortemente crescentes (decrescentes)
com a hamiltonianas.

Proposição 2.2.1 Se f(­,., u) localmente Lipschitz e é contínua então:

(a) (é, f) é fortemente crescente em [0, oo) se e somente se

a +h(t,1,6) > O, V(a,6) E Ipé(t,x), V(t,x) E (0,00) x R";

(b) (q, f) é fortemente decrescente em [0, co) se e somente se

a +h(t,x,6) <O, V(a,6) E dpé(t,x), V(t,x) E [0,00) x R";

(c) (9, f) é fracamente decrescente em [0,0oO) se e somente se

a + h(t,x7,6) <O, Ví(a,6) E dpé(t,x), V(t,x) E [0,00) x R".

Aqui h,h: [0,00) x Rº x Rº — R são as funções

h(t,1, O) := min((6, f(t,x,u)) : ue O)

h(t,17, O) := max((6, f(tx,u)) : ue O).
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2.2. PROGRAMAÇÃO DINÂMICA 18

Demonstração: Esta proposição é um apanhado de resultados que podem ser en­

contrados em [13]. =

Precisaremos a seguir da definição de pontos de Lebesgue de uma função dada

9: RR". Dizemos que t € Ré um ponto de Lebesque de g se lim SP 9(0)do = 9(t).
Agora apresentamos os resultados da Proposição acima adaptados ao nosso problema.

Proposição 2.2.2 Seja é : (0,00) x Rº — R uma função contínua e H a função

Hamiltoniana associada ao problema (P.o(s,z)). Então

(a) a funçãot E [8,00) — p(t, x(t))—Sf,º e fo(o, x(0), u(o))do E R é não­decrescente
ao longo de qualquer processo (x,u) E Dsz,505 SE E Somente se

fa+H(s,2,6)) >O (2.5)(a.z)
para todo (s,2) E [0,00) x R”.

(b) a função t E [8,00) > E(t, 1(8)) — f.º e fo(o, x(0), u(o))do E R é não­crescente
ao longo de qualquer processo (x,u) E Ds,x;50 SE E somente se

max fot H(s,2,6) + <Oo (2.6)
(a,E)Edpu(s,2)

para todo (s,z) E (0,00) x R".

(c) a função t E [8,0o) > pt, 1(t)) — f,º e fo(a, r(0), u(o))do E R é não­crescenteao longo de algum processo o € Ds,2,06 SE E somente se
fa+H(s,2,6)) <O(1,0)EDDA8,2)

para todo (s,2) E (0,00) x R".

A notação É significa a troca da minimização pela maximização na definição de H,
L.e.,

H(s,2,6) = max ((6, f(s,2,u)) + efo(s,2,1)) .
Demonstração: Demonstraremos asserção (a) da Proposição. As demonstrações

das asserções (b) e (c) são similares à demonstração da asserção (a) e serão omitidas.
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2.2. PROGRAMAÇÃO DINÂMICA 19

Scja (t,u) E Dsz.50:+ Soja S o subconjunto de medida total de pontos £ €

[s,oo) tal que existe a derivada de x em t e t é um ponto de Lebesgue de 6 —
e fo(o, x(0), u(o)).

Da desigualdade do gradiente proximal obtemos a seguinte desigualdade

lt +r, (t +r)) — p(t, x(É)) +f e *º fo(a, x(0), u(0)))dt >
ar + (£,x(t +r) — x(t)) +fe fo (t,T(t), u(o))dt —

Utilizando o fato que x(s +r) — r(s) = &(s)r + O(rº), dividindo a expressão

(2.8) por r e tomando o limite inferior, quando r — 0+ obtemos

D [9(6 200) — fe” fo (o,2(0), nlo)) do
e fa(t,x(t), u(t))) +a+(8 f(s,t(s),u(o))) > O (por(2.5)).

para todo (a,£) E ôpy(s,z). À monotonia de

t > et, x(t)) — [O e fo(o, (0), u(o))do segue de [20].
Passemos agora a prova da recíproca. Seja é : (0,00) x Rº x R— R a função

definida por

d(t,x,y) =o(t,x) — y.
Defina o campo estendido fÍ := (fo, f)', onde t significa transposto. A função À, por
hipótese, é crescente ao longo de qualquer processo viável de f. Logo (Ver Exercício
4.6.4, [13]) o sistema (4, f) é fortemente crescente e satisfaz as hipóteses da Pro­
posição 2.2.1. Isto implica que

para todo (t, x,y) E [0,00) x Rº x R, para qualquer (a,6,6o) E Ié(t,x1,y). Fazendo

v1(t, x,y) := o(t,x) e pat, x,y) = y obtém­se de ([13], Prop 2.2.11) que

(a, 6,6) — palt, x,y) E dn (t,x,y).
Dai segue que

(a, 6, Co) = (0, 0, —1) € Ono (t, L, y).
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2.2. PROGRAMAÇÃO DINÂMICA

Isto implica que (a,6) E Ap(t, x) e Go = —1, obtendo o resultado descjado.

Agora, verifiquemos que função definida por

t E [s,00) — V(t1, r(t)) — fe”fo(a, x(0), u(o))do E R
(veja que trocamos a função contínua 4 da Proposição pela função valor V) é não­

decrescente, ao longo de qualquer processo viável (r,u) E Dz0,60. Seja t E [0, 00) fixo
er > 0 qualquer. Então, para qualquer processo (r,u) E Dz 0:00; temos

V(t+r,x1(t+r))—Jar e*sfo(s, x1(s), u(s))ds
—o2 etsfo(s,x(s), u(s))ds]= V(t +r,1(t+r))— )++ Sesfo(s, x(s),u(s))ds > O;

(a desigualdade segue do princípio da otimalidade da programação dinâmica). Isto

acarreta a monotonia da função em questão.

À consequência desta monotonia à luz da Proposição 2.2.2 é que a função

valor, de fato, satisfaz a desigualdade (2.5).

Como corolário das Proposição 2.2.2 temos o seguinte resultado.

Corolário 2.2.1 Dado um processo (X,4) E Do.2:00, Se existe uma função contínua 4
de forma que desigualdade (2.5) é satisfeita ao longo de (T,ú) e

1. 6(0,2) = Sº e fo(t, E(t), u(t))dt;

2. lim (s,2)=0 VzZ' em conjuntos compactos do R",
então (T,u) é um processo ótimo de (P.o(0,2)).

Demonstração: Tome (r,u) E Doz.co UM processo admitível qualquer. Seja é uma
função satisfazendo as hipótese do corolário. Da Proposição 2.2.2 segue a função

tr plhel)= / fasa(), us
é não decrescente. Então, para qualquer t > O temos

eat)/ folaa(),u(s)As>
t

(0,200)= [ efols,a(9), ul9))ds.
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2.2. PROGRAMAÇÃO DINÂMICA

A simple algebraic calculation implics

(t,x(8)) + f e* fo(s, x(s), u(s))ds > (0, x(0)).
Tomando o limite quando t£ * oo e usando as condições 1 e 2 sobre +» segue que

[es] oo" e”* fo(s, x(s), u(s))ds > (0, x(0)) = /f e” fo(s, T(s), n(s))ds.
o o

Uma função + que satisfaz as condições do corolário é conhecida como função

de verificação para o processo (Z,u).

Agora é pertinente chamar a atenção para o fato da função valor V satisfazer a

condição 2. do Corolário 2.2.1, ou scja a condição de decaimento a zero quando o tempo

vai ao infinito, uniformemente em compactos do R” ([8], Proposição 9). Neste trabalho,

em diversas ocasiões, faremos referências a esta condição apenas como condição de

decaimento. Por outro lado, é claro que V satisfaz a condição 1. do corolário se e

somente se a o processo (7,4) for ótimo.

Assim, temos o seguinte resultado de verificação:

Proposição 2.2.3 Um processo (7,4) E Do,:;50, É otimo se e somente se existe uma
função de verificação para este processo. A função valor é uma tal função de veri­

ficação.

O próximo resultado, um dos principais deste capítulo, fornece a equivalência entre as

soluções proximais e de Dini das desigualdades de HJB.

Proposição 2.2.4 Seja é : (0,00) x Rº — R contínua. Então

E) pote TROIS SD amto ts)
b min a +Hls,z, >0 SS min a + H(s,2, >O.(p) (a,6)EOpu(s, 7) ( | $ ) (a,8)EAP (3,2) í ( 9 )

(c) A função valor V satisfaz as desigualdades de HJB dos itens (a) e (b).
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2.2. PROGRAMAÇÃO DINÂMICA

Demonstração: Provemos (a). À condição suficiente segue do fato que ôpg(t,x) C
Ipé(t, 1) for all (ft, 7) no domínio de q. Provemos a condição necessária. Seja (a, 8) €

Opg(s,2) arbitrário. Segue do Lema 2.1.1 que para todo n E N existe (an, Ôn) €E
(a,8)+ B1(0) € (Sn,tn) E [0,00) x Rº tais que |s, — s) + |2n — z| < 1/n, (an,On) E
Opd(Sn, mn) E P(Sn,2) — d(s,2) < 1/n. Então

an +Hlsn,tn,Bn) ) <O Vn.

Já que a função H é contínua, tomando o limite quando n — oo, obtemos o desejado.

Agora provemos (b). À primeira desigualdade de (b) é satisfeita para todo

(a,£8) E Opy(s,z) se, e somente se, a função a função t E [s5,00) — p(t,x(t)) —

Ssefo(a, x(0), u(o)) do E R é não­decrescente ao longo de qualquer processo (x, u) €
Da2:00­ Isto equivale a t E [8, 00) > —o(t, x(t)) + f*e fo(o, (9), u(o0))do E R sernão­crescente ao longo de qualquer processo ­ u) E Ds,:;00, QUE por sua vez é equiva­
lente a

fa+A(s,2,8)) <O (2.9)(a,9)edp(=Ss,z)
para todo (s,2) E [0,00) x Rº. Agora podemos utilizar o Lema 2.1.1, análago à

demonstração da parte (a) para verificar que (2.9) é equivalente a

a+Hl(s, 2, <o 2.10(a,9) ESCÉnias,at 33 ( )

para todo (s, 2) E [0, co) x R". Como Ip(—y)(s,2) = —­OP(s,z) é fácil ver que (2.10)

é equivalente a (a.(529 fa +H(s,2,6) ) > O, provando (b).
Finalmente, vamos provar o item (c). Já observamos que a função valor V

satisfaz a primeira inequação do item (b). Assim, satisfaz também a segunda. Resta

mostrar que V satisfaz alguma das desigualdades do item (a). Mostremos que V satisfaz
à primeira delas. Seja (s,2) E [0,00) x Rº. Sob as hipóteses básicas, o problema

(Pos, z)) possui solução ótima. Tome (x, u) um processo ótimo. Assim, a função t —

— fefo(o, x(0), u(o0))do E R é constante. Isto é equivalente ao sistema
(d, fo, f) ser fracamente decrescente, que por sua vez é equivalente à desigualdade

desejada. E
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2.3 Soluções Viscosas da Equação de HJB

Nesta seção vamos introduzir o conceito de solução viscosa para equações de derivadas

parciais de HJB e mostrar que a função valor do problema de controle ótimo é a única

solução viscosa com decaimento no infinito.

A função v : (0,00) x Rº — R é dita solução viscosa da equação de derivadas
parciais

Ou + H(s,2,0,u) = O, (s,2) E (0,00) x R”, (2.11)

quando

a) v é continua e v(s,2) — O, quando s — oo, uniformemente em conjuntos com­

pactos K C R";

b) Para toda função diferenciável p e C((0,0o) x R";R), tal que v — é tem um

máximo local em (s, 2) E (0,00) x R", temos

([9P+H(s,2,0,0)) > O;

c) Para toda função diferenciável é E C((0,00) x R": R), tal que v — é possui um
mínimo local em (s, z) E (0,00) x R", temos

(9:06 + Hs, Z, 0:9)) < o.
Se a função v satisafaz somente a) e b), então ela é chamada sub­solução viscosa. Se

V satisfaz somente a) and c), é então chamada de super­solução viscosa.
Passemos agora ao resultado principal desta seção:

Teorema 2.3.1 À função V é a única solução viscosa da Eq. (2.11).

A demonstração deste resultado será feita no final desta seção. Antes vamos

apresentar alguns resultados que são necessários à demonstração. Entretanto, são

enunciados separadamente por conterem informação premente à elucidação do assunto.

Proposição 2.3.1 (1) Uma função vv é sub­solução viscosa da Equação de HJB se e
somente se
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2.3. SOLUÇÕES VISCOSAS DA EQUAÇÃO DE HJB

(a) para todo (s,z) E [0,oc),

(b) lim v(s,2) = O uniformente para z em compactos do R”".£S TOC

(ii) Uma função v é super­solução da Equação de HJB se e somente se satisfaz a
asserção (b) do item (i) e, para todo (s, 2) E [0,00), tem­se

fa+H(s,.2,0)) < O Vía,8) Ee ôpu(s,2). (2.13)

Demonstração:  (i) Tantona demonstração da condição necessária quanto da sufici­

ente, a condição de decaimento está satisfeita por hipótese. Portanto, concentraremos

em demonstrar o restante.

Seja v uma função contínua satisfazendo a Eq. (2.12). Mostremos que v satisfaz

a condição a) da definição de sub­solução.

Tome uma função & diferenciável em (s,2) tal que v — é tem máximo local

em (s,2). Assim —(v — é) tem um mínimo local (s, 2), o que implica em 0 E 9p(—v +
é)(s, 2). Logo — vê(s, 0) E dp(—u)(s,z). Mas isto é equivalente a vo(s, 0) € 9uv(s, 2).
Portanto, já que uv satisfaz a Eq. (2.12) c é é arbitrária, a condição a) é satisfeita.

Agora provemos a recíproca. Seja v uma sub­solução viscosa da Eq. de HJB.

Tome (a, 8) E 9P”v. Assim, (­a, —8) E ôp(—v). Segue de ([13], Proposição 3.4.12) que
existe uma função —& tal que V(—d)(s,2) = (a, —P) e —u+ é tem um mínimo local

em (s,2z). Isto é, v — é tem um máximo local em (s, 2). Logo, já que v é sub­solução,
a Eq. (2.12) segue da condição a).

A demonstração do item (ii) é similar e portanto será omitida.

2.3.1 Demonstração do Teorema 2.3.1

Sabemos que a função valor V é solução viscosa da Eq. de HJB. Resta mostrar a

unicidade. Scja (s, 2) pertencente ao domínio de V.
Suponha que « seja outra solução viscosa. Provemos que V =. Dado e > O,

tome (x, u) E Ds,2:00 tal que [* e fo(o, x(0), u(o))do < V(s,2) +e
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2.3. SOLUÇÕES VISCOSAS DA EQUAÇÃO DE HJB

Assim, já que & é sub­solução viscosa, segue das Proposições 2.2.2 c 2.2.4

vt, r(t)) — fe fo(o, x(0), u(o))da > (s,2) — fe” fo(a, x(0), u(o))do
8

para todo t > s. Isto implica em

o(t, 2(8)) — f et f1(a,1(0), u(o))do > 1(s,2) = V(s,2) =e.
Tomando o limite quando t — co no lado esquerda da equação acima e usando o fato

que as trajetórias sub­ótimas são limitas e crescimento linear de fo, obtemos

v(s,2) < V(s,2) +e.

Logo, como « é arbitrário, segue que v(s,2) < V(s,2z).

Agora mostremos a desigualdade contrária. Seja (7,4) E Ds.:.56 UM Processo

sub­ótimo. Já que é é super­solução viscosa, segue das Proposições 2.2.2 e 2.2.4

v(t, (t)) — f e * fo(a, x(0), u(o))do < é(s,2) — fe fo(o, x(0), u(o))do
para todo t > s. Passando ao limite quando t — oo e usando usando uma argu­

mentação similar à primeira parte da demonstração conclui­se que p(s,2) > V(s, 2).

Embora que os resultados apresentados neste capítulo referem­se a sistemas

dinâmicos, cujos campos vetoriais são funções, estes podem ser obtidos no contexto

de inclusões diferenciais, sem muita dificuldade técnica. À partir do próximo capítulo,

passaremos a lidar com problemas envolvendo inclusões diferenciais.
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Capítulo 3

Dinâmica Impulsiva: Estabilidade,

Invariância e Monotonia

3.1 Introdução

Neste capítulo vamos estudar algumas propriedades fundamentais de sistemas dinâmicos

impulsivos. Nosso estudo se concentrará nas propriedades de sistemas governados por

inclusões diferenciais, visto que nosso interesse é por sistemas de controle. Estudaremos

propriedades de invariância, monotonia, estabilidade global segundo Lyapounov e esta­

bilidade local (atingibilidade). Uma breve discussão introduzindo as noções básicas de
sistemas dinâmicos impulsivos faz­se necessária, antes de passarmos ao estudo desssas

propriedades.

Consideramos sistemas de inclusões diferenciais da forma

dr(t) Ee F(t,x(N))dt+G(t,r(t))u(dt) teO,0o) (3.1)(0) = Xo,

onde F : [0,00) x Rº — P(R"), e G : [0,00) x Rº > P(R9) são multi­funções dadas

eu E C*([(0,00);KO) é o espaço dual das funções contínuas de [0,00) a Rº tomando
valores em K. O conjunto K é o cone positivo de Rº,

Note que a inclusão diferencial é controlada por medida. Dado um par (to, 42),

vamos definir conceito de trajetória como em [32], fazendo os ajustes necessários para
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3.1. INTRODUÇÃO 28

englobar intervalos infinitos [0, oo), uma vcz que lá são tratados problemas com tra­

jetórias em intervalos limitados.

Para apresentar a noção de solução, vamos introduzir alguns conceitos e notações.

No que segue AC([0,oo); Rº) e BV*([0,00);Rº) denotam o espaço de funções abso­
lutamente continuas com valores em R", e o espaço das funções de variação limi­

tada que são contínuas a direita em (0,00), |u| denota a variação total da medida 4,

|ul(dt) := >], pi(dt), Cx B é o produto o­álgebra, onde £ é a o­álgebra dos conjuntos
de Loebesgue de [0,oo) ce B é a a­álgoebra dos conjuntos de Borel de Rº. Diremos que
uma certa propriedade vale quase sempre (q.s.) num conjunto quando o subconjunto

dos pontos onde esta propriedade não se verifica tem medida zero.

Uma família de completamentos gráficos associados à medida vetorial 1 é o conjunto

de todos os pares (9,7,) : [0,00) — [0,00) x K onde 8 : (0,00) — [0,00) é a inversa
de 7 : [0,00) S P([0,00)) (i.e., O(s) = t, Vs E T(t)) e 171 : (0,00) — R' é definida
Vs E Ti(t), Vt E [0, co), por

M(6(s)) se lul(ft)) =0
7(8) :=

M(t") + fa, oo)da se lul(ft))>O,

v() E Vi = fu: n() — K| d(s) + XT u(s)=1VYs ET), Saco v(ss)ds =
n((t))) Vt E [0,00);

M(­) = col(M(­),..., Mn (­)), com M;(t = fo,qi (ds), Vt > 0, e M;(0):= O,
i=l..m

n(­), definida por n(t) := t + 7º, M;(t), é a reparametrização do tempo; e

(n(t) se |ul((t)) =O,

nt), n(t)] se jul(ft))>O.
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3.1. INTRODUÇÃO 29

Definição 3.1.1 Uma função x € BV*([0,00);Rº) é uma solução robusta de (3.1)
se existir uma função Lebesgue integrável f, f(t) E F(t,T(1)) L­a.e., e uma função
lul­integrável 9, g(t) E G(t, x(t7); u((t))) lul­a.e., tal que

(1) = (0) + fora J,, SO Mudo) ve e (0,09),
[0,4

onde a multi­função & : [0,00) x Rº x K > P(R") é definida por

> 1G(t, 2)w(t)) sela|=0
G(t,2:a) :=

:
;(Et) Sac)1 sejal>O

para todo (E(­),Yu) satisfazendo

EM(t)) = z,
é(s) = G(t,E&(s))in(s) fltl­ae,e

»a Ta(n(t)) — Tn(n(tº)

para alguma função G E G contínua emt e Lipschitz em x. Aqui, |a| = >"? 1a u()
é a derivada de Radon­Nicodym de ju w.r.t. |ul, (E, yu) pertence a AC([0, co); Rº x Rº),
e o par (0,7,) é um completamento gráfico de p.

Dizemos que (x, u) é um processo viável para o sistema (3.1) se u € C*([0, 00); KO)
e x é uma solução robusta de (3.1).

Vamos precisar neste capítulo e no próximo de um resultado que diz respeito

à mudança de variáveis em integrais. A demonstração deste resultado e similar ao caso

de medida escalar [37] e será omitida.

Lema 3.1.1 Seja (0,1) uma família de completamentos gráficos de 1u E C*([0, 00); K)

e tome y(­) uma seleção mensurável de I(­). Então

(1) 9 ey são funções Lipschitz, não­negativas e satisfazem

k

Ó(s) + 2 hs) =1 L—­qs;
i=|l
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3.1. INTRODUÇÃO 30

(ii) Para toda medida de Borelhu € C*([0, 00), K), toda função integrávelG : [0, 00) —
RºXE e conjunto de Borel T C [0,00), temos

f.,, SONO= / GE) ud).
9 uT) T

(ili) Para qualquer função Lebesgue mensurável f : (0,00) > R" e conjunto de Borel
S C [0,00), tem­se que 0(S) é também um conjunto de Borel e

f f66nóAs = fn)dr.
o(S)

Associada à inclusão impulsiva (3.1) existe uma inclusão usual. Esta asso­
ciação é de tal forma que, fixada a medida de controle e, em consequência o seu

complemento gráfico, soluções da inclusão regular estão associadas às soluções de in­

clusão impulsiva de forma especial. O resultado a seguir enuncia isto formalmente. À

demonstração será omitida, pois é quase análoga à demonstração do resultado similar

(Teorema 4.1, [36]), em que a medida de controle é escalar.

Teorema 3.1.1 Suponha que as multi­funções de (8.1) satisfazem:

e F toma valores em conjuntos fechados e é Lx B mensurável; e

e G toma valores em conjuntos fechados e é Borel measurável.

Fire uma medida 1 E C*([0,00); K) e um valor inicial ro. Seja (0,7) o completamento

gráfico de hu en a função de reparametrização.

(1) Suponha que x(­) E BV+ ([0, 00); Rº) é uma solução robusta de (3.1) (em relação
anexo) Então eriste uma solução y(­) € AC ([0,00) ; Rº) de

d(s) e F(0(s),y(s))O(s)+ F(O0(s),y(s))i(s)
y(0) =,

para a qual

x(t) = y(n(t)) forallte (0,00).

Reciprocamente,
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3.2. ESTABILIDADE SEGUNDO LYAPONOV 31

(ii) suponha que y(­) E AC ([0,00) ; Rº) é solução de (3.5). Então existe uma solução
r(­) E BV* ([0,00); Rº) de (3.1) para a qual (38.6) é satisfeito.

(iii) Tome uma solução x to (3.1). Let y be a solution to (3.5) tal que (3.6) é satisfeita.
Então

Ilellr.v. < lullr.v.

Antes de começarmos a discussão dos resultados principais deste capítulo va­

mos apresentar as hipóteses básicas sobre as multi­funções F e G. Estas hipóteses

permanecem válidas para o resto do capítulo.

Hipóteses Básicas:

(h1) Para todo x E R", F(r) e G(r) são conjuntos convexos, compactos e não vazios;

(h2) F e G são semi­contínuas superior;

(h3) cxistem constantes a c b tais que para todo x E R”,

Recordamos que a multi­função F é semi­contínua superior em r se, dado € > O, existe

ó > O tal que

lly = x|| <ó => F(y) C F(17) +eD,

onde B significa a bola unitária de R". A hipótese (h3) é conhecida como condição de
crescimento linear e é uma generalização natural do caso onde F é uma função (cada

imagem é um único ponto).

3.2 Estabilidade segundo Lyaponov

Vamos agora supor que as multi­funções F' ceG, que definem a dinâmica, não dependem
explicitamente da variável tempo. Vamos propor os resultados principais que dizem

respeito à estabilidade dos sistemas de controle com parte singular.
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3.2. ESTABILIDADE SEGUNDO LYAPONOV

Scja

F(%) = (F(E)NwW+G(f)U:vEe V), (3.9)

onde V := f(vo,v) : vo >O,yu E K, IL qu=1).
Dizemos que duas funções Q e V constituem um par de Lyapounov para £ se

satisfazem:

1) Q V>0 Vín)D=0er=

2) (fr E Rº: Q(x) < r) é compacto para todo r E R; e

3) min (6,yv) <—V(r), VSEE IpQ(r), para todo x E R”,
vEF(t,x)

onde OpQ(x) denota o subgradiente proximal de Q em 7.

Dado um ponto Z tal que 0 E F(Z) (isto significa que x é ponto de equilíbrio
de (F,G)), dizemos que o sistema (F, G) é globalmente assintoticamente controlável

(GAC) a Z se para qualquer ponto zº5 E R”, existe um processo viável (x, 1) de (3.1),

para o qual r(0) = nº e r(t) — Z, quando t vai ao infinito. Quando isto ocorrer,

diremos simplesmente que (F, G,x) é GAC.

Mostraremos que, sob hipóteses razoáveis, a existência de um par de funções

de Lyapounov para o ponto de equilíbrio XZ implica que o sistema (F,G,Xx) é GAC.

Algumas vezes, neste capítulo, vamos precisar de uma condição de regularidade

do ponto de equilíbrio em relação às colunas do campo singular:

(CR) 0 é (G(ZX)uU : (0,v) E V).

Quando dissermos que a condição de regularidade (CR) vale sem explicitar o ponto

de equilíbrio, estamos supondo que (CR) seja válida em todo ponto de equilíbrio do

sistema (F, G).

Teorema 3.2.1 Seja 7 € Rº tal que O E F(X). Suponha que exista um par de funções
de Lyapounov Q e V para X e que este satisfaça a condição de regularidade (CR).
Suponha ainda que V seja Lipschitz e cresça linearmente. Então, (F, G,x) é GAC.
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3.2. ESTABILIDADE SEGUNDO LYAPONOV 33

Demonstração: Scjam Ze R"'c(Q,V) um par de Lyapounov para z. Segue de

([13], Teorema 4.5.5) que para qualquer xo E R? existe uma trajetória y(­) de É tendo
y(0) = nº tal que y(s) — 7 quando s converge ao infinito. Segue da construção da

trajetória y através da seleção mínima em F e da própria definição de F' que vale a
inclusão:

v(s) E [f(s))uo + g(s)u: ve UV),

onde f(s) € F(y(s) e g(s) € G(y(s)) para quase todo s € [0,00o).

Agora podemos aplicar o teorema da seleção mensurável. Assim existe uma

função Lebesgue mensurável (vp,t1,...,va)(s) E V, quase sempre em [0, co), tal que
q

u(s) = f(s)vo(s) + > ai(s)ui(s). (3.10)
i=l

É necessário observar aqui que, embora o teorema da seleção mensurável seja
válido para intervalos fechados, podemos considerar a aplicação dele seguidamente nos

intervalos [4,1 +1] para i=0,1,..., obtendo, pelo principio da indução matemática,

o resultado acima no intervalo [0, 00) = Us [1,1 + 1).

Note que a função ug : [0,00) — [0,0o0) não se anula em intervalos infinitos.
De fato, suponha que vo = O no intervalo [to, o) para algum to > O. Então, segue de

(3.10) que

y(s) — so = Í 2 sils)ui(s)ds.
Tomando o limite quando t — co na equação acima obtemos

oo 9Io­n= /f gi(s)uí(s)ds.
bb im

Isto implica que a integral no lado direita da equação é finita. Logo, podemos arranjar

uma seqiiência s, — oo tal que o integrando 397, g;i(s.)uií(se) convirja a zero. Isto
junto com a semi­continuidade da multifunção x —& (G(r)u : (0,vu) E V), implica
que O E [G(ZX)uU : (0,v) E V), contradizendo a hipótese de regularidade de Z. Isto
prova a afirmação.

Agora vamos construir um processo (r, 4) tal que r €E BV* é uma solução
da inclusão dinâmica impulsiva (3.1), correspondente à 1. Primeiro construiremos à
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3.2. ESTABILIDADE SEGUNDO LYAPONOV

medida de controle 1. Defina

O(s) := f voío)do, —mn(t):=sup(s : O(s) <tl;e (3.11)

u(A) =/ 114/96 VA E B([0,00o)), (3.12)

onde v(s) := (v1(s),...,u4(s)).
Como a função vo(s) é não negativa e não se anula em intervalos ilimita­

dos, a função 6 definida em (3.11) é não­decrescente e sua imagem é todo intervalo

[0,00). Isto implica que 4, definida em (3.12) é uma medida regular, com domínio
nos borclianos do intervalo [0, oo). Segue facilmente da definição de n que esta é uma

função crescente. Seja (t;) uma seqilência de pontos em [0,0o) onde os intervalos
9!(t;) são não­degenerados, ou seja, cada t; é um átomo da medida 4, por cons­
trução (ver (3.11) e (3.12)). Queremos mostrar que existem f(s) E F(x(s)) q.s. e
5(s) € G(z(s),n((s))) lulas. tal que

t =(0) =20+ | fojdo+ | a(oNuldo
o [0,8]

para todo t € [0,00). Defina

= f(n eso). v(n(t)) Vt E [0,00)VUÊZ  ft;)
GooÇ) Taty 8(s) ­uvís)ds Vt E UN (ti).

Note que xr(0(s)) = y(s) em [0,00)VU:([07!(t;)) e d(s) = O em U;(97!(t;)). Então
temos

l, Ara Í0(6))0(s)ds
J, AFGOD) (f(1))dt

,

Isto implica que f(t) € F(x(t)) quase sempre com relação a medida de Lebesgue.
Segue facilmente da definição de 5 que

G(t) € G(t, x(t); u(ft)) VteUudt). (3.13)
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3.3. INVARIÂNCIA E O CONJUNTO DOS ESTADOS ATINGÍVEIS

Também temos

f xG((o(s») (E(8(s)) ­ v(s)ds
[0,00)VU; (97! (t;))

= /f xcata(o (EM) u(de).
(0,00)VW: [(t:))

De onde segue que g(n(t) E G(r(t)) quase sempre em [0, oc) com relação a medida 1.

Como g(t) := g(n(t)) ­ v(n(t)) Vt E [0,00) VU: ((t;:)), segue da construção de

nu que u(dt) = v(n(t))|u|(dt), i.e., w(t) = v(n(t)) é a derivada de Radon­Nicodyn de 1
com a relação a sua variação total ul. Assim, temos

d(t) E G(t, (8); u((t)) lnl­qs em [0,00)| U:((t)).
Isto junto com (3.13) implica cm

5(t) e G(t,n(8); p((t))) lnl­qs. em (0,00).

Tome t > O. Então

Tt) = y(n(t))­ox
= s)vo(s)ds s)vu(s)dsSua" ()ds+/ sul)[0,n(t)]

f(9(s))un(s)ds s)v(s)dsfon ODAS + | gls) o(s)
[0,n()NIO (t;)

+f 9(s)v(s)ds
[0,n(8)JN(U:IA(t;))

f(1)dr + / J(1)|ul(ds) (por mudança de variáveis).
[0,2] [0,t)

Isto confirma que (x, 1) é de fato um processo viável de (3.1).
Resta mostrar que r(t) T oo quando t ? co. Observe que se t tende ao infinito

então n(t), definida em (3.11), também tende ao infinito. Já que r(t) = y(n(t)) e
y(s) > X quando s * co segue que r(t) ­ X&. =

3.3 Invariância e o conjunto dos estados atingíveis

Nesta seção vamos discutir a propriedade de invariância para sistemas dinâmicos im­

pulsivos em relação à um certo conjunto S C R"” e relações entre: 1) invariância e
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3.3. INVARIÂNCIA E O CONJUNTO DOS ESTADOS ATINGÍVEIS 36

o conjunto dos cstados atingívcis c 2) invariância c tangentes ao conjunto invariante

conjunto 5.

A partir daqui usaremos, quando conveniente, a notação r;(­) para designar

trajetórias de (3.1), correspondentes a medidas, para enfatizar a natureza multi­valor

destas. As imagens das trajetórias são consideradas curvas no espaço R" para cada

instante t de tempo. É claro que quando o instante £ é um ponto de continuidade
da medida de controle, a imagem da trajetória é um único ponto do R". Entretanto,

quando o instante t é um átomo da medida de controle, a imagem de x;(­) é dada por
um conjunto composto de curvas, a saber:

x:(­)) = (E: 1(t) — RP : € satisfaz (3.2)­(3.4) com z = x(t7)).

Dado um processo viável (1,4) e uma ordenação (t;)%, dos átomos de yu,
usaremos a notação r;(­) E S para dizer que

rí(tjeS Vtel0,0o) and ri(s)ES Vsemn(t).

Dado um conjunto S C R", dizemos que o sistema (F,G,S) é fracamente

invariante se Vro E S existe um processo viável (z(­), u(­)) de (3.1) com x(0) = xo
e r(t) E S para todo t > O e, Vi E N, Jai(­) E x. (­) tal que a(s) E S para todo
s E (ti).

Se para todo processo viável (r(­), u(­)) de (3.1) tal que x(0) E S, temos x:(­) €
S para todo t > 0, dizemos então que o sistema (F,G,S) é fortemente invariante.

O conjunto dos estados atingíveis A(xo;T) a partir de ro no tempo T é dado

Aro;T) = (x7(T): (t,4) é um processo de (3.1) com x(0) = xo).

O conjunto A tem certas propriedades que podem ser facilmente deduzidas a partir da

versão absolutamente contínua dos processos (x, 41).

Propriedades:

e À é compacto e não­vazio;
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3.3. INVARIÂNCIA E O CONJUNTO DOS ESTADOS ATINGÍVEIS

e Tr Alx;T) satisfaz as hipóteses básicas, exceto a convexidade de Alx;T).

Antes de caracterizarmos invariância para sistemas dinâmicos impulsivos, pre­

cisamos das noções de cone tangente de Bouligand e de Clarke . Seja r E S. O cone

(de Bouligand) tangente a S em x, denotado por TZ(x), é dado por:

aT$(x) := (lim ST AO),
?

So
onde r; — x significa que r; E Ser.

Seja ds(­) a função distância dada por

ds(y)i=illy—s||:sE S).

O cone (de Clarke) tangente a S em x, denotado por T£$ (x), é dado por:

T$ (x) = (v ER": dd(r;vu) <O),

onde d&(x;v) denota a derivada direcional generalizada de ds(­) em x, na direção v.
Recordamos que derivada direcional generalizada de uma função f num ponto x, na

direção v, é dada por:
f(y+tuv)— f(y)lim sup :

y0; t—>0+ t

Ágora apresentaremos formas equivalentes à invariância fraca do sistema (F, G, S),
que são extensões naturais do caso regular para o impulsivo.

Teorema 3.3.1 Suponha que a condição de regularidade (CR) esteja satisfeita. Então
as seguintes asserções são equivalentes:

(a) F(x) NTP(x) 20 VxIES;

(b) F(x)N coTP(x) 2ZONYrI ES;

(c) Para cada x € S existem (vo,yv) EV, f € F(r) eg € G(x) tal que
q

(vof +) "vig0) SO VEN;
i=l
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3.3. INVARIÂNCIA E O CONJUNTO DOS ESTADOS ATINGÍVEIS

(d) O sistema (F,G,S) é fracamente invariante;

(e) vrç ES, Ve > 0, 36 E (0,e) tal que A(xo;6) £ O.

Demonstração: As implicações (a) => (b), (b) => (c), (d) => (c) e (c) => (d) são
imediatas.

Mostremos agora que (c) = (d). Seja 177 E S. Considere o sistema (F, 5),

onde É é dado por (3.9). De (3.14) segue que

híx,0)<0 VWeENE,

onde h(x,p) := minf(w,p): w E F(x)) Agora podemos aplicar a ([13], Teorema 3.2.4)
para achar uma trajetória y(­) de É em [0,0o) tal que y(0) = xo e y(s) E S para todo
s>oO

A partir dai resta construir um processo (x, 1) de (3.1) com z(t) = y(n(t)) para

uma função 17 apropriada tal que r(0) = ro, r(t) € S para todo t > 0 e E,(s) E S Vs E
Ti(ti), para todo átomo t; de 4 e alguma função &(­) E x.(­). Como (CR) é valida,
isto é feito de forma completamente análoga à construção de (x, 4) na demonstração
do Teorema 3.2.1.

Finalmente, mostremos que (e) => (a). Primeiro observe que (d) é, na verdade

equivalente a (e). Assim, podemos concluir que a asserção (e) vale também para a o
conjunto dos estados atingíveis para versão absolutamente contínua

d(s) E F(y(s))(s) + G(y(s))i(s).

Isto nos permite adaptar a demonstração da mesma asserção para o caso regular [13].

Suponha que (e) valha para à versão absolutamente contínua dos estados atingíveis,

que passamos a denotar por A”(x6,t). Assim, para todo n E N,3ó, E (0,1/n) com

A(ro, dn) NS A O. Isto implica que, para cada n,

tn(s) E F(m(s))On(s)+ G(yYn(s))n(s)
Cc (F(yn(s))uo+ G(yn(s))U: (vo,u) EV)

F(yn(s)).
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3.3. INVARIÂNCIA E O CONJUNTO DOS ESTADOS ATINGÍVEIS

Aqui (7, 7n) são completamentos gráficos de medidas ur, E C*([0, co); K).

Como as funções 14, possuem a mesma constante de Lipschitz K segue que

Logo, tomando subseqiiências (não re­indexamos), existe v € R" tal que v := limln,
n

Isto é, v € T2(ro). Mostremos que vu E F(x,5) para completar a demonstração de (a).
Podemos escrever

onUYnlódn) — xo = J in(s)ds.
o

Dado «e > O, para n suficientemente grande, como F' é semi­contínua superior, segue

que
dn

Unlón) — To = (F(ro) + eB)ds.
o

Dividindo por ó, e passando ao limite quando n — oo obtemos

v E F(rto) +eB.

Como e é arbitrário, o resultado segue.

Agora vamos caracterizar invariância forte.

Proposição 3.3.1 O sistema (F, S) é fortemente invariante se e somente se o sistema
(F,G,S) também é fortemente invariante.

Demonstração: (=>) Seja (r,u) um processo viável de (3.1) tal que r(0) e S.

Então, segue do Teorema 3.1.1 que existe uma trajetória y de E tal que y(0) = r(0) E S,
y(s) = x(0(s)) para todo s E [0, oo) VUSL  n(t;) e y(s) E r1,(s) foralli E N. Da hipótese
que (F,S) é fortemente invariante, segue y(s) € S para todo s > 0. Como para y(s)
pode ser qualquer curva em x,,, que terá as mesmas propriedades, segue que r,,(­) € S
para todo i E N. Logo, segue de t(t) = y(n(t)) que t1:(­) E S para todo t > O.

Portanto, (F,G,S) é fortemente invariante.

(<=). Dado uma trajetória arbitrária y de F com y(0) € S, mostraremos que
dado T > O, arbitrário, y(T) E S. Podemos construir um processo (x,4) viável de
(F,G) em [0,T], com xr(0) = y(0) E S de forma completamente análoga à feita na
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demonstração do Tcorema 3.2.1. Aqui não é necessário a condição de regularidade,

para se construir uma medida regular, dado que o intervalo onde vive os processos é

finito. Seja T* := n(T). Como (F,G, S) é fortemente invariante, temos que r:(­) E S

para todo t E [0,T]. Por construção temos y(s) = x(0(s)) para todo s E [0, T"] U fr
e y(s) E x1,(s) para todo s E fi(t;). Logo y(s) E S para todo s E [0,T*]. Mas TST,
o que implica y(T) E S. Como a solução y de (3.5) é arbitrária, segue que (F,S) é
fortemente invariante. =

Vamos precisar da condição de Lipschitz para multi­funções. Dizernos que

uma multi­função 1 : Rº Ss R" é localmente Lipschitz se para cada x9 E R" existir

ó, K > O tal que

T(r) CT(y)+ Kill —y||B Vr,yEex+óB.

B é, como de costume, a bola unitária de R”.

O próximo teorema é uma generalização de um resultado similar para o caso

regular, ver, por exemplo, (Teorema 4.3.8, [13]).

Teorema 3.3.2 Suponha que F e G são Localmente Lipschitz. Então as seguintes
usserções são equivalentes:

(a) F(1) CTS(r)vr ES;

(b) Ps) CTP(n) Vr E S;

(c) F(r) Cc coTP(r) vr Ee S;

(d) vrEe S, Vívo,vu) E V, temos
q

(vof + DS vis) SO VCENZ
i=1

max
fer(z), geG(x)

(e) O sistema (F,G,S) é fortemente invariante;

(f) Vin E S, Je > O, tal que A(xo;t) CS Vt E [0, E).
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Demonstração: Primciro obscrve que F' é também localmente Lipschitz c satisfaz

as hipóteses básicas.

Decorre desse resultado que (a) => (b) => (c) => (d) => (a) e que (d) é equiva­

lente a (F, S) ser fortemente invariante. Por outro lado, a invariância forte de (F,S),
pela Proposição 3.3.1, é equivalente ao item (e). Assim, para concluir a demonstração

basta verificar que (e) é equivalente a (f). Mas isto é imediato, concluindo a demons­

tração. =

3.4 Monotonia

Passemos agora a estudar propriedades de monotonia de sistemas dinâmicos impulsivos.

A aplicação das propriedades de monotonia será feita no próximo capítulo quando será

estudado a equação de HJB para problemas impulsivos.

Seja v : Rº — R uma função semi­contínua inferior. Dizemos que o sistema

(F,G,yv) é fracamente decrescente se para todo xº E dom V existe um processo viável

de (3.1) com x(0) = xo c

vís(t)) < v(s(0))=V/(r) Vt>O, (3.16)

v(&(s) < vís(tio)) Vs En(t),para algum & € Tu, (3.17)

para todo à = 1,2,.... Recordamos que ft;); é uma enurneração dos átomos de 1 e, 7
e x, são multi­funções definidas anteriormente neste capítulo.

Dizemos que o sistema (F, G, v) é fortemente decrescente se dado xº E dom 4
e um intervalo [a,b], todo processo viável de (3.1) definido no intervalo [a,b] com
(0) = x,º satisfaz

vís(t)) < v(z(0))=/(xo) Vtela,b (3.18)

v(gi(s) Víz(ti­)) Vs EnN(t),VE ET, (3.19)

para todo à = 1,2,.... À condição (3.19) pode sor re­cescrita da seguinte forma, mais

compacta:

Plri(s)) < píz(t—)) paratodo s€ET(t),

EV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



3.4. MONOTONIA

sempre que t é um átomo de 4.

Proposição 3.4.1 Seja 1) : Rº > R uma função semi­contínua inferior dado. Então

(a) Se (F,G,ú) é fracamente decrescente então (F,y) é fracamente decrescente. Re­
ciprocamente, se a condição de regularidade (CR) é valida e (F,y) é fracamente
decrescente então (F, G,v) é fracamente decrescente.

(b) O sistema (F, G,y) é fortemente decrescente se, e somente se, (F,Q) é forte­
mente decrescente.

Demonstração: (a) Seja (F, G,/) um sistema fracamente decrescente e considere

o sistema (F, G,y). Dado x9 E domyv existe um processo factível de (3.1) satisfazendo

(3.16) e (3.17).

Segue do Teorema 3.1.1 que podemos encontrar uma solução y do sistema

(3.5) tal que y(s) = x(9(s)) para todo s € [0, 00) |U intí(t) e y(s) = E, (s) para todo
s E T(t;), para todo 1 E N. Recordamos que as funções 171, 7) e 0 são as funções definidas

no início deste capítulo. Assim, por construção, temos

v(y(s)) < v(4(0)) =V4(xo) Vs>O, (3.20)

de onde segue que (F, G,v) é fracamente decrescente.

A recíproca segue usando argumentos, já utilizados inúmeras vezes neste capítulo,

de construção de um processo viável (x, 1) para (3.1), a partir da solução y de F' que
satisfas (3.20). Note que a condição de regularidade (CR) é essencial para garantir a
construção da medida de controle. Que o processo, assim construído deve satisfazer

(3.16) c (3.17), é imediato.

(b) Suponha que (F,G,yv) seja fortemente decrescente. Sejam xº E dom é,
[a, ] & [0, 00) e y uma trajetória de F' dados tal que y(a) = xo. Construa um processo
viável (x, 1) no intervalo [a ,b] C [0,00) seguindo o procedimento da demonstração
do Teorema 3.2.1. Neste caso as funções definidas em (3.11) e (3.12) tem domínios e

contradomínios limitados dados como segue:

9:[a,b] > [a,b], n:ila,b)­>[a,0] e nu:B(la,0))OR.
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Aqui a := (a) c b := O0(b). Como (F, G, é) é fortemente decrescente, segue que (3.18)
e (3.19) estão satisfeitas com a eb nos lugares de a e b, respectivamente. Logo, como
y(s) = 1(9(s)) e y(a) = z(0(a)) por construção, segue que v(y(s)) < v(y(a)) = v(xo).
Portanto, (F, 2%) é fortemente decrescente.

Agora, suponha que (F,yv) é fortemente decrescente. Sejam Sejam x9 €E
dom &, [a,b] C [0,00) e (x,1)um processo viável de (3.1) com r(a) = xo. Pelo Teo­
rema 3.1.1, existe uma trajetória y de F em [a ,b] onde n(a) =a en(b)=0. Assim,
víy(s)) < víy(a))= v(r(a)) para s E [a ,b]. Como, por construção, z(t) = y(n(t))
para todo t E [a, b] segue que v(xr(t)) = v(y(n(t))) < v(xo) para todo t E [a,b]. Isto é,

a equação (3.18) é satisfeita.

Além disso, segue,novamente da monotonia de (F,%), que quando t é um
átomo da medida 4, tem­se que ég(ri(s)) < vír(t—)) para todo s E f(t), de onde se

conclui que (3.19) tambérn vale. Portanto, o sisterna (F, G, v) é forternente decrescente,
=

O teorema a seguir segue imediatamente a partir da proposição anterior.

Teorema 3.4.1 Seja 1: Rº — R uma função semi­contínua inferior dada. Então

(a) (F,G,v) é fracamente decrescente se, e somente se,

min f(uw,O)<0 VCedIn(t), vreR; (3.21)
wEeF(x)

(b) Se F e G são localmente Lipschitz então o sistema (F,G,w) é fortemente de­
crescente se, e somente se,

max ((uw,6)) <O VC EOV(X), Vc E R”. (3.22)
wEel"(x)

Demonstração: A condição (a) ((b)) é consequência imediata da aplicação da Pro­

posição 3.4.1.(a) ((b)), seguida da aplicação de (Teorema 4.5.7 (Teorema 4.6.3), [13]).
—
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3.5. ATINGIBILIDADE LOCAL

3.5 Atingibilidade Local

Até o presente momento, olhamos a questão da controlabilidade assintótica global

a um ponto e a invariância de conjuntos. Nesta seção examinaremos uma mistura

das duas coisas. Mais especificamente, dado um conjunto S, vamos fornecer condições

suficientes para que pontos nas suas proximidades possam alcançá­lo e nele permanecer

para sempre. Formalmente temos a seguinte definição.

Dizemos que o sistema (F, G,S) é localmente atingível (controlável) sc exis­
tirem 7 > 0, ó > O e um processo (r,1u) de (F, G) em [0,0o) tal que, para todo
To É S+0B 1

1(0) =x sI(MM()eESVE>7

e para todo átomo t de 4,

&(s) € S Vs E Ti(t), para algum &(s) E n:(­).

Temos a seguinte equivalência.

Proposição 3.5.1 Se o sistema (F,G,S) é localmente atingível então (F,S) é local­
mente atingível. Reciprocamente, se (F,S) é localmente atingível e (F,G) satisfaz a
condição de regularidade (CR) então (F,G,S) é localmente atingível.

Demonstração: (=) Sejam tau > 0,6 >0e(x,u) satisfazendo a atingibilidade
local. Segue do Teorema 3.1.1 que existe uma função absolutamente contínua y tal que

d(s) € F(y(s))O(s) + G(y(s))i(s) s E (0,00)

com y(0) = xº. Seja s* = supíi(T). Observe que s* > 7 e O(s") = 7. Assim x(7) =
x(0(s*)) = y(s") E S. E como x.(­) € S para todo t > 7 segue que y(s) E S para todo
s>s*.

Como F(y(s))ô(s) + G(y(s))ú(s) C E(y(s)) quase sempre, segue É é local­
mente atingivel.

(<=) Agora passemos a recíproca. Existem ó > OQ e s* > O tal que para todo

19 E S+6B existe uma trajetória de F' em [0, oo) com (0) = x9 e y(s) E S para todo
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3.5. ATINGIBILIDADE LOCAL

s8 > ss". Vamos scguir os argumentos da demonstração da estabilidade de Lyapounov,

Teorema 3.2.1. Assim, existem seleções mensuráveis f(s) € F(y(s)), 9(s) € G(y(s)),
(vo(s), v(s)) E V no intervalo [0,0o) tal que

d(s) = f(s)uo(s) + g(s)u(s) quase sempre em [0,0o).

Defina 6 : [0, co) — [0,00), 7 : [0, co) — [0, 00) por

O(s) := f. modo, n(t) := sup(s : O(s) <t);e
u(A) =) vís)ds VA E B([0,0o)). (3.23)

97(A)

Defina t* := SS voío)do = O(s”). Devido a condição de regularidade (CR) podemos
concluir que 4» é uma medida regular de Borel definido no intervalo [0,00). Dai, é

possível construir uma trajetória x de (3.1) associada à medida 4 construída em (3.23).
Logo, já que r(t*) = x(9(s*)) = y(s*), por construção, segue que r(t*) € S. Também,

para todo t > t*, como x(t) = y(n(t)), 7 é crescente e satisfaz n(t*) = s*, segue que
r(t) € S. Também, quando t > t* é um átomo de 4 segue que y(s) E x:(­) para todo
s E Ti(t), completando a demonstração. =

Agora podemos enunciar o resultado principal desta seção.

Teorema 3.5.1 Sejam S compacto e F,G localmente Lipschitz. Suponha que F,G
satisfazem a condição de regularidade (CR) em todo ponto de equilíbrio e que uma das

condições abairo é satisfeita.

(a) Para algum 6 > O temos

min ((w,6)) < 616] Wee d(s), Ve ES;wEF(x)

(b) F(x) N interior TS(x) £ÚVNYxIES.

Então (F, G, S) é localmente atingível.
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3.5. ATINGIBILIDADE LOCAL 46

Demonstração: Já que S é compacto c F,G são localmente Lipschitz segue do

Teorema 4.6.6 (ou 4.6.8) de [13] que quando a condição (a) (ou (b)) está satisfeita,
o sistema (F',S) é localmente atingível. Como a condição de regularidade (CR) das
colunas de (F, G) é válida em todos os pontos de equilíbrios, segue da Proposição 3.5.1

que (F, G) é localmente atingível. =
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Capítulo 4

Programação Dinâmica para

Problemas Impulsivos

4.1. Introdução

Nesta seção vamos discutir algumas questões relacionadas à programação dinâmica

para problemas de controles impulsivos cuja evolução das trajetórias é governado

por inclusões diferenciais. Considere a seguinte família de problemas, denotada por

Poo(to, xo), para (to,xo) E [0,00) x R":

Min T(n; xo) := f efa)+), e go(t, x(t))u(dt)to 0,00)
Poolto; To) 4 s.a. dr(t) E F(t,1(8))dt + G(t, x(t))u(dt), t E [to, oo),

Aqui fo : (0,00) x RºxXR" — Reg: 0,00)xR"º — Rº são funções dadas.
À constante ó > O denota a taxa de desconto. Recordamos que, como no Capítulo 3,

F : (0,00) x Rº — P(R"), e G : [0,00) x Rº — P(RI) são multi­funções dadas e
C*([to, 0o); K) é o espaço dual das funções contínuas de [to, oo) a R9, tomando valores
em K. O conjunto K é o cone positivo de Rº.

Recordamos que um processo é um par (r, 4) consistindo de uma medida de

controle 4 e a correspondente trajetória x, que é uma solução robusta (uma função
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4.1. INTRODUÇÃO 48

de variação limitada) da inclusão differential nas restrições do problema Pow(to, xo). O

problema de otimização Poo(to,ro) consiste em minimizar o custo funcional T(4; xo)
sobre os processos (x, 1), para os quais a trajetória xr satisfaz r(to) = o.

Para motivar os resultados discutidos neste capítulo, vamos supor que F(t, x) :=

f(t,x,u), G(t,x) := 9(t,x) e 4 é uma medida escalar. Comecemos com uma diferen­
ciação formal. Considere a função valor ao longo de um processo ótimo (x*, u*, 1u*) de

Poo(S, 2) no intervalo [5,00). Seja y* a trajetória absolutamente contínua associada ao

processo ótimo (x*, u*, nu*). Scja (0*,7*) o completamento gráfico de 1”. Então temos,
para t E [s,CoO),

Vit,xº(t)) = f eh o
e Go(r, x*(r—); u*((r)))u" (dr).fo Golr, 2º (=); nº((r)))uº(dr)

Usando a mudança de variáveis 7 = n*(t), obtemos

VI(N),Y'(O) = /fEh,1*(r))dr
+ " eGa(r,x*(r=);u' ((r)))I (dr),

[9*(71),0o)

para 7 € [1º (s7), oo). Portanto, devido ao lema de mudança de variáveis, Lema 3.1.1,
temos

VS),()) = /fet fa (9º (1), 4º (n))Ôº(n)dr
T

+ fOeg(9º (7), 3º (1))­i"(r)dr,
para 17 E [1*(s7),oo). Se V é diferenciável em (t, x*(t)), uma diferenciação formal
implica que

9,V(9º(7), yº(7)) É (7) + (A.V(6(7),yº (9), SOC), (1), 4 (0º (9)))) É (0)
+ (VE), 0), (909)) TO)
= —e O [f(6º(7),Yº(7))Ó (7) + 6(8"(1), (O) OO] (41)
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ou

O.V(0 (7), yº(1))Óº (7) + ( (ALVO), (9)), FOOD, TN), 4º (0º (9)
+ e Of(9"(7),y"(n))) 6º (1) + [ (AV), (9)), 9877), 4º(0)))

+eg (0 (7),9º(7))) Tí) =0, (42)
para 7 = n*(t). Em particular, se t E [5,00) é um átomo de 11* então (4.2) deve valer
para 7 € [1º (t­), nº(t)]. Usando o fato que 6* se anula nestes intervalos, obtemos

[(8.V(9 (9),yº(9)),9(6º(7), 4º (7)) + eOgo(6"(1),yº (1) (e) =0, (43)
para 7 € [1º (t), nº (t)]. Integrando (4.3), segue que

o fº ((aV(8),yº(7)), 9(6º(0), v*(n))) + eta (6 (1), yº(1))) var(17)

= (ava), 960 0)) + eat, 0) Ju (do).
Entretanto, para essa escolha de t E [8, co) tem­se u*((t)) > O. Assim, devernos ter

(O0.V(t 2º), 9(t, (1) +e*g(tx1(t))=0, n'­qs.[500). — (44)
Este é o ponto inicial para a formulação da equação de HJB no caso impulsivo.

À expressão (4.4) corresponde à parte impulsiva (atômica) da equação de HJB. Uma
idéia de como deva ser à equação geral de HJB é dada pela expressão

.V(t,1º (8))dt + 1 (0.V(t,2º(9)), F(6 "(0)" ())) + efolt, 0º(9) (9) Lat
+ (09.V(t, 1), 9X » + e g(t, x" (8))) u(d=0, (45)

que é obtida a partir de (4.2), usando argumentos similares à demonstração do Teo­

rema 4.1 de [36]. Esclarecemos que a igualdade em (4.5) é no sentido de igualdades de
medidas: dada um conjunto de Borel A € B([0, co)) tem­se

/. O,V(t,2º (8))at + [ (O.V(t,2"(8)), F(6 0" (8), Uº(8))) + eSolta" (8)"(8)) Lat
+ / ((av6O), 96620) + esa (0)) (do = 0.

FS
AVAVAV

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



4.2. O PROBLEMA DE CONTROLE IMPULSIVO RELAXADO

Como (x*, u*, 1x) é um processo, podemos olhar também, como que colocando

uma lente de aumento, de que forma evolui instantâneamente a equação de HJB du­

rante o salto da trajetória x”. Isto pode ser obtido de (4.2), pois quando t é um átomo

tem­se Ó(s) = O quase sempre em fj(t) e então, VE(­) € x*(­), temos

(9V(tE(8))9h E ())) +ente) =0, gs A). — (46)
As deduções acima, de certa forma informal, fornecem elementos para poder­

mos formular conceitos rigorosos para igualdade e desigualdades ligados à equação

equação de HJB, no contexto de problemas impulsivos. Denotemos as relações <, =,

ou > por ­v e assim, a notação (HJB,­v), que deverá ser utilizada neste capítulo, ficará

clara pelo contexto.

4.2 O problema de controle impulsivo relaxado

Para passarmos a estudar a equação de HJB ligada ao problema Poo(to,To), vamos

escrevê­lo numa formulação equivalente:
É

Min 2(to)
dz(t) = —e“[fo(t, x(t))dt + go(t, (t))u(dt)),
doe(t) E F(t, x(t))dt + G(t, x(t))u(dt), t E [to, oo),

T(to) = xo; pn € C*([to, 00); K).
Y

Esta formulação permite estudar o problema de otimização, utilizando o conceito de

solução robusta, sem a necessidade de se escolher uma função do completamento gráfico

que minimize a função objetivo, como realizado no trabalho [32]. Aqui, nesta for­
mulação, a minimização de 2z(to) faz a escolha do completamento gráfico adequado
automaticamente.

Scjam

—e*fo(t,x)
F(t,x) := Fito)
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4.2. O PROBLEMA DE CONTROLE IMPULSIVO RELAXADO

Assim, podemos ainda reescrever o problema de forma mais compacta.

[ Min z(to)

Poolto,To) & ” E F(t,x)dt+ Gr(t, r)u(dt), te[to,oo),
(to) =x, 1 E C*([to,00); K).

JJ

A noção de solução da equação de HJB, que será introduzida na próxima

seção, exige uma ligação explicita entre a equação de HJB e o problema de controle

impulsivo através de seus processos viáveis e pode ser de difícil verificação. Para

uma noção alternativa de estudo dos problemas impulsivos, propomos urna forma de

relaxamento do problema impulsivo, que fornece noções alternativas de solução para a

equação de HJB e que servem tanto como ponte teórica para obtenção dos resultados

explícitos, quanto para verificação direta de propriedades. O relaxamento é através da

convexificação das colunas do campo vetorial. Temos o seguinte problema relaxado.

Min z(to)

Reoo(to, xo) < € F(xº, x) dt, tE [to, oo),

|
r(to)=xo, (to) =to,

onde Fa(x%,x) := (fvo) x (Fi(xº, 1)uo + Ga(xº,x)U) : (vo,v) E V). Recordamos
que V := ((vo,yv) E Rº : uv > O, DE = 1). Denote por y = (2º,2,17)' e Ver :
[0,00) x Rº — R a trajetória e aFunção valor associadas ao problema relaxado
Roo(to, to).

Supomos que as hipóteses básicas do Capítulo 3 estão satisfeitas durante este

capítulo. Só que aqui, as multi­funções dependem também do tempo c assim devemos

considerar que satisfazem as hipóteses com Z := (t, 1) no lugar de xr. Vamos, também,

supor que as funções fo(­,­) e go(­,­) satisfazem as condição h2 e h3 das hipóteses
básicas do Capítulo 3. Assim, fo(­,­) e go(­,­) são contínuas e crescem linearmente.

Quando precisarmos da condição de regularidade (CR) ou da condição de
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4.2. O PROBLEMA DE CONTROLE IMPULSIVO RELAXADO

Lipschitz para as multi­funções ou funções do problema, faremos menção explicita dos
fatos nos enunciados dos resultados.

O teorema seguinte faz a ligação entre o problema impulsivo e o problema
relaxado.

Teorema 4.2.1 Suponha que as multi­funções (F,G) satisfazem:

e FéLxB mensurável; e

e G é Borel measurável.

Então

(a) a cada processo viável (x,1) de P.o(to,xo) corresponde uma única família de tra­
jetórias JL(­) = (xº,22, Yz) de Roo(to, ro). Mais ainda, x1º(s) = O(s) e
(z2(s), yz(s))! = (2(0(s)), x(O0(s)) no conjunto UA(t;), onde O é a função asso­
ciada à função de reparamentrização, n, da medida do controle 1, introduzida no

Capítulo 8 e (t;) é uma ordenação dos átomos de 1.

(b) Dada uma trajetória (não uma família) y = (xº,2,y) de Ro(to,xo) se (F,G)
satisfaz a condição de regularidade (CR) (veja, Cap. 3) então existe um processo

viável (x, 1) de P.o(to,ro) tal que x(t) := y(n(t)) e z(f) = Z(n(t)).

(c) V(to,ro) := Vr(to,xo) para todo (to,xo) E [0,00) x R",

onde V é a função valor associada ao problema Poo(to, To).

Demonstração: A demonstração deste teorema envolve no item (a) a construção

da familia de trajetórias y, de Roo(to,ro) à partir de um processo viável (x,141) de
Poo(to, xo). Isto segue facilmente do Teorema 3.1.1. À demonstração do item (b) segue
argumentos similares à demonstração do Teorema 3.2.1. O item (c) segue imediata­
mente dos items (a) e (b). —

EV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



4.2. O PROBLEMA DE CONTROLE IMPULSIVO RELAXADO

Precisaremos das seguintes funções auxiliares, chamadas de Hamiltonianas as­

sociadas ao problema relaxado. Sejam

Hr(xº, XL, Co, GC) : minfCovo + (6, Í) + e flo, x)wo + ((6, 9), v)
+egola, x)u: (vo,v) EV, (1,9) E (F,G)(2º,1)); e

Hu(rº,1,60,6) = maxf6ovo +(C,S)+e*fo(xº,x) vo+ ((6, gd), v)
+e” E gn(xº, x) : (vo, uv) = V, (fg) = (F, G)(2º,x)).

Teorema 4.2.2 Seja é : (0,00) x Rº — R uma função semi­contínua inferior dada.

Suponha que (xº(­),(­), 0z(­)) é uma trajetória de Roo(to,xo) dada. Então

(a) s > v(1º(s), 1(s), z(s)) := d(zº(s), 1(s)) — z(s) é crescente se, e somente se,

Hn(xº,7,69,6) > O,

para todo (6o,C) E Bng(2º%,x), V(xº,x) E [0,00) x Rº;
(b) s > v(t(s),x(s), 2(s)) = é(1º(s), 1(s)) — z(s) é decrescente se, e somente se,

Hu(xº,x,60,6) <O,

para todo (Co,6) E dpó(to,x), V(xº,x) E [0,00) x Ro.
(0) s > ú(t(s), 1(s), z(s)) = d(xº(s), 1(s)) — z(s) é não­crescente se, e somente se,

Hulxº,1,69,6) <O,

para todo (Co,6) E Iné(xa,x), V(Tº,x) E [0,00) x R.

Demonstração: A demonstração deste teorema é similar à demonstração da Pro­

posição 2.2.2. =

Teorema 4.2.3 Seja é : [0,00) x Rº > R uma função contínua dada. Então

(a) Hn(zº,r,6o,6) < O, para todo (Co,6) E Opd(a,x), Víxº,x) E [0,00) x R* se,
e somente se, H,(xº,x,60,6) < O, para todo ((o,6) E Opg(z%,x), V(r,x) €

[0, 00) x R";
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4.2. O PROBLEMA DE CONTROLE IMPULSIVO RELAXADO

(b) Hn(xº, TX, Co, 6) > O, para todo (Co, O) = Box, x), Víxº, x) € [0, co) x R" se,
e somente se, Ha (xº,x,6,6) > O, para todo (Go,6) E 0Pé(r%,x), Vís%,x) €
[0, 00) x R.

(c) A função valor satisfaz (HJB,) nos items (a) e (b).

Demonstração: A demonstração é análoga à demonstração da Proposição 2.2.4. E

Agora introduziremos o conceito de soluções viscosas para problemas impulsi­

vos relaxados. Note que, sendo um problema regular, a noção do Capítulo 2 vale. Será

necessário, apenas, re­interpretar a noção de soluções viscosas no contexto do problema

em estudo. Vejamos.

Uma função &€ : [0, co) xR" — Ré dita solução viscosa da equação de derivadas
parciais

Hhr(xº,x, D,,0,) =O0 (4.7)

quando

a) D é contínua e P(xº,x1) — O, quando xº — oo, uniformemente em conjuntos
compactos C C R"”;

b) Para toda função diferenciável é € C((0,00) x R";R), tal que 9 — é tem um

máximo local em (1º,x) E (0,00) x R", temos

c) Para toda função diferenciável q E C((0,00) x R"; R), tal que D — é possui um

mínimo local em (3º,x) € (0,00) x R”, temos

Hh(xº, x, dt; dz) < 0.

Se a função &€ satisafaz somente a) e b), então ela é chamada sub­solução viscosa. Se

&D satisfaz somente a) and c), é então chamada de super­solução viscosa.

À proposição seguinte é conseqilência imediata da Proposição 2.3.1.
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4.2. O PROBLEMA DE CONTROLE IMPULSIVO RELAXADO

Proposição 4.2.1 (1) Uma função D é sub­solução viscosa da equação (4.7) se e
somente se

(a) para todo (xº,x) E (0,00) x R”,

Hn(r1º,1,60,6) > O Ví(6o,6)E SPD(Xº,7);

(b) lim D(xº,x1) = O uniformemente para x em compactos do R".XT“ TOC

(ii) Uma função v é super­solução da equação (4.7) se e somente se satisfaz a asserção

(b) do item (i) e para todo (xº,x) E (0,00) x R”,

Note que, como corolário da Proposição 4.2.1 e Teorema 4.2.1 segue facilmente o

seguinte resultado.

Corolário 4.2.1 Seja D uma função contínua. Então D é uma solução viscosa da

equação de (4.7) se, e somente se,

Hm(rº,1,6,6) = O V(6o,6) E I,D(1º,x).

Agora apresentamos o resultado de verificação para o problema relaxado. Para

isto precisamos do seguinte conjunto. Dado um escalar a, defina

Fa i= (x: (X%,x1,2) é viável, (to) = xo, 2(to) <a).

Proposição 4.2.2 Suponha que, para algum a, E. seja limitado. Seja (Xº,X,2) uma

trajetória viável de Roe(to,xo) e suponha que exista uma função & : (to, oo) x Rº > R
satisfazendo a equação de HJB (4.7) com Q(to,xo) = Z(to). Se a condição de regulari­
dade (CR) é satisfeita então o processo é ótimo.

Demonstração: Scja (xº,x,2) outro processo viável de Rog(to, xo), que esteja no
conjunto E,. Assim temos

E(to) — z(to) = A(to, to) — (to) < d(xº(s), 1(s)) — z(s) VsElto,0o). — (48)
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4.2. O PROBLEMA DE CONTROLE IMPULSIVO RELAXADO

À desigualdade na equação acima segue do Teorema 4.2.2 (a). Agora observe que a

condição regularidade implica que drº/ds não se anula em intervalos infinitos. Isto é
equivalente a xº ser sobrejetiva, i.e., xº([to,0o)) = [0,00). Logo, x1º(s) T oo quando
Ss 1 co. Como À& é solução viscosa, então a condição de decaimento garante que

d(rº(s), r(s)) converge a zero quando s — co. Resta mostrar que z(s) também con­
verge a vero quando s — oo. Existe uma função v(s) E fv E Rº : (vo,v) € V), quase
sempre em [0, co), tal que z(s) = — [* en*º&fo(xº(s), x(s)) + go(zº(s), x(s))u(s)]ds.
Segue do crescimento linear das funções fo e go e, do fato que v(­) é limitada, que para
alguma constante positiva M, temos

z(s) < /f et M(1 + llt(s)||)ds.
Já que a E, é limitado, temos que z(s) — O, quando 8 — oo.

Portanto, podemos concluir de (4.8) que Z2(to) — z(to) < O e, como a trajetória
(1º, x, 2) de Roo(to, xo) é arbitrária, o resultado segue. E

Agora passemos ao resultado principal desta seção que diz respeito a existência

e unicidade de solução viscosa para a equação de HJB no contexto relaxado.

Teorema 4.2.4 À função valor Vr é a única solução viscosa da equação (4.7)

Demonstração: Estc resultado é consequência imediata do resultado similar no

contexto regular, ver, Teorema 2.3.1. =

À consequência deste resultado, combinado com o Teorema 4.2.1 é que a função

valor do problema impulsivo é a única solução da equação (4.7). Isto quer dizer que
o problema relaxado fornece informação suficiente para estudar o problema impulsivo.

Uma vez conhecida uma trajetória relaxada e a função valor, calculada através da

equação (4.7), podemos fazer o teste de otimalidade da trajetória em questão através

da Proposição 4.2.2. Se se confirmar a sua otimalidade, podernos construir um processo

impulsivo (x, 41) do problema original de forma explicita, como já foi ilustrado neste

trabalho algumas vezes no Capítulo 3.

Entretanto, vamos introduzir uma formulação direta de solução da equação de

HJB na próxima seção.
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4.3 A equação explícita de HJB: soluções viscosas

Agora vamos olhar para a equação de HJB impulsiva, isto é contendo medidas. Entre­

tanto, a formulação não pode ignorar o conceito de solução robusta, se quisermos que

a equação de HJB diga alguma coisa a respeito dos processos ótimos do problema de

otimização impulsivo associado. Para a formalizar o conceito, precisamos então acertar

alguma notação.

Quando dizemos que (6o(t),C(8)) E 0Po(t,x(t)) £ ec p­q.s. é seleção men­
surável, significa que a inclusão acima é satisfeita quase sempre em relação à medida

de Lebesgue e em relação à medida 1. Além disso, em cada átomo 7 da medida 4,

a seleção (Co(r), C(T), assim como a trajetória, toma valores numa família de curvas,

denotada por (Cor(­), 6r(­)) e satisfaz

(Cor(s), 6r(s)) E 9º 6(1, 17(s)) q.s.

Esta inclusão quer dizer que para toda curva no lado esquerdo da inclusão existe uma

curva em 7, (­), em que a inclusão é satisfeita. Vale a mesma observação para a inclusão

(Co(t), C(t)) E Onoó(t, x(t)) L e u­q.s.
Agora podemos definir em que sentido a equação de HJB deve ser satisfeita.

Vejamos:

Definição 4.3.1 Uma função &€ : (0,00) x Rº — R é dita solução viscosa da equação
de HJB se

(a) D é contínua e D(s,x) — O, quando s > co, uniformemente em conjuntos com­

pactos C C R";

(b) para todo processo (x,1) viável e seleções mensuráveis f(t) E F(t,x2(t)) q.s. e
F(t) E G(t, x(t), u(t)) u­q.s. tal que x(to) = xo, tem­se

f (606) + (60,FO) + efolha(0)Lat + fA

+ [ egn(6a(8), n(G) n(do 20,
rr

(EC),5) )a(do)
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4.3. A EQUAÇÃO EXPLÍCITA DE HJB:; SOLUÇÕES VISCOSAS

VA E B([0,00)), tal que A C [0,00) V (ti), para qualquer seleção mensurável
(Colt), C(t)) E OP Ot, T(t)) L e j­q.s., onde ft;) é uma ordenação dos átomos da
medida de controle 1. Além disso, para todo i E N,

/f (E(s),i(s)) )ds + f e “gti y(s))u(s)ds) > O (4.10)
(ti) (ti)

VC(­) E Gu (), Vy(­) E x (­) e Vo(­) E Vt.

(c) existe processo viável (x, 1) tal que para qualquer seleção mensurável (Co(t), C(t)) E

OpQç(t,x(t)) £ e u­q.s., existem seleções mensuráveis f(t) E F(t,x(t)) q.8. e
5(t) € G(t, x(t), u(t)) u­q.s. satisfazendo

f (600) + (60500) + “Role, a(0) de + [ (869, 560) a(do)
+Í, egn(t,r(t),(fe) A(de) <0, (411)

VA E B([0,00)), com A C [0,00) V (ti), onde (t;) é uma ordenação dos átomos
da medida de controle u. Além disso, para todo i E N,

ff (Eorenda+/ ento) co — (112)nt) (ti)

para algum C(­) E G.(­), para algum y(­) E xe,(­) e para algum v(­) € V'4,

Se a função É satisfaz somente a) e b), então ela é chamada sub­solução viscosa. Se

V satisfaz somente a) and c), é então chamada de super­solução viscosa.

Temos o seguinte resultado.

Proposição 4.3.1 A função valor, V, é solução viscosa da equação de HJB no sentido

da Definição 4.3.1

Demonstração: Provernos primeiramente que V é sub­solução viscosa da equação

de HJB. Sejam (to, xo) dados e (x, 41) um processo viável tal que r(to) = x, e seleções

mensuráveis f(t) E F(t,1(t)) q.s., d(t) E G(t,1(t), u(t)) u­q.s. ec (G(8,CMO) e
OPV(t,x1(t)) q.s.. À existência de seleções mensuráveis é garantida pelo teorema da

seleção mensurável (e.g., [2]) adaptado ao intervalo ilimitado [0, co).
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Tome (9,y,7) uma família de processos associados com a família de comple­

tamentos gráficos da medida de controle 41. Assim, associado a cada elemento y E |

existe pelo menos uma trajetória y relaxada. Seja 7 um átomo da medida 41. Escolha

uma seleção mensurável arbitrária (Cor(s), 6r(s)) E IV (1, y(s)). Como V é solução da
HJB relaxada (ver, Teorema 4.2.4), (4.10) segue imediatamente.

Agora passemos a demonstrar (4.11). Sejam (t;) uma ordenação dos átomos

da medida 4 e À E B([0,00)), tal que À C [0,00) | (t;). Considere

A) = / (6000) + (60) FO) +“fat,a00) Lat + f (60,90) a(do)
+ f e“att o(0) n(ao)

Mostremos que A(A) > O. Primeiro observe que da definição de solução robusta para

inclusões diferenciais (ver, Definição 3.2) segue que

J(t) = g(t)w(t) up­qs.

para algum g(t) E G(t,r(t)) u— q.s., onde w(t) é a derivada de Radon­Nicodyn:
u(dt) = w(t) (dt). Isto implica que

AA) = / (6000) + (60), FO) + e“fata(0)Jade + IRGONIONICO
em E :+ / ego (0) n(do

Observe que r(9(s)) = y(s) no conjunto [0, 00) V U;f(t;). Logo,

f(9(s)) E F(6(s),y(s));

9(6(s)) E G(60(s), y(s));
(Co(9(s)), C(O(s))) E O” V(0(s), y(s));

para quase todo s E [0, co) VU;(t;). Como o conjunto À não contém átomos da medida
1, segue do lema de mudança de variáveis (Lema 3.1.1) que

dis / o [606 + (666), SEG) + e “Ofal0(s),(99) Jó (9)das
* Loc [(E(968)), 9(8(8))) + ego(0(8), 1(9(8)) )i(s)ds.
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A não ncegatividade da equação acima segue da Proposição 4.2.1.

Agora vamos demonstrar que V e super­solução viscosa da equação de HJB.

Seja (xº, r) uma trajetória relaxada. Como a função valor é solução viscosa da equação

de HJB (4.7) segue da Proposição 4.2.1 que

Sabemos das hipóteses que F' e G tem imagens compactas e são mensuráveis. Sabemos

também que V, por definição é compacto. Assim, já que s > xº(s), x(s)) é contínua, a
multi­função s — Fr (xº(s), x(s)) é mensurável e seus valores são compactos. Logo, para
toda seleção mensurável (6o(s), C(s)) E dpP(Tº(s), x(s)), existem seleções mensuráveis

(vo(s), v(s)) E V q.s., f(s) E F(x1º(s), 1(s)) q.s. e 9(s) E G(1º(s), x(s)) q.s. tal que

(6o(s) + (C(s), f(s)) + e“ fo(Xº(s), t(s))+vo(s) + (C(s) ­ o(s)
+eg(xs), r(s)))v(s) < O q.s. em [0,00). (4.13)

Agora usando argumentos já repetidos inúmeras vezes neste trabalho, podemos cons­

truir uma medida 4 associada com a função (vo(s), v(s)) e uma trajetória x impulsiva
de forma que (x, 1) seja um processo viável de (Poo(to, xo). Por construção x1º(s) = O(s)
q.s. em [to,00). Sejam n à função de reparamentrização associada com a função 69 e

(t:1º uma enumeração dos átomos de 1. Defina as funções

Colt) = Go(n(H)); CM) :=6(n(H)); Í(i=f(n()) em (0,00); e
d(t) := g(n(t)) pelos em 0,00) VUZ, (tt.

E fácil verificar que as funções acima estão bem definidas e satisfazem

(Colt), C(8)) E OP VILE(H)); Í()EF(LAOO)) qs;

d(t) E G(t,(t)) nos. on (0,00)US (tt).
Seja A E B([0,00)) arbritário, tal que A C [0,0o) | UZ  (t;). Então B := 0!(A) €
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B([0, 0o)) e B € [0, co) jJUZ9 ' (t;). Usando o lema de mudança de variáveis, obtemos,

f (600) + (EM, O) + “lol a(0)de + [ (EMO), sOuldo
A A

+/f eta(t,x(t)) u(dt) < O.
A

Como a escolha de A € B([0, co)) excetuando os átomos de /1 é arbritária, (4.9) segue.
Agora analizemos nos átomos de 41. Oberserve que Ó(s) = Lxº(s) = vo(s) é

nula quase sempre em U;9 !(t;). Logo, segue de (4.13) que, para cada 2 E N,

(Cs), a(s), o(s) As + f[  egnts a(s) u(s)As) 50. (419)
) n(t:)nt

Obeserve que g(s) € G(ti,1(s)) q.5., C() E G(), 2() E 24(), e vt) E Vi. Isto
conclui que V é solução viscosa da equação de HJB impulsiva. 5

Observamos que, embora a função valor V seja uma solução, não sabemos se

ela é a única solução da equação de HJB impulsiva. E de se esperar que seja. Com

a unicidade, teríamos equivalência entre os conceitos de solução da equação de HJB

relaxada e a impulsiva.
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