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Resumo

As funcgoes de uma variavel complexa podem ser estudadas como transformagoes
no plano complexo. Esta abordagem, pouco explorada nas disciplinas de Variavel
Complexa dos cursos de graduagao, mostra-se interessante pois permite a visualizacao
e conecta este assunto as demais areas da Matemaética, por exemplo, vetores, conicas,
matrizes, entre outras. Nesta dissertacao, as transformacoes no plano complexo sao
tratadas de duas formas diferentes. Na primeira, sao estudadas as transformacoes
de determinadas curvas no plano complexo enquanto que na segunda, considera-se
as transformacoes de pontos do plano complexo os quais estao associados a uma cor
definida segundo uma paleta de cores. Como aplicacao deste tltimo tratamento pode-
se visualizar o Teorema Fundamental da Algebra. A implementacdo computacional é
feita utilizando os recursos graficos do programa de geometria dinAimica GEOGEBRA (©)
(www.geogebra.org) e do pacote grafico ASYMPTOTE (©) (asymptote.sourceforge.
net) ambos gratuitos (GNU Lesser General Public License).

Palavras-chave: Numeros Complexos, Geometria dos nimeros complexos, Métodos

Matemaéaticos.



Abstract

The functions of a complex variable can be studied as transformations in the com-
plex plane. This approach has been little explored in the disciplines of Variable Com-
plex of undergraduate courses and it is interesting because it allows visualization and
connects this subject to other areas of mathematics, e.g., vectors, conics, matrix, among
others. In this dissertation, the transformations in the complex plane are treated in
two different ways. In the first, they are studied as transformations of certain curves in
the complex plane while in the second approach, it is considered the transformations
of points of the complex plane which are associated with a color defined by a color
palette. As an application of the latter approach one can visualize the Fundamental
Theorem of Algebra. The computational implementation is made using the graphics
capabilities of dynamic geometry program GEOGEBRA (©) (www.geogebra.org) and
a vector graphic package ASYMPTOTE (C) (asymptote.sourceforge.net) both free
(GNU Lesser General Public License).

Keywords: Complex Numbers, Geometry of complex numbers, Mathematical Methods.
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1 Introducao

Os niimeros complexos e as fungoes de varidveis complexas é uma das areas da
matematica de grande interesse. Seu inicio se deu no século XVI quando os mateméticos
foram confrontados por equacoes que s6 poderiam ser resolvidas considerando-se as
raizes quadradas de ntmeros negativos. Isso parecia estranho para os matematicos
da época pois eles nao compreendiam como tais niimeros poderiam ter uma aplicacao
no mundo real. Assim, o termo imaginario nasceu e por ser algo estranho se tornou
conhecido como complexo.

As operacoes aritméticas definidas no conjunto dos ntimeros complexos e as fun-
¢oes complexas podem ser tratadas geometricamente como transformacoes no plano.
Estas transformacoes sao descritas facilmente por um método discreto que consiste em
analisar o comportamento de uma malha retangular que é transformada por uma dada
funcao complexa. No entanto, por este tratamento ser discreto nao visualiza-se como
pontos proximos sao transformados. Neste sentido, uma discretizacao maior do plano
complexo pode ser feita fazendo uso de cores para a visualizacao das transformacoes
complexas. Este método consiste em associar a cada ponto do plano complexo uma cor
e levé-la, via a funcao complexa, a um novo ponto do plano com a respectiva cor. O
conjunto de pontos e cores no conjunto imagem ir4 mostrar, com uma resolugao maior,
como os pontos e cores iniciais foram transformados.

Este trabalho tem por objetivo organizar, discutir e redigir de maneira precisa e
rigorosa a aritmética do conjunto dos niimeros complexos e as fun¢oes complexas des-
critas geometricamente como transformagoes do plano. No Capitulo 2 é relatado sob o
ponto de vista historico o surgimento dos nimeros complexos na Matemética. O Ca-
pitulo 3 discute os niimeros complexos sobre suas diversas representacoes: algébrica,
par ordenado e matricial. Estas representacoes, aparentemente diferentes, sao na re-
alidade isomorfas entre si. Mostra-se também que o conjunto dos niimeros complexos
é um conjunto que possui a estrutura de corpo nao ordenado. Ao final do capitulo é
apresentada uma interpretacao geométrica para as operacoes algébricas. No Capitulo
4, as diferentes fungoes complexas f : C — C sao definidas e tratadas como trans-
formagoes no plano complexo de uma familia de curvas (reticulado). No Capitulo 5,
os conceitos basicos sobre os padroes de cores RGB e HSV necessarios para a visu-

alizacao das transformacgoes por meio de um critério de cores sao apresentados. No
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Capitulo 6 desenvolve-se um método que ira associar a cada ponto do plano complexo
uma cor definida em uma paleta de cores. Define-se assim uma aplicacao continua
e bijetora entre o plano complexo e a paleta de cores permitindo a visualizacao das
fungoes complexas como transformacoes no plano vistas agora de forma pontual. Uma
aplicacao interessante deste tratamento é a visualizacao do Teorema Fundamental da
Algebra. A implementacio computacional é feita utilizando o programa de geome-
tria dinamica GEOGEBRA (©) (www.geogebra.org) e do pacote grafico ASYMPTOTE (©)
(asymptote.sourceforge.net) ambos de distribuigao gratuita (GNU Lesser General
Public License). Por fim, no Capitulo 7 sao feitas as consideragoes finais e discussao

das possiveis extensoes deste trabalho.



2 Origens historicas

A historia envolvendo os niimeros complexos retrata bem como um conceito mate-
matico pode levar muito tempo até ser compreendido e aceito. E uma historia de longa
resisténcia envolvendo, inclusive importantes matematicos.

No século XVI aconteceu algo semelhante ao que ocorreu no tempo dos gregos
antigos, quando se verificou a insuficiéncia dos niimeros racionais com a construcao do
nimero v2: o conceito de niimero precisava ser estendido. Isto se deu ao fato de que
nao havia como negar que os niimeros reais eram insuficientes para se tratar de todas
as equacoes algébricas. Os niimeros irracionais ja eram aceitos naquele século pois,
sao aproximaveis por nimeros racionais, apesar de nao serem ainda um conceito bem
definido. Enquanto que os niimeros negativos causavam dificuldades maiores por nao
serem aproximaveis por niimeros positivos, podiam ser mais facilmente aceitos quando
visto geometricamente como a posi¢ao de um ponto sobre uma reta orientavel [1, p.
197]. Naquela época, as raizes da equacdo quadratica az®+bx +c = 0 com coeficientes

reais ja eram determinadas pela formula de Bhaskara, isto é,

B —b+Vb? —4ac —b—Vb? —4dac
- )

2 ¢ 2= %

Ty

Nio é surpresa que na formula de Bhaskara o valor A = b® — 4ac pode ser ne-
gativo. Entretanto, para os matematicos daquela época isto significava simplesmente
que o problema nao tinha solugao, uma vez que nao havia necessidade de considerar
raizes quadradas de ntimeros negativos. (Geometricamente significava que a equagao
de segundo grau, representada por uma parabola, nao tinha intersecao com o eixo Ox
das abscissas. Porém, algebristas italianos comecaram a discutir melhor as equacoes
de grau maior ou igual a 3 e a situacao mudou radicalmente com os primeiros pro-
blemas nos quais fazia sentido considerar as raizes quadradas de ntimeros negativos.
Sendo assim, a origem dos niimeros complexos estd relacionada com a resolugao de
equacoes algébricas, sobretudo as equacoes ciibicas, e nao as quadraticas, como muitos
acreditam.

Por volta de 1510, Scipione Del Ferro (1465-1526), professor de matematica em
Bologna, encontrou uma forma geral para resolver equacdes do tipo z* + pr = ¢ onde

p e ¢ sao numeros reais positivos. Del Ferro nao publicou sua descoberta, mas antes de
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falecer revelou a solucao para seu discipulo Antonio Maria Fior e Annibale della Nave,
seu futuro genro e sucessor na Universidade de Bologna.

No século XVI era comum os desafios entre sabios. Fior imaginou que participando
de um desafio ganharia notoriedade entre os mateméticos. Por isso, desafiou Nicold
Fontana (1500-1557), um estudioso que comegava a se destacar nos meios culturais.
Fontana, mais conhecido como Tartaglia', aceitou o desafio que ocorreu da seguinte
maneira: cada um dos concorrentes propunha trinta questoes para que o outro resol-
vesse em um determinado tempo. Contudo, o resultado nao foi o que Fior esperava ja
que ao final do prazo estipulado, Tartaglia tinha resolvido todas as questoes enunciadas
por Fior, enquanto ele mesmo nao tinha resolvido todas as propostas por seu oponente
[1, p. 194].

A explicagao para o triunfo de Tartaglia é que Fior sabia apenas resolver as equagoes
do tipo 2® + pr = ¢ com p e ¢ reais positivos. Tartaglia, de maneira independente ou
baseado em sugestoes, tinha conhecimento de como determinar a solucao, nao somente
para aquele tipo de equacdo ciibica, como também para uma das suas variantes: 2° =
px + g, com p e g reais positivos.

A noticia da vitoria de Tartaglia se espalhou e chegou até Girolamo Cardano (1501-
1576), que além de médico bem sucedido, escrevia sobre temas da Algebra, Aritmética e
Geometria. Rapidamente, Cardano, que possuia uma boa posicao em Milao, convidou o
vencedor a sua casa com a desculpa de apresenta-lo a um possivel patrono. Na verdade,
o convite aconteceu somente porque Cardano queria que Tartaglia revelasse a solugao
das equacoes cubicas, para que fosse publicada em seu proximo livro. Tartaglia nao
concordou, alegando que ele mesmo iria publicar. Entretanto, Cardano nao desistiu e
ap6s muitas tentativas e um juramento de nao divulgar o método, conseguiu persuadir
Tartaglia a contar-lhe a solucao da equagao ciibica.

Cardano conhecendo o método encontrou uma demonstracao que o justificasse e
ainda em como resolver qualquer cubica. Ao mesmo tempo, estimulou seu discipulo
Ludovico Luigi Ferrari (1522-1565) a estudar as equagoes de quarto grau. Como ja
previa, Ferrari encontrou um método semelhante para as equacoes de quarto grau, bem
como a sua demonstracao. Em uma viagem a Bologna em 1544, mestre e discipulo
tiveram acesso a um manuscrito de Del Ferro com a regra que Tartaglia havia lhe
relatado. Cardano se sentiu no direito de publici-la, alegando que tal resolugao ja
existia ha cerca de 30 anos e com isso nao honrou nenhuma das suas promessas.

Em 1545, Cardano em seu livro Ars Magna® publica a resolucio das equacoes
de terceiro e quarto grau. E importante ressaltar que Cardano admitiu ndo ser o
responsavel pelas solugoes. Ele fez as devidas atribuicoes tanto a Tartaglia quanto a

Ferrari. Estes resultados, de tdo notaveis que sao, faz com que muitos mateméticos

'Seu apelido, Tartaglia, que significa gago, foi dado-lhe ainda quando crianca depois de ficar com
dificuldades na fala devido a graves ferimentos na cabeca e na face durante a tomada da cidade em

que nasceu, Brescia, pelos franceses em 1512.
2 Artis Magnae, sive de requlis algebraicis.



considerem o ano de 1545 como marco do inicio do periodo moderno da Matematica.
Em Ars Magna, as solugoes das equacgoes cubicas foram apresentadas em duas

partes. A primeira parte mostra como resolver as cibicas basicas
3 _ 3 _ 3 _
r”=pr+q , r+pr=q € z°+q=DpT.
Na segunda parte mostra-se que as equagoes ctibicas gerais, isto é,
3 2 _
r>+ar®+br+c=0

com a,b,c € R ap6s uma substituicao do tipo x =t — % podem ser transformadas
em uma equacao sem o termo de segundo grau, reduzindo-as nos trés casos basicos
anteriores. Assim, a solucao da equacao ctbica pode ser encontrada usando o método
desenvolvido por Del Ferro e Tartaglia. Cardano publica a solucao deste problema da

seguinte maneira: considere a equagao
3 _
T =pr+gq,

com p e g numeros reais positivos. A ideia inicial é supor que a solucao procurada é

do tipo z = u + v. Logo u + v satisfaz a equacao dada, isto é,
(u+0)° = plu+v) +q (2.1)

Por outro lado, a identidade algébrica (u + v)* = u® + 3u®v + 3uv® + v*, pode ser

reescrita da seguinte forma

(u+v)* = 3uv(u +v) +u® +v°. (2.2)
Comparando (2.1) com (2.2), segue que 3uv = p e u® + v* = ¢. Considerando v = 3£
u
3
entdo u® + (ﬂ) = q e assim,
3u
6 P\? 3

u’ + <§> = qu°. (2.3)

Denotando u® = t, a expressdo (2.3) resulta na seguinte equacio quadratica

3
t2—qt+<§> =0.

Resolvendo esta ultima equacao por Bhaskara, tem-se

q \* _(P\? q q\?
ORI \/<-> :
EEERRAT 3) ¢ T3 2
/ 3
Considerando a raiz t; é imediato que u® = g —-) - (g) Como v° = ¢ — u?

3
( ) Logo, u e v sdo dados por®

M— e

3Para ty é facil verificar que os resultados obtidos sdo analogos.

tem-se v°

l\DIQ
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de modo que uma solucao, que causou tanta polémica, para a equacgao ciibica de coe-

ficientes reais, 2 = px + ¢, é dada por

Tal soluc¢ao é conhecida atualmente como Fdrmula de Tartaglia-Cardano |2].

Cardano testou o método em vérios exemplos numéricos, porém um em especial lhe

chamou a atencdo, a equacido z° = 15z + 4. Ele sabia que esta equacdo tem como raiz

real x = 4. Entretanto, o resultado encontrado foi x = {/2 +v—=121 + €/2 — v —121.

Ele sabia também que nao existia raiz quadrada de ntimeros negativos e por isso nao

conseguia entender como a regra faria sentido em tal situacao. Assim, atribui-se a
Cardano o crédito de algum progresso no estudo das raizes quadradas de ntimeros
negativos na solucio da equacdo cibica, ainda que as considerasse “sofisticas”*.

Mas foi outro algebrista italiano, Rafael Bombelli (1526-1573), quem conseguiu
transpor a dificuldade e chegar aos novos nimeros, chamados inicialmente de "ntimeros
sofisticos". Bombelli, um discipulo de Cardano, percebeu que os dois radicandos das
raizes cubicas que resultam da Formula de Tartaglia-Cardano diferem apenas entre
si por um sinal e entao partiu para o que chamou de uma “ideia louca” admitiu a
existéncia de nimeros cujos quadrados sao reais negativos e operou com estes segundo
as regras algébricos dos nameros reais [3, p.200].

Bombelli conseguiu explicar a solucdo da equacio ciibica z° = 15z + 4, apresentada

anteriormente supondo a ideia de que os niimeros :\3/2 ++v—-121e {’/2 —+/—121 podem
ser escritos na forma (a + v —b) e (a — v/ —b), respectivamente. Entao,

(a+vV=b)+(a—V-b=4=>2a=4=>a=2.

substituindo a = 2 resulta que

(2+\/—_b)={’/2+\/W:§/2+\/mz€/2+11\/—_1,

Por outro lado,

(24+vV=b)% = (8 — 6b) + (12 — b)V/—b =2+ 11V/—1,

que por comparacio resulta em b= 1. Assim, 2 =2+ vV—14+2—+/—1=4.
Bombelli em seu livro Algebra®, publicado em 1572, dedica varias paginas ao estudo
da algebra desses novos niimeros.
Aproximadamente 65 anos depois, René Descartes (1596-1650) chama estas raizes

de nimeros imaginarios em La Geometrie, em um dos trés apéndices do seu tratado

4 Aparentemente verdadeira mas com a intencio de induzir erro.
51’Algebra parte maggiore dell’Arithmetica, na realidade foi escrito em meados de 1560 mas so6 foi

publicado cerca de um ano antes de sua morte, e s6 em parte [1, p. 198].
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Discours de la méthode pour bien conduire sa raison et chercher la vérité dans les sci-
ences ¢ publicado em 1637, considerado a pedra fundamental da Geometria Analitica.
Neste trabalho, Descartes aceita que uma equacgao tem tantas raizes quanto seu grau, se
admitirmos as raizes imaginarias. Ele introduziu a denominagao ntimeros imaginarios
com a seguinte frase: “nem as raizes verdadeiras (positivas) nem as falsas (negativas)
sao sempre reais; por vezes elas sao imaginarias”. Por esse motivo, até hoje o niimero
v/—1 é chamado de namero imaginario.

Para alguns matemaéticos da época nao era verdade que novos nimeros haviam sido
descobertos, mas sim eram apenas um artificio algébrico util para se resolver equacoes,
pois s6 poderiam ser considerados nlimeros se apresentassem uma teoria geométrica,
uma vez que a matematica da época era baseada na Geometria Euclidiana. O primeiro
matematico que tentou mas nao conseguiu uma explicagao geométrica correta para
estes niumeros foi o inglés John Wallis (1616-1703) em 1673 quando publicou De Algebra
Tractatus, Historicus e Practicus. Quem contribuiu para resolver a crise geométrica foi
o contador sui¢o Jean Robert Argand (1768-1822) com uma monografia publicada em
1806 intitulada FEssai sur une maniére de representer les quantités imaginaires dans les
constructions géométriques |3, p. 232|.

Ao mesmo tempo em que a teoria geométrica era explorada, outros importantes ma-
tematicos continuavam a explorar a dlgebra. Destaca-se o mais importante matematico
sui¢o da época, Leonhard Euler (1707-1783) que teve seu nome ligado ao niimero irra-
cional e, conhecido atualmente como niimero de Euler. Deve-se a Euler a maioria das
notacoes usadas até hoje na Matematica. Dentre das muitas representacoes destaca-se
o simbolo i usado para representar v/—1. Vale ressaltar que a adocao desta represen-
tacao ocorreu quase no final de sua vida, em 1777. Apesar de Euler estudar os novos
nimeros, para ele s6 eram tteis em problemas cuja a resposta nao era conhecida, e por

conta disso afirmava que

Como todos os niimeros concebiveis sao ou maiores ou menores do zero ou
iguais a zero, fica entao claro que as raizes quadradas de niimeros negativos
nao podem ser incluidas entre os nimeros possiveis (nimeros reais). E
esta circunstancia conduz ao conceito de tais niimeros, 0s quais, por sua
natureza, sao impossiveis, e que sao geralmente chamados de imaginarios,

pois existem somente na imaginacao.

Entretanto, segundo Ripoll, [3, p. 236], no ano de 1831, o matematico K. F. Gauss

(1777-1855) escreve em seu livro Teoria dos Residuos Quadrdticos o seguinte:

Fazia muito tempo que as quantidades imaginarias estavam baseadas na fic-
cao, nao sendo plenamente aceitas na Matematica e vistas como uma coisa
a ser tolerada; elas estavam longe de ter o mesmo status que as quantidades

reais. Agora nao ha mais justificativa para tal discriminacao, uma vez que

5Discurso sobre o método para raciocinar bem e procurar a verdade nas ciéncias.
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a metafisica dos mimeros imaginarios esta plenamente esclarecida, e que se

provou que eles tem um significado tao real quanto os niimeros negativos.

Com isso, a crise dos niimeros sofisticos chega ao fim e aproximadamente em 1850,
Gauss adotada o simbolo ¢ introduzido por Euler. Assim, os nimeros sofisticos agora
escritos na forma a + bv/—1 passaram a ser denotados por a + bi com a e b niimeros
reais e i° = —1. Também foi alterada a denominacio niimeros sofisticos para nimeros
complexos utilizada até hoje.

E importante ressaltar que outros excelentes mateméaticos deram suas contribuicoes
ao desenvolvimento da teoria dos nimeros complexos, dentre os quais o matemaético
francés Abraham de Moivre (1667-1754), que por volta de 1707 no artigo Philosophical

Transactions escreveu implicitamente o que hoje é conhecido como Teorema de Moivre
(cos@ +isen )" = cos(nb) + isen(nb).

Contribuiram também os irmaos Jacob Bernoulli (1654-1705) e Johann Bernoulli (1667-
1748) e Jean Le Rond D’Alembert (1717-1783).



3 Nuimeros complexos

Neste capitulo sao apresentados os pré-requisitos necessarios para o desenvolvimento
deste trabalho. Os nimeros complexos serao definidos a partir de trés representacoes
que ao final se mostram relacionadas (isomorfas) entre si. Discute-se também que o

conjunto dos ntimeros complexos possui a estrutura de corpo nao ordenado.

3.1 Representacao algébrica

Seja R o conjunto dos ntimeros reais munido das defini¢oes de igualdade e operagoes

aritméticas usuais. R possui estrutura de corpo.
Definicao 3.1. Numero complexo € todo nimero escrito na forma r+iy, com x,y € R.

Ressalta-se que, neste momento, os simbolos + e ¢ sao desprovidos de qualquer
significado isoladamente.

Denota-se por C o conjunto de todos os niimeros complexos, ou seja, C = {x + iy :
x,y € R}. Dado o nimero complexo z = = + iy, chama-se por i a unidade imaginaria
que obedece a propriedade > = —1. Além disso, o niimero real = é chamado de
parte real de z e o namero real y de parte imagindria de z denotando-se por Re(z) e

Jm(z), respectivamente. Tem-se a seguinte classifica¢ao para um ntimero complexo z:
e Se Jm(z) =0 entdo z = x é um ndmero real.
e Se Re(z) =0 e IJm(z) # 0 entdo z = iy é chamado de nimero imagindrio puro.

Sejam z; = x1 + 1Yy € 2o = x5 + iy € C. Define-se a igualdade entre elementos de
C por:
21 = Zg < X1 = T2 € Y1 = Yo,
ou seja, dois niimeros complexos sao iguais se, e somente se, suas respectivas partes reais
e imaginarias forem iguais. Enfatiza-se que as igualdades das partes reais e imaginarias

ocorrem no conjunto dos nimeros reais.

No conjunto C define-se as operagoes aritméticas de:

20
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Adigao: z; + 2o = (1 + z2) +i(y1 + ya2),
isto é, a soma de dois nimeros complexos é definida pela somas, em R, das

respectivas partes reais e imaginarias.

Multiplicagao: 2122 = (2172 — y1y2) + i(T1y2 + Y172),
isto é, o produto de dois ntimeros complexos é definido em termos da soma,

subtracao e multiplicacao, em R, das partes reais e imaginarias.

3.1.1 Propriedades da adicao e subtracao

Sejam z; = w1 + 1y, 20 = To + iy € 23 = T3 + iy3 nimeros complexos quaisquer. A

operacao de adicao de nimeros complexos possui as seguintes propriedades:

(A1) z; + 29 = 29 + 21 (comutativa).
Demonstracao.

21+ 29 = (LEl + Zy1> + (J)Q + Zyz) (l’l + 562) + z(y1 + yz) =
= (zo+x1) +i(ye +11) = (2 +iy2) + (1 +iy1) =

= Z9+ z7.

(A2) (21 + 22) + 23 = 21 + (22 + 23) (associativa).
Demonstracao.

(z1+20) +23 = [(x14+0n) + (2 +iy2)] + (23 + iys) =
(21 4+ 22) +i(y1 +y2)] + (23 +iys) =
(1 + 22) + @3] + i[(y1 + y2) + ys] =
r1+ (22 + 23)] + iy + (y2 + ys)] =
= (w1 +ay) + [(z2 +23) +i(y2 +y3)] =

= 2z + (ZQ -+ 23).

[
[
= |
[

(A3) 0410 é o elemento neutro aditivo.

Demonstragao. Para todo z = x 4 1y complexo segue que

24+ (0+i0) = (z+iy)+(0+4+1i0)=(z+0)+i(y+0) =z +iy = 2.
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(A4) Para todo z = x 4+ iy € C existe (—z) = (—z) + i(—y), o elemento oposto (ou

simétrico aditivo).

Demonstracao.
24 (=2) = (z+iy) + [(—z) + i(=y)] = [z + (—2)] +ily + (—=y)] = 0+ 0.
O]

Observe que estas propriedades se deduzem a partir da definicao de adi¢ao de niimeros
complexos e das propriedades comutativa, associativa, existéncia de elemento neutro e
oposto dos numeros reais.

A propriedade da existéncia de elemento oposto da adi¢cao permite definir a operagao

de subtracao entre dois niimeros complexos z; e 2o indicada por z; — 23, ou seja

Subtragao: z; — 2o = [x1 + (—x2)] + i[y1 + (—y2)]-

3.1.2 Propriedades da multiplicacao e divisao

Sejam zq = x1 + 1y1, 20 = o + 1Yo € 23 = T3+ iy3 niimeros complexos quaisquer. A

operacao de multiplicacao de nimeros complexos possui as seguintes propriedades:

(M1) 2129 = 2921 (comutativa).

Demonstracao.

2120 = (1 +iy1) (22 +iy2) = (2122 — y1y2) + i(21Y2 + Y122) =
= (2ox1 — yoyr) +i(ay1 + yox1) = (22 + 1y2) (21 +ign) =

= Z92Z1.

(M2) (2122)23 = 21(2223) (associativa).

Demonstracao.

(z122)zs = [(w1 +iyn) (w2 + 1y2)] (23 + iy3) =
= [(z122 — y1y2) + (@12 + y122)](w3 + iy3) =
= [(z122)73 — (Y192) T3 — (T1y2)y3 — (1172)y3] +
Fi[(2122)ys — (Y1y2)ys + (T1y2) T3 + (Y1702) 23] =
= [w1(w2w3) — y1(yews) — x1(y2ys) — y1(@2ys)] +
+i[r1(22y3) — y1(42y3) + 21(Y2r3) + y1(z2w3)] =
= (21 +iy) (2223 — yays) + i(v2y3 + yor3)] =

= 21<2223).
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(M3) 1+ 40 é a identidade multiplicativa.

Demonstracao. Para todo z € C,

2(1410) = (x +1y)(1 +:0) = (.1 —y.0) +i(x.0 + y.1) =z + iy = 2.

O
I‘ —
(M4) Paratodo z € C,z # 0 tem-se: z ' = 5~ Ti—5——, 0 inverso multiplicativo
4 e +y ]
e z.
Demonstracao.

1 . X A
— (z+ + =
2z (x + 1y) (x2 oy sz n y2>

= (2 -y Y +ilw Y +y < =
:E2+y2 :E2+y2 $2+y2 $2+y2
= 14:0.

(D) z1(29 + 23) = (2122) + (2123) (distributiva).

Demonstracao.

w1 +iy)[(2 + iyo) + (23 +iys)] =
oy + i) [(x2 + 23) +i(y2 +y3)] =

z1(z2+23) = (
(
(21 (w2 4+ 23) — y1(y2 + y3)] + ilz1(y2 + y3) + ya (w2 + 23)] =
= [m1@2 + 2123 — Y1ye — yiys| + i[T1ye + T1ys + Y122 + yi73] =
[(r172 — y1y2) + (123 — Y1y3)] +

+i[(z1y2 + y122) + (2193 + y123)] =
= [(z172 — y1y2) + i(z192 + y122)] +

+(z123 — y1ys) +i(T1ys + yaxs)] =
= (z129) + (2123).

]

Estas propriedades se deduzem a partir da definicao de adi¢ao e multiplicacao de
nimeros complexos e das propriedades comutativa, associativa, existéncia de elemento
identidade e inverso dos niimeros reais.

A propriedade da existéncia de elemento inverso da multiplicacao permite definir
a operacao de divisao de dois niimeros complexos z; e z3 com 2o # 0 como sendo o

, 21
nimero representado por — dado por
22

2 L1y +Y1Y2  Y1To — T1Y2
2 222 + yo? 2 +y?

(3.1)
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3.1.3 Médulo e complexo conjugado
Definicao 3.2. O mddulo ou wvalor absoluto de um nimero complero z = x + 1y,

indicado por |z|, € definido como o mimero real nao-negativo dado por

2| = V&* + 32 (3.2)

Equivalentemente, |z| também pode ser representado por

2] = V/(Re(2))? + (Im(2))?.

Definicao 3.3. O complexo conjugado de um miimero complero z = x + 1y, indicado

por Z, € definido por Z =z +i(—y) = x — iy.

Note que Re(Z) = x = Re(z) e Im(Z) = —y = —TIm(2).
A proposicao a seguir relaciona os conceitos de complexo conjugado e mddulo de

nimero complexo.

Proposicao 3.1. O produto do nimero complexro z com seu complexo conjugado Z €

tgual ao quadrado do mddulo de z, isto é:
- 2
2z = |z]".

Demonstragao. De fato, se z = x + iy entao Z = x — iy. Segue que

2z = (x+iy)(z—iy) =
= (@ +y") +ilyr —y) =
= 224yt =
= |o*

]

Pode-se também relacionar os conceitos de complexo conjugado e médulo de niimero

complexo com a defini¢ao de divisao entre niimeros complexos.

Proposicao 3.2. A divisao dos nimeros complexos zy e z5 com zy # 0 € dada por

1 Z1Za 2122

2 w3 |
Demonstragao. Dados z; = x1 + iy; € 20 = x5 + iy # 0 dois nimeros complexos
quaisquer. Sabe-se que z1Z3 = (x1m9 + Y1y2) + i(—x1y2 + Y122) € 2973 = |,22|2 =
(z9% 4+ y2?) + i0. Substituindo as expressdes anteriores na equacdo (3.1) segue que

2%z (T + i) + =11y + Y172)

207 (w22 +y2?) +14 0

(2122 + 11y2) (22 + 42°) + (—x1y2 + y122) O
2 2)\2 2 +

(2% +42%)* + 0

H-(—l‘l?h + y122) (227 + 12%) — (2122 + Y1y2) 0
($22 + y22)? + 02

T1ZT2 + Y1Y2 Y1To — T1Y2 _ 2

T2 + yo? T2 + yo? 29
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]

Conclui-se entao que para dividir nimeros complexos, basta multiplicar o numera-

dor e o denominador pelo complexo conjugado do denominador.
Propriedade 3.1. Sejam z, 25 dois niimeros complexos quaisquer, entao

() 21+ 2=71+72

(b) 21 — %9 :Z_I_Z_Q

(C) 2129 = 21 29-

(d) <ﬁ> = i com 2y # 0.

Z2

Demonstragao. Considere zy = x1 + 1y; € 29 = To + i¥s.

(a) 21 + 22 (x1 +iy1) + (xg +iye) = (x1 + 22) +i(y; + o) =
= (z14+z2) —i(h +Y2) =01+ T2 — iy — iYys =
(w1 —iy1) + (22 — iyp) =

= 1+Z2.

(b) A demonstragao é aniloga ao item (a) anterior.

(c) Zazz = (a1 +iy)(z2 +iy2) = (v122 — Y1ye) + i(T1y2 + Y122) =
= (w122 — 1y2) — i(T1Y2 + Y172) = (21 — iy1) (@2 — 1y2) =
= Zi 2.
q 2 _omtayr [ mT iy  T2Y1 — T1Y2 |
( ) _ - T 2 2 + 2 2 -
29 Ty + 1Y To* + Y2 To* + Yo

_ (IlIz + y1y2) _ (1‘2% — xl?b) _
T9? + Yo T9? + Yo
_ (fl@ + (—yl)(—yg)) n <9E2(—y1) - xl(—yz)) _
2% + (=) 2% + (=)
Ty — iy

— Y2

Z1
Z2

Propriedade 3.2. Dado um niimero complexo z qualquer tem-se

Demonstragao. Seja z = x 4+ 1y. Segue que
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(a) Z=(z —iy) =a+iy ==
(b) z4+Z = (z+1iy) + (x — iy) = 2z = 2 Re(z).
(¢) z—z=(z+iy) — (v —iy) = 21y = 2i Jm(z).
O
Proposicao 3.3. Um nimero complexo z é um nimero real se, e somente se, z = Z.
Demonstracao. De fato, um niimero complexo z é um numero real se, e somente se,
Jm(z) = 0. Assim, pela propriedade 3.2.(c) decorre que z —Z = 0. O
Proposigao 3.4. Seja z € C tem-se |z| = 0 se, e somente se, z = 0.
Demonstragao. Seja z = x + 1y,
Zl=0e V2 +2=0 224+ =0=2r=y=0&2=0.
O
Propriedade 3.3. Para todo z € C sao validas:
(a) |z = [Z]
(b) % —|71|c0mz7£0
(¢) Re(z) < [Re(2)] < 2|
(d) Jm(z) < |Jm(z)] < [2|
Demonstragao. Seja z = x 4 1y um numero complexo qualquer.
a) 2| = Va2 +y? = Va4 (—y)? = 2]
(b)lzl—zz SR - :\/ v v 1
2 2z 2 4y? x4y (@2 +y2)?  (@2+y?)? 2242
1
m.
(c) Me(z) =z < |z| = [Re(2)] = VRe(2)2 < VRe(2)2 + Tm(2)2 = |2].
(d) Tm(z) =y < |y| = |Im(2)] = V/Im(2)? < V/Re(2)2 + Tm(2)2 = |2|.
O

Propriedade 3.4. Dados dois nimeros complexos z; e zo quaisquer tem-se

(a) [z122] = |21]]22].
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(b) 2 :@comZQ#O.
Z9 |22|
Demonstracao.

a) Pela proposicao 3.1 segue que
(a) proposig gue q
|2120|° = 2120717 = 21212070 = |21]%] 20|
LOgO, |ZlZQ| = |Zl||2’2|

(b) Pelo item (a) segue que
1

22

|Zl|

\22|'

21

22

1
21— | = ’Zl‘
)

]

Propriedade 3.5. Dados dois niimeros complexos z; e 23, seguem as seguintes desi-
gualdades:

(a) |21+ 2| < 21| + |22].

(b) [21 = 22| < |2 + |22l

(c) [z1] = [z2| <21 — 22,

(d) [z2] = [21] < [21 — 22,

(e) [ [z1] = |22l [< [21 — 2al.

Demonstracao.

(a) Segue pelas propriedades anteriores que:

‘21 + 22|2 = (21 + 2’2)(2’1 + 22) = (21 + 22)(2’_1—|‘Z_2) =
= 2121+ 2122 + 2221 + 2222 =
= |alP+uazm+ w7+t =
= |aP+|nl+um+an

|Zl|2 + |ZQ|2 + 2 9%(212_2) <

< a4 |2 + 2 |21z:] = |2 + |2 +2|z2]z] =
= |z + |22 + 2 |21 22] = (Ja1] + |22])*

Logo, |21 + 2| < |21] + | 22].

(b) |21 — 22| = |21 + (—22)| < |z1| + | — 22| = |21] + |22]-

(¢) |z1] = |21 — 22+ 22| = (21 — 22) + 22| < |21 — 22| +|22|. Entdo |21| — |22] < |21 — 2.

(d) [z2] = [a] <22 — 2] = [21 = 2.

(e) Pelo item (c) segue que |z1]| — |22| < |21 — 22|. Por outro lado, segue pelo item (d)
que —|z1 — 29| < |z1] — |22|. Portanto, | |z1] — |22] |< |21 — 22)-

]
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3.2 O corpo dos ntimeros complexos

3.2.1 O conjunto C como extensao de R

Verifica-se que o conjunto dos nameros complexos C pode ser visto como uma
extensao do conjunto dos niimeros reais R da mesma maneira que este tltimo é uma
extensao do conjunto dos niimeros racionais Q. Analogamente para Q D Z D N sao

extensoes. Neste sentido, considere a aplicagao v definida por

v:R — PR)cCC
r = Ylr)=z+1i0

A aplicagao 1 satisfaz as seguintes propriedades:
Propriedade 3.6. 1) é bijetora.

Demonstragao. Inicialmente mostra-se que 1 é injetora. Para todo x,y € R se ¢(x) =
Y(y) entdo x + 4.0 = y +i.0. Logo, R(z +1i.0) = R(y +4.0) & = = y. E imediato
que 1 é sobrejetora. De fato, para todo x +i.0 € »(R) C C basta considerar z € R.
Portanto, 1 é bijetora. O

Propriedade 3.7. Para todo x,y € R tem-se
Loz +y) = (x) + ¥(y).

Demonstragao. De fato, para todo x,y € R tem-se

Y(x+y)=(r+y)+i0=(x+:0)+ (y+1i.0) = (x) + L(y).

0O
2. P(ay) = (@)Y (y).
Demonstragio. Para todo z,y € R tem-se
U(ay) =2y +4.0 = (x +4.0)(y +i.0) = ¥(2)¥(y).
0

Conclui-se que 1 ¢ um isomorfismo entre os conjuntos R e ¢)(R) C C. Neste sentido,

diz-se que C é uma extensao de R e que R estd mergulhado em C.
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3.2.2 O corpo C nao é ordenado

Verificou-se nas se¢oes anteriores que o conjunto dos nimeros complexos C munido
das duas operacoes binarias fechadas de adi¢ao e multiplicacao cumpre, para cada uma
delas, as propriedades comutativa, associativa, existéncia da identidade, existéncia do
elemento oposto (ou inverso) e distributiva. O conjunto C entdo possui estrutura de
corpo. Passa-se agora a discutir o fato de que no conjunto C nao é possivel definir uma
relacao de ordem entre seus elementos.

Considere um conjunto qualquer K munido das operacoes binarias de adicao e
multiplicacao possuindo as propriedades que definem a estrutura algébrica de corpo.

Suponha ainda que sobre K esteja definida uma relacao > dada por
a > b < existe c € K tal que a =0+ c,

para todo a,b € K e que satisfaz as seguintes condigoes:
O1: a > a.

0O2: Sea>beb>aentaoa=0.

03: Sea>beb>centaoa > c.

O4: a>boub>a.

para todo a,b,c € K. Diz-se que > define uma relacao de ordem sobre K. Além disso,
a relacao de ordem > é dita compativel com a estrutura de corpo definida sobre K se,

e somente se, estao satisfeitas as seguintes condicoes para todo a,b € K:
OA: Sea>bentao a+c > b+ c para todo c € K.
OM: Se a > b entao ac = be se ¢ > 0.

O conjunto K é dito corpo ordenado. Os conjuntos dos niimeros racionais Q e dos
nimeros reais R sao exemplos de corpos ordenados onde a relacao de ordem > é
conhecida como a relacdo maior ou igual que. Define-se a > b < a > be a # b.

No corpo ordenado K ¢é satisfeita a seguinte propriedade:

Propriedade 3.8. O quadrado de um elemento nao nulo é sempre positivo, isto é,
a’> >0, Ya € K,a # 0.

Demonstragao. De fato, para todo a € K com a # 0 tem-se

(a) Se a > 0 entdo aa > a0 pela condicio OM. Logo, a® > 0.

(b) Se 0 > a entao 0+ (—a) > a+(—a) pela condi¢ao OA. Assim, —a > 0. Novamente,
(—a)?® > 0. Portanto, a* > 0.
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]

Assim, se o conjunto dos niimeros complexos fosse ordenado segundo a relacao de
ordem >, a propriedade 3.8 seria verdadeira para todo elemento de C. Deste modo, o
niimero 0+ € C é tal que (0+1)* = —14 0.7 seria positivo em C. Por sua vez —1+0.i
estd identificado com o nimero —1 no conjunto dos nimeros reais conforme a sec¢ao
3.2.1. Logo, —1 seria positivo em R. Cabe ressaltar que o corpo dos ntimeros reais s6
pode ser ordenado de um tinico modo (ver [4] p. 262). A relacao de ordem definida em
C, quando considerada sobre os elementos da forma x + 0.7, serd a relacao de ordem
(inica) definida em R. Estes fatos levam a uma contradi¢do pois —1 é negativo em R.
Portanto, nao pode-se definir uma relacao de ordem para C. Observa-se que R é um

subcorpo ordenado de C.

3.3 Representacao por par ordenado

Nesta secao o conjunto dos niimeros complexos é apresentado de maneira diferente
aquela desenvolvida na secao anterior. As operacoes aritméticas e os principais concei-

tos discutidos sao agora redefinidos utilizando o conceito de par ordenado.

Definigao 3.4. Um nimero complexo é definido como um par ordenado (x,y) de ni-

meros Teais T e .

Denota-se por C o conjunto de todos os niimeros complexos, ou seja, C = {(x,y) :
xz,y € R}. Dado o nimero complexo z = (x,y), o ntumero real z é chamado de
parte real de z e o nimero real y de parte imagindria de z denotando-se por Re(z) e
Jm(z), respectivamente.

Sejam z; = (x1,y1) e 22 = (x2,y2) € C. Define-se a igualdade entre elementos de C
por:

21 = 20 <= T1 = T2 € Y1 = Yo,

ou seja, dois nimeros complexos sao iguais se, e somente se, suas respectivas partes
reais e imaginéarias forem iguais. Enfatiza-se que a igualdade de pares ordenados é dada
pela igualdade das respectivas componentes dos pares ordenados e estas ocorrem no
conjunto dos niimeros reais.

No conjunto C define-se as operagoes aritméticas de:
Adicao: z @ 29 = (21,y1) ® (22,92) = (21 + T2, Y1 + Ya).
Multiplicagao: 21 ©® 22 = (21, y1) © (%2, ¥2) = (2122 — Y12, T1Y2 + Y122).

As operacoes aritméticas acima estao bem definidas e sao fechadas.
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3.3.1 Propriedades da adicao e subtracao

Sejam 2z = (x1,41), 22 = (T2,Y2) € 23 = (x3,y3) nameros complexos quaisquer. A

operacao de adicao de nimeros complexos cumpre as seguintes propriedades:

(A1) z; @ 29 = 29 @ 21 (comutativa).

Demonstracao.
2@z = (v1,01) © (T2,92) = (11 + 22,41 +42) =
= (v2+21,y2 Y1) = (72,92) & (21,01) =
= 29D 2.
]
(A2) (21 @ 29) D 23 = 21 D (20 D 2z3) (associativa).
Demonstracao.
(21D 22) D2z = [(21,91) © (T2, 92)]  (73,93) =
= (21 + 22,91 +12) © (23,3) =
= ((z1+22) +as, (Y1 +42) +y3) =
= (14 (z2+23),91 + (Y2 + y3)) =
= (z1,51) © (22 + 23,92 + y3) =
= (71,51) © [(7v2,y2) D (v3,y3)] =
= 21D (20D 23).
O
(A3) (0,0) & o elemento neutro aditivo.
Demonstragao. Para todo z = (x,y) com z,y € R, tem-se:
z®(0,0) = (z,9) & (0,0) = (x + 0,y + 0) = (z,y) = 2
]

(A4) Para todo z = (z,y), existe (—z) = (—z, —y), o elemento oposto (ou simétrico

aditivo).
Demonstracao.

2@ (=2) = (1,y) @ (-2, —y) = (z+ (=2),y + (=y)) = (0,0).
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Observe que estas propriedades se deduzem a partir da definicdo de adicao de
nimeros complexos e das propriedades comutativa, associativa, existéncia de elemento
neutro e oposto dos niimeros reais.

A propriedade da existéncia de elemento oposto da adi¢ao permite definir a operagao

de subtragao entre dois nimeros complexos z; e zo, indicada por z; & 25, dada por,

216 29 = (11 + (—22),y1 + (—y2)).

3.3.2 Propriedades da multiplicacao e divisao

Sejam 21 = (x1,y1), 20 = (T2,¥y2) € 23 = (x3,y3) numeros complexos quaisquer. A

operacao de multiplicacao de ntimeros complexos cumpre as seguintes propriedades:

(M1) 21 ® 23 = 29 ® 21 (comutativa).

Demonstracao.
21020 = (21,y1) © (22, y2) = (2122 — Y1Y2, T1Y2 + Y122) =
= (a1 — Y2u1, Toth + Y1) = (T2, ¥2) © (z1,y1) =
= 29O z1.

(M2) (21 ® 22) ©® 23 = 21 @ (22 © z3) (associativa).
Demonstracao.

21O (22 © 23) = (21, 41) © [(22,92) © (23, y3)] =

= (71,41) © (2273 — Yay3, Toys + YoT3) =

= (21(z2w3 — Y2y3) — Y1(T2ys + Yo13), 11 (T2y3 + Yyox3) +
+y1 (223 — Yay3)) =

= (21(z2m3) — 21(y2y3) — y1(22y3) — Y1(y2xs), v1(22y3) + 21 (yaws3) +
+y1(r2r3) — y1(y2y3)) =

= ((m1m2)r3 — (1192)y3 — (N172)ys — (Y1y2) w3, (T122)ys + (T1y2) T3 +
+(y122)73 — (Y192)y3) =

= (122 — y1y2) T3 — (12 + Y172)Y3, (1172 — Y1Y2)ys +
+(T1Y2 + Y172)73) =

= (2172 — Y1y, T1y2 + 1172) © (23, 43) =

= [(v1,51) © (2, 92)] © (23, 93) =

= (21 ®2) ® z3.
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(M3) (1,0) & o elemento identidade da multiplicacao.

Demonstragao. Para todo z = (x,y), tem-se

2®(1,0) = (z,y) ©®(1,0) = (2.1 — y.0,2.0 + y.1) = (z,y) =

O
(M4) Todo z € C—(0,0) tem inverso multiplicativo dado por 27l = (9:2 f_ "l x2_—1—yy2) :
Demonstracao.
IR x -y _
2@zt = (x,y)®<x2+y2,$2+y2)_

x —y —y N x
= €T — T =
2 + y? yx2+y2’ 22 + 12 yx2+y2

_ x? N v wy L _
x2+y2 x2+y2’ x2+y2 «T2+y2
— (1,0).

(D) 21 ® (22 ® 23) = (21 © 22) ® (21 ® 23) (distributiva).
Demonstracao.

210 (2@ 23) = (1,41) O [(22,52) D (23,43)] =

T1,Y1) © (12 + 23,92 +y3) =

z1 (22 + 23) — y1(y2 + y3), 21(y2 + y3) + ya (2 + 73)) =
T1Ty + T1T3 — Y1Yo — Y1Y3, V1Y + T1Y3 + Y172 + Y173) =

122 — N1Y2, T1Y2 + Z/1I2) D (Ill'?) — Y1Y3, T1Y3 + y1$3) =
Iy, yl) ($2>?JQ) D (531, yl) © ($3>yz) =

(
(
(
= ((m1m2 — y1y2) + (123 — 11y3), (T1y2 + Y172) + (T1y3 + Yy173)) =
(
(
(21 © 22) D (21 © 23).

]

Estas propriedades se deduzem a partir da definicao de adi¢do e multiplicacao de
nimeros complexos e das propriedades comutativa, associativa, existéncia de elemento

identidade e inverso dos niimeros reais.
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A propriedade da existéncia de elemento inverso da multiplicacao permite definir
a operacao de divisao de ntumeros complexos. A operacao divisao de z; por zy # 0

z
denotada por “L ¢ definida por
Z2

A1 (xwz +1Y2 Y1%2 — $1y2) (3.3)

2 2 2 2
Z2 To® + Yo To® + Yo

Lembre-se que, o conjunto C definido a partir do conceito de par ordenado, mu-
nido das operacoes de adicao e multiplicacao acima satisfaz os axiomas que definem a

estrutura algébrica de corpo.

3.3.3 O plano complexo

O conjunto dos niimeros complexos definido como pares ordenados de niimeros reais
admite uma representacao geométrica a partir da identificacao de pares ordenados com
pontos do plano cartesiano R?>. Em outras palavras, existe um isomorfismo entre o
conjunto dos nimeros complexos C e o plano cartesiano R?. Neste caso, denomina-se
plano complexo ou plano de Argand ao invés de plano cartesiano.

E imediato que fRe(z) = x e Jm(z) = y sdo as coordenadas do niimero z no plano
complexo. Assim, o conjunto dos niimeros reais é imerso em C a partir da identificagao
(x,0) para todo = € R. Desta forma, o eixo das abscissas serd denominado eixo real,
enquanto que o eixo das ordenadas, (0,y) para todo y € R passa a ser chamado de
eixo imaginario. O ponto (0,1) sera identificado a unidade imaginaria e denotado

por i. E facil verificar que:
i’=i®i=(0,1)®(0,1) = (~1,0),

sendo (—1,0) identificado com o nimero real -1.
Dado um niimero complexo z = (z,y) define-se complexo conjugado de z, indicado
por z, como sendo a reflexao de z pelo eixo real. Em outras palavras, o eixo real é o eixo

de simetria entre os pontos z e Z. Assim, para todo z = (z,y) tem-se que zZ = (x, —y).
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Figura 3.1: Plano Complexo

Todo ntiimero complexo z = (x,y) pode também ser interpretado como o vetor de
origem em (0,0) e extremidade no ponto P(x,y) do plano complexo. Passa-se desta
maneira da concepg¢ao pontual para a concepgao vetorial do par ordenado (z,y). Neste
sentido, o modulo de um vetor é definido com sendo o comprimento do vetor, ou seja,
a distancia da origem até a extremidade do vetor. O modulo de um niimero complexo
z = (z,y) sera definido como o modulo do vetor a este associado, ou seja, como sendo

o nimero real nao-negativo dado por

2 = VaT 5 P,

E facil verificar que:

2P =20z
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Figura 3.2: O namero complexo z como vetor no plano complexo

Observe que as propriedades vistas na secao 3.1.3 sao facilmente verificadas geome-
tricamente. Por exemplo, dados dois nimeros complexos z; e 23, a propriedade 3.5 (a)
diz que

|21 + ZQ| < ‘Zl| + |22|

Este resultado é conhecido geometricamente como desigualdade triangular: a soma
dos comprimentos de dois lados de um tridingulo é maior ou igual ao comprimento do

terceiro lado.

3.3.3.1 Forma polar dos niimeros complexos

O namero complexo representado por pares ordenados de niimeros reais é identifi-
cado por um ponto P(z,y) no plano complexo onde adota-se um sistema de coordena-
das cartesianas, ou seja, escolhe-se um ponto fixado chamado de origem do sistema de
coordenadas e duas retas perpendiculares entre si neste ponto denominadas de eixos
coordenados (abscissas — ordenadas). Além disso, adota-se um comprimento unité-
rio e coloca-se cada ponto dos eixos coordenados em correspondéncia biunivoca com
o conjunto de nimeros reais. No caso do plano complexo, a origem é identificada
com o nimero (0,0) e eixos das abscissas e ordenadas com os eixos real e imaginario
respectivamente. Assim, todo ponto P do plano complexo serd representado através
das coordenadas cartesianas (x,y). O mesmo ponto geométrico P pode ser represen-
tado em diferentes sistemas de coordenadas. Enfatiza-se que o par ordenado que ira

representa-lo sera diferente em cada sistema de coordenadas, mas o ponto geométrico
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(nimero complexo) serd sempre o mesmo. Neste sentido, pode-se adotar um diferente
sistema de coordenadas. Para isto, considere um ponto fixado O chamado de origem e
uma semirreta de origem O coincidentes com a origem e o semieixo positivo das abscis-
sas do sistema de coordenadas cartesiano respectivamente. Todo ponto P distinto da
origem O é agora identificado pelo par ordenado (r,6), onde r é a distancia do ponto
P a origem O e 6 é o angulo formado pelo segmento de reta OP e a semirreta medido
em radianos. Este sistema de coordenadas ¢ denominado de sistema de coordenadas
polares. Ele ird mapear todo o plano complexo a menos da origem O. O ponto P nao
pode coincidir com a origem O pois neste caso r = 0 e  seria qualquer, o que nao define
uma aplicacao entre os dois sistemas de coordenadas. As coordenadas cartesianas e

polares se relacionam através das seguintes transformacoes:

(a) do sistema de coordenadas polares (r, ) para o sistema de coordenadas cartesianas

(z, y):
{ T =rcosf (3.4)

y =rsenf

onde r >0 e 6 € [0, 2.

(b) do sistema de coordenadas cartesianas (x,y) para o sistema de coordenadas polares
(r,0) basta determinar a transformagao inversa do item (a) acima, isto ¢, isolar as
coordenadas r e € em termos das coordenadas x e y. Neste sentido, observe que
tgf = y/x para © # 0 e y qualquer. A fungao tangente somente sera injetora,
e assim inversivel, para os valores cujo arcos estdo compreendidos entre —7/2 e
7/2. Tendo em vista esta observacao determina-se a seguinte transformacao entre

os sistemas de coordenadas cartesianas e polares:

= VAT

(arctg<g> se rv>0ey=>0
x
g se z=0ey>0
y (3.5)
0 = arctg<—>—|—7r se r<0eyelR
x
3
g se r=0ey<0

arctg<y>—|—27r se r>0ey<O
x

\ \
para todo (z,y) € R* — {(0,0)}.

Os diferentes sistemas de coordenadas para o plano complexo sao mostrados na
Figura 3.3.
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(a) Coordenadas cartesianas (b) Coordenadas polares

(c) Relagdes entre as coordenadas cartesianas e

polares

Figura 3.3: Plano complexo e sistemas de coordenadas

O uso do sistema de coordenadas polares permite os seguintes resultados:

1. Para todo namero complexo z # 0, o modulo de z dado por |z| = /2% + y?
representa a distancia entre a origem e o ponto P(x,y). Entao, |z| =r.

2. Dado um ntimero complexo z # 0, chama-se argumento principal de z, indicado
por Arg(z), a amplitude medida em radianos do angulo 6 determinado pelo seg-
mento de reta que une a origem O ao ponto P(z,y) e o eixo positivo das abscissas
no sentido anti-horario. Entao, Arg(z) = 0, ou seja, Arg(z) € [0, 27[. Fez-se assim
um corte do plano complexo ao longo dos valores positivos do eixo das abscissas.
Alguns autores consideram o argumento principal como Arg(z) = 6 — m. Neste
caso, Arg(z) € [—m, [ e assim tem-se um corte do plano complexo ao longo dos

valores negativos do eixo das abscissas.

3. Ao identificar um nimero complexo nao nulo na sua representacao por par orde-

nado, z = (z,y), com a sua representacao algébrica, z = x+1iy pode-se relacionar
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ambas através da igualdade:
z =r(cosf +isend). (3.6)
Esta representacao é chamada forma polar de um niimero complexo.

Uma consequéncia imediata da relagao (3.6) é igualdade entre niimeros complexos
representados na forma polar. Com efeito, os niimeros complexos z; = r(cost +
isenf) e zo = ra(cosby + isenfhy) sdo iguais se, e somente se, seus modulos e seus

argumentos principais forem iguais.

3.4 Representacao matricial

Seja My2(R) o conjunto de todas as matrizes quadradas de ordem 2 de compo-
nentes reais munido das definicoes de igualdade e operagoes aritméticas de soma e

multiplicagao usuais entre matrizes.

Definicao 3.5. Um nimero complexo € uma matriz quadrada de ordem 2 de compo-

nentes reais (a;;) COm a1] = Qg € A1y = —Q9].

2x2

Denota-se por C o conjunto de todos os niimeros complexos, ou seja,

{2 )]

Ty — Ty —
Sejam z; = ! h e 29 = 2 & € C. Define-se igualdade entre
Yo T2
elementos de C por

21 =29 &= T = T2 € Y1 = Yo,

ou seja, dois niimeros complexos sao iguais se, e somente se, as matrizes forem iguais.
Desta forma, a igualdade entre niimeros complexos decorre da igualdade entre matrizes,
ou seja, a igualdade entre os respectivos elementos das matrizes.

No conjunto C define-se as operagoes aritméticas de:

Adicio: 2 Bz — ( Tt (ot ) ) .

Y1+ Y2 T1 + 2o

e e~ — — +
Multiplicagao: z; [z = ( e ) .

T1Y2 + Y122 T1T2 — Y1Y2

Verifica-se que as defini¢oes das operagoes aritméticas de adigao e multiplicacao
para o conjunto dos nimeros complexos sao dadas, neste contexto, em termos das

operacoes aritméticas usuais de adicao e multiplicacao de matrizes.
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3.4.1 Propriedades da adicao e subtracao

Sei 1 —U Ty —Y2 T3 —Y3 ,
ejam z; = , 29 = € 23 = nimeros com-
g Y2 T2 Ys T3

plexos quaisquer. A operacao de adicao de ntimeros complexos possui as seguintes

propriedades:
(A1) z; B 2 = 25 B z; (comutativa).

Demonstracao.

r1+we —(y1+ rot+w1 —(Y2 +
2 By = 1 2 (y1 yz) _ 2 1 (92 y1) — B2
Y1+ Y2 T+ o Y2+ Ty + 21

O
(A2) [z B 2] B 23 = z; B [25 H 23] (associativa).
Demonstracao.
[21 s 22] sl 2 = T1+ T _(yl + 92) =8 23 =
\ ity T1+2
_ (r1 +22) + 23 —[(y1 + 1) + y3] _
(hh+y2) +ys (21 +22) + 23
_ 1+ (22 +3) —[v1 + (y2 +us3)] _
yi+ (W2 +ys) w1+ (22 + x3)
= Hﬂ T2 + L3 _(y2 + 93) _
Yot+ys T2+ x3
= Z1 tH [ZQ H 23].
O

0 0
(A3) ( 0 0 ) é o elemento neutro aditivo.

r -y
y

e 00Y) [x+0 —(y+0) T~y .
00) \y+0 z+40 Ty z )7

0 0
Analogamente, ( 00 > H z = 2z para todo z € C. O]

Demonstragao. Para todo z = ( ) complexo tem-se
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r — —x
(A4) Para todo z = ( Y complexo, tem-se que (—z) = ( Y ) é 0 seu
y x -y -z
elemento oposto (ou simétrico aditivo).

Demonstracao.

fr+(-z) —y+@ Y (00
ZEE(_Z)_<y+(—y) x+(—:v)>_<0 ())_0'
]

Observe que estas propriedades decorrem das propriedades comutativa, associativa,
existéncia de elemento neutro e oposto da operacao de adicao usual entre matrizes.
A propriedade da existéncia de elemento oposto da adicao permite definir a operagao

de subtracao entre dois nimeros complexos z; e zo, indicada por z; H z5, isto é,

S ( it (—a2) (1 + (~p2) ) |

yi+ (=) 1+ (—x2)

3.4.2 Propriedades da multiplicacao e divisao

. 1 —U1 T2 —Y2 T3 —Ys ,
Sejam z; = , 29 = e 23 = nimeros com-
y1 Y2 T2 Ys I3

plexos quaisquer. A operacao de multiplicacao de nimeros complexos possui as seguin-

tes propriedades:
(M1) 2 [z = 25 [0 2y (comutativa).

Demonstracao.

znzy =
T1Ys + Y122 X1T2 — Y1Y2

( 122 — Y1y — (12 + Y172) ) _

Tor1 — Yoy1  —(Tay1 + Y2t1)
= = 29 L] Z1-
Toy1 + Y1 ToT1 — Yol

(M2) [z [ 29] [ 23 = 21 [0 [29 [ 23] (associativa).
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Demonstracao.

(21 0 2] O 2 — [( T1%2 — 1y2  —(T1y2 + y122) > [ 2y =

T1Y2 + Y122 T1T2 — Y1y

(172 — y1y2) T3 — (T1y2 + y122)ys  —[(2122 — Y1y2)ys + (T1y2 + Y122) 73]

(%172 - y1y2>y3 + ($1y2 + y1$2)5€3 (l’lxz - y1y2):c3 - ($1y2 + y1$2)y3
21 (P23 — Y2y3) — Y1 (Y23 + T2y3)  —[r1(Tays + Y23) + Y1 (T23 — Y2y3)]

T1(T2ys + Yoxs3) + Y1 (v2w3 — yoys)  w1(T2w3 — Y2uys) — y1(Yexs + T2ys)

) < Tox3 — Yoys  —(Tays + Ya3) )] — 2 O (2 @ 25).

ToyYs + YoX3  T2T3 — Y2U3

10
(M3) ( 01 ) é a identidade multiplicativa.

I‘ JE—
Demonstracao. Para todo z = < Y ) € C, tem-se
y x

10 z1l—y0 —(z.0+y.1) T —y
z [ = = = z.
01 z0+y1l 2.1—-9.0 Yy x
10
Analogamente, ( 01 > [] z = z para todo z € C.

T Y
x2+y2 x2+y2

y oz -y T

x2+y2 $2+y2

(M4) Para todo z = ( vy > €C,z#0existe: 27 =

o inverso multiplicativo de z.

Demonstracao.

T—/———— — — |\ T —Y)——=
$2+y2 Yy $2+y2 $2+y2 Yy :B2+y2

20z =
Y T T Y
xx2+y2+( y)x2+y2 x$2+y2 y(a:2+y2)
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(D) 20 (29 B 2z3) = (21 I 29) B (21 [ 23) (distributiva).

Demonstracao.

Z1D(ZQEZ3):Z1D<$2+x3 —(2 +s) > =

Yo +ys  To+ T3
w1 (2 +23) —y1(Y2 +y3) —[r1(ye +y3) + yi(w2 + x3)]

(Y2 +y3) + va(xe +x3)  w1(x2 + 23) — Y1 (Y2 + y3)
(w172 — y1y2) + (123 — y1y3)  —[(v1y2 + y172) + (21Y3 + y123)]

(1y2 +3102) + (T1y3 +y123) (0122 — Y1y2) + (0173 — Y1y3)

_ 122 — 1y2  —(T1y2 + Y122) = 123 — Y1ys  —(T1ys + y1T3) _
(x1y2 + 1122) T1To — Y1Yo2 T1Y3 + Y1x3 T1XT3 — Y1Y3

= (Zl ] 2,'2) H (21 CJ 23).

]

As propriedades acima decorrem das respectivas propriedades comutativa, asso-
ciativa e existéncia de elemento identidade para matrizes. Observe que a existéncia

do elemento inverso estd garantida para todo nimero complexo nao nulo. De fato,

T Y
.T2 + y2 I’2 + y2
271 = esta definido para todo z,y € R tal que z* + 3* # 0.

22 492 22+ 2
Note que, 2% + 3? = 0 se, e somente se, =y = 0, o que implica z = 0.

A propriedade da existéncia de elemento inverso da multiplicacao permite definir,
neste contexto, a operacao de divisao de ntimeros complexos. A operacao de divisao
de z; por z; com zy # 0 denotada por ? ¢ definida por

2

T2 + Y1y <$2y1 — 3:13/2)

. T9? + yo? To? + y2®

—1 =21 D 2’2_1 ==

22 T2Y1 — T1Y2 122 + Y1Y2
92 + o2 222 + Y52

3.4.3 Moédulo e complexo conjugado

Y
y
e parte imagindria de z o valor real y , denotando-se por Re(z) = z e IJm(z) = y, res-
0
1

Dado o niimero complexo z = ( ) Define-se parte real de z o valor real x

, -1
pectivamente. A matriz i = < serd identificada como a unidade imaginéria.
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E imediato que:

-1 0
?=i0i= ,
0 -1

que ¢é identificada com o nimero real —1.

Além disso, define-se o complexo conjugado de z, indicado por Z, como sendo a

z:(fyi).

O modulo de um nimero complexo z serd o nimero real nao-negativo dado por

matriz dada por:

|z| = | det (; —Y ) = /a2 + 12

T

E facil verificar que |2|> = z [ Z.

3.5 Isomorfismo entre as representacoes

Nesta secao sera demonstrado que para qualquer duas representacoes do conjunto
dos niimeros complexos é possivel definir uma funcao bijetora que preserva as operagoes
de adi¢do e multiplicacdo entre as representacoes, ou seja, f : (X, +,.) = (Y, ®,®)
bijetora satisfazendo

fla+b) = fla)® f(b),
fla.b) = f(a) ® f(b).
Esta funcao é denominada de isomorfismo entre as representacoes.

Nas secoes anteriores o conjunto dos numeros complexos foi representado de trés

maneiras:

Representagao algébrica: C = {z + iy : z,y € R} com as operagoes de adi¢ao + e

multiplicacao - definidas na secao 3.1;

Representacio por par ordenado: R? = {(z,9) : 2,y € R} com as operacoes de

adicao @ e multiplicacao ® definidas na secao 3.3;
r -y

Yy
¢ao H e multiplicacao [ definidas na secao 3.4.

Representagao matricial: M = DT,y € ]R} com as operacoes de adi-

Inicialmente considere

¢1:(C7+7') — <R27@7®)
r+iy — (z,y).

Esta aplicagao possui as seguintes propriedades:
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Propriedade 3.9. ¢; é bijetora.

Demonstragao. De fato, p; € injetora, pois, para z; = x1 4+ iy, € 2o = 1o+ 1ys € C tais
que

o1(zy +iy1) = 901(% + iy2) tem-se (9517@1) = (x2,y2) ST =T2 € Y1 = Yo

Logo, 21 = x1 + 1y1 = T2 + 1y = 25. Prova-se agora que ¢, é sobrejetora. Para todo
(z,y) € R? basta considerar z = x + dy. Assim, ¢,(z + iy) = (,y) por defini¢o.
Portanto, ¢, é bijetora. [

Propriedade 3.10. ¢1(z1 + 22) = ¢1(21) @ p1(22) para todo 21, 25 € C.

Demonstragao. De fato, sejam z; = x1 + iy; e 20 = x9 + 1y dois nimeros complexos

tem-se

pi1(z1+22) = wi((z1+32) +i(yr +12)) = (21 + T2, 91 + y2) =
= (21,51) © (22, 92) = 1(21) © @1(22).

O
Propriedade 3.11. ¢1(2122) = ¢1(21) ® ¢1(22) para todo z, 25 € C.
Demonstragao. De fato,
p1(z122) = ei((@12 — y1y2) + 11y + Y122)) = (2122 — V1o, T1y2 + Y122) =
= (z1,71) © (T2, 12) = ¢1(21) © V1(22).
O

Conclui-se assim que a fungao ¢; é bijetora e preserva as operagoes de adigao e
multiplicagdo entre os corpos (C,+,-) e (R* &, ®). Portanto, sio isomorfos.
Da mesma maneira, prova-se que os corpos (R* @,®) e (M, H, ) sdo isomorfos.

Neste sentido, considere
0yt (R%,®,0) — (M,8,0)
(x,y) +— (m —y>'
y
Esta aplicagao possui as seguintes propriedades:

Propriedade 3.12. ¢, é bijetora.

Demonstracdo. @, é injetora. De fato, para todo (z1,%1) e (z2,%2) € R? tem-se que

a((z1,91)) = w2((22,92)) & ( o ) = ( 2 T ) < T =Tz € Y1 = Ya.

B Y2 T2
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Logo, (z1,y1) = (22,y2). Prova-se agora que ¢y é sobrejetora. Para todo elemento

7Y ) em M basta considerar o nimero complexo (x,y) € R? pois, vo((z,y)) =

y
r -y . < T
. Conclui-se entao que py é bijetora. O
y

Propriedade 3.13. py(21 @ 2) = @a(21) B a(2) para todo 21, 2o € R?.

Demonstragao. De fato,

itz —(+ue) | _
Y1 +y2 Tt X2

Ty — To —
_ ( 1 Y1 ) 0 ( 2 Yo ) _ 902(21) EEgpg(zQ).
1 Y2 T2

Propriedade 3.14. y(21 ® 25) = @a(21) [ a(22) para todo 21, 2o € R?.

P20 @ ) = @2(($1+$2,y1+y2)):(

Demonstracao. De fato,

122 — 1y2  — (12 + y122) ) _

T1Y2 + Y122 T1T2 — Y1y
Ty -y Ty —Y

= < ! ! ) o ( ? ? ) = p2(21) E pa(22).
Yy Yo T2

Desta maneira, a funcao ¢ é bijetora e preserva as operagoes de adigao e mul-

P2(21 © Z2) = 902((951$2 — Y1Y2, T1Y2 + Y122)) = (

]

tiplicagio entre os corpos (R* @,®) e (M,H,[), concluindo assim que ambos sdo
isomorfos.
Finalmente, para mostrar que os corpos (M, H, ) e (C,+, ) sdo isomorfos, consi-

dere a aplicagao
e3: (MBH,E) — (C,+,-)
( vy > — x4+ y.
y
3 satisfaz as seguintes propriedades:

Propriedade 3.15. @3 é bijetora.

ry — To —
Demonstragao. De fato, para todo z; = ! n e 2y = 2 T e M

Yy 0
tem-se

1 —U T2 —Y2 . .
P3 ' = 3 < T1HY1 = To 1Yo = T1 = Ty € Y1 = Yo.
Yy Y2 T2
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T —Y T2 —Y2 L, .. ) .
Logo, = . (p3 € injetora. Prova-se agora que @3 é sobreje-
Yy T Yo T2

tora. Seja x 4 iy um nimero complexo qualquer em C. Desta forma, basta considerar

em M o nimero complexo ( £y ) pois 3 (( £y )) = x 4 iy. Conclui-se
y T Yy T
O

entao que @3 é uma aplicacao bijetora.
Propriedade 3.16. o3(z1 B 25) = p3(21) + w3(22) para todo 21, 2z € M.

Demonstracao. De fato,

T+ X9 —(y1 —+ yg)
p3(z1 B z) = @3 =
(( Y1+ Yo T1 + X2
= (z1+x2) +i(yr +y2) = (21 +iy1) + (22 +1y2) = @3(21) + @3(22).
L]

Propriedade 3.17. p3(z1 [ 25) = p3(21)¢p3(22) para todo z1, 2z € M.

Demonstracao. De fato,

()03(21 Bl 22) — << T1T2 — Y1Y2 —(l’lyg + ylxz) )) _

T1Y2 + 12 T1T2 — Y12

= (122 — Y1y2) +i(T1y2 + 1172) = (21 + 1y1) (22 + i12) = w3(21)p3(22).
Il

A funcao 3 é bijetora e preserva as operacgoes de adicao e multiplicacao entre
os corpos (M,H,[) e (C,+,-) definindo, desta maneira, um isomorfismo entre estes
conjuntos.

Os isomorfismos estabelecidos acima entre as representacoes algébrica, por par or-
denado e matricial, permitem transitar entre os diferentes formalismos aproveitando-se
das facilidades de entendimento inerentes em cada um deles. Enquanto a representagao
algébrica facilita o cilculo numeérico, a representacao por par ordenado propicia a visu-
alizacao geométrica uma vez que ocorre no plano cartesiano. A representacao matricial
fornece o entendimento como transformacoes e movimentos no plano. Além disso, a
partir dos isomorfismos utiliza-se apenas uma notacao para as operagoes de adicao
e multiplicacao estabelecidas nas representacoes do conjunto dos niimeros complexos.
Nos proximos capitulos, com o objetivo de estudar as fun¢oes complexas, estas diferen-
tes representacoes serao utilizadas buscando um melhor entendimento das defini¢oes e

de suas propriedades.
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3.6 Interpretacao geométrica das operacoes aritméti-

cas de niimeros complexos

Com o objetivo de interpretar as operagoes aritméticas do ponto de vista geométrico
é natural fazer uso da representacao dos nimeros complexos por par ordenado. Assim,
como visto na secao 3.3, dois niimeros complexos z; e z, serao representados na forma
21 = (x1,y1) e 22 = (22,y2). Viu-se entdo que, por defini¢do, a soma é dada por
21® 29 = (X142, y1+y2). A partir do isomorfismo entre o conjunto de pares ordenados
de R? e 0 espaco vetorial R?, a adicio dos niimeros complexos é representada pela soma
vetorial dos vetores z; e zy (os pares ordenados vistos como vetores), ou seja, é o vetor
associado a diagonal do paralelogramo formado pelos vetores z; e 2o como mostra a
Figura (3.4).

Analogamente, a subtragao z; & 25 é o vetor associado a diagonal do paralelogramo

formado pelos vetores z; e —z5 (aqui simbolizando o oposto de z3) como mostra a
Figura (3.4).

!:r,auz‘ "'I""?I

Figura 3.4: Adicdo e subtracio entre nimeros complexos

A multiplicagao e divisao de dois niimeros complexos serao analisadas por meio das
suas formas polares, uma vez que propicia uma melhor visualizacao geométrica. Inici-
almente considere z; e z5 dois niimeros complexos quaisquer dados nas suas respectivas
formas polares z; = r1(costy +isenb;) e zp = ro(cosfy + isenfy). A multiplicacdo

entre z; e zy, vista agora na sua representacao algébrica, é dada por
2129 = ri(cosby + isenfy)ry(cos bty +isenby) =
= rira(cos bty +isenb)(cos by +isenby) =
= r113[(cos By cos By — sen By sen 6y) + i(cos O sen Oy + sen 61 cos By)] =
= ryrefcos(fy + 62) + isen(fy + 63)].

Por outro lado, pode-se identificar o produto z;z, com a sua forma polar, ou seja,
2179 = R(cos© + isen®). E imediato que, R = riry e © = 6; + 0,. Neste caso, o
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argumento principal do produto z;2, pode nao estar definido uma vez que a soma dos
argumentos principais de z; e 25 pode exceder o valor de 2. Verifica-se que o angulo

© esté relacionado com o argumento principal de z;29 da seguinte maneira:
O — Arg(z122) = 2k7 para algum k € Z.
Define-se para um ntmero complexo z # 0 o conjunto
arg z = {Arg(z) + 2km, k € Z},
arg(z) é denominado de argumento do nimero complezo z e escreve-se
Arg(z) = arg(z) mod 27.
Assim, tem-se que o produto de z; e z5 na forma polar é dado por
2129 = 1172[cos((01 + 02) mod 27) + i sen((6y + 62) mod 27)], (3.7)

ou seja, em coordenadas polares, z12o = (1172, (61 + 02) mod 27). Logo, o vetor associ-
ado ao niimero complexo z;2o possui comprimento igual ao produto do comprimento
dos vetores z; e zo e amplitude do angulo igual a (6; + 63) mod 27. Portanto, multipli-
car dois nimeros complexos, equivale multiplicar seus modulos e somar seus angulos

(congruéncia modulo 27), como mostra a Figura 3.5.

Figura 3.5: Multiplicacao de ntimeros complexos

Generalizando tem-se que a multiplicagao de n ntimeros complexos, z1, 29,2z, €

dada por:

212 2y = T -+ - T (cos((01 4602+ - -+0,) mod 27)+i sen((0; 4602+ - -+0,,) mod 27)).
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Analogamente, a divisao dos niimeros complexos z; e 2o com zy # 0 tratados na

sua forma polar é dada por:
2 r1(cos 6y + isen b,
(
(
ro(cos by + isenby) (cos by — isenbsy)
11 (cos 01 cos O3 + sen 0y sen 6y) + i(sen Oy cos Oy — cos 01 sen by)

)
29 ro(cos By + i sen by)
)

cos 1 + isenfy) (cos By — isenbs)

r

Ty cos? 0y + sen? O,
- :—1(008(01 —0y) +i(sen(6; — 6)).
2

Assim, a divisao de z; por 2z, é definida na forma polar por

ZL = M cos((8) — 62) mod 2r) + i sen((6; — 6,) mod 21)), (3.8)
Z9 T2

isto é, o numero complexo ? tem modulo igual ao quociente dos moédulos de z; e
29 ¢ a amplitude do angulo iéual a (01 — 02) mod 27 na sua forma polar. Portanto,
dividir um niimero complexo por outro nimero complexo, equivale a dividir o modulo
do primeiro pelo médulo do segundo e subtrair o angulo do primeiro pelo angulo do

segundo (congruéncia modulo 27), como mostra a Figura 3.6.

Figura 3.6: Divisao de nameros complexos



4 Funcoes complexas e

transformacoes no plano

4.1 Definicoes gerais

As func¢oes complexas sao fungoes com valores complexos e definidas num conjunto

de nimeros complexos. Segue entao a definicao 4.1.

Definicao 4.1. Sejam A e B subconjuntos de C. Uma func¢ao complexa f definida em
A com valores em B é uma lei (ou regra) que associa cada nimero complexo z de A

um inico nimero complexo w de B indicado por w = f(z).

Denomina-se A dominio e B contradominio da funcao f. Além disso, z é chamado
de varidvel complexa ou independente da funcao f, enquanto que w é denominado
variavel dependente. Usualmente representa-se a fungao f por f: ACC — B CC
com w = f(z) € B para todo z € A. O conjunto Im(z) = {f(z), para todo z € A} é
chamado conjunto imagem da funcao complexa f.

Sabe-se que para a funcao de uma variavel real, f : Dy C R — R define-se como
grafico de f o conjunto de todos os pares ordenados (z, f(x)), no qual z pertence ao

dominio Dy de f, isto é,
Graf(f) = {(z,y) € R? : y = f(x) para todo z € D;}.

Nao é possivel visualizar o grafico de uma fungao complexa f, pois trata-se de
uma superficie bidimensional representada em um espaco ambiente quadridimensional.
Isto é devido ao fato de que as variaveis, independente e dependente, sao complexas e
portanto representadas, cada uma delas, em um ambiente bidimensional denominado
plano—z e plano—w, respectivamente. Desta maneria, para cada ponto z = (z,y) do
plano—z pertencente ao dominio da funcao f, esta associado um tinico ponto w = (u, v)
do plano—w onde w = f(z) = u(x,y) +iv(z,y). Denomina-se transformagao de pontos
do plano—z em pontos do plano—w a relacao estabelecida pela funcao f entre os res-
pectivos valores do dominio e da imagem da fun¢ao f. O estudo do comportamento da
fungdo complexa f sera feito a partir de uma regido (ou lugares geométricos) definidos
no dominio de f e de como estes objetos sao transformados pela funcao f em novas

regices (ou lugares geométricos) representados no plano —w.

ol
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4.2 Funcao afim

Definicao 4.2. Denomina-se funcao afim de uma varidvel complexa a toda funcao

f: C — C definida por f(z) = mz+n com m,n constantes complexas e m # 0.
Considere os seguintes casos particulares para valores de m e n:

m=1e n#0: Sejam z = x + iy e n = ny + iny com ny, Ny constantes nao nulas. A

fungdo f(z) = z + n tem como imagem o valor:
w= f(x+1y) = (r+n)+i(y + na),

isto é, cada ponto (z,y) do plano—z é transformado no ponto (z + ny,y +ny) do

plano—w. Desta maneira, a transformacao
w=z+mn

serd a translacao de cada ponto do plano-z pelo vetor correspondente ao ni-
mero complexo n no plano—w. Conclui-se entao que, dada qualquer regiao do
plano—z esta corresponderd a uma regiao do plano—w, transladada do vetor n e

sua imagem terda mesma forma, tamanho e nao rotacionada. Ver Figura 4.1.

(a) Plano—z (b) Plano—w

Figura 4.1: Funcdo afim f(z) =z+n

n=0e|m|>1: Sejam z = r(cosf + isend) variavel complexa e m = ro(cosby +
isenfy) constante complexa com ry > 1. A funcao f(z) = mz tem imagem dada
pela multiplicacao dos valores complexos z e m. Assim, como visto anteriormente,

a imagem da funcao sera dada por:
w = rro(cos(f + Oy mod 27) + i sen(h + 6y mod 27)),

isto é, cada ponto (r,0) do plano—z é levado no ponto (rrg, 8 + 6ymod 27) do

plano—w. Desta maneira, um vetor qualquer do plano—z ira ter seu modulo
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multiplicado por 7o > 1. Logo, o vetor sofrerd uma dilatacao. Por outro lado,
o seu argumento serd acrescido de um angulo 6y, ou seja, o vetor sofrera uma
rotacao no sentido anti-horario. Conclui-se assim que, a transformagao w = mz
para |m| > 1 para uma regiao complexa qualquer no plano—z ira rotaciona-la em
torno da origem de um angulo Arg(m) no sentido anti-horario e dilata-la de um

fator |m|. Ver Figura 4.2.

Plano-z Plano-w
Hzmme

— | o

(a) Plano—z (b) Plano—w

Figura 4.2: Fungdo linear f(z) = mz com |m| > 1

n=0e0<|m|<1: Este caso ¢ analogo ao anterior. Seja f(z) = mz com m =
ro(cosfy + isenfy) e 0 < ro < 1. Assim, uma regido complexa no plano—z ira
sofrer uma rotagdo em torno da origem de um angulo Arg(m) = 6y no sentido
anti-horario e, ao contrario do caso anterior, ira sofrer uma contragao de um fator

|m| uma vez que 0 < |m| < 1. Ver Figura 4.3

Plans:z Flanzew
Hz)=me
T T .
y .
y N
| .".I
| muir By} "I
\RE - 4
(a) Plano—z (b) Plano—w

Figura 4.3: Funcdo linear f(z) =mz com 0 < |m| <1

Resumindo, a transformagcao pela funcao afim w = mz + n consiste na rotagao pelo
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angulo Arg(m) e expansao (ou contracao) pelo fator |m|, seguida da translagdo pelo
vetor correspondente ao nimero complexo n. Observe ainda que os movimentos rigidos
no plano euclidiano (isometrias) podem ser descritos, na formulagao complexa, pelas

fungoes complexas do tipo f(z) = mz + n com |m| =1, ou seja,

. cos(Arg(m)) —sen(Arg(m)) T —y ny —no
1) <sen<Arg<m>> cos(Arg<m>>>(y » >+<n " )

na sua representacao matricial.

4.3 Funcao quadratica

Definicao 4.3. Seja z = x+1y uma varidvel complexa. Denomina-se fungao quadrdtica
toda funcio f : C — C definida por f(z) = az*+bz+c com a,b e c constantes complezas
ea#0.

Considere os seguintes casos particulares para valores de a,b e c:

Caso 1: a=1eb=c=0. Sejam z =2+ iy e w = u + v pontos nos respectivos
planos complexos. A funcio quadritica w = f(z) = 2? é definida, em coordenadas
cartesianas, pelas relacoes: u = 2> — y* e v = 2zy. Assim, verifica-se que esta funcio
transforma as retas x = xg e y = yp, onde x( e 1y sao constantes nao ambas nulas, no
plano—z (retas paralelas aos eixos coordenados Oy e Ox respectivamente) em parabolas

no plano—w. De fato, considere os pontos (z,y) sob a reta x = . Entao

— 2 2 —
u=x5—yY e v=2xy.

.. v -
Substituindo y = = na expressao de u obtém-se
Zo
s

A equagao (4.1) representa o lugar geométrico dos pontos do plano—w que estéo sobre
uma pardbola de foco F(0,0) e reta diretriz u = 22;. Ao variar o valor de z( é obtida
uma familia de parabolas todas de mesmo foco. Observe que o foco independe da
escolha do valor de zy e que todas as retas diretrizes estao localizadas no semiplano
u > 0.

Agora, ao invés de z, considere y = yg # 0 constante, isto é, o lugar geométrico dos
pontoqs} pertencentes a reta y = yo # 0. Assim, u = 2° — y3 e v = 2wy,. Substituindo

T = T na expressao de u tem-se
Yo

— Yo- (4.2)
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Novamente, os pontos (u,v) estdo sobre uma parabola no plano—w. Neste caso, to-
das as parabolas descritas pela equagao (4.2) possuem foco dado por F(0,0) e retas
diretrizes u = —2y;, todas localizadas no semiplano u < 0.

Para o caso em que z = 0 e y # 0 qualquer tem-se u = —y? e v = 0, ou seja, obtém-
se o semieixo Ou negativo do plano—w. Da mesma forma, quando y = 0 e x # 0
qualquer, u = z? e v = 0, tem-se o semieixo Ou positivo. Além disso, se z = y = 0
entao u =v = 0.

Finalmente, se = y # 0 segue que u = 0 e v = 2zy > 0. Desta maneira, obtém-se
o semieixo Ov positivo. Analogamente, se = —y # 0 segue que u =0 e v = 2zy < 0,
resultando no semieixo Ov negativo. Isto conclui todas as possibilidades para pontos

considerados no plano—z. O resumo da analise feita encontra-se na Figura 4.4.

(a) Plano—z (b) Plano—w

Figura 4.4: Funcio f(z) = 2°

Observagao 4.1. A transformacio 2> pode ser interpretada como o produto de z por
z. Assim, no caso da representacao por coordenadas polares, se z = (r,0) o vetor
associado ao nimero complexo 2% possui comprimento igual a r* e amplitude do dngulo
igual a 20 mod 27w. Assim, pontos do plano—z sao levados em pontos do plano—w cujas
distancias em relagio & origem sdo alteradas sequndo a funcio r° e seus dngulos em
relacao a semirreta Ox duplicados.

Os nimeros compleros z de mesmo mddulo ro, ou seja, nimeros compleros da
forma z = (r9,0) com 0 < 6 < 2w estao sobre a circunferéncia de raio ry e centro

2 em pontos da circunferéncia de

(0,0). Estes pontos sao transformados pela fun¢ao z
raLo r% e centro (0,0) no plano—w. Mais ainda, a medida que o ponto no plano—z
se move sobre a circunferéncia com velocidade angular 6, no sentido hordrio ou anti-
hordrio, sua imagem no plano—w move-se no mesmo sentido mas com o dobro da

velocidade angular. O ponto z dd uma volta na circunferéncia de raio ro e centro (0,0)
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enquanto sua imagem dd duas voltas na circunferéncia de raio 15 e centro (0,0).

Caso 2: a# 1, b=c=0. A funcio a ser considerada ¢ da forma w = f(2) = az*.

Esta funcio pode ser vista como a composicio das fun¢des g(z) = z* e h(z) = az. De
fato, f(z) = h(g(2)) = h o g(z). Desta maneira, a transformacdo az* leva uma malha
retangular (coordenadas cartesianas) em um conjunto de parabolas (transformacio z?)

que sofrerdo uma rotagao e contracdo/dilatagao (transformacao az). Ver Figura 4.5.

(a) Plano—z (b) Plano—w
Figura 4.5: Fungdo f(z) = az? com |a| > 1

Caso 3: a=1, b=0 e c#0. Neste caso, a fungao w = f(2) = 2° + ¢ serd a
composic¢io das fungoes g(2) = 2% e h(z) = z + c. De fato, f(z) = h(g(z)) = ho g(2).
A transformacao z? + ¢ levara uma malha retangular em um conjunto de parabolas
(transformacdo z?) e entdo transladadas pelo vetor correspondente ao niimero complexo

¢ (transformagao z + c¢).

Caso 4: a#1, b=0e c#0. A fungao a ser considerada é definida por f(z) =
az? + c. Bsta funcio é a composicao das funcdes g(z) = 22 e h(z) = az + ¢. De fato,
f(2) = h(g(2)) = hog(z). Logo, a transformacio az* + ¢ levard uma malha retangular
em um conjunto de parabolas (transformacio 2*) que serdo rotacionadas por um angulo
Arg(a), dilatadas/contraidas pelo fator |a| e transladadas pelo vetor correspondente

ao numero complexo c.
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Caso geral: f(z) = az? + bz +c com a # 0. Verifica-se que sempre pode-se com-

pletar quadrados, ou seja,

f(z) = az?+bztc=

AT
e AR AR
() (-5)

Conclui-se assim que a funcio f(z) = az® + bz + ¢ com a # 0 serd a composi¢ao das
funcdes h(z) = az* + C (Caso 4) e g(z) = z + D (funcdo afim) onde C' = ¢ — b*/(4a) e
D =b/(2a). De fato,

hog(z) =h(g(z)) =h (z—l— %) =a <z—|— 2ba>2 + (c— %) = f(2).

Desta forma, a transformacao pela funcio quadratica w = az® + bz + ¢ com a # 0
consiste na composicao das seguintes transformacoes no plano complexo. Inicialmente
translada-se a origem da malha retangular segundo o vetor correspondente ao ntiimero
complexo b/2a (transformacao afim z +b/(2a)). Em seguida transforma-se esta malha
em um conjunto de parabolas de mesmo foco correspondente ao ponto b/2a que serao
rotacionadas pelo Arg(a) e contraidas/dilatadas pelo fator |a| sendo entao transladadas

segundo o vetor correspondente ao niimero complexo ¢ — b?/(4a) (transformacio az* +

(c = b*/(4a))).

4.4 Funcao raiz quadrada

Para o estudo da funcao raiz quadrada se faz necessario definir o conceito de fungao

inversa de uma funcao complexa.

Defini¢do 4.4. Seja f: Dom(f) ¢ C — Im(f) C C. A funcio f~':Im(f) c C — C
que satisfaz fo f~' = f~lof = Id, sendo Id a funcdo identidade, é denominada funcdo

inversa de f, quando existir.

Se a funcao f for bijetora, isto é, injetora e sobrejetora, entao a funcao f ira admitir
funcao inversa. Em termos de transformacoes no plano complexo, a funcao inversa seré
a transformacao inversa para uma dada transformacao.

Seja a fun¢do quadratica f(z) = 2°. Deseja-se determinar a funcio f~! tal que

fofHz)=f1o f(z) =z Isto equivale a escrever
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Logo, f~' & uma funcdo tal que o quadrado de f~'(2) é ignal a 2.

Primeiramente observa-se que se w = f '(z) tal que w? = z entdo —w também

satisfaz a condicdo (—w)? = z. Tendo isso em mente, seja w = f~'(z) = u + iv. Se

z = x + 1y entao
(u+iv)* =z + iy.

Igualando as partes real e imaginéria tem-se

uz—vzzx

2uv = y.

Supondo que y # 0 segue de (4.3) que u # 0. Assim,

Logo,
dut —dzu® — > =0

é uma equacio do segundo grau em u”. Determinando suas raizes obtém-se

, _ drt 1622 + 1632 _ ozt x4+ y?

Y 8 2

Considerando apenas a solucao positiva segue que
s T+ rP+y?

u =
2

1
u=—=\/2+ a2+ y>
/2 Y

Retornando em (4.4)

v = _—

(4.3)

(4.4)
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Escreve-se

sinal(y) [~/
v=——=A/ V12 +y? —x,
V2 !

) Yy )+l sey>0
sinal(y) = = =
ly| —-1 sey<D0.

Desta maneira, a funcao raiz quadrada tera associado a cada nimero complexo z =

onde

(z,y) os valores w = (u,v) e —w = (—u,—v). A transformagio /2 é esbogada na
Figura 4.6.

(a) Plano—z (b) Plano—w

Figura 4.6: Fungao f(z) = /2

Como viu-se anteriormente para cada valor complexo z tém-se dois valores da raiz
quadrada de z. Diz-se entao, que a funcao raiz quadrada é uma funcao multivalente.
Define-se func¢oes multivalentes como fun¢oes complexas que, para um valor da variavel
complexa z, associa-se dois ou mais niimeros w = f(z) distintos entre si. Como Avila
[5] observa, o termo fungao multivalente é, a rigor, improprio. No entanto, o uso
do termo funcao multivalente, para o caso das funcoes complexas, nao ira acarretar
davidas sendo apropriado neste caso. Estas funcoes podem ser consideradas como
formadas por ramos, cada um nos quais a fun¢ao se torna univoca para os valores de z
considerados no ramo. Para entender melhor este conceito, considere a representacao

polar da funcgao raiz quadrada. Seja z = x + iy sabe-se que
r=rcosf e y=rsend,

sendo r > 0 e 6 € [0, 27[. Desta maneira,
\Vx+at+y? \/r6050+\/(T0059)2+(rsen9)2
u = =
V2 V2

Assim,

Vrcosl +r
NG .

cosf +1

w= v [ (4.5)
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Considerando as relagoes trigonométricas
0 0 0 0
cos? (5) — sen? (5) = cos 0 e cos® <§> + sen? (5) =1
decorre que
0 cosf +1
o) =——— 4.6
Ccos ( 2) 5 (4.6)
0 1 —cosf
22 ) = —. 4.7
st (5) =155 (1.7)
Substituindo (4.6) na expressao (4.5) obtém-se
0
u = /T cos —.
2
De maneira analoga, tem-se:
sinal(y)\/v/ 22 +y? —2  sinal(rsen 9)\/\/(7“ cos§)? + (rsenf)? — rcosf
v o= = —
V2 V2
_ sinal(rsen®)v/r —rcost
NG .
Assim,
) 1 —cosf
v = sinal(rsenf)y/r — (4.8)

Substituindo a relagao (4.7) na expressao (4.8) obtém-se

v = sinal(r sen 0)/7 sen 2

sendo

+1  se d €]0, ],
-1 se 6 €|r,2n|.

rsen 6 sen ¢
1 1 pu— pumy pum— i 1 _
sinal(r sen ) senf] ~ Tsend] sinal(sen 6) {

Logo, w = v/z tem como solucdes w = (u,v) e —w = (—u, —v) que correspondem a

0
u:\/Fcosi

v = sinal(sen 6)+/7 sen 2

e
6 0+ 2
U = —+/7Tcos = = /7 cos +om
2 2
7 0+ 2
v = —sinal(sen #)+/r sen 5= sinal(sen 6)+/r sen ( +2 W,)
respectivamente.

Assim, no caso da representacdo por coordenadas polares, a transformacio /z leva

os nimeros complexos z de mesmo modulo 7y, ou seja, numeros complexos da forma
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z = (rg,0) com 0 < 6 < 27 (ramo principal) que estdo sobre a circunferéncia de
raio ro e centro (0,0) em pontos da semicircunferéncia de raio /r¢ e centro (0,0) no
plano—w. A medida que o ponto no plano—z se move sobre a circunferéncia com
velocidade angular 6, no sentido horério, sua imagem no plano—w move-se no mesmo
sentido e com a metade da velocidade angular partindo do ponto (rg,0) chegando ao
ponto (—rg,0). Desta forma, para completar uma volta fechada, isto é, para atingir
novamente o ponto (rp,0) é necessario fazer ¢ variar de 27 a 47 (segundo ramo). No
dominio, isto correspondera a mais uma volta na circunferéncia de raio rq e centro (0, 0).
Percorre-se assim duas vezes o plano—z. Este processo pode ser concebido imaginando
o plano complexo constituido por diversas folhas sobrepostas (ramos). Na primeira
volta (0 < 6 < 2m) percorre-se uma circunferéncia numa folha (ramo principal). Na
volta seguinte (2m < @ < 47), uma nova circunferéncia é percorrida na folha seguinte.
Ao aproximar do final (6 proximo de 47) a folha superior se liga a folha inferior (ramo
principal). Estas folhas definem matematicamente a chamada superficie de Riemann '
para a funcao /2. Ver Figura 4.7.

Figura 4.7: Ramos da fungio f(z) = /=

4.5 Funcao exponencial

A funcgao exponencial na variavel real motivara a definicao da funcdo exponencial
para o caso complexo pois deseja-se recuperar o caso real quando da formulacao com-

plexa. Sabe-se do Célculo Diferencial que a funcao e” é definida em termos da série de

1George Friedrich Bernhard Riemann, 1826-1866.
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poténcias ou série de McLaurin por:

2 3 1‘4

= " T x
ewzzm:1+x+§+§+z+
n=0
Note que quando = = 1 determina-se o niimero irracional e = 2.71828182845905 . ..
chamado de constante de FEuler.

Por um momento suponha que esta série seja ainda valida quando da substituicao
do ntimero real x pelo nimero complexo iy. Observe que a principio isto nao é correto
pois admite-se que a expansao em série da funcao exponencial é estendida para valores
complexos, o que nio foi provado ser véalido. Seguindo neste raciocinio, a série para e

serd escrita como

+ + + + + +

=3 ()" _ + (i) + (iQy!) (ig!) (ii/!) (ig!)5 (i6y!) (ig!) . (49)

n=0

Na secao 77 demonstrou-se na observacao 7?7 que

o= 1
Al — .
jAmt2 —1;
i4m+3 — —i,

e substituindo estas relagoes na equagao (4.9) obtém-se

w =) (=) (Y () (=), (=)
eI et ey e T e T T

Admitindo que seja possivel agrupar os infinitos termos reais e imaginarios separada-

mente segue que
2 4 6 3 5 7
w_ (1YY Y (L Y
c _<1 STIRVTINT B T ' (4.10)

Por outro lado, as funcoes reais cosy e seny sao dadas, respectivamente, em termos

das séries de McLaurin por

2:('1)nygn y2 ?/4 ?/6

Cosy = 0(2—71)!_1_5—’_1_6—’_“.
}:( '1)n192"+1 1/3 195 y7

Seny—n:0(2n— +1)!_y_§+§_ﬂ+'”

Portanto, a equagao (4.10) pode ser reescrita como
e = cosy + iseny.

Observa-se que a maneira correta e formal de definir a funcao exponencial para valores

complexos é feita demonstrando-se que a expressao e, obtida anteriormente, é a inica
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extensao possivel derivavel em todos os pontos, no sentido da derivacao complexa, que
preserva a soma em produto, isto &, e 7?2 = e*1¢*2. Este tratamento nao serd abordado
neste trabalho.

Com base nessas consideracoes, a definicao da exponencial para uma variavel com-
plexa z = x + iy sera feita de modo a preservar a propriedade aditiva da adicao da

T1t+x2 __ %1 ,T2

= e%¢”2, Neste sentido, tem-se que e® = *™% = e%e.

exponencial real, isto é, e e’e

Isto leva a seguinte definigao.

Definicao 4.5. Seja z = v + iy uma varidvel complexa. Chama-se fun¢ao exponencial

complexa f: C — C definida por
f(z) =€* =e"cosy + ie® seny.
Valem as seguintes propriedades para a funcao exponencial.
Propriedade 4.1. Para todo niimero complexo z = x + iy tem-se que |e¢*| = e”.
Demonstragao. De fato,
)= |et| =

e |ewcosy+ie”seny| =

= /(eTcosy)? + (e*seny)? =
= /(e7)%(cos?y + sen?y) =

l’

Além disso, como e® > 0 para todo = € R resulta que |e*| > 0, para todo z € C. Desta
forma, e = 0 para todo z € C. n

z1+22

Propriedade 4.2. ¢*'e®? =¢

Demonstracao. Sejam zy = x1+1iy; € 2o = Tg+ iy nlimeros complexos quaisquer entao

21,29

et = [e"(cosyy +isenyy)] - [€**(cosys + isenys)| =

= e"e"(cosy; + isenyy)(cosys +isenyy) =

= e"e™[(cosy; cosyy — seny; senyy) + i(senyy cosys + cosy; senys)| =

_ eoc1+962 (COS(yl + y2) —+ isen(y1 + y2)) =

—  elitm)tilyity) — (zitiy)+(za+iyz) z1422

=€

21

Propriedade 4.3. A
e*2

21—%2
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Demonstracao.
et e"(cosyy +iseny;)
e ev2(cosyy +isenyy)
e (cosy +isenyp)(cosys — isenys)
= s —
e’
= — [(cosy1 cosys + sen yp sen yo) + i(sen y; cos ys — cos yy senyy)| =
e.’L’
= "7 (cos(yr — y2) Fisen(yr — 4p)) =
—  elEi—m)tilyi—y2) _ S(zitivi)—(v2tiy2) _ o21-22
0
. 1
Propriedade 4.4. ¢ = —.
62
Demonstracao. De fato,
0 1
—z 0—z €
(& = € = — = —
e e
O

Considere a representacao polar do plano complexo. Seja um nimero complexo z
dado por z = r(cos @ + isenf). Segue que:

Propriedade 4.5. z = re®.

0

Demonstracio. De fato, basta substituir e = cosf + isen 6. O

A seguir a funcao exponencial serd tratada na sua representacao polar. Neste

sentido, considere e* = (R, ©). Viu-se anteriormente que

R = || =¢€",

tg® = tgy < O =ymod2r.

Sejam z = xz + iy e w = u + v pontos nos respectivos planos complexos. A
fungao exponencial w = f(z) = e* é entao definida, em coordenadas cartesianas, pelas
relacoes: u = e“cosy e v = e*seny. (Geometricamente, para pontos sobre as retas
T = ¢ constante tem-se

u? 4 v? = (e™)2. (4.11)

A equagdo (4.11) representa o lugar geométrico dos pontos do plano—w que estio
sobre uma circunferéncia de centro na origem e raio e™. A medida que os valores de
x sao fixados obtém-se circunferéncias concéntricas de centro na origem do plano —w.
Observe que nenhum dos pontos do plano—z é levado na origem do plano—w. Isto ja
foi observado quando verificou-se que a funcao exponencial é nao nula.

Considere agora os pontos (z,y) sobre a reta y = yo constante ndo nula e x qualquer.
Desta maneira, © = ypmod 27 permanecera constante e R = e* ird variar entre valores

maiores que zero até infinito determinando desta forma uma semirreta de origem (0, 0)
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e angulo © radianos com o semieixo Ou positivo do plano—w. Quando y = 0 recupera-
se a funcdo exponencial para o caso real e terd como imagem o proprio semieixo Ou
positivo do plano—w. Assim, a funcao exponencial complexa transforma uma malha

retangular em circunferéncias concéntricas e semirretas radiais no plano —w. Ver Figura
4.8

(a) Plano—z (b) Plano—w

Figura 4.8: Funcio f(z) =¢°

Uma das diferencas fundamentais entre as funcoes exponencial complexa e expo-

nencial real é que a complexa, e*, é periddica em C, isto é,

Definicao 4.6. Uma funcao f : C — C ¢ dita periddica se existe uma constante zy € C
nao nula tal que f(z+ zo) = f(2) para todo z complexo. A constante zy é chamada de

periodo da fungao f.

Teorema 4.1. A funcao exponencial € € periddica em C com periodo 2mwi. Além disso,

qualquer periodo para a func¢ao € serd um nimero complexo da forma zy = 2kmi com

k € Z — {0}.
Demonstracao. A primeira parte é facilmente provada, uma vez que

e*™ = cos 2 + isen 2w = 1.
Pela propriedade 4.2,

f(z 4+ 2mi) = T2 — F T — % = f(2).

Para segunda parte, considere zy = x¢ + iyo um periodo qualquer para a funcao e”.
Assim,
fz+2)=fr) &P =c® =" e0 =1,
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Logo,

e cosyy =1,
&S tgyy=0 & y=2hknmcomkeclZ.
e senyy =0

Observe que para k = 0 tem-se como solucao zg = 0. No entanto, por definicao, a

constante periddica deve ser ndo nula. Portanto, zy = 2kmi com k € Z — {0}. O

4.6 Funcao logaritmica

O logaritmo de um nimero complexo sera definido como uma extensao do logaritmo

de um numero real. Desta maneira, tem-se a seguinte definicao.

 um mimero complezo nao nulo com r > 0 e arg(z) = 0

Definicao 4.7. Seja z = ré’
(medido em radianos). O logaritmo natural ou neperiano® de wm nimero complezo z
€ definido por

Inz=1Inr—+10,
sendo Inr o logaritmo natural ou neperiano do valor real r > 0.

Da definicdo 4.7 segue imediatamente que para 6 = 0, o logaritmo de z = re®® = r

se reduz ao logaritmo no caso real, isto é, Inz = Inr 4170 = Inr. Por sua vez, logaritmo
no caso complexo difere do caso real ja que os niimeros reais negativos tem logaritmos
complexos, 0 que nao ocorre para o caso do logaritmo real.

Além disso, o argumento de z # 0 pode assumir qualquer valor da forma 6 + 2k7w
com k € 7Z, isto é, o argumento de z assume infinitos valores que diferem entre si de
miltiplos inteiros de 2. Desta maneira, o logaritmo para um nimero complexo z # 0
assumira varios valores distintos, dependendo do argumento considerado. Este fato
impede definir a funcao logaritmo complexa, uma vez que para um nimero complexo
z o logaritmo de z assume infinitos valores. Isto vai contra a definicao de fungao
vista na secao 4.1. A funcao logaritmica complexa é uma fun¢ao multivalente. Em
vista disso, para definir a funcao logaritmica complexa serd necessario limitar o seu
dominio em C de maneira que, para os argumentos de valores complexos tomados
neste dominio seus valores serao determinados univocamente. Analogamente ao caso da
funcao raiz quadrada os diversos dominios onde a fungao logaritmica se torna univalente
serao denominados de ramos. Neste sentido, deve-se restringir o argumento de z a um
intervalo de comprimento 27. Cada intervalo considerado permite definir uma funcao

univalente, chamada ramo do logaritmo, dada por:

IHIRQOCC — C

z=(r,0) — Inz=Inr-+if,

2John Napier (1550-1617)
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sendo Ry, =]0, 00[x [0, 0 + 27[C R* e 6y um angulo fixado em radianos. Chama-se

ramo principal do logaritmo de z denotado por Ln z a fungao
Lnz=1Inr+ 0

onde 6y = 0, ou seja, a funcao ramo principal do logaritmo considera valores tomados
em Ry =0, 00[x[0, 27] .

Valem as seguintes propriedades para o ramo principal do logaritmo:
Propriedade 4.6. Sejam z; = re? e 2o = 19" dois nameros complexos

(a) Ln(z122) = Ln z; + Ln 2o mod 2.
Demonstracao. De fato,
Ln(z20) = Ln(r7e™ 02y = In(ryry) +i(6y + 6,).
Sabe-se que Arg(zi22) = arg(z122) mod 27, conclui-se que

Ln(z122) = Inry+Inry +i(6; + 02) mod 27 =
= (1117"1 -+ 291) + (IHT’Q + Zeg) mod 27 =

= Lnz + Ln z, mod 27.

21

(b) Ln ( ) = Ln z; — Ln 25 mod 27.

Z9

Demonstragao. De maneira andloga ao item anterior tem-se

Ln (ﬁ) = Ln (T—lei(al_%)) =
Z2 T2
Tl .
= 1H—+Z(01—02):
T2
= Inr; —Inry +i(6; — 63) mod 27 =

= (lnry +1i6) — (Inry + i6y) mod 27 =

= Lnz — Ln 2z, mod 2.

O

A seguir a funcao logaritmica complexa serd vista como transformacao no plano
complexo. Diferentemente ao que foi feito nas funcoes complexas anteriores, considere
uma malha descrita por pontos definidos na sua forma polar, ou seja, z = re?. Ve-se
facilmente que para r = ry > 0 constante, tem-se circunferéncias concéntricas de raio
o e centro (0,0). Por outro lado, para valores 6 = 6, constante obtém-se semirretas de

origem (0,0) e que fazem angulo #y com o semieixo positivo das abscissas. Considere
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o ramo principal Ry =0, co[x [0, 27[. A funcdo logaritmica w = v +iv = f(2) =Lnz
é definida neste ramo pelas relagoes: u = Inr e v = . Inicialmente verifica-se que os
raios ¢ = constante sao transformados pela funcao logaritmica nas retas horizontais
v = constante, isto é, as semirretas de origem (0,0) que formam um angulo # radianos
com o semieixo Ox positivo do plano—z sao levadas em v = 6 que representa retas
paralelas ao eixo Ou do plano—w. As circunferéncias r = rg com 0 < ryg < 1 no
plano—z sao transformadas pela funcao logaritmica em v = Inry < 0 que representa
retas paralelas situadas a esquerda do eixo Ov do plano—w. Se r = 1 entao u = 0, isto
é, a circunferéncia de raio unitario no plano—z é transformada pela funcao logaritmica
no eixo Ov. Por fim, as circunferéncias r = rq > 1 sao transformadas em u = Inry > 0.
Logo, estas circunferéncias terao como imagem as retas paralelas situadas a direita
do eixo Ov. Desta maneira, o ramo principal leva o plano complexo z # 0 na faixa
0 < v < 27 do plano—w. Assim, qualquer ramo da func¢ao logaritmica é uma funcao
univalente, definida em todo plano complexo z # 0, e tem como imagem uma faixa

horizontal do plano—w. Ver Figura 4.9.

(a) Plano—z (b) Plano—w

Figura 4.9: Funcdo f(z) =Lnz

Desta maneira, é facil ver que, assim como no caso de uma variavel real, a funcao
logaritmica complexa terd como funcao inversa a funcao exponencial complexa. En-
tretanto serd necessério cautela para inverté-la ja que a funcao exponencial complexa

é periodica.

Teorema 4.2. Qualquer ramo da funcao logaritmica complexa e a func¢ao exponencial

compleza sao funcoes inversas uma da outra.

Demonstracao. Para isso, o dominio da exponencial sera uma faixa horizontal de com-

primento 27 que é a imagem do logaritmo, isto é, considere o ramo w = log z = Inr-+160
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comr >0efy <O <8+ 2r. Sendo z = re? tem-se

elogz — elnr+19 — elnreze — reze —

log(ew) — log(elnr+i9) — lOg(e(lnrJriG))

= log(re'’) = log z = w.



5 Padroes de cores

Neste capitulo as transformacoes complexas vistas no capitulo 4 sao novamente
abordadas. Apo6s um breve resumo tedrico dos conceitos de cores, as fungdes comple-
xas serao visualizadas computacionalmente atribuindo uma determinada cor a cada
elemento de um conjunto discreto de pontos do plano complexo. Dado o grande niime-
ros de pontos considerados, o estudo das transformacoes quase que se dard de maneira

continua.

5.1 Conceito de cor

A utilizacao de cores no processamento de imagens é motivada por simplificar a
identificacao do objeto em estudo. Basicamente, as cores percebidas pelos seres hu-
manos em um objeto sao determinadas pelos diferentes comprimentos de onda, cujas
energias se combinam para produzir as cores. A caracterizacao da luz é fundamental
para o estudo das cores. Se a luz for acromética, ou seja, sem cores, seu tnico atributo
serd sua intensidade. Neste tipo de luz usa-se uma medida escalar de intensidade que
varia do preto, passando pelos tons de cinzas, até o branco. Se a luz for cromatica,
ou seja, com cores, esta engloba as radiagoes eletromagnéticas na faixa compreendida
entre 400 a 700 nm do comprimento de onda.! Esta faixa ¢ denominada espectro visivel
e nela estao localizadas as chamadas sete cores visiveis. A Figura 5.1 ilustra a faixa do

visivel dentro do espectro eletromagnético. [6, p. 260)].

Figura 5.1: Faixa visivel do espectro eletromagnético. Fonte: Wikipedia [14]

"1nm (nandémetro) = 1 x 10~%m (metros)
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O conjunto de técnicas que permite definir e comparar cores é chamado de colo-
rimetria. A colorimetria baseia-se na premissa de que qualquer cor pode ser definida
por trés parametros: matiz, saturacao e brilho. A matiz caracteriza o comprimento de
onda dominante da cor, ou seja, representa a cor dominante percebida pelo observador.
A saturacao se refere a quantidade de luz branca misturada a uma matiz, ou seja, mede
a pureza da cor. E o tdltimo parametro, o brilho mede a intensidade da luminancia
da superficie examinada. Pode-se dizer que o brilho incorpora a nocao acromatica da
intensidade. [7, p.181 |.

A retina do olho humano contém dois tipos de células chamadas cones e bastonetes
que detectam a luz. Os bastonetes tem a funcao de dar uma imagem geral do campo
de visao. Além disso, nao estao envolvidos na visualizacao de cores e sao sensiveis a
baixos niveis de iluminacao. Os cones sao os sensores responsaveis pela visao das cores.
A maioria destes sensores fazem uma amostragem do espectro em trés pontos distintos
do espectro visivel: a primeira é sensivel a luz vermelha, a segunda a luz verde e a
terceira a luz azul. Desta maneira, as cores sao vistas pelo olho humano como uma
combinacao das chamadas cores primarias: vermelho, verde e azul. Ressalta-se que
cores primarias sao cores basicas que podem ser usadas para produzir outras cores e
por isto nao ha um conjunto finito de cores primarias. Estas cores primarias podem
ser adicionadas umas as outras para produzirem as chamadas cores secundarias ou
complementares: ciano (verde mais azul em quantidades iguais), magenta (vermelho
mais azul em quantidades iguais) e amarelo (vermelho mais verde em quantidades
iguais). Misturar as trés cores primarias em intensidade maxima produz a cor branca.
Enquanto a cor preta é formada pela auséncia das trés cores primarias. A Figura 5.2

ilustra as cores primarias e complementares.

Figura 5.2: Cores primarias e complementares

Devido a grande importancia das cores no processamento de imagens, é necessario
o estabelecimento de padroes de cores. Um modelo de cores, também chamado de
sistema, explica as propriedades ou o comportamento das cores para um determinado

contexto. Basicamente, um modelo de cores é uma especificacdo de um sistema de

coordenadas e um subespaco dentro deste sistema no qual cada cor é representada por
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um tinico ponto. Nao existe um modelo que explique todos os aspectos relacionados a
cor. Desta maneira, varios modelos foram desenvolvidos através da CIE ( Commission
Internationale de I’Eclairage - Comissao Internacional de Tluminagao). Neste trabalho

serd apresentado apenas dois padroes.

5.2 O padrao RGB

O padrao RGB é um modelo de cores aditivas formado das cores primérias vermelho
(Red, em inglés), verde (Green, em inglés) e azul (Blue, em inglés). O sistema de cores
aditivas é usado nos objetos que emitem ou refletem a luz como, por exemplo, 0os moni-
tores de computador, televisao em cores, o scanner, entre outros. Este modelo baseia-se
em um sistema de coordenadas cartesianas tridimensional onde cada eixo coordenado
representa cada uma das trés cores primarias. Assim, o eixo Ox iré representar a cor
vermelha, o eixo Oy a cor verde e o eixo Oz a cor azul. Em cada eixo coordenado,
os valores variam no intervalo real fechado [0, 1] onde o valor 0 significa auséncia total
da componente de cor e o valor 1 a intensidade maxima relacionada a componente.
Desta maneira, o subespaco de cores de interesse ¢ um cubo s6lido unitario no qual
os valores RGB primérios estao em trés vértices, enquanto as cores complementares
magenta (Magenta, em inglés), ciano (Cian, em inglés) e amarelo ( Yellow, em inglés)
em outros trés vértices, a cor preta (Black, em inglés) esta na origem do sistema e a
cor branca ( White, em inglés) no vértice mais distante da origem. A diagonal principal
do cubo, que vai do preto ao branco, representa a escala de cinza (quantidades iguais

de cores primarias). A Figura 5.3 ilustra o subespago de interesse do padrao RGB.

Figura 5.3: Subespaco de cores do padrao RGB

As diferentes cores produzidas neste modelo sao todos os pontos nas faces do cubo
ou dentro dele e sao definidas por vetores que se estendem a partir da origem. Por essa

representacao, cada cor C' é entao modelada como uma combinac¢ao de intensidades



Projecao isométrica do cubo RGB 73

das componentes R,G e B, da seguinte maneira:
C=r-R+g-G+b-B=1(r,g,b)

onde r, g e b variam no intervalo fechado de 0 a 1 das componentes primarias R,G e B,

respectivamente.

5.3 Projecao isométrica do cubo RGB

De acordo com a secao 5.2, o padrao RGB possui um sistema de coordenadas
cartesianas (r, g,b) cujo subespaco de interesse é o cubo solido unitario. A projegao
isométrica deste cubo permite que nao somente as trés cores priméarias sejam represen-
tadas, como também as suas complementares (ciano, magenta e amarelo). Para isto,
considere a projecao ortogonal dos vértices e das faces do cubo em um plano perpen-
dicular a diagonal do cubo passando pelo ponto (1,1,1). Desta maneira, obtém-se um
hexégono com centro neste ponto [8, p.110 |. As cores priméarias estao representadas
em trés vértices deste hexagono e sao separadas por 120°. As cores complementares
estao representadas nos outros trés vértices e estao a 60° das cores primarias, ou seja,
o angulo entre as complementares também é de 120° |6, p. 270|. A Figura 5.4 mostra

esta representacao no plano isométrico.

(a) Vista lateral (b) Vista frontal

Figura 5.4: Projecdo isométrica do Cubo de cores RGB

5.4 O padrao HSV

Na secao 5.1, viu-se que qualquer cor pode ser definida por trés parametros: Matiz,
Saturacao e Brilho (ou Valor) (Hue, Saturation e Value, em inglés respectivamente).

O modelo HSV separa o parametro Valor dos outros dois parametros em uma imagem
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colorida e seu espaco é parecido com o espago do modelo RGB [6, p.269|. Matematica-
mente, este sistema pode ser construido a partir de uma transformacao nao linear do
sistema de cores RGB. Como visto na se¢ao 5.2, o sistema RGB ¢é representado por um
cubo solido unitério cuja diagonal principal varia do ponto (0,0,0) ao ponto (1,1,1), isto
é, da cor preta a cor branca, representando a escala de cinza. Desta forma, a diagonal
do cubo é dada pela equacao (z,y,2) = A(1,1,1), A € [0,1]. Para cada nimero real
A € [0,1], pode-se tragar um plano perpendicular a diagonal principal do cubo pas-
sando pelo ponto A(1,1,1), obtendo como interse¢ado uma regiao hexagonal que possui
Valor constante e igual a A, ou seja, determina-se a projecao isométrica da intersegao.
Desta maneira, ao variar o valor de A obtém-se uma familia de hexagonos. Assim,
a uniao de todos os hexdgonos determina uma piramide reta de base hexagonal com
vértice na origem. A base desta piramide é formada pelo hexagono que corresponde
a projecao isométrica do cubo sélido unitario no qual o Valor das cores é constante e
igual a 1. A altura da piramide chamada de eixo de intensidade vertical é, formada
pelos centros dos hexdgonos, que corresponde a diagonal do cubo RGB, e portanto ao
eixo acromatico do mesmo (preto, escala de tons de cinza e branco). Observa-se que
cada secao transversal hexagonal, paralela a base da piramide, representa um conjunto
de cores do cubo unitario com as seguintes caracteristicas. A Matiz é considerada
como sendo um valor numérico entre 0 e 1, adotando Matiz nula para a cor vermelha.
Percorre-se assim todas as cores de forma ciclica retornando novamente a cor vermelha
(que corresponde a Matiz igual a 1). A relagao entre os valores numeéricos para a Matiz

e a cor correspondente encontra-se na Figura 5.5.

Figura 5.5: Cores primérias e complementares no padrao HSV

Considerando a base da piramide, a Matiz ird corresponder ao angulo formado,
no sentido anti-horario, por uma determinada cor e a cor vermelha dividido por 360°.
A Saturacao da cor é determinada na direcao radial assumindo valor 0 no centro do
hexégono da base da piramide e valor 1 na fronteira (obtendo assim a chamadas cores
puras). O Valor (brilho) das cores em cada hexagono é constante e varia proporcio-
nalmente com a distancia do plano do hexagono ao vértice da piramide |6, p.270]. A

Figura 5.6 ilustra a piramide HSV.
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)

(a) Prisma HSV (b) Posi¢do de uma cor arbitraria represen-

tada por um ponto para uma secao arbitraria.

Figura 5.6: Subespaco de cores do sistema HSV



6 Visualizacao das funcoes complexas

por padrao de cores

Neste capitulo sera definido um critério para colorir o plano complexo. Em seguida,
todas as transformacoes vistas no capitulo 4 serao esbocadas utilizando o padrao de
cores definido. A visualizacio do Teorema Fundamental da Algebra sera feita no final

deste capitulo.

6.1 A esfera HSV

Inicialmente define-se uma superficie esférica de cores segundo o padrao HSV. Os
valores para a Matiz, Saturacao e Valor irao variar entre 0 e 1, como visto na secao
5.4. Neste sentido, define-se a distribuicao de cores na esfera da seguinte maneira: a
Matiz fixa o meridiano da esfera. A Saturagao indica a quantidade dominante da matiz,
enquanto o Valor indica a variacao do “claro” ao “escuro”. Considerado um meridiano,
fixa-se o Valor em 1 e varia-se crescentemente a Satura¢ao de 0 (no polo sul) até 1
(no equador) na esfera. A partir do equador, fixa-se a Saturacao em 1 e varia-se agora
a quantidade Valor de maneira decrescente de 1 até 0 (no polo norte). Em resumo,
cada meridiano da esfera terd uma determinada cor que ird variar do branco (polo sul),
passando pela cor pura ou total (no equador) e entdo escurecendo até o ponto preto
(no polo norte). A Figura 6.1 mostra a esfera colorida no padrao HSV e o meridiano

0 (matiz vermelho) exemplifica o que foi descrito acima.

Figura 6.1: Esfera padrao HSV e o meridiano para a matiz 0

76
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6.2 Projecao estereografica da esfera HSV no plano

complexo

Considere a esfera E de raio unitario e tangente ao plano complexo no ponto z =
(0,0). Denota-se por C' = (0,0,1) o centro da esfera, N = (0,0,2) seu polo norte e
S =1(0,0,0) o polo sul identificado com a origem do plano complexo. Dado um ponto
qualquer P da esfera, diferente de N, determina-se a semirreta NP que intercepta
o plano complexo no ponto z. Observe que cada ponto no plano é determinando de
maneira nica, isto é, a cada ponto do plano corresponde um tinico ponto da esfera F
e vice-versa. Desta maneira, pode-se definir a aplicagao F': C — E — {N} que associa
cada nimero complexo z o ponto P # N da esfera, sendo P a interse¢ao do segmento
de reta Nz com a esfera E — {N}. Esta aplicagdo denomina-se projecao estereografica

da esfera E'— { N} sobre o plano complexo C e ¢ ilustrada na Figura 6.2.

Figura 6.2: Projecdo estereogrifica

Com base nestas consideracoes, o plano complexo tem associado de maneira biuni-
voca as cores da esfera HSV via projecao estereografica. Vé-se assim que a origem do
plano esta associada a cor branca. Pontos tendendo ao infinito terao tonalidade escura
indo ao preto (infinito). Facilmente se deduz as rela¢oes mateméticas que associam ao
ponto z = x + 1y € C e as fungoes Matiz, Saturacao e Valor, definidas pela projecao

estereografica. Considere a Figura 6.3.

Figura 6.3: Corte perpendicular ao plano complexo segundo um meridiano
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Facilmente deduz-se que:

p

0 sex:y:()

1 y

—arctg(—) se z>0ey>0

27 x

1

1 se z=0ey>0

Matiz = 1 (6.1)

—arctg(g>+7r se r<0ey#0

27 x

5 se Oey<O

— xr =

1 Y

1 Y

—arctg<—>+27r se x>0ey<0
\ 27 x
(

4 /2 2

— arctg vty se x?+y? <4

Saturacao = (¢ T 2 (6.2)

! se 4+t <4
(1 se 22+’ <4

Valor =

/22 1 a2 (6.3)

4
2 — —arct
\ 7Tarcg( 5

para todo z = x + 1y € C e lembrando que a funcao arco tangente tem como conjunto
T
imagem o intervalo aberto (—5, 5)
A Figura 6.4 refere-se & um esboco da projecao estereografica definida pelas fungoes

Matiz, Saturacao e Valor definidas.

Figura 6.4: Plano complexo colorido segundo a projecdo estereografica da esfera HSV

6.3 Visualizacao de funcoes complexas por padroes

de cores

Para a visualizacao das fun¢oes complexas definidas no capitulo 4 sera utilizado o
programa grafico ASYMPTOTE (©) (asymptote.sourceforge.net). ASYMPTOTE (C) é
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uma linguagem de programacao descritiva vetorial grafica que fornece um referencial
baseado em coordenadas para desenhos técnicos. A maior vantagem do ASYMPTOTE (¢)
sobre os demais pacotes graficos é sua linguagem de programagao de alto nivel [15].
Nos exemplos, a seguir, a implementacao computacional discretiza uma regiao do plano
complexo em 1000 x 1000 pontos = 10° pontos (resolugao). Sejam z;;, 4,7 = 1...1000
estes pontos. A funcao complexa f é calculada em cada um destes pontos determinando
assim os valores w;; = f(xw) Determina-se a cor associada ao ponto z;; através da
projecao estereografica do ponto w;; sobre a esfera HSV segundo as funcgoes 6.1, 6.2 e
6.3 (Matiz, Saturagao e Valor respectivamente) definidas na se¢ao 6.2. Este algoritmo

esta representado na Figura 6.5.

Figura 6.5: Algoritmo para associacdo de cores para uma dada funcéo complexa

Desta maneira, o algoritmo que ira colorir o plano complexo associado a uma dada
funcao permite uma visualizagao quase continua do comportamento da funcao. Os
zeros da funcao, suas multiplicidades e outras propriedades basicas como simetria e
periodicidade podem ser facilmente esbocadas. Por exemplo, a cor branca ira se referir
ao zero da funcao. Os valores da funcao préximos de zero terao cores claras enquanto
valores que estao tendendo ao infinito terao cores mais escuras. A periodicidade das
fungoes sera vista pela repeticao de padroes e de cores. A seguir, as diversas funcoes
complexas ja estudadas no capitulo 4 serao esbocadas.
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T T T T T T T
—8 —6 —4 -2 0 2 4 6 8
eixo real

(a) f(z) = 2. Fungdo identidade
mostra o plano—z colorido segundo

a projecado estereografica da esfera
HSV.

T
-8 —6 —4 -2 0 2 4 6 8

eixo real

(¢) f(2) = Z. Reflexdo em torno do

eixo real do plano complexo.

-8 T T T T T T T
8 6 4 2 0 2 4 6 8

eixo real

(e) f(z) = (1/2+ /(3)i/2)z. Rota-

¢ao do plano em 60°.

] i
6] i
] i
8 T T T T T T T

-8 —6 —4 -2 0 2 4 6 8
eixo real

(b) f(z) = —z. Reflexdo em torno

da origem do plano complexo.

-8 —6 —4 -2 0 2 4 6 8
eixo real

(d) f(z) = 2+ (3 + ). Translagdo
da origem do plano complexo para o
ponto (—3,—1).

eixo imaginiio
T
T

8 6 4 2 0 2 4 6 8
eixo real

(f) f(z) = 2z. Dilatacdo de fator 2.

Figura 6.6: Funcao afim



Visualizacao de funcoes complexas por padroes de cores

81

(a) f(

T T T T T T T T T T T T T T T T T T
—4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 —5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

z) = z%. Observe a repeticio (b) g(z) = (2+(2+2i))?. Translagdo

de cores. de f para o ponto —2 — 2i.

T T T T T T T T T T T T T T T T T T
—4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 -5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

() 9(2) = (L +V(3)i)/5)(= + (2 + (d) 9(2) = V2(=1+i)(2+ (2+2i))*.

22’))2. Translagao de f para o ponto Translacao de f para o ponto —2 —
—2 — 24 seguida de uma contracao de 21 seguida de uma rotacio de 135° e
fator 1/5. dilatacdo de fator 2.

Figura 6.7: Funcado quadratica

Figura 6.8:

Funcoes 2° e z°. Observe a repeticio de cores e a dilatacio de forma néo linear
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eixo

T
-3 -2 -1 0 1 2 3
eixo real

Figura 6.9: Funcéo 1/z

Na Figura 6.9 nota-se, pelo padrao de cores, que pela fungio 1/z pontos proximos a

origem tendem ao infinito enquanto que os pontos distantes da origem tendem a zero.

cixo imaginario
eixo imagindrio

—5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 —5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
eixo real eixo real

(a) Ramo principal: f(z) = /2. (b) Segundo ramo: f(z) = —/z.

Figura 6.10: Funcao raiz quadrada

Pelo padrao de cores é possivel observar na Figura 6.10 que a cor verde presente ao
longo do semieixo x negativo no ramo principal faz a ligagao deste com o segundo ramo
enquanto que a cor violeta faz ligacdo da Figura 6.10(b) com Figura 6.10(a). Desta

forma, visualiza-se uma interpretacao da superficie de Riemann vista na secao 4.4.
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— T T T
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

eixo real

Figura 6.11: Funcao exponencial

Pela repeticao de cores visualizada na Figura 6.11 é possivel observar a periodicidade

da funcao exponencial complexa.

ot

eixo imaginério

-9 T T T T T T T T T T T T T T

eixo real

Figura 6.12: Funcao seno

=}
PR
T

eixo imagindrio

| |

no —_
I
T

-5 T T T T T T T T T T T T T T

eixo real

Figura 6.13: Fungdo cosseno
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ot

g 14 r
S
A
o 71 — |-
—2 4 |
-3 |
—4 |
=5 T T T T T T T T T
-5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
eixo real
(a) f(z) =senhz.
5 [ T BRI
44 L
3 L
24 B
e 17 [
M
R
o0
£ 0+ -
A |
g 14 L
—2 - |
73 — |
—4 |
=5 T T T T T T T T T
-5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

eixo real

(b) f(z) = cosh z.

Figura 6.14: Funcoes seno e cosseno hiperbdlico

A periodicidade das func¢oes seno e cosseno trigonométricas e das funcoes hiperboli-
cas também pode ser observada nas Figuras 6.12, 6.13 e 6.14, respectivamente, devido
a repeticao das cores. Além disso, pode-se observar a simetria entre as funcoes trigo-
nométricas seno e cosseno. E possivel, também visualizar as relacoes entre as funcoes
trigonométricas e fungoes hiperbolicas.

Por fim, pode-se visualizar trés ramos da fun¢ao logaritmica na Figura 6.15.
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T T T T T T
-1 0 1 -1 0 1
eixo real eixo real

(b) f(2) = %(lnz — 27i). (c) f(2) = %(lnz + 27i).

Figura 6.15: Funcdo logaritmo vista em trés ramos

0.3 7

0.2 r

0.1 r

eixo imaginério
|
T

—0.14 r

—0.2 L

—031 T T T T T T T T T T T T B
-0.3 —0.2 —-0.1 0 0.1 0.2 0.3
eixo real

Figura 6.16: f(z) =sen(1/z)
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6.4 Visualizacao do Teorema Fundamental da Alge-

bra

Definicao 6.1. Sejam ag, ay,as,--- ,a, constantes complexas e n um nimero inteiro

nao negativo. A funcao f: C — C dada por
f(z) =ag+ a1z +agz® + -+ a2"

com a, # 0, denomina-se fun¢ao polinomial de grau n. As constantes ag,ay,as, - ,ay

sao chamadas de coeficientes da fung¢ao polinomial f.

Teorema 6.1. (Teorema Fundamental da Algebra) Todo polinémio complexo de grau

n > 1 tem exatamente n raizes, isto €, toda func¢ao polinomial de grau n possui n zeros.

Passa-se agora a esbocar varios exemplos de fungoes polinomiais. Como observado

anteriormente, os zeros da funcao polinomial estarao em cor branca.

(¢) f(z)=2°—1. (d) f(z) =222+ (3—i)z+i.

Figura 6.17: Visualizacdo do Teorema Fundamental da Algebra
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2
1.5
1.29 I
0.9 r N L
0.6 I
2 031 F
0+ . .
3 —0.34 S g
—0.6 r
N i
0.9 .
2] i
-1 T T T T T 2 T T T T
—1.5 -1 —0.5 0 0.5 1 1.5 -1 0 1 2
eixo real eixo real
(a) f(2) = (2 = 1)(3(2% —1)). () f(z) =28/2—2T425-22° 424 —

23— 5222422 — 2.

Figura 6.18: Visualizacio do Teorema Fundamental da Algebra (continuacio)



7 Consideracoes finais

Esta dissertacao de mestrado permitiu uma abordagem sobre a historia dos niimeros
complexos. Viu-se que foram os algebristas italianos do século XVI os pioneiros no
estudo dos nimeros complexos cuja a origem esta ligada diretamente com a resolugao
das equacoes algébricas, especialmente as ctibicas.

Os niimeros complexos permitem trés representacoes isomorfas entre si: algébrica,
par ordenado e matricial. Deste resultado, vé-se que os niimeros complexos possuem
apenas nomes e representacoes diferentes, o mesmo ocorrendo com as operagoes de-
finidas para eles, e podem ser considerados idénticos como corpos. Desta forma, um
problema a respeito de ntimeros complexos no qual os ntimeros estejam representados
algebricamente pode ser resolvido, se assim for conveniente, convertendo tais niimeros
para a representagdo por par ordenado (ou matricial). A partir desta representagiao
pode-se identificar os niimeros complexos como vetores no plano (ou matrizes), e ainda
representa-los na forma polar.

Diversas fun¢oes complexas foram tratadas como transformacoes no plano. Estas
transformacoes foram abordadas de duas maneiras distintas. A primeira mostrou como
uma familia de curvas (reticulado) é transformada por uma determinada func¢do. Para
este método foi utilizado o programa de geometria dinaimica GEOGEBRA (C) que pro-
porcionou uma visualizagao das rotagoes, expansoes, contracoes e translagoes geradas
pelas transformacoes. Além disso, também foi possivel mostrar com as familias de cur-
vas iniciais sao levadas em outras familias de curvas por uma transformacao especifica,
como por exemplo, a funcao exponencial complexa transforma uma malha retangular
em circunferéncias concéntricas e semirretas radiais no plano—w.

A segunda abordagem, mostrou através de um critério de cores, como pontos e
cores a eles associadas estudam o comportamento de uma fun¢ao no conjunto imagem:.
A implementacao computacional para este método foi feita utilizando o pacote grafico
ASYMPTOTE () que proporcionou uma melhor visualizacao da periodicidade de certas
funcoes. Além disso, permitiu uma aplicacao do Teorema Fundamental da Algebra que
garante que todo polinomio complexo de grau n > 1 tem exatamente n raizes. Esta
aplicacao é possivel uma vez que a cor atribuida ao nimero 0+ i0 é branca, e as raizes
de polindmio de grau n aparecem na imagem com n pontos brancos.

Por fim, vale ressaltar o aspecto pedagogico deste trabalho que valorizou o trata-

88



Trabalhos Futuros

89

mento geométrico das transformacoes complexas proporcionando assim uma melhor
compreensao de tais conceitos que sao poucos explorados nas disciplinas de Variavel

Complexa dos cursos de graduacao.

7.1 Trabalhos Futuros

Nesta dissertacao abordou-se somente duas fungoes inversas. Foram elas, a funcao
raiz quadrada e a funcao logaritmica. Desta forma, uma sugestao para uma continui-
dade do trabalho é o tratamento das demais func¢oes inversas como transformacoes no
plano complexo. As transformacoes de Moebius se apresenta como um importante to-
pico para os estudos futuros. Outro tema a ser explorado é o conceito de continuidade
para as fungoes complexas. Do conceito de continuidade pode-se estender o estudo para
a visualizacao das condig¢oes de Cauchy-Riemann. Na area da geometria dos niimeros
complexos, o estudo da geometria analitica vista por fun¢des complexas também é um

topico sugerido para estudo posteriores.

7.2 Participacao em eventos

e Apresentacao de minicurso na VI Bienal da Sociedade Brasileira de Matematica

realizada em dezembro de 2012 na Universidade Estadual de Campinas.
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