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RESUMO

Este trabalho de graduação tem como enfoque investigar detalhadamente a Teoria de Representações
Projetivas a partir dos passos dados por Valentine Bargmann em 1954. Este, influenciado por Eugene
Wigner e seu trabalho acerca das representações do grupo de Poincarè, é responsável por influenciar
físicos de sua época até os dias de hoje. Apesar de ser um trabalho com rigor matemático, possui suas
raízes vinculadas à teoria quântica, uma vez que a motivação inicial do desenvolvimento da teoria vem
de uma exigência de simetria em Mecânica Quântica. Navegando desde os conceitos básicos até as
generalizações detalhadas dos resultados obtidos, o atual trabalho tem como objetivo ser um material
para estudantes interessados na área.

PALAVRAS-CHAVE: Física de partículas; Teoria Quântica de Campos; Mecânica Quântica; Teoria
de Grupos.



ABSTRACT

This work focuses on investigating in detail the Theory of Projective Representations from the initial
steps taken by Valentine Bargmann in 1954. This, influenced by Eugene Wigner and his work on the
representations of the Poincarè group, is responsible for influencing physicists from his time to the
nowadays. Despite being a work with mathematical rigor, it has its roots linked to quantum theory,
since the initial motivation for the development of the theory comes from a requirement of symmetry
in Quantum Mechanics. Navigating from the basic concepts to the detailed generalizations of the
results obtained, the current work aims to be a material for students interested in the field.

KEYWORDS: Particle physics; Quantum Field Theory; Quantum Mechanics; Group Theory.
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1 INTRODUÇÃO

A descrição de estados físicos por vetores complexos se torna necessária a partir do experimento
realizado por Otto Stern e Walther Gerlach (SAKURAI, 1994), em 1922, para dar cabo de todos
estados possíveis. A partir deste momento o espaço vetorial que contém os objetos matemáticos
da teoria quântica é um espaço de Hilbert H , complexo e de dimensão definida pela natureza do
fenômeno que está sendo estudado. Sejam ψ e φ dois vetores de estado, a probabilidade de transição
do estado ψ para o estado ϕ é dada por:

P = |(ψ, ϕ)|2. (1)

Entretanto percebemos que para um outro estado ψ′ = αψ, onde α é um número complexo unimodular,
vemos que este valor permanece inalterado. Isto é, estados quânticos são invariantes pela multiplicação
por fases complexas. Logo, a correspondência entre estados e vetores não é um a um. Para dar cabo da
correspondência é necessária a introdução do conceito de raios vetoriais, uma classe de equivalência
de vetores de estado Ψ = {αψ0}, sendo α uma fase complexa unimodular e ψ0 um vetor unitário fixo
em H . A correspondência entre raios vetoriais e estados quânticos, por sua vez, é um a um.

Uma transformação de simetria, no grau que nos interessa ao trabalho (WEINBERG, 1995), é
aquela cuja realização não interfere nos resultados dos experimentos, ou seja, não altera a probabilidade
de transição. Sejam O e O′ dois observadores conectados por uma transformação de simetria, se o
observador O realiza o experimento e observa o sistema em um estado dado por Ψ, o observador O′

observa o mesmo sistema em um estado Ψ′, tal que

P (Ψ → ψn) = P (Ψ′ → ψ′
n), (2)

isto é, a probabilidade de um sistema inicialmente representado por um estado Ψ ser encontrado
em um de seus n autoestados deve permanecer inalterada para ambos os referenciais. Em outras
palavras, a física deve permanecer a mesma independentemente do referencial adotado. Em um de
seus trabalhos, E. P. Wigner no ano de 19311 provou um teorema importantíssimo responsável por
relacionar transformações de simetria a operadores U em um espaço de Hilbert2, sendo estes unitários
e lineares ou antiunitários e antilineares.

Seja T1 uma transformação de simetria que leva o raio vetorial Ψ a Ψ′ e T2 outra que leva o raio Ψ′

a Ψ′′, o resultado de se realizar ambas transformações é T2T1. Entretanto, os operadores relacionados
a essas transformações não atuam diretamente sobre raios e sim sobre vetores. A atuação de U(T1)
(operador unitário relacionado a transformação de simetria T1) em um vetor ψn ∈ Ψn deve levar a um
vetor U(T1)ψn ∈ Ψ′

n e, claramente, a atuação de U(T2) deve levar a um vetor U(T2)U(T1)ψn ∈ Ψ′′
n.

Como inicialmente mencionado, vetores que diferem entre si por uma fase complexa unimodular
pertencem ao mesmo raio e note que além de T2 a transformação T2T1 leva ao mesmo raio. Desta
1 (WIGNER, 1931).
2 A prova deste teorema pode ser encontrada em (WIGNER, 1931), (WEINBERG, 1995), (SILVA; ROCHA, 2021).
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forma U(T2, T1)ψn também pertence ao raio Ψ′′, portanto

U(T2)U(T1)ψn = ωn(T2, T1)U(T2, T1)ψn. (3)

Estes vetores diferem entre si somente pela fase ω(T2, T1), a qual terá seu estudo detalhado desde sua
definição a sua manipulação no presente trabalho. Além disso, a linearidade de U nos diz que a fase é
independente dos estados ψn, sejam ψa e ψb estados linearmente independentes e apliquemos (3) em
ψab = ψa + ψb:

U(T2)U(T1)(ψa + ψb) = ωab(T2, T1)U(T2, T1)(ψa + ψb),

ao realizar a distributiva no lado esquerdo, temos

U(T2)U(T1)ψa + U(T2)U(T1)ψb = ωab(T2, T1)U(T2, T1)(ψa + ψb),

logo
ωaU(T2, T1)ψa + ωbU(T2, T1)ψb = ωab(T2, T1)U(T2, T1)(ψa + ψb). (4)

Todo operador unitário ou antiunitário possui inversa, ou seu adjunto, também unitário e antiunitário.
Ao multiplicar (4) por U−1(T1, T2) a esquerda, obtém-se

ωab(T2, T1)(ψa + ψb) = ωa(T2, T1)ψa + ωb(T2, T1)ψb.

Como ψa e ψb são linearmente independentes, a igualdade só é válida se

ωab(T2, T1) = ωa(T2, T1) = ωb(T2, T1). (5)

Então, a fase em (3) é independente do vetor de estado e, portanto, tal equação pode ser reescrita como
uma relação de operadores:

U(T2)U(T1) = ω(T2, T1)U(T2, T1). (6)

Esta relação define o que chamamos de uma representação do grupo de transformações de simetria a
menos de uma constante, ou representação projetiva. Para os casos em que esta fase é equivalente a 1
(será demonstrado no Capítulo 2), temos uma representação genuína.

O trabalho tem como motivação a relação 6. A partir da mesma temos o desenvolvimento da Teoria
de Representações Projetivas, dando início a fundamentação da mesma com algumas considerações
necessárias (Capítulo 1), passando pelas definições desta fase e de uma útil substituição com verificação
para uma caso em que é equivalente a 1 (Capítulo 2), obtendo quando possível a extensão dos resultados
locais (Capítulo 3) e finalizando com o estudo da teoria sob a ótica dos grupos de Lie, estes de extrema
importância física, culminando em um teorema central de (BARGMANN, 1954) que concatena todo o
estudo destes grupos (Capítulos 4).
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2 FUNDAMENTOS DA TEORIA

2.1 RAIOS VETORIAIS E OPERATORIAIS

2.1.1 Conceitos Introdutórios

No ano de 1939, Wigner publica um importante trabalho (WIGNER, 1939), desta vez referente
a representações do grupo de Poincarè. Neste trabalho, nas páginas iniciais, Wigner diz que alguns
conceitos como operadores infinitesimais e um conjunto de funções ao qual esses operadores podem
ser aplicados não serão assumidos como verdade, como foi feito por Majorana e Dirac em trabalhos
anteriores. O trabalho de Wigner, por suas próprias palavras, possui mais rigor matemático.

O trabalho de (BARGMANN, 1954), subsequente a esta publicação, tem como objetivo fundamen-
tar a teoria utilizada por Wigner em 1939 e carrega o ideal explicitado pelo mesmo, possuindo um
certo rigor matemático acima do habitual para física. Este fato nos leva a um estudo envolvendo muito
mais conceitos e abstrações do ponto de vista de teoria de Grupos Topológicos e álgebra abstrata.

Para dar início aos estudos, esta seção tem um objetivo introdutório aos conceitos matemáticos, em
conjunto com o trabalho de (BARGMANN, 1954) uma vez que o mesmo foi a referência principal do
trabalho.

Um estado físico em Mecânica Quântica é descrito por um vetor de estado em um espaço de Hilbert
H . O produto interno neste espaço é linear na segunda entrada e antilinear na primeira, então para
dois vetores ψ, ϕ ∈ H

(ψ, λϕ) = λ(ψ, ϕ),

(λψ, ϕ) = λ∗(ψ, ϕ),
(2.1.1)

onde λ é um número complexo arbitrário e λ∗ seu complexo conjugado. A norma de um vetor ψ é
dada por ||ψ|| = (ψ, ψ)

1
2 . Para dois vetores unitários ||ψ|| = ||ϕ|| = 1 temos

||ψ − ϕ||2 = (ψ − ϕ)∗(ψ − ϕ) = ψ∗ψ − ψ∗ϕ− ϕ∗ψ + ϕ∗ϕ = |ψ|2 − ψ∗ϕ− ϕ∗ψ + |ϕ|2,

ou ainda
||ψ − ϕ||2 = 2− ψ∗ϕ− ϕ∗ψ = 2[1−Re(ψ, ϕ)],

que resulta em
||ψ − ϕ||2 = 2[1−Re(ψ, ϕ)] ≤ 2|1− (ψ, ϕ)|, (2.1.2)

onde Re representa a parte real do produto interno. Com essas noções, o próximo passo é dar início ao
estudo dos raios vetoriais.

2.1.2 Raios Vetoriais e a Correspondência Um a Um

A fim de estabelecer a correspondência entre vetor de estado e estado físico, busca-se um objeto
capaz de descrever um estado sem que a multiplicação por um escalar complexo unimodular o altere.
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Sejam x, y e z elementos de um conjunto arbitrário A. Uma relação de equivalência denotada por
(∼) em A é uma relação que cumpre:

1. Reflexão: x ∼ x, um elemento é equivalente a ele mesmo;

2. Simetria: se, x ∼ y então y ∼ x;

3. Transitividade: se x ∼ y e y ∼ z, então x ∼ z.

Uma classe de equivalência de um elemento r ∈ A é:

r̄ := {r ∈ A|r ∼ x}, (2.1.3)

em outras palavras, é o conjunto de todos os elementos que se relacionam a r por ∼.

Proposição 1. Podemos construir uma relação de equivalência em H , tal que ψ, ψ′ ∈ H são ditos

equivalentes se:

ψ = αψ′, (2.1.4)

onde α é uma fase complexa unimodular.

Prova: Para conferir a propriedade de reflexão, temos que

ψ = αψ ∈ H . (2.1.5)

Para a propriedade de simetria, escrevendo ψ′ = βψ com β ≡ 1
α

temos ψ′ ∼ ψ e por (2.1.4) ψ ∼ ψ.
Por fim, para a propriedade de transitividade, seja ψ′ = γψ′′ onde ψ′′ ∈ H , γ ∈ C e |γ| = 1, então

ψ = αψ′ = αγψ′′. (2.1.6)

Fazendo ξ ≡ αγ temos
ψ = ξψ′′, (2.1.7)

ou seja, se ψ ∼ ψ′ e ψ′ ∼ ψ′′, então ψ ∼ ψ′′ e a relação (2.1.4) é uma relação de equivalência em
H .

De acordo com (SCHAAF, 2017), o verdadeiro espaço de um estado quântico é formado pelas
classes de equivalência do Espaço de Hilbert sem a origem sob a relação (2.1.4). Este espaço é chamado
de Espaço Projetivo de Hilbert P (H ) := (H \ {0})/ ∼. A classe de equivalência [ψ] ∈ P(H ) de
vetores não nulos (a isto se deve a necessidade do espaço não conter {0}) ψ ∈ H é chamada de raio
vetorial ψ. A notação utilizada para raios será Ψ em vez de [ψ]. Finalmente a correspondência um a
um é estabelecida, cada raio vetorial corresponde a um único estado quântico.
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2.1.3 Distâncias e Raios Operatoriais

Podemos agora dar início à fundamentação de conceitos acerca dos raios vetoriais. Sejam Ψ e Φ

dois raios, o produto interno entre estes objetos é

Ψ ·Φ = |(ψ, ϕ)|, (2.1.8)

onde ψ e ϕ são representativos (elementos da classe de equivalência) de Ψ e Φ, respectivamente. A
equação (2.1.8) nos permite concluir que o produto interno é Ψ ·Φ = 1 se, e somente se, ψ = ϕ. Uma
vez que, os vetores são normalizados.

A distância entre dois raios d(Ψ,Φ) é dada pela menor norma ||ψ − ϕ||. Então façamos ψ = αψ0

e ϕ = τϕ0 em (2.1.2) com |α| = |τ | = 1:

||ψ − ϕ||2 = 2{1−Re[α∗τ(ψ0, ϕ0)]}. (2.1.9)

Podemos escrever (ψ0, ϕ0) = |λ||(ψ0, ϕ0)| onde λ ∈ C e |λ| = 1. Vejamos antes que

|(ψ0, ϕ0)| = |α||τ ||(ψ0, ϕ0)|

e como |α| = |α|∗,

|(ψ0, ϕ0)| = |α∗||τ ||(ψ0, ϕ0)| = |α∗τ(ψ0, ϕ0)| = |(αψ0, τϕ0)| = Ψ ·Φ. (2.1.10)

Então
||ψ − ϕ||2 = 2{1−Re(α∗τλ)Ψ ·Φ}. (2.1.11)

A norma atinge seu valor mínimo quando Re(α∗τλ) = 1, portanto

d(Ψ,Φ) = [2(1−Ψ ·Φ)]
1
2 . (2.1.12)

Nota-se que a distância entre dois raios só é nula se os mesmos coincidirem. A noção de distância
nos é de extrema importância para o conceito de continuidade forte para representações de raio que
veremos nas próximas seções.

Vejamos o seguinte lema:

Lema 1. O produto escalar Ψ ·Φ é contínuo em ambos fatores com respeito a métrica d(Ψ,Φ), isto

é, tal distância possui um limite superior.

Prova: Sejam quatro raios Ψ1,Ψ2,Φ1 e Φ2 pertencentes a H , então:

|Ψ1 ·Φ1 −Ψ2 ·Φ2| = |Ψ1 ·Φ1 −Ψ1 ·Φ2 +Ψ1 ·Φ2 −Ψ2 ·Φ2|, (2.1.13)

ou ainda
|Ψ1 ·Φ1 −Ψ2 ·Φ2| ≤ |(ψ1, ϕ1)− (ψ1, ϕ2)|+ |(ψ1, ϕ2)− (ψ2, ϕ2)|.
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Note-se que, via desigualdade triangular

|(ψ1, ϕ1)− (ψ1, ϕ2)|+ |(ψ1, ϕ2)− (ψ2, ϕ2)| ≤ |(ψ1, ϕ1)| − |(ψ2, ϕ2)| = ||ϕ1 − ϕ2||+ ||ψ1 − ψ2||,

que nos leva a
|Ψ1 ·Φ1 −Ψ2 ·Φ2| ≤ d(Φ1,Φ2) + d(Ψ1,Ψ2). (2.1.14)

Ainda no âmbito dos raios, podemos construir raios operatoriais. Um raio operatorial U é o
conjunto de todos os operadores τU0, onde τ é uma fase complexa unimodular e U0 é um operador
unitário fixo. Dessa maneira fica claro que o produto entre dois raios operatoriais UV é, assim como
antes, o conjunto que consiste em todos os produtos UV onde U e V são representativos dos raios
operatoriais U e V, respectivamente. Além disso o raio identidade é constituído do operador unitário 1.
O raio inverso de U, U−1, é o conjunto de operadores U−1, onde claramente U−1U = 1. Uma última
noção necessária é a de que um raio vetorial UΨ é o conjunto de todos os vetores Uψ compostos pelos
operadores que compõem o raio operatorial U atuando nos vetores que compõem o raio vetorial Ψ.

2.1.4 Representações de Raio e Seleção de Representativos

Antes de prosseguirmos com o desenvolvimento da teoria são necessários alguns passos de recuo
para introdução de conceitos (BARATA, 2023) que permeiam os avanços. Seja G um conjunto de
elementos {r, s, t, · · · } e ⋄ : G×G→ G uma operação binária definida sobre G. O par (G, ⋄) é dito
um grupo se cumprir as seguintes condições:

1. Associatividade. Para quaisquer r, s, t ∈ G, (r ⋄ s) ⋄ t = r ⋄ (s ⋄ t);

2. Elemento neutro. Existir um único elemento e ∈ G, chamado elemento neutro, tal que e ⋄ r =
r ⋄ e = r, para qualquer r ∈ G;

3. Elemento simétrico. Para todo r ∈ G existe um único elemento r−1 ∈ G, tal que, r ⋄ r−1 =

r−1 ⋄ r = e. Este elemento é denominado simétrico de r ou inverso de r.

Com o conceito de grupo bem estabelecido, podemos avançar para as representações de grupo

(BARATA, 2023). Uma representação de um grupo G em um espaço vetorial V é uma aplicação que
a cada elemento de G associa um operador linear inversível Π : V → V que cumpra as seguintes
propriedades:

1. Π(r)Π(s) = Π(rs);

2. Π(e) = 1;

3. Π(r−1) = Π(r)−1,

para quaisquer r, s ∈ G.
Uma representação de grupo pode ainda ser entendida como um mapeamento φ : G→ GL(V), tal

que:
φ(r ⋄ s) = φ(r) ∗ φ(s), (2.1.15)
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ou seja, um homomorfismo entre G e o Grupo Linear Geral GL(V) formado pelas matrizes inversíveis
com a operação de matrizes usual ∗.

Agora será introduzido o conceito de representações de raio, sobre o qual nos dedicaremos ao
estudo com denodo. Uma representação de raio de um grupo G (BARGMANN, 1954) com elementos
r, s, · · · e o elemento neutro e, é um mapeamento1 r → Ur do grupo em raios operatoriais unitários,
tal que

UrUs = Urs, (2.1.16)

com r, s ∈ G. Temos ainda que:
Ue = 1 (2.1.17)

e
U−1

r = (Ur)
−1. (2.1.18)

Usualmente a continuidade de uma função é definida a partir do conceito de limites, a partir deste
momento, passamos a definir continuidade com a utilização do conceito de distância estabelecido e
explorado na subseção 2.1.3, este mais elementar. A continuidade definida desta maneira é chamada
de forte continuidade. Uma representação de raio do grupo G é dita continua se a condição a seguir for
satisfeita:

Para um elemento qualquer r ∈ G um raio qualquer Ψ e um ϵ > 0, existe uma vizinhança2 V de r

em G tal que d(UsΨ,UrΨ) < ϵ se s ∈ V .
Como já mencionado, Wigner em seu trabalho de 1939 deixa claro que possui o objetivo de de-

monstrar alguns conceitos que eram assumidos como verdade. Agora será provado um importantíssimo
e belo teorema referente a possibilidade de selecionar conjuntos de operadores com continuidade forte
para um grupo G. Este teorema foi provado por Wigner em (WIGNER, 1939). Esta prova seguirá os
passos de (BARGMANN, 1954) e também de (SILVA; ROCHA, 2021).

Teorema 1. Dada um representação de raio contínua, para todo elemento r de uma vizinhança V0

do elemento e de G, escolhida de forma adequada, pode ser escolhido um conjunto contínuo de

representativos Ur ∈ Ur.

Ou seja, para qualquer vetor ψ, qualquer r ∈ V0 e qualquer ϵ > 0 existe uma vizinhança V de r tal
que ||Usψ − Urψ|| < ϵ se s ∈ V . Um conjunto de representativos que cumpre este teorema é chamado
de conjunto de representativos admissíveis. A vizinhança V0 é uma vizinhança esférica com o objetivo
de limitar o representativo gr.

Prova: Sejam Ψ um raio fixo e pertencente a H e ψ um representativo de Ψ. Definimos
gr = Ψ ·UrΨ. Como mostrado no Lema 1 o produto escalar é contínuo e assim a função gr também o
é. Podemos escolher para um α fixo e positivo (0 < α < 1) uma vizinhança V0 do elemento unitário e
de G tal que α < gr ≤ 1 para todo r ∈ V0. Uma estratégia para a prova é selecionar um representativo
determinado Ur ∈ Ur, tal que

gr = Ψ ·UrΨ = (ψ,Urψ). (2.1.19)
1 Seguindo as definições de (BARGMANN, 1954) lidaremos com grupos topológicos contínuos sem explicitar isso.

Ainda, todo homomorfismo (ou isomorfismo) de um grupo em outro será assumido contínuo.
2 Se x ∈ X , uma vizinhança V de x é um conjunto V ⊂ X que contém x e um conjunto aberto de x.
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Vamos definir algumas quantidades úteis para o desenvolvimento da prova:

dr,s(ψ) = d(UrΨ,UsΨ), (2.1.20)

σr,s(ψ) = (Urψ,Usψ), (2.1.21)

Zr,s(ψ) = Usψ − σr,s(ψ)Urψ, (2.1.22)

onde r, s são elementos de V0 e ψ ∈ Ψ.
Note que Zr,s(ψ) é ortogonal a Urψ:

(Urψ,Zr,s(ψ)) = (Urψ,Usψ)− σr,s(ψ)(Urψ,Urψ), (2.1.23)

o primeiro termo é σr,s(ψ), a unitariedade de Ur e de ψ nos leva a

(Urψ,Urψ) = (ψ, ψ) = ||ψ||2 = 1, (2.1.24)

então (2.1.23) se torna apenas

(Urψ,Zr,s(ψ)) = σr,s(ψ)− σr,s(ψ) = 0. (2.1.25)

A fim de obter outras relações envolvendo o produto interno, vejamos o que ocorre com ||Zr,s(ψ)||2:

||Zr,s(ψ)||2 = (Usψ − σr,s(ψ)Urψ,Usψ − σr,s(ψ)Urψ), (2.1.26)

||Zr,s(ψ)||2 = (Usψ,Usψ)− (Usψ, σr,s(ψ)Urψ)− (σr,s(ψ)Urψ,Usψ − σr,s(ψ)Urψ). (2.1.27)

O produto (Usψ,Usψ) se comporta como (Urψ,Urψ) em (2.1.24), uma vez que Us também é unitário.
Reescrevendo o último termo do lado direito como (σr,s(ψ)Urψ,Zr,s), temos

||Zr,s(ψ)||2 = 1− σr,s(ψ)(Usψ,Urψ)− (σr,s(ψ)Urψ,Zr,s(ψ)), (2.1.28)

porém Zr,s é ortogonal a Ur, então

||Zr,s(ψ)||2 = 1− σr,s(Usψ,Urψ). (2.1.29)

Veja da definição de σr,s = (Urψ,Usψ) em (2.1.21) que é possível obter σ∗
r,s = (Usψ,Urψ), assim

||Zr,s(ψ)||2 = 1− |σr,s(ψ)|2. (2.1.30)

Da expressão (2.1.12) obtém-se uma importante relação entre o produto interno e a distância entre dois
raios. Dando início ao processo, elevando ambos os lados ao quadrado e isolando o termo Ψ ·Φ

d2(Ψ,Φ)

2
+ 1 = −Ψ ·Φ, (2.1.31)
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multiplicando por (−1) e elevando novamente ao quadrado

1− d2(Ψ,Φ) +
d4(Ψ,Φ)

4
= (Ψ ·Φ)2. (2.1.32)

Rearranjando e multiplicando novamente por (−1), tem-se por fim

1− (Ψ ·Φ)2 = d2

(
1− 1

4
d2

)
≤ d2, (2.1.33)

onde d = d(Ψ,Φ). De volta a (2.1.30) note que |σr,s(ψ)|2 = |(Urψ,Usψ)|2 = (UrΨ · UsΨ)2 por
(2.1.8), ou seja

||Zr,s(ψ)||2 = 1− |σr,s(ψ)|2 ≤ d(UrΨ,UsΨ). (2.1.34)

Utilizando (2.1.20) conclui-se que
||Zr,s(ψ)||2 ≤ d2r,s(ψ). (2.1.35)

Com o intuito de encontrar relações envolvendo Us será feita a mudança de ψ por ϕ e o cálculo de
(ϕ, Zr,s(ϕ))

(ϕ, Zr,s(ϕ)) = (ϕ, Usϕ− σr,s(ϕ)Urϕ), (2.1.36)

ou seja
(ϕ, Zr,s(ϕ)) = (ϕ, Usϕ)− σr,s(ϕ)(ϕ, Urϕ). (2.1.37)

De acordo com (2.1.19) tem-se gs = (ϕ, Usϕ) e gr = (ϕ, Urϕ), portanto

(ϕ, Zr,s(ϕ)) = gs − σr,s(ϕ)gr, (2.1.38)

de modo que

−σr,s(ϕ) =
1

gr
[−gs + (ϕ, Zr,s(ϕ))]. (2.1.39)

Somando 1 a ambos os lados tem-se

1− σr,s(ϕ) =
1

gr
[gr − gs + (ϕ, Zr,s(ϕ))]. (2.1.40)

De (2.1.9) tem-se ainda que
||ψ − ϕ||2 ≤ 2|1− (ψ, ϕ)|. (2.1.41)

Utilizando tal relação para o produto interno que vem sendo trabalhado temos que

||Usϕ− Urϕ||2 ≤ 2|1− (Urϕ, Usϕ)| = 2|1− σr,s(ϕ)| (2.1.42)

e desta forma (2.1.40) se torna

||Usϕ− Urϕ||2 ≤ 2
∣∣∣ 1
gr
[gr − gs + (ϕ, Zr,s(ϕ))]

∣∣∣. (2.1.43)
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Finalmente temos uma relação envolvendo a distância entre dois vetores. Para o progresso final em
busca de um limite superior note que gr > α e assim 1

gr
< 1

α
. Logo (2.1.43) é

||Usϕ− Urϕ||2 ≤
2

α
[|gr − gs|+ |(ϕ, Zr,s(ϕ))|]. (2.1.44)

Vejamos o que ocorre com o módulo |gr − gs| = |(ϕ, Urϕ) − (ϕ, Usϕ)|. A desigualdade triangular
fornece

|(ϕ, Urϕ)− (ϕ, Usϕ)| ≤ ||(ϕ, Urϕ)|| − ||(ϕ, Usϕ)||, (2.1.45)

e a desigualdade de Schwarz, por sua vez, fornece

||(ϕ, Urϕ)|| − ||(ϕ, Usϕ)|| ≤ ||ϕ||||Urϕ|| − ||ϕ||||Usϕ||. (2.1.46)

Como ϕ é unitário
|gr − gs| ≤ ||Urϕ− Usϕ|| ≤ dr,s(ϕ). (2.1.47)

Além disso, pela desigualdade de Schwarz |(ϕ, Zr,s(ϕ)| ≤ ||ϕ||||Zr,s(ϕ)|| e utilizando a unitariedade de
ϕ e (2.1.35) temos |(ϕ, Zr,s(ϕ)| ≤ dr,s(ϕ). Então

||Usϕ− Urϕ||2 ≤
2

α
[dr,s(ϕ) + dr,s(ϕ)], (2.1.48)

||Usϕ− Urϕ||2 ≤
4

α
dr,s(ϕ). (2.1.49)

A relação (2.1.49), por si só, já estabelece a continuidade de Urϕ, pois para todo ϵ > 0 existe uma
vizinhança V de r tal que 4

α
dr,s(ϕ) < ϵ se s ∈ V , ou seja, dr,s(ϕ) tem um valor máximo limitado.

Porém, este procedimento é suficiente para provar que apenas Urϕ e qualquer vetor colinear ao
mesmo possui continuidade forte. Para abranger todo o espaço, Wigner deu o passo além ao provar a
continuidade forte para um vetor ortogonal a este.

Seja χ = 2−
1
2 (ϕ+ φ), onde ϕ e φ são ortogonais e χ é unitário. Veja então

(Urϕ, Zr,s(χ)) = (Urϕ, Usχ)− σr,s(χ)(Urϕ, Urχ). (2.1.50)

Ao somar e subtrair (Usϕ, Usχ) em ambos os lados de (2.1.50) obtém-se

(Urϕ, Zr,s(χ)) = (Urϕ, Usχ)− σr,s(χ)(Urϕ, Urχ)− (Usϕ, Usχ) + (Usϕ, Usχ). (2.1.51)

Os termos (Urϕ, Usχ) e −(Usϕ, Usχ) podem ser rearranjados de tal forma a

(Urϕ, Zr,s(χ)) = (Urϕ− Usϕ, Usχ) + (Usϕ, Usχ)− σr,s(χ)(Urϕ, Urχ). (2.1.52)

Como Us é unitário (Usϕ, Usχ) = (ϕ, Us−1Usχ) = (ϕ, χ) = 2−
1
2 , e o mesmo ocorre para (Urϕ, Urχ),

portanto

(Urϕ, Zr,s(χ)) = (Urϕ− Usϕ, Usχ) +
1√
2
− 1√

2
σr,s(χ). (2.1.53)
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Escrevendo (Urϕ− Usϕ, Usχ) como −(Usϕ− Urϕ, Usχ), (2.1.53) se torna

(Urϕ, Zr,s(χ)) + (Usϕ− Urϕ, Usχ) =
1√
2
(1− σr,sχ), (2.1.54)

1− σr,s(χ) =
√
2
[
(Urϕ, Zr,s(χ) + (Usϕ− Urϕ, Usχ)

]
. (2.1.55)

Assim como anteriormente, utilizando (2.1.41)

||Usχ− Urχ||2 ≤ 2|1− σr,s(χ)|. (2.1.56)

Logo,
2|1− σr,s(χ)| = 2

3
2

[
|(Urϕ, Zr,s(χ))|+ |(Usϕ− Urϕ, Usχ)|

]
, (2.1.57)

pela desigualdade de Schwarz |(Urϕ, Zr,s(χ)| ≤ dr,s(χ) e |(Usϕ− Urϕ, Usχ)| ≤ ||Usϕ− Urϕ||. Por
fim, a distância obedece a seguinte relação

||Usχ− Urχ||2 ≤ 2
3
2

[
dr,s(χ) + ||Usϕ− Urϕ||

]
. (2.1.58)

A equação (2.1.58) mostra que a continuidade de Urϕ, provada anteriormente, implica a continuidade
de Urχ e também a continuidade de Urφ. Para finalizar, se ψ é uma combinação linear de ϕ e φ
(ψ = λ1φ+ λ2ϕ) é claro que Urψ é contínuo.

Perceba o quão importante este teorema é: operadores em Mecânica Quântica tem a exata função
de replicar a ação humana de realizar uma medida em um experimento. Para que isso esteja de acordo
com a realidade não podem haver descontinuidades na atuação de um objeto responsável por esta
conexão. Este teorema nos garante que é possível encontrar operadores aos quais a atuação em vetores
de estado é contínua, corroborando a utilização de tais objetos como retrato da ação de medir na
natureza. Porém, note que este conjunto de operadores é definido em uma vizinhança da origem, ou
seja, até o momento isto é válido localmente. Mais adiante será demonstrado que é possível selecionar
tais representativos por todo um grupo em certas condições, o que elimina de vez a possibilidade de
descontinuidade nas atuações dos operadores.

Além disso, para um dado conjunto de representativos Ur admissíveis (isto é, que satisfaz o
Teorema 1) em uma vizinhança V0 do elemento unitário e de G, se ϕ(r) é uma fase complexa
unimodular contínua do elemento r na vizinhança V0, então podemos escrever

U ′
r = ϕ(r)Ur. (2.1.59)

Esta relação também define um conjunto de representativos admissíveis em V0. O inverso também é
válido: uma equação da forma (2.1.59) deve conter uma vizinhança V1 contida na intersecção entre a
vizinhança V0, onde o conjunto Ur é definido, e a vizinhança onde U ′

r é definido V1.
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2.2 FATORES E EXPOENTES LOCAIS

Como já mencionado, uma representação de raio é o mapeamento dos elementos do grupo em raios
operatoriais do espaço de Hilbert tal que

UrUs = Urs, (2.2.1)

porém, como discutindo na introdução do trabalho, do ponto de vista dos representativos temos uma
outra relação

UrUs = ω(r, s)Urs, (2.2.2)

onde ω(r, s) é uma fase complexa unimodular responsável por estabelecer o pertencimento de UrUs

e Urs ao mesmo raio. Esta fase é chamada de fator local e a mesma possui uma substituição muito
útil que dá origem ao expoente local. Tais elementos serão amplamente estudados e trabalhados nesta
seção com a finalidade de estabelecer todas as propriedades necessárias e ainda analisar um caso
particular no qual tal fase é equivalente a 1.

2.2.1 Fator Local

O fator local ω(r, s) é uma função complexa unimodular com as seguintes propriedades:

1. Se V0 é uma vizinhança do elemento unitário de G e assumindo Ue = 1, temos:

ω(e, e) = 1; (2.2.3)

2. Para três elementos r, s e t pertencentes a vizinhança V0 adequadamente escolhida de modo

que contenha os produtos rs, st e rst, a lei de associatividade (UrUs)Ut = Ur(UsUt) implica:

ω(r, s)ω(rs, t) = ω(s, t)ω(r, st). (2.2.4)

Demonstração: Fazendo r → e e s → e em (2.2.1), e lançando mão da propriedade Ue = 1,
temos

UeUe = ω(e, e)Uee.

O produto do elemento neutro com ele mesmo continua sendo e, portanto

ω(e, e) = 1

e (2.2.3) é obtida.
Para a segunda propriedade, vejamos a lei de associatividade dos operadores

(UrUs)Ut = Ur(UsUt),

recorrendo a (2.2.2)
ω(r, s)UrsUt = ω(s, t)UrUst.
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Novamente utilizando a lei de associatividade

ω(r, s)ω(rs, t)Urst = ω(s, t)ω(r, st)Urst,

a aplicação de Urst
−1 à direita leva, por fim, a

ω(r, s)ω(rs, t) = ω(s, t)ω(r, st).

Desta forma, ambas as propriedades estão demonstradas.

Devido ao Teorema 1 podemos afirmar que um conjunto de representativos admissíveis é um conjunto
de operadores de continuidade forte. Vejamos a seguinte proposição (SILVA; ROCHA, 2021):

Proposição 2. Para uma dada representação de raio, a continuidade forte de um conjunto de repre-

sentativos admissíveis implica a continuidade dos fatores locais.

Prova: Seja ψ ∈ H , comecemos com

[ω(r′, s′)− ω(r, s)]Ur′s′ψ = ω(r′, s′)Ur′s′ψ − ω(r, s)Ur′s′ψ. (2.2.5)

A fim de obter outro arranjo para a equação (2.2.5), principalmente em seu lado direito, vamos somar e
subtrair Ur′Usψ e UrUsψ de ambos os lados, então

[ω(r′, s′)− ω(r, s)]Ur′s′ψ =

= ω(r′, s′)Ur′s′ψ − ω(r, s)Ur′s′ψ + (Ur′Us)ψ − (Ur′Us)ψ + (UrUs)ψ − (UrUs)ψ.
(2.2.6)

Fazendo uso de (2.2.4)

[ω(r′, s′)−ω(r, s)]Ur′s′ψ =

= Ur′Us′ψ − ω(r, s)Ur′s′ψ + ω(r, s)Ursψ − UrUsψ + Ur′Usψ − Ur′Usψ,
(2.2.7)

ou ainda

[ω(r′, s′)− ω(r, s)]Ur′s′ψ = ω(r, s)(Urs − Ur′s′)ψ + Ur′(Us′ − Us)ψ + (Ur′ − Ur)Usψ. (2.2.8)

O interesse está sobre a continuidade provada através da distância entre dois objetos, para isso olhemos
para a norma de (2.2.8). A desigualdade triangular fornece

||[ω(r′, s′)− ω(r, s)]Ur′s′ψ|| ≤

≤ ||ω(r, s)(Urs − Ur′s′)ψ||+ ||Ur′(Us′ − Us)ψ||+ ||Us(Ur′ − Ur)ψ||.
(2.2.9)

Para simplificar o lado esquerdo temos, para um λ complexo, (λUf, λUf)
1
2 = [λλ∗(Uf, Uf)]

1
2 . Como

λλ∗ = |λ|2, |λ|(Uf, Uf) 1
2 e U é unitário, resta |λ|(f, U−1Uf) = |λ|. Desta forma o lado esquerdo de

(2.2.9) se torna
||[ω(r′, s′)− ω(r, s)]Ur′s′ψ|| = |ω(r′, s′)− ω(r, s)|. (2.2.10)
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Como ω(r, s) é unimodular por definição e Ur′ é unitário, podemos simplificar o lado direito de (2.2.9)
em dois passos (um para cada termo):
1. ||ω(r, s)(Urs − Ur′s′)ψ||:

||ω(r, s)(Urs − Ur′s′)ψ|| = (ω(r, s)Ursψ − ω(r, s)Ur′s′ψ, ω(r, s)Ursψ − ω(r, s)Ur′s′ψ)
1
2 (2.2.11)

|ω(r, s)|(Ursψ − Ur′s′ψ,Ursψ − Ur′s′ψ)
1
2 = ||(Urs − Ur′s′)ψ||. (2.2.12)

2. ||Ur′(Us′ − Us)ψ||:

||Ur′(Us′ − Us)ψ|| = (Ur′(Us′ − Us)ψ,Ur′(Us′ − Us)ψ)
1
2 (2.2.13)

(Ur′(Us′ − Us)ψ,Ur′(Us′ − Us)ψ)
1
2 = ((Us′ − Us)ψ,Ur′−1Ur′(Us′ − Us)ψ)

1
2 (2.2.14)

||Ur′(Us′ − Us)ψ|| = ||(Us′ − Us)ψ||. (2.2.15)

Por fim, voltamos a expressão completa, agora simplificada

|ω(r′, s′)− ω(r, s)| ≤ ||(Urs − Ur′s′ψ)||+ ||(Us′ − Us)ψ||+ ||(Ur′ − Ur)ψ||. (2.2.16)

Podemos concluir que para um par de elementos r,s de G e um ϵ > 0, deve existir uma vizinhança V1

tal que a distância |ω(r′, s′)− ω(r, s)| < ϵ, sempre que os elementos r,s, e seus inversos pertencerem
a V1.

De maneira generalizada, pode-se dizer que qualquer função complexa ω(r, s) unimodular que
seja definida para os elementos r e s de alguma vizinhança V do grupo G é dita um fator local de G
definido em V se: (2.2.3) é válida e (2.2.4) é válida sempre que os produtos rs, st ∈ V . Para o caso em
que a vizinhança V coincide com o grupo G de tal maneira que (2.2.4) permaneça válida por todo o
grupo, a função ω passa a ser chamada de fator de G.

2.2.1.1 Fatores Locais Equivalentes

Além das propriedades já mencionadas e exploradas, fatores locais definidos em vizinhanças
diferentes podem ser equivalentes. A forma dos representativos selecionados durante a prova do
Teorema 1 é compatível com o necessário para realizá-la, mas não carrega significa físico. Podemos
então, como já dito, utilizar representativos na forma (2.1.59). Vejamos como se dá (2.2.2) nestes
novos termos:

U ′
rU

′
s = ω′(r, s)U ′rs, (2.2.17)

ϕ(r)Urϕ(s)Us = ω′(r, s)ϕ(rs)Urs. (2.2.18)

Fazendo uso de (2.2.4)
Ursω(r, s)ϕ(r)ϕ(s) = ω′(r, s)ϕ(rs)Urs, (2.2.19)
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de onde se tem
ω′(r, s) =

ω(r, s)ϕ(r)ϕ(s)

ϕ(rs)
. (2.2.20)

Dois fatores ω e ω′ definidos em V e V ′, respectivamente, são ditos equivalentes sempre que (2.2.20) se
mantém válida para uma vizinhança V1 contida na intersecção das vizinhanças em que os fatores são
definidos, onde ϕ(r) é uma função complexa, contínua de r e definida em V1

2 (vizinhança composta
por todos os produtos3 entre os elementos de V). Além disso, seja V uma vizinhança onde a função
complexa unimodular ω é um fator local e ϕ(r) é definida em V2; uma função complexa ω′ obtida
através da relação (2.2.20) é também um fator local definido em V desde que satisfaça as propriedades
expostas em (2.2.3) e (2.2.4).

2.2.2 Expoentes Locais

Um fator local pode ser reescrito, por conveniência, como

ω(r, s) = eiδ(r,s), (2.2.21)

a função δ(r, s) é o chamado expoente local, definido como (BARGMANN, 1954).

Definição 1. Um expoente local de um grupo G definido em uma vizinhança V é uma função real

contínua δ(r, s) que é definida para todos elementos r,s da vizinhança em questão e satisfaz as

seguintes relações:

δ(e, e) = 0; (2.2.22)

δ(r, s) + δ(rs, t) = δ(s, t) + δ(r, st), rs, st ∈ V , (2.2.23)

se V coincide com G, δ é um expoente de G.

Além das relações que definem tal função, a mesma apresenta ainda outras propriedades:

δ(r, e) = 0 = δ(e, t), (2.2.24)

δ(r, r−1) = δ(r−1, r). (2.2.25)

Demonstração: Façamos s→ t em (2.2.23), assim

δ(r, t) + δ(rt, t) = δ(t, t) + δ(r, tt), (2.2.26)

agora t→ e,
δ(r, e) + δ(r, e) = 0 + δ(r, e), (2.2.27)

portanto δ(r, e) = 0. Novamente em (2.2.23), façamos r → s

δ(s, s) + δ(ss, t) = δ(s, t) + δ(s, st), (2.2.28)
3 A vizinhança V1

2 é sempre maior ou igual à vizinhança V1, uma vez que contém todos os produtos com o elemento
neutro (V1) e os produtos entre todos os outros elementos.
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e s→ e,
0 + δ(e, t) = δ(e, t) + δ(e, t), (2.2.29)

por fim temos δ(e, t) = 0.
Para (2.2.25), façamos s→ r−1 em (2.2.23)

δ(r, r−1) + δ(e, t) = δ(r−1, t) + δ(r, r−1t), (2.2.30)

e t→ r na relação resultante
δ(r, r−1) = δ(r−1, r) + δ(r, e), (2.2.31)

logo, δ(r, r−1) = δ(r−1, r).
Uma vez que os expoentes locais são uma substituição dos fatores locais, ambos devem carregar

propriedades ao menos semelhantes. Como já visto, é possível determinar fatores locais equivalentes
entre si. O mesmo vale para expoentes locais e tal equivalência se mostra extremamente importante
para a progressão da teoria.

2.2.2.1 Expoentes Locais Equivalentes

Sejam δ e δ′ expoentes locais definidos, respectivamente, nas vizinhanças V e V ′. Tais expoentes são
ditos equivalentes (δ′ ≡ δ) se a relação a seguir vale em alguma vizinhança V1 contida na intersecção
das vizinhanças que definem os mesmos (V1 ⊂ (V ∩ V ′)):

δ′(r, s) = δ(r, s) + ∆r,s[x], (2.2.32)

com
∆r,s[x] = x(r) + x(s)− x(rs), (2.2.33)

onde x(r) é uma função real e contínua definida na vizinhança V2
1 . Vejamos se tal relação cumpre os

requisitos mencionados em 2.1.2:

1. Reflexão: δ ≡ δ;

2. Simetria: assumindo δ′ ≡ δ, podemos escrever δ = δ′ +∆r,s[−x] e, portanto, δ ≡ δ′;

3. Transitividade: seja δ′ = δ +∆[x] definido em uma vizinhança V e δ′′ = δ′ +∆[x′] definido em
V ′. O elemento δ′′ pode ser escrito em termos de δ, δ′′ = δ +∆[x+ x′] em uma vizinhança V ′′

⊂ (V ∩ V ′).
De fato (≡) é uma relação de equivalência.

As classes de equivalência dos expoentes locais serão exploradas ainda nesta seção. Através de (2.2.22)
nota-se que x(e) = 0,

δ′(e, e) = δ(e, e) + x(e) + x(e)− x(e) ∴ x(e) = 0. (2.2.34)

A relação que estabelece a equivalência entre dois expoentes locais nos permite a seguinte proposição:
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Proposição 3. Se δ é um expoente local definido em uma dada vizinhança V e x(r) uma função

contínua de valor real definida em V2, anulando-se quando r = e, então a função δ′ obtida em (2.2.32)

é também um expoente local em V .

Prova: Para uma função δ ser dita um expoente local em V as relações de definição (2.2.22) e
(2.2.23) devem ser satisfeitas. Para (2.2.32) temos,

δ′(e, e) = δ(e, e) + x(e) + x(e)− x(e), (2.2.35)

δ′(e, e) = δ(e, e) = 0. (2.2.36)

A primeira das relações de definição é satisfeita.
Vejamos (2.2.23), dando início pela obtenção do lado esquerdo

δ′(r, s) + δ′(rs, t) = δ(r, s) + x(r) + x(s)− x(rs) + δ(rs, t) + x(rs) + x(t)− x(rst). (2.2.37)

Para o lado direito tem-se

δ′(s, t) + δ′(r, st) = δ(s, t) + x(s) + x(t)− x(st) + δ(r, st) + x(r) + x(st)− x(rst). (2.2.38)

Igualando (2.2.37) e (2.2.38) vemos que alguns termos estão presentes em ambos os lados, portanto
nos resta

δ(r, s) + δ(rs, t) = δ(s, t) + δ(r, st) (2.2.39)

e a segunda das duas relações de definição é obtida. Assim checamos que δ′ de (2.2.32) é também um
expoente local em V .

Para cada expoente local tem-se um fator local ω = eiδ unicamente definido. Claramente, dois
expoentes locais equivalentes definem dois fatores locais equivalentes. Fazendo ϕ(r) = eix(r) podemos
ver que, de fato,

ω′(r, s) =
ϕ(r)ϕ(s)ω(r, s)

ϕ(rs)
, (2.2.40)

leva a

eiδ
′(r,s) =

eiδ(r,s)eix(r)eix(s)

eix(rs)
, (2.2.41)

fornecendo
δ′(r, s) = δ(r, s) + x(r) + x(s)− x(rs) (2.2.42)

e obtemos a relação de equivalência (2.2.32). Perceba que uma conexão entre os expoentes equivalentes
vem sendo construída. Tal conexão será amplamente utilizada para obtenção de resultados válidos por
todo o grupo. O teorema a seguir é o primeiro resultado da teoria apresentada até o momento:

Teorema 2. Para uma representação de raio contínua de dimensão finita Ur de um grupo G todo

fator local é equivalente a 1.

Prova: O passo inicial será realizar a substituição (2.2.21) em (2.2.2), obtendo UrUs = eiδ(r,s)Urs.
A dimensão do espaço da representação será denotada por n e o determinante de Ur será denotado por
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D(r). A continuidade forte de Ur implica a continuidade de D(r) e |D(r)| = 1 = D(e). Tomando o
determinante de UrUs = eiδ(r,s)Urs temos

D(r)D(s) = einδ(r,s)D(rs). (2.2.43)

Em uma vizinhança adequadamente escolhida é possível escrever D(r) ≡ eiγ(r) com funções reais e
contínuas de tal modo que γ(e) = 0. Assim (2.2.43) se torna

eiγ(r)eiγ(s) = einδ(r,s)eiγ(rs), (2.2.44)

de onde se tem
δ(r, s) =

γ(r)

n
+
γ(s)

n
− γ(rs)

n
. (2.2.45)

Façamos então x(r) = −γ(r)
n

e teremos a seguinte relação para δ′:

δ′(r, s) = δ(r, s) + x(r) + x(s)− x(rs), (2.2.46)

ou
δ′(r, s) =

γ(r)

n
+
γ(s)

n
− γ(rs)

n
− γ(r)

n
− γ(s)

n
+
γ(rs)

n
. (2.2.47)

Desta forma, (2.2.47) nos mostra que δ′ ≡ 0, o que implica ω(r, s) ≡ 1.

2.2.2.2 Classes de Equivalência de Expoentes Locais

A substituição de (2.2.21) é vantajosa, pois as relações que definem um expoente local são lineares.
Desta maneira, para dois expoentes locais δ1 definido em uma vizinhança V1, e δ2 definido em uma
vizinhança V2, qualquer combinação linear δ = δ1α1 + δ2α2 com coeficientes reais e constantes é
também um expoente local em uma vizinhança V ′ contida na intersecção das vizinhanças que definem
os mesmos. Unindo a relação de equivalência de (2.2.32) e a Proposição 3, podemos concluir que uma
representação de raio de G determina uma única classe de equivalência de fatores (ou expoentes) locais
e o elemento particular dessa classe de equivalência depende diretamente da seleção de representativos
feita para representação em questão, uma vez que tal seleção é responsável pela determinação da
continuidade forte.

É possível checar que a classe de equivalência de uma combinação linear de expoentes locais
depende apenas da classe de equivalência dos expoentes locais. Seja a combinação linear:

α1δ1 + α2δ2, (2.2.48)

se o elemento δ′ é dado por δ′i = δi + ∆[xi] em uma vizinhança Vi com i = 1, 2 escrevemos a
equivalência como

α1δ
′
1 + α2 + δ′2 = α1δ1 + α2δ2 +∆[α1x1 + α2x2]. (2.2.49)

Vemos que de fato a equivalência da combinação linear depende apenas dos expoentes locais.
Por fim conclui-se que as classes de equivalência de expoentes locais de um grupo G formam um
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espaço linear V sob o corpo das constantes reais α. Os expoentes locais em uma combinação linear
funcionam como as bases de um espaço vetorial em G.

2.2.2.3 Grupo Local

Veremos agora um grupo particular relacionado aos expoentes locais que será amplamente utilizado
para extensão dos resultados locais tanto para as funções já mencionadas quanto para grupos de
Lie futuramente. Para uma dada representação de raio contínua, os operadores contidos nos raios
operatoriais formam um conjunto sob multiplicação. Podemos explorar essa ideia da seguinte maneira:
Ur é um conjunto de representativos admissíveis definidos em uma vizinhança V0 e V2 é uma vizinhança
de produtos contida em V0. Vamos então expressar os operadores contidos em Ur na forma

eiθUr, (2.2.50)

onde θ é real. Se r e s ∈ V , temos que

(eiθ1Ur)(e
iθ2Us) = ei(θ1+θ2)ω(r, s)Urs, (2.2.51)

ou ainda em termos de expoentes locais,

(eiθ1Ur)(e
iθ2Us) = ei(θ1+θ2+δ(r,s))Urs. (2.2.52)

Este novo formato para os operadores nos leva a seguinte definição para um grupo local H
(PONTRYAGIN; LEHMER, 1946):

Definição 2. Seja δ um expoente local de um grupo G definido em uma vizinhança V . O grupo local

H consiste no conjunto dos pares {θ, r} onde θ é um número real e r um elemento de V2.

Definimos então a multiplicação (◦) de dois elementos {θ1, r} e {θ2, s} de H , se r e s pertencem a
V , como

{θ1, r} ◦ {θ2, s} = {θ1 + θ2 + δ(r, s), rs}. (2.2.53)

Vejamos se H obedece aos axiomas de grupo.

Proposição 4. H é um grupo sob ◦.

Prova: Façamos uso dos axiomas de grupo mostrados em 2.1.4,

1. Associatividade: para três elementos {θ1, r}, {θ2, s} e {θ3, t}, temos

{θ1, r} ◦
(
{θ2, s} ◦ {θ3, t}

)
= {θ1 + θ2 + θ3 + δ(s, t) + δ(r, st), rst}, (2.2.54)

e também,(
{θ1, r} ◦ {θ2, s}

)
◦ {θ3, t} = {θ1 + θ2 + θ3 + δ(r, s) + δ(rs, t), rst}. (2.2.55)
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Note que (2.2.54) e (2.2.55) são diferentes apenas pelos termos δ(r, s)+δ(rs, t) e δ(s, t)+δ(r, st).
Fazendo uso de (2.2.23) temos, por fim,

{θ1, r} ◦
(
{θ2, s} ◦ {θ3, t}

)
=
(
{θ1, r} ◦ {θ2, s}

)
◦ {θ3, t}, (2.2.56)

portanto ◦ é associativo.

2. Elemento neutro: para este conjunto de elementos, o elemento neutro é {0, e}, vejamos

{0, e} ◦ {θ, r} = {0 + θ + δ(e, r), er}, (2.2.57)

{θ, r} ◦ {0, e} = {θ + 0 + δ(r, e), re}, (2.2.58)

por (2.2.24), tem-se
{0, e} ◦ {θ, r} = {θ, r} ◦ {0, e} = {θ, r}. (2.2.59)

3. Elemento simétrico (ou inverso): vamos definir o inverso de {θ, r} como {θ, r}−1 ≡ {−(θ +

δ(r, r−1)), r−1} de modo que:

{θ, r} ◦ {θ, r}−1 = {θ, r} ◦ {−(θ + δ(r, r−1)), r−1}, (2.2.60)

{θ, r} ◦ {θ, r}−1 = {θ − θ − δ(r, r−1) + δ(r, r−1), rr−1}. (2.2.61)

Desta vez recorremos a (2.2.25), então

{θ, r} ◦ {θ, r}−1 = {0, e} (2.2.62)

O mesmo deve acontecer para {θ, r}−1 ◦ {θ, r}. Vejamos:

{θ, r}−1 ◦ {θ, r} = {−(θ + δ(r, r−1)), r−1} ◦ {θ, r}, (2.2.63)

{θ, r}−1 ◦ {θ, r}{−θ − δ(r, r−1) + θ + δ(r, r−1), rr−1}, (2.2.64)

novamente por (2.2.25),
{θ, r}−1 ◦ {θ, r} = {0, e}. (2.2.65)

Portanto,
{θ, r} ◦ {θ, r}−1 = {θ, r}−1 ◦ {θ, r} = {0, e}, (2.2.66)

cumprindo o último dos três axiomas de grupo, logo H é um grupo sob a multiplicação ◦.

Podemos dizer que o grupo local H é construído pelo expoente local δ, uma vez que seus elementos
são dados em função do mesmo. Além disso, tomemos um subgrupo a um parâmetro T pertencente ao
centro de H . Os elementos deste subgrupo são da forma:

t(θ) = {θ, e}. (2.2.67)
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Note que qualquer elemento de H pode ser escrito como

{θ, r} = {0, r} ◦ {θ, e} = {θ, e} ◦ {0, r}, (2.2.68)

pois uma vez que T é um subgrupo de H sua operação é induzida pela operação definida em H . Então

{0, r} ◦ {θ, e} = {0 + θ + δ(r, e), re} (2.2.69)

e com (2.2.25) temos
{0 + θ + δ(r, e), re} = {θ, r} = {0, r} ◦ {θ, e}. (2.2.70)

Os elementos do subgrupo local T comutam com todos os elementos do grupo local H . Um subgrupo
com tal propriedade é dito ser o centro do grupo que o contém (T é o centro de G (PONTRYAGIN;
LEHMER, 1946)). Vejamos o seguinte lema:

Lema 2. O grupo quociente H/T é localmente isomorfo ao grupo G.

Prova: Comecemos abordando a definição de um grupo quociente: para um subgrupo T de um
grupo H , o grupo quociente H/T é formado pelo conjunto de elementos da forma {µT}, µ ∈ H , isto
é, pelas classes laterais de H. Agora vejamos o que é um isomorfismo. Uma função φ : H/T → G é
um isomorfismo de grupo se:

• i) φ é um homomorfismo de grupos;

• ii) φ é uma aplicação bijetiva.

Para o item i) é necessário encontrarmos o elemento identidade de H/T . Um elemento de H/T será
escrito como k

k = {µT} = {θ1, r} ◦ {θ2, e} (2.2.71)

e usando (2.2.68) temos

k = {θ1, r} ◦ {θ2, e} = {0, r} ◦ {θ1, e} ◦ {θ2, e}. (2.2.72)

Ou seja, um elemento k ∈ L/T pode ser escrito como {µT} = {g.t.T} = {gT}, onde g denota um
elemento de G e t um elemento de T . Como φ é uma função H/T → G a atuação em um elemento
de H/T nos retorna apenas a parte do elemento pertencente a G. Perceba que φ é uma espécie de
projeção de um elemento de H/T em G e sendo o elemento neutro de H/T dado por ek = {0, e},
temos

φ(ek) = φ({0, e}) = eG, (2.2.73)

onde eG denota o elemento neutro do grupo G. Um homomorfismo é uma função que se comporta
como

φ(k1k2) = φ(k1)φ(k2). (2.2.74)
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Sejam k1 = {θ1, r1} e k2 = {θ2 r2}, então

φ(k1) = φ({θ1, r1}) = φ({0, r1} ◦ {θ1, e}) = r1; (2.2.75)

φ(k2) = φ({θ2 r2}) = φ({0, r2} ◦ {θ2, e}) = r2. (2.2.76)

Deste modo, o lado direito de (2.2.74) está determinado por r1r2. Vejamos agora o lado esquerdo,

φ(k1k2) = φ({θ1, r1} ◦ {θ2 r2}) = φ({θ1 + θ2 + δ(r1, r2), r1r2}). (2.2.77)

Façamos θ1 + θ2 = θ, então

φ(k1k2) = φ({θ + δ(r1, r2), r1r2}) (2.2.78)

e, como mencionado, φ seleciona apenas a parte pertencente a G do elemento, portanto

φ(k1k2) = r1r2. (2.2.79)

Isto nos leva a φ(k1k2) = φ(k1)φ(k2) e a função φ definida anteriormente cumpre o primeiro dos
requisitos.

Por fim, vejamos a propriedade do item ii). Um homomorfismo bijetivo é aquele que é injetivo e
sobrejetivo. Para a injetividade temos que o kernel (ou núcleo) de φ tem de ser composto apenas pelo
elemento neutro de G, relacionando assim os elementos identidade de H/T e G, e também as inversas
φ(k−1) e φ(k)−1. Já para a sobrejetividade é necessário que a imagem de φ seja composta por todos
os elementos de G.
Para os elementos neutros,

φ(ek) = φ({0, e}) = e = eG. (2.2.80)

Para a conexão entre as inversas, comecemos por (2.2.74),

φ(kk−1) = φ(k)φ(k−1), (2.2.81)

φ(kk−1) = φ(ek) que, por (2.2.80), retorna eG. Deste modo

φ(k)φ(k−1) = eG. (2.2.82)

Ao multiplicar ambos os lados por φ(k)−1 tem-se

φ(k)−1φ(k)φ(k−1) = eGφ(k)
−1, (2.2.83)

levando a
φ(k−1) = φ(k)−1, (2.2.84)

o que prova a injetividade de φ. Além disso, pela construção dos elementos de H/T , há sempre um
elemento de G embutido nos mesmos, de tal forma que todos os elementos da imagem advém de H/T ,
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isto prova a sobrejetividade. Assim ii) está provado e o lema também. O grupo H/T é localmente
isomorfo a G, isto é, φ é uma função para a qual os elementos do grupo H/T se assemelham aos
elementos de G, quando próximos ao elemento neutro de G.

Uma vez que um grupo local é gerado por um expoente local, deve haver uma relação entre grupos
locais gerados por expoentes equivalentes. Tal relação é estabelecida no seguinte lema:

Lema 3. Os grupos locais H e H ′ gerados pelos expoentes locais equivalentes δ e δ′, ou seja

δ′ = δ +∆[x] em uma vizinhança V1, são localmente isomorfos.

Prova: Os elementos r = {θ, r} pertencem ao grupo H e os elementos r′ = {θ′, r′} a H ′. Seja
ϱ : H → H ′, tal que ϱ({θ, r}) = {θ − x(r), r} = {θ′, r′}. O processo para verificação de que ϱ é um
isomorfismo de grupos é o mesmo realizado para φ no lema anterior. Note que

ϱ(r1) = ϱ({θ1, r1}) = {θ1 − x(r1), r1}; (2.2.85)

ϱ(r2) = ϱ({θ2, r2}) = {θ2 − x(r2), r2}, (2.2.86)

logo,
ϱ(r1) ◦ ϱ(r2) = {θ1 + θ2 − x(r1)− x(r2) + δ′(r1, r2), r1r2}. (2.2.87)

Agora, calculando ϱ(r1 ◦ r2), temos

ϱ(r1 ◦ r2) = ϱ({θ1 + θ2 + δ(r1, r2), r1r2}) = {θ1 + θ2 + δ(r1, r2)− x(r1r2), r1r2}. (2.2.88)

Como visto na definição do expoente local ∆r,s[x] = x(r)+x(s)−x(rs), fazendo uso de δ′ = δ+∆[x],
tem-se

δ′(r, s) = δ(r, s) + x(r) + x(s)− x(rs), (2.2.89)

ou ainda
δ′(r, s)− x(r)− x(s) = δ(r, s)− x(rs). (2.2.90)

Fazendo r → r1 e s→ r2,

δ′(r1, r2)− x(r1)− x(r2) = δ(r1, r2)− x(r1r2) (2.2.91)

e utilizando esta relação em (2.2.88)

ϱ(r1) ◦ ϱ(r2) = {θ1 + θ2 + δ(r1, r2)− x(r1r2), r1r2}. (2.2.92)

Comparando com (2.2.87)
ϱ(r1) ◦ ϱ(r2) = ϱ(r1 ◦ r2), (2.2.93)

portanto, ϱ é um homomorfismo de grupos.
Realizando o mesmo processo do lema anterior, é necessário que as inversas estejam conectadas e

que a atuação de ϱ no elemento neutro de H leve ao elemento neutro de H ′ para que ϱ seja uma função
injetiva, a sobrejetividade advém do mesmo argumento anteriormente apresentado. O elemento neutro



32

de H é dado por eH = {0, e} e o de H ′ dado por eH′ = {0, e}. Então

ϱ(eL) = ϱ({0, e}) = {0− x(e), e}. (2.2.94)

O fato de H e H ′ serem grupos construídos pelos expoentes locais δ e δ′, e ambos serem equivalentes,
permite-nos recorrer ao fato de que x(r) desaparece quando r → e, deste modo

ϱ(eL) = {0− x(e), e} = {0, e} = eL′ . (2.2.95)

Vejamos se as inversas estão conectadas, começando por

ϱ(r̄r̄−1) = ϱ(r̄) ◦ ϱ(r̄−1). (2.2.96)

De (2.2.95)
ϱ(eL) = ϱ(r̄) ◦ ϱ(r̄−1), (2.2.97)

eL′ = ϱ(r̄) ◦ ϱ(r̄−1). (2.2.98)

Multiplicando ambos os lados pela inversa ϱ(r̄)−1,

ϱ(r̄)−1 = ϱ(r̄−1). (2.2.99)

Assim provamos que as inversas estão conectadas e que ϱ, além de um homomorfismo, é bijetivo. Logo,
a função é um isomorfismo de grupos. Para uma dada função ϱ os grupos locais H e H ′ são isomorfos
localmente, uma vez que os expoentes são definidos e equivalentes em vizinhanças da origem.

Esta seção e este lema finalizam o trabalho realizado no âmbito local. O trabalho teve seu início
com a fundamentação dos raios vetoriais e operatoriais, além da prova de um brilhantíssimo teorema
responsável por demonstrar a existência de operadores de continuidade forte. O fator local e o
expoente local foram introduzidos e amplamente discutidos, levando ainda a um teorema referente
a representações de grupos de dimensão finita. A união do teorema de Wigner para seleção de
representativos (Teorema 1) e do último teorema citado (Teorema 2) dá cabo, localmente, da maneira
como se estuda e se opera em Mecânica Quântica dentro dos cursos de graduação. Mesmo que a teoria
de representações projetivas esteja, até certo ponto, bem destrinchada, estes resultados são todos locais.

A partir da seção seguinte serão utilizados muitos dos resultados e relações já demonstradas com a
adição de conceitos ainda não mencionados em busca da verificação de uma condição para extensão de
tais resultados para todo o grupo.
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3 EXTENSÃO DE RESULTADOS

Antes de progredir, serão necessárias algumas definições referentes a teoria de grupos topológicos
que serão estudados a partir deste momento. Seguindo (RACZKA; BARUT, 1986) e (BARATA, 2023),
elas serão reunidas nesta introdução e frequentemente citadas. Comecemos com um espaço topológico:

Definição 3. O par (G, τ), onde G é um conjunto e τ uma coleção de subconjuntos τi ∈ G, é dito um

espaço topológico se τ cumprir:

• ∅ ∈ τ , G ∈ τ .

• Se o subconjunto U1 ∈ τ e U2 ∈ τ , então U1 ∩ U2 ∈ τ .

• Seja Λ um conjunto de índices arbitrários, se Uλ ∈ τ para cada λ ∈ Λ, então
⋃

λ∈ΛUλ ∈ τ .

Um grupo topológico, por sua vez, é:

Definição 4. O conjunto G é dito um grupo topológico se cumprir:

• G é um grupo.

• G é um espaço topológico.

• As funções ρ(r) = r−1 e ρ̄(r, s) = r ◦ s são aplicações contínuas de G→ G e G×G→ G.

O grupo que será trabalhado na subseção a seguir é um grupo compacto, cuja definição é:

Definição 5. Um espaço métricoG é dito compacto se para toda sequência de pontos r1, r2 · · · ∈ G for

possível selecionar uma subsequência que converge a um ponto r ∈ G, ou seja, existe uma sequência

de índices

λ1 < λ2 < · · · ,

e um ponto r ∈ G, tal que

lim
n→∞

rλk
= r.

Um espaço métrico é um espaço topológico onde a topologia é dada por uma função de distância, a
métrica. Um grupo topológico compacto segue a Definição 4 onde G é um espaço métrico compacto.
Tal grupo topológico pode ser interpretado como um grupo onde seus parâmetros variam em um
intervalo fechado. Vejamos agora o que é um espaço conexo:

Definição 6. Um espaço topológico G é dito conexo se não for a união de dois subconjuntos disjuntos

não vazios A e B.

Assim como anteriormente, um grupo topológico conexo vai de acordo com a Definição 4. Se
neste grupo um caminho que conecta dois elementos puder ser contraído continuamente até se tornar
um ponto, o mesmo é dito simplesmente conexo. A ideia é de que o espaço em questão não possui
"buracos".
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3.1 REPRESENTAÇÕES COMPATÍVEIS

Para prova do teorema a seguir será utilizado o conceito de integração de grupos, pois queremos
partir de um elemento para o grupo todo, em busca da garantia de que as integrais serão definidas no
domínio (grupo G) é necessária a introdução de uma medida invariante (RACZKA; BARUT, 1986).
Esta é validada pelo Teorema de Haar, que garante a possibilidade de uma medida invariante (medida
de Haar) uma vez que, o grupo seja localmente compacto. (NACHBIN, 1976) e (BARATA, 2023).
Portanto, o grupo G será assumido localmente compacto.

Seja G um grupo com uma representação de raio contínua tal que um conjunto de representativos
admissíveis possa ser escolhido por todo o grupo. Como a continuidade forte dos representativos
implica a continuidade forte dos fatores locais, então temos ω definido por todo o grupo G. A
inversa (dado um fator ω definido por todo o grupo, podemos construir um conjunto de operadores Ur

fortemente contínuos que satisfaça (2.2.2), ou seja, uma representação de raio contínua compatível)
será demonstrada no seguinte teorema:

Teorema 3. Para todo fator ω de um grupo localmente compacto G existe uma representação de raio

contínua de G compatível com ω.

Prova: Seja então dt uma medida de integração invariante à esquerda em G, e seja H o conjunto
de todas as funções de quadrado integrável f(t) em G. Temos

(f, g) =

∫
G

f(t)∗g(t)dt. (3.1.1)

É válido ressaltar que a escolha de funções de quadrado integrável é uma condição física (f(t)∗

representa o conjugado complexo de f(t)).
Vamos definir, para um dado ω(r, s)

g = Urf, (3.1.2)

via
g(t) = ω(r, r−1t)f(r−1t), (3.1.3)

ou, através de um reescalonamento,

g(rt) = ω(r, t)f(t). (3.1.4)

Para os operadores Ur, temos:

1. Unitariedade:
Vamos, primeiramente, buscar a inversa de Ur, pois por (3.1.2) percebe-se que determinar f(t) é
determinar a inversa de Ur. Comecemos multiplicando (3.1.4) por ω(r, t)

ω(r, t)g(rt) = ω(r, t)ω(r, t)f(t). (3.1.5)
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Como ω(r, t) é uma função complexa e unimodular ω(r, t)ω(r, t) = |ω(r, t)|2 = 1. Então

f(t) = ω(r, t)g(rt). (3.1.6)

Utilizando (3.1.1), podemos encontrar o valor do módulo de |g(t)|:

(g, g) =

∫
G

g(t)g(t)dt =

∫
G

[
ω(r, r−1t)f(r−1t)

][
ω(r, r−1t)f(r−1t)

]
dt, (3.1.7)

mas |ω| = 1, logo

(g, g) =

∫
G

|g(t)|2dt =
∫
G

|f(r−1t)|2dt. (3.1.8)

Fazendo k = r−1t temos ∫
G

|f(r−1t)|2dt =
∫
G

|f(k)|2dk (3.1.9)

por invariância da medida. Assim

(g, g) = (Urf, Urf) = (f, f).

Logo Ur é unitário.

2. Ue = 1:
ω(e, t) pode ser escrito via (2.2.21)

ω(e, t) = eiδ(e,t), (3.1.10)

porém, δ(e, t) = 0 de (2.2.4), portanto ω(e, t) = 1. Logo:

UeUt = Uet = Ut, (3.1.11)

assim, Ue = 1.

3. A relação UrUs = ω(r, s)Urs deve ser válida.
Vamos introduzir, de acordo com (BARGMANN, 1954):

h = Urg (3.1.12)

e
g = Usf. (3.1.13)

Através de (3.1.4), tem-se
g(st) = ω(s, t)f(t). (3.1.14)

Desta forma
h = Urg = UrUsf = Urg(st) = h(r(st)), (3.1.15)
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novamente por (3.1.4)

h(r(st)) = ω(r, st)g(st) = ω(r, st)ω(s, t)f(t) (3.1.16)

e fazendo uso da lei de associatividade exposta em (2.2.4), temos

h(r(st)) = ω(r, st)ω(s, t)f(t) = ω(r, s)ω(r, st)f(t). (3.1.17)

Façamos k = ω(rs, t)f(t), então

h = Urg = ω(r, s)k. (3.1.18)

Por (3.1.15) e a relação entre (3.1.2) e (3.1.3), temos

UrUsf = ω(r, s)Ursf, (3.1.19)

ou seja,
UrUs = ω(r, s)Urs. (3.1.20)

4. Os operadores Ur são fortemente contínuos em r.
Realizando uma alteração na equação (3.1.4) para

g(t) = ω(r, r−1t)f1(t), (3.1.21)

com f1(t) = Vrf(t), sendo os operadores Vr os que definem a representação regular do grupo
que por definição são fortemente contínuos. Como anteriormente, ω herda a forte continuidade
dos representativos admissíveis (Proposição 2), de modo a não afetar a forte continuidade de Vr
e implicar, neste momento, a forte continuidade dos operadores Ur.

Assim, o conjunto de operadores Ur cumpre os requisitos necessários para que seja uma representação
de raio contínua. A partir de um dado ω foi construída uma representação de raio contínua. Logo,
dizemos que a representação Ur é compatível com ω.

3.2 REPRESENTAÇÕES DE GRUPOS SIMPLESMENTE CONEXOS

A partir deste momento iremos assumir o grupo G como localmente conexo, sem mencionar
esta condição, tal condição é satisfeita para todo grupo de Lie. Por um instante, deixaremos as
representações de raio de lado e iremos trabalhar com representações ordinárias, representações de um
grupo finito sob o corpo dos números complexos.

Todo elemento r de um grupo conexo G pode ser expresso como o produto finito (PONTRYAGIN;
LEHMER, 1946)1

r = r1r2 · · · rn (ri ∈ M), (3.2.1)
1 Ver Teorema 15 de (PONTRYAGIN; LEHMER, 1946).
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dos elementos ri de uma vizinhaça M do grupo, escolhida arbitrariamente, fixa. Ou seja, um elemento
r pode ser obtido através de sucessivas transformações ri. Se o grupo em questão não fosse conexo,
não seria possível construir este caminho de transformações.

Definição 7. Uma representação local unitária de um grupo G definida em uma vizinhança V é um

mapeamento de V2 em operadores unitários Vr (r ∈ V2) tal que VrVs = Vrs se r e s pertencem a V
(BARGMANN, 1954).

Caso o grupo G seja simplesmente conexo, além de conexo, uma representação local sempre pode
ser estendida para uma representação por todo o grupo. Tal afirmação é validada por um teorema de
(PONTRYAGIN; LEHMER, 1946) que será exposto2.

Teorema 4. Sejam G e G′ dois grupos conexos, com G localmente conexo e simplesmente conexo.

Seja f um homomorfismo local f : G→ G′ definido em uma vizinhança V do elemento unitário de G,

é possível estender unicamente o homomorfismo local f para um homomorfismo φ de todo o grupo G

em todo o grupo G′ se f e φ coincidem em uma vizinhança V∗ ⊂ V . Se f é um isomomorfismo local,

então φ é um homomorfismo aberto.

Uma maneira de ilustrar tal abstração seria imaginar o grupo como uma folha de papel, a vizinhança
em que o homomorfismo local é definido é apenas um pequeno pedaço de tal folha. Uma vez que o
homomorfismo local e o definido por todo o grupo coincidam nesta pequena fração da folha, como o
grupo é conexo não há buracos na folha e a vizinhança pode ser estendida pouco a pouco até cobrir a
folha por completo. Sendo assim, o homomorfismo, antes local, passa a ser definido por todo o grupo.

Por definição as representações são homomorfismos, então temos que para toda representação local
Vr de um grupo simplesmente conexo G existe uma vizinhança V∗ ⊂ V tal que:

Vr1Vr2 · · · Vrn = Vr′1Vr′2 · · · Vr′m (ri ∈ V∗, r′i ∈ V∗) (3.2.2)

se r1r2 · · · rn = r′1r
′
2 · · · r′m. Isso nos leva ao lema a seguir:

Lema 4. Para uma representação local e unitária Vr de um grupo conexo e simplesmente conexo G

definida em V existe uma representação unitária unicamente determinada Wr de todo o grupo G que

coincide com a representação local em alguma vizinhança V∗ ⊂ V . Essa representação é fortemente

contínua desde que a representação local o seja.

Prova: Seja Wr uma representação de G que coincide com Vr em alguma vizinhança M ⊂ V .
Como G é conexo podemos expressar r via (3.2.1), então Wr = Wr1Wr2 · · · Wrn . O fato das
representações coincidirem em M, representado por Wri = Vri , permite-nos escrever:

Wr = Vr1Vr2 · · · Vrn (ri ∈ M). (3.2.3)

Vamos os elementos necessários para que Wr seja uma representação unicamente determinada:
2 A prova deste teorema está nas páginas 228 - 231 de (PONTRYAGIN; LEHMER, 1946).
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1. Unicidade de Wr:
Seja W ′

r uma segunda representação que coincide com Vr numa vizinhança M′ ⊂ V . Por (3.2.3)
W ′

r é dada por:
W ′

r = Vr1Vr2 · · · Vrn , (3.2.4)

podemos escolher uma vizinhança M1 ⊂ (M∩M′). Como W ′
r coincide com Vr em M′ e Wr

coincide com Vr em M, a aplicação de (3.2.3) em M1 nos leva a:

W ′
r = Vr1Vr2 · · · Vrn = Wr. (3.2.5)

2. Existência de Wr:
A relação (3.2.3) pode ser usada para definir Wr, com V∗ = M, já que pela equação (3.2.1) o
produto depende somente de r e não da sua decomposição, pois o grupo é conexo. Em particular
se r ∈ V∗, Wr = Vr. Além disso, sejam r = r1 · · ·rn e s = s1 · · ·sm, então rs = r1 · · ·rns1 · · ·sm,
logo

Wrs = Vr1 · · · VrnVs1 · · · Vsm . (3.2.6)

A propriedade da representação Wrs = WrWs é uma consequência imediata.

3. A continuidade forte de Wr:
Assumindo Vr fortemente contínua e os elementos r e s próximos o suficiente tal que r−1s ∈ V∗

temos, para qualquer vetor f :

||(Ws −Wr)f || = ||(Wr(Wr−1s − 1)f ||. (3.2.7)

Como Wr é unitária e coincide com Vr,

||(Wr−1s − 1)f || = ||(Vr−1s − 1)f ||. (3.2.8)

A condição de forte continuidade de Wr pode ser expressa em função da representação local
Vr, que por sua vez é fortemente contínua. Logo, Wr tem sua continuidade implicada pela forte
continuidade de Vr.

Seja Ur uma representação ordinária de G. Qualquer representação unitária fortemente contínua de
G dá origem a uma representação de raio contínua unicamente determinada de G, tal representação
é dita ser uma representação de raio induzida por Ur. Como a representação é ordinária, para os
representativos Ur o fator ω é igual a 1 (representações de raio de grupos de dimensão finita possuem
fator local equivalente a 1, de acordo com o Teorema 2), e consequentemente, qualquer fator local da
representação de raio induzida é também equivalente a 1.

Como consequência do Lema 4, temos o seguinte teorema:

Teorema 5. Qualquer representação de raio contínua Ur de um grupo conexo e simplesmente conexo

G com fator local equivalente a 1 é induzida por uma representação unitária e fortemente contínua Ur

de G.
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Prova: Comecemos com a hipótese de que exista um conjunto de representativos admissíveis
Ur ∈ Ur (r ∈ V2) tal que UrUs = Urs com (r, s ∈ V), sendo assim Ur uma representação local de G.

Seja U ′
r (r ∈ G) a representação de G construída de acordo com (3.2.3), temos:

U ′
r = Ur1Ur2 · · · Urn . (3.2.9)

Note-se que
U ′
r = 1.Ur1Ur2 · · ·Urn = ei(α1+···+αn−α1−···−αn)Ur1Ur2 · · ·Urn

ou ainda
U ′
r == eiα1Ur1 · · · eiαnUrn

e então
U ′
r ∈ Ur1 · · ·Urn = Ur, (3.2.10)

portanto, U′
r é induzida por Ur.

Corolário 1. Qualquer representação de raio de dimensão finita de um grupo conexo e simplesmente

conexo G é induzida por uma representação contínua unitária de G.

Prova: Novamente, de acordo com o Teorema 2, para representações de grupos de dimensão finita
ω é equivalente a 1, recaindo na situação do Teorema 5.

3.2.1 Extensão de uma seleção local de representativos

Foi construída uma extensão para representações locais e unitárias de G. Porém, para uma represen-
tação de raio contínua nem sempre é possível estender continuamente um conjunto de representativos
admissíveis definidos em uma vizinhança V para um conjunto definido em todo o grupo G. Para
grupos conexos e simplesmente conexos, temos o seguinte teorema:

Teorema 6. Seja G um grupo conexo e simplesmente conexo, ω um fator em todo o grupo e Ur uma

representação de raio contínua tal que o fator local definido por um conjunto de representativos

admissíveis, escolhido de forma adequada, Ur coincida com ω em alguma vizinhança V . Então existe

um conjunto de representativos admissíveis, determinado unicamente, U ′
r definido por todo o grupo,

tal que U ′
rU

′
s = ω(r, s)Urs para todo r, s e U ′

r = Ur em alguma vizinhança V∗ ⊂ V .

Prova: Para esta prova serão utilizadas as ferramentas obtidas referentes ao grupo local H . Seja δ
um expoente local de G definido em V . Como G é conexo e simplesmente conexo, a equação

ω(r, s) = eiδ(r,s) (3.2.11)

possui uma única solução contínua δ(r, s) para todo r, s ∈ G que cumpre as relações que definem um
expoente de G. Como H é construído a partir dos expoentes locais de G, o mesmo é também conexo e
simplesmente conexo.

Vejamos o que ocorre ao aplicar o Lema 4 ao grupo local H . Para r̄ = {θ, r} tem-se Vr̄ =
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V (θ, r) = eiθUr (r ∈ V2). Através de (2.2.53) e utilizando a forma eiθUr em (2.2.2),

(eiθUr)(e
iθ′Us) = eθ+θ′ω(r, s)Urs = ei(θ+θ′+δ(r,s))Urs, (3.2.12)

conclui-se que Vr é uma representação local unitária de H definida em uma vizinhança M (−∞ <

θ < ∞, r ∈ V). Pela utilização de (3.2.3) obtém-se uma representação Wr = W (θ, r) unitária
de continuidade forte em H que coincide com Vr em alguma vizinhança M∗, onde M∗ ⊂ M.
Como M∗ está contida em M que garante a finitude de θ, certamente uma vizinhança M′ da forma
(−c < θ < c, r ∈ V∗) está contida em M∗ para uma escolha adequada de c e V∗(⊂ V), o que confirma
a unicidade de Wr como visto no Lema 4.

Vimos que um elemento de H , {θ, r}, pode ser representado da maneira (2.2.68), então para todo
θ:

{θ, e} = {θ1, e}n, (3.2.13)

onde θ1 = θ
n

e |θ| < c. Desta forma, por (3.2.3), temos

W (θ, e) = (V (θ1, e))
n = (eiθ1Ue)

n, (3.2.14)

como Ue = 1 e θ1 = θ1
n

W (θ, e) = ei
θ
n
n = eiθ. (3.2.15)

Definindo U ′
r = W (0, r), ou seja, o setor da representação que não depende de θ, por (2.2.68), Wr(θ, r)

se torna
W (θ, r) = W (θ, e) ◦W (0, r). (3.2.16)

Então para todo r
W (θ, r) = eiθU ′

r. (3.2.17)

Se r ∈ V∗, U ′
r = Ur. Além disso, vejamos o produto {0, r} · {0, s}:

{0, r} ◦ {0, s} = {0 + 0 + δ(r, s), rs} = {δ(r, s), rs}, (3.2.18)

o que nos leva a
W (0, r)W (0, s) = U ′

rU
′
s = eiδ(r,s)U ′

rs = ω(r, s)U ′
rs (3.2.19)

e a propriedade de representação então é obtida.
Por fim, precisamos conferir se estes representativos U ′

r ∈ Ur. Como G e H são conexos e
simplesmente conexos, podemos escrever r = r1 · · · rn com rk ∈ V∗, o que nos leva a U ′

rk
∈ Urk . A

relação (3.2.19) nos informa que se U ′
r ∈ Ur e U ′

s ∈ Us então U ′
rs ∈ Urs. Já que U ′

rk
∈ Urk , tem-se

U ′
r ∈ Ur1 · · ·Urn = Ur. (3.2.20)

Conclui-se que qualquer conjunto U ′
r com as propriedades necessárias define uma representação

W (θ, r) = eiθU ′
r de H , por (3.2.12), (3.2.17) e (3.2.19), que é unicamente determinada.
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Neste momento, os representativos de continuidade forte, para grupos conexos e simplesmente
conexos, são definidos por todo o grupo removendo possíveis problemas na atuação dos mesmos.

3.2.2 Extensão de Expoentes Locais

Como último passo, precisamos encontrar uma maneira de estender os expoentes definidos em uma
vizinhança de G para expoentes definidos por todo o grupo. Comecemos pela seguinte definição:

Definição 8. Um expoente δ1 de G é chamado de extensão de um expoente local δ de G se δ1(r, s) =

δ(r, s) em alguma vizinhança.

Teorema 7. Sejam δ e δ′ dois expoentes locais equivalentes de um grupo conexo e simplesmente

conexo G, tal que δ′ = δ +∆(x) em alguma vizinhança, e assuma os expoentes δ1 e δ′1 extensões de δ

e δ′ respectivamente. Então, para todo r, s ∈ G, δ′1(r, s) = δ1(r, s) + ∆r,s(x1), onde x1(r) é contínua

em r e x1 = x em alguma vizinhança V∗.

Prova: Estes dois expoentes δ1 e δ′1 definem dois grupos locais conexos e simplesmente conexos
H1 e H ′

1, com elementos r̄ e r̄′ respectivamente. Para estes elementos a multiplicação de grupo é dada
por (2.2.53). Uma parametrização diferente de H1, utilizada para prova do Lema 3, será novamente
inserida, está é definida por

θ′ = θ − x(r), r′ = r. (3.2.21)

Esta equação define também um mapeamento local isomorfo r̄′ = f(r̄) de H1 em H ′
1

f(r̄) = f(θ, r) = {θ − x(r), r} (r ∈ V2
1 ), (3.2.22)

se V1 for adequadamente escolhida tal que δ1 = δ e δ′1 = δ′ e δ′ = δ +∆(x) sejam satisfeitas. Assim
como na extensão das representações, o isomorfismo (3.2.22) pode ser estendido para um isomorfismo
f1(r̄) = f1(θ, r) = r̄′ do grupo todo H1 em H ′

1 tal que f1(r̄) coincida com f(r) em alguma vizinhança
M∗ (−c < θ < c, r ∈ V∗ ⊂ V) de H1.

Por (3.2.22), temos que
f1(θ, e) = f(θ, e) = {θ − x(e), e}, (3.2.23)

com x(e) = 0, f1(θ, e) = {θ, e} para todo θ. Podemos escrever o elemento f1(0, r) como

f1(0, r) = {−x1(r), g(r)}, (3.2.24)

onde x1 é uma função contínua em r e g(r) é um elemento do grupo G a ser determinado. Desta forma
a relação (2.2.68) nos leva a

f1(θ, r) = f1(θ, e)f1(0, r) = {θ − x1(r), r}. (3.2.25)

Computando f1(0, r)f1(0, s):

f1(0, r)f1(0, s) = {−x1(r), g(r)} ◦ {−x1(s), g(s)}, (3.2.26)
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f1(0, r)f1(0, s) = {δ′1 − x1(r)− x1(s), g(r)g(s)}. (3.2.27)

Como f1 é um isomorfismo

f1(0, r)f1(0, s) = f1[(0, r) · (0, s)] = f1(δ1, rs), (3.2.28)

logo
f1(0, r)f1(0.s) = {δ1 − x1(rs), rs}. (3.2.29)

Isso nos leva a
g(rs) = g(r)g(s). (3.2.30)

Utilizando (3.2.22), podemos determinar g(r) em (3.2.25)

f(0, r) = f1(0, r), (3.2.31)

então
{−x(r), r} = {−x1(r), g(r)} ∴ g(r) = r, (3.2.32)

se r ∈ V∗. Assim, (3.2.27) e (3.2.29) levam a

{δ′1 − x1(r)− x1(s), rs} = {δ1 − x1(rs), rs}. (3.2.33)

A igualdade do primeiro termo resulta em

δ′1 = δ1 + x1(r) + x1(s)− x1(rs) (3.2.34)

e por fim
δ′1 = δ1 +∆r,s(x1). (3.2.35)

Então temos δ′1 = δ1+∆r,s(x1) por todo o grupo, uma vez que os isomorfismos f(r̄) e f1(r̄) coincidam
em alguma vizinhança M∗. Por (3.2.22), x1(r) = x(r) em alguma vizinhança V∗ tal que r ∈ V∗.

Note que o processo para tais extensões pode acabar soando repetitivo, mas o mesmo só elucida
quão crucial é o Teorema 6 enunciado e provado por Pontrjagin. Este teorema permite a manipulação
de vizinhanças entre as duas aplicações necessárias para obtenção das extensões. O tema e o processo
acabam por ser de difícil visualização. Boa parte dos conceitos utilizados, além de abstratos, são bem
amplos. Por isso a percepção comentada após o Teorema 6 tem o intuito de auxiliar a visualização de
tal teorema e ilustrar os processos matemáticos realizados durante a seção.

Todos os resultados obtidos localmente foram, com sucesso, estendidos para grupos conexos e
simplesmente conexos o que já permite um avanço da formulação da teoria. Note que a motivação
inicial da análise das fases parece ter ficado de lado, porém, o avanço matemático e a busca por
generalizar resultados visa dotar a teoria de robustez para a aplicação futura em grupos responsáveis
por sistemas físicos usuais.

O capítulo a seguir dá início ao estudo dos fundamentos já comentados sob a ótica dos grupos de
Lie, grupos em que os parâmetros variam continuamente. Elementos destes grupos representam alguns
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operadores amplamente utilizados em Mecânica Quântica como os operadores de momento angular.
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4 TEORIA SOB A ÓTICA DOS GRUPOS DE LIE

Nesta seção serão apresentados os conceitos preliminares para compreensão dos grupos de Lie e
sua importância culminando no estudo dos expoentes locais e nas implicações causadas por se trabalhar
com estes grupos na teoria em questão.

4.1 NOÇÕES PRELIMINARES

Esta seção se encarrega de expor as noções necessárias para progressão do trabalho, de acordo com
os capítulos VI e IX de (PONTRYAGIN; LEHMER, 1946). Vejamos então o que é um grupo de Lie
local:

Definição 9. Um grupo de Lie local G′ é um conjunto de elementos r ∈ G′ que possuem uma

correspondência um-a-um com os pontos de uma esfera aberta E centrada na origem de um espaço

euclideano real n-dimensional.

Isso nos permite coordenatizar qualquer elemento r ∈ G′ através de coordenadas ρ1 · · · ρn, desde
que:

|r| =
[ n∑

i=1

(ρi)2
] 1

2 < c. (4.1.1)

O elemento unitário e ∈ G′, também denotado por, 0 é o elemento tal que possui todas as coordenadas
ρi nulas, ou seja, a origem. A multiplicação de elementos de G′, t = rs, definida para os elementos r,
s em alguma vizinhança V0 ⊂ E (V0 é a vizinhança em que |r| < κ0 < c), é dada pelas n equações:

τ i = f i(ρ1, · · ·, ρn;σ1, · · ·, σn) = f i(r, s), (4.1.2)

tal que rs ∈ E , onde ρi, σi e τ i são as coordenadas de r, s e t, respectivamente. Outra condição
referente às coordenadas introduzidas em G′ é que as mesmas sejam diferenciáveis (PONTRYAGIN;
LEHMER, 1946). Se os elementos rs e st pertencerem a V0 vale a lei de associatividade (rs)t = r(st).
Com a definição (4.1.2) e o elemento unitário podemos escrever:

re = f i(r, e) = f i(ρ1, · · ·, ρn, 0, · · ·, 0) = r = er. (4.1.3)

Derivando f i(r, s) em relação a r, temos

∂f i(r, s)

∂r
=
∂(f i(ρ1, · · ·, ρn;σ1, · · ·, σn))

∂(ρ1, · · ·, ρn)
(4.1.4)

e em relação a s
∂f i(r, s)

∂s
=
∂(f i(ρ1, · · ·, ρn;σ1, · · ·, σn))

∂(σ1, · · ·, σn)
. (4.1.5)
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Fazendo r = s = e, chegamos à seguinte relação

∂f i(e, e)

∂ρj
=
∂f i(e, e)

∂σj
= δij. (4.1.6)

Um subgrupo local de um parâmetro de G é definido por:

Definição 10. Seja r ∈ G′ um elemento que depende continuamente de um parâmetro real µ, tal que

|µ| < γ, se r(µ) é definido para todos os valores |µ| < γ e:

• r(0) = e;

• r(µ1) r(µ2) = r(µ1 + µ2), se |µ1| < γ, |µ2| < γ e |µ1 + µ2| < γ,

então r(µ) é dito subgrupo local de um parâmetro.

Em outras palavras, r(µ) é uma curva contínua em uma vizinhança V0 da forma (−γ < µ1, µ2, µ1 +

µ2 < γ).
Uma curva r(µ) possui uma tangente no sistema de coordenadas se existe

dρi(0)

dµ
= αi. (4.1.7)

o que nos permite escrever um subgrupo a um parâmetro como

r(µ) = µa, (4.1.8)

onde a é um elemento tangente com coordenadas dadas por αi. Um sistema de coordenadas onde

ρk(µ) = µαk, (4.1.9)

é chamado de canônico. Ou seja, coordenadas canônicas são aquelas que para cada ρk há um subgrupo
local de um parâmetro (r(µ) = µa em V0) associado. Além disso, para coordenadas canônicas as
funções f i de (4.1.2) são analíticas em uma vizinhança adequadamente escolhida do elemento unitário
que contenha1 V0. Isso caracteriza também V0 como uma vizinhança canônica.

Definição 11. Um espaço vetorial V munido de uma operação bilinear ⋄: V× V → V, tal que:

1. a ⋄ (b ⋄ c) = (a ⋄ b) ⋄ c, a, b, c ∈ V;

2. Existe 1 tal que a ⋄ 1 = 1 ⋄ a = a, ∀a ∈ V.

O par (V, ⋄) é chamado de álgebra.

Uma álgebra de Lie g de G′, em termos das coordenadas canônicas, pode ser descrita por um espaço
vetorial real n-dimensional formado pelos vetores a que geram os subgrupos locais de um parâmetro
1 Definição 38 de (PONTRYAGIN; LEHMER, 1946), página 181.
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de G′, como visto em (4.1.8). A operação binária definida nesse espaço vetorial é o colchete de Lie
(ou comutador):

[ , ] : g× g → g, (4.1.10)

que associa um vetor de g a um par ordenado a, b ∈ g. Essa operação é bilinear e antissimétrica, ou
seja,

[a, b] = −[a, b] (4.1.11)

e satisfaz a identidade de Jacobi:

[
[a, a′], a′′

]
+
[
[a′, a′′], a

]
+
[
[a′′, a], a′

]
= 0, (4.1.12)

para quaisquer três elementos a, a′ e a′′ em g. Fazendo b→ a em (4.1.11), temos:

[a, a] = −[a, a] ∴ [a, a] = 0, ∀a ∈ g. (4.1.13)

Para dois elementos a e b fixos pertencentes a g, sejam r(µ) = µa e s(µ) = µb dois subgrupos locais de
um parâmetro. Perceba que r−1 = −r já que são subgrupos a um parâmetro, desta forma o comutador
q(r, s) = rs− sr = rsr−1s−1. Para um µ não nulo e suficientemente pequeno o comutador q(µa, µb)
é definido e pertence a V0, e temos:

[a, b] = lim
µ→0

µ−2q(µa, µb). (4.1.14)

A i-ésima componente do comutador é o limite da i-ésima componente de µ−2q(µa, µb).
O colchete [ai, aj], onde ai e aj são dois elementos quaisquer de um conjunto de n vetores linear-

mente independentes ai (1 ≤ i ≤ n) que formam uma base em g, é dado por

[ai, aj] =
n∑

m=1

cmijam, (4.1.15)

onde cmij são as constantes de estrutura do grupo de Lie G′. Através de (4.1.11), vemos que:

[ai, aj] = −[aj, ai] ⇒
n∑

m=1

cmijam = −
n∑

m=1

cmjiam,

portanto
cmij = −cmji. (4.1.16)

Vamos aplicar a identidade de Jacobi em ai, aj e ak:

[
[ai, aj], ak

]
=

n∑
m=1

n∑
l=1

cmijc
l
mkal,

[
[aj, ak], ai

]
=

n∑
m=1

n∑
l=1

cmjkc
l
mial,
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[
[ak, ai], aj

]
=

n∑
m=1

n∑
l=1

cmkic
l
mjal.

A soma desses três termos nos leva a

J l
kij =

n∑
m=1

(clmkc
m

ij + clmic
m

jk + clmjc
m

ki) = 0. (4.1.17)

Para uma base padrão, ou seja, dado um conjunto de coordenadas canônicas o vetor ai é o vetor com a
i-ésima componente 1 e a j-ésima componente 0, com j ̸= i, as constantes de estrutura são dadas por:

cmij =
( ∂2fm

∂ρi∂σi
− ∂2fm

∂ρj∂σi

)
[ρk=σk=0]

. (4.1.18)

Esta relação permanece válida se as coordenadas canônicas forem trocadas por coordenadas arbitrárias
p′i = ϕi(ρ1, · · ·, ρn) desde que as funções ϕi tenham derivadas parciais de segunda ordem contínuas e
∂ϕi

∂ρj
= δij para a origem. Para constantes de estrutura dadas, satisfazendo (4.1.16) e (4.1.17), um grupo

de Lie local G′ pode ser construído com constantes de estrutura que se referem à base padrão de um
sistema de coordenadas canônicas.

4.2 EXPOENTES LOCAIS

4.2.1 Expoentes locais diferenciáveis

Uma vez que o grupo G, antes arbitrário, torna-se um grupo de Lie buscamos alguma nova
propriedade para os expoentes locais já vistos. A partir do presente momento G irá denotar um grupo
de Lie fixo e V0 uma vizinhança canônica fixa em G. A primeira das relações novas para expoentes
locais está exposta no seguinte lema:

Lema 5. Em um grupo de Lie todo expoente local é equivalente a um expoente local diferenciável.

Prova: Uma função diferenciável é aquela que em alguma vizinhança, V ′ ⊂ V0, possui derivadas
parciais contínuas de todas as ordens com respeito às coordenadas canônicas dos elementos do grupo
que ela depende. Seja agora δ um expoente local definido e limitado em V ⊂ V0, e escolha duas
vizinhanças V1, V2, tais que V2

1 ⊂ V e V2
2 ⊂ V1. Vamos denotar um elemento de integração invariante

à esquerda e à direita em G (assim como dt foi introduzida para prova do2.) Teorema 3 por dr e dr∗,
respectivamente. Vamos também introduzir duas funções reais ν(r) e ν∗(r) em G com as seguintes
propriedades:

1. ν e ν∗ são diferenciáveis em V;

2. ν e ν∗ desaparecem fora de uma vizinhança esférica V3 (|r| < α) contida em V2;

3.
∫
G

ν(r)dr =

∫
G

ν∗(r)d∗r = 1.

2 A existência de uma medida de Haar em grupos localmente compactos implica a existência de tal medida invariante em
grupos de Lie, (RACZKA; BARUT, 1986), p. 111
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Note que as integrais na propriedade 3 se estendem somente por V3, uma vez que ν = ν∗ = 0 fora
dela. Uma possível realização destas funções reais é ν(r) = γϕ(r) e ν∗(r) = γ∗ϕ(r), com

ϕ(r) =

{
exp(−(α2 − |r|2)−1

, r ∈ V3

0, r ̸∈ V3.
(4.2.1)

As constantes γ e γ∗ são escolhidas de forma que a propriedade 3 valha. Serão definidos agora, de
acordo com (IWASAWA, 1949):

δ′(r, s) = δ(r, s) + ∆r,s(x), (r, s ∈ V1)

x(r) = −
∫
G

δ(r, t)ν(t)dt, (r ∈ V2
1 )

(4.2.2)

δ′′(r, s) = δ′(r, s) + ∆r,s(x
′), (r, s ∈ V2)

x′(r) = −
∫
G

δ′(u, r)ν∗(u)d∗u. (r ∈ V2
2 )

(4.2.3)

Estas expressões são válidas nos domínios indicados e ainda

x(e) = −
∫
G

δ(e, t)ν(t)dt = 0, (4.2.4)

já que δ(e, t) = 0. O mesmo vale para

x′(e) = −
∫
G

δ′(u, e)ν∗(u)d∗u = 0, (4.2.5)

pelo mesmo argumento. Logo x(e) = x′(e) = 0, como exigido das funções x(r).
Utilizando a forma de x(r) de (4.2.2) e ∆r,s = x(r) + x(s)− x(rs) temos

∆r,s(x) = −
∫
G

δ(r, t)ν(t)dt−
∫
G

δ(s, t)ν(t)dt+

∫
G

δ(rs, t)ν(t)dt, (4.2.6)

então

δ′(r, s) = δ(r, s) +

{∫
G

δ(rs, t)ν(t)dt−
∫
G

δ(r, t)ν(t)dt−
∫
G

δ(s, t)ν(t)dt

}
. (4.2.7)

Pela propriedade 3 de ν e como δ(r, s) não é função de t, podemos escrevê-lo como δ(r, s) =∫
G
δ(r, s)ν(t)dt, logo

δ′(r, s) =

∫
G

{
δ(r, s)− δ(r, t)− δ(s, t) + δ(rs, t)}ν(t)dt. (4.2.8)

Notemos que δ é definido em V . Então nesta integral rs ∈ V e também st ∈ V , por (2.2.23)

δ′(r, s) =

∫
G

{δ(rs, t)− δ(r, t)}ν(t)dt. (4.2.9)
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Fazendo um reescalonamento t→ s−1t, temos

δ′(r, s) =

∫
G

δ(r, t){ν(s−1t)− ν(t)}dt (r, s ∈ V1). (4.2.10)

Realizando o mesmo processo para δ′′(r, s) pela forma de x′(r) dada (4.2.3), temos

δ′′(r, s) = δ′(r, s) +

∫
G

{
δ′(u, rs)− δ′(u, r)− δ′(u, s)

}
ν∗(u)d∗u. (4.2.11)

Novamente utilizando a propriedade 3 das funções ν e ν∗, ficamos com

δ′′(r, s) =

∫
G

{
δ′(r, s)− δ′(u, r)− δ′(u, s) + δ′(u, rs)

}
ν∗(u)d∗u. (4.2.12)

Por (2.2.23) e fazendo o reescalonamento u→ ur−1, obtemos

δ′′(r, s) =

∫
G

δ′(u, t)
{
ν∗(ur−1)− ν∗(u)

}
d∗u (r, s ∈ V2). (4.2.13)

Inserindo (4.2.10) em (4.2.13), temos finalmente

δ′′(r, s) =

∫
G

[∫
G

δ(u, t){ν(s−1t)− ν(t)}dt

]{
ν∗(ur−1)− ν∗(u)

}
d∗u. (4.2.14)

Através das construções feitas por Iwasawa para as funções x′(r) e x(r) e a comparação com a equação
(4.2.14) temos o seguinte conjunto de relações:

δ′′(r, s) = δ(r, s) + ∆r,s(x
′′), (r, s ∈ V2)

x′′(r) = x(r) + x′(r), (r ∈ V2
2 )

δ′′(r, s) =

∫
G

∫
G

δ(u, t){ν(s−1t)− ν(t)}
{
ν∗(ur−1)− ν∗(u)

}
dtd∗u.

(4.2.15)

Nesta última integral notemos que apenas ν e ν∗ dependem dos elementos r e s, logo a diferenciabili-
dade de δ′′ com respeito as coordenadas de r e s segue da diferenciabilidade, por definição, de ν e ν∗ e
da analiticidade da multiplicação de grupo na vizinhança V0.

Veja que a construção de Iwasawa consiste na determinação de uma forma para as funções x(r) e
x′(r) que leva a equivalência entre expoentes locais e expoentes diferenciáveis.

4.2.2 Expoentes locais diferenciáveis equivalentes

Sejam δ1 e δ2 dois expoentes diferenciáveis equivalentes, seja também V(V2 ⊂ V0) uma vizinhança
adequadamente escolhida tal que a função χ = δ2 − δ1 = ∆(x) seja diferenciável em V e a função
x(r) seja contínua e limitada na vizinhança dos produtos. Então

η(r) =

∫
G

χ(r, t)ν(t)dt, (4.2.16)
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onde ν(r) é definida como anteriormente e x1(r) = η(r)− x(r). A função η(r) depende de ν e de χ,
e da definição sabemos que ν é diferenciável. Como os expoentes que constituem χ são diferenciáveis
por si só, χ também o é, uma vez que a subtração não altera a diferenciabilidade. Portanto, ao escrever
η(r) = x1(r) + x(r) temos que x é diferenciável em V . Para qualquer vizinhança V1(V2

1 ⊂ V) essa
análise prova o lema:

Lema 6. Se dois expoentes diferenciáveis δ1 e δ2 de um grupo de Lie são equivalentes, então, em

alguma vizinhança V1, δ2 = δ1 +∆(x) com a função x(r) diferenciável.

4.2.3 Expoentes locais de um grupo de um parâmetro

Para um grupo G de um parâmetro, a vizinhança esférica aberta V é um intervalo aberto (|ρ| < γ),
e a operação que define o grupo é a adição ordinária; isto se deve ao fato de que um grupo a um
parâmetro é uma reta. Portanto, um expoente local δ0 definido em V é uma função contínua δ0(ρ, σ)
(−γ < ρ, σ < γ) que, de acordo com (2.2.22) e (2.2.23), satisfaz

δ0(0, 0) = 0, (4.2.17)

δ0(µ1, µ2) + δ0(µ1 + µ2, µ3) = δ0(µ2, µ3) + δ(µ1, µ2 + µ3), (4.2.18)

onde µ1, µ2, µ3 corresponde a r, s, t e −γ < µi, µ1 + µ2, µ2 + µ3 < γ. Utilizando a equação
(2.2.24) e considerando que o elemento unitário e é representado pelas coordenadas (ρ1, · · ·, ρn) com
ρ1 = · · · = ρn = 0, tem-se δ0(µ, 0) = 0.

Lema 7. Todo expoente local de um grupo a um parâmetro é equivalente a zero.

Prova: Pelo Lema 5, podemos assumir o expoente δ0 diferenciável. Seja então:

ψ(µ, σ) =
∂δ0(µ, σ)

∂σ
. (4.2.19)

Ao derivar (4.2.18) com relação a µ3 em µ3 = 0 temos quatro termos. A derivada do primeiro termo
do lado esquerdo é nula, restando:

ψ(µ1 + µ2, 0) = ψ(µ2, 0) + ψ(µ1, µ2) (−γ < µ1, µ2, µ1 + µ2 < γ). (4.2.20)

Defina agora

x0(µ) =

∫ µ

0

ψ(σ, 0)dσ =

∫ 1

0

µψ(σµ, 0)dσ (|µ| < γ). (4.2.21)

É fácil notar que x0(0) = 0. Para |µi| < 1
2
γ temos:

∆µ1,µ2(x0) = x0(µ1) + x0(µ2)− x0(µ1 + µ2) (4.2.22)

e utilizando (4.2.21)

∆µ1,µ2(x0) =

∫ µ1

0

ψ(σ, 0)dσ +

∫ µ2

0

ψ(σ, 0)dσ −
∫ µ1+µ2

0

ψ(σ, 0)dσ. (4.2.23)
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A fim de termos duas integrais com limites independentes podemos escrever a primeira integral como∫ µ1

0

ψ(σ, 0)dσ = −
∫ 0

µ1

ψ(σ, 0)dσ, (4.2.24)

−∆µ1,µ2(x0) =

∫ µ1+µ2

µ1

ψ(σ, 0)dσ −
∫ µ2

0

ψ(σ, 0)dσ. (4.2.25)

Apenas a primeira integral depende de µ1 e podemos contabilizar esta contribuição por ψ(µ1 + σ, 0).
Assim

−∆µ1,µ2(x0) =

∫ µ2

0

{
ψ(µ1 + σ, 0)− ψ(σ, 0)

}
dσ, (4.2.26)

ou ainda

−∆µ1,µ2(x0) =

∫ µ2

0

ψ(µ1, σ)dσ =

∫ µ2

0

(
∂δ0(µ1, σ)

∂σ

)
dσ = δ0(µ1, µ2)− δ0(µ1, 0). (4.2.27)

Por (2.2.24), δ0(µ1, 0) = 0, então

δ0(µ1, µ2) + ∆µ1,µ2(x0) = 0 ∴ δ0 ≡ 0. (4.2.28)

4.2.4 Expoentes locais canônicos

De posse dos últimos resultados no campo dos expoentes locais, iremos partir para o estudo dos
mesmos em coordenadas canônicas. Iniciamos com a seguinte definição

Definição 12. Um expoente local δ de um grupo de Lie G definido em uma vizinhança canônica V é

dito canônico se:

1. δ é diferenciável em V;

2. δ(r, s) = 0 se r e s são elementos do mesmo subgrupo local de um parâmetro em V .

Temos então o lema:

Lema 8. Todo expoente local δ de um grupo de Lie é equivalente a um expoente local canônico.

Prova: Novamente, de acordo com o Lema 5 podemos assumir δ como diferenciável em uma
vizinhança V ′ (|r| < κ) na qual ele é definido. Fazendo a escolha de outra vizinhança V∞(|r| < κ1)

tal que V2
1 ⊂ V , se r ∈ V1, o produto r · r ∈ V1. Para as coordenadas canônicas o produto r · r = 2r,

então o limite da vizinhança é dado por κ1 ≤ 1
2
κ.

Façamos a definição de uma nova função para dois elementos r e r′ com coordenadas ρk e ρ′k,
respectivamente:

χk(r, r
′) =

∂δ(r, r′)

∂ρ′k
(r, r′ ∈ V) (4.2.29)

e também

x(r) =

∫ 1

0

n∑
k=1

ρkχk(ωr, 0)dω (r ∈ V), (4.2.30)
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δ′(r, s) = δ(r, s) + ∆r,s(x) (r, s ∈ V1). (4.2.31)

Como já visto, x(r) é diferenciável e x(e) = 0 por definição. Logo δ′ é diferenciável em V1. Seja
então r(µ) = µa um subgrupo local a um parâmetro fixo na vizinhança V1. Mostrar que

δ′(µ1a, µ2a) = 0 (µia ∈ V1), (4.2.32)

significa provar que δ′ é um expoente local canônico. Para a = 0 isto é trivial. Vamos então assumir
a ̸= 0. Se o parâmetro µ é limitado por γ, ou seja, |µ| < γ = κ

|a| então r(µ) ∈ V , e se o subgrupo
pertence à vizinhança V1, então |µ| < κ1

|a| ≤
1
2
γ. Seja δ(µ1a, µ2a) = δ0(µ1, µ2) com (|µi| < γ). Ao

denotar as coordenadas do vetor a por αk, a função apresentada em (4.2.19) se torna

ψ(µ, σ) =
∂δ0(µ, σ)

∂σ
=
∂δ(µa, σa)

∂σ
=

n∑
k=1

αkχk(µa, σa). (4.2.33)

Por (4.2.21) e (4.2.30) temos

ψ(µ, σ) =
n∑

k=1

αkχk(µa, σa), (4.2.34)

então

ψ(σµ, 0) =
n∑

k=1

αkχk(σµa, 0). (4.2.35)

De (4.2.21), x0(µ) =
∫ 1

0

[∑n
k=1 µα

kχk(σµa, 0)

]
dσ, portanto

x0(µ) = x(µa). (4.2.36)

Se µia ∈ V1, então o parâmetro é limitado por |µi| ≤ 1
2
γ, tem-se

δ′(µ1a, µ2a) = δ(µ1a, µ2a) + x(µ1a) + x(µ2a)− x[(µ1 + µ2)a], (4.2.37)

δ′(µ1a, µ2a) = δ0(µ1, µ2) + x0(µ1) + x0(µ2)− x0(µ1 + µ2) = δ0(µ1, µ2) + ∆µ1,µ2(x0). (4.2.38)

Pelo resultado obtido em (4.2.28)
δ′(µ1a, µ2a) = 0. (4.2.39)

Isso estabelece (4.2.32) e finaliza a prova do Lema 8.

4.2.5 Expoentes locais canônicos equivalentes

Para a análise da equivalência dessa classe de expoentes, comecemos pelo seguinte lema:

Lema 9. Sejam δ1 e δ2 dois expoentes locais equivalentes de um grupo de Lie G, e assuma δ1 canônico.

Então δ2 é canônico se e somente se em alguma vizinhança δ2 = δ1 +∆[Λ] onde Λ(r) é uma forma

linear nas coordenadas canônicas de r.
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Prova: Realizaremos a prova em dois passos, primeiramente analisando a necessidade desta
condição envolvendo a forma linear e em um segundo momento checando a suficiência da mesma.

1. Necessidade da Condição. Pelo Lema 6, provado anteriormente, existe uma vizinhança V(|r| <
κ) na qual δ2 e δ1 são canônicos e

δ2(r, s) = δ1(r, s) + ∆r,s(x) (r, s ∈ V), (4.2.40)

com a função x(r) diferenciável definida para r ∈ V2. Assumindo r = µ1a e s = µ2a, temos a
relação (4.2.39) e δ2 = δ1 = 0, nos levando a

∆r,s(x) = x(µ1a) + x(µ2a)− x[(µ1 + µ2)a] = 0 (µia ∈ V). (4.2.41)

Assumindo |a| < κ, ou seja, o vetor tangente pertencendo à vizinhança V , a relação anterior
vale se |µi ≤ 1| e |µ1 + µ2| ≤ 1. A equação (4.2.41) sugere duas possibilidades, a primeira caso
x(µa) = µx(a), assim

x(µ1a) + x(µ2a) = x[(µ1 + µ2)a] = (µ1 + µ2)x(a). (4.2.42)

A outra advém do caminho inverso, se x(µ1a) + x(µ2a) = x[(µ1 + µ2)a], então:

x(µ1a) + x(µ2a) = (µ1 + µ2)x(a). (4.2.43)

Como checagem de consistência, seja µ = N um número inteiro. Como x(a) é uma função real
diferenciável, temos

x(a) = x

(
N
a

n

)
= x

(
a

N
+
a

N
+ · · ·+ a

N

)
, (4.2.44)

da diferenciabilidade,

x

(
N
a

n

)
= x

(
a

N

)
+ x

(
a

N

)
+ · · ·+ x

(
a

N

)
, (4.2.45)

x(a) = Nx

(
a

N

)
∴ x

(
a

N

)
=

1

N
x(a). (4.2.46)

Rebatizando 1
N

= m = µ, temos
x(µa) = µx(a), (4.2.47)

com N ̸= 0. A generalização para números reais é mais complexa envolvendo tópicos de análise
real. Derivando (4.2.47) com respeito a µ em µ = 0, tem-se:

∂x(µa)

∂µ

∣∣∣∣∣
µ=0

=

{
µ
∂x(a)

∂µ

∣∣∣∣∣
µ=0

+
∂µ

∂µ
x(a)

∣∣∣∣∣
µ=0

}
. (4.2.48)
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Utilizando a regra da cadeia no primeiro membro

x(a) =
∂x(µa)

∂µ

∣∣∣∣∣
µ=0

=

[
∂x(µa)

∂(µa)
.
∂(µa)

∂µ

]∣∣∣∣∣
µ=0

= a
∂x(µa)

∂(µa)

∣∣∣∣∣
µ=0

. (4.2.49)

A linearidade da derivada, a relação (4.2.47) e a forma coordenatizada de a dada por αk nos leva
a

x(a) =
n∑

k=1

αkλk, (4.2.50)

onde λk ≡ ∂x
∂αk . Como x(a) e αk são lineares e λk é um coeficiente, então:

x(a) =
n∑

k=1

αkλk = Λ(a). (4.2.51)

2. Suficiência da Condição. Se x(r) = Λ(r) para r ∈ V2
1 ⊂ V , como δ1 e ∆[Λ] são diferenciáveis

então δ2 = δ1 +∆[Λ] é diferenciável na vizinhança V1. A relação (4.2.41) vale se µia ∈ V1 e
δ1(µ1a, µ2a) = 0 implica δ2(µ1a, µ2a) = 0. Portanto, δ2 é canônico.

4.2.6 Grupo Local e Expoentes Infinitesimais

A partir desta seção veremos as implicações de toda a teoria estudada até aqui no grupo local H
visto anteriormente. Para um expoente local canônico δ de um grupo de Lie de dimensão n, G, os
elementos do grupo local H são r̄ = {θ, r} com θ sendo um número real e r um elemento de G. A
multiplicação de grupo é definida pela relação (2.2.53). Por outro lado, os elementos r̄ são descritos
por n+1 coordenadas ρ0, ρ1, · · ·, ρn onde ρ0 = θ e ρ1, ρ2, · · ·, ρn são as coordenadas de r em G. Como
anteriormente podemos introduzir vizinhanças esféricas em H por:

|r̄| =

(
n∑

k=0

(ρk)2

) 1
2

=
[
(ρ0)2 + |r|2

] 1
2 < κ. (4.2.52)

Ao assumir δ(r, s) canônico para |r| < κ, |s| < κ em uma vizinhança M(|r̄| < κ), pode-se escolher
uma vizinhança M1(|r̄| < κ1) tal que r̄s̄ ∈ M se r̄, s̄M1. Se ρi, σi, τ i (0 ≤ i ≤ n são as coordenadas
dos elementos r̄, s̄ e t̄ = r̄s̄ respectivamente) a relação de definição (2.2.53) nos leva a

τ i = f̄ i(r̄, s̄) (0 ≤ i ≤ n; r̄, s̄ ∈ M1), (4.2.53)

sendo

τ 0 = f̄ 0(r̄, s̄) = ρ0 + σ0 + δ(r, s),

τ i = f̄ i(r̄, s̄) = f i(r, s), 1 ≤ i ≤ n.
(4.2.54)

É claro que as funções f̄ i(r̄, s̄) herdam a diferenciabilidade de δ(r, s) e f i(r, s) na vizinhança M1(0 ≤
i ≤ n). Isto implica H ser um grupo de Lie local de dimensão (n+ 1).
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A partir da definição de coordenadas canônicas podemos checar que as coordenadas ρi são canônicas
em M1. Partindo de r̄(µ) = µā com ā = {α0, a}, tem-se

r̄(µ) = {µα0, µa} = {µα0, r(µ)}. (4.2.55)

Como δ é canônico, da relação (2.2.53) tem-se

r̄(µ1)r̄(µ2) = {(µ1 + µ2)α
0 + δ(µ1a, µ2a), r(µ1)r(µ2)} = r̄(µ1 + µ2), (4.2.56)

se |µia| < κ (ou seja, se pertence à vizinhança M1). Portanto ρi = µαi, ou seja ρi são coordenadas
canônicas em M1.
Sob uma ótica diferente, assumir as coordenadas definidas por (2.2.53) canônicas para um expoente
diferenciável δ, leva-nos a afirmação de que δ é um expoente local canônico. Como mencionado
anteriormente, para um sistema de coordenadas canônicas a função f̄ i(r, s) é analítica em alguma
vizinhança M′, o que implica δ analítico em alguma vizinhança V ′ de G. Estes argumentos provam o
lema a seguir:

Lema 10. Um expoente local canônico δ(r, s) de um grupo de Lie G é, em alguma vizinhança V ′, uma

função analítica das coordenadas canônicas de r e s.

Como o grupo H é um grupo de Lie local, a álgebra de Lie h é formada pelos (n+ 1)-dimensional
vetores ā com componentes αk(0 ≤ κ ≤ n) vistas anteriormente, estes expressos por ā = {α0, a},
onde a = (α1, · · ·, αn) é um elemento da álgebra de Lie g de G. Seja o comutador, já definido
q̄(r̄, s̄) = r̄s̄r̄−1s̄−1 por (4.1.14). O colchete [ā, b̄] = [{α0, a}, {β0, b}] entre dois elementos da álgebra
h é dado pelo limite limµ→0 µ

−2q̄(µā, µb̄). Por (2.2.53),

(µā)(µb̄) = {µ(α0 + β0) + δ(µa, µb), (µa)(µb)} (4.2.57)

e como em um subgrupo a um parâmetro r−1 = −r, temos

(µā)−1(µb̄)−1 = (−µā)(−µb̄) = {−µ(α0 + β0) + δ(−µa,−µb), (µa)−1(µb)−1}. (4.2.58)

De posse destas duas relações, o colchete [ā, b̄] fica

[ā, b̄] = lim
µ→0

µ−2{µ(α0 + β0) + δ(µa, µb), (µa)(µb)}{−µ(α0 + β0) + δ(−µa,−µb), (µa)−1(µb)−1},
(4.2.59)

ou ainda, o primeiro termo é

lim
µ→0

µ−2

[
δ
(
(µa, µb), (µa)−1(µb)−1

)
+ δ(µa, δb) + δ(−µa,−µb)

]
= Ξ(a, b), (4.2.60)

este é o expoente infinitesimal. O segundo termo,

lim
µ→0

µ−2(µa)(µb)(µa)−1(µb)−1 = [a, b], (4.2.61)
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como já visto é o colchete da álgebra de Lie g. Então

[ā, b̄] =
{
Ξ(a, b), [a, b]

}
. (4.2.62)

Sejam a, a′, b, b′ de g e λ e λ′ números reais, da antissimetria do colchete temos

[b̄, ā] =
{
Ξ(b, a), [b, a]

}
=
{
− Ξ(a, b),−[a, b]

}
= −[ā, b̄],

ou seja
Ξ(a, b) = −Ξ(b, a),

isto é, Ξ(a, b) é antissimétrico. Já a linearidade, fornece

[λā+ λ′ā′, b̄] = [λā, b̄] + [λ′ā′, b̄] = λ[ā, b̄] + λ′[ā′, b̄]

e por (4.2.62)
[λā+ λ′ā′, b̄] = λ

{
Ξ(a, b), [a, b]

}
+ λ′

{
Ξ(a′, b), [a′, b]

}
,

esta relação nos permite concluir que Ξ(λa+ λ′a′, b) = λΞ(a, b) + λ′Ξ(a′, b), ou seja, Ξ(a, b) é linear
na primeira entrada. Vejamos o que ocorre se b̄→ λb̄+ λ′b̄

[ā, λb̄+ λ′b̄′] = [ā, λb̄] + [ā, λ′b̄′] = λ[ā, b̄′] + λ′[ā, b̄′],

novamente utilizando (4.2.62)

[ā, λb̄+ λ′b̄′] = λ
{
Ξ(a, b), [a, b]

}
+ λ′

{
Ξ(a, b′), [a, b′]

}
.

Portanto, tem-se que Ξ(a, λb + λ′b′) = λΞ(a, b) + λ′Ξ(a, b′) e Ξ(a, b) é linear na segunda entrada.
Então um expoente infinitesimal possui as propriedades a seguir

Ξ(a, b) = −Ξ(b, a); Ξ(λa+ λ′a′, b) = λΞ(a, b) + λ′Ξ(a′, b), (4.2.63)

Ξ(a, λb+ λ′b′) = λΞ(a, b) + λ′Ξ(a, b′). (4.2.64)

Isto é, o expoente infinitesimal Ξ(a, b) é uma forma bilinear antissimétrica de valor real em g. Além
disso, outra condição se segue da identidade de Jacobi j̄ =

[
[ā, ā′]ā′′

]
+
[
[ā′, ā′′], ā

]
+
[
[ā′′, ā], ā′

]
= 0,

para quaisquer três elementos de h. Através de (4.2.62) tem-se, por exemplo,

[
[ā′, ā′′], ā

]
=
[
{Ξ(a′, a′′), [a′, a′′]}{α0, a}

]
= {Ξ([a′, a′′], a),

[
[a′, a′′], a

]
} (4.2.65)

e similarmente para os outros dois elementos. Definindo, para qualquer forma bilinear antissimétrica Ξ,
dΞ(a, a′, a′′) = Ξ([a, a′], a′′)+Ξ([a′, a′′], a)+Ξ([a′′, a], a′), temos que dΞ é linear nos três argumentos e
antissimétrica em quaisquer dois. Desta forma, tomando j̄ = {dΞ(a, a′, a′′), j)}, com j =

[
[a, a′]a′′

]
+
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[
[a′, a′′], a

]
+
[
[a′′, a], a′

]
= 0 em g, j̄ = 0 é equivalente a

dΞ(a, a′, a′′) = 0. (a, a′, a′′ ∈ g) (4.2.66)

A fim de estabelecer formalmente um expoente infinitesimal, segue a próxima definição.

Definição 13. Qualquer forma bilinear antissimétrica de valor real Ξ definida na álgebra de Lie g

para a qual dΞ(a, a′, a′′) = 0 será chamada expoente infinitesimal de g. Se o expoente infinitesimal

for dado por (4.2.60) o mesmo é dito corresponder ao expoente local canônico δ de G.

Para a base de g dada pelo conjunto de vetores a1, · · ·, an, vamos definir βij = Ξ(ai, aj) para
um expoente infinitesimal qualquer. Desta forma, para dois vetores quaisquer de g a =

∑n
i=1 γ

iai e
a′ =

∑n
i=1 γ

′iai, temos

Ξ(a, a′) =
n∑

i,j=1

βijγ
iγ′j (4.2.67)

e βij carrega a antissimetria da forma bilinear. Assim, ao substituir a, a′, a′′ por ai, aj, ak respectiva-
mente em (4.2.66) e utilizando (4.1.15) temos, por exemplo

Ξ([ai, aj], ak) =
n∑

m=1

cmijΞ(am, ak) =
n∑

m=1

βmkc
m

ij. (4.2.68)

Logo (4.2.66) implica

Ikij =
n∑

m=1

(βmkc
m

ij + βmic
m

jk + βmjc
m

ik = 0 (i ≤ k, i, j ≤ n). (4.2.69)

É válido ressaltar que para qualquer expoente infinitesimal de g a equação (4.2.62) define uma álgebra
de Lie de dimensão (n+ 1).
Para uma base padrão em h podemos associar as constantes de estrutura aos expoentes infinitesimais.
Seguindo a ideia de base padrão mostrada no início da seção que culminou em (4.1.18), a base padrão
em h em coordenadas canônicas ρ0, ρ1, · · ·, ρn em H é ā0 = {1, 0}; āi = {0, ai}. Desta forma as
constantes de estrutura c̄mij de H são encontradas como

c̄0ij = βij = Ξ(ai, aj) (1 ≤ i, j ≤ n),

c̄mij = cmij (1 ≤ m, i, j ≤ n),

c̄mi0 = c̄m0j = 0 (0 ≤ m, i ≤ n).

(4.2.70)

As equações obtidas no processo para g em (4.1.18) aplicadas em H implicam

c̄0ij =
( ∂2f̄ 0

∂ρi∂σi
− ∂2f̄ 0

∂ρj∂σi

)
[ρk=σk=0]

(1 ≤ i, j ≤ n). (4.2.71)

Ao escrever as funções f̄ 0 como em (4.2.54) obtemos a seguinte relação para os expoentes infinitesimais
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com δ canônico

Ξ(ai, aj) = βij =
( ∂2δ

∂ρi∂σi
− ∂2δ

∂ρj∂σi

)
[ρk=σk=0]

(1 ≤ i, j ≤ n). (4.2.72)

Assim como feito anteriormente com expoentes locais diferenciáveis e canônicos, vejamos agora a
equivalência entre expoentes infinitesimais. Faremos o estudo para um expoente local canônico da
forma δ = ∆[Λ]. Recorrendo à linearidade de Λ, ao se calcular (4.2.60) para um expoente desta forma
tem-se

Ξ(a, b) = − limµ−2Λ(q(µa, µb)) = −Λ(limµ−2q(µa, µb)) = −Λ([a, b]). (4.2.73)

Neste caso iremos escrever Ξ = −d[Λ]. Para vetores ai de uma base g, batizando Λ(ai) = λi, temos

Ξ(ai, aj) =
n∑
m1

cmjiΛ(am) =
n∑
m1

cmjiλm = βij. (4.2.74)

Todo Ξ da forma (4.2.73) é um expoente infinitesimal de g uma vez que é bilinear, antissimétrico e
a linearidade de Λ não altera a identidade de (4.2.66). A relação (4.2.73) e o Lema 6 nos levam a
definição a seguir:

Definição 14. Dois expoentes infinitesimais Ξ e Ξ′ de g são ditos equivalentes se Ξ′ = Ξ − d[Λ] e

podemos escrever Ξ′ ≡ Ξ, onde Λ(a) é uma forma linear real, definida em g.

4.2.7 Correspondência entre expoentes locais e infinitesimais

Como fechamento de toda a teoria exposta vejamos a correspondência entre os expoentes já
vistos. Para todo expoente local canônico δ de G corresponde, de acordo com (4.2.60), um expoente
infinitesimal Ξ de g unicamente determinado. Essa correspondência é expressa por

δ → Ξ, (4.2.75)

claramente linear. Além disso, se para dois expoentes locais canônicos o expoente infinitesimal
correspondente coincidir, isto implica a coincidência entre os próprios expoentes locais em alguma
vizinhança V . Como visto em (4.2.70) os expoentes infinitesimais determinam unicamente as constantes
de estrutura do grupo local e consequentemente determinam as funções f̄ i vistas em (4.2.54), que, por
sua vez, determinam δ em uma vizinhança suficientemente pequena. A correspondência de (4.2.75)
nos sugere o seguinte lema:

Lema 11. Dois expoentes locais canônicos δ e δ′ são equivalentes se, e somente se, os correspondentes

expoentes infinitesimais Ξ e Ξ′ são equivalentes.

Prova: Esta prova será feita primeiramente assumindo δ′ ≡ δ.
Como visto no Lema 9, δ′ = δ +∆[Λ] em alguma vizinhança V . Fazendo a substituição de δ por δ′ na
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relação (4.2.60) e utilizando a forma Ξ = −d[Λ] tem-se

Ξ′ = Ξ− d[Λ], (4.2.76)

portanto Ξ′ ≡ Ξ.
Agora iremos assumir a equivalência entre os expoentes infinitesimais, ou seja, Ξ′ = Ξ− d[Λ]. A

correspondência (4.2.75) para δ′ nos fornece δ +∆[Λ] → Ξ′ e a unicidade da correspondência devido
(4.2.60) nos leva a

δ′ = δ +∆[Λ], (4.2.77)

em alguma vizinhança V . Portanto δ′ ≡ δ.
Os resultados obtidos pelo Lema 8 e pelo Lema 11 combinados nos levam ao

Corolário 2. Se para um grupo G todos os expoentes infinitesimais são equivalentes a zero, então

todos os expoentes locais canônicos, e, portanto todos os expoentes locais, são equivalentes a zero.

Vejamos o lema a seguir referente a correspondência direta entre um expoente local e um expoente
infinitesimal.

Lema 12. Para todo expoente infinitesimal Ξ de g existe um expoente local canônico δ de G tal que

δ → Ξ.

Prova: Como já visto, um expoente infinitesimal define uma álgebra de Lie de dimensão (n+ 1),
h, com constantes de estrutura da forma (4.2.70) e portanto define também um grupo de Lie local
H de dimensão (n + 1). Para as coordenadas canônicas as funções analíticas f̄ i(r̄, s̄) definidas em
alguma vizinhança de H tem a forma necessária mostrada em (4.2.54). Isso mostra que o expoente
associado δ é canônico e, portanto é um expoente local de G uma vez que a lei de associatividade para
a multiplicação (2.2.53) é equivalente a (2.2.23) que define expoentes locais.

A partir das implicações advindas do expoente infinitesimal é possível caminhar até a definição de
um expoente local canônico.

Do ponto de vista das classes de equivalência dos expoentes, temos o

Lema 13. Existe uma correspondência linear um-a-um entre as classes de equivalência de expoentes

locais de um grupo de Lie G e as classes de equivalência de expoentes infinitesimais da álgebra de Lie

g de G.

Prova: Pelo Lema 8 é permitido (e suficiente) considerarmos expoentes locais canônicos. De
acordo com os Lemas 11 e 12 a correspondência entre os expoentes é fornecida por (4.2.75). Então,
não só cada classe de equivalência de δ determina unicamente uma classe de equivalência de Ξ

como cada classe de equivalência de Ξ determina unicamente uma classe de equivalência de δ. Essa
correspondência é dada por uma aplicação do espaço linear gerado pelos expoentes locais no espaço
linear gerado pelos expoentes infinitesimais.

O espaço gerado pelos expoentes locais é denotado por v, então a correspondência é dada por:

φ : v → B∗. (4.2.78)
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Por consequência, a dimensão de v para um grupo de Lie é h∗. Todos os resultados obtidos, referentes
aos grupos de Lie e suas particularidades, são condensados no seguinte teorema central.

Teorema 8. 1. Em um grupo de Lie G, todo expoente local δ(r, s) é equivalente a um expoente

local canônico δ′(r, s) que, em alguma vizinhança canônica V , é analítico nas coordenadas

canônicas de r e s e desaparece se r e s pertencem ao mesmo subgrupo de um parâmetro.

Dois expoentes locais canônicos são equivalentes se e somente se δ′ = δ + ∆[Λ] em alguma

vizinhança canônica, onde Λ(r) é uma forma linear nas coordenadas canônicas de r.

2. A todo expoente local canônico de G corresponde unicamente um expoente infinitesimal Ξ(a, b)

da álgebra de Lie g de G, ou seja, uma forma bilinear antissimétrica que satisfaz a identidade

de Jacobi. A correspondência é linear.

3. Dois expoentes locais canônicos δ e δ′ são equivalentes se, e somente se, os correspondentes Ξ e

Ξ′ forem equivalentes.

4. Existe uma correspondência linear um-a-um entre as classes de equivalência dos expoentes

locais de G e as classes de equivalência dos expoentes infinitesimais de g.

O trabalho com grupos de Lie é extenso e requer uma destreza matemática acima da anteriormente
utilizada. Porém, perceba que todos os Lemas e Teoremas são válidos localmente. Assim como
anteriormente, faremos uso de grupos conexos e simplesmente conexos para avaliar a possibilidade e o
processo de extensão de tais funções para o grupo todo. Este assunto será investigado na seção a seguir.

4.3 EXTENSÃO DE EXPOENTES LOCAIS

Esta seção terá como objetivo provar o teorema a seguir:

Teorema 9. Seja G um grupo de Lie conexo e simplesmente conexo. Então para todo expoente local δ

de G existe um expoente δ0 definido em todo o grupo G que é uma extensão de δ. Se δ é diferenciável,

δ0 pode ser escolhido como diferenciável.

Prova: Esta prova irá seguir os passos de (BARGMANN, 1954) que é uma adaptação do método
de (IWASAWA, 1949).

1. Seja δ̂ um expoente local canônico de G e H o grupo local construído a partir do mesmo por
(2.2.53). Usaremos um teorema exposto e provado em (PONTRYAGIN; LEHMER, 1946) 3.
Este teorema assegura que para um grupo infinitesimal R arbitrário existe um segundo grupo
G que é isomorfo ao mesmo. Então existe um grupo conexo e simplesmente conexo H1 que é
localmente isomorfo a H em alguma vizinhança M ∈ H . Os elementos de H1 serão denotados
por r̄ e, devido ao isomorfismo, em M tais elementos podem ser identificados pelos elementos
de H . Dizemos que H forma uma parte de H1.
Fazendo a ilustração já mencionada referente a folha de papel, neste presente momento existem
duas folhas. Uma (f1) correspondente ao grupo H e outra (f2) correspondente a H1. Porém,

3 Teorema 84, pp 278-279.
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existe uma aplicação que associa pontos de uma folha com a outra (φ : f1 → f2) e em uma
pequena seção da folha f1 ela se assemelha a f2. Nesta seção os elementos de H1 podem
ser identificados pelos elementos de H e então a percepção de que H forma parte de H1 está
estabelecida.

2. Como mencionado durante a prova da Proposição 4, H possui um subgrupo central a um
parâmetro T com elementos {θ, e} tal que o grupo quociente H/T é localmente isomorfo a G
(Lema 2). Podemos definir o homomorfismo g : H → G por:

g(r̄) = g(θ, r) = r, (4.3.1)

com r̄ ∈ M e r ∈ G. Há outro teorema exposto e provado em (PONTRYAGIN; LEHMER,
1946)4 que assegura a possibilidade de extensão de um subgrupo normal local de G para um
subgrupo normal por todo o grupo, desde que G seja conexo e simplesmente conexo. Com
este teorema pretendemos estender o subgrupo local T para um subgrupo local T1 de H1 que é
também conexo e simplesmente conexo. Para isso é necessário verificar se T é subgrupo normal
de H , sendo um subgrupo normal (PONTRYAGIN; LEHMER, 1946) aquele em que para todo
elemento h ∈ H e t ∈ T tem-se tH = Ht. Seja {θ, r} ∈ H e {θ′, e} ∈ T , então

tH = {θ′, e} ◦ {θ, r} = {θ + θ′ + δ(e, r), er}. (4.3.2)

Façamos θ1 = θ + θ′ e utilizando (2.2.24) temos

tH = {θ1, r} ∈ H. (4.3.3)

Para Ht
Ht = {θ, r} ◦ {θ′, e} = {θ + θ′ + δ(r, e), re} (4.3.4)

e novamente por (2.2.24) e θ1 = θ + θ′

Ht = {θ1, r} ∈ H ∴ tH = Ht. (4.3.5)

Logo, T é um grupo normal de H e a extensão é permitida. Os elementos de T1 são da forma
t̄(θ)(−∞ < θ <∞) em que t̄(θ) é uma função analítica de θ. Além disso,

t̄(θ)t̄(θ′) = t̄(θ + θ′) (4.3.6)

e t̄(θ) ̸= t̄(θ′) se θ ̸= θ′. O isomorfismo local do grupo quociente H/T com G se estende para
um isomorfismo entre H1/T1 e G, então o mapeamento definido por (4.3.1) se estende para o
mapeamento homomorfo g1 : H1 → G:

g1(r̄) = r, (4.3.7)
4 Teorema 85, pp 279.
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com r̄ ∈ H1 e r ∈ G. A vizinhança M, onde H e H1 são isomorfos pode ser escolhida de modo
que g1(r̄) = g(r̄) em M. A igualdade g1(r̄) = g1(r̄

′) implica r̄′ = t̄(θ)r̄ = r̄t̄(θ) com um θ

unicamente determinado, já que T1 é subgrupo normal de H1.
Agora assumindo M uma vizinhança esférica limitada por κ (|r̄| < κ), denote uma vizinhança
esférica |r| < κ, agora em G, por V . Definimos um mapeamento h̄ : V → M como:

h̄(r) = {0, r}, (4.3.8)

com r ∈ V . Note que
g(h̄(r)) = g({0, r}) = r, (4.3.9)

uma vez que g : H → G e h̄ : V → M. O mapeamento definido por (4.3.8) leva o elemento de
uma vizinhança de G para uma de H e o mapeamento de (4.3.1), por sua vez, realiza o caminho
inverso.

3. Os conjuntos de produtos rs sendo s ∈ V serão denotados por rV . Estes conjuntos abertos
cobrem o grupo G por inteiro. Sendo assim podemos escolher uma sequência rk tal que rkV
cubra G com k = 0, 1, 2 · · · . Perceba que podemos assumir o elemento r0 da sequência como
a identidade e e, portanto construir uma união dos conjuntos abertos onde o termo rk+1 não é
contabilizado,

Uk = r0V
⋃

r1V
⋃

· · ·
⋃

rkV . (4.3.10)

Seja Lk um conjunto não vazio contido em V , façamos L0 = V e rkLk = Uk −Uk−1 com k ≥ 1.
Devido esta última condição os conjuntos rkLk(k = 0, 1, 2 · · · ) são disjuntos, e assim como rV
cobrem G.
Agora vamos selecionar a sequência r̄k(k = 0, 1, 2 · · · ) em H1 de forma que r̄0 = ē e g1(r̄k) =
rk. Definindo um mapeamento h̄1deG→ H1 como: se r ∈ rkLk,

h̄1(r) = r̄kh̄(rk
−1r) = r̄kh̄(r

′), (4.3.11)

com r′ ∈ Lk ⊂ V , note que h̄1 leva elementos do grupo G nos elementos dos conjuntos que o
recobrem. Note também que se r ∈ V , temos h̄1(r) = h̄(r) e então para todo r

g1(h̄1(r)) = g1(r̄kh̄(r
′)), (4.3.12)

ou ainda
g1(h̄1(r)) = g1(r̄k)g1(h̄(r

′)). (4.3.13)

A atuação g1(r̄k) é determinada por (4.3.7) e g1(h̄(r′)) = g1({0, r′}) também, então

g1(h̄1(r)) = rkr
′ = rk(rk

−1r) = r. (4.3.14)
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Realizando o mesmo processo, vejamos g1(h̄1(r)h̄1(s)):

g1(h̄1(r)h̄1(s)) = g1(h̄1(r))g1(h̄1(s)), (4.3.15)

g1(h̄1(r)h̄1(s)) = g1(r̄k)g1(h̄(r
′))g1(s̄k)g1(h̄(s

′)), (4.3.16)

g1(h̄1(r)h̄1(s)) = rs, (4.3.17)

e agora g1(h̄1(rs))
g1(h̄1(rs)) = g1(r̄ks̄k)g1(h̄(r

′s′)) = rs, (4.3.18)

portanto g1(h̄1(r)h̄1(s)) = g1(h̄1(rs)). Como a igualdade entre g1(r̄′) e g1(r̄) implica r̄′ = t̄(θ)r̄,
temos

h̄1(r)h̄1(s) = t̄(θr,s)h̄1(rs). (4.3.19)

Note, entretanto, que a aplicação h1 definida por (4.3.8) seleciona apenas os elementos com
θ = 0, pelo produto definido em (2.2.53) temos θrs = 0 + 0 + δ1(r, s) com r, s ∈ G e então

h̄1(r)h̄1(s) = t̄(δ1(r, s))h̄1(rs), (4.3.20)

onde a função δ1(r, s) é real e unicamente definida para todos r, s ∈ G com as seguintes
propriedades:

(i) δ1(r, s) = δ̂(r, s), (4.3.21)

onde r, s ∈ V1 sendo V1 uma vizinhança fixa de G escolhida de tal maneira que V2
1 ⊂ V .

(ii) δ1(e, e) = 0, (4.3.22)

esta propriedade decorre de (4.3.21), uma vez que δ̂(r, s) se comporta de tal maneira.

(iii) δ1(r, s) + δ1(rs, t) = δ1(s, t) + δ1(r, st), (4.3.23)

com r, s, t ∈ G. Portanto, δ1 satisfaz as relações de definição para um expoente de G.

4. Agora façamos uma substituição de δ1 por δ′′1 , este diferenciável, para verificar se a extensão de
fato pode ser escolhida como diferenciável. O expoente δ′′1 é definido por:

δ′1(r, s) = δ1(r, s) + ∆r,s(x), (r, s ∈ V1)

x(r) = −
∫
G

δ1(r, t)ν(t)dt, (r ∈ V2
1 )

(4.3.24)

δ′′1(r, s) = δ′1(r, s) + ∆r,s(x
′), (r, s ∈ V2)

x′(r) = −
∫
G

δ′1(u, r)ν
∗(u)d∗u, (r ∈ V2

2 )
(4.3.25)
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exatamente de acordo com as propriedades definidas para o Lema 5. Então, por (4.2.15), temos

δ′′1(r, s) = δ1(r, s) + ∆r,s(x
′′), (4.3.26)

recaindo nos mesmos argumentos utilizados para a prova deste Lema citado. Note que δ′′1 da
forma (4.3.26) cumpre as propriedades (4.3.22) e (4.3.23), sendo então um expoente diferenciável
definido em todo o grupo. Além disso, para uma vizinhança suficientemente pequena V ′, a
equação (4.3.21) nos leva a

δ′′1(r, s) = δ̂(r, s) + ∆r,s(x
′′). (4.3.27)

5. Para finalizar a prova, seja δ um expoente local de G e δ̂ um expoente local canônico equivalente
a δ, então na vizinhança V ′ temos

δ̂ = δ +∆(x̂) (4.3.28)

e pelo Lema 5, a função x̂ é diferenciável se δ for. Agora vamos construir uma função similar a
função ϕ(r) em (4.2.1). Comecemos assumindo V ′ uma vizinhança esférica |r| < κ′, e definindo
outras duas vizinhanças V ′

1(|r| < κ′1) e V ′
2(|r| < κ′2) onde κ′1 < κ′2 < κ′. Seja ψ(r) uma função

com as seguintes propriedades:

• ψ(r) é diferenciável em todo o grupo G;

• ψ(r) = 1 se r ∈ V ′
1;

• ψ(r) = 0 se r está fora de V ′
2.

De (4.3.26) podemos escrever o expoente responsável pela extensão, agora δ0, por

δ0(r, s) = δ′′1(r, s)−∆r,s(x0), (4.3.29)

e

x0(r) =

{
ψ(r)(x̂(r) + x′′(r), r ∈ V ′

0, r ̸∈ V ′.
(4.3.30)

Note que x0 é sempre contínua, uma vez que depende diretamente de ψ(r). Além disso,
é diferenciável em todo o grupo se δ, e então x̂, for diferenciável em V ′. A reunião das
relações (4.3.21), (4.3.22), (4.2.23) e a definição de ψ(r) levam a δ0 = δ em uma vizinhança
suficientemente pequena. Esta igualdade se estabelece, pois em tal vizinhança δ′′1 é dado em
função de δ̂. O expoente δ0 é definido em todo o grupo, isto é, uma extensão de um expoente
local δ e ainda é diferenciável se δ for.

Este teorema finaliza o trabalho com a teoria sobre os grupos de Lie e também a deixa pronta para ser
aplicada em grupos de interesse na teoria quântica. O trabalho de (BARGMANN, 1954) possui uma
seção com exemplos de diversos grupos relevantes.

A construção vista aqui é sútil e caminha a pequenos passos, mas veja que partindo de uma fase
local amplamente trabalhada nos capítulos anteriores a teoria evoluiu ao ponto de termos a extensão
de uma fase para grupos que estão diretamente relacionados a transformações de interesse em física.
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Além disso, mesmo que não tenha sido mencionado, o pontapé inicial de todo estudo foi apenas a
necessidade de que a probabilidade de transição entre dois estados fosse conservada, isto é, a exigência
básica da natureza de que a física permaneça imutável sob certas transformações de referenciais.



66

5 CONCLUSÃO

A partir de um trabalho brilhante de Eugene Wigner (WIGNER, 1939) no âmbito das representações
do grupo de Poincarè, Valentine Bargmann publica um trabalho fundamentando a teoria matemática
utilizada. Este Trabalho de Graduação teve como objetivo realizar os passos dados por Bargmann com
a máxima descrição possível dentro dos limites dos conceitos já vistos.

Na introdução é apresentada a motivação para análise do problema, uma relação demonstrada em
(WIGNER, 1939) a qual abre uma porta para esta teoria. A construção tem início no estabelecimento da
correspondência entre objetos matemáticos e estados quânticos, que dá origem a uma nova percepção
das operações em Mecânica Quântica. Apesar do trabalho possuir um objetivo de generalizar resulta-
dos, os primeiros passos são dados localmente com poucas definições, culminando no fundamental
teorema demonstrado por Wigner (Teorema 1), este, como mencionado, permitindo que a atuação dos
operadores seja feita sem problemas de descontinuidade localmente. A definição das fases ω(r, s) e
δ(r, s) nos fornece ferramental necessário para o Teorema 2, acerca de representações de grupos de
dimensão finita e a combinação dos Teoremas 1 e 2 dão cabo de parte importante do ferramental de
Mecânica Quântica utilizada frequentemente em cursos de graduação, porém localmente.

De posse de variados resultados locais, recorremos a um minucioso teorema de (PONTRYAGIN;
LEHMER, 1946) para verificar a possibilidade de extensões dos resultados locais para globais em
grupos conexos e simplesmente conexos. Este teorema nos permite estender as representações locais,
os expoentes locais e até mesmo os importantíssimos representativos que cumprem o teorema de
Wigner, promovendo assim a teoria, até então local, ao funcionamento global para tais grupos.

Com os resultados iniciais válidos por todo o grupo, um último passo foi reavaliar a teoria sob a ótica
dos grupos de Lie em busca de relações de ampla relevância para tratamento de estruturas algébricas,
tão importantes em física. Este estudo utiliza métodos extremamente detalhados, carregados de rigor,
mas com uma beleza quase que fundamental, dentre eles as funções construídas por (IWASAWA,
1949). Utilizando conceitos introduzidos nas seções anteriores, os colchetes de Lie para o grupo local
definem uma forma bilinear antissimétrica, esta em correspondência direta com os expoentes locais do
grupo. O Teorema 8 é a concatenação de todos os resultados obtidos através dos lemas mencionados e
provados ao longo da seção.

Por fim, foi realizada a extensão dos expoentes locais do grupo de Lie através de um processo
análogo à construção de Iwasawa, porém com alguns truques adicionais. Após a prova deste último
teorema, a teoria de representações projetivas possui ferramental suficiente para aplicação em grupos
úteis em teoria quântica, permitindo a análise de fases quando estas não são facilmente removidas
como mostrado no Teorema 2.

O trabalho é árduo e necessita muitas vezes de ferramental pouco visto usualmente em física, porém
após certa abstração, perceber que a conexão entre a natureza e uma linguagem tão potente como a
matemática nos leva a resultados tão minuciosos soa como um prêmio pela dedicação.
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