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RESUMO

Este trabalho de graduagdo tem como enfoque investigar detalhadamente a Teoria de Representacoes
Projetivas a partir dos passos dados por Valentine Bargmann em 1954. Este, influenciado por Eugene
Wigner e seu trabalho acerca das representagcdes do grupo de Poincare, € responsdvel por influenciar
fisicos de sua época até os dias de hoje. Apesar de ser um trabalho com rigor matematico, possui suas
raizes vinculadas a teoria quantica, uma vez que a motivagao inicial do desenvolvimento da teoria vem
de uma exigéncia de simetria em Mecanica Quantica. Navegando desde os conceitos basicos até as
generalizagdes detalhadas dos resultados obtidos, o atual trabalho tem como objetivo ser um material

para estudantes interessados na drea.

PALAVRAS-CHAVE: Fisica de particulas; Teoria Quantica de Campos; Mecanica Quantica; Teoria
de Grupos.



ABSTRACT

This work focuses on investigating in detail the Theory of Projective Representations from the initial
steps taken by Valentine Bargmann in 1954. This, influenced by Eugene Wigner and his work on the
representations of the Poincare group, is responsible for influencing physicists from his time to the
nowadays. Despite being a work with mathematical rigor, it has its roots linked to quantum theory,
since the initial motivation for the development of the theory comes from a requirement of symmetry
in Quantum Mechanics. Navigating from the basic concepts to the detailed generalizations of the

results obtained, the current work aims to be a material for students interested in the field.

KEYWORDS: Particle physics; Quantum Field Theory; Quantum Mechanics; Group Theory.
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1 INTRODUCAO

A descri¢do de estados fisicos por vetores complexos se torna necessdria a partir do experimento
realizado por Otto Stern e Walther Gerlach (SAKURAL [1994), em 1922, para dar cabo de todos
estados possiveis. A partir deste momento o espacgo vetorial que contém os objetos matematicos
da teoria quantica é um espaco de Hilbert .77, complexo e de dimensdo definida pela natureza do
fendmeno que estd sendo estudado. Sejam ¢ e ¢ dois vetores de estado, a probabilidade de transicao

do estado v para o estado ¢ é dada por:

P=|(v,9)]. (1)

Entretanto percebemos que para um outro estado ¢’ = a), onde o € um nimero complexo unimodular,
vemos que este valor permanece inalterado. Isto €, estados quanticos sdo invariantes pela multiplicagdao
por fases complexas. L.ogo, a correspondéncia entre estados e vetores ndo € um a um. Para dar cabo da
correspondéncia é necessdria a introdugao do conceito de raios vetoriais, uma classe de equivaléncia
de vetores de estado ¥ = {«a)y }, sendo v uma fase complexa unimodular e )y um vetor unitério fixo
em 7. A correspondéncia entre raios vetoriais e estados quanticos, por sua vez, ¢ um a um.

Uma transformacgao de simetria, no grau que nos interessa ao trabalho (WEINBERG, [1995)), é
aquela cuja realizag¢do nao interfere nos resultados dos experimentos, ou seja, ndo altera a probabilidade
de transi¢@o. Sejam O e O’ dois observadores conectados por uma transformagdo de simetria, se o
observador O realiza o experimento e observa o sistema em um estado dado por ¥, o observador O’

observa 0 mesmo sistema em um estado W', tal que
P(¥ = 1,) = P(¥' — 1), ()

isto €, a probabilidade de um sistema inicialmente representado por um estado W ser encontrado
em um de seus n autoestados deve permanecer inalterada para ambos os referenciais. Em outras
palavras, a fisica deve permanecer a mesma independentemente do referencial adotado. Em um de
seus trabalhos, E. P. Wigner no ano de 193 lﬂ provou um teorema importantissimo responsavel por
relacionar transformacgdes de simetria a operadores U em um espago de HilberlE[, sendo estes unitdrios
e lineares ou antiunitdrios e antilineares.

Seja 17 uma transformagao de simetria que leva o raio vetorial ¥ a W’ e T5 outra que leva o raio ¥’
a W’ o resultado de se realizar ambas transformacdes € 757} . Entretanto, os operadores relacionados
a essas transformagdes ndo atuam diretamente sobre raios e sim sobre vetores. A atuacgdo de U(77)
(operador unitario relacionado a transformacao de simetria 77) em um vetor v,, € W,, deve levar a um
vetor U(11)y, € W/, e, claramente, a atuagdo de U(7T3) deve levar a um vetor U(T5)U(T7)v, € W7.
Como inicialmente mencionado, vetores que diferem entre si por uma fase complexa unimodular

pertencem ao mesmo raio e note que além de 75 a transformacgdo 757} leva ao mesmo raio. Desta

(WIGNER,|1931).
2 A prova deste teorema pode ser encontrada em (WIGNER| 1931), (WEINBERG] 1995), (SILVA; ROCHA||2021).
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forma U (13, T1)v,, também pertence ao raio ¥”, portanto
U(T2>U<T1)¢n - WTL<T27 TI)U(T27 Tl)wn (3)

Estes vetores diferem entre si somente pela fase w(73,77), a qual terd seu estudo detalhado desde sua
defini¢do a sua manipulacdo no presente trabalho. Além disso, a linearidade de U nos diz que a fase é
independente dos estados 1,,, sejam ), e 1, estados linearmente independentes e apliquemos (3) em
Vab = Yo + Vi

U(T2)U(T1)(tha + ) = wap(T2, T1)U(T2, T1) (Yha + 1),

ao realizar a distributiva no lado esquerdo, temos
U(T2)U(T1)ba + U(T2)U(Ty)thy = wap(T2, T1)U (T2, T1) (Y0 + s),

logo
woU (T2, T1)q + woU (T, T )by = waep (T, T1)U (1o, T4 ) (0 + ). 4)

Todo operador unitdrio ou antiunitdrio possui inversa, ou seu adjunto, também unitario e antiunitdrio.
Ao multiplicar (4) por U~ (T}, T,) a esquerda, obtém-se

Wab(To, T1) (Vo + ) = wa (T2, Th) e + wi(Ta, T1)1s.

Como v, e ¥, sdo linearmente independentes, a igualdade s6 € vélida se
wab(T2, T1) = wo(To, Th) = wy (T3, T1). ()

Entdo, a fase em (3) é independente do vetor de estado e, portanto, tal equacao pode ser reescrita como
uma relagcdo de operadores:
U(TQ)U(Tl) :OJ<T2,T1)U(T2,T1> (6)

Esta relagcdo define o que chamamos de uma representacio do grupo de transformacdes de simetria a
menos de uma constante, ou representacdo projetiva. Para os casos em que esta fase € equivalente a 1
(sera demonstrado no Capitulo 2), temos uma representacido genuina.

O trabalho tem como motivacdo a relagdo[6] A partir da mesma temos o desenvolvimento da Teoria
de Representacdes Projetivas, dando inicio a fundamentacdo da mesma com algumas consideragdes
necessdrias (Capitulo 1), passando pelas definicdes desta fase e de uma util substitui¢do com verificagdao
para uma caso em que € equivalente a 1 (Capitulo 2), obtendo quando possivel a extensao dos resultados
locais (Capitulo 3) e finalizando com o estudo da teoria sob a 6tica dos grupos de Lie, estes de extrema
importancia fisica, culminando em um teorema central de (BARGMANN, 1954) que concatena todo o

estudo destes grupos (Capitulos 4).
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2 FUNDAMENTOS DA TEORIA

2.1 RAIOS VETORIAIS E OPERATORIAIS

2.1.1 Conceitos Introdutorios

No ano de 1939, Wigner publica um importante trabalho (WIGNER, |1939), desta vez referente
a representacdes do grupo de Poincare. Neste trabalho, nas paginas iniciais, Wigner diz que alguns
conceitos como operadores infinitesimais € um conjunto de fun¢des ao qual esses operadores podem
ser aplicados ndo serdo assumidos como verdade, como foi feito por Majorana e Dirac em trabalhos
anteriores. O trabalho de Wigner, por suas proprias palavras, possui mais rigor matematico.

O trabalho de (BARGMANN, 1954), subsequente a esta publicagcdo, tem como objetivo fundamen-
tar a teoria utilizada por Wigner em 1939 e carrega o ideal explicitado pelo mesmo, possuindo um
certo rigor matematico acima do habitual para fisica. Este fato nos leva a um estudo envolvendo muito
mais conceitos e abstragdes do ponto de vista de teoria de Grupos Topoldgicos e dlgebra abstrata.

Para dar inicio aos estudos, esta secdo tem um objetivo introdutdrio aos conceitos mateméticos, em
conjunto com o trabalho de (BARGMANN, |1954)) uma vez que o mesmo foi a referéncia principal do
trabalho.

Um estado fisico em Mecanica Quantica € descrito por um vetor de estado em um espaco de Hilbert
2. O produto interno neste espago € linear na segunda entrada e antilinear na primeira, entdo para
dois vetores ¥, p € H°

(¥, A9) = A¥, 9),

(2.1.1)
(A, ¢) = A" (¥, 9),

onde )\ € um ndmero complexo arbitrario e A* seu complexo conjugado. A norma de um vetor v é

dada por |[1]| = (,1)2. Para dois vetores unitdrios |[¢|| = ||¢|| = 1 temos
[V = 0ll* = (0 =) (¥ — d) =" = ") — §"Y + ¢"d = [ — "¢ — "¢ + 9],
ou ainda

10— @|]P =2~ ¢ — ¢"v = 2[1 — Re(¢, ¢)],

que resulta em

[ — | = 2[1 — Re(¢), ¢)] < 21 — (¢, ¢)], (2.1.2)

onde IRe representa a parte real do produto interno. Com essas no¢des, o proximo passo € dar inicio ao

estudo dos raios vetoriais.

2.1.2 Raios Vetoriais e a Correspondéncia Um a Um

A fim de estabelecer a correspondéncia entre vetor de estado e estado fisico, busca-se um objeto

capaz de descrever um estado sem que a multiplicacdo por um escalar complexo unimodular o altere.
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Sejam x, y e z elementos de um conjunto arbitrdrio A. Uma relagc@o de equivaléncia denotada por
(~) em A é uma relacdo que cumpre:
1. Reflexdo: x ~ z, um elemento € equivalente a ele mesmo;
2. Simetria: se, x ~ y entdo y ~ x;
3. Transitividade: se x ~ yey ~ z, entdo x ~ z.

Uma classe de equivaléncia de um elemento r € A é:
r={reAlr~uzx}, (2.1.3)

em outras palavras, € o conjunto de todos os elementos que se relacionam a 7 por ~.

Proposicao 1. Podemos construir uma relacdo de equivaléncia em €, tal que 1, ' € F sdo ditos

equivalentes se:

=y, (2.1.4)
onde o é uma fase complexa unimodular.

Prova: Para conferir a propriedade de reflexdo, temos que
Y =ope A (2.1.5)

Para a propriedade de simetria, escrevendo ¢/ = 81 com 3 = * temos ¢’ ~ ¢ e por (2.1.4) 1) ~ 1.
Por fim, para a propriedade de transitividade, seja ¢/’ = y¢” onde v € ,~v € Ce |y| = 1, entdo

= o) = ay)”. (2.1.6)

Fazendo ¢ = ay temos
v =&Y, (2.1.7)
ou seja, se Y ~ Y e ) ~ ), entdo ¢ ~ 1" e arelagdo (2.1.4) é uma relacdo de equivaléncia em
I N

De acordo com (SCHAAF, 2017), o verdadeiro espaco de um estado quantico é formado pelas
classes de equivaléncia do Espago de Hilbert sem a origem sob a relagdo (2.1.4). Este espago ¢ chamado
de Espaco Projetivo de Hilbert P (.77°) := (s \ {0})/ ~. A classe de equivaléncia [¢)] € P(.7) de
vetores ndo nulos (a isto se deve a necessidade do espago ndo conter {0}) ¢ € 7 é chamada de raio
vetorial 1. A notacdo utilizada para raios serd ¥ em vez de [¢/]. Finalmente a correspondéncia um a

um ¢ estabelecida, cada raio vetorial corresponde a um tnico estado quantico.
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2.1.3 Distancias e Raios Operatoriais

Podemos agora dar inicio a fundamentagdo de conceitos acerca dos raios vetoriais. Sejam W e @

dois raios, o produto interno entre estes objetos €

onde 1) e ¢ s@o representativos (elementos da classe de equivaléncia) de ¥ e ®, respectivamente. A
equacdo (2.1.8) nos permite concluir que o produto interno é ¥ - & = 1 se, e somente se, {) = ¢. Uma
vez que, os vetores sdo normalizados.

A distincia entre dois raios d(¥, ®) é dada pela menor norma ||¢) — ¢||. Entdo fagamos ¢ = at)y

e ¢ =T1dyem 2.1.2) com |a| = |7| = 1:
[l = ¢l* = 2{1 = Re[a"7 (¢, 6o)]}- (2.1.9)

Podemos escrever (1, ¢o) = |A||(¢o, ¢o)| onde A € C e |A| = 1. Vejamos antes que

| (40, @o)| = ler]|7]| (400, P0)]

e como |a| = |af*,

| (Y0, @0)| = ||| 7[| (40, do)| = | T (20, 0)| = |[(atho, To)| = ¥ - P. (2.1.10)

Entao
[ = ¢|]> = 2{1 — Re(a’TA\) ¥ - ®}. (2.1.11)

A norma atinge seu valor minimo quando Re(a*T\) = 1, portanto
AW, ®) = [2(1 — T - B)]e. (2.1.12)

Nota-se que a distancia entre dois raios sé € nula se os mesmos coincidirem. A no¢ao de distincia
nos € de extrema importancia para o conceito de continuidade forte para representacdes de raio que
veremos nas proximas secgoes.

Vejamos o seguinte lema:

Lema 1. O produto escalar W - ® é continuo em ambos fatores com respeito a métrica d(¥, ®), isto

é, tal distancia possui um limite superior.

Prova: Sejam quatro raios Wy, Wy, ®; ¢ ®, pertencentes a .77, entdo:
|‘I’1 . q)]_ - \Ilg . q)g‘ - ’\Il]_ . q)]_ - \II]_ . q)z + lIll . @2 - \112 . ¢2|, (2113)

ou ainda

Wy - Py — Wy - Do| < |(Y1,01) — (U1, P2)| + [(U1, 2) — (2, B2)].
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Note-se que, via desigualdade triangular

(Y1, 01) = (Y1, G2)| + (Y1, d2) = (P2, d2)| < (Y1, d)| = [(¥2, G2)| = [l1 — Dall + [[1 — ¢,

que nos leva a
Wy - @y — Wy - By| < d(Py, Pa) + d(Pq, Pa). (2.1.14)

Ainda no ambito dos raios, podemos construir raios operatoriais. Um raio operatorial U € o
conjunto de todos os operadores 7Uj, onde 7 € uma fase complexa unimodular e U € um operador
unitdrio fixo. Dessa maneira fica claro que o produto entre dois raios operatoriais UV €, assim como
antes, o conjunto que consiste em todos os produtos UV onde U e V' sdo representativos dos raios
operatoriais U e V, respectivamente. Além disso o raio identidade € constituido do operador unitario 1.
O raio inverso de U, U~1, ¢ o conjunto de operadores U !, onde claramente U~'U = 1. Uma dltima
nocdo necessdria € a de que um raio vetorial UW € o conjunto de todos os vetores U1) compostos pelos

operadores que compdem o raio operatorial U atuando nos vetores que compdem o raio vetorial W.

2.1.4 Representacoes de Raio e Selecao de Representativos

Antes de prosseguirmos com o desenvolvimento da teoria sdo necessarios alguns passos de recuo
para introdu¢do de conceitos (BARATA| 2023) que permeiam os avancos. Seja G um conjunto de
elementos {r, s,t,--- } e o : G X G — G uma operacdo bindria definida sobre G. O par (G, ¢) é dito

um grupo se cumprir as seguintes condi¢des:
1. Associatividade. Para quaisquer 7, s,t € G, (ros)ot =710 (sot);

2. Elemento neutro. Existir um tnico elemento e € (¢, chamado elemento neutro, tal que e ¢ r =

r o e = r, para qualquer r € G;

3. Elemento simétrico. Para todo r € (G existe um tnico elemento r—! € G, tal que, r o r~! =

r~t o r = e. Este elemento é denominado simétrico de r ou inverso de 7.

Com o conceito de grupo bem estabelecido, podemos avancar para as representagdes de grupo
(BARATA| 2023)). Uma representacio de um grupo G em um espago vetorial V é uma aplicag¢do que
a cada elemento de GG associa um operador linear inversivel I : V — V que cumpra as seguintes

propriedades:

para quaisquer 7, s € G.
Uma representag@o de grupo pode ainda ser entendida como um mapeamento ¢ : G — G L(V), tal
que:
p(ros) =p(r)*p(s), (2.1.15)
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ou seja, um homomorfismo entre G ¢ o Grupo Linear Geral G L(V) formado pelas matrizes inversiveis
com a operagdo de matrizes usual *.
Agora serd introduzido o conceito de representacdes de raio, sobre o qual nos dedicaremos ao

estudo com denodo. Uma representacio de raio de um grupo G (BARGMANN, |1954) com elementos

r, s, € o elemento neutro e, € um mapeament(ﬂ r — U, do grupo em raios operatoriais unitrios,
tal que
U, Us = Uy, (2.1.16)
comr, s € GG. Temos ainda que:
U =1 (2.1.17)
e
Ul= (U, (2.1.18)

Usualmente a continuidade de uma funcao € definida a partir do conceito de limites, a partir deste
momento, passamos a definir continuidade com a utilizagdo do conceito de distancia estabelecido e
explorado na subsecao este mais elementar. A continuidade definida desta maneira é chamada
de forte continuidade. Uma representagao de raio do grupo G € dita continua se a condi¢do a seguir for
satisfeita:

Para um elemento qualquer v € G um raio qualquer V¥ e um € > 0, existe uma vizinhang Vder
em G tal que d(UsW, U, W) < ecses e V.

Como ja mencionado, Wigner em seu trabalho de 1939 deixa claro que possui o objetivo de de-
monstrar alguns conceitos que eram assumidos como verdade. Agora serd provado um importantissimo
e belo teorema referente a possibilidade de selecionar conjuntos de operadores com continuidade forte
para um grupo G. Este teorema foi provado por Wigner em (WIGNER| 1939). Esta prova seguira os
passos de (BARGMANN] 1954) e também de (SILVA; ROCHA| 2021J).

Teorema 1. Dada um representacdo de raio continua, para todo elemento r de uma vizinhanga V),
do elemento e de G, escolhida de forma adequada, pode ser escolhido um conjunto continuo de

representativos U, € U,.

Ou seja, para qualquer vetor v, qualquer r € V), e qualquer € > 0 existe uma vizinhanca ' de r tal
que ||Usp — U,9|| < e se s € V. Um conjunto de representativos que cumpre este teorema é chamado
de conjunto de representativos admissiveis. A vizinhanca V) € uma vizinhanga esférica com o objetivo
de limitar o representativo g,..

Prova: Sejam W um raio fixo e pertencente a .7 e ¢ um representativo de W. Definimos
gr = ¥ - U, ¥. Como mostrado no Lema 1 o produto escalar € continuo e assim a fun¢do g, também o
€. Podemos escolher para um « fixo e positivo (0 < o < 1) uma vizinhanga V), do elemento unitdrio e
de G tal que a < g, < 1 para todo r € V. Uma estratégia para a prova € selecionar um representativo
determinado U, € U,, tal que

g =V -U, W = (¢, U,0). (2.1.19)

' Seguindo as definicdes de (BARGMANN, 1954) lidaremos com grupos topolégicos continuos sem explicitar isso.

Ainda, todo homomorfismo (ou isomorfismo) de um grupo em outro serd assumido continuo.

2 Sex € X, uma vizinhanga V de & é um conjunto V C X que contém z € um conjunto aberto de .
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Vamos definir algumas quantidades tteis para o desenvolvimento da prova:

drs(¥) = d(U, ¥, Us W), (2.1.20)
0_T7S(w) = (UMZJ, US¢)7 (2121)
Zys() = Usth — 0, s(¥) U, (2.1.22)

onde 7, s sdo elementos de Vy e ) € W,
Note que Z, ;(1) € ortogonal a U,.1):

(U, Z, (V) = (U, Us) — 04 5(0) (U, Upah), (2.1.23)

o primeiro termo € o, (1), a unitariedade de U, e de 1) nos leva a

(U, Urtp) = (4,9) = |[]* =1, (2.1.24)
entdo (2.1.23) se torna apenas

(Urwa Zr,5<¢)) = Ur,s(¢) - 0-7=75<¢) =0. (2.1.25)

A fim de obter outras relagdes envolvendo o produto interno, vejamos o que ocorre com || Z,. 4(¢)][?:

||Z7‘,S(77Z))||2 = (Usqu) - UT,S(¢)UT¢7 Usw - OT,S(¢>UT¢)7 (2126)

HZr,s(w)‘P = (Us¢a Us¢) - (Uﬂ% Ur,s(¢)Urw> - (Ur,s(w)Urwa Uﬂﬂ - O'T,S<1/})Urw)' (2127)

O produto (U1, Usp) se comporta como (U1, U,1p) em (2.1.24), uma vez que U, também é unitério.
Reescrevendo o ultimo termo do lado direito como (o, (1)U, 4, Z,. 5), temos

1Z,s ()P = 1 = 00,5 (W)Ut Upth) — (00,5 () Urh, Z1s(4)), (2.1.28)

porém Z, ; € ortogonal a U, entdo
1 Zrs(D)? =1 = 05 (Ust), Up)). (2.1.29)
Veja da defini¢do de o, = (U9, Usth) em que é possivel obter o7 . = (U, U,1)), assim
1Zr a1 =1 = |ons(@)[. (2.1.30)

Da expressio (2.1.12) obtém-se uma importante relagdo entre o produto interno e a distancia entre dois

raios. Dando inicio ao processo, elevando ambos os lados ao quadrado e isolando o termo ¥ - &

d*(W, D)

5 +1=-"v- o, (2.1.31)
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multiplicando por (—1) e elevando novamente ao quadrado

4 (T, )

1—d*(¥,®)+ 1

— (V. ), (2.1.32)

Rearranjando e multiplicando novamente por (—1), tem-se por fim
1
1— (P -®)?=d° (1 - 1d2> < d* (2.1.33)

onde d = d(¥, ®). De volta a (2.1.30) note que |o,4(¥)|? = |(U, Usp)|? = (U, ¥ - UgW)? por

(2.1.8), ou seja
1 Zs(D))? =1 = |o,.s(¥)]* < d(U, ¥, UW). (2.1.34)

Utilizando (2.1.20) conclui-se que
1Zrs @I < &7, (). (2.1.35)

Com o intuito de encontrar relacdes envolvendo Uy serd feita a mudanga de v por ¢ e o cdlculo de

(¢, Zr5(9))
(0, Zys(0)) = (¢, Usp — 0,.5(0)U,0), (2.1.36)

ou seja

(6, Zr5(9)) = (8, Us) — 01,5(0) (9, Ur9). (2.1.37)

De acordo com (2.1.19) tem-se g; = (¢, Us¢) e g, = (¢, U,.¢), portanto

(¢, Zrs(0)) = gs — 0r.5(0) g1, (2.1.38)

de modo que

—01a(@) = g5 + (6, Zeal@®))]. (2.1.39)

r

Somando 1 a ambos os lados tem-se

1= 0,4(0) = ~gr — g + (6 Zrs(0)]. (2.1.40)

r

De (2.1.9) tem-se ainda que
19— oll* < 2[1 = (¥,9)]. (2.1.41)

Utilizando tal relagdo para o produto interno que vem sendo trabalhado temos que
1Us¢ = Usol* < 21 = (U9, Ust)| = 2|1 = 0,,5(0))| (2.1.42)

e desta forma (2.1.40) se torna

1
|Usp — U, gl < 2 g—[gr — g5+ (¢, Zr ()] |- (2.1.43)
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Finalmente temos uma relacdo envolvendo a distancia entre dois vetores. Para o progresso final em

busca de um limite superior note que g, > « € assim gi < é Logo (2.1.43) é

||Us¢ - UTQSHQ S ng‘ - gs‘ + ‘(QS, Zr,s(¢))u (2144)

SR

Vejamos o que ocorre com o médulo g, — gs| = |(¢, U,¢) — (¢, Us@)|. A desigualdade triangular

fornece

e a desigualdade de Schwarz, por sua vez, fornece

(0. Urd)|| = 1(e, Usd)| < Il U-el = Mlo[11Us4][- (2.1.46)
Como ¢ € unitério
|g7“ - gs| S ||Ur¢ - Us¢|| S dr,s(gb)' (2147)

Além disso, pela desigualdade de Schwarz |(¢, Z,.;(¢)| < ||#]|||Zr.s(4)|| € utilizando a unitariedade de
¢ e (2.1.35) temos |(¢, Z,.5(¢)| < d,s(¢). Entdo

106~ U6l < 2ldea6) + (9] (2148
4
|Usp — Upg||” < —dr.s(0). (2.1.49)

A relag@o (2.1.49), por si s6, ja estabelece a continuidade de U,.¢, pois para todo ¢ > 0 existe uma
vizinhanga V de r tal que 2d,,(¢) < e se s € V, ou seja, d,,(¢) tem um valor méximo limitado.
Porém, este procedimento € suficiente para provar que apenas U,¢ e qualquer vetor colinear ao
mesmo possui continuidade forte. Para abranger todo o espaco, Wigner deu o passo além ao provar a
continuidade forte para um vetor ortogonal a este.

Seja y = 272 (¢ + ¢), onde ¢ e ¢ sdo ortogonais e x € unitdrio. Veja entdo

(Ur ¢, Zrs(X)) = (Urd, Usx) — 04,5(x)(Ur 0, Uy X). (2.1.50)

Ao somar e subtrair (U, Ugx) em ambos os lados de (2.1.50) obtém-se

(Ur ¢, Zrs(X)) = (Urd, Usx) — 00,5 (x)(Ur 0, UpX) — (Ush, Usx) + (U, Usx). (2.1.51)

Os termos (U, ¢, Usx) e —(Usp, Usx) podem ser rearranjados de tal forma a

(Urd, Zy5(x)) = (Urp — Us, UsX) + (Us, UsX) — 0rs(x) (Ur @, Urx). (2.1.52)

Como Uj € unitério (Usp, Usx) = (¢, Us-1Usx) = (¢, x) = 272, € 0 MESMO OCOrre para (U, ¢, U, x),

portanto
1

1
(UT¢7 ZT,S(X)) = (UTgb - US¢7 USX) + ﬁ - EJT’S

(). (2.1.53)
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Escrevendo (U,¢ — Ugp, Usx) como —(Usp — U, ¢, Usx), (2.1.53) se torna
1
(Ur¢, Zrs(x)) + (Usp — U, Usx) = E(l — 0rs5X), (2.1.54)

1 - UT@(X) - ﬁ[(UTQS? ZT,S(X) + (Us¢ - Ur¢> UsX)} . (2155)

Assim como anteriormente, utilizando (2.1.4T))
[Usx = Ux|I? <211 = 0,5 (). (2.1.56)

Logo,
201 — 0,5 (X)| = 22 [|(Uph, Zos (X)) + |(Ustd — U, Usx)|], (2.1.57)

pela desigualdade de Schwarz |(U, ¢, Z, s(x)| < d,s(x) e |(Us¢p — U, Usx)| < ||Us¢p — U,¢||. Por

fim, a distancia obedece a seguinte relagdao
[Usx = UnxlP < 22 [drs(x) + U = U] (2.1.58)

A equacdo (2.1.58)) mostra que a continuidade de U, ¢, provada anteriormente, implica a continuidade
de U,x e também a continuidade de U,p. Para finalizar, se 1) € uma combinacdo linear de ¢ e ¢
(v = A + A29) € claro que U,.» é continuo. O

Perceba o quao importante este teorema €: operadores em Mecénica Quantica tem a exata fungao
de replicar a acdo humana de realizar uma medida em um experimento. Para que isso esteja de acordo
com a realidade nao podem haver descontinuidades na atuacdo de um objeto responsavel por esta
conexdo. Este teorema nos garante que é possivel encontrar operadores aos quais a atuacdo em vetores
de estado € continua, corroborando a utilizacdo de tais objetos como retrato da acdo de medir na
natureza. Porém, note que este conjunto de operadores € definido em uma vizinhanga da origem, ou
seja, até o momento isto € valido localmente. Mais adiante serd demonstrado que € possivel selecionar
tais representativos por todo um grupo em certas condi¢des, o que elimina de vez a possibilidade de
descontinuidade nas atuacdes dos operadores.

Além disso, para um dado conjunto de representativos U, admissiveis (isto €, que satisfaz o
Teorema 1) em uma vizinhanga V, do elemento unitdrio e de G, se ¢(r) é uma fase complexa

unimodular continua do elemento 7 na vizinhanga V), entdo podemos escrever
U; = o(r)U,. (2.1.59)

Esta relacdo também define um conjunto de representativos admissiveis em V. O inverso também ¢é
valido: uma equagao da forma (2.1.59) deve conter uma vizinhanca V; contida na intersec¢do entre a

vizinhanca ), onde o conjunto U, é definido, e a vizinhang¢a onde U, € definido V.
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2.2 FATORES E EXPOENTES LOCAIS

Como ja mencionado, uma representacao de raio ¢ o mapeamento dos elementos do grupo em raios

operatoriais do espaco de Hilbert tal que
U, U = Ur57 2.2.1)

porém, como discutindo na introdug¢do do trabalho, do ponto de vista dos representativos temos uma
outra relacao
U,Us = w(r, s)U,s, (2.2.2)

onde w(r, s) é uma fase complexa unimodular responsavel por estabelecer o pertencimento de U,.U,
e U,s ao mesmo raio. Esta fase é chamada de fator local e a mesma possui uma substituicdo muito
util que d4 origem ao expoente local. Tais elementos serdo amplamente estudados e trabalhados nesta
secdo com a finalidade de estabelecer todas as propriedades necessarias e ainda analisar um caso

particular no qual tal fase € equivalente a 1.

2.2.1 Fator Local

O fator local w(r, s) é uma fungdo complexa unimodular com as seguintes propriedades:

1. Se Vy € uma vizinhanca do elemento unitdrio de G e assumindo U, = 1, temos:

w(e,e) =1, (2.2.3)

2. Para trés elementos r, s e t pertencentes a vizinhanca V, adequadamente escolhida de modo

que contenha os produtos rs, st e rst, a lei de associatividade (U,U,)U, = U,.(UsUy) implica:
w(r, s)w(rs,t) = w(s, t)w(r, st). (2.2.4)

Demonstracao: Fazendo r — e e s — e em (2.2.1), e lancando mao da propriedade U, = 1,
temos
UU, = w(e,e)Us.

O produto do elemento neutro com ele mesmo continua sendo e, portanto
w(e,e) =1

e (2.2.3) é obtida.

Para a segunda propriedade, vejamos a lei de associatividade dos operadores
(UTUS)Ut = UT<USUt)J

recorrendo a (2.2.2)
w(r, $)U,sUy = w(s, t)U,Ug.
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Novamente utilizando a lei de associatividade
w(r, s)w(rs, t)Ups = w(s, t)w(r, st)U,q,
a aplicagdo de U,,, ' a direita leva, por fim, a
w(r, s)w(rs,t) = w(s,t)w(r, st).

Desta forma, ambas as propriedades estdo demonstradas.

Devido ao Teorema 1 podemos afirmar que um conjunto de representativos admissiveis € um conjunto

de operadores de continuidade forte. Vejamos a seguinte proposicao (SILVA; ROCHA, |2021)):

Proposicao 2. Para uma dada representagdo de raio, a continuidade forte de um conjunto de repre-

sentativos admissiveis implica a continuidade dos fatores locais.

Prova: Seja v € 7, comecemos com
[w(r', ") —w(r,s$)|Upgtp = w(r', s YUpgth — w(r, s)Upg. (2.2.5)

A fim de obter outro arranjo para a equacdo (2.2.5)), principalmente em seu lado direito, vamos somar e
subtrair U, Uy e U, Uz de ambos os lados, entdo

[w(r',s) = w(r, $)]Upyt) =

(2.2.6)
= w(rla SI)UT’S’¢ - W(Ta S)Ur’s’¢ + (UwUs)iﬁ - (UT’US)w + (UrUsW - (UTUS)w‘
Fazendo uso de (2.2.4))
lw(r’, Y —w(r, 8)|Upgth = 2.27)

= UT/U8/¢ - W(’f’, S)Ur’s/w + W(’f’, S)Ursw - UrUsw + Ur’Usw - Ur’Usw7
ou ainda
(w(r’,s") —w(r, $)|Upgtp = w(r,s)(Ups — Upg )t + U (Ug — U + (U — U )Ugth.  (2.2.8)

O interesse estd sobre a continuidade provada através da distancia entre dois objetos, para isso olhemos
para a norma de (2.2.§). A desigualdade triangular fornece

||[W(T,>SI) - OJ(’I“, S)]Ur’s’d]H S (2 5 9)
< Hw(h S)<Urs - Ur’s’)¢” + HUT/(US’ - USWH + HUS<UT’ - UT)¢H

Para simplificar o lado esquerdo temos, para um A complexo, (AU f, \U f)% =MW\ Uf,Uf )]% Como
AN = A2 A|(Uf,Uf)2 e U é unitdrio, resta |A|(f, U=*U f) = |A|. Desta forma o lado esquerdo de

(2.2.9) se torna
[|[w(r', s") — w(r, $)|Upst]| = lw(r', ") — w(r, s)|. (2.2.10)
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Como w(r, s) é unimodular por defini¢do e U, € unitdrio, podemos simplificar o lado direito de (2.2.9)
em dois passos (um para cada termo):

L |lw(r, ) (Urs — Ups )Y [:

llw(r, s)(Urs — Ups || = (w(r, s)Upsth — w(r, $)Upgth,w(r, s)Upstp — w(r, s)UT/S/zD)% (2.2.11)

w(r, 8)|(Ursth — Uprgtp, Upgtp — Uprgt) 2 = ||(Urs — Uy )] - (2.2.12)
2. |U(Uy = Ug)|l:
||Ur’(US’ - Us)@Z)H = (Ur’(US’ - US)@/), Ur’(US’ - Us)w)% (2.2.13)
(Un(Uy = Uy)b, Uy (Uy — Ug))2 = (Uy — U, Uy Up (U — Uy )ob) 3 (2.2.14)
U (Us = Us)¥|| = [|(Us = Us)d]]. (2.2.15)

Por fim, voltamos a expressao completa, agora simplificada
w(r’, ") = w(r, s)] < [(Urs = Uns )| + [|(Us = U9l + |[(Urr = Un)l. (2.2.16)

Podemos concluir que para um par de elementos r,s de G e um € > 0, deve existir uma vizinhanga V;
tal que a distancia |w(r’, s") — w(r, s)| < €, sempre que os elementos r,s, e seus inversos pertencerem
al. ]

De maneira generalizada, pode-se dizer que qualquer fungdo complexa w(r, s) unimodular que
seja definida para os elementos r e s de alguma vizinhanca V do grupo G € dita um fator local de G
definido em V se: (2.2.3) ¢ vélida e (2.2.4)) ¢ vélida sempre que os produtos s, st € V. Para o caso em
que a vizinhanga V coincide com o grupo G de tal maneira que permaneca vélida por todo o

grupo, a func¢do w passa a ser chamada de fator de G.

2.2.1.1 Fatores Locais Equivalentes

Além das propriedades j4 mencionadas e exploradas, fatores locais definidos em vizinhangas
diferentes podem ser equivalentes. A forma dos representativos selecionados durante a prova do
Teorema 1 € compativel com o necessdrio para realiza-la, mas ndo carrega significa fisico. Podemos
entdo, como ja dito, utilizar representativos na forma (2.1.59). Vejamos como se da (2.2.2)) nestes
novos termos:

UU. =W (r,s)U'rs, (2.2.17)

P(r)U,¢(s)Us = ' (r, )p(rs)Uys. (2.2.18)

Fazendo uso de (2.2.4))
Upsw(r, 8)p(r)d(s) = ' (1, 8)p(15) U, (2.2.19)
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de onde se tem

w(r, s)p(r)o(s)
o(rs)

Dois fatores w e w’ definidos em V e V', respectivamente, sdo ditos equivalentes sempre que (2.2.20)) se

(2.2.20)

W(r, s) =

mantém valida para uma vizinhanga V; contida na intersec¢@o das vizinhangas em que os fatores sdao
definidos, onde ¢(r) é uma fun¢do complexa, continua de 7 e definida em V2 (vizinhanga composta
por todos o0s produto entre os elementos de V). Além disso, seja V uma vizinhanga onde a fungdo
complexa unimodular w é um fator local e ¢(r) é definida em }?; uma fungiio complexa w’ obtida

através da relacao (2.2.20) € também um fator local definido em )V desde que satisfaca as propriedades

expostas em (2.2.3) e (2.2.4).

2.2.2 Expoentes Locais

Um fator local pode ser reescrito, por conveniéncia, como
w(r,s) = edrs), (2.2.21)

a fungdo J(r, s) é o chamado expoente local, definido como (BARGMANN|, 1954).

Definicao 1. Um expoente local de um grupo G definido em uma vizinhanga V é uma funcdo real
continua 6(r, s) que é definida para todos elementos r,s da vizinhanga em questdo e satisfaz as
seguintes relagoes:

d(e,e) =0; (2.2.22)

d(r,s) +d(rs,t) = (s, t) + o(r, st), rs,st €V, (2.2.23)
se V coincide com G, ¢ é um expoente de G.

Além das relacdes que definem tal fun¢c@o, a mesma apresenta ainda outras propriedades:
d(r,e) =0=10(e,t), (2.2.24)

S(ryr )y =6(r 7). (2.2.25)

Demonstracao: Facamos s — ¢ em (2.2.23)), assim
o(r,t) +0(rt,t) = (¢, t) + 6(r, tt), (2.2.26)

agorat — e,
d(r,e) +o(r,e) =0+ d(r,e), (2.2.27)

portanto 4(r, ) = 0. Novamente em (2.2.23)), facamos r — s

5(s,8) +0(ss,t) = (s, t) + (s, st), (2.2.28)

3 A vizinhanga V12 é sempre maior ou igual 2 vizinhanca V1, uma vez que contém todos os produtos com o elemento

neutro (V1) e os produtos entre todos os outros elementos.
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es—e,
0+d(e, t) =d(e,t) +d(e,t), (2.2.29)

por fim temos d(e, t) = 0.
Para (2.2.25)), fagamos s — r~! em (2.2.23))
S(ryr 1) +6(e,t) = 5(r ) +6(r, v '), (2.2.30)
e t — r na relagdo resultante
(S('I", 7&71) — 5(7,71, 7“) + 5(747 6), (2231)

logo, 8(r, 7~ 1) = 6(r~t, 7).

Uma vez que os expoentes locais s@o uma substitui¢ao dos fatores locais, ambos devem carregar
propriedades ao menos semelhantes. Como ja visto, € possivel determinar fatores locais equivalentes
entre si. O mesmo vale para expoentes locais e tal equivaléncia se mostra extremamente importante

para a progressao da teoria.

2.2.2.1 Expoentes Locais Equivalentes

Sejam § e 0’ expoentes locais definidos, respectivamente, nas vizinhangas ) e V'. Tais expoentes sdo
ditos equivalentes (6’ = §) se a relagdo a seguir vale em alguma vizinhanga ), contida na intersec¢do

das vizinhangas que definem os mesmos (V; C (V NV')):
§'(r,s) = d(r,s) + A, [z], (2.2.32)

com
A, slz] = x(r) + x(s) — x(rs), (2.2.33)

onde z(r) é uma fungdo real e continua definida na vizinhanga V2. Vejamos se tal relagio cumpre os

requisitos mencionados em [2.1.2}
1. Reflexdo: 6 = ¢;
2. Simetria: assumindo ¢’ = ¢, podemos escrever 0 = ¢’ + A, ;[—z] e, portanto, § = J';

3. Transitividade: seja ¢’ = J + A[z] definido em uma vizinhanca V e §” = ¢’ + A[z'] definido em
V'. O elemento ¢” pode ser escrito em termos de §, 8" = § + A[x + 2’| em uma vizinhanga )"
c(ynv).

De fato (=) é uma relagdo de equivaléncia.

As classes de equivaléncia dos expoentes locais serdo exploradas ainda nesta se¢do. Através de (2.2.22)

nota-se que x(e) = 0,
§'(e,e) =d(e,e) +z(e) +x(e) — x(e) .. z(e) = 0. (2.2.34)

A relacdo que estabelece a equivaléncia entre dois expoentes locais nos permite a seguinte proposi¢ao:
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Proposiciao 3. Se § é um expoente local definido em uma dada vizinhanca V e z(r) uma fungdo
continua de valor real definida em V?, anulando-se quando v = e, entdo a fungdo &' obtida em

é também um expoente local em V.

Prova: Para uma fungao ¢ ser dita um expoente local em V as relacdes de defini¢do (2.2.22) e
(2.2.23)) devem ser satisfeitas. Para (2.2.32)) temos,

8 (e e) =d(e,e) +x(e) + z(e) — xz(e), (2.2.35)

§(e,e) =6(e,e) =0. (2.2.36)

A primeira das relacdes de definicdo € satisfeita.

Vejamos (2.2.23)), dando inicio pela obtengdo do lado esquerdo

8 (r,8) 4+ 0'(rs,t) = d(r,s) + x(r) + z(s) — x(rs) + d(rs,t) + x(rs) + x(t) — x(rst). (2.2.37)
Para o lado direito tem-se

§'(s,t) + 8" (r,st) = 0(s,t) + x(s) + x(t) — x(st) + d(r, st) + x(r) + x(st) — z(rst). (2.2.38)

Igualando (2.2.37) e (2.2.38]) vemos que alguns termos estdo presentes em ambos os lados, portanto

nos resta
d(r,s) +6(rs,t) =6(s,t) + 6(r, st) (2.2.39)

e a segunda das duas relagdes de defini¢do € obtida. Assim checamos que ¢’ de ¢ também um
expoente local em V. [

Para cada expoente local tem-se um fator local w = e’ unicamente definido. Claramente, dois
expoentes locais equivalentes definem dois fatores locais equivalentes. Fazendo ¢(r) = €**(") podemos

ver que, de fato,

/ _
Wir,s) = o(rs) : (2.2.40)
levaa o i8(r,5) pia(r) i (s)
) = ——— (2.2.41)
fornecendo
8 (r,s) =0(r,s) +z(r) + x(s) — x(rs) (2.2.42)

e obtemos a relagdo de equivaléncia (2.2.32). Perceba que uma conexao entre os expoentes equivalentes
vem sendo construida. Tal conexdo serd amplamente utilizada para obtencao de resultados validos por

todo o grupo. O teorema a seguir € o primeiro resultado da teoria apresentada até o momento:

Teorema 2. Para uma representagdo de raio continua de dimensdo finita U, de um grupo G todo

fator local é equivalente a 1.

Prova: O passo inicial serd realizar a substituicdo (2.2.21) em (2.2.2)), obtendo U, U, = e?*)U,.,.

A dimensao do espago da representagdo sera denotada por n e o determinante de U, serd denotado por
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D(r). A continuidade forte de U, implica a continuidade de D(r) e |D(r)| = 1 = D(e). Tomando o

B(rs) [ temos

determinante de U, U, = e
D(r)D(s) = ™) D(rs). (2.2.43)

Em uma vizinhanga adequadamente escolhida é possivel escrever D(r) = (") com fungdes reais e
continuas de tal modo que y(e) = 0. Assim (2.2.43) se torna

ei'y(r)ei'y(s) — einé(r,s)ei'y(rs)’ (2244)
de onde se tem
5 s) = 1) L 208 a(rs) (2.2.45)
n n n
Facamos entéo x(r) = —% e teremos a seguinte relagdo para §':
§'(r,s) =d(r,s) +a(r) + z(s) — x(rs), (2.2.46)
ou
5/(7_ S) — 7(71) + V(S> _ ’Y(TS) _ fY(T) _ V(S> + 7(7‘8) (2 2 47)
’ n n n n n n o
Desta forma, (2.2.47)) nos mostra que ¢’ = 0, o que implica w(r, s) = 1. [

2.2.2.2 Classes de Equivaléncia de Expoentes Locais

A substitui¢do de € vantajosa, pois as relacdes que definem um expoente local sdo lineares.
Desta maneira, para dois expoentes locais ¢; definido em uma vizinhanca V), e 9, definido em uma
vizinhanca Vs, qualquer combinagdo linear 6 = d;; + daa0 com coeficientes reais e constantes é
também um expoente local em uma vizinhanga )}’ contida na intersec¢éo das vizinhangas que definem
os mesmos. Unindo a relag@o de equivaléncia de (2.2.32) e a Proposicao 3, podemos concluir que uma
representacdo de raio de G determina uma unica classe de equivaléncia de fatores (ou expoentes) locais
e o elemento particular dessa classe de equivaléncia depende diretamente da selecio de representativos
feita para representacdo em questdo, uma vez que tal selecao é responsavel pela determinagdo da
continuidade forte.

E possivel checar que a classe de equivaléncia de uma combinagio linear de expoentes locais

depende apenas da classe de equivaléncia dos expoentes locais. Seja a combinacio linear:
05151 + 06252, (2248)

se o elemento &' é dado por ¢'; = §; + Alx;] em uma vizinhanga V; com i = 1,2 escrevemos a
equivaléncia como
a1(5’1 + oo + 5; = 041(51 + a2(52 + A[Oélxl -+ @21'2]. (2249)

Vemos que de fato a equivaléncia da combinacao linear depende apenas dos expoentes locais.

Por fim conclui-se que as classes de equivaléncia de expoentes locais de um grupo GG formam um
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espaco linear V sob o corpo das constantes reais .. Os expoentes locais em uma combinacdo linear

funcionam como as bases de um espaco vetorial em G.

2.2.2.3 Grupo Local

Veremos agora um grupo particular relacionado aos expoentes locais que serd amplamente utilizado
para extensdo dos resultados locais tanto para as funcdes j4 mencionadas quanto para grupos de
Lie futuramente. Para uma dada representacdo de raio continua, os operadores contidos nos raios
operatoriais formam um conjunto sob multiplicagdo. Podemos explorar essa ideia da seguinte maneira:
U, é um conjunto de representativos admissiveis definidos em uma vizinhanga V), e V? é uma vizinhanga

de produtos contida em V. Vamos entdo expressar os operadores contidos em U, na forma

U, (2.2.50)
onde # é real. Se r e s € V, temos que
(e?1U,)(e%2U,) = 1102y (r, 5)U,,, (2.2.51)
ou ainda em termos de expoentes locais,
(e"U,) (e U,) = ettty (2.2.52)

Este novo formato para os operadores nos leva a seguinte definicdo para um grupo local H
(PONTRYAGIN; LEHMER| 1946)):

Definicao 2. Seja 6 um expoente local de um grupo G definido em uma vizinhanca V. O grupo local

H consiste no conjunto dos pares {0,r} onde 6 é um niimero real e r um elemento de V.

Definimos entdo a multiplicagdo (o) de dois elementos {01, 7} e {f, s} de H, se r e s pertencem a
V), como
{01,7} 0{0s,s} ={61 + 05+ 0(r,5),75}. (2.2.53)

Vejamos se H obedece aos axiomas de grupo.
Proposicao 4. H é um grupo sob o.
Prova: Facamos uso dos axiomas de grupo mostrados em [2.1.4}

1. Associatividade: para trés elementos {01, 7}, {02, s} e {03,t}, temos
{017} 0 ({02, 0 (03,8} ) = {01 + 02 + 0+ (s, 8) + 8(r, st), vst), (2.2.54)
e também,

({91, r} o {0, s}) o{bs,t} ={01 + 6>+ 0;5+(r,s) + 0(rs,t), rst}. (2.2.55)
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Note que (2.2.54) e (2.2.55) sdo diferentes apenas pelos termos 0 (r, s)+9(rs, t) e (s, t)+d(r, st).
Fazendo uso de (2.2.23)) temos, por fim,

(01,7} o ({92, s} o {6, t}) - ({91, Y} o {6, s}) o {0s,1}, (2.2.56)

portanto o € associativo.

2. Elemento neutro: para este conjunto de elementos, o elemento neutro é {0, e}, vejamos

{0,e} o {0,7} ={0+0+d(e,7),er}, (2.2.57)
{0,r} 0{0,e} ={0+0+0(r,e),re}, (2.2.58)

por (2.2.24), tem-se
{0,e} 0 {0,r} ={0,r} 0 {0,e} ={6,r}. (2.2.59)

3. Elemento simétrico (ou inverso): vamos definir o inverso de {0, 7} como {0,r} ! = {—(0 +

§(r,r71)),r~1} de modo que:
0,7} o {0, 7} P = {0, 7} o {—=(0 +6(r, 7)), r 1}, (2.2.60)

{67y o {0,r} " ={0—0—6(r,r" ) +6(r,r7Y),rr 1} (2.2.61)

Desta vez recorremos a (2.2.25)), entao
{0.r}o{0,r}7" ={0,¢} (2.2.62)

O mesmo deve acontecer para {6, 7} ! o {6, 7}. Vejamos:

(0,7} o {0,y ={=(0+d(r,r ")), r "} o {0,1}, (2.2.63)
0,7y Lo {0, rH{—0—5(r, v + 04+ 5(r,r 1Y), rr 1}, (2.2.64)
novamente por (2.2.25),
{0,7} o {0,r} = {0,¢}. (2.2.65)
Portanto,
{0,y o {0,r} 7 ={0,r} o {0,1} = {0,¢}, (2.2.66)

cumprindo o ultimo dos trés axiomas de grupo, logo ' € um grupo sob a multiplicacdo o. [

Podemos dizer que o grupo local H é construido pelo expoente local §, uma vez que seus elementos
sdo dados em funcdo do mesmo. Além disso, tomemos um subgrupo a um parametro 7' pertencente ao

centro de f1. Os elementos deste subgrupo sdo da forma:

t(0) = {6, ¢e}. (2.2.67)
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Note que qualquer elemento de H pode ser escrito como
{6,r} ={0,r} o {0,e} = {0, e} 0 {0, r}, (2.2.68)
pois uma vez que 7' € um subgrupo de H sua operacdo € induzida pela operacdo definida em H. Entdo
{0,7} o {0,e} ={0+60+0(r,e),re} (2.2.69)

e com (2.2.25)) temos
{0+60+0d(r,e),re} ={0,r} ={0,7} o {0, ¢e}. (2.2.70)

Os elementos do subgrupo local 7' comutam com todos os elementos do grupo local /7. Um subgrupo
com tal propriedade € dito ser o centro do grupo que o contém (7" € o centro de G (PONTRYAGIN;
LEHMER| 1946))). Vejamos o seguinte lema:

Lema 2. O grupo quociente H/T é localmente isomorfo ao grupo G.

Prova: Comecemos abordando a definicdo de um grupo quociente: para um subgrupo 7' de um
grupo H, o grupo quociente H /T é formado pelo conjunto de elementos da forma {uT'}, u € H, isto
é, pelas classes laterais de H. Agora vejamos o que é um isomorfismo. Uma funcéo ¢ : H/T — G é

um isomorfismo de grupo se:
* i) (o € um homomorfismo de grupos;
* ii) ¢ é uma aplicagdo bijetiva.

Para o item i) é necessério encontrarmos o elemento identidade de H/T'. Um elemento de H/T serd

escrito como k
k={uT} ={01,r}o{0se} (2.2.71)

e usando (2.2.68) temos
k={01,7} 0 {0y, ¢} = {0,r} 0 {6:,¢} 0 {02, €} (2.2.72)

Ou seja, um elemento k € L /T pode ser escrito como {u7'} = {g.t. T} = {¢T'}, onde g denota um
elemento de GG e t um elemento de 7". Como ¢ € uma fung¢do H/T — G a atuagdo em um elemento
de H/T nos retorna apenas a parte do elemento pertencente a G. Perceba que ¢ é uma espécie de
projec¢do de um elemento de H/T em G e sendo o elemento neutro de H /T dado por e, = {0, e},

temos
pler) = ({0, e}) = eq, (2.2.73)

onde e denota o elemento neutro do grupo G. Um homomorfismo é uma func¢do que se comporta

como
@(kiks) = (k1)@ (k2). (2.2.74)
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Sejam ky = {01,711} e ko = {f2 72}, entdo
(k1) = o({b1,71}) = ({0, 71} o {00, e}) = 14; (2.2.75)
o(k2) = p({0272}) = ©({0, 72} 0 {0, e}) = 7a. (2.2.76)

Deste modo, o lado direito de estd determinado por r;7ry. Vejamos agora o lado esquerdo,

o(kiks) = ({01,711} 0 {O212}) = ({61 + O3 + 0(r1,72), 7172 }). (2.2.77)

Facamos 0, + 0, = 0, entao
o(k1ke) = ({0 + d(r1,12), m172}) (2.2.78)
e, como mencionado, ¢ seleciona apenas a parte pertencente a G do elemento, portanto
p(kika) = rirs. (2.2.79)

Isto nos leva a p(k1ks) = w(k1)¢(k2) e a fun¢do ¢ definida anteriormente cumpre o primeiro dos
requisitos.

Por fim, vejamos a propriedade do item 7). Um homomorfismo bijetivo é aquele que € injetivo e
sobrejetivo. Para a injetividade temos que o kernel (ou nicleo) de ¢ tem de ser composto apenas pelo
elemento neutro de G, relacionando assim os elementos identidade de H /T e (G, e também as inversas
o(k™1) e p(k)~". J4 para a sobrejetividade é necessério que a imagem de ¢ seja composta por todos
os elementos de G.

Para 0S elementos neutros,
oler) = p({0,e}) = e = eq. (2.2.80)

Para a conex@o entre as inversas, comecemos por (2.2.74]),

o(kk™") = o(k)e(k™"), (2.2.81)

o(kk™') = p(er.) que, por (2.2.80), retorna eg. Deste modo

e(k)p(k™) = eq. (2.2.82)

Ao multiplicar ambos os lados por (k)™ tem-se

o(k) " o(k)p(k™") = eqp(k) ™, (2.2.83)

levando a
p(k™) = o(k)™, (2.2.84)

0 que prova a injetividade de . Além disso, pela construcdo dos elementos de H/T', hd sempre um

elemento de G embutido nos mesmos, de tal forma que todos os elementos da imagem advém de H /T,



31

isto prova a sobrejetividade. Assim i) estd provado e o lema também. O grupo H/T é localmente
isomorfo a G, isto é, ¢ é uma fung@o para a qual os elementos do grupo H/T se assemelham aos
elementos de (G, quando préximos ao elemento neutro de G. [

Uma vez que um grupo local é gerado por um expoente local, deve haver uma relacio entre grupos

locais gerados por expoentes equivalentes. Tal relacdo é estabelecida no seguinte lema:

Lema 3. Os grupos locais H e H' gerados pelos expoentes locais equivalentes 6 e ¢', ou seja

§' = 0 + Alx] em uma vizinhanca V,, sdo localmente isomorfos.

Prova: Os elementos 7 = {f, r} pertencem ao grupo H e os elementos 7/ = {¢’,7'} a H'. Seja
o: H— H' tal que o({0,r}) = {0 — z(r),r} = {0',7'}. O processo para verificagdo de que o é um

1isomorfismo de grupos é o mesmo realizado para ¢ no lema anterior. Note que

o(T1) = o({bh,m}) = {01 — x(r1),m1}; (2.2.85)
0(T2) = 0({b2,r2}) = {02 — (r2), 72}, (2.2.86)

logo,
o(F1) 0 0(Ta) = {0 + 0y — 2(r1) — 2(ry) + 8" (r1,72), 1172} (2.2.87)

Agora, calculando o(7 o T3), temos
Q(Fl e} Fg) = Q({el + (92 -+ (5(7“1, 7"2), 7’17"2}) = {01 + 92 + (5(7’1, 7"2) — $(T17"2), 7’17’2}. (2288)

Como visto na defini¢ao do expoente local A, [z| = z(r)+z(s) —z(rs), fazendo uso de ¢’ = d+A[z],

tem-se
8 (r,s) =0d(r,s) + x(r) + z(s) — z(rs), (2.2.89)
ou ainda
8 (r,s) —x(r) —z(s) = d(r, s) — x(rs). (2.2.90)
Fazendor — rie s — 7o,
8 (r1,m2) — x(r1) — x(re) = d(r1, r2) — x(r179) (2.2.91)

e utilizando esta relagdo em (2.2.88)
0(71) 0 0(T2) = {61 + 02+ 6(r1,7m2) — @ (r1m2), rira}. (2.2.92)

Comparando com (2.2.87)
o(T1) 0 o(T2) = o(T1 0T2), (2.2.93)

portanto, o € um homomorfismo de grupos.
Realizando o mesmo processo do lema anterior, € necessério que as inversas estejam conectadas e
que a atuacdo de ¢ no elemento neutro de H leve ao elemento neutro de H' para que o seja uma fungio

injetiva, a sobrejetividade advém do mesmo argumento anteriormente apresentado. O elemento neutro
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de H é dado por ey = {0, e} e o de H' dado por er = {0, e}. Entdo

o(er) = 0({0,e}) = {0 — x(e), e}. (2.2.94)

O fato de H e H' serem grupos construidos pelos expoentes locais ¢ e ¢, e ambos serem equivalentes,

permite-nos recorrer ao fato de que x(r) desaparece quando r — e, deste modo
o(er) = {0 —x(e), e} ={0,e} = ep. (2.2.95)

Vejamos se as inversas estdo conectadas, comec¢ando por

o(Fr 1) = o(F) 0 (7). (2.2.96)

De
oler) = o(r) o o(F 1), (2.2.97)
er = o(f) o o(f ). (2.2.98)

Multiplicando ambos os lados pela inversa o(7) ",

o(F) " = o(r ). (2.2.99)

Assim provamos que as inversas estao conectadas e que o, além de um homomorfismo, € bijetivo. Logo,
a funcéo é um isomorfismo de grupos. Para uma dada func@o ¢ os grupos locais H e H' sdo isomorfos
localmente, uma vez que os expoentes sao definidos e equivalentes em vizinhangas da origem. [

Esta se¢do e este lema finalizam o trabalho realizado no ambito local. O trabalho teve seu inicio
com a fundamentacdo dos raios vetoriais e operatoriais, além da prova de um brilhantissimo teorema
responsdvel por demonstrar a existéncia de operadores de continuidade forte. O fator local e o
expoente local foram introduzidos e amplamente discutidos, levando ainda a um teorema referente
a representacdes de grupos de dimensdo finita. A unido do teorema de Wigner para sele¢do de
representativos (Teorema 1) e do dltimo teorema citado (Teorema 2) da cabo, localmente, da maneira
como se estuda e se opera em Mecanica Quantica dentro dos cursos de graduacdo. Mesmo que a teoria
de representagdes projetivas esteja, até certo ponto, bem destrinchada, estes resultados sdo todos locais.

A partir da secdo seguinte serdo utilizados muitos dos resultados e relacdes ja demonstradas com a
adi¢do de conceitos ainda nao mencionados em busca da verificagdo de uma condicao para extensao de

tais resultados para todo o grupo.
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3 EXTENSAO DE RESULTADOS

Antes de progredir, serdo necessdrias algumas defini¢cdes referentes a teoria de grupos topolégicos
que serdo estudados a partir deste momento. Seguindo (RACZKA; BARUT,|1986) e (BARATA, 2023)),

elas serdo reunidas nesta introdu¢do e frequentemente citadas. Comecemos com um espaco topoldgico:

Definicio 3. O par (G, 1), onde G é um conjunto e T uma colegcdo de subconjuntos ; € G, é dito um

espaco topologico se T cumprir:
cger, GeT.
» Se o subconjunto Uy € T e Uy € 7, entdo Uy N Uy € T.
* Seja A um conjunto de indices arbitrdrios, se Uy € T para cada \ € A, entdo | J,.,Ux € T.
Um grupo topoldgico, por sua vez, é:
Definicao 4. O conjunto G é dito um grupo topologico se cumprir:
o G é um grupo.

* GG é um espaco topologico.

1

* As fungoes p(r) =r~" e p(r,s) = r o s sdo aplicagdes continuas de G — G e G x G — G.

O grupo que serd trabalhado na subsecdo a seguir é um grupo compacto, cuja defini¢do é:

Definicao 5. Um espaco métrico G é dito compacto se para toda sequéncia de pontos ri,ry - - - € G for
possivel selecionar uma subsequéncia que converge a um ponto r € G, ou seja, existe uma sequéncia
de indices

AL <A< -ee

e um ponto r € G, tal que

lim 7y, =r.
n—0o0

Um espacgo métrico é um espaco topoldgico onde a topologia € dada por uma fung¢do de distincia, a
métrica. Um grupo topolégico compacto segue a Defini¢do 4 onde GG é um espago métrico compacto.
Tal grupo topolégico pode ser interpretado como um grupo onde seus parametros variam em um

intervalo fechado. Vejamos agora o que € um espaco conexo:

Definicao 6. Um espaco topologico G é dito conexo se ndo for a unido de dois subconjuntos disjuntos

ndo vazios A e B.

Assim como anteriormente, um grupo topoldgico conexo vai de acordo com a Defini¢ao 4. Se
neste grupo um caminho que conecta dois elementos puder ser contraido continuamente até se tornar
um ponto, o mesmo € dito simplesmente conexo. A ideia é de que o espaco em questao ndo possui

"buracos".
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3.1 REPRESENTACOES COMPATIVEIS

Para prova do teorema a seguir seré utilizado o conceito de integracdo de grupos, pois queremos
partir de um elemento para o grupo todo, em busca da garantia de que as integrais serdo definidas no
dominio (grupo G) € necessdria a introducao de uma medida invariante (RACZKA; BARUT, [1986).
Esta € validada pelo Teorema de Haar, que garante a possibilidade de uma medida invariante (medida
de Haar) uma vez que, o grupo seja localmente compacto. (NACHBIN, 1976) e (BARATA, 2023)).
Portanto, o grupo G serd assumido localmente compacto.

Seja G um grupo com uma representacdo de raio continua tal que um conjunto de representativos
admissiveis possa ser escolhido por todo o grupo. Como a continuidade forte dos representativos
implica a continuidade forte dos fatores locais, entdo temos w definido por todo o grupo G. A
inversa (dado um fator w definido por todo o grupo, podemos construir um conjunto de operadores U,
fortemente continuos que satisfaga (2.2.2), ou seja, uma representagio de raio continua compativel)

serd demonstrada no seguinte teorema:

Teorema 3. Para todo fator w de um grupo localmente compacto G existe uma representacdo de raio

continua de G compativel com w.

Prova: Seja entdo dt uma medida de integracdo invariante a esquerda em G, e seja H o conjunto

de todas as fungdes de quadrado integravel f(¢) em G. Temos
(F9) = [ S0 gty (.1.1)
e,

E vilido ressaltar que a escolha de fungdes de quadrado integrdavel é uma condicdo fisica (f (t)*
representa o conjugado complexo de f(t)).

Vamos definir, para um dado w(r, s)

9="U/, (3.1.2)
via
g(t) = w(r,r ') f(r1), (3.1.3)
ou, através de um reescalonamento,
g(rt) = w(rt)f(t). (3.1.4)

Para os operadores U,., temos:

1. Unitariedade:
Vamos, primeiramente, buscar a inversa de U,., pois por (3.1.2)) percebe-se que determinar f(¢) é

determinar a inversa de U,.. Comecemos multiplicando (3.1.4) por w(r, t)

w(r, t)g(rt) = w(r, t)w(r,t) f(t). (3.1.5)
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Como w(r,t) € uma fun¢do complexa e unimodular w(r, t)w(r, t) = |w(r, t)|?> = 1. Entdo

f(t) = w(r,t)g(rt). (3.1.6)

Utilizando (3.1.1)), podemos encontrar o valor do médulo de [g(t)]:

(9,9) = /G g(B)g(t)dt = /G [w(r,rlt) f(rltﬂ [w(r,r’lt) FOr )] at, 3.1.7)

mas |w| = 1, logo

(9,9) = /G 9(t) Pt = /G )Pt (3.1.8)

Fazendo k& = r~ 't temos

/ |f(r't)|dt = / | f (k) |*dk (3.1.9)
a G
por invariancia da medida. Assim
(g,g) = (U1, U.f) = (faf)
Logo U, € unitdrio.

.U =1:
w(e, t) pode ser escrito via (2.2.21))

w(e,t) = e, (3.1.10)
porém, d(e, t) = 0 de (2.2.4), portanto w(e, t) = 1. Logo:
UeUt = Uet == Ut, (3111)

assim, U, = 1.

. Arelagdo U,.U, = w(r, s)U,, deve ser vilida.
Vamos introduzir, de acordo com (BARGMANN, (1954):

h=U.g (3.1.12)
e
9=Usf. (3.1.13)
Através de (3.1.4), tem-se
g(st) =w(s,t)f(t). (3.1.14)

Desta forma
h=U,.g=UUsf =U,g(st) = h(r(st)), (3.1.15)
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novamente por (3.1.4)
h(r(st)) = w(r,st)g(st) = w(r, st)w(s,t)f(t) (3.1.16)
e fazendo uso da lei de associatividade exposta em (2.2.4), temos
h(r(st)) = w(r, st)w(s,t)f(t) = w(r, s)w(r, st) f(t). (3.1.17)
Facamos k = w(rs,t)f(t), entdo

h=U,g=uw(rs)k. (3.1.18)

Por (3.1.15) e a relagdo entre (3.1.2) e (3.1.3)), temos
UU,f = w(r, s)Uss f, (3.1.19)

ou seja,
U.Us = w(r, s)U,s. (3.1.20)

4. Os operadores U, sdo fortemente continuos em 7.

Realizando uma alterag@o na equagao (3.1.4) para

g(t) = w(r,r't) f1(t), (3.1.21)

com fi(t) =V, f(t), sendo os operadores V, os que definem a representacdo regular do grupo
que por defini¢do sdo fortemente continuos. Como anteriormente, w herda a forte continuidade
dos representativos admissiveis (Proposicao 2), de modo a nao afetar a forte continuidade de V..

e implicar, neste momento, a forte continuidade dos operadores U,.

Assim, o conjunto de operadores U, cumpre 0s requisitos necessarios para que seja uma representacao
de raio continua. A partir de um dado w foi construida uma representagdo de raio continua. Logo,

dizemos que a representacdo U, é compativel com w. [

3.2 REPRESENTACOES DE GRUPOS SIMPLESMENTE CONEXOS

A partir deste momento iremos assumir o grupo G como localmente conexo, sem mencionar
esta condicao, tal condi¢cdo € satisfeita para todo grupo de Lie. Por um instante, deixaremos as
representacdes de raio de lado e iremos trabalhar com representacdes ordindrias, representacdes de um
grupo finito sob o corpo dos nimeros complexos.

Todo elemento r de um grupo conexo GG pode ser expresso como o produto finito (PONTRYAGIN;
LEHMER| [1946))]

r=Trire Ty (ri e M), (3.2.1)
I Ver Teorema 15 de (PONTRYAGIN; LEHMER/ |1946).
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dos elementos r; de uma vizinhaga M do grupo, escolhida arbitrariamente, fixa. Ou seja, um elemento
r pode ser obtido através de sucessivas transformacoes 7;. Se o grupo em questao ndo fosse conexo,

ndo seria possivel construir este caminho de transformacdes.

Definicao 7. Uma representacdo local unitdria de um grupo G definida em uma vizinhanga V) é um
mapeamento de V? em operadores unitdrios V, (r € V?) tal que V,V, = V,, se r e s pertencem a 'V
(BARGMANN, |1954).

Caso o grupo G seja simplesmente conexo, além de conexo, uma representagdo local sempre pode
ser estendida para uma representacdo por todo o grupo. Tal afirmacdo € validada por um teorema de
(PONTRYAGIN; LEHMER| 1946) que serd expostﬂ

Teorema 4. Sejam G e G' dois grupos conexos, com G localmente conexo e simplesmente conexo.
Seja [ um homomorfismo local f : G — G’ definido em uma vizinhanga V do elemento unitdrio de G,
é possivel estender unicamente o homomorfismo local f para um homomorfismo ¢ de todo o grupo G
em todo o grupo G' se f e ¢ coincidem em uma vizinhanca V* C V. Se f é um isomomorfismo local,

entdo @ é um homomorfismo aberto.

Uma maneira de ilustrar tal abstracdo seria imaginar o grupo como uma folha de papel, a vizinhancga
em que o homomorfismo local é definido é apenas um pequeno pedaco de tal folha. Uma vez que o
homomorfismo local e o definido por todo o grupo coincidam nesta pequena fragdo da folha, como o
grupo € conexo nao ha buracos na folha e a vizinhanga pode ser estendida pouco a pouco até cobrir a
folha por completo. Sendo assim, o homomorfismo, antes local, passa a ser definido por todo o grupo.

Por defini¢do as representacdes sdo homomorfismos, entdo temos que para toda representacdo local

V.. de um grupo simplesmente conexo G existe uma vizinhanga V* C V tal que:
ViVig - Vo, =V Vo - Vi (i €V, 1, € V) (3.2.2)

seriry -+ -1y, = 1irh - - -1 . Isso nos leva ao lema a seguir:

Lema 4. Para uma representagdo local e unitdria V, de um grupo conexo e simplesmente conexo G
definida em V existe uma representacdo unitdria unicamente determinada W, de todo o grupo G que
coincide com a representagdo local em alguma vizinhanga V* C V. Essa representacdo é fortemente

continua desde que a representacdo local o seja.

Prova: Seja WV, uma representacdo de G' que coincide com V,. em alguma vizinhanca M C V.
Como G é conexo podemos expressar r via (3.2.1), entao W, = W, W,, - - - W, . O fato das

representacdes coincidirem em M, representado por W,.. = V.., permite-nos escrever:

WT = ‘/;‘1‘/7‘2 e ‘/;” (T’i S M) (3.2.3)

n

Vamos os elementos necessarios para que W, seja uma representacdo unicamente determinada:

2 A prova deste teorema estd nas paginas 228 - 231 de (PONTRYAGIN; LEHMER), |1946).
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1. Unicidade de W,.:
Seja W/ uma segunda representa¢do que coincide com V,. numa vizinhanga M’ C V. Por (3.2.3)
W é dada por:
W=V, Vi Vi, (3.2.4)

podemos escolher uma vizinhanca M; C (M N M’). Como W/ coincide com V,. em M’ e W,
coincide com V,. em M, a aplicacdo de (3.2.3)) em M nos leva a:

W =V Vs Vi = W, (3.2.5)

2. Existéncia de W,.:
A relacdo (3.2.3) pode ser usada para definir W, com V* = M, ja que pela equacdo 0
produto depende somente de r e ndo da sua decomposi¢ao, pois o grupo € conexo. Em particular
ser € V*, W, =V,. Além disso, sejam 7 =7;---1, €8 = Sy Sy, ENMAO TS = 11 -+ T, 51+ * Sy
logo

Wea=Vi oo Vi Viy oV

Sm *

(3.2.6)
A propriedade da representagdo W, = W, W é uma consequéncia imediata.

3. A continuidade forte de W,
Assumindo V. fortemente continua e os elementos r e s préximos o suficiente tal que r~'s € V*

temos, para qualquer vetor f:
Wy = W) fll = [[(Wr (W = D] (3:27)
Como W, € unitaria e coincide com V.,

[(Wemrs = DI = [1(Vemrs = DI (3.2.8)

A condicdo de forte continuidade de IV, pode ser expressa em funcdo da representacdo local
Vi, que por sua vez € fortemente continua. Logo, W, tem sua continuidade implicada pela forte
continuidade de V. ]

Seja U, uma representacio ordindria de G. Qualquer representagao unitdria fortemente continua de
GG d4 origem a uma representacao de raio continua unicamente determinada de (G, tal representagao
€ dita ser uma representacdo de raio induzida por U,. Como a representacdo € ordindria, para os
representativos U, o fator w € igual a 1 (representacdes de raio de grupos de dimensao finita possuem
fator local equivalente a 1, de acordo com o Teorema 2), e consequentemente, qualquer fator local da
representacdo de raio induzida é também equivalente a 1.

Como consequéncia do Lema 4, temos o seguinte teorema:

Teorema S. Qualquer representacdo de raio continua U, de um grupo conexo e simplesmente conexo
G com fator local equivalente a 1 é induzida por uma representacdo unitdria e fortemente continua U,
de GG.



39

Prova: Comecemos com a hipdtese de que exista um conjunto de representativos admissiveis
U, € U, (r € V?) tal que U, U, = U, com (r, s € V), sendo assim U, uma representagio local de G.
Seja U/ (r € G) arepresentagdo de G construida de acordo com (3.2.3), temos:

u =00, --U,. (3.2.9)
Note-se que
U; =1.0,U,,---U, = 67;(041—‘,-..‘-'1-0471_041—‘..—0&77,)Url U, - U,
ou ainda
U; —_— eial U?"l .« e eia" U?“n
e entdo
U eU, - U, =U, (3.2.10)

portanto, U’, ¢ induzida por Us,.

Corolario 1. Qualquer representacdo de raio de dimensdo finita de um grupo conexo e simplesmente

conexo G € induzida por uma representacdo continua unitdria de G.

Prova: Novamente, de acordo com o Teorema 2, para representacdes de grupos de dimensao finita

w € equivalente a 1, recaindo na situacao do Teorema 5.

3.2.1 Extensao de uma selecio local de representativos

Foi construida uma extensao para representacdes locais e unitdrias de G. Porém, para uma represen-
tacdo de raio continua nem sempre € possivel estender continuamente um conjunto de representativos
admissiveis definidos em uma vizinhanga ) para um conjunto definido em todo o grupo GG. Para

grupos conexos e simplesmente conexos, temos o seguinte teorema:

Teorema 6. Seja G um grupo conexo e simplesmente conexo, w um fator em todo o grupo e U, uma
representagdo de raio continua tal que o fator local definido por um conjunto de representativos
admissiveis, escolhido de forma adequada, U, coincida com w em alguma vizinhangca V. Entdo existe
um conjunto de representativos admissiveis, determinado unicamente, U] definido por todo o grupo,

tal que UU! = w(r, s)U,s para todo r, s e U] = U, em alguma vizinhan¢a V* C V.

Prova: Para esta prova serdo utilizadas as ferramentas obtidas referentes ao grupo local H. Seja 0

um expoente local de G definido em V. Como G € conexo e simplesmente conexo, a equagao
w(r,s) = e (3.2.11)

possui uma tnica solugdo continua d(r, s) para todo r, s € G que cumpre as relagdes que definem um
expoente de G. Como H é construido a partir dos expoentes locais de G, 0 mesmo é também conexo e
simplesmente conexo.

Vejamos o que ocorre ao aplicar o Lema 4 ao grupo local H. Para 7 = {0, r} tem-se V; =
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V(0,r) = €U, (r € V?). Através de (2.2.53) e utilizando a forma €U, em (2.2.2)),
(U, (e9U,) = " w(r, s)U,, = 00+, (3.2.12)

conclui-se que V. é uma representacéo local unitdria de H definida em uma vizinhanga M (—oo <
6 < oo,r € V). Pela utilizagdo de obtém-se uma representagcdo W, = W (6, r) unitiria
de continuidade forte em H que coincide com V, em alguma vizinhanga M*, onde M* C M.
Como M* esta contida em M que garante a finitude de 0, certamente uma vizinhanca M’ da forma
(—c < 0 < c¢,r € V*) estd contida em M* para uma escolha adequada de c e V*(C V), o que confirma
a unicidade de W, como visto no Lema 4.

Vimos que um elemento de H, {6, r}, pode ser representado da maneira , entdo para todo

{6, e} = {61, e}", (3.2.13)

onde §; = £ e |0| < c. Desta forma, por (3.2.3), temos

W(b,e) = (V(61,e))" = ("U)", (3.2.14)

01

n

comolU,=1eb =
W(h,e) = e'nm = e (3.2.15)

Definindo U] = W (0, r), ou seja, o setor da representa¢do que ndo depende de 6, por (2.2.68), W,.(6, 1)
se torna
W(0,r)=W(0,e)oW(0,r). (3.2.16)

Entdo para todo r
W(9,r) =e’U. (3.2.17)

Ser € V*, U. = U,. Além disso, vejamos o produto {0, 7} - {0, s}:
{0,7} 0 {0,s} ={0+0+0(r,s),rs} = {o(r,s),rs}, (3.2.18)

0 que nos leva a
W(0,rW(0,s) = UU. = e®"U = w(r,s)U., (3.2.19)

e a propriedade de representacdo entdo € obtida.

Por fim, precisamos conferir se estes representativos U, € U,. Como G e H sao conexos e
simplesmente conexos, podemos escrever r = ry - - - 1, com r, € V*, 0 que nos leva a U;k celU,.A
relagdo (3.2.19) nos informa que se U] € U, e U; € U entdo U;, € U,s. Jique U], € Uy, tem-se

U €U, U, =U,. (3.2.20)

n

Conclui-se que qualquer conjunto U com as propriedades necessarias define uma representagao
W(0,r) = e?U! de H, por (3.2.12), (3.2.17) € (3.2.19), que € unicamente determinada. O
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Neste momento, os representativos de continuidade forte, para grupos conexos e simplesmente

conexos, sao definidos por todo o grupo removendo possiveis problemas na atuagdo dos mesmos.

3.2.2 Extensao de Expoentes Locais

Como dltimo passo, precisamos encontrar uma maneira de estender os expoentes definidos em uma

vizinhang¢a de G para expoentes definidos por todo o grupo. Comecemos pela seguinte defini¢do:

Definicdo 8. Um expoente 01 de G é chamado de extensdo de um expoente local 6 de G se §,(r, s) =

d(r, s) em alguma vizinhanga.

Teorema 7. Sejam 0 e §' dois expoentes locais equivalentes de um grupo conexo e simplesmente
conexo G, tal que 0" = § + A(x) em alguma vizinhanga, e assuma os expoentes 0, e 0, extensoes de O
e &' respectivamente. Entdo, para todor,s € G, 8}(r,s) = 61(r,s) + A, s(x1), onde x1(r) é continua

emr e xy = x em alguma vizinhangca V*.

Prova: Estes dois expoentes 0; e ] definem dois grupos locais conexos e simplesmente conexos

H, e H{, com elementos 7 e 7’ respectivamente. Para estes elementos a multiplicagdo de grupo é dada

por (2.2.53). Uma parametrizagdo diferente de H;, utilizada para prova do Lema 3, serd novamente
inserida, estd € definida por

0 =60—x(r), r=r (3.2.21)

Esta equagdo define também um mapeamento local isomorfo 7' = f(7) de H; em H]
f@) = f0.r) ={0 —a(r).r}  (reVi), (3.2.22)

se V, for adequadamente escolhida tal que 6, = 0 e &) = ¢’ e &' = § + A(x) sejam satisfeitas. Assim
como na extensao das representagdes, o0 isomorfismo pode ser estendido para um isomorfismo
f1(7) = f1(0,r) = 7 do grupo todo H; em Hj tal que f;(7) coincida com f(r) em alguma vizinhanga
M (—c< b <c,reV-CV)deH,.
Por (3.2.22)), temos que
fi(0,e) = f(0,e) = {0 — z(e), e}, (3.2.23)

com z(e) =0, f1(0,e) = {0, e} para todo 0. Podemos escrever o elemento f;(0,7) como

f1(0,7) = {—z1(r),g(r)}, (3.2.24)

onde z; é uma funcdo continua em r e g(r) é um elemento do grupo G a ser determinado. Desta forma

arelagdo (2.2.68) nos leva a
fil,r) = f1(0,¢) f1(0,7) = {0 — a1(r), 7} (3.2.25)

Computando f;(0,7)f1(0, s):

f1(077“)f1(07 5) = {—{L’l(’l"),g(T)} © {_‘Tl(‘s)?g(s)}? (3226)
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f1(0,7) £1(0,8) = {07 — z1(r) — z1(5), g(r)g(s)}. (3.2.27)

Como f; € um isomorfismo

f1(0,7) f1(0,8) = f1[(0,7) - (0, 5)] = f1(d1,75), (3.2.28)
logo
f1(0,7) f1(0.5) = {01 — z1(rs),rs}. (3.2.29)
Isso nos leva a
g(rs) =g(r)g(s). (3.2.30)

Utilizando (3.2.22)), podemos determinar g(r) em (3.2.25))
f(07r) = fl(ovlr)y (3231)

entao

{—z(r),r} = {-2(r),g(r)} . g(r)=r, (3.2.32)
se r € V*. Assim, (3.2.27) e (3.2.29) levam a

{67 — x1(r) — x1(s), s} = {01 — x1(rs), rs}. (3.2.33)
A igualdade do primeiro termo resulta em
61 = 01+ x1(r) + 21(8) — 21(rs) (3.2.34)

e por fim
6; = 01 + Ay 5(z1). (3.2.35)

Entdo temos 0] = 01+ A, 5(x1) por todo o grupo, uma vez que os isomorfismos f(7) e f1(7) coincidam
em alguma vizinhanga M*. Por (3.2.22)), z1(r) = z(r) em alguma vizinhanga V* tal que r € V*. [J

Note que o processo para tais extensdes pode acabar soando repetitivo, mas o mesmo sé elucida
quao crucial € o Teorema 6 enunciado e provado por Pontrjagin. Este teorema permite a manipulagdo
de vizinhancas entre as duas aplicacdes necessdrias para obtengdo das extensoes. O tema e 0 processo
acabam por ser de dificil visualiza¢do. Boa parte dos conceitos utilizados, além de abstratos, sdo bem
amplos. Por isso a percep¢cdo comentada apds o Teorema 6 tem o intuito de auxiliar a visualizagdo de
tal teorema e ilustrar os processos matemaéticos realizados durante a secao.

Todos os resultados obtidos localmente foram, com sucesso, estendidos para grupos conexos e
simplesmente conexos o que ja permite um avango da formulacao da teoria. Note que a motivacao
inicial da andlise das fases parece ter ficado de lado, porém, o avan¢co matematico e a busca por
generalizar resultados visa dotar a teoria de robustez para a aplicacao futura em grupos responsaveis
por sistemas fisicos usuais.

O capitulo a seguir da inicio ao estudo dos fundamentos ja comentados sob a 6tica dos grupos de

Lie, grupos em que os parametros variam continuamente. Elementos destes grupos representam alguns
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operadores amplamente utilizados em Mecanica Quantica como os operadores de momento angular.
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4 TEORIA SOB A OTICA DOS GRUPOS DE LIE

Nesta secdo serdo apresentados os conceitos preliminares para compreensao dos grupos de Lie e
sua importancia culminando no estudo dos expoentes locais e nas implicagdes causadas por se trabalhar

com estes grupos na teoria em questao.

4.1 NOCOES PRELIMINARES

Esta secdo se encarrega de expor as nog¢des necessdrias para progressao do trabalho, de acordo com
os capitulos VI e IX de (PONTRYAGIN; LEHMER| 1946). Vejamos entdo o que € um grupo de Lie

local:

Definicao 9. Um grupo de Lie local G' é um conjunto de elementos v € G' que possuem uma
correspondéncia um-a-um com os pontos de uma esfera aberta £ centrada na origem de um espagco

euclideano real n-dimensional.

Isso nos permite coordenatizar qualquer elemento r € G’ através de coordenadas p' - - - p”, desde

que:

n

=[S (1)) < e 4.1.1)

i=1
O elemento unitario e € G’, também denotado por, 0 € o elemento tal que possui todas as coordenadas
p' nulas, ou seja, a origem. A multiplica¢do de elementos de G, t = rs, definida para os elementos 7,

s em alguma vizinhanga V, C € (V, é a vizinhanga em que |r| < k¢ < ¢), é dada pelas n equagdes:
Ti:f’i(pl,___,pn;0_17___’o,n) :fi(r75)7 (412)

tal que rs € &, onde p', o' e T sd0 as coordenadas de r, s € t, respectivamente. Outra condigio
referente as coordenadas introduzidas em G’ € que as mesmas sejam diferencidveis (PONTRYAGIN;
LEHMER, |1946). Se os elementos rs e st pertencerem a V), vale a lei de associatividade (rs)t = r(st).

Com a definicao (4.1.2) e o elemento unitdrio podemos escrever:
re = f'(r,e) = f'(p*, -+, p",0,---,0) =71 =er. (4.1.3)

Derivando f(r, s) em relagdo a r, temos

8fi(r, S) _ a<fz(p1’ B _7pn;0.17 T ’70-n))
o Ap, -+ p) @14

eemrelagdo a s

- . (4.1.5)
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Fazendo r = s = e, chegamos a seguinte relacdo

0f'(e,e) _ 0f'(e,)

95 5o = 8. (4.1.6)

Um subgrupo local de um parametro de GG € definido por:

Definicao 10. Seja r € G’ um elemento que depende continuamente de um pardmetro real i, tal que

|| <, se r(u) é definido para todos os valores || < 7y e:

e r(0)=¢;

o () r(p2) = r(p + p2), se || <, [pe| <velw +pa| <,

entdo r(u) é dito subgrupo local de um pardametro.

Em outras palavras, (1) é uma curva continua em uma vizinhanga V, da forma (—v < p1, o, 11 +

fa < ).
Uma curva r(p) possui uma tangente no sistema de coordenadas se existe

4’0 _ 4.1.7)
dp

0 que nos permite escrever um subgrupo a um parimetro como
r(pn) = pa, (4.1.8)

onde a é um elemento tangente com coordenadas dadas por ‘. Um sistema de coordenadas onde

p*(n) = pa, (4.1.9)

¢ chamado de candnico. Ou seja, coordenadas candnicas sdo aquelas que para cada p* ha um subgrupo
local de um parmetro (r(u) = pa em V) associado. Além disso, para coordenadas candnicas as
funcdes f* de (4.1.2) sdo analiticas em uma vizinhanca adequadamente escolhida do elemento unitdrio

que contenhéﬂ Vo. Isso caracteriza também ), como uma vizinhanga canonica.

Definicao 11. Um espago vetorial V munido de uma operagdo bilinear ©: V x V — 'V, tal que:
1. ao(boc)=(aob)oc a,bceV;
2. Existe 1 talque a1 =1oa =a, Va € V.

O par (V,©) é chamado de dlgebra.

Uma élgebra de Lie g de G', em termos das coordenadas candnicas, pode ser descrita por um espago

vetorial real n-dimensional formado pelos vetores a que geram os subgrupos locais de um parametro

I Defini¢do 38 de (PONTRYAGIN; LEHMER)| [1946), pagina 181.



46

de GG’, como visto em (4.1.8)). A operagio bindria definida nesse espago vetorial é o colchete de Lie
(ou comutador):

[, ]:axg—g, (4.1.10)

que associa um vetor de g a um par ordenado a, b € g. Essa operagdo € bilinear e antissimétrica, ou
seja,
[a,b] = —|a, b] (4.1.11)

e satisfaz a identidade de Jacobi:
[[a,d],a"] + [[d',a"],a] + [[a",a],d'] =0, (4.1.12)
para quaisquer trés elementos a, a’ ¢ a” em g. Fazendo b — a em (4.1.11]), temos:
la,a] = —[a,a] .. [a,a] =0, Vae€g. (4.1.13)

Para dois elementos a e b fixos pertencentes a g, sejam 7(u) = pa e s(u) = pb dois subgrupos locais de

um parametro. Perceba que r—! = —r jd que sdo subgrupos a um parimetro, desta forma o comutador

1

q(r,s) = rs — sr = rsr—'s~!. Para um u ndo nulo e suficientemente pequeno o comutador q(ua, ub)

¢ definido e pertence a V), e temos:
[a,b] = lim p~2q(pa, pb). (4.1.14)
n—0

A i-ésima componente do comutador € o limite da i-ésima componente de 1 ~2q(ua, ub).
O colchete [a;, a;], onde a; e a; sdo dois elementos quaisquer de um conjunto de n vetores linear-

mente independentes a; (1 < ¢ < n) que formam uma base em g, é dado por
n
la;, a;] = Z " im, (4.1.15)
m=1
onde ¢;; sdo as constantes de estrutura do grupo de Lie G’. Através de (4.1.11)), vemos que:

n n
[CZZ’, Clj] = —[aj, ai] = Z cmijam = — Z ijiam,
m=1 m=1
portanto
Cmij = _iji- (4116)
Vamos aplicar a identidade de Jacobi em a;, a; € ax:

n n
[ai, 0], ax] =D ™ miar,

m=1 [=1

n n
lag, ail,ai] =) ™ ncmia,

m=1 [=1
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n n
Halﬁ ai}? aj} = kaiclmjal-
m=1 [=1
A soma desses trés termos nos leva a
n
Jlﬁ:ij = Z(Clmkcmij + Clmicmjk + Clmjcmki) = 0. “4.1.17)

m=1

Para uma base padrio, ou seja, dado um conjunto de coordenadas candnicas o vetor a; é o vetor com a

i-€sima componente 1 e a j-ésima componente 0, com j # i, as constantes de estrutura sdo dadas por:

m ame 82fm
A (8pi80i B 8pj80i>[pk:ak:0}' (4.1.18)

Esta relacdo permanece vélida se as coordenadas canodnicas forem trocadas por coordenadas arbitrarias

Pt =¢'(pt,- - -, p") desde que as fungdes ¢’ tenham derivadas parciais de segunda ordem continuas e

99
Op?

de Lie local G’ pode ser construido com constantes de estrutura que se referem a base padrdo de um

= 6;'- para a origem. Para constantes de estrutura dadas, satisfazendo (4.1.16)) e (4.1.17), um grupo

sistema de coordenadas candnicas.

4.2 EXPOENTES LOCAIS

4.2.1 Expoentes locais diferenciaveis

Uma vez que o grupo (5, antes arbitrario, torna-se um grupo de Lie buscamos alguma nova
propriedade para os expoentes locais ja vistos. A partir do presente momento G ird denotar um grupo
de Lie fixo e V), uma vizinhanga candnica fixa em (. A primeira das relagcdes novas para expoentes

locais esta exposta no seguinte lema:
Lema 5. Em um grupo de Lie todo expoente local é equivalente a um expoente local diferencidvel.

Prova: Uma fungdo diferencidvel € aquela que em alguma vizinhancga, V' C V), possui derivadas
parciais continuas de todas as ordens com respeito as coordenadas candnicas dos elementos do grupo
que ela depende. Seja agora § um expoente local definido e limitado em V C V), e escolha duas
vizinhangas Vi, Vs, tais que V2 C V e V2 C V;. Vamos denotar um elemento de integra¢io invariante
a esquerda e a direita em G (assim como dt foi introduzida para prova doﬂ) Teorema 3 por dr e dr*,
respectivamente. Vamos também introduzir duas fungdes reais v(r) e v*(r) em G com as seguintes

propriedades:
1. v e v* sdo diferencidveis em V;
2. v e v* desaparecem fora de uma vizinhanga esférica Vs (|| < «) contida em Vy;

3, /Gu(r)dr:/Gy*(T)d*rzl.

A existéncia de uma medida de Haar em grupos localmente compactos implica a existéncia de tal medida invariante em
grupos de Lie, (RACZKA; BARUT|[1986)), p. 111

2
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Note que as integrais na propriedade 3 se estendem somente por Vs, uma vez que v = v* = () fora

dela. Uma possivel realizac@o destas fungdes reais é v(r) = vo(r) e v*(r) = v*¢(r), com

4.2.1)

8(r) = {ew(—(a?o T red

As constantes v e v* sdo escolhidas de forma que a propriedade 3 valha. Serdo definidos agora, de
acordo com (IWASAWA| 1949):

§'(r,s) =d(r,s) + A s(x), (r,s € V1)

(4.2.2)
x(r) = —/ d(r, t)v(t)dt, (re Vi)
a
§"(rys) = 8'(r,s) + A, s(2), (r,s € V)
(4.2.3)
' (r) = —/ 8 (u, v (u)d*u. (r e Vi)
a
Estas expressdes sao validas nos dominios indicados e ainda
z(e) = —/ d(e, t)v(t)dt =0, (4.2.4)
a
ja que d(e, t) = 0. O mesmo vale para
Z'(e) = —/ 8 (u, e)v*(u)d*u = 0, 4.2.5)
@
pelo mesmo argumento. Logo z(e) = 2/(e) = 0, como exigido das funcdes z(r).
Utilizando a forma de z(r) de (4.2.2) e A, ; = z(r) + x(s) — z(rs) temos
A g(z) =— / S(r, t)v(t)dt — / d(s, t)v(t)dt + / d(rs, t)v(t)dt, (4.2.6)
e a a

entao

§'(r,s) =d(r,s) + { /G(S(rs,t)y(t)dt — /Gé(r, tv(t)dt —/

G

(s, t)u(t)dt}. 4.2.7)

Pela propriedade 3 de v e como J(r, s) ndo € funcdo de ¢, podemos escrevé-lo como 4(r,s) =
Jo 0(r, s)v(t)dt, logo

8 (r,s) = /G {6(r,s) = 8(r,t) — 0(s,t) + (rs, ) v (t)dt. (4.2.8)

Notemos que o € definido em V. Entdo nesta integral s € V' e também st € V), por (2.2.23)

8 (r,s) = /G{5(7’s,t) —o(r, t) v (t)dt. (4.2.9)
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Fazendo um reescalonamento ¢t — s~ '¢, temos

8 (r,s) = /Gé(r, O{v(s™ ) —v()}dt  (r,s € V). (4.2.10)
Realizando o mesmo processo para §”(r, s) pela forma de 2/(r) dada (4.2.3)), temos
8" (r,s) =8 (r,s) + /G {5’(u, rs) — 0 (u,r) — &' (u, 5)}V*(u)d*u. (4.2.11)
Novamente utilizando a propriedade 3 das fun¢des v e v*, ficamos com
8" (r,s) = /G {5’(7‘, s) — & (u,r) — 8 (u, s) + &' (u, rs)}y*(u)d*u. (4.2.12)
Por e fazendo o reescalonamento u — ur~', obtemos
8" (r,s) = / & (u, ) v (ur™) = v (W) }du  (r,s € Vo). (4.2.13)
Inserindo (4.2.10) em (@.2.13]), temos finalmente
() }d*u. (4.2.14)

8" (r, s) :/G [/G(S(u,t){y(s_lt) —v(t)}yat| {v*(wr™") —v*

Através das construcdes feitas por Iwasawa para as fungdes (1) e x(r) e a compara¢do com a equagio
(@#.2.14) temos o seguinte conjunto de relacoes:

8" (r,s) = 5(7“ S) + A, 5(2"), (r,s € Vs)
a’(r) = +2'(r), (reVs)

5" (r / / (u, ) {v(s™ ) — v(®)}{r" (ur™) — v*(u) }dtd"u.

Nesta ultima integral notemos que apenas v e v* dependem dos elementos 7 e s, logo a diferenciabili-
L3 *

dade de §” com respeito as coordenadas de r e s segue da diferenciabilidade, por defini¢do, de v e v* e
O]

(4.2.15)

da analiticidade da multiplicagcdo de grupo na vizinhanga V.
Veja que a construg¢do de Iwasawa consiste na determinagdo de uma forma para as fungdes z(r) e

(r) que leva a equivaléncia entre expoentes locais e expoentes diferencidveis

4.2.2 Expoentes locais diferenciaveis equivalentes
Sejam 4, e 0, dois expoentes diferencidveis equivalentes, seja também V(V? C V) uma vizinhanga
adequadamente escolhida tal que a funcdo y = J, — 6; = A(x) seja diferencidvel em V e a fungio
(r) seja continua e limitada na vizinhanga dos produtos. Entdo

n(r) = /G (O (t)dt, 4.2.16)
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onde v(r) é definida como anteriormente e x1(r) = n(r) — x(r). A fungdo 7(r) depende de v e de x,
e da defini¢do sabemos que v € diferencidvel. Como os expoentes que constituem Y sdo diferencidveis
por si s6, x também o €, uma vez que a subtracdo ndo altera a diferenciabilidade. Portanto, ao escrever
n(r) = x1(r) + z(r) temos que x € diferencidvel em ). Para qualquer vizinhanga V; (V? C V) essa

andlise prova o lema:

Lema 6. Se dois expoentes diferencidveis 6, e 0o de um grupo de Lie sdo equivalentes, entdo, em
alguma vizinhanga V,, 6o = 61 + A(x) com a fungdo x(r) diferencidvel.

4.2.3 Expoentes locais de um grupo de um parametro

Para um grupo G de um pardmetro, a vizinhanga esférica aberta } é um intervalo aberto (|p| < 7),
e a operacdo que define o grupo € a adicdo ordindria; isto se deve ao fato de que um grupo a um

pardmetro é uma reta. Portanto, um expoente local §, definido em ) é uma fung¢@o continua &y (p, o)

(—v < p,0 < ) que, de acordo com (2.2.22)) e (2.2.23), satisfaz

90(0,0) =0, (4.2.17)

So (1, pr2) + do(pr + pea, ps) = Oopa, prg) + 6 (g, pro + fis), (4.2.18)

onde (i, fi2, p3 corresponde a r, s, t € —y < pu;, f1 + po, p2 + p3 < . Utilizando a equacdo

(2.2.24) e considerando que o elemento unitério e é representado pelas coordenadas (p', - - -, p™) com
pt=---=p" =0, tem-se dy(u,0) = 0.

Lema 7. Todo expoente local de um grupo a um pardmetro é equivalente a zero.

Prova: Pelo Lema 5, podemos assumir o expoente 9, diferenciavel. Seja entdo:

_ a60 (/JM 0)

P (4.2.19)

Y(p, o)

Ao derivar (4.2.18) com relagdo a ju3 em pi3 = 0 temos quatro termos. A derivada do primeiro termo

do lado esquerdo € nula, restando:

V(p + p2,0) = Y(p2,0) +P(pa, o) (=7 < s po, 1 + pia < ). (4.2.20)

Defina agora

ro(j1) = /O”w<o—,o>do: / (o, 0)do (lul < 7). 4.221)

0

E f4cil notar que 24(0) = 0. Para |p;| < 3+ temos:
Ay e (o) = zo(pn) + zo(pe) — zo(pr + p2) 4.2.22)

e utilizando {.2.21))

w2

w1 p1tp
Ay o (20) = /0 P(o,0)do + i U(o,0)do — /0 W(o,0)do. (4.2.23)
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A fim de termos duas integrais com limites independentes podemos escrever a primeira integral como

/ ¥(,0)d / W(a,0)d (4.2.24)

H1tp2 H2
—Ay, s (20) = / (o, 0)do — / (o, 0)do. (4.2.25)
M1 0
Apenas a primeira integral depende de 1 e podemos contabilizar esta contribui¢do por ¥ (py + o, 0).
Assim o
— A, e (T0) = / {¢ (1 + 0,0) — ¥(0,0) }do, (4.2.26)
0
ou ainda

12 p2 (9§
Bpulen) = [ vlldo = [ (%)dazmhm—5o<u1,o>. (4.2.27)

Por (2.2.24), do(111,0) = 0, entdo

50(,&1, /LQ) + AML/@ (l‘o) =0 .. 50 =0. O (4228)

4.2.4 Expoentes locais canonicos

De posse dos tltimos resultados no campo dos expoentes locais, iremos partir para o estudo dos

mesmos em coordenadas candnicas. Iniciamos com a seguinte defini¢cao

Definicao 12. Um expoente local 6 de um grupo de Lie G definido em uma vizinhanga candnica V é

dito canénico se:
1. ¢ é diferencidvel em V;
2. 0(r,s) = 0 ser e s sdo elementos do mesmo subgrupo local de um pardmetro em V.
Temos entdo o lema:

Lema 8. Todo expoente local 6§ de um grupo de Lie é equivalente a um expoente local canénico.

Prova: Novamente, de acordo com o Lema 5 podemos assumir 4 como diferencidvel em uma
vizinhanga V' (|r| < k) na qual ele é definido. Fazendo a escolha de outra vizinhanca V.. (|r| < k1)
tal que V12 C V,ser € Vy,oproduto r - r € V. Para as coordenadas candnicas o produto r - r = 2r,
entdo o limite da vizinhanga é dado por k1 < %FL.

Facamos a definicdo de uma nova funcdo para dois elementos r e 7' com coordenadas p* e p'*,

respectivamente:
A (r,r")
0 p/k

xk(r,r') = (r,r" €V) (4.2.29)

e também

/ Z PExe(wr,0)dw (e V), (4.2.30)
0
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§'(r,s) =d(r,s) + A s(x) (r,s € V). (4.2.31)

Como ja visto, z(r) é diferencidvel e z(e) = 0 por defini¢do. Logo ¢’ é diferencidvel em V,. Seja

entdo r(x) = pa um subgrupo local a um pardmetro fixo na vizinhanga );. Mostrar que
8 (ura, pga) =0 (ua € Vy), (4.2.32)

significa provar que ¢’ € um expoente local canonico. Para a = 0 isto € trivial. Vamos entdo assumir

a # 0. Se o pardmetro y € limitado por 7, ou seja, |u| < v = ﬁ entdo (i) € V, e se o subgrupo
pertence a vizinhanga V), entdo |u| < o < 7. Seja d(pa, poa) = do(pa, p2) com (| < 7). Ao

denotar as coordenadas do vetor a por ¥, a fungio apresentada em (4.2.19) se torna

_ 0b(p,0) _ 96(ua,oa) - k
Y(p, o) = oy 5o = ;a Xk(pa,oa). (4.2.33)
Por (4.2.21) e (@.2.30) temos

Y(p, o) = Zakxk(ua, oa), (4.2.34)

k=1

entdo .
Y(op,0) =Y oFxi(opa,0). (4.2.35)

k=1

De (4.2.21), zo(p) = fol [ZZ:l uakxk(a,ua,O)] do, portanto

xo(p) = z(pa). (4.2.36)

Se p;a € V1, entdo o pardmetro ¢ limitado por |y, < 37, tem-se
' (a, paa) = 6(ma, poa) + x(ma) + v(pea) — x{(p + p2)al, (4.2.37)

' (p1a, paa) = So(pa, pa) + To(pr) + zo(p2) — ol + p2) = dopa, p2) + Apy o (w0).  (4.2.38)

Pelo resultado obtido em (4.2.28))
8 (pra, poa) = 0. (4.2.39)

Isso estabelece (4.2.32) e finaliza a prova do Lema 8. O

4.2.5 Expoentes locais canénicos equivalentes

Para a andlise da equivaléncia dessa classe de expoentes, comecemos pelo seguinte lema:

Lema 9. Sejam 9, e )5 dois expoentes locais equivalentes de um grupo de Lie G, e assuma 0, candnico.
Entdo 65 é candnico se e somente se em alguma vizinhanga 62 = 61 + A[A] onde A(r) é uma forma

linear nas coordenadas candnicas de r.
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Prova: Realizaremos a prova em dois passos, primeiramente analisando a necessidade desta

condi¢do envolvendo a forma linear e em um segundo momento checando a suficiéncia da mesma.

1. Necessidade da Condicdo. Pelo Lema 6, provado anteriormente, existe uma vizinhanga V(|r| <

k) na qual d, e d; sdo candnicos e
da(r, ) = 01(r, ) + A s(2) (r,seV), (4.2.40)

com a fungdo z(r) diferencidvel definida para r € V2. Assumindo r = pya € s = psa, temos a

relacdo (4.2.39) e 9o = 6; = 0, nos levando a
A, s(z) = z(pra) + x(pea) — (1 + po)a] =0 (e € V). (4.2.41)

Assumindo |a| < k, ou seja, o vetor tangente pertencendo a vizinhanga V), a relag@o anterior
vale se |p; < 1] e |1 + pe| < 1. A equagdo (4.2.41) sugere duas possibilidades, a primeira caso
z(pa) = px(a), assim

z(pa) + x(ppa) = (1 + po)al = (p + p2)x(a). (4.2.42)

A outra advém do caminho inverso, se x(pa) + x(p2a) = x[(p1 + p2)al, entdo:

z(pa) + x(pa) = (p1 + po)z(a). (4.2.43)

Como checagem de consisténcia, seja 1 = N um nimero inteiro. Como x(a) é uma fungéo real

diferenciavel, temos

a a a a
x(a):x(Nﬁ>:x<N+N+'--+N>, (4.2.44)

z(Ng> _ (N) . (N) ot (ﬁ> 4245

z(a) = Nz (%) x(%) = %x(a). (4.2.46)

Rebatizando 1 = m = i, temos

da diferenciabilidade,

2(ua) = pa(a), (4.2.47)

com N # 0. A generalizacdo para niimeros reais ¢ mais complexa envolvendo tépicos de andlise
real. Derivando (4.2.477)) com respeito a 1 em p = 0, tem-se:
Ox(pa) B Ox(a)
o BREs ol
pn=0

op
pu=0

pu=0
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Utilizando a regra da cadeia no primeiro membro

Oz(pa)
o

(4.2.49)

z(a) =

_ | 0x(pa) O(pa) _ 9(pa)
o L Oa) Op ]|

A linearidade da derivada, a relagio (4.2.47) e a forma coordenatizada de a dada por o* nos leva

a
n
w(a) =Y af), (4.2.50)
k=1
onde A\, = %. Como z(a) e o sdo lineares e \; é um coeficiente, entdo:

z(a) =Y oFX = Aa). (4.2.51)
k=1

2. Suficiéncia da Condi¢do. Se z(r) = A(r) parar € V C V, como 6, e A[A] sdo diferencidveis
entdo 0, = d; + A[A] é diferencidvel na vizinhanca V). A relagdo (4.2.41)) vale se p;a € V; e
01 (1 a, poa) = 0 implica d9(p1a, pea) = 0. Portanto, 5 é candnico. O

4.2.6 Grupo Local e Expoentes Infinitesimais

A partir desta se¢ao veremos as implicacdes de toda a teoria estudada até aqui no grupo local H
visto anteriormente. Para um expoente local candnico ¢ de um grupo de Lie de dimensdo n, G, os
elementos do grupo local H sdo 7 = {#,r} com € sendo um nimero real e » um elemento de G. A
multiplicacdo de grupo € definida pela relagdo (2.2.53)). Por outro lado, os elementos 7 sdo descritos
por n + 1 coordenadas p°, p*, - - -, p" onde p’ = O e p', p?, - - -, p" sdo as coordenadas de r em . Como

anteriormente podemos introduzir vizinhancgas esféricas em H por:

7| = <Z<p’“>2> = [(P")2+ )7 < k. (4.2.52)

k=0

Ao assumir 6(r, s) candnico para |r| < &, |s| < x em uma vizinhangca M(|7| < k), pode-se escolher
uma vizinhanga M, (|7| < k) tal que 75 € M se 7, 5M;. Se p', o, 7° (0 < i < n sdo as coordenadas

dos elementos 7, 5 e t = 75 respectivamente) a relagdo de defini¢do (2.2.53) nos leva a
= fi(r,5) (0<i<mn;75€ M), (4.2.53)

sendo

(4.2.54)

E claro que as funcdes f(7, 5) herdam a diferenciabilidade de 6(r, s) e f*(r, s) na vizinhanga M, (0 <

i < n). Isto implica H ser um grupo de Lie local de dimenséo (n + 1).
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A partir da defini¢do de coordenadas candnicas podemos checar que as coordenadas p’ sdo candnicas

em M. Partindo de 7(u) = pa com a = {a°, a}, tem-se

(p) = {pa®, pa} = {pa® r(u)}. (4.2.55)

Como ¢ € candnico, da relagdo (2.2.53) tem-se

P(pa)7(p2) = {(m + p2)a’ + 6(ma, poa), r(p)r(pe)} = (1 + pa), (4.2.56)

se |u;a| < K (ou seja, se pertence 2 vizinhanga M ;). Portanto p' = ua’, ou seja p' sdo coordenadas
canOnicas em M.

Sob uma dtica diferente, assumir as coordenadas definidas por (2.2.53)) canonicas para um expoente
diferenciavel J, leva-nos a afirmacdo de que 6 € um expoente local candnico. Como mencionado
anteriormente, para um sistema de coordenadas candnicas a fungdo f(r, s) é analitica em alguma
vizinhanga M’, o que implica ¢ analitico em alguma vizinhanca V'’ de G. Estes argumentos provam o

lema a seguir:

Lema 10. Um expoente local canénico 6(r, s) de um grupo de Lie G é, em alguma vizinhanca V', uma

funcdo analitica das coordenadas canonicas de r e s.

Como o grupo H é um grupo de Lie local, a dlgebra de Lie h é formada pelos (n + 1)-dimensional

vetores @ com componentes o*(0 < x < n) vistas anteriormente, estes expressos por @ = {a’, a},

onde a = (al,- - - ") é um elemento da dlgebra de Lie g de G. Seja o comutador, ja definido

q(7,5) = 757 157! por (4.1.14). O colchete [a, b] = [{a®,a}, {3°, b}] entre dois elementos da 4lgebra
h € dado pelo limite lim,, o 1~ 2¢(pa, ub). Por (2.2.53),

(na)(ub) = {p(a” + B°) + d(pa, ub), (na)(ub)} (4.2.57)

e como em um subgrupo a um pardmetro ! = —r, temos

(na) = (ub) ™t = (—pa)(—pb) = {—p(a® + %) + 6(—pa, —pb), (ua) " (ub) ™'} (4.2.58)

De posse destas duas relagdes, o colchete [a, b] fica

@8] = lim p=*{pu(a® + B°) + d(pa, ub), (na) (ub) H—pu(a® + B°) + d(—pa, —ub), (pa) ™" (ub) ™'},
(4.2.59)

ou ainda, o primeiro termo é

lim p1~2 | 8 ((pa, pb), (pa)™' (ub) ") + d(pa, 6b) + 6(—pa, —ub) | = =(a,b), (4.2.60)

n—0

este é o expoente infinitesimal. O segundo termo,

lim 17 (ua) (ub) (na) ™ (ub) ™" = [a,b]; (4.2.61)
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como j4 visto é o colchete da dlgebra de Lie g. Entdo
[@,b] = {=(a,b), [a,b]}. (4.2.62)

Sejam a, d’. b, b’ de g e A e \ nimeros reais, da antissimetria do colchete temos
) ) )

b.a) = {=(b.a), b.al} = { ~ Z(a,b), ~[a,]} = ~[a,1],

ou seja
=(a,b) = —Z(b, a),

isto é, =(a, b) é antissimétrico. J4 a linearidade, fornece
[\a+ Na',b] = [Aa,b] + [Nd,b] = \[a,b] + N[a', b]

e por (4.2.62) )
Aa+ Na',b] = ME(a,b), [a,b]} + N{E(d,b), [, b]},

esta relacdo nos permite concluir que Z(A\a + N'da',b) = A\=(a,b) + NZ(d’, b), ou seja, Z(a, b) € linear

na primeira entrada. Vejamos o que ocorre se b — Ab + \'b
[@, \b+ NV = [a, \b] + [a, V] = A[a, V] + Na, b],
novamente utilizando (4.2.62)
[@, Ao+ NV] = ME(a,b),[a,b]} + N{Z(a, V'), [a,b]}.

Portanto, tem-se que Z(a, \b + N'0') = A\=(a, b) + NE(a, ') e =(a, b) é linear na segunda entrada.

Entdo um expoente infinitesimal possui as propriedades a seguir
E(a,b) = =Z(b,a); Z(Aa+Nd',b) =I=(a,b) + NE(d', b), (4.2.63)

Z(a, \b+ NV) = \=Z(a,b) + N=(a, V). (4.2.64)

Isto é, o expoente infinitesimal =(a, b) é uma forma bilinear antissimétrica de valor real em g. Além
disso, outra condigdo se segue da identidade de Jacobi j = [[a,a’)a"] + [[@,a"],a] + [[a”,a],@] =0,

para quaisquer trés elementos de h. Através de tem-se, por exemplo,
[[@,a"),a] = [{E(d,d"), [, d"}{a’, a}] = {E([d,d"], a), [[d',a"],a]} (4.2.65)

e similarmente para os outros dois elementos. Definindo, para qualquer forma bilinear antissimétrica =,
d=(a,d',d") = Z([a,d'], a")+E([d/, d"], a)+Z([a", a], a’), temos que d= é linear nos trés argumentos e

antissimétrica em quaisquer dois. Desta forma, tomando j = {d=(a,d’,a"), j)}, com j = [[a, d]a"] +
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[[a,a"],a] + [[a”,a],a’] =0emg,j=0¢equivalente a
d=(a,ad’,a") = 0. (a,d’,d" € g) (4.2.66)

A fim de estabelecer formalmente um expoente infinitesimal, segue a proxima defini¢ao.

Definicao 13. Qualquer forma bilinear antissimétrica de valor real = definida na dlgebra de Lie g
para a qual d=(a,d’,a") = 0 serd chamada expoente infinitesimal de g. Se o expoente infinitesimal

for dado por o mesmo é dito corresponder ao expoente local candnico § de G.

Para a base de g dada pelo conjunto de vetores ay, - - -, a,, vamos definir 3;; = Z(a;, a;) para
um expoente infinitesimal qualquer. Desta forma, para dois vetores quaisquer de ga =Y . 7'a; e
a =" 7 a; temos

n
[ / i 1]
Z(a,d') = g Biiv'y” (4.2.67)
i,5=1
e (;; carrega a antissimetria da forma bilinear. Assim, ao substituir a, a’, a” por a;, a;, a;, respectiva-

mente em e utilizando (.1.13)) temos, por exemplo

=(las, a4, ar) = Z "2 (m, ag) = Z Bk 5. (4.2.68)
m=1 m=1
Logo (#.2.66) implica
Iy = Z(ﬁmkcmij + Bnic™ ji 4 Bmgc™ i = 0 (i <k,i,j <n). (4.2.69)
m=1

E vilido ressaltar que para qualquer expoente infinitesimal de g a equagio define uma dlgebra
de Lie de dimensdo (n + 1).

Para uma base padrdo em h podemos associar as constantes de estrutura aos expoentes infinitesimais.
Seguindo a ideia de base padrdo mostrada no inicio da se¢do que culminou em (4.1.18)), a base padrdo
em b em coordenadas canonicas p°, pt,- - - p" em H é ap = {1,0}; @ = {0,a;}. Desta forma as

constantes de estrutura ¢;; de H sdo encontradas como

iy = Bi; = E(a;, ay) (1<4,5<n),
Emij = Cmi]‘ (1 S m, Z,] S TL), (4270)
émi():émgj =0 (OSm,ZSn)

As equagdes obtidas no processo para g em (4.1.18) aplicadas em H implicam

aQJFO azfo
i = 5,591 ~ Baide 1<i,j<n). 4.2.71
i (3/)1301 8,0']80'7'>[pk=(7k:0] (I1<ij=n) (4.2.71)

Ao escrever as fungdes ¥ como em (4.2.54) obtemos a seguinte rela¢io para os expoentes infinitesimais
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com ¢ candnico

N %6 9?0
Elai, a5) = iy = (apiao-i T 900

) oy (Shi<n) 4.2.72)

Assim como feito anteriormente com expoentes locais diferencidveis e candnicos, vejamos agora a
equivaléncia entre expoentes infinitesimais. Faremos o estudo para um expoente local candnico da
forma § = A[A]. Recorrendo a linearidade de A, ao se calcular (4.2.60) para um expoente desta forma

tem-se

E(a,b) = —lim p~*A(g(pa, pb)) = —A(lim p~?q(ua, pb)) = —A([a, b]). (4.2.73)

Neste caso iremos escrever = = —d[A]. Para vetores a; de uma base g, batizando A(a;) = \;, temos
=(a;, a)) Z A (ay,) = Z CiiAm = Bij- 4.2.74)
Todo = da forma ¢ um expoente infinitesimal de g uma vez que ¢ bilinear, antissimétrico e

a linearidade de A ndo altera a identidade de (4.2.60). A relacdo {.2.73) e o Lema 6 nos levam a

defini¢do a seguir:

Definicio 14. Dois expoentes infinitesimais = e Z' de g sdo ditos equivalentes se =/ = = — d[A] e

'—/_

podemos escrever = = =, onde A(a) é uma forma linear real, definida em g.

4.2.7 Correspondéncia entre expoentes locais e infinitesimais

Como fechamento de toda a teoria exposta vejamos a correspondéncia entre os expoentes ja
vistos. Para todo expoente local candnico ¢ de GG corresponde, de acordo com (4.2.60), um expoente

infinitesimal = de g unicamente determinado. Essa correspondéncia € expressa por
)= Z, (4.2.75)

claramente linear. Além disso, se para dois expoentes locais candnicos o expoente infinitesimal
correspondente coincidir, isto implica a coincidéncia entre os préprios expoentes locais em alguma
vizinhanga ). Como visto em os expoentes infinitesimais determinam unicamente as constantes
de estrutura do grupo local e consequentemente determinam as funcdes f* vistas em , que, por
sua vez, determinam ¢ em uma vizinhanga suficientemente pequena. A correspondéncia de

nos sugere o seguinte lema:

Lema 11. Dois expoentes locais candnicos 0 e ¢ sdo equivalentes se, e somente se, os correspondentes

expoentes infinitesimais = e = sdo equivalentes.

Prova: Esta prova serd feita primeiramente assumindo ¢’ = 9.

Como visto no Lema 9, ' = § + A[A] em alguma vizinhanga V. Fazendo a substitui¢do de ¢ por ¢’ na
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relacdo (4.2.60) e utilizando a forma = = —d[A] tem-se

= =2 —d[A], (4.2.76)

— —_
— —
— = .

portanto

Agora iremos assumir a equivaléncia entre os expoentes infinitesimais, ou seja, =’ = = — d[A]. A
correspondéncia para ¢’ nos fornece 0 + A[A] — =’ e a unicidade da correspondéncia devido
@.2.60) nos leva a

§ =6+ A[A], (4.2.77)

em alguma vizinhanga ). Portanto ¢’ = 4. ]

Os resultados obtidos pelo Lema 8 e pelo Lema 11 combinados nos levam ao

Corolario 2. Se para um grupo G todos os expoentes infinitesimais sdo equivalentes a zero, entdo

todos os expoentes locais candnicos, e, portanto todos os expoentes locais, sdo equivalentes a zero.

Vejamos o lema a seguir referente a correspondéncia direta entre um expoente local e um expoente

infinitesimal.

Lema 12. Para todo expoente infinitesimal = de g existe um expoente local canénico 6 de G tal que

o — =.

Prova: Como ja visto, um expoente infinitesimal define uma algebra de Lie de dimenséo (n + 1),
b, com constantes de estrutura da forma (4.2.70) e portanto define também um grupo de Lie local
H de dimensdo (n + 1). Para as coordenadas candnicas as fungdes analiticas f*(7, 5) definidas em
alguma vizinhanga de H tem a forma necesséria mostrada em (4.2.54)). Isso mostra que o expoente
associado ¢ € candnico e, portanto é um expoente local de G uma vez que a lei de associatividade para
a multiplicacdo (2.2.53)) € equivalente a (2.2.23)) que define expoentes locais.

A partir das implicacdes advindas do expoente infinitesimal € possivel caminhar até a defini¢do de
um expoente local canodnico. O

Do ponto de vista das classes de equivaléncia dos expoentes, temos o

Lema 13. Existe uma correspondéncia linear um-a-um entre as classes de equivaléncia de expoentes

locais de um grupo de Lie G e as classes de equivaléncia de expoentes infinitesimais da dlgebra de Lie

g de G.

Prova: Pelo Lema 8 € permitido (e suficiente) considerarmos expoentes locais candnicos. De
acordo com os Lemas 11 e 12 a correspondéncia entre os expoentes ¢é fornecida por (#.2.75)). Entao,
ndo s6 cada classe de equivaléncia de o determina unicamente uma classe de equivaléncia de =
como cada classe de equivaléncia de = determina unicamente uma classe de equivaléncia de . Essa
correspondéncia é dada por uma aplicacao do espaco linear gerado pelos expoentes locais no espaco
linear gerado pelos expoentes infinitesimais.

O espaco gerado pelos expoentes locais € denotado por v, entdo a correspondéncia é dada por:

w:v— B (4.2.78)
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Por consequéncia, a dimensao de v para um grupo de Lie é ~h*. Todos os resultados obtidos, referentes

aos grupos de Lie e suas particularidades, sdo condensados no seguinte teorema central.

Teorema 8.  I. Em um grupo de Lie G, todo expoente local §(r, s) é equivalente a um expoente

local canénico 0'(r, s) que, em alguma vizinhang¢a candnica V), é analitico nas coordenadas
canodnicas de r e s e desaparece se r e s pertencem ao mesmo subgrupo de um pardmetro.
Dois expoentes locais candnicos sdo equivalentes se e somente se 0' = § + A[A] em alguma

vizinhanga canénica, onde \(r) é uma forma linear nas coordenadas canénicas de .

2. A todo expoente local canédnico de G corresponde unicamente um expoente infinitesimal =Z(a, b)

da dlgebra de Lie g de G, ou seja, uma forma bilinear antissimétrica que satisfaz a identidade

de Jacobi. A correspondéncia é linear.

. Dois expoentes locais candnicos 0 e §' sdo equivalentes se, e somente se, 0s correspondentes = e

=/ forem equivalentes.

. Existe uma correspondéncia linear um-a-um entre as classes de equivaléncia dos expoentes

locais de G e as classes de equivaléncia dos expoentes infinitesimais de g.

O trabalho com grupos de Lie € extenso e requer uma destreza matemdtica acima da anteriormente

utilizada. Porém, perceba que todos os Lemas e Teoremas sido vélidos localmente. Assim como

anteriormente, faremos uso de grupos conexos e simplesmente conexos para avaliar a possibilidade e o

processo de extensdo de tais fungdes para o grupo todo. Este assunto serd investigado na secdo a seguir.

4.3 EXTENSAO DE EXPOENTES LOCAIS

Esta secdo terd como objetivo provar o teorema a seguir:

Teorema 9. Seja G um grupo de Lie conexo e simplesmente conexo. Entdo para todo expoente local ¢

de GG existe um expoente O definido em todo o grupo G que é uma extensdo de 6. Se ¢ é diferencidvel,

0o pode ser escolhido como diferencidvel.

Prova: Esta prova ira seguir os passos de (BARGMANN, 1954) que € uma adapta¢do do método

de (IWASAWA| 1949).

1. Seja 6 um expoente local candnico de G e H o grupo local construido a partir do mesmo por

(2.2.53). Usaremos um teorema exposto € provado em (PONTRYAGIN; LEHMER| |1946)
Este teorema assegura que para um grupo infinitesimal R arbitrdrio existe um segundo grupo
G que ¢ isomorfo ao mesmo. Entdo existe um grupo conexo e simplesmente conexo H; que é
localmente isomorfo a [/ em alguma vizinhanga M € H. Os elementos de [, serdo denotados
por 7 e, devido ao isomorfismo, em M tais elementos podem ser identificados pelos elementos
de H. Dizemos que { forma uma parte de /.

Fazendo a ilustragdo ja mencionada referente a folha de papel, neste presente momento existem

duas folhas. Uma ( f;) correspondente ao grupo H e outra ( f3) correspondente a H;. Porém,

3

Teorema 84, pp 278-279.
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existe uma aplicacdo que associa pontos de uma folha com a outra (¢ : f; — f2) € em uma
pequena secdo da folha f; ela se assemelha a f;. Nesta se¢do os elementos de H; podem
ser identificados pelos elementos de H e entdo a percep¢ao de que H forma parte de H; estda

estabelecida.

. Como mencionado durante a prova da Proposi¢do 4, H possui um subgrupo central a um

pardmetro 7' com elementos {#, e} tal que o grupo quociente H /T é localmente isomorfo a G

(Lema 2). Podemos definir o homomorfismo g : H — G por:
g(r) = g(0,r) =, (4.3.1)

com7” € Mer € (G. Ha outro teorema exposto e provado em (PONTRYAGIN; LEHMER,
1946ﬂ que assegura a possibilidade de extensdao de um subgrupo normal local de GG para um
subgrupo normal por todo o grupo, desde que GG seja conexo e simplesmente conexo. Com
este teorema pretendemos estender o subgrupo local 7" para um subgrupo local 77 de H; que é
também conexo e simplesmente conexo. Para isso é necessario verificar se 7' é subgrupo normal
de H, sendo um subgrupo normal (PONTRYAGIN; LEHMER, |1946)) aquele em que para todo
elemento h € Het € T tem-se tH = Ht. Seja{0,r} € He {#,e} € T, entdo

tH=A{0,e}o{0,r} ={0+06 +d(e,r) er}. (4.3.2)
Facamos ¢, = 0 + 0’ e utilizando (2.2.24) temos
tH ={6,,r} € H. (4.3.3)

Para Ht
Ht={0,r}o{0',e} = {0+ 0" +d(r,e),re} (4.3.4)

e novamente por (2.2.24) e 6, =0 + ¢’
Ht={6,,r} € H . tH = Ht. (4.3.5)

Logo, T' € um grupo normal de H e a extensao € permitida. Os elementos de 77 sdo da forma

t(0)(—o0 < 6 < 00) em que t(6) é uma fungdo analitica de 6. Além disso,
HOVO) =10 +0) (4.3.6)

et(f) #t(0) se  # 0. O isomorfismo local do grupo quociente H/T com G se estende para
um isomorfismo entre H, /T e G, entdo o mapeamento definido por (4.3.1) se estende para o

mapeamento homomorfo ¢g; : H; — G:

g (7) =r, (4.3.7)

4

Teorema 85, pp 279.
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comi € Hyer € G. A vizinhanca M, onde H e H; sdo isomorfos pode ser escolhida de modo
que ¢1(7) = g(7) em M. A igualdade ¢;(7) = ¢1(7') implica 7 = t(6)7 = 7t() com um ¢
unicamente determinado, ja que 7} € subgrupo normal de H;.

Agora assumindo M uma vizinhanga esférica limitada por x (|7| < k), denote uma vizinhanga

esférica |r| < k, agora em G, por V. Definimos um mapeamento h : ¥ — M como:
h(r) ={0,r}, (4.3.8)

comr € V. Note que
g(h(r)) = g({0,r}) =, (4.3.9)

uma vezque g : H — G e h : V — M. O mapeamento definido por (4.3.8) leva o elemento de
uma vizinhanga de G para uma de H e o mapeamento de (4.3.T)), por sua vez, realiza o caminho

inverso.

. Os conjuntos de produtos s sendo s € V serdo denotados por ). Estes conjuntos abertos
cobrem o grupo G por inteiro. Sendo assim podemos escolher uma sequéncia 7y, tal que 7V
cubra G com k =0,1,2---. Perceba que podemos assumir o elemento ry da sequéncia como
a identidade e e, portanto construir uma unio dos conjuntos abertos onde o termo 71 ndo é

contabilizado,

U, =roV|Jrv - (Jnv. (4.3.10)

Seja L um conjunto ndo vazio contido em V, fagamos Lo = V e rp L, = Uy, — U1 com k > 1.
Devido esta dltima condi¢@o os conjuntos 1, L, (k = 0,1,2---) séo disjuntos, e assim como 7V
cobrem G.

Agora vamos selecionar a sequéncia 7, (k = 0,1,2---) em H; de forma que 7y = € e g,(7%) =

ri. Definindo um mapeamento hideG — Hi como: se r € 1, Ly,

hi(r) = reh(ry'r) = rph(r'), 4.3.11)

com 1’ € L, C V, note que hy leva elementos do grupo G nos elementos dos conjuntos que o

recobrem. Note também que se r € V, temos h(r) = h(r) e entdo para todo r

91(hi(r)) = g1 (b (1)), (4.3.12)
ou ainda
g1(ha (7)) = g1(7) g1 (h(r")). (4.3.13)

A atuagio g, (7},) é determinada por (4.3.7) € g1(h(r")) = ¢1({0,7'}) também, entdo

gi(ha(r)) = rer’ = re(r ') =1 (4.3.14)
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Realizando o mesmo processo, vejamos g1 (hi(r)hi(s)):

g1(h1(r)hi(s)) = g1(ha(r))g1(ha(s)), 4.3.15)
91(ha(r)ha(s)) = g1(7k) g1 (h(r") g1 ($k) g1 (R (s")), (4.3.16)
g1(hi(r)ha(s)) = rs, (4.3.17)
e agora g (hi(rs))
g1(hi(rs)) = g1(78k) g1 (h(r's")) = rs, (4.3.18)

portanto g1 (hy(r)hi(s)) = g1(hi(rs)). Como a igualdade entre g, () e g1 (7) implica 7 = ()T,
temos
hi(r)hi(s) = t(0,.5) 1 (7s). (4.3.19)

Note, entretanto, que a aplicagdo h; definida por (4.3.8) seleciona apenas os elementos com
0 = 0, pelo produto definido em (2.2.53) temos 6, = 0+ 0 + 0, (r, s) com 7, s € G e entdo

hy(r)hi(s) = t(d1(r, s))hi(rs), (4.3.20)

onde a fungdo 0;(r, s) é real e unicamente definida para todos r,s € G com as seguintes

propriedades:

(¢) 0i(r,s) =d(r,s), 4.321)

onde r, s € V; sendo V; uma vizinhanga fixa de G escolhida de tal maneira que V? C V.
(17) 01(e,e) =0, (4.3.22)
esta propriedade decorre de , uma vez que B} (r, s) se comporta de tal maneira.
(i13) 01(r,s) + 01(rs,t) = 61(s,t) + 1(r, st), (4.3.23)

com 7, s,t € G. Portanto, 9, satisfaz as relacdes de defini¢cdo para um expoente de G.

4. Agora fagamos uma substitui¢do de d; por 07, este diferencidvel, para verificar se a extensdo de

fato pode ser escolhida como diferencidvel. O expoente 97 é definido por:

61 (r, s) = 01(r, s) + A, 5(2), (r,s € V1)

(4.3.24)
x(r) = —/G(Sl(r, tyv(t)dt, (re Vi)

5(r,5) = 8y(r,s) + Ans@),  (ros € V)

(4.3.25)
fWZ—/QWﬂﬂwﬁu (reV?)
G
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exatamente de acordo com as propriedades definidas para o Lema 5. Entdo, por (4.2.15), temos
0{(r,s) = d1(r,8) + Ars(a”), (4.3.26)

recaindo nos mesmos argumentos utilizados para a prova deste Lema citado. Note que 97 da
forma (4.3.26) cumpre as propriedades (4.3.22)) e (4.3.23)), sendo entdo um expoente diferencidvel

definido em todo o grupo. Além disso, para uma vizinhanga suficientemente pequena V', a

equagdo (4.3.21) nos leva a

A

o1 (r,s) = 0(r,s) + A s(z"). (4.3.27)

5. Para finalizar a prova, seja 6 um expoente local de G e § um expoente local candnico equivalente
a ¢, entdo na vizinhanca )’ temos
0 =06+ A(%) (4.3.28)

e pelo Lema 5, a funcédo 7 € diferencidvel se ¢ for. Agora vamos construir uma fungéo similar a
funcdo ¢(r) em (4.2.1). Comecemos assumindo V' uma vizinhanca esférica |r| < «’, e definindo
outras duas vizinhangas V] (|r| < }) e Vy(|r| < &) onde k| < k}, < k. Seja ¢(r) uma fungdo

com as seguintes propriedades:
* ¢(r) é diferencidvel em todo o grupo G;
e Y(r)=1ser e€Vy;

* ¢(r) = 0 se r estd fora de V5.

De podemos escrever o expoente responsavel pela extensdo, agora dy, por

6O(T7 5) = 5?(7’, 5) - Ar,s<x0>7 (4329)

2o(r) = {WT)(‘%(T) +allr), reV (4.3.30)

0, reg V.
Note que z, é sempre continua, uma vez que depende diretamente de (7). Além disso,
¢ diferencidvel em todo o grupo se ¢, e entdo z, for diferencidvel em V’. A reunido das
relagdes (4.3.21)), (4.3.22)), (4.2.23)) e a defini¢do de ¢(r) levam a §y = § em uma vizinhanca

suficientemente pequena. Esta igualdade se estabelece, pois em tal vizinhanga §7 é dado em

fungdo de 5.0 expoente d, é definido em todo o grupo, isto €, uma extensdo de um expoente

local 4 e ainda é diferencidvel se § for. O

Este teorema finaliza o trabalho com a teoria sobre os grupos de Lie e também a deixa pronta para ser
aplicada em grupos de interesse na teoria quantica. O trabalho de (BARGMANN; 1954)) possui uma
secdo com exemplos de diversos grupos relevantes.

A construgdo vista aqui € sutil e caminha a pequenos passos, mas veja que partindo de uma fase
local amplamente trabalhada nos capitulos anteriores a teoria evoluiu ao ponto de termos a extensao

de uma fase para grupos que estdo diretamente relacionados a transformacdes de interesse em fisica.
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Além disso, mesmo que nao tenha sido mencionado, o pontapé inicial de todo estudo foi apenas a
necessidade de que a probabilidade de transi¢@o entre dois estados fosse conservada, isto €, a exigéncia

basica da natureza de que a fisica permaneca imutdvel sob certas transformacgdes de referenciais.
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5 CONCLUSAO

A partir de um trabalho brilhante de Eugene Wigner (WIGNER| 1939) no ambito das representacdes
do grupo de Poincare, Valentine Bargmann publica um trabalho fundamentando a teoria matematica
utilizada. Este Trabalho de Graduacao teve como objetivo realizar os passos dados por Bargmann com
a maxima descricao possivel dentro dos limites dos conceitos ja vistos.

Na introducao € apresentada a motivagao para andlise do problema, uma relacdo demonstrada em
(WIGNER,1939) a qual abre uma porta para esta teoria. A construcao tem inicio no estabelecimento da
correspondéncia entre objetos matemaéticos e estados quanticos, que da origem a uma nova percepgao
das operacdes em Mecanica Quantica. Apesar do trabalho possuir um objetivo de generalizar resulta-
dos, os primeiros passos sdao dados localmente com poucas defini¢des, culminando no fundamental
teorema demonstrado por Wigner (Teorema 1), este, como mencionado, permitindo que a atuacao dos
operadores seja feita sem problemas de descontinuidade localmente. A defini¢do das fases w(r, s) e
d(r, s) nos fornece ferramental necessdrio para o Teorema 2, acerca de representagdes de grupos de
dimensao finita e a combinac¢do dos Teoremas 1 e 2 dao cabo de parte importante do ferramental de
Mecanica Quantica utilizada frequentemente em cursos de graduagdo, porém localmente.

De posse de variados resultados locais, recorremos a um minucioso teorema de (PONTRYAGIN;
LEHMER| |1946)) para verificar a possibilidade de extensdes dos resultados locais para globais em
grupos conexos e simplesmente conexos. Este teorema nos permite estender as representagdes locais,
os expoentes locais e até mesmo os importantissimos representativos que cumprem o teorema de
Wigner, promovendo assim a teoria, até entdo local, ao funcionamento global para tais grupos.

Com os resultados iniciais validos por todo o grupo, um dltimo passo foi reavaliar a teoria sob a 6tica
dos grupos de Lie em busca de relagdes de ampla relevincia para tratamento de estruturas algébricas,
tdo importantes em fisica. Este estudo utiliza métodos extremamente detalhados, carregados de rigor,
mas com uma beleza quase que fundamental, dentre eles as fun¢des construidas por (IWASAWA,
1949). Utilizando conceitos introduzidos nas se¢des anteriores, os colchetes de Lie para o grupo local
definem uma forma bilinear antissimétrica, esta em correspondéncia direta com os expoentes locais do
grupo. O Teorema 8 € a concatenacdo de todos os resultados obtidos através dos lemas mencionados e
provados ao longo da secao.

Por fim, foi realizada a extensdo dos expoentes locais do grupo de Lie através de um processo
andlogo a construcao de Iwasawa, porém com alguns truques adicionais. Apds a prova deste dltimo
teorema, a teoria de representagdes projetivas possui ferramental suficiente para aplicacdo em grupos
uteis em teoria quantica, permitindo a andlise de fases quando estas ndo sdo facilmente removidas
como mostrado no Teorema 2.

O trabalho € arduo e necessita muitas vezes de ferramental pouco visto usualmente em fisica, porém
apOs certa abstracio, perceber que a conexao entre a natureza € uma linguagem tdo potente como a

matemadtica nos leva a resultados tdo minuciosos soa como um prémio pela dedicagdo.
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