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Resumo 

Calcula-se o tensor de polarização do vácuo a nível de um “loop”para a 

eletrodinâmica quântica tridimensional (QED3) e cromodinâmica quântica 

(QCD3), utilizando a técnica de regularização analítica implementada de 

forma a preservar a invariância de gauge, e mostra-se assim que o bóson de 

gauge adquire massa, em contraste com o resultado obtido usando a regu- 

larização de Pauli-Villars. Considera-se também um tratamento alternativo 

para o processo de polarização do vácuo na QED3, onde os operadores de 

campo satisfazem equações de movimento de Heisenberg e conclui-se que 

massa é gerada para o fóton até a segunda ordem na carga elétrica. 



Abstract 

We evaluate the one-loop vacuum polarization tensor for three-dimensional 
quantum electrodynamics {QED3) and quantum chromodynamics {QCD3), 

using the analytic regularizaiion technique, constrained to preserve gauge 

invariance, and show thus that the gauge boson acquires mass, in contrast to 

the result obtained using the Pauli-Villars regularization. We also consider 

an alternative approach to the vacuum polarization process in QED3, where 

the field operators satisfy Heisenberg equations of motion and conclude that 

mass is generated for the photon to second order in the eletric charge. 
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Introdução 

Acompanhando a evolução da eletrodinâmica quântica (QED) ao longo da 

história da teoria quântica de campos, detenhamo-nos no final da década 

de quarenta. Foi nesse período, quando tanto a QED quanto a física de 

partículas experimentaram avanços significativos, que os trabalhos pio- 

neiros de Schwingerf^^ sobre correções radiativas na QED incorporaram-se 

a este cenário. 

Desde então, criou-se uma dificuldade devida à ocorrência de produtos 

de funções singulares na teoria, levando à divergências em cálculos per- 

turbativos até segunda ordem. Wentzel^^^ foi o primeiro a apontar que 

a aplicação da técnica de integração de Schwinger à expressão resultante 

para a auto-energia do fóton fornece um resultado não nulo, embora este 

não seja invariante de gauge. Entretanto, para chegar a este resultado in- 

satisfatório, foi necessário lidar com um objeto quadraticamente divergente, 

o qual prescinde significado de um ponto de vista matemático. 

Com o objetivo de superar tal falta de rigor no formalismo, devemos 

adotar um esquema de regularização, onde aquelas integrais de fato diver- 

gentes são mantidas finitas e bem definidas no transcurso do cálculo. Por 

outro lado, deve ser mencionado que uma teoria regularizada geralmente 

viola alguma hipótese física, tal como a invariância de gauge, que no caso 

da auto-energia do fóton segue da conservação da corrente. 
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Há mais de quatro décadas Pauli e Villars propuseram um método de 

regularização^^J o qual preserva a invariância de gauge na QED. Mais tarde, 

outras técnicas de regularização foram introduzidas, entre elas a regula- 

rização dimensional^ e a regularização analítica^^l Nesse intervalo, Feyn- 

man associava uma representação gráflca^®^ a cada produto normal na ex- 

pansão de Dyson da matriz estabelecendo intuitivamente um conjunto 

de regras de acordo com as quais podemos desenhar imediatamente esses 

gráficos e convertê-los em termos analíticos. Ao longo dos anos, este al- 

gorítimo tem sido largamente utilizado na determinação de seções de choque 

em física de partículas. Infelizmente, o uso abusivo das regras de Feynman 

vez por outra dificulta a interpretação de certos processos como, por exem- 

plo, a polarização do vácuo. 

Na década de sessenta a Teoria Quântica de Campos passou a ser estu- 

dada no contexto das chamadas Teorias de Gauge, sendo o modelo unifi- 

cado de Weinberg-Saiam para as interações eletrofracas e a cromodinâmica 

quântica (QCD) exemplos dessas teorias (vide, por ex., ref.[8]). 

A partir do início da última década, tem-se dado atenção à teorias 

de gauge em (2-|-l) dimensõest^^, pela sua conexão com fenômenos a al- 

tas temperaturas em quatro dimensões^^^^, o efeito Hall quântico^^^^, etc. 

Examinando-se cuidadosamente as características matemáticas dessas teo- 

rias nos deparamos com uma ambiguidade no resultado físico: partindo com 

férmions massivos e bósons de gauge sem massa, massa ao campo de gauge 

pode ser radiativamente induzida a nível de um “loop”, dependendo da es- 

colha da regularização para as integrais divergentes na região ultravioleta 

(UV). Tal massa é também denominada massa topológica. 

Até aqui, todos os cálculos de correções radiativas para o propagador 

do bóson de gauge em três dimensões tem sido feitos através da expansão 

da matriz S na representação de interação. Entretanto, segundo o teorema 

de Haagl^^l, os campos livres e os campos interagentes pertencem a espaços 

de Hilbert ortogonais entre si e, portanto, a representação de interação 
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não constitui uma representação equivalente para os campos interagentes. 

Desta forma, para tentar resolver a controvérsia com respeito à geração de 

massa para o campo de gauge, construiremos o tensor de polarização do 

vácuo em outra representação, a representação de Heisenberg. 

No capítulo 1 introduzimos a eletrodinâmica quântica em três dimensões 

{QEDs) e suas simetrias, bem como a teoria não-Abeliana correspondente, 

a cromodinâmica quântica tridimensioncd (QCD^). No capítulo 2 defini- 

mos o tensor de polarização do vácuo, da QED^, mostrando como 

este modifica o propagador do fóton em ordens superiores da teoria de 

perturbação. Em seguida calculamos construído a partir das regras 

de Feynman estabelecidas no capítulo anterior, utilizando dois métodos 

de regularização distintos, as regularizações de Pauli-Villars e analítica. 

Argumenta-se que esta última deve ser implementada de forma a preservar 

a invariância de gauge tanto no caso Abeliano quanto no caso não-Abeliano. 

No capítulo 3 calculamos o tensor de polarização do vácuo na representação 

de Heisenberg, definido via equações de movimento dos campos na presença 

de uma fonte externa, comparando com os resultados obtidos na repre- 

sentação de interação. 

Finalmente, no Capítulo 4 tecemos algumas considerações sobre os nos- 

sos resultados e discutimos outras aplicações do formalismo introduzido nos 

capítulos anteriores. Nos apêndices exibimos relações e propriedades impor- 

tantes que foram utilizadas ao longo deste trabalho, cuja demonstração foi 

postergada para que a continioidade da exposição não fosse comprometida. 
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Capítulo 1 

Teorias de Gauge em (2+1) 

Dimensões 

1.1 Uma Teoria Abeliana: a QEDs 

A QED descreve essencialmente os processos de interação entre elétrons e 

fótons, constituindo um exemplo simples de uma teoria de gauge Abeliana. 

Em três dimensões, a densidade Lagrangeana da eletrodinâmica espinorial 

coincide com aquela do caso quadridimensional, sendo dada por 

c = + e4- m)xp , (1.1) 

onde 

. (1.2) 

As equações de movimento correspondentes 

d^F^-' = -r , 

+ e4 — m)tp = 0 , 
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onde 

r = e4>Y'^ 5 

assim como £, são invaxiantes sob as transformações de gauge 

A^+ d^K{x) , 

(1.5) 

(1.6) 

(1.7) 

Na densidade Lagrangeana da teoria quantizada devemos incluir o termo 

de fixação de gauge 

2a 
(1.8) 

enquanto que os operadores de campo devem obedecer o ordenamento nor- 

mal, ou seja, num produto de operadores, aqueles que contém somente ope- 

radores de criação devem aparecer à esquerda daqueles que contém somente 

operadores de aniquilação. Desta forma, o valor esperado no vácuo de um 

operador que corresponde a uma certa quantidade observável, constrmdo 

a partir dos operadores de campo, se anula. 

No espaço-tempo tridimensional a álgebra para cis matrizes gama de 

Dirac é realizada usando-se as matrizes de Pauli 

^ 7^ = ia^ 2 * 2 = ta^ 

= diag{\, -1,-1) . 

(1.9) 

(1.10) 

No caso de férmions não massivos devemos salientar que, para a re- 

presentação SU2 das matrizes 7, não existe simetria quiral, uma vez que 

nenhuma matriz anti-comuta com todas as matrizes de Pauli. 
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1.1.1 Simetrias Discretas em (2+1) Dimensões 

Em (2+1) dimensões os campos transformam-se sob conjugação da carga 

(C) de acordo com 

= -A^ , (1.11) 

. (1.12) 

Em duas dimensões espaciais a paridade (P) corresponde à inversão de 

um dos eixos, uma vez que a inversão de ambos resultaria numa rotação de 

um ângulo tt. Assim, sob a operação de paridade, as transformações dos 

campos são dada por 

VA%t,f)V-^ = A°(Í,P) , 

VA\t,r)V-^ = -A\t,P) , (1.13) 

VA\t,f)V-^ =A\t,P) , 

, (1.14) 

r = (x,y) , r' = (-x,y) . (1.15) 

Sob reversão temporal (T) temos 

TA°{t,r)T~^ = , 

TA(t,ã)T-'=-A(-t,r) , (1.16) 

Txj;{t,r)T-^ = . (1.17) 

A conjugação da carga deixa as equações de movimento invariantes. 

Entretanto, o termo de massa na Lagrangeana é ímpar sob P e T. A com- 

binação da inversão espacial e reversão temporal deixa o termo de massa 

invariante e, portanto, a simetria CPT é válida em (2+1) dimensões. 
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1.1.2 Propagadores e Regras de Feynman 

Os propagadores de Feynman paxa o campo fermiônico e para o campo de 

gauge, respectivamente, são definidos no espaço dos momentos por 

S{p) = i J < 0\T{ip(x)'(p{0)}\0 > , (1-18) 

V^,{k) = J< 0\T{A^{x)A,{0)}\0 > . (1.19) 

Para campos livres estes podem ser escritos como 

m + ]f) 

m? — — ie ’ 

1 ia 
D{k) = , (1.21) 

onde 
ku.k^ 

= . (1.22) 

Fazendo a = 1, obtemos o propagador do fóton no gauge de Feynman, o 

qual assume a forma simples 

Dpik) = —_j_ ■ (1.23) 

No caso de campos interagentes, desde que a constante de acoplamento 

entre os mesmos seja suficientemente pequena, podemos calcular pertur- 

bativamente até certa ordem um determinado processo, representado pelos 

respectivos gráficos de Feynman, uma vez conhecidos os propagadores dos 

campos livres e os vértices desse gráfico, correspondentes às interações entre 

os campos considerados. 

As regras de Feynman que nos permitem construir as amplitudes invari- 

antes para os processos descritos pela QED^, podem ser assim sintetizadas: 
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1. Para cada vértice, escrevemos um fator 

ze7“ . 

2. Para cada linha do fóton interna, indexada pelo momento k, escreve 

mos um fator 

(a) 

le 

3. Para cada linha fermiônica interna, indexada pelo momento p, es 

crevemos um fator 

-iS(p) = i- 
1 P 

jl> — m + ie 

4. Para cada linha externa, escrevemos um dos seguintes fatores; 

(a) para cada elétron inicial: Ur{^ 

(b) para cada elétron final: ür{^ 

(c) para cada pósitron inicial: Vr{p) 

(d) para cada pósitron final: Vt{p) 
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(e) peira cada fóton inicial: Cra(^) 

(f) paxa cada fóton final: 

Nas expressões acima pek denotam os momentos das partículas exter- 

nas e r(= 1,2) seus estados de spin e polarização. 

5. Para cada “loop” fermiônico tomamos o traço e multiplicamos por 

um fator (-1). 

6. Os tri-momentos associados às linhas em cada vértice satisfazem a 

conservação de energia-momento. Para cada tri-momento q não fixado pela 

conservação de energia-momento efetuamos uma integração 

Cada integração desse tipo com respeito a uma variável de momento interno 

q ocorre para cada “loop”. 

No caso da interação com um campo eletromagnético estático externo 

devemos incluir a seguinte regra de Feynman: 

7. Para cada interação de uma partícula carregada com um campo 

estático externo escrevemos um fator 

onde q èo momento transferido da fonte do campo (x ) para a partícula. 
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1.2 Uma Teoria Não-Abeliana: a QCDs 

A QCD é a teoria que descreve a interação entre quarks e glúons, quanta do 

campo fermiônico e do campo de Yang-Mills, respectivamente. Este último 

é um campo de gauge não-Abeliano e neste caso os glúons também inte- 

ragem entre si. Tal como em quatro dimensões, a densidade Lagrangeana 

da QCZ>3, incluindo o termo de fixação de gauge 

(1.24) 

bem como a densidade Lagrangeana do campo de “ghost” de Fadeev-Popov 

e sua interação com o campo de gauge, é dada por 

£ = -4- m)i, + £«/ + , (1.25) 

onde 

= gT^Al , = d^A^ - d^A^ + [A^, A^] . (1.26) 

As matrizes T“ da representação de SU{N) geram a álgebra de Lie 

do grupo de gauge sob o qual os campos fermiônicos se transformam. As 

constantes de estrutura do grupo (7“*’^ são definidas por 

[T“,T*’] = . (1.27) 

Na representação fundamental dos quarks, onde 

Tr(T“T'’) = , (1.28) 

estas são normalizadéis de acordo com 

(jabc(ja'bc ^ ^^ 29) 
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1.2.1 Propagadores e Regras de Feynman 

Na QCD, além dos propagadores para os campos livres (1.20) e (1.21), 

temos o propagador do campo de “ghost” livre, dado por 

. (1.30) 

e o vértice que corresponde à interação entre este campo e o campo de Yang- 

Mills. Além desse vértice, temos dois outros devido às auto-interações do 

campo de gauge não-Abeliano. Lembrando que para obtermos o vértice da 

QCD devemos efetuar as substituições 

te7“ —» — í^7“T“ , 

- Dp%(k) = r^fr- , 
k‘‘ -\- le 

respectivamente, nas regras de Feynman (1) e (2) da seção anterior, deve- 

mos ainda acrescentar as seguintes regras àquelas já enunciadas: 

8. Para cada vértice triplo, correspondente a um termo de auto-inte- 

ração de terceira ordem do campo de gauge, escrevemos um fator 

- ç)„ + g^„{q - r)^ -h gcp^ir - k)^ 

9. Para cada vértice quádruplo, correspondente a um termo de auto- 

interação de quarta ordem do campo de gauge, escrevemos um fator 
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10. Para cada vértice da interação entre o campo de gauge e o campo 

de “ghost”, escrevemos um fator 

escrevemos um fator 

• •  • b 

P + Í€ 

12. Para cada “loop” de glúon que contribui junto com um “loop” 

fermiônico e um “loop de ghost”, escrevemos um fator de simetria^^^í igual 

a |. 
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Capítulo 2 

O Tensor de Polarização do 

Vácuo 

Consideremos o espaJhamento elástico de elétrons por um campo externo 

estáticoí“í cujo diagrama de Feynman em ordem mais baixa da 

teoria de perturbação está ilustrado na Fig. 2.1. 

Figura 2.1: EspaJhamento de um elétron por um campo externo em mais 

baixa ordem. 

Aplicando as regras de Feynman da seção 1.1.2, temos que a amplitude 

de Feynman para este processo e dada por 

- p)u{p) . (2.1) 
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Uma das contribuições em segunda ordem peira o processo considerado 

pode ser obtida inserindo-se um “loop” fermiônico, correspondente à auto- 

energia do fóton em mais beiixa ordem, na linha do fóton emitido pela fonte 

externa, conforme mostra a Fig. 2.2. 

Figura 2.2: Correção de segunda ordem para o espalhamento por um campo 

externo. 

Desta forma, a amplitude de Feynman (2.1) torna-se 

- p) , (2.2) 

onde 

le <Tl‘‘’(k) = (U^)\-\)Tr j (2.3) 

é a amplitude correspondente ao diagrama de “loop” da Fig. 2.3, conhecido 

Figura 2.3: Diagrama de polarização do vácuo. 
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0 tensor é denominado tensor de polarização do vácuo e, como 

veremos mais adiante, em três dimensões pode ser escrito sob a forma 

, (2.4) 

Em três dimensões o tensor de polarização do vácuo é linearmente di- 

vergente e, portanto, deve ser regularizado. E importante observar que 

a presença do pseudo-tensor totalmente anti-simétrico dificulta a im- 

plementação da técnica de regularização dimensional!^®^, uma vez que este 

objeto está intrinsecamente ligado ao espaço-tempo tridimensional (vide 

Apêndice C). 

Considerando-se a soma de todas as inserções próprias de auto-energia 

do fóton no propagador do fóton, o tensor de polarização leva ao propagador 

do fóton modificado 

p ^ e2n(jt2) ~ , (2.5) 

onde 

U{k^) = (2.6) 

e 

M(k^) = 
e^mIl!^)(A:^) 

1 I en(b(/:) 
^ ^ k 

(2.7) 

2.1 Regularização de Pauli-Villars 

Entre as diversas técnicas de regularização disponíveis para tratarmos in- 

tegrais divergentes UV encontra-se a regularização de Pauli-Villars, que 

consiste na introdução de um número suficiente n de campos auxiliares ou 

reguladores com massas M, (i=l,2,...,n), para remover as divergências nas 
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auto-energias do fóton e do elétron. No final do cálculo a regularização é 

removida fazendo M{ —> oo (para maiores detalhes vide Apêndice D). 

No caso da polarização do vácuo, o estado intermediário é constituído de 

estados eletrônicos virtuais e, portanto, apenas rij campos fermiônicos au- 

xiliares devem ser adicionados. Além disso, devemos regularizar um “loop” 

fermiônico como um todo, para que a invaxiância de gauge seja preservada. 

Assim, a expressão regulada para o tensor de polarização do vácuo é 

dada por 

= 
(27r)3 

"/ f. 

p 
P{M,) 

(M7-Pi2)(M7-P22) 
(2.8) 

onde 

Mo = m , Co = 1 , 

Pia =PT^k 

(2.9) 

(2.10) 

P(M.) = Tr{7^(í^i+ M.)7o(;^2+ M.)} 

= 2[Mi^g^^+Pi^P2u + PiuP2^~ g^i.{pi-P2)-iM,e^^^k^] . (2.11) 

Utilizando a parametrização de Feynman 

1 

(M7 - p7)(M7 - P2^) Jo " [M,2 - Pi2 - (p22 _ 

e efetuando o “shift” p^ ^ P^l + (^ ~ obtemos 

I . UO‘-n^fU2\ I TtAÍ 

(2.12) 

K = (9,. - (P) + , (2.13) 

onde 

"/ ,1 
nf(fc2) = _4ie'£c,í d((ii-oí 

i=0 

d^P 1 , 
^ ’ (2'14) (22t) (Q7-p2) 
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<pp 1 

U^g(k) = -lig,,^Ci{Il + If} , 
^ 1=0 

com I-, If e Qi'^ sendo definidos por 

e 

Como 

i'"«/ 

(Pp 

(27rf (Qi^ -p2) 
= (í)2(7t)2 Í dx X 

Jo 

d^p 
X 2e ~ixQ^ 

(2.15) 

(2.16) 

(2.17) 

(2.18) 

(2.19) 

(2.20) 

(2.21) 

segue-se que TÍqq = 0. 

Podemos tomar ci = 1, C2 = —2 e os demais coeficientes Cj = 0, com 

j > 2, de modo que as condições para a convergência da expressão (2.8) 

sejam satisfeitas, a saber 

i;c,M,=o. 
i=0 

(2.22) 

(2.23) 

No limite Mj,M2 —> oo, 

nf (fc2) = 0—^ , (2.24) 
(27t)7o (M2)2 
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onde 

A equação (2.8) pode ser reescrita como 

47rm Jo 

(2.25) 

+ 
Ml 

t} • (2.26) 
[M^-Í{\-Í)k^X‘ 

Tomando-se o limite Mi, M2 -» 00, resulta 

nf(P)-nW(F) = -£;jf<ía(i-í) 
(M2)2[m + (M2): 

(2.27) 

Desta forma, o tensor de polarização do vácuo torna-se 

n^,(it) = U^^\k^){g,. - ^) + , (2.28) 

onde e são dados pelas Eqs.(2.24) e (2.27), respectivamente. Da 

Eq.(2.27), verificamos que em A: = 0 

n(^)(o) = 0 (2.29) 

2.2 Regularização Analítica 

0 método de regularização analítica consiste essencialmente em considerar- 

se uma extensão analítica paxa o propagador fermiônico para assegurar 

a convergência nas amplitudes de Feynman. Entretanto, deve-se tomar 

cuidado, pois a implementação errônea desta técnica pode violar a iden- 

tidade de Wardf^®^ requerindo, portanto, um certo critério para que a in- 

variância de gauge da teoria seja preservada. 
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Consideremos a contribuição para um dado gráfico de Feynman de um 

“loop” fermiônico contendo n+1 vértices ( n=l,2,3,...), onde ao menos a um 

desses vértices uma linha de fóton pode ser associada e os outros vértices 

podem conter eventualmente matrizes arbitrárias Tj € {l,7^,o’^i.,75'>^,75}. 

Esta contribuição será proporcional a 

n„+i = n(J| ki---K) = J d^pTr{'f^S{pi)T^S{p2) ■ ■ ■Tr.SiPn+i)} , 

(2.30) 

onde 

k = Pn+i - Pi , kj = Pj - . (2.31) 

Inserindo a expressão para o propagador fermiônico 

S{p) = 
m + 

m? — p^ — it 
(2.32) 

e aplicando a fórmula de Feynman generalizada ao denominador da ex- 

pressão resultante obtemos 

n.+, = /<?P ín/ <íí.) 
n\P{m) 

- E. iiPl - *e) 
n+1 (2.33) 

onde 

P(m) = Tr{7^(m -|- /ii)ri(m + ]f>2) ■ ■ ■ F„(m -f /i„+i)} . 

Esta equação pode ser reescrita sob a forma 

n„+, = / áV (^n / <í£.) £(1 - Eí.) 

P(m) 

dz ) (m^ — z — it) 

Definimos um outro polinômio 

2\ {(m d-k)P(k) — (m —/í)P( —k)} 
2k 

(2.34) 

(2.35) 

(2.36) 
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tal que 

A função 

P(m) = Q(«:^)U=m • 

/(.)= 

(2.37) 

{m'^ — z) 

possui um polo simples em z = m?. Na sua vizinhança, essa função pode 

ser expandida na série de Laurent 

[m^ — z) 2! 
(m^-2) + ... , (2.38) 

onde Q{m?) é o resíduo de f(z) no ponto z = m}. O primeiro termo na 

equação (2.30) é dominante, de forma que a Eq.(2.27) torna-se 

Hn+l = / d?P (n«(1 - Ee. 

dV /S(k)P(k)-S(-k)P(-k)] 

dz 2k 
(2.39) 

O propagador fermiônico extendido é dado por 

5<">M = m^V(A) , 'W ’ (2.40) 
[m^ — p — «ej 

onde /(A) é uma função regular arbitrária de A, com /(O) = 1. 

Se substituirmos o propagador fermiônico (2.32) por sua forma mo- 

dificada (2.40) na Eq.(2.30) e calcularmos II„+i, veremos que a expressão 

resultante não é invariante de gauge. A razão para isto é que o propagador 

modificado não satisfaz a identidade de Ward. 

Se, ao invés disso, substituirmos o propagador fermiônico (2.32) por sua 

expressão regulada (2.40) na Eq.(2.39), II„+i se transformará de acordo com 

n„+. nw, = / cPp [n/<iíí) - Ee.) 

X 
dz 2k 

. (2.41) 
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A soma de todas n permutações cíclicas dos momentos kj e matrizes Fj 

na Eq.(2.30) é formalmente invariante de gauge. O mesmo é válido para a 

expressão (2.41), cujo integrando conserva as propriedades de gauge formais 

do integrando na Eq.(2.30). 

As integrações nos momentos são efetuadas tomando-se A suficiente- 

mente grande. As correspondentes integrais são então convergentes e po- 

dem ser calculadas com o auxílio das representações integrais 

1 

(A -t- íe)i+^ F(1 -h A) 

1 

(A - F{1 + A) 

f 

f 

dx 

dx x^ 

(2.42) 

(2.43) 

2.2.1 O Caso Abeliano 

Consideremos agora o diagrama de polarização do vácuo para a QED, re- 

presentado na Fig. 2.3. A expressão regulada para o tensor de polarização 

é dada por 

(2.44) 

onde 

com 

-^) = /'Ppjl <í{2 j(‘ di, í(i - - {,) 

«^=zJ z=íipíH2p4 

5'(^)(/í) = m^y(Á) 
m + K 

(m 2 2 ■ ^l + -^ ’ K 

P(K) = Tr{7,(<c+,í,)7„(« + ^)) . 

(2.45) 
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As funções e P(k) consistem, respectivamente, de uma soma de 

termos pares e ímpares na variável k, podendo-se decompô-las em 

5(")(/c) = S[^\k) -h SÍ"\k) , (2.48) 

onde 

SÍ»(K) = S«(-«) =  7 ’ (2.49) 

S?'(-c) = -s?>(-/c) = " . > (2.50) 
[m^ — k/ — ze) 

e 

P(/í) = P+(/í)-f P_(k) , (2.51) 

onde definimos 

P+(/í) = P+(-k) = Tr(7^7^)K^ + Tr(7^/ii7,,^) , (2.52) 

P_{k) = -P_(-k) = {Pr(7,,/ii7,0 -I- rr(7í<7i//^2)}«: • (2.53) 

Assim, a expressão 

^ /5(")(k)P(/.)-5(")(-k)P(-k)' 
P(/í2 = z) = 

2k 
(2.54) 

pode ser reescrita como 

Efetuando os traços nas Eqs.(2.52) e (2.53) e substituindo o resultado 

junto com a forma explícita de 5+^^ e na expressão acima, obtemos 

2A 
F{z) = 2 

m 

[rn? — z — ie) 
H-A [9nu^ + P-ít,P2u + PluP2^, - í'Mt'(Pi P2) - . 

(2.55) 
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Após diferenciarmos F{z) em z = + ^2Ph efetuamos a integração 

com respeito à variável auxiliar na Eq.(2.45). Finalmente, transladando 

o momento interno Pfi Pfx + {2 ~ ^2)^^ e utilizando a identidade 

J d^P PuPufip^) =\jd^P P^9^J{P^) (2.56) 

obtemos para 

í ^^ 
^ ^ ^Jo ^ J (27t)3 (M2 - p2 _ ie)2+A 

^ — p^ — *e) + (1 + A) 

x[|pV - m , (2-57) 

onde definimos como na Eq.(2.25), ou seja, 

= m^- e(l - ^)e . 

/ 
E conveniente reescrever a Eq.(2.57) na forma 

onde 

= wv(A)(i + í -1) / ^—5^ , 
^ ^ ^ ' Jo 7 (27t)3 (M2 - p2 _ ie)2+A ’ 

(2.58) 

n(")(it") = 2zm"V(A)(l + A) r de / 7^ ^ 7TT . (2.59) 
^ ^ 'io V (27t)^ (M2 - p2 _ ,g)2+A V ^ 

Restam ainda dois termos os quais reescrevemos como 

nS = ngi + ng], . (2.6O) 

onde 

ng^ = -2íWV(A)5,. I de J {M^ - p^ - 

23 



e 

^GB = J 
d^p 

{2ny {M^ - p^ - le) 
2+A (2.62) 

0 termo que quebra a invariância de gauge, 11^^, é identicamente zero, 

isto é, o tensor de polarização regulado já é invariante de gauge mesmo 

antes de fazermos o limite A —^ 0 . 

Calculemos as integrais de momento nas Eqs.(2.61) e (2.62) lançando 

mão das representações (2.42) e (2.43). Temos 

fêp 
(M^ — p^ — id) 

l+A 

JrOO too 
' dqq I dw 
0 Jo {M^ — + ç2 _ l+A 

A+l 
= 47T Ji)  

r(A + i) 
H dqq H du 

Jo Jo Jo 

i{n) 
|r(A-|) 1 

r(A + l)(M2-íe)^“^ 

Então, podemos escrever como 

tt(^) — 2  rri^^fíX) 

Analogamente, 

r(A -1) „ y 

r(A + 1)^ Jo '^(M^-ie) 
fd^ . 
Jo rM2_,.r'2 

(M^ - - *e) 
. ^2+A “ 47t( Ji - I2) , 

onde 

roo roo 

roo r°0 

2 = 1 Jo ^(M2-o;2 + ç2_,;ç)2+a 

(M2 - u;2 H-ç2 _ ^e)2+A > 

1 

(2.63) 

(2.64) 

(2.65) 

(2.66) 

(2.67) 
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Se usarmos a representações integrais (2.42) e (2.43) obteremos 

■ W'r(A-|) 1 
h = -i- 

8 r(A + 2) 

:W'r(A-i) 

ou seja, 

4 r(A + 2) 

3^ s^r(A-i) 
2 r(A + 2) ^]\^2 _ 2 

(2.68) 

(2.69) 

(2.70) 

e, conseqüentemente, 

— —2 
(27t)^ 

m^V(A) 
r(A-l) 

r(A+l) 

yi , 1 
    

•'o 
(2.71) 

Assim, os termos e IIq^ cancelam-se, dando para o termo que 

quebra a invariância de gauge 

níj'i = 0 (2.72) 

Da Eq.(2.58) verificamos que ll(^^(0) = 0. Como resultado, a única 

contribuição para a massa do bóson de gauge vem do termo n(^)(0). As 

Eqs.(2.25) e (2.59) fornecem 

d^p 1 
n(")(0) = 2im"V(A)(l + A)^ 7^ 

(27t) (m^ — p'^ — ie i2-|-A (2.73) 

Mas 

{rn^ — p^ — it) 
• \ 2+A = 47T 

roo rc 
/ dqq 

Jo Jo 
diü- 

(m^ — u.’2 -f — ie) 2+A 

= í{tt)^ 
r(A + |) 1 

r(A d- 2) („^2 _ 
(2.74) 
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Combinando as Eqs.(2.73) and (2.74) resulta 

n«(0) = jj / '^í 

Para A 

■(27t)" ' •’" ^r(A + i) 

0 obtemos finalmente 

(?n2 — it) 
(2.75) 

n(^)(o) = 
1 

47rm ’ 
(2.76) 

de modo que uma massa de origem topológica é induzida a nível de um 

“loop”, em contraste com o método de regularização de Pauli-Villars onde, 

conforme a Eq.(2.27), n^^^(O) = 0. 

2.2.2 O Caso Não-Abeliano 

A generalização para o caso não-Abeliano não apresenta dificuldade pois 

até o nível de um “loop”, além dos diagramas de Feynman análogos ao 

da Fig. 2.3 temos as contribuições dos diagramas ilustrados na Fig. 2.4, 

cujas amplitudes de Feynman correspondentes podem ser regularizadas por 

intermédio do mesmo formalismo que preserva a invariância de gauge. En- 

tretanto, neste caso a única contribuição para o termo de massa topológica 

é proveniente de um “loop” fermiônico. Assim, o cálculo não-Abeliano é 

formalmente o mesmo, a única diferença sendo uma outra constante de 

acoplamento assim como fatores globais devido ao grupo de cor. 

Até a ordem considerada, o propagador do bóson de gauge é corrigido 

por um “loop” fermiônico (Fig. 2.3), um “loop” de “ghost” (Fig. 2.4(a)) e 

dois “loops” do bóson de gauge, correspodendo às auto-interações cúbica e 

quártica do campo de gauge (Figs. 2.4(b)-(c)). 
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Figura 2.4: Contribuições adicionais para o tensor de polarização do vácuo 

no caso não-Abeliano. 
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(2.77) 

As três últimas contribuições são dadas, respectivamente, por 

Tiab n.\ — r^acd/~ibcd f (P + = C C / ■. .3.2^- —;•••, ,2 , ■ 1 . 
7 (27t) [p^ + ie)[{p + k) +^e] 

—  ^/~iacd^bcd f  1  
^ ~ 2 J (2nf (p2 + ^e)[(p + kf + ^e] 

3pt 

X [çgiui^k'^ + 2p.A: + 2p^) - 3kf,k^ + 3{pgk^ + p^kg) + Gp^p^] , (2.78) 

Traò/TN   ry/^acd/^bcd í d^P 9^u 
,g,n^^{k) = 2C c 

Somando as contribuições acima obtemos 

aii(k) = ,,u:i + ^„n‘i + 

(2.79) 

   ^^acd^bcd 
/ 

d^p ü{p) 

(27t)^ (p2 + ie)[{p + kf + ie] 

onde 

íí(p) = g^uik"^ - Gk.p - 2p^) - 3k^k^ + 4p^p^ + 3p^k^ + p^k^ . 

(2.80) 

(2.81) 

Tanto a integral correspondente ao “loop” fermiônico quanto esta última 

divergem linearmente e, portanto, 11“^ também deve ser regularizado. Neste 

caso, o método de regularização analítica pode ser implementado da forma 

usual, não sendo necessário regularizar a integral como um todo. 

Utilizando a fórmula de Feynman generalizada, temos que 

^ = [' du I' d(, í(i - e, - \ , 
Jo Jo 'i^z + lef 

T = 
(p2 + ie)[{p + A:) + le] 

(2.82) 

onde z = ^2P^ + ^i(P + kf - A fim de estabelecermos uma analogia com a 

Eq.(2.45), podemos reescrever a expressão acima como 

d 

^=Í2P^+íl(p+fc)^ 
(2.83) 
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onde 

FcLzendo a substituição 

D{k.) = 
{k? + it) 

D{k) ^ D'»(k) = /(A) 

com /(O) = 1, obtemos 

jrw = (-i)/‘dfj /'<(i - e, - 6) 

1+A 
+ ie) 

(2.84) 

(2.85) 

^=Í2P^+Cl (P+*)^ 
(2.86) 

Após diferenciarmos D^^\k) em z = + i^i(p + efetuando a inte- 

gração com respeito a uma das variáveis auxiliares, podemos escrever a 

expressão (2.86) como 

1 
= (1 + A)/(A) /' di 

Jo 
(2.87) 

[p2 -I- -f ^ (/j2 _|_ 2p.k)f'^^ 

Efetuando o “shift” Pfi resulta, após integração simétrica, 

onde 

- ^)n<V(4") + nGfl(i-) 

nS(it=) = 2ifc^c*“'c*“'(i + A)/(A) /'if-í- 7) 

^ r d^p 1 

""J (2^)^(Q2+p2)2+A > 

acd/^bcd / 

(2.88) 

(2.89) 

ncB(A:) = ^p.(l + A)/(A)C“‘=‘'C'^‘'(ni + IÍ2) , (2.90) 

com 

ni = -e ie+i -1) J 
d^p 

(27r)"(Q2+p2) 2\2+A ’ 

n,= 
d^p p 

(27t)"(Q2+^2)2+A 

(2.91) 

(2.92) 
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e 

= e (1 - • (2-93) 

Seguindo o mesmo raciocínio que levou às Eqs.(2.63) e (2.70), temos 

que 

jér 

(Q2 + p2)2+A = -(tt) 
ir(A + |) 1 

r(A + 2)(Q2)A+| 

p 2 3. .3r(A-i) 1 
(Q2+p2)2+A 2^""^'r(A + 2)(g2)A-| 

Utilizando a representação integral da função beta, 

2o 

podemos reescrever as Eqs.(2.91) e (2.92) como 

' 8(^)1 r(2 + A) 

x[S(f - A. i - A) + B(| - A.l - A) - B(1 - A. I - A)] 

112 — rrrr^o , ~ 2 ■ 
16(7t)2 E(2 + A) 

As funções beta e gama, por sua vez, satisfazem 

r(m)r(n) 
B(m, n) = 

r(m + n) 
, r(n + 1) = nE(n) . 

Assim, 

B(| - A, I - A) + 5(1 - A, i - A) - 5(1 - A, I - A) = 

E(F-~2A)^^^ ~ - ^) + (7 - ^)(2 - 2A) - (2 - 2A)(1 - 2A)] 

-5(|-A,|-A) . 

(2.94) 

(2.95) 

(2.96) 

(2.97) 

(2.98) 

(2.99) 

(2.100) 
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(2.101) 

Substituindo a igualdade (2.100) na Expressão (2.97) obtemos 

{k^ 

8(7t)2 
(A-l) 

r(A -1) 

r(2 + A) 
B(|-A,|-A) 

de modo que riGB(A:) torna-se 

noB(^ = -A/(A)í„„C“^C‘='‘í^)^íl^^i;(|-A,|-A) . (2.102) 
8(7t)2 

Portanto, tomando-se o limite A 0 resulta 

0 , (2.103) 

enquanto que 

4(7t)2 

^bcd {e-i-D 

[ai-o]' 
(2.104) 

O cálculo da contribuição proveniente do “loop” fermiônico é completa- 

mente análogo ao da seção precedente, bastando efetuar a correspondência 

{lef ^{-igfTr{T-T^) , (2.105) 

entre os fatores associados aos vértices do diagrama em questão. Assim, da 

Eq.(l,28), 

n(2)(A;2) = /' di 
OTV Jo 

1 

1 

(2.106) 

(2.107) 

com dado pela Eq.(2.25), enquanto que fatores que aparecem no 

propagador corrigido do bóson de gauge devem ser substituídos por . 
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Capítulo 3 

Equações de Movimento na 

Presença de um Campo 

Externo 

Nos capítulos anteriores calculamos o tensor de polarização do vácuo apli- 

cando cLS regras de Feynman previamente introduzidas, obtendo resultados 

diferentes para a parte imaginária desse tensor, conforme a regularização 

utilizada para tratar a divergência linear na integral de “loop” fermiônico. 

Para tentar remover essa ambiguidade, calcularemos o tensor de pola- 

rização do vácuo a paxtir das equações de movimento dos campos na re- 

presentação de Heisenberg, contornando possíveis problemas de convergên- 

cia das amplitudes para processos em ordens superiores da teoria de pertur- 

bação, obtidas através da expansão de Dyson da matriz S na representação 

de interação. 

As equações de movimento para os operadores de campo na repre- 

sentação de Heisenberg são formalmente as mesmas equações da teoria 

clássica. Assim, de acordo com as Eqs.(1.3) e (1.4), essas podem ser escritas 
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como 

{ip-m)i>(x) = -c{4(x) +4’’‘(x))ii{x) , (3.1) 

(3.2) 

onde introduzimos a interação com um campo externo não quantizado 

e escolhemos um gauge no qual a condição de Lorentz 

= 0 

é satisfeita. 

Ao invés de definirmos o operador de corrente através da Eq.(l.õ), 

tomaremosí^^^ 

JÁ^) = , (3-3) 

com a notação 

(3.4) 

= . (3.5) 
Q,P 

No caso do campo de Dirac livre este operador satisfaz 

< 0|i^(a:)|0 >= 0 . (3.6) 

Podemos substituir as Eqs.(3.1) e (3.2) pelas respectivas equações inte- 

grais, dadas por 

r/i(x) = - J dx'Sr{x - x')e[4{x') +4^^\x')],p{x') , (3.7) 

A^x) = A[f)(a:) + J dx'Dr{x - x')^[il}{x)-f^,'tp{x')] , (3.8) 

onde os operadores %l)^^\x) e A|f^(a:) são soluções das equações de campo 

livre 

{iP — m)ij}^°\x) = 0 , 

□4“»(i) = 0. 
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As funções 5r(x) e Dr{x) são as funções de Green retardadas dos campos de 

Dirac e eletromagnético, respectivamente, sendo definidas pelas seguintes 

expressões: 

Sr{x) = -5(X)©(X°) , 

Dr{x) = -D(x)6(x^) , 

onde S(x) e D(x) definem, respectivamente, as relações de anti-comutação 

e comutação covariantes 

= -iS{z'- x) , (3.11) 

[a(")(x). 4»>(i')] = ->a,.D(x' -X) , (3.12) 

enquanto 0(í) é a função de Heaviside, 

1 ; t >Q 

0 ; í < 0 

Analogamente, podemos introduzir as funções de Green avançadas. 

Sa{x) — S{x)Q{—x°) , 

= £>(rr)0(-x°) . 

Em três dimensões, as funções Sr{x) e Sa{x) possuem as representações 

integrais 

S,(x) = ~ í <1V''(/ + + »e(p)í(m^ - p^)| (3.13) 
[Ztt) J m. ^ p 

e 

s.(^) = ^ /- "£(p)í(m^ - P^)l. (3.14) 

Nas expressões acima, PV denota o valor principal enquanto e{j>) re- 

presenta a função sinal 

£(p) = . (3.15) 
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Mostraremos na seção 3.2 que no caso de um campo externo atuando 

no vácuo, haverá uma corrente induzida dada por 

< 0|i^(x)|0 >= J dx' - x')Al^\x') . (3.16) 

0 kemel — x') caracteriza a resposta linear do vácuo . O tensor de 

polarização do vácuo é justamente a transformada de Fourier desse kemel. 

Assim, em três dimensões, temos 

n^,(x - x') = ^ J dH . (3.17) 

A definição acima terá necessariamente as propriedades transversais. 

Partindo das equações de movimento de Heisenberg para os operadores de 

campo, Kãllén calculou explicitamente o tensor de polarização do vácuo^^^^ 

no contexto de renormalização da carga para a QED eni quatro dimensões. 

Neste mesmo espírito, calcularemos o tensor de polarização do vácuo para 

a QED tridimensionalt^®^, impondo a priori conservação da carga, con- 

frontando o resultado com aqueles obtidos na representação de interação 

(IP), aplicando as regras de Feynman usuais. 

3.1 O Tensor de Polarização do Vácuo 

Transversal 

Da conservação de carga segue-se que 

dx. 

ou, usando as Eqs.(3.16) e (3.17), 

(3.18) 

k^U,,{k) = 0 . (3.19) 
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Um tensor covariante de segunda ordem, pode ser constrm'do a 

partir de objetos covariantes, como e e o pseudo-tensor totalmente 

anti-simétrico tal que a Eq.(3.19) seja satisfeita. Neste sentido, o 

tensor de polarização do vácuo deve ser da forma 

Uf,^{k) = G{k^)k^k^ + ■ (3.20) 

Ao contrário do caso quadridimensional, possui uma parte anti- 

simétrica devido a Da Eq.(3.19), segue-se 

n,,(fc) = , (3.21) 

onde definimos 

n(')(jt') = -PG(P) . (3.22) 

Se contrairmos Hn^{k) com g^‘' e obteremos, respectivamente, 

n(»(P)= , (3.23) 

nW(i’) = , (3.24) 

com 

n,^(^^) = g^‘'H,^ik) . (3.25) 

3.2 Cálculo de U^i,{k) na Representação de 

Heisenberg (HP) 

Uma vez que a constante de acoplamento a entre os campos campos fermiô- 

nico e eletromagnético é pequena, seus operadores podem ser expandidos 

em série de potências de e. Podemos, portanto, escrevê-los como 

tp{x) = + ... , (3.26) 

A^(x) = A!,°)((r) + eA(i)(x) + e^Af{x) -f- ... . (3.27) 
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Substituindo estas equações no segundo membro da Eq.(3.7), obtemos 

- e j dx'Sr{x - x'M^°\x') +4^^\x')]il>^^\x') + ... , (3.28) 

Se tomarmos o conjugado Hermitiano de ambos os lados da equação acima 

e multiplicarmos à direita por 70, levando em conta as representações (3.13) 

e (3.14), resultará 

^(:c) = ^^“^(x) - e Jdx'P°\x%i^°\x') +^^"‘(x')]5„(x' - x) + ... . (3.29) 

Desta forma, a expansão correspondente para o operador de corrente 

dado pela Eq.(3.3) é expressa como 

JÁ^) = jTK^) + eij.^^(x) + ... , (3.30) 

onde 

jÍ°’W = |['/''°’(x)7b,V’‘“’(i)I , (3.31) 

= -l/dx'(A‘f>(==') + Ar(i')) 

xlAj:>(x’,x) + Al:>(x’,x)] , (3.32) 

com 

- x')7^?/>(°)(x')] , (3.33) 

- x)7^,t/i(°^(x)] . (3.34) 

Considerando a expansão de i^(x) até o termo de primeira ordem em e e 

tomando o seu valor esperado no vácuo resulta a Eq.(3.16), com II^,^(x — x') 

dado pela expressão 

- a:') = Í{Tr[7^S',(x - x')7,,5^^^(x - x')] 

+Tr[7^5^^)(x - x')7^,5a(x' - x)]} , (3.35) 
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onde utilizamos a função 

~ =< 01[V’a(a^)>V’/3(a--')]|0 > , 

cuja representação integral é 

S^^\x' -x) = / d^p + m)í(m' - p^) . (3.36) 
(27t) J 

Assim, utilizando as representações (3.13), (3.14) e (3.36), bem como a 

Eq.(3.17), resulta para o tensor de polarização do vácuo na HP 

n^x^(fc) = 2(^T^y J Jd^Pid^P2 d{k -pi +P2) 

xTr{-f^{^i + m)-f^(]^2+m)][U~{pi,p2)+ U'^{p2,Pi)] , (3.37) 

onde 

n”(pi,P2) = <^(^^^ ~ ÍTve{p2)S{7n^ - P2^)] , (3.38) 

^'^{P2,Pi) = d{m'^-P2‘^)[PV^^   + Í7re{pi)6{m'^ - pi'^)] . (3.39) 
?n^ — pi^ 

Por razões práticas, calculemos inicialmente a parte anti-simétrica de 

n^y(A;). Após efetuarmos o traço e a integração em p2 na Eq.(3.37), sub- 

stituímos a expressão resultante para II^,,(A:) na Eq.(3.24). Deste modo, 

n^^)(P) torna-se 

n(')(fc") = + , (3.40) 

com 

^6[m^ -{p- kf]PV—^—, (3.41) 

Jd^p6{m^ ~ P^) 

xí[m^ - (p - kf]{e{p) - e{p - k)}. (3.42) 
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Utilizando as representações 

1 r°* 
due" 

PV i=-r h 2i J- 

UJ 
d(jj- 

CO iO 

(3.43) 

(3.44) 

segue-se que 

S{a) 6{b). /CO rl 
diüu da eM^a+(i-a)6] _ ^3 45) 

-oo Jo 

Da Eq.(3.45), após a mudança p —> p -|- (1 — a)k, podemos reescrever a 

Eq.(3.41) para a parte real de Il(^l(P) como 

= -\r r da r dujuj í , 
(ztt)'^ Jo J-oo J 

(3.46) 

onde 

- tt(l - a)fc^ . (3.47) 

Podemos facilmente calcular as integrais em p e u; na Eq.(3.46) com o 

auxílio das representações (2.42) and (2.43). 

Então, substituindo a Eq.(3.47) para M^, obtemos íinalmente 

1 
da- 

47t Jo I [m^ — a(l — a)A:^]2 

A parte imaginária de II^^)(A:^) é dada pela Eq.(3.42),ou seja, 

(3.48) 

Im ~ Jj~ + P ^) 

x6{m^ - po^ +p^ + 2poko - 2p.k - P)[ 
Po Po - ko 

.] . (3.49) 
í>o I I Po - A:o I 

Integrando com respeito a po na expressão acima num sistema de referência 

onde k = 0, leva a 

r da S{a-^+ m^)A(a) , (3.50) 
16 Jo vm^ -\- a 4 
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onde 

A(a) = 
+ ko — kc 

(3.51) 
y/m'^ + a + A:o 1 | y/m^ + a — ko \ 

Notamos que para o setor físico k} < 4m^, onde a energia do campo externo 

aplicado é insuficiente para a criação de um par elétron-pósitron, 

= 0 (3.52) 

Da covariância de n^^(A:), a Eq.(3.52) permanece válida em um referencial 

arbitrário. 

Embora divirja, seu cálculo a partir da Eq.(3.23) é análogo 

anterior. Assim, a partir das Eqs.(3.23), (3.25) e (3.37), obtemos 

ao 

n(i)(P) = + íJm , (3.53) 

onde 

TZeU^^'» = J(Pp {3m‘^ - p{p - k)}[6{m^ - p‘^)PV 
1 

+S[m^ - (p - kY]PV 
VT? — p^ ■ 

— (p — ky 

(3.54) 

^ j- p{p- k)]8[rtp - p^) 

xá[m^ - (p - ky]{^{p) - ^{P - k)]. (3.55) 

Como no caso anterior, temos que 

Jmn(^) = 0. (3.56) 

Da Eq.(3.45), após a mudança p p + (1 - a)k, podemos reescrever a 

Eq.(3.54) como 

rl 

2(27r)- í>i: 
du U) 

X j d^p {p^ - a(l - oc)k'^ - 3m") , (3.57) 
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com definido pela Eq.(3.47). Na expressão acima omitimos termos 

ímpares em uma vez que estes se anulam por integração simétrica. 

A Eq.(3.57) para a parte real de possui uma parte divergente 

dada por 

onde 

Ji = p J Sp , 

I2 = J d^p . 

Podemos efetuar a integração em p com o auxílio das representações (2.42) 

e (2.43), obtendo desta forma 

h = , 

I2 = . 

onde 

roo 3 
Jj = / diüLo~2e“^^ , 

Jo 
roo 3 

J2 = / du:uj-2e-'^^ . 
Jo 

Integrando Jj e J2 por partes e substituindo as expressões resultantes 

para 7i e I2 na Eq.(3.58), obtemos 

com S dado por 

2(27t? Jo 

(3.59) 

1 + ) . (3.60) 
uí=0 
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Podemos regularizar introduzindo um número suficiente de re- 

guladores. Assim, efetuando as expansões 

1 

{iu)Y (*<^) 
r + 5 

1 1 

;—7~T ^ ~ 7~^ + ^[(-*^)"] 5 
(—zu;)2 {—iu>Y 

em torno de o; = 0, segue-se que 

3í(7t) 2 rl 

2(27t)'' 
í da c, 

^0 

Da condição 

resulta finalmente 

I] C, = 0 , 
t 

5(re5) ^ 0 . 

oj=0 

Levando em conta as demais contribuições finitas para TZe obtemos, 

a partir da Eq.(3.57), 

=TleU^'^\e) = — í'daa(l-a) ^. . (3.61) 
[m'^ — ct(l — a)k‘^Y 

Portanto, em = 0 temos 

n(^)(0) = 0 . (3.62) 

Por outro lado, verificamos a partir das Eqs.(3.48) and (3.52) que 

(3.63) n(2)(o) = 
47rm 

Como consequência da Eq.(3.63), massa é gerada para o fóton nesse nível 

de correção radiativa, pois a parte anti-simétrica do tensor de polarização 

do vácuo modifica o polo original no propagador do fóton em = 0. 
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Este resultado está de acordo com aquele obtido na IP, onde a inte- 

gral de Feynmaji correspondente é regularizada através do método de re- 

gularização analítica, implementado de forma a preserv^ar a invariância de 

gauge^^°l Deve ser enfatizado que enquanto diverge na região ultra- 

violeta (UV), permanece finito e bem definido ao longo dos passos 

intermediários do cálculo acima. 
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Capítulo 4 

Considerações Finais 

Originalmente endereçado a teorias de gauge em quatro dimensões, o for- 

malismo de regularização analítica incorporando a invariância de gauge 

por construção revelou que o propagador do fóton corrigido radiativamente 

a nível de um “loop” possui um polo deslocado, de forma que podemos 

atribuir massa não nula ao fóton real. Isto contrasta com a regularização 

de Pauli-Villars, onde um termo de massa topológica no tensor de pola- 

rização do vácuo regularizado não contribui para a massa do fóton. De fato, 

cálculos perturbativos para teorias de gauge Abelianas e não-Abelianas em 

(24-1) dimensões até a ordem de dois “loops” utilizando o esquema de regu- 

larização de Pauli-Villarst^^^ demonstraram que gráficos até essa ordem dão 

uma contribuição nula para o termo de massa do campo de gauge. 

Na IP, a amplitude de Feynman para a auto-energia do fóton é diver- 

gente UV. No entanto, como vimos, pode ou não anular-se, de- 

pendendo da escolha da regularização para a amplitude como um todo. 

Esta ambiguidade no resultado físico é removida se trabalharmos na HP, 

impondo a conservação da corrente. 

0 cálculo do tensor de polarização do vácuo no caso de estados fer- 
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miônicos intermediários não massivos pode ser efetuado empregando-se o 

método de regularização usual, tal como originalmente concebido. Para a 

teoria Abeliana, obtemos o resultado 

)n(p^) 5 

com 

128 

o qual é invariante de gauge. Se utilizarmos o método de regularização 

de Pauli-Villaxs para “loops” fermiônicos não massivos, o bóson de gauge 

adquire massa. Entretanto, como o termo de massa da densidade La- 

grangeana (1.1) é ímpar sob a transformação de paridade definida na seção 

1.1.1, isso viola esta simetria da teoria. 

Do mesmo modo, se ao final do cálculo do propagador corrigido (2.2), 

implementando-se a regularização analitica da seção 2.2.1 para “loops” 

fermiônicos massivos, tomássemos o limite m 0, estaríamos violando 

a paridade. O argumento acima é igualmente válido para o caso não- 

Abeliano. 

O método de regularização apresentado na seção 2.2 pode ser utilizado 

no estudo de anomalias de triângulo^^^’^'^^. Este também pode ser feito 

através das equações de movimento dos campos na representação de Heisen- 

berg, investigando-se a estrutura da teoria quantizada e sua renormalizabi- 

lidade, uma vez que a representação de interação não está bem definida. 

Tal estudo, através de ambos prismas, encontra-se em andamento. 

Outras aplicações de interesse do formalismo apresentado nos capítulos 

2 e 3, respectivamente, são o cálculo das correções radiativas para o espa- 

Ihamento Mpller, no estudo da supercondutividade de pares elétron-elétron, 

e o cálculo da auto-energia do elétron em três dimensões, relacionada com 

o fator de ocupação dos níveis de Landau, para o efeito Hall quântico. 

45 



Apêndice A 

As representações A 

As representações A (2.42) e (2.43) podem ser obtidas a partir da definição 

da função gama^^^^ 

. roo 
r(z)= / ,TZez>0. (A.l) 

Jo 

Efetuando a mudança de variável t —> pí, onde p é um número real positivo, 

na integral acima resulta 

dt m 
pZ (A.2) 

Pelo o princípio da continuação anafitica, podemos extender este resultado 

para um número complexo arbitrário p, com TZep > 0. 

Assim, empregando a mesma notação do Capítulo 2, temos 

= , 7^ep > 0 ; 7^e (1 + A) > 0 . (A.3) 
Jo p''+^ 

Se escrevermos p = e + iA, onde e e A são números reais, com e > 0, 

obteremos 

í 
dx = 

r(i + A) 

[í(A - ze)] 
l+A ’ 
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ou seja, 

1 _ (0  
(^_ie)i+A r(l + A) f dx 

A Eq.(2.43) é obtida de maneira análoga, substituindo-se p = e — iA na. 

Eq.(A.3). 
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Apêndice B 

Algumas Integrais Uteis 

No transciirso dos capítulos 2 e 3 nos deparamos com integrais na variável 

de momento interno p, as quais podem ser calculadas com o auxílio das 

representações (2.42) e (2.43). Assim, nas etapas intermediárias do cálculo 

de integrais do tipo 

f d^P 1 

J i2Trf (M2 - p2 _ ief 

I   

J {2Trf (M2 - _ ie)^ 

Jrcc roo 
' dqq dw 
0 Jo (M2 - a;2 + ç2 _ 

Jroo roo 
' dqq dw 
0 Jo 

u;2_ç2 

■ (M2 — t<^2 _j_ ç2 _ 

(B.l) 

(B.2) 

surgem integrais de funções Gaussianas com argumento imaginário. Es- 

sas, por sua vez, são efetuadas utilizando-se novamente as representações 

mencionadas anteriormente. 

As integrais que ocorrem no cálculo das integrais acima encontram-se 

relacionadas a seguir: 

(B.3) 
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2. (B.4) 

3. 

4. 

r dqqe^'^'^' = ± * 
^0 

Jroo 
( dq 
0 

roo 
I dq 
Jo 

2x ’ 

2 1 7T2 

4(ipza;) 

1 

3 ’ 2 

2x .2 

(B.5) 

(B.6) 

As integrais (B.3) e (B.4) podem ser calculadas utilizando-se as Eqs. 

(2.42) e (2.43), após a substituições q = , dq = No caso das 

integrais (B.5) e (B.6), basta derivarmos (B.3) e (B.4), respectivamente, 

com relação ao argumento x da exponencial. 
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Apêndice C 

A Álgebra das Matrizes Gama 

em (2+1) Dimensões 

No Capítulo 1, introduzimos a representação SIJ2 pcira as matrizes gama 

em 3 dimensões, 

7° = , 7^ = , 7^ = ia^ , 

onde 
0 1 

1 0 

0 -i 

1 0 

1 0 

0 -1 

Neste caso, 

(C.l) 

(C.2) 

(C.S) 

com 

9iiv 

/ 1 0 0 

0 -1 -0 

V 0 0 -1 

Definindo = 1, temos que o pseudo-tensor totalmente anti-simétrico 

satisfaz 

6 = 
K K K 

K ií t 
K H « 

(C.4) 
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de modo que 

(C.5) 

(C.6) 

£,.=.6^'» = eiii - í‘í; , 

e"'»’£„í, = 3! . 

Das Eqs.(C.2) e (C.3) segue-se imediatamente que 

Tr(7,) = 0 , (C.7) 

. (C.S) 

Aplicando a Eq.(C.3) de maneira sucessiva e utilizando as duas últimas 

equações, obtemos 

Tr(7^7^7p) = -ie^^^Tr(7“7p) = , (C.9) 

^pua^pafiTl (7 7 ) — 

2(^ pt/Çpcr QppQt^o d" SpaÇí/p) ■ (C.IO) 

Em contraste com o caso quadridimensional, verificamos que o traço do 

produto de um número ímpar de matrizes gama não é identicamente nulo. 
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Apêndice D 

Condições sobre os 

Coeficientes e Massas dos 

Reguladores 

Consideremos a integral correspondente a um “loop” fermiônico contendo 

n vértices^^®’^®^, aos quEiis associamos n linhas de fóton externas, com mo- 

mentos ki (i=l, 2,..., n), conforme ilustrado na figura abaixo. Esta integral 

Figura D.l: “Loop” fermiônico de ordem n. 

é proporcional a 

/,3 (m + + )] 

J ^ {m'^-jp-ie)[m'^-{p+kif-ie]...[m^ - {p +- ie]' 
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Para p grande o integrando comporta-se como p ” e para n < 4 esta 

integral diverge como 

/■°° p^dp r°° dp 

Jo p" Jo p”“^ 

dp 
pn 

O integrando de (D.l) pode ser escrito como 

j _ + mP„_i(p) -h m^Pn_2(p) -I- ... -f- m” 

P2n{p) + m?P2n-2{p) + ••• + m 2n (D.2) 

onde Pi{p) representa um polinômio de grau i nas componentes de p. 

Podemos reescrever o denominador de I sob a forma 

1 

P2n{p) 

e, paxa p grande, efetuar a expansão 

1 

P2n{p), 

fl -|- -h ... + P7 n(p)) -« 2n 

de modo que nessa região o integrando / se comporta como 

I 
2n 

PnP2n—2 2 ■ Pn—1 Pn—\P2n—2 3 , Pn—2 2 . 
-m + ——m  m + ——m + ... , 

P2nP2n 2n P2nP2n 2n 

OU seja, 

Pn , Pn-l , Pn [Pn-2 
+ -—m + 

P2n ^2n 

2n-2 

Pn-, 

p2n 

Pn-Z 

p2n L Pn 

P2n-2 

2n • 
772^-1- 

P71-I P2n 

Y,a-(n+k){p)m'" , 
k 

mr -f-... 

(D.3) 

onde 

53 



Portanto, ao efetuarmos a substituição 

M 

devemos impor, no caso da polarização do vácuo, em que n = 2, as 

condições 

^CAí = 0, (D.4) 
M 

Y,cmM = Q, (D.5) 
M 

a fim de eliminarmos as divergências lineares e logarítmicas, respectiva- 

mente. 
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