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Resumo

A Teoria Quantica de Campos em Espacos Curvos fornece um arcabougo tedrico
consistente para o estudo de diversos fenomenos em que o cardter quantico dos
campos e a curvatura classica do espago-tempo sao importantes, mas em que a
natureza quantica da gravitagao nao exerce um papel relevante. Em particular, a
emissao de radiacao por uma fonte nas imediagoes de um buraco negro tem sido
analisada, nesse contexto, com perspectivas diversas, dentre as quais esta a busca
de uma compreensao detalhada dos processos de emissao por discos de acrecao e
da influéncia da curvatura espaco-temporal sobre tais processos. De fato, a emissao
de radiagao por discos de acrecao é uma das principais evidéncias observacionais da
existéncia de buracos negros. Além da emissao térmica de bremsstrahlung devida
a efeitos de colisoes locais, o movimento global de cargas individuais ao redor do
buraco negro também as faz irradiar, efeito por vezes chamado de radiagao sincrotron
gravitacional. Nesta dissertacao, nés estendemos a analise da radiacao devida a
uma fonte, considerando um conjunto de fontes em rotagao ao redor de um buraco
negro. Discutimos a contribuicao desse efeito para discos de acregao e investigamos
os processos de interferéncia e como eles sao modificados pela curvatura espago-

temporal.

Palavras Chaves: teoria quantica de campos; radiacao sincrotron gravitacional,

discos de acrecao; interferéncia.

Areas do conhecimento: Teoria de Campos; Gravitacao e Cosmologia.
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Abstract

Quantum Field Theory in Curved Spacetimes provides a theoretical framework
for the investigation of phenomena in which the quantum nature of fields and the
classical spacetime curvature are important but in which the quantum nature of gra-
vitation does not play a crucial role. In particular, radiation emission by a source in
the vicinity of a black hole has been analyzed in this context with a number of moti-
vations, one of which is to fully understand radiation emission processes by accretion
discs and how they are modified by the nontrivial curvature of the black hole space-
time. In fact, radiation emission by accretion discs is one of the main observational
evidences of the existence of black holes. Besides thermal bremsstrahlung emission
due to local collision effects, the global motion of individual charges around a black
hole also causes them to radiate; an effect often called gravitational synchrotron
radiation. In this thesis, we extend the analysis of radiation due to one source by
considering an ensemble of sources orbiting a black hole. We discuss the contribu-
tion of this effect to accretion discs, and investigate the interference processes that

take place and how they are modified by space-time curvature.
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Capitulo 1
Introducao

A Teoria Quantica de Campos, de um lado, e a Relatividade Geral, de outro, se es-
tabeleceram, nas ultimas décadas, como teorias-padrao em Fisica devido a sua con-
sisténcia matematica, dentro de certos limites, e ao seu sucesso quando confrontadas
com dados observacionais e experimentais. Contudo, ainda hoje permanece em
aberto a questao da construcao de uma teoria quantica para a gravitacao, e muitos
problemas, conceituais bem como técnicos, desafiam as propostas existentes. De
fato, uma teoria completa de gravitagao quantica, necessaria para a descricao de
fenomenos cuja escala seja comparavel & escala de Planck (Ip = 10733cm), deve
desafiar a nossa intuicao sobre o espaco-tempo, uma vez que essa estrutura, tida
em geral como simples “pano de fundo”, passaria a ser discretizada e ganharia uma
nova dinamica.

Na auséncia de uma teoria consistente e satisfatéria de gravitacao quantica,
¢ razoavel trabalhar, exceto nas vizinhancas de singularidades, com uma teoria
semiclassica em que a métrica do espago-tempo seja tratada classicamente, mas
que seja acoplada a campos de matéria descritos quanticamente. Assim, a Teoria
Quantica de Campos em Espagos Curvos (TQCEC) permite a abordagem de pro-
blemas em que a gravitacao e a natureza quantica dos campos sao de interesse, mas
em que a natureza quantica da gravitacao é pouco relevante. A TQCEC comecgou
a ser desenvolvida na década de 60, possibilitando, entao, o estudo da criacao de
particulas em universos em expansao [1]. Uma das previsdes mais impressionantes
desse tipo de abordagem é o efeito Hawking, de evaporacao de buracos negros,

descoberto em 1974 [2, 3]: buracos negros, objetos tao densos que deles nenhuma



informagao classica pode escapar, emitem radiacao com um espectro de corpo ne-
gro, com temperatura inversamente proporcional & sua massa (Ty = he® /87kgGM,
como medida por observadores estaticos no infinito)*.

A TQCEC fornece um arcabouco tedrico para o estudo de diversos fenomenos de
interesse. Dentre eles, a emissao de radiacao por uma fonte nas proximidades de um
buraco negro tem sido analisada em varios contextos e com perspectivas diversas.
Uma motivagao recorrente (ver [4, 5, 6], por exemplo), ligada a Astrofisica, ¢ a de
compreender os detalhes dos processos de emissao pela matéria em volta de um
buraco negro, tendo em vista a identificacao e caracterizacao apropriada desse tipo
de objeto. Em particular, é necessario um bom entendimento teérico dos processos
de emissao para que se possa fazer uma andlise adequada dos dados cada vez mais
precisos de telescépios, bem como dos dados esperados de experimentos como LISA,
LIGO e VIRGO, projetados para a deteccao de ondas gravitacionais.

As caracteristicas observacionais de buracos negros dependem basicamente do
ambiente que os cerca. Estima-se que um buraco negro no meio interestelar emita
de 10% a 10%° ergs/s de radiacao eletromagnética concentrada na regiao Gptica do
espectro. Para sistemas binarios de buracos e estrelas, a taxa de emissao esperada é
de aproximadamente 1037 erg/s em raios-X e, para um buraco negro supermassivo
no centro de uma galdxia, ela é de aproximadamente 10% ergs/s em ultravioleta e
azul [7]. Em todos esses casos, o fenomeno fisico de interesse é a acregdo de gas
do meio interestelar ou de ventos estelares, e a consequente emissao de radiacao.
A radiacdo, aqui, é em grande parte térmica: a viscosidade aquece o gas, fazendo
que ele irradie, efeito geralmente intensificado pela presenca de campos magnéticos.
Contudo, a fisica de discos de acrecao é complexa, envolvendo de forma intrincada
conceitos de Hidrodinamica e Eletromagnetismo, por exemplo.

Além da emissao de radiacao devido ao efeito de colisoes locais, o movimento
global das particulas ao redor do buraco negro também as faz irradiar. Se as
particulas sao carregadas, ondas eletromagnéticas sao emitidas, e, para todo tipo
de matéria, hd emissao de ondas gravitacionais. O estudo desse tipo de processo
no contexto da Relatividade Geral teve inicio nos anos 70, quando Misner e seus
colaboradores iniciaram um programa de radia¢ao sincrotron gravitacional [8, 9.
Sua motivagao era fornecer um modelo capaz de explicar os dados de ondas gra-

vitacionais supostamente obtidos por Weber [11]. O modelo de radiagao sincrotron

*Esse resultado é vélido para buracos negros com carga e momento angular despreziveis.



era capaz de explicar diretamente a anisotropia da radiacao esperada para tornar
plausiveis aqueles dados. Desde entao, a emissao de radiagao por uma carga em
movimento ao redor de um buraco negro tem sido investigada em diversas situacoes
de interesse e com motivagoes variadas, usando abordagens cléssicas e quanticas.

Neste trabalho, buscamos estender a analise da emissao de radiagao de uma
particula para um conjunto de particulas em rotacao ao redor de um buraco negro,
no contexto da TQCEC, com o intuito de nos aproximarmos mais da situagao fisica
de interesse, de discos de matéria ionizada. A radiagao, aqui, serd descrita por um
campo escalar real nao massivo. A analise do campo escalar, além de tecnicamente
mais simples, se justifica por capturar muitas das caracteristicas bésicas do caso da
emissao de ondas eletromagnéticas ou gravitacionais, com a excecao obvia daquelas
diretamente relacionadas ao spin. Na aproximacao utilizada aqui, consideramos que
os campos habitam um espaco-tempo fixo, nao levando em conta a contribuicao
deles proprios para a gravitagdo. Nos casos em que efeitos de backreaction sao
importantes, pode-se utilizar a equagao semiclassica de Einstein, G, = 87T<T )
para calcula-los. Nela, o valor esperado do operador tensor de energia-momento do
campo faz o papel de fonte.

No estudo da emissao de radiacao por um conjunto de particulas, a interferéncia
surge como um fenomeno de grande importancia. Da Teoria Eletromagnética, sabe-
mos que uma carga em movimento circular uniforme irradia ondas eletromagnéticas,
uma vez que estd acelerada. Duas fontes, colocadas na mesma oOrbita, em geral
emitem uma poténcia ainda maior. Contudo, no limite do continuo, quando temos
um aro carregado em rotagao, a corrente é estaciondria (regime da Magnetostatica)
e nao deve haver emissao de radiagdao. Se estamos interessados em um disco de
material ionizado, composto de um numero finito mas muito grande de particulas,
¢ importante analisar se a poténcia irradiada por essa configuracao é significativa e
em que situacoes isso acontece. Mas ainda, gostariamos de entender os detalhes da
interferéncia e investigar como ela é influenciada pela curvatura do espaco-tempo.

Dessa forma, o estudo, neste trabalho, da radiacao emitida por um conjunto de
particulas em rotacao ao redor de um buraco negro, além de possibilitar algumas
discussoes sobre discos de acregao, permite desenvolver a nossa intuicao sobre a
interferéncia e analisa-la quando levamos em conta a curvatura e a topologia nao-
triviais do espago-tempo de um buraco negro.

Esta dissertagao esta organizada da seguinte forma: no Capitulo 2, apresentamos



em linhas gerais o procedimento de quantizacao do campo escalar real sem massa
em um espago-tempo globalmente hiperbdlico e estatico. Introduzimos também o
acoplamento do campo com uma corrente semiclassica e apresentamos os observaveis
que serao de interesse na analise seguinte. No Capitulo 3, estudamos o problema da
radiacao emitida por um conjunto de fontes escalares em rotagao no espaco-tempo
de Minkowski com gravitacao Newtoniana: primeiro tratamos o caso de uma tnica
carga em movimento circular e, entao, generalizamos para o caso de duas fontes e de
um conjunto de particulas dispostas em um anel. Uma vez compreendido o problema
em espacos planos, no Capitulo 4 voltamos a nossa atencao para o problema da
emissao de radiacao por um conjunto de particulas em rotagao no espaco-tempo
de Schwarzschild, destacando a influéncia da geometria espaco-temporal sobre a
interferéncia. Por fim, no Capitulo 5, fazemos algumas discussoes e consideragoes
finais.

Nota: Nesta dissertacao, utilizaremos unidades naturais, h=c=G =k =1¢e

assinatura (+ — ——) da métrica.



Capitulo 2

Teoria Quantica de Campos em

Espacos-tempos Estaticos

No espago-tempo de Minkowski, o procedimento padrao de quantizacao consiste em
se decompor o campo em componentes de frequéncia positiva e negativa e identificar
os coeficientes dessa expansao com operadores de criacao e aniquilagao de particulas,
que obedecem a relagoes de comutacao bem definidas. De fato, a simetria do espago-
tempo de Minkowski por transformacoes de Poincaré permite escolher como espaco
de Hilbert, H, as solugoes de frequéncia positiva que surgem naturalmente da in-
variancia da teoria por translacoes temporais. Contudo, em um espacgo-tempo curvo
arbitrario, existe uma grande liberdade na escolha de H e nao ha, em geral, um
critério (como a invariancia de Poincaré) que permita uma escolha privilegiada e
uma forma natural de decompor o campo. Como consequéncia, os conceitos de
vacuo e de particulas, que aparecem naturalmente no espacgo-tempo de Minkowski,
podem ter pouco ou nenhum significado fisico em um background curvo arbitrario*.

Contudo, um espaco-tempo globalmente hiperbélico! dotado de um campo de

*Ainda assim, é possivel definir de forma consistente uma teoria quantica de campos em espagos-
tempos curvos causalmente bem comportados. No caso geral, nao-estacionario, isso precisa ser
feito, contudo, por meio de uma construcao algébrica que nao recorra a uma base privilegiada de
auto-fungoes para a expansao do campo. Nao hd, também, uma nocao provilegiada de particulas

na teoria assim definida (ver [14], por exemplo).
fUm espaco-tempo (M, guv) que possui uma superficie de Cauchy ¥ é dito globalmente

hiperbdlico. Essa propriedade implica em uma estrutura causal bem definida para o espago-tempo,
uma vez que toda a sua histéria pregressa e futura pode ser conhecida a partir das condicoes dadas
em ¥ [29].



Killing* tipo tempo global admite uma escolha preferencial de vacuo, e a quantizacao
dos campos nesse espago-tempo pode ser conduzida de forma andloga a quantizagao
usual em Minkowski (ver [13, 14], por exemplo). Neste capitulo, trataremos, por-
tanto, da quantizacao do campo escalar real, linear e nao massivo em um espaco-
tempo globalmente hiperbdlico e estatico e da descrigao, no contexto da TQCEC, da

emissao de radiacao por uma fonte semiclassica acoplada minimamente ao campo.

2.1 Quantizacao do campo escalar

Em um espaco-tempo globalmente hiperbdlico, estatico e assintoticamente plano

descrito pelo elemento de linha
ds® = f(x)dt* — hy;(x)da'dx? (2.1)

a equacao de Klein-Gordon sem massa obtida através do procedimento de acopla-

mento minimo com o campo gravitacional é dada por
V,.V¥e = 0. (2.2)

Essa equacao pode ser derivada da densidade Lagrangeana

L=/ (%V"Wm) , 2.3

onde h = det(h;;).

Como observado anteriormente, nesta dissertacao trataremos a radiacao como
um campo escalar real ndo massivo. Notamos que, no calibre de Lorenz (V,A* = 0),
a equacao dinamica para o potencial A* se escreve como [JA* = 0. A semelhanca
entre a Eq. (2.2) e a equagao para o potencial eletromagnético sugere a interpretacao
do campo escalar como um “féton sem spin”, ou seja, sugere que o campo escalar
possa codificar muitas das caracteristicas bésicas do caso eletromagnético (e gravi-
tacional), sem as complicacoes técnicas advindas do spin e da liberdade de calibre.

E com essa motivagao em mente que prosseguimos o estudo desse campo.

fPara que um campo vetorial ¢ seja dito um campo de Killing, deve satisfazer a equacio
Va€s+ Vg€, = 0. As curvas integrais dos campos assim definidos sdo isometrias no espaco-tempo,

ou seja, curvas em que a métrica se mantém contante.



A densidade de momento canonicamente conjugada ao campo ¢ é definida como
m(z) = 0L/d¢. Usando a Eq. (2.3), ela pode ser escrita como

w(2) = VAF (). (2.4)

Dadas duas solugoes, u, e up, da Eq. (2.2), pode-se definir a densidade de corrente

de Klein-Gordon como
T tg, wp)(x) = w) () Viup(x) — up(2) VHu (). (2.5)

Como essa quantidade é conservada, ou seja, V,J*[uq, up](x) = 0, podemos associar
a ela um produto interno que seja independente do tempo, o que pode ser verificado

por meio do teorema de Gauss. Esse produto interno (de Klein-Gordon) é dado por
(g, Up) kG = @/ A, JJ! [uq, up), (2.6)
p3

onde ¥; é a superficie tipo-espago definida por ¢ constante e n,, ¢ um vetor unitério
normal & hipersuperficie 3, e que aponta para o futuro. Em termos da métrica (2.1),
n* = /10" e d¥, = Vhd*x.

Em termos das densidades de momento 7, e m, conjugadas as solucoes u, € up,
o produto interno de Klein-Gordon assume a forma

(U, Up) kG = Z/Z dx[ul (2)my () — 75 (2)up ()] (2.7)

O produto interno (2.6) permite dividir o espago de solugoes da Eq. (2.2) em
solucoes de norma positiva e negatival; em outras palavras, existe um conjunto
completo {u;} de modos que satisfazem a Eq. (2.2) e sdo ortonormais pelo produto

interno de Klein-Gordon, ou seja, satisfazem
(wi,uj)ke = 0y (Ui, uf)ke = —6ij,  (usuj)ra = 0. (2.8)
O campo ¢ pode expandido, portanto, como

o(x) =Y lagui(x) + aluj(x)]. (2.9)
i
O indice ¢ representa, aqui, o conjunto de nimeros quanticos necessarios para se

caracterizar completamente os modos. O procedimento de quantizacao canodnica,

$Ver [14] para uma discussdo em um contexto mais geral.
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adotado aqui, consiste em associar as quantidades ¢ e 7w, que caracterizam o espago
de fase classico, operadores ¢ e T que satisfazem as seguintes relagoes de comutacgao
a tempo constante:

~

[0(t, %), o(t,x)] = [#(t, %), 7(t,x')] = 0, (2.10)
[o(t, %), 7 (t, )] = 16°(x = X'). (2.11)

Devido a ortonormalidade dos modos pelo produto interno de Klein-Gordon,
obtem-se as relacoes de comutacao usuais para os operadores a; e a;r:

=06 (2.12)

[ai, a;
e demais comutadores nulos. Ha uma ambiguidade, contudo, na construcao prece-
dente [15], uma vez que existem outros conjuntos completos de modos ortonormais
que também sao bases possiveis para a expansao do campo. Como discutido ante-
riormente, existe, no espago-tempo de Minkowski, um conjunto natural de modos
normais, associados a simetria desse espago-tempo por transformacoes de Poincaré.
De fato, os modos normais naturais em Minkowski sao autofungoes do vetor de
Killing 0, com autovalores —iw e iw (w > 0). Em um espago-tempo arbitrario,
porém, nao hd um conjunto natural de modos normais, e a quantizacao deve ser
feita usando uma abordagem algébrica, que nao dependa da introducao de uma
base privilegiada de auto-fungoes.

Nesta dissertacao, porém, estamos interessados apenas em espacos tempos estati-
cos, com a métrica da forma (2.1). Nesse caso, assim como no caso plano, existe
uma isometria global tipo tempo gerada pelo vetor de Killing d;. Isso nos permite
expandir o campo qﬁ em termos de um conjunto completo natural de modos de norma

positiva e negativa. Para isso, utilizamos como modos normais as auto-funcoes da

derivada de Lie com relagao a este campo de Killing, ou seja, uy s () € ulg, () tais
que
Lo, Uys) = —iWlys), Lo U, = W)y, (2.13)

com w > 0. Esses modos podem ser escritos como

Ugsr(H) = \/gUwSA(X) exp(—wt) (w>0), (2.14)

e analogamente para u’, (z#). Aqui, Uysy(x) representa a parte espacial dos modos

es = (S1,...,5,) € A = (A,..., \,) representam conjuntos de nimeros quanticos

8



continuos e discretos, respectivamente, necessarios para sua caracterizacao completa.
O fator y/w/m é introduzido por conveniéncia de célculo. Os modos sdo norma-
lizados de acordo com o produto interno de Klein-Gordon, como na Eq. (2.8), ou,

explicitamente,

z/ PPNV I, (0 ViU — VU - Urgn) = Oand(s — 8')0(w — '), (2.15)
3t

Z/ d3X\/Enu(uws/\V‘uuw/s/)\/ — VuUwSA : uw/s/)\/) = 0. (216)
3¢

com n, =/ f71(),-

O campo gzg pode ser expandido, portanto, da seguinte forma:
oy =3 / Qs [ter oo + U pral . (2.17)
A

A escolha da normalizacao dos modos através do produto interno de Klein-Gordon
permite, como ja foi dito, que os operadores aysy € aLSN interpretados, respectiva-
mente, como operadores de aniquilagao e criacao de particulas, satisfacam relagoes

de comutagao da forma usual:

[Awsh, aL,S,X] = 0wi(s — s )d(w — '), (2.18)

com demais comutadores nulos.

Para construirmos o espago de Fock, definimos o vdcuo como o estado |0) aniqui-
lado por todos os operadores a,sy, ou seja, agsy |0) = 01]0), e obtemos, a partir dele,
estados de varias particulas, através da aplicacao sucessiva de operadores de criagao
sobre |0). Um fator de normalizagao apropriado é também introduzido, de forma
que o estado assim definido se adeque a estatistica de Bose-Einstein para particulas
idénticas.

2.2 Acoplamento com uma corrente classica e

emissao de radiacao

Em Teoria Quantica de Campos, a emissao de radiacao escalar é descrita através do

acoplamento do campo e da corrente que representa a fonte. Esta sera representada



aqui por meio de uma corrente escalar classica, dada por

j(ah) = UO‘ZT) 53 (x — x(7)), (2.19)

onde z#(7) representa a linha de mundo associada a particula e parametrizada pelo

tempo préprio 7, ut(7) = dx*/dT representa sua quadrivelocidade e ¢ determina a
magnitude do acoplamento entre a fonte e o campo’. A normalizacio da corrente é
feita exigindo-se que f doj(z") = q, onde do é o elemento de 3-volume ortogonal a
quadrivelocidade u*.

A corrente pode ser acoplada minimamente ao campo escalar, resultando na acao

de interacao

Sus = [ dtov=gitat)ota"). (221)
A amplitude de transi¢ao do estado de vacuo para o estado de uma particula, carac-
terizado pelos nimeros quanticos w, s e A, é dada, em primeira ordem na expansao

em h, por

Ausr = (wsA|1 / d'zr/=gj(@")(x")0) = o / d'oy/=gj (" i (2”).  (2.22)
A taxa de emissao de particulas com nimeros quanticos s e A, como medida por
observadores seguindo a isometria temporal gerada por 9;, é dada por

00 Aws 2
FsAz/O dw%, (2.23)

onde 7' é o tempo total medido por observadores assintéticos [16, 17]:

oo oo
T = 275(0) = / etw=w) gt — / dt. (2.24)

—o0 —o0
Neste trabalho, aplicaremos o formalismo desenvolvido aqui para analisar a
emissao de radiagao por um conjunto de fontes escalares em orbita circular ao re-
dor de um corpo denso, em um espacgo-tempo estatico. Para isso, I'sy e a poténcia
emitida serao os observaveis de interesse. No que se segue, comecaremos analisando
a emissao de radiagao no espaco-tempo de Minkowski, com gravitacao Newtoniana,

e, em seguida, no espago-tempo de Schwarzschild.

TVale notar a semelhanca entre a Eq. (2.19) e a expressio para a corrente eletromagnética que

descreve uma particula localizada em x(7),

M (V) = %u“ég(x —x(7)). (2.20)
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Capitulo 3
Espaco-tempo de Minkowski

O nosso primeiro pano de fundo para a investigacao da radiacao emitida por um con-
junto de fontes é o espago-tempo de Minkowski, onde incluiremos, posteriormente,
a gravitacao Newtoniana. Aqui, os modos normais na expansao do campo escalar,
Eq. (2.9), tém uma expressao simples em termos de fungdes especiais conhecidas,
o0 que nos permite um teste de consisténcia para casos mais complexos, além de
comparagoes e analises interessantes.

O espago-tempo de Minkowski é descrito pelo elemento de linha
ds® = dt* — dr* — r?d? — r*sin® 0d¢?, (3.1)

e, com essa métrica plana, a equacao satisfeita pela parte espacial dos modos normais
se reduz a equacao de Laplace usual, cuja solugao em termos de fungoes especiais
- harmonicos esféricos e funcoes de Bessel - é bem conhecida. Isso nos permite

escrever, para os modos de frequéncia positiva (Eq. (2.14)),

Ui () = \/gjl(w'r’)}ﬁm(agb)em (w>0), (3.2)

em que w > 0 estd associado a frequéncia e [ > 0 (I € N) e m € [—[,[] sdo os
nimeros quanticos usuais associados ao momento angular. Os modos assim definidos
sao normalizados em relacao ao produto interno de Klein-Gordon. A expansao do

campo q% em termos desse conjunto completo de solucoes fornece, portanto,

00 l

o(z) = Z Z /000 dw [Ugypm (") agim + h.c.]. (3.3)

=0 m=—1
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3.1 Radiacao emitida por uma fonte escalar em

movimento circular

Primeiramente, vamos retomar alguns resultados sobre a radiagao emitida por uma
unica fonte no espaco-tempo de Minkowski. Uma carga pontual em movimento
circular no plano equatorial com velocidade €2 constante, como medida por obser-

vadores estaticos, pode ser descrita pela densidade de carga (ver Eq. (2.19))

jlat) = —75(7" — R)6(0 —7/2)d(p — Q), (3.4)
onde 7 = 1/v/1 — R?Q? e a densidade de carga é normalizada de forma que
[ doia = (35

em que do = \/—ge,\amu)‘dx?dargdxg = \/—gyeijkdxﬁdxgdxlg é o elemento de volume
ortogonal & quadrivelocidade u* da fonte.
Seguindo os passos descritos no capitulo anterior, calculamos a amplitude de

emissao a nivel de arvore. Partindo da Eq. (2.22), obtemos

A = ];Tq\ﬁ / dtdrd0der sin® 0j,(wr) Y, (0, §)e s (r — R)S(0 — 7/2)5(6 — Q)
YV T

19 |w

~ 4 [ZiwR) / ALY (72, Q)

_ ﬁ f . * 1(w—m)t
4 SR n/2,0) [ dte
= 20y 'VTwii(wR)Y: (1/2,0)0(w — mS). (3.6)

A delta de Dirac que aparece no calculo acima restringe a frequéncia emitida a
w = mf). Uma vez que 2 > 0 e w > 0, ondas com m < 0 nao sao emitidas. Com
isso, o numero quantico magnético m, que assume em geral valores inteiros de —I
a [, fica restrito ao intervalo [1,1], o que serd levado em conta nas somas em m a
frente.

Um calculo direto fornece, para a taxa de emissao e para a poténcia irradiada,
Lim = 2¢°mQy =2 [ji(mQR) [V (1/2,0) (3.7)
Wim = 2¢*m*Q*y ™ [ju(mQR)|*[Yim (7/2, 0) |, (3.8)

12



onde usamos a Eq. (2.23) e definimos a poténcia irradiada com nimeros quanticos

[ e m como

W'lm:/o dww|Tl|, (3.9)

com T dado na Eq. (2.24).
A taxa de emissao e a poténcia totais sao dadas pela soma em todos os nimeros

quanticos:
) l
F=>"> T, (3.10)
=1 m=1
[e%S) l
W=>"> W (3.11)
=1 m=1

Notamos, aqui, que |Yj,(7/2,¢)|> = 0 se [ +m é fmpar e

A+ 1 (I +m— DN —m— 1)

4 (L +m)1(l —m)! (3.12)

Vi (7/2, 0)[?
se [ +m é par [19]. Notamos também que n!! = n(n — 2)...1 se n é impar, n!! =

n(n —2)...2 se n é par e que (—1)!! = 1. A maior contribuigao para |Y;,,(7/2, ¢)|?

vem de valores de m proximos ao de [, o que pode ser visto na Figura 3.1.

1,0 T T T T T T T T

0,8 4

2
|Y100 m(nlz’q))l

02} -

010 " 1 n 1 " 1 n 1 "
0 20 40 60 80 100

Figura 3.1: Valor de |Y},,(7/2, ¢)|? em fun¢ao de m para [ fixo, [ = 100. A maior
contribuicao acontece para m = [. Observa-se um comportamento semelhante para

todo I.
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Notamos também que o uso da férmula

1 22
247 (1 — 22)3

Z Z m2 (51 (m2)]?|Yim (7 /2, ¢)?

=1 m=1

(3.13)

vélida para |z| < 1, e demonstrada em [4], permite verificar de forma imediata a
igualdade da Eq. (3.8) e do resultado de Teoria Cléssica de Campos para a poténcia,
Welass = ¢2a2 /127, com a = v*Q?R (ver Apéndice A).

Até aqui, nenhuma suposicao foi feita sobre a forca que mantém a particula em
orbita circular. Contudo, se desejamos uma relacao entre R e (), somos levados
a supor uma forma especifica para essa forca. Aqui, suporemos que a particula
se mantém em O6rbita circular devido a atragao gravitacional de um corpo central
de massa M e assumiremos a gravitacao Newtoniana, utilizando a terceira lei de
Kepler, R(Q) = (MQ~2)'/3, para escrever R em funcio de Q. Nas analises graficas,
essa relacao estara implicita.

0 [T T IRARRA T T T T IRARRE ]

_5:_ ’,,—”'— -

g -10f ;

- i : ]

oY [ i

(= L - ]

= -15 C K .
\'6 L .

< L , i

S o . .

3 e - 7]

E - —|=m=1 ]

25f ---lzm=10 | ]

i N I=m=100]

-30 - TR BN Liiias T [N Lisais Leiian ]

o1 02 03 04 05 06 07 08 09

MQ

Figura 3.2: Taxa de produgao de particulas em funcao da velocidade angular orbital
para [ = m = 1,3,5, no limite de baixas velocidades, e [ = m = 1,10,100 para
velocidades altas. No primeiro caso, [ = m = 1 domina sobre os demais niimeros
quanticos. Porém, a medida que a velocidade angular aumenta, modos de momento

angular maior sao excitados.
Pode-se observar o comportamento da taxa de emissao em funcao da velocidade

14



angular da fonte na Figura 3.2. Para velocidades angulares pequenas (radiacao
ciclotron), apenas os primeiros nimeros quanticos sao relevantes, em particular [ =
1. Contudo, na medida em que a velocidade angular aumenta, cada vez mais ordens
superiores de [ sao excitadas (radiagao sincrotron). Na Figura 3.3, a mesma andlise

é feita para a potencia e um comportamento semelhante é observado.

E

=

N

o :

N

= sl ]

g -10f ]

- : —I=m=1
12f ---1=m=10 | ]

r K R I=m=100 1

141 : ]

o1 02 03 04 05 06 07 08 09
MQ

Figura 3.3: Poténcia irradiada func¢ao da velocidade angular orbital para [ = m =

1,3,5, no limite de baixas velocidades, e [ = m = 1,10, 100 para velocidades altas.

Um argumento fisico pode fornecer uma estimativa do ntimero quantico m do-
minante que é emitido quando a fonte gira com velocidade angular € (como medida
por observadores estaticos). De fato, as Figs. 3.2 e 3.3 mostram que, quanto maior
a velocidade angular da fonte e quanto mais seu movimento aproxima-se do li-
mite relativistico (MQ — 1), ordens cada vez maiores dos nimeros quanticos [
e m ganham importancia. Gostarfamos, assim, de obter uma estimativa para o
valor dominante dessas quantidades em funcao de 2. Isso também nos permitiria
justificar, nas anélises graficas, o corte das somas em (3.10) e (3.11), por exemplo,
em um certo valor maximo de [, para uma o6rbita fixa.

Vimos que a restricao do movimento das fontes a érbitas circulares implica no
vinculo w = m{2, com {2 medido por observadores estaticos. Observadores coméveis
com a fonte, por sua vez, associam um valor wy = w/7y a frequéncia da radiac¢do

emitida. (Do ponto de vista de observadores inerciais parados no laboratério, esse
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resultado pode ser interpretado da seguinte forma: os relégios que eles utilizam para
medir 7" como o periodo da érbita atrasam por um fator v quando passados para os
observadores comédveis, que medem um periodo Ty = v7T". Uma vez que a frequéncia
angular é inversamente proporcional ao periodo, wy = w/~.) Por outro lado, sabemos
que um observador sobre a particula carregada com aceleragao propria a se vé imerso
em um banho térmico com temperatura 7' = a/27, o que pode ser interpretado em
termos do efeito Unruh [21]*. Consequentemente, devido ao processo de emissao
estimulada, a particula emite radiacao com energia tipica da ordem de F = wy =~ a.
Usando que a = v2M/R?, obtemos que o valor tipico de m (que chamaremos de

myy) emitido por uma fonte com velocidade angular € é dado por

(MQ)/3

(1 — (MQ)3)2° (3.14)

my =~

A Figura 3.4 mostra o comportamento da poténcia emitida com nimeros quanti-
cos | e m, Eq. (3.8), em funcao de m = I'. Fica claro que, para uma velocidade
angular € fixa, exite um valor de m que maximiza a poténcia. Na medida em que
() aumenta, o valor dominante de m também cresce e uma faixa maior de ntimeros
quanticos é excitada. Observa-se uma boa concordancia entre o valor de m que
maximiza a poténcia e o valor tipico de m previsto pela férmula (3.14), em destaque
no grafico. A Tabela 3.1 corrobora essa concordéancia para mais valores da velocidade

angular.

MQ | 0.1 | 05 | 09 | 0.99
m 1 4 56 | 1796
myr || 0.67 | 3.53 | 54.7 | 1826

Tabela 3.1: Comparacao entre o valor tipico my; previsto pela Eq. (3.14) e o valor
de m que maximiza a expressao (3.8), com [ = m. Observa-se uma boa concordancia

entre os dois valores.

*Este resultado é rigorosamente valido para observadores uniformemente acelerados, seguindo
as isometrias geradas pelos vetores de boost de Lorentz. No caso circular, o calculo do efeito Unruh
nao ¢ direto, pois nao existe um vetor de Killing tipo tempo global que parametrize as 6rbitas de
observadores em movimento circular. Contudo, a expressao usual para o efeito Unruh pode ser

utilizada no caso circular para efeito de estimativa [18].
TAqui, estd sendo levado em conta que os harmonicos esféricos que aparecem na expressao da

poténcia emitida selecionam os maiores valores de m para um dado I (ver Figura 3.1).
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Figura 3.4: Poténcia irradiada nos nimeros quanticos [ = m em funcao de m, para
m§) = 0.5 e m = 0.9. Em destaque, o valor my, previsto pela férmula (3.14).
Observa-se uma boa concordancia desse valor com o valor de m que maximiza a

poténcia.

Uma vez discutidos esses resultados sobre a radiagao emitida por uma fonte em
movimento circular em volta de um corpo central denso, vamos, a partir de agora,
generaliza-los pouco a pouco, considerando, primeiramente, o caso de duas particulas
separadas por uma distancia arbitraria, e, posteriormente, uma configuracao de N

fontes escalares.

3.2 Radiacao emitida por duas fontes escalares

em movimento circular

Consideramos, como uma primeira generalizacao, o caso de de duas particulas es-
calares puntiformes em movimento circular no plano equatorial. As érbitas sao

caracterizadas pelos raios Ry e Ry e pelas velocidades angulares €2, e €25. A corrente
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que descreve o sistema é dada por

) = gl = RO = /2)6(6 = )
¥ ng(xr — Rp)8(0 — /2)8(¢ — Qat — V), (3.15)

com ; = 1/4/1 — R?Q?, i = 1,2, e ) representando a distancia angular entre as
particulas em ¢t = 0. A expressao com sinal negativo descreve o caso de particulas
com cargas opostas, ao passo que aquela com sinal positivo descreve o caso de
particulas com mesma carga.

A amplitude de emissao é, nesse caso,

+ A?

wlm

1

= 21g7; Vwrj(wRy)Y (7/2,0)8(w — my)
T 20g7y; Worii(wRy) Y (72, M) (w — mSy). (3.16)

A taxa de emissao dessa configuracao (ver Eq. (2.23)) é a soma das taxas indi-

viduais e de um termo de interferéncia:

Uy =T, + 17, + 102, (3.17)
com (ver Eq. (3.7))
U = 2¢*mQy; 2 [i(mQ R:) | Yim (7/2,0) 2, i =1,2 (3.18)

e

> 1
r2 = / Ao (AL AZi, + A2 Ali)
0

wlm* *wlm wlm**wlm
drg® [ w . ,
=F dw—71(wR1)ji(WR2)d(w — MmO ) (w — M)
Y172 Jo T
X (7 (7/2,0) i (7/2, ) + Yim(7/2, 0¥, (/2. V)
4Amq? _ ) . s 0(mQy — mQ
— T 0y (M By ) ju(m R) Vi (72, 0)2(€™ + €™ (mid, )
Y172 T
8mq? . . o(mSly — mS2
:;75 mQj1(mQsRy) ji (M Ry) [ Yim (17/2, 0) |2 cos(m) ( 2T )
172

A funcao 6(mfly — m€;), que aparece no calculo acima, implica que, para um

disco fino, em que as cargas estao distribuidas apenas no plano equatorial, sé ocorre
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interferéncia entre a radiacao emitida por fontes numa mesma 6rbita, uma vez que

assumimos que 2y # €y para Ry # Ry. Nesse caso,

2

1 .
iz — ;%mg[ﬂ(mgm]?mm(w/g, 0)[2 cos(m), (3.19)

onde usou-se que

i 2 —méh) 1 (3.20)
Q2— T 2w
Intuitivamente, podemos pensar que, para fontes em drbitas distintas, nao existe
uma relacao de fase bem definida entre elas, uma vez que a distancia angular varia
com o tempo. Dessa forma, é natural que nao haja emissao coerente e que elas
emitam de forma independente quando uma média temporal em um periodo longo
é feita. Sendo assim, na modelagem de um disco, podemos analisar cada oOrbita
individualmente e somar a contribuicao de todas elas de forma incoerente. No
que segue, nos limitaremos, portanto, ao caso de particulas em uma mesma orbita
circular.

A taxa de emissao total é obtida pela soma de I';,,, em todos os nimeros quanticos,

00 l
44>
r=>>% 7S (MR Vi (2, 0)* (1. cos(m)). (3.21)
=1 m=1
Um célculo inteiramente analogo leva a expressao seguinte para a poténcia total
emitida:

2

w=3" Zl 7% 22|, (mQR) 2| Yim (7/2, 0)2(1 F cos(m)). (3.22)

W

=1 m=

Para analisarmos graficamente o comportamento da poténcia®, consideramos a
gravidade Newtoniana e usamos a terceira lei de Kepler para expressar R em fungao
de €.

O caso de duas fontes em uma mesma orbita circular e separadas por um angulo
A estd representado na Figura 3.5 no limite de baixas frequéncias. Para particulas
com cargas opostas, a poténcia emitida é maxima para A\ = m e vai a zero na
medida em que a separacao das cargas diminui. O limite A = 0 corresponde as duas

cargas sobrepostas e é natural que nada seja irradiado nessa condicao. De fato, para

fA taxa de emissdo tem um comportamento qualitativamente semelhante ao da poténcia.
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Figura 3.5: Dependéncia da poténcia irradiada com relacao a velocidade angular
de rotagao, para configuragoes neutras (angulos de separacao de m, 7/2,7/4 e m/8)
e carregadas (angulos de separagao de w, 7/2,m/4, /8 e 0), no regime de baixas

frequéncias.

velocidades baixas, a maior contribuicao para a radiacao vem da ordem dipolar
(Il =m =1) e a poténcia irradiada nesse limite em geral depende da magnitude do
momento de dipolo [26], que é méxima para fontes diametralmente opostas e nula
para fontes sobrepostas.

Ja para o caso de duas particulas de mesma carga, o inverso acontece: a poténcia
¢ maxima no caso em que elas estao sobrepostas e chega a um minimo quando a
separagao entre as fontes é maxima (A = 7). Nesse caso, nao hé uma interpretacao
tao direta em termos da expansao multipolar uma vez que o momento de dipolo
depende da origem. Porém, considerando o centro como a origem, o momento de
dipolo é méximo para as cargas sobrepostas (interferéncia totalmente construtiva)
e diminui na medida em que as fontes sao separadas. Para A\ = 7, a contribuicao
de dipolo é nula e domina a ordem quadrupolar. A Figura 3.6 também ilustra um
pouco do limite de radiagao ciclotron (M = 0.01), que é um pouco mais explorado
no Apéndice B, onde usamos conceitos e resultados conhecidos do Eletromagnetismo
classico.

Na medida em que a velocidade angular aumenta, modos de momento angular

20



T T T T T T N T T T T T T ]
_______________ . Configuragao carregada
"""""""" a |
5,0x10°% | ] 1Oa0Tr — M@ =0.01] ]
----- Ma =0.5
= B
f}l = g
o a ]
QN -7
S 4,0x10° | 1
3,0x107 |
2,0x107 |
-7 - - -
1,010 L Configuragao neutra |
0’0 ) 1 N 1 1 N N N N N
0 n/4 /2 3n/4 T 0 /4 n/2 3n/4 n

A A

Figura 3.6: Poténcia irradiada em funcao da separagao angular A entre as cargas,

para configuragoes neutras e carregadas com M) = 0.01 e 0.5.

maior sao excitados, influenciando a emissao de radiacao por cada configuracao. O
regime de velocidades angulares maiores é também ilustrado na Figura 3.6 (MQ =
0.5). Nela, nota-se o comportamento nao-trivial (ndo-monotonico) da poténcia em
funcao da separagao angular na medida em que ) aumenta, o que decorre da soma
de muitas ordens multipolares em (3.22).

A Figura 3.7 mostra a razao Ws/(2W;) entre a poténcia emitida por duas
particulas (com separagoes angulares variadas) e o dobro da poténcia emitida por
uma particula individualmente. Para a configuracao neutra, no limite de baixas
frequéncias, essa razao varia de 0 a aproximadamente 2, sendo que a interferéncia é
maximamente construtiva para um angulo A = 7 e totalmente destrutiva para A = 0.
Para a configuracao carregada, o oposto ocorre: no regime de baixas frequéncias,
essa razao varia de 2%, para cargas sobrepostas (Gtotar = 2¢) a um minimo para cargas
com separagao maxima (A = 7). Fazendo uma extrapolacao para velocidades an-

gulares mais altas, vemos que, no limite de velocidades ultrarrelativisticas, a razao

50 valor 2 para essa razdo surge uma vez que a poténcia é proporcional a lq|?:

Wy=2 _ (lal +1a])?
2WN:1 2|q|2
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Figura 3.7: Razao entre a poténcia emitida por duas particulas e o dobro da poténcia
emitida por uma tnica fonte em funcao da velocidade angular. Para “velocidades
suficientemente altas”, as particulas emitem independentemente (ver discussao a

seguir).
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entre a poténcia emitida e o dobro da poténcia irradiada por uma tnica carga se
aproxima de 1. Assim, nesse limite, as particulas emitem independentemente.

Um argumento de ordem fisica pode nos dar uma estimativa da velocidade angu-
lar a partir da qual as particulas comecam a emitir independentemente, ou, equiva-
lentemente, a velocidade angular abaixo da qual ocorre interferéncia. Fixado o raio
da érbita (e, consequentemente, sua velocidade angular), as particulas comegarao
a se “ver”, ou seja, comecara a haver interferéncia na radiagao por elas emitida,
quando o comprimento de onda emitido for da ordem da separacao angular A entre
elas:

wy 't~ LA/2m, (3.23)

onde wy, 16 0 comprimento de onda da radiacdo e L é o perimetro da érbita, como
medidos por observadores inerciais instantaneamente em repouso com a fonte. Em
funcao do raio R da érbita medido por observadores inerciais, escrevemos L = 21 R,
onde v = 1/4/1 — R?2Q2. (Do ponto de vista dos observadores inerciais parados no
laboratério, esse resultado pode ser interpretado da seguinte forma: as mesmas
réguas que eles usam para medir L = 27 R como o perimetro da érbita, quando
passadas para observadores em movimento circular, encolhem por um fator v, e,
consequentemente, os observadores em rota¢ao medem um tamanho ~y vezes maior.)
Pensando em termos do efeito Unruh (ver discussdo anterior), pode-se estimar a
energia tipica emitida, no referencial da fonte, como F = wy &~ a. O comprimento
de onda da radiagao, no referencial da particula, é, portanto, wy ' = 1/a, com
a = y*M/R?. Tnserindo essas relagoes na Eq. (3.23), e utilizando a terceira lei de
Kepler para escrever o raio em fungao da velocidade angular €2, obtemos
R _ (1-M/R)S _ (1-(MQ)s):

AR = = 5 . 3.24
3 M M/R (MQ)3 (3.24)

A Tabela 3.2 mostra o valor de M2 a partir do qual particulas separadas por um

angulo A emitem de forma aproximadamente independente.

A 7/6 | /3 | m/2|2n/3 |bn/6|
M || 0.42 1 0.27 | 0.20 | 0.15 | 0.12 | 0.10

Tabela 3.2: Valor de M) a partir do qual as particulas passam a emitir indepen-

dentemente, para alguns valores da separacao angular \.
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A andlise da Figura 3.7 mostra que esses valores sao compativeis com os obtidos

com o calculo completo.

3.3 Radiacao emitida por N fontes escalares em

movimento circular

Para nos aproximarmos mais da situacao fisica de interesse, de um disco ionizado
girando ao redor de um corpo central denso, vamos considerar a érbita¥ populada
por N particulas igualmente espagadas. Consideraremos as configuracoes neutra e

carregada ilustradas na Figura 3.8.

(a) (b)

Figura 3.8: Configuracao (a) neutra e (b) carregada para N = 8.

3.3.1 Configuragao neutra

Seja, portanto, um anel com N fontes igualmente espagadas por um angulo A (N =
27, N par) e cujas cargas tém sinais trocados de forma alternada, de modo que o
sistema como um todo seja neutro. As fontes estao em movimento circular, com
velocidade €2 constante, como medida por observadores estaticos.

A densidade volumétrica de carga que descreve o sistema é (ver Eq. (2.19))

N—-1

iy =3 (—1)’@}%5@ —R)5(0 — 7/2)5(6 — Qt — n)), (3.25)

n=0

YA generalizacdo para um disco, como discutido na secdo anterior, é direta.
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e a amplitude de radiacao emitida por essa configuragao é dada por (ver Eq. (2.22))

N-1
Awlm - ZZ/d4xV_gjn(xu>uZlm
n=0

r

= 2197 'Vwrd(w — mQ) i (wR)Y;: (7/2,0) (—1)"e"™™. (3.26)

i
o

Para N = 2, A = me S0 (—=1)"e™ = 1 — ¢ Levando em conta que
Yim(0, ) = Y (0,0)e"? | vemos que a expressao (3.26) se reduz a Eq. (3.16) para
N=2el=m.

Para N arbitrario, temos, da teoria das progressoes geométricas, que

N
1— TN+1
= 3.27
: 1—r 7’ (3.27)

n=0

0 que nos permite calcular a soma em n:

NZ_I ( 1)71 mn\ 1- (_ezm)\>N 1 —ermm (3 28)
J— e f— pu— .
— 1— (_ezm)\) 14+ evmA )

onde usamos A = 27 /N.
Para computarmos os observaveis de interesse fisico, precisamos do modulo da

amplitude ao quadrado. Como

1 — e2mm|? 1 —cos(2mm) (3.20)

L+em>| 14 cos(m))’ '

obtemos, para a taxa de emissao e a poténcia irradiada,
_ : 1 — cos(2mm)
L = 2%y *mQ i (mQR) | Yin (7/2,0)|? 3.30
l qgy m |jl(m >| | l (ﬂ—/ ) )| 1+COS(27Tm/N)’ ( )
2. -2 20y2|; 2 » 1—cos(2mm)

Wi = 2q°y“m Q[ ji(mQR)[*|Yin (7 /2, 0)) (3.31)

14 cos(2rm/N)
_ M

De forma geral, podemos escrever 'y, s

Fir)(2)gm(N), com

(Q)gm(N), e, analogamente, W, =

i (9) = 2022 mQji(mOR) [V (7/2,0) 2, (3.32)
Fin Q) = 2627 2m Q2 i (mQR) [V (7/2, 0) 2, (3.33)
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1 —cos(2mm)
1+ cos(2rm/N)’

gm (V) (3.34)

Nessa decomposicao, os termos flgl)(Q) e fl(:LV)(Q) correspondem as expressoes
para a taxa de emissao e a poténcia emitida por uma tnica particula (ver Egs. (3.7)
e (3.8)), ao passo que a funcao g¢,,(N) codifica a informacao sobre a interferéncia.

O comportamento da funcao fl(:lv)(Q) pode ser observado na Figura 3.4. Como
observado na Secao 3.1, f,SLVZQ(Q) possui um maximo para m dado aproximadamente
pela Eq. (3.14). A fungao fl(nl;)(Q) estd ilustrada na Figura 3.9 como funcao de
[ = m, para alguns valores de €). Observa-se que a taxa de emissao cai a zero mais
rapidamente que a poténcia emitida, mas que ambas possuem um comportamento

qualitativamente semelhante.

30—+ 777 T —T T | E— | E—
MQ=05 | ,,F MQ =0,9
251 1 12g 1
o 20r 1 09t ]
— B
o .
o 15F -
= 06F % 1
e
8 10 = -
. 0,3+ -
0,5 . 4
00l ..T.'.'ll ..... U TR 0,0 A 1 A 1 A 1 . 1

0O 5 10 15 20 25 30 35 40 0 50 100 150 200 250
m m

Figura 3.9: Dependéncia de f,g,?l(Q) com relagdo a m para M = 0.5 e M =0.9.

Comparar com a Figura 3.4 para a poténcia.

Como ja observado, as funcoes fl(,g)(Q) e flgf/)(ﬂ) sao essencialmente a taxa de
emissao e a poténcia emitida por uma tnica particula e nao dependem do niimero N
de fontes no anel. A funcao g,,(V), por sua vez, condensa toda a informagao sobre a
interferéncia. Como m é um nimero inteiro, o numerador de g,,,(NN) é sempre nulo.

Contudo, a expressao como um todo pode diferir de zero quando o denominador
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também se anula, ou seja, quando cos(2rm/N) = —1, ou
2k — 1

N, keN. (3.35)

m =

Assim, para um certo valor de N, uma regra de selecdo estabelece que apenas
alguns valores especificos de m contribuirao para a poténcia emitida. Para tais
valores de m, g,,(IN) fica indeterminado. Aplicando a regra de L.’Hopital, temos que

1 — cos(2mm)

= N2, (3.36)

lim -
mﬁ%N 1 + COS(T)

Assim, ¢,,(N) = N?, para m = N/2,3N/2,5N/2... e é nulo caso contréario.
Levando em consideragao que somente os nimeros quanticos magnéticos dados
por (3.35) contribuem para a radiacao emitida e utilizando a Lei de Kepler, R*Q? =

M, de forma que as expressoes sejam funcoes apenas de M e €2, podemos escrever
(ver Egs. (2.23) e (3.9))

oo L&+

M

r? = ) > 2MO(1L— (MQ)*?)(2k — 1)N/2 (3.37)
I=N/2 k=1

|2k = N(MQ)Y2 12) PYyan-1ynya(n/2,0) N7,

M? o Lty 2 2/3 2
w7 = l;ﬂ ; 2MQ)*(1 — (MQ)¥3)((2k — 1)N/2) (3.38)

< 7i((2k = 1)N (M3 /2)][Yyan—1)n/2(7/2, 0) PN,

em que |x| representa o maior inteiro menor ou igual a 2. Nas expressoes anteriores,
uma vez que, dado N, o primeiro m a contribuir é N/2, tomamos esse valor como o
inicio da soma em [. A soma em k = m/N + 1/2 comega com k =1 (m = N/2) e
termina com o maior inteiro menor ou igual a [/N +1/2 (m =1).

A Figura 3.10 mostra o comportamento da poténcia irradiada em funcao do
nimero de cargas N no regime de baixas e altas frequéncias. Mostra também,
nesses dois regimes, a razao Wy /(NW;) entre a poténcia emitida por N fontes e N
vezes a poténcia emitida individualmente. Para baixas velocidades angulares, ve-
se que a interferéncia rapidamente suprime a poténcia emitida por nimero grande
de cargas. Por outro lado, é possivel que configuragoes com muitas cargas emitam
significativamente para uma velocidade angular suficientemente alta (ver discussao
na subsecao 3.3.3).
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Figura 3.10: Graficos da poténcia total Wy emitida por uma configuracao de N

cargas e da razao Wy /(NW7) (poténcia total por N vezes a poténcia emitida por

uma Unica carga), para uma configura¢ao neutra no limite de (a) baixas (M€ = 0.01
e 0.068) e (b) altas (M = 0.68 e 0.9) frequéncias.
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3.3.2 Configuracao carregada

Para um anel constituido de cargas de mesmo sinal, o cédlculo é essencialmente o

mesmo. Nesse caso, a corrente é dada por

j(ah) = %m RS0 — 7/2)6(6 — Qt — n)), (3.39)

=2

3
i
=)

e a somatoria que aparece na equagao (3.26) envolve apenas termos positivos:

N—1
Apim = 20qy Vwrd(w — mQ)ji(wR)Y (7/2,0) e, (3.40)
n=0
Usando a expressao (3.27), calculamos
N-1
1 — 2mim
e””m % (341)
n=>0

Nesse caso, portanto, podemos escrever para a taxa de emissao e a poténcia
irradiada '} = (F)(Q)g;g(N) e W;h = W)(Q)gm(N), respectivamente, com

Ilm

1 — cos(2mm)
1 — cos(2rm/N)

Im(N) = (3.42)
() (W) :
e fr, () e f,,. (Q) definidos nas Egs. (3.32) e (3.33).
Da mesma forma que no caso neutro, o numerador de g (N) é sempre nulo e a
expressao como um todo pode assumir valores diferentes de zero apenas quando o

denominador também se anula. Isso acontece quando cos(2mm/N) = 1, ou seja,
m = Nk, keN. (3.43)

Nesses casos, a expressao também tende ao limite

1 — cos(2
Tl LGOS (3.44)

m—kN 1 — cos(27rm)

N

A taxa de emissao e a poténcia total irradiada podem ser escritas como
M > 2 3 . 142 2
r— = Z 2MQ(1 — (MQ)S)Nk|ji(NK(MQ)5) P Yini (/2,00 (3.45)
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WAL ST 21— (MO)E (N2 (VRO P Vi /2, O

2
q I=N k=1
(3.46)
A Figura 3.11 mostra o comportamento da poténcia irradiada e da razao A‘;V—ﬁ/v
1

em fungao do nimero de cargas no regime de baixas e altas frequéncias. Observa-se
que a poténcia emitida por uma configuracao de N fontes de mesma carga é inferior
aquela emitida pela configuragao neutra analisada na subsecao 3.3.1 (ver discussao

a seguir).

3.3.3 Analise grafica

Uma interpretacao fisica das Figuras 3.10 e 3.11 pode ser feita como se segue.
Quando a velocidade angular das particulas é pequena, a radiacao emitida tem
frequéncia baixa (uma vez que w = mf2) e, por conseguinte, grande comprimento de
onda. Com isso, a medida que povoamos a Orbita, rapidamente as cargas comecam
a se “enxergar”’, ou seja, comega a haver sobreposicao dos pacotes de onda, e a in-
terferéncia suprime a poténcia irradiada por muitas cargas. No caso de velocidades
angulares maiores, a frequéncia da radiacao emitida é mais alta, seu comprimento
de onda ¢é menor e, se a érbita é povoada com um numero de cargas suficientemente
pequeno, elas emitem independentemente (Wy/(NW;) ~ 1). Contudo, a medida
que o numero de particulas na dérbita aumenta, ocorre interferéncia, primeiramente
de forma construtiva (Wy/(NW7) > 1) - no caso da configuragao neutra - e entao
de forma destrutiva (Wy/(NW;) < 1), de forma que, para um nimero suficien-
temente grande de particulas, a energia liberada para o infinito é arbitrariamente
pequena. As Figuras 3.10 e 3.11 também mostram que, fixado o niimero de cargas
N na érbita, a configuragao neutra irradia em geral uma poténcia superior a emitida
por uma configuracao carregada. Esse comportamento pode ser entendido com base
nas férmulas (3.35) e (3.43). Fixado N, a configuracao neutra admite os nimeros
quanticos m = N/2,3N/2, ..., ao passo que a carregada admite m = N, 2N, .... As-
sim, como as ordens multipolares mais baixas em geral contribuem mais, a emissao
da configuracao neutra é em geral maior do que a da carregada.

Quando analisamos a poténcia emitida por um anel de cargas em fungao do
nimero de particulas, vemos que, fixada a velocidade angular, existe um valor de

N que maximiza a poténcia. Um raciocinio de base fisica semelhante ao exposto na
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Figura 3.11: Graficos da poténcia total Wy emitida por uma configuracao de N

cargas e da razao Wy /(NWy), para uma configuracao carregada no limite de (a)

baixas (M2 = 0.01 e 0.068) e (b) altas (M = 0.68 e 0.9)
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se¢@o 3.2 pode nos dar uma estimativa desse N. Fixado o raio da érbita (e, conse-

quentemente, sua velocidade angular), a interferéncia comega a acontecer quando
wy'N =~ L, (3.47)

onde w; ' é o comprimento de onda da radiagdo emitida e L é o perfmetro da érbita,

como medidos no referencial da particula. Como visto na secao 3.2, podemos escrever
L =2nR~, (3.48)

com v = 1/y/1— R?Q?. Além disso, vimos que observadores coméveis com uma
particula carregada com aceleracao prépria a observam emissao de radiagao prefe-
rencialmente com frequéncia wy = a, o que pode ser interpretado em termos do
efeito Unruh. Inserindo (3.48) e

wo ~ a=y>M/R? (3.49)

na Eq. (3.47) e utilizando a terceira lei de Kepler para escrever R em termos de
MS), obtemos
2m(MQ)?/3

Nopr = (1 — (MQ)?/3)3/2

(3.50)

MQ | 05 [055] 06 |065]| 0.7 [0.75] 0.8 |0.85] 09 | 0.95
Ny || 26 34 | 42 o4 70 96 | 140 | 222 | 428 | 1232

Ny | 11 14 18 23 30 | 41 29 95 | 188 | 625
Niedio || 185 | 24 | 30 |36.5| 50 |[68.5|99.5| 159 | 308 | 929
Nepr || 17.6 | 22.4 | 288 | 37.8 | 50.9 | 71.1 | 105 | 171 | 332 | 985
erro | 5% | % | 4% | 4% | 2% | 4% | 6% | 8% | 8% | 6%

Tabela 3.3: Valor de N que maximiza a poténcia emitida em funcao da velocidade
angular. Aqui, Ny corresponde a configuracao neutra, N, a carregada, Nyeqio =
(No+ N1)/2, Ny é dado pela Eq. (3.50) e erro= | Nupr — Ninediol / Nimedio-

A Tabela 3.3 compara o valor de N que maximiza a poténcia emitida como
obtido através dos célculos e aquele advindo da Eq. (3.50), e mostra a consisténcia

do argumento acima.
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Capitulo 4
Espaco-tempo de Schwarzschild

A solucao das equacoes de Einstein descoberta por Schwarzschild em 1916 descreve o
campo gravitacional exterior a um corpo estatico e esfericamente simétrico. Descreve
também, como serd de interesse aqui, a geometria espago-temporal apds o colapso
de um corpo sem carga ou momento angular em um buraco negro. O elemento de

linha de Schwarzschild é dado por

ds® = f(r)dt* — f(r)"tdr* — r*d6* — r* sin® 0d¢?, (4.1)
com o1
fry=1- M (4:2)

e M sendo a massa do buraco negro*. Na regiao exterior ao buraco negro, r > 2M,
o espaco-tempo definido pela métrica (4.1) é globalmente hiperbélico e admite um
vetor de Killing tipo-tempo global. Essa propriedade, associada a estaticidade dessa
geometria, permite que a quantizacao de um campo escalar, real e nao massivo
no espaco-tempo de Schwarzschild seja uma aplicagao direta do formalismo desen-

volvido no Capitulo 2.

4.1 Modos normais

Tomamos, assim, um campo escalar real e nao massivo ¢ em um background descrito

pela métrica (4.1). O campo pode ser decomposto, como na Eq. (2.9), em um

*As geodésicas circulares nesse espaco-tempo sao estudadas brevemente no Apéndice C.
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conjunto {u;, ul} de modos de frequéncia positiva e negativa, que satisfazem
V. Vtu; =0, (4.3)

com a derivada covariante dada em termos da métrica (4.1). Explorando a sime-
tria esférica da métrica de Schwarzschild, podemos escrever os modos normais’ de

frequéncia positiva como

Ui (t,7, 6, ) = \f @ Yalr Vi (6, )e ™", (4.4)

em quew >0,1>0 (Il € N)em € [—1,[] sdo os nimeros quanticos de frequéncia e

momento angular que caracterizam os modos e o fator y/w/7 é introduzido por con-
veniéncia algébrica. Inserindo esse ansatz na Eq.(4.3), obtemos a equagao diferencial

satisfeita pelas funcoes radiais 1), (r):

1003 (£0035) + V) () = a0, (45)

para o potencial efetivo

= . (4.6)

vt = ) | 2+ )

com a fungdo f(r) dada em (4.2). Uma ilustragdo desse potencial pode ser vista
na Figura 4.1, na qual o potencial em Minkowski, Vi (r) = I(l + 1)/r? ¢ também
representado para comparagao.

A solugao da Eq. (4.5) em termos de fungoes especiais nao é conhecida (ver
[27], por exemplo), mas podemos analisar o seu comportamento em alguns limites
adequados. No que segue, estudaremos primeiramente as formas assintéticas dessa
solucao e, em seguida, os limites de baixas e altas frequéncias, usando aproximagoes

analiticas convenientes.

4.1.1 Formas assintoticas

Nas proximidades do horizonte de eventos, r &~ 2M, e no limite de » — 0o, 0os modos
radiais 1,;(r) podem ser expressos de forma simples. Para tanto, reescrevemos

primeiramente a Eq. (4.5) em termos da coordenada de tartaruga

r=r/2M +In(r/2M — 1), (4.7)

tA normalizacio dos modos é feita de acordo com o produto interno de Klein-Gordon, Egs.
(2.15) e (2.16).
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Figura 4.1: Potenciais de espalhamento, Vi e Vg, em fungao de r/2M paral = 1. O
potencial Vg esta definido apenas fora do horizonte de eventos, r > 2M, ao passo que

a mesma restricao nao existe para V). Assintoticamente, os potenciais coincidem.

na forma P

] + AM? Vs [r(2)]| b (z) = AM Wy (). (4.8)
Podemos associar as duas solucoes dessa equacao, de forma conveniente, a modos
() puramente incidentes do horizonte branco passado, H~, e modos ¥5,(x)
puramente incidentes do infinito nulo passado, Z—. Os modos assim escolhidos sao
ortogonais pelo produto interno de Klein-Gordon. Isso pode ser visto escolhendo
uma folheacdo ¥; = H~ UZ na Eq. (2.15) e notando que 9/ (x) e ¥5,(x) se

anulam em Z~ e H ™, respectivamente.
Na vizinhanca do horizonte de eventos, r ~ 2M, vemos que x — —o0 € 0
potencial efetivo tende a zero, Vs(r) = 0, ao passo que, longe do horizonte, r > 2M,
x> 1, e o potencial tende a Vg(r) ~ (I + 1)/r*. Isso nos permite escrever, para os

modos vindos do horizonte branco passado,

e2iMur | R e=2iMws (x <0,|z]>1)

4.9
2il+17;7wahl(1)(2wa) (x>1) (4.9)

1/)3(‘7;) ~ Awl {
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Figura 4.2: Diagrama de Penrose para o espaco-tempo de Schwarzschild e ilustragao
esquematica dos modos puramente incidentes do horizonte branco passado e do
infinito nulo passado.

e, para os modos vindos do infinito nulo passado,

o [ T (v <0, ]2 > 1)
(@) ~ B 2Mwz|(—i) AN 2Mwz)* + PR (2Mwz)] (2> 1)

(4.10)
onde hl(l)(x) ¢ a fungao de Hankel esférica de primeira espécie [20], cujo comporta-
mento assintético, para |z| > 1, é dado por hl(l)(x) = (—i)"e® /z. Os coeficientes
de reflexao e transmissao obedecem as condigoes de conservacao de probabilidade na
forma usual: |[R|2+ |7/ =1e RS>+ |75 > = 1. Além disso, esses coeficientes
satisfazem [R5 = |R))% e |T5)? =

As constantes de normalizagao A, e B, sdo obtidas (a menos de uma fase

| w7|2'

arbitraria) pela exigéncia de que os modos (4.4) sejam normalizados em relagao ao
produto interno de Klein-Gordon, Egs. (2.15) e (2.16). Usando a Eq. (4.8), a
integral nas expressoes do produto interno pode ser transformada em um termo de
superficie,

e oM

= T5(w—w'), (4.11)

1 d
;o) -

Vialo) = U2ale) o)

W —=w T—>—00

e, inserindo nessa expressao as solugoes assintéticas (4.9) e (4.10), obtemos A, =
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B =1/(2w).

4.1.2 Regime de baixas frequéncias

E possivel encontrar aproximacoes analiticas para os modos radiais em alguns limi-
tes adequados; aqui, estaremos interessados em aproximacoes de baixas e altas
frequéncias. O limite de baixas frequéncias é caracterizado por 2Mw|z| < 1. Nesse
limite, podemos tomar w = 0 na Eq. (4.5) e, fazendo uso das mudangas de variaveis

y = r/2M e z = 2y — 1, podemos reescrever essa equagao como a equagao de

Legendre para v, (y)/y,

Essa equacao admite duas solucoes linearmente independentes, dadas pelas fungoes

de Legendre de primeira e segunda espécie, Q;(z) e Pj(2):

Liy) = ClyQil2y — 11, (4.13)
) = Cllyp2y 1], (4.14)

wl

onde C! e CIT sdo constantes de normalizagio. Para determina-las, devemos impor
consisténcia entre as solugoes (4.13) e (4.14) e os limites assintéticos (4.9) e (4.10),
da forma que segue [22]:

Para determinar R, notamos que, para 2Mw|z| < 1,

wl)

J(%) ~ (2 ) 1( 21Mw:p+RWZ€ 21sz)
~ (2w) N1+ 2:Mwz + R — R ;2Mwz)
1+ R
~ Mz 5100 l+z(1— =)

Para que essa solugao seja bem comportada quando w ~ 0, devemos impor R ; =

—1 4 O(w) e, consequentemente,
J@) = 2Mz  (z <0,z >1). (4.15)

Como modos de baixa frequéncia vindos do horizonte branco passado devem ser

preferencialmente refletidos pelo potencial do buraco negro, devemos associar i a

—1-1

., pois essa solugao decresce assintoticamente, uma vez que Q;(z) &~ para z
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l"ande a0 passo que P Z) =~ Zl nesse regime. FaZemOS ortanto OII = 0 (§] ﬁXamOS
’ l ) )

CT da seguinte forma: primeiramente escrevemos

l

Pz), #+1 — Z %Pk—1(2’>f)l—k(z)' (4.16)

QZ(Z) = T ln

z—1

Quando r =~ 2M, z ~ 1 e temos que Fj(z) ~ 1 e

1.y ‘1
I 1

~ C | =1 - —
wl 211y_1 k1k>

!
1 1 1

I 2:

k=1
I
1 =z 1
~ (- _ = _ _
~ oot Zk).

k=1

Q

Assim, para * < 0 e |z| > 1, ¥, ~ —Clx/2 e, comparando com a solucio

assintética, temos que C! = —4M e

L(r)=2rQ,(r/M — 1), (4.17)

wl

a menos de uma fase arbitraria.

Para determinar a constante C!, notamos que os modos de baixa frequéncia
vindos do infinito nulo passado, Z~, devem ser refletidos para Z+. Como Q;(z) =~
—In|z — 1|*/? quando z ~ 1, devemos impor C! = 0. Por outro lado, para z > 1 e

w pequeno (2Mwz < 1) notamos que

2!

(20)! —(+1)
m(2Mwzx) ~ _W(QMWI> , (4.19)

e ¢, (x) se escreve como

1 21 (21)!
"] ~ — (=)' Mwr | ———(2Mwz) + 12— (2Mwz) ~ Y
() w( 2) wx((2l+1)!( wx)' + 1 511 (2Mwz)

1 I+1p+ 2ll' l (2l)' —(l+1)
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Para o coeficiente de reflexdo, impomos R; ~ (—1)"! para w pequeno, de forma

I+1

que Y%, (x) se comporte como ! no dominio especificado de z. Assim,

221+1 (—z)Hll!wl(M:E)Hl

F
Por outro lado, para z > 1,
(20)!
P(z) ~ Ql(l!)2zl (4.21)
e, tomando z = 2y + 1 ~ 2y, temos que
20)!
P~ on ) Y (4.22)

i1y

Comparando as expressoes para 1, e ¥ e notando que z ~ y no infinito,

obtemos

o 22l+1(_l)l+1(“)3szl+1
B (20 4+ 1)!(20)!

(4.23)

Portanto,

o (20+ )2
As Eqgs. (4.17) e (4.24) caracterizam, assim, a parte radial dos modos (4.4) no

OH(r) rPy(r/M —1). (4.24)

limite de baixas frequéncias.

4.1.3 Regime de altas frequéncias

Uma boa aproximacao para as fungoes radiais, em especial no limite de frequéncias
altas (2Mw|z| > 1), é dada pelo método WKB (ver, por exemplo, [24]). Aqui, nao
vamos abordar esse método de forma exaustiva, mas apenas recordar algumas das
principais ideias nele envolvidas.

Notamos, primeiramente, que a equacao para os modos radiais,

_dd_;%l(x) — AMP (W — V(@) )hua(w) = 0, (4.25)

assemelha-se & equacao de Schrodinger unidimensional com w? fazendo o papel de

energia efetiva.
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Se o potencial Vg(z) é constante, essa equagao tem como solugoes e
ko = 2M+/w? — Vg); se ele varia lentamente, podemos considerar solucoes da forma
etet@) Inserindo esse ansatz na Eq. (4.8) e definindo

ki () = 2M /w2 — Vs(2), (4.26)

obtemos a seguinte equacao diferencial para u,,(z):

d2uwl duwl 2 2
T ( dx) + [k (z)]* = 0. (4.27)

Em ordem zero, despreza-se o termo de derivada segunda e obtém-se, simplesmente,
M%@:i/kmﬂm+a (4.28)

Iteragoes sucessivas fornecem aproximacoes cada vez melhores para a solu¢ao. Em

primeira ordem, obtemos a aproximagao WKB, dada por [24]

1 x
Yo(z) ~ Pl @ — exp (:I:z/ ko (:L‘)dl‘) . (4.29)
kwl<m)

O método WKB é valido na medida em que o potencial varia lentamente em
relagdo ao comprimento de onda efetivo A = 1/k,;; em outras palavras, quando o
potencial é aproximadamente constante em uma regiao L > \. Matematicamente,

essa condicao pode ser expressa como
k:;lld(ln ko)/dx < 1. (4.30)

Essa aproximagao claramente nao é valida nas vizinhancgas de um ponto de retorno
cldssico, em que a energia efetiva se iguala ao potencial (w? = Vg(z)), uma vez
que 1/k,; diverge nesses pontos. Um aspecto crucial do método WKB ¢, portanto, a
conexao das solugoes definidas em regioes separadas por pontos singulares desse tipo.
As formulas de conexao sao obtidas pela linearizacao do potencial nas vizinhancas do
ponto de retorno. A equacao para k;(x) assume, entao, a forma da equagao de Airy
e, pela anélise das formas assintoticas das solugoes dessa equacao, determinam-se os
coeficientes que tornam continua a solu¢ao em todo o espaco.

Para um potencial como o representado na Figura 4.3, com pontos de retorno
r_ e xy, as formulas de conexao das regides com z < x_ e x_ < x < x; sao [24]

1 B T _ s 1 B T _ s
— A ) etle Radet (_ + ZA) e~ e kade=F
kwl ( 2 ) kWI 2
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Figura 4.3: Ilustracao do potencial Vg(r(z)) (Eq.(4.6)) em funcdo de = para [ = 2.
No grafico, representamos o ponto xy relativo a orbita com R = 6M, a energia

efetiva E.; = 2Mw)? = (2mMQ)? =~ (2IMQ)? associada a essa 6rbita e momento

angular e os pontos de retorno cldssicos v_ ~ —3.5 e z, ~ 10.6, em que Vg = w?.

A —[¥ kydz B JE keda
— - ——el- 4.31
YV Ryl vV Rl ( )
e, das regioes com r_ < r < x, ex > Ty,
A — f;_ Keide n ef;_ Keide
V Ruwl
(é ot Kgpde ZB@f;j nwldr> 62 f;+ kyida4-4
2
A K T Kerdx I e
(_ + wid +1Be f wid ) e v [T kyde T (4‘32)
kwl 2
com k,; dado por (4.26) para w? > V() e ry; definido como
Kot (2) = 2M £/ Vs(z) — w? = 1ky(1), w? < Vs(x). (4.33)

Notamos que as duas constantes, A e B, necessarias para a caracterizagao completa
da solugao, devem ser determinadas por meio das condi¢oes de contorno adequadas

ao problema em questao.
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Para aplicarmos o método WKB na aproximacao das funcgoes 1,;, notamos,
primeiramente, que a energia efetiva, w?, é sempre menor do que o maximo do po-
tencial (4.6) para as érbitas circulares permitidas no espago-tempo de Schwarzschild
[10]. Nas regices em que Vs(z) < w?, ou seja, (—oo,z_) e (x4, 00), podemos escrever,

desde que a condicao (4.30) seja satisfeita,

A — —i(oy(x)—m/4) <0 1
oy A [ T | <015y
ko | e ipar(@)+m/4) 4 Rﬁel(p“l(z)HrM) (z>1)
e
A7 | Roeilou@ /4 L gilow@ /4 (3 <0 |z > 1
oy A7 [ R e w<Okl>D )
N ﬁTez(pwz(ﬂfHW/‘l) (x>1)

onde definimos

ou(r) = /z ki (x')da' (4.36)

pui(x) = /2j ki (x')da'. (4.37)

T4
As constantes de normalizacao A sao determinadas pela comparagao das ex-
pressoes fornecidas pelo método WKB com as formas assintoticas dadas pelas Egs.

(4.9) e (4.10). Podemos reescrever estas expressoes como

1 {— T 2M
Gy m = T = 2M) (438)
2w | e+ R (r— 00)
e
1 wUT R% —wr N 2M
Sy L] O RaeT ) (4.39)
2w | T e (r — o0)

Uma comparacao direta com as Egs. (4.9) e (4.10) nos permite deduzir que |A%| =

VM) 2w, a = —, .
Tomando, agora, o caso em que V(z) > w?, que ocorre no intervalo (z_,z,),

podemos escrever, no limite de validade do método WKB,

A(—
Ui () ~ —i—\/l:_le‘fwl(””’ (4.40)
€
A*)
V(1) A —r— et O, (4.41)

VvV Buwl
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onde definimos -
)= [ ralal)ds’ (1.42)

e o fator de barreira

Ty
O = / K (x)dz. (4.43)

Os coeficientes de transmissao e reflexdo, |T5]? e |R%,|?, podem ser facilmente
calculados a partir das féormulas de conexao (4.31) e (4.32). Para uma barreira larga,
em que o fator de barreira é grande (0., > 1), eles sao dados por

T4 ~ e 20 (4.44)

w

e, consequentemente, |R%Y|? ~ 1 — e~ 20w,

Como ja foi dito, pode-se mostrar que o raio das orbitas circulares no espago-
tempo de Schwarzschild, R = (M 9_2)%, estd em geral entre os pontos de retorno
cldssicos r_ e r ¥ (ver Figura 4.3) [10]. Assim, sempre que a condicio (4.30) é

satisfeita, as fungoes de onda radiais podem ser aproximadas pelas expressoes (4.40)

e (4.41), com |A%| = /M /2w.

4.2 Radiacao emitida por uma fonte escalar em

movimento circular

Uma vez obtidas expressoes para os modos normais, vamos revisitar alguns resulta-
dos sobre a radiacao emitida por uma fonte escalar em movimento circular geodésico
no plano equatorial da geometria de Schwarzschild (veja, por exemplo, [8, 9, 10] para
uma abordagem cléssica e [4, 5] para uma abordagem semiclassica). Tal fonte pode

ser descrita pela corrente normalizada

q

o
j(x") =0

5(r — R)5(0 — 7/2)(¢ — Q). (4.45)

Aqui, §2 representa a velocidade angular da particula, como medida por observadores

0

estaticos no infinito, e v’ é a componente zero da quadrivelocidade da fonte,

' = (f(R) — R*Q*)712(1,0,0,9). (4.46)

fQuando r — 3M, porém, r — 3M (tomando também | — 00).
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A quadriaceleragao da particula é dada por a* = u”V,u*, ou, explicitamente,
f(R) 2 M
= ——-+7—"——(0,RO"——,0,0). 4.47
f(R) — R2Q? R? (4.47)
Uma vez que o movimento ¢ geodésico, o escalar a = /a”a, deve se anular, o que
implica em uma relagao entre os valores possiveis para o raio da 6rbita e a velocidade
angular®:
R*Q* = M. (4.48)
A implementagao do acoplamento da fonte (4.45) e do campo escalar é feita via
a agao de interagao (2.21). A amplitude de emissao a nivel de drvore, Eq. (2.22), é

dada, nesse caso, porY

Apim = 21gv/wmr/ f(R) — RQQQ%ZT@H,R(W/Q, 0)d(w — mg). (4.49)

Também aqui, a frequéncia emitida ¢ dada em termos da velocidade angular da fonte
e do nimero quantico magnético m por w = mf), o que implica em que apenas sao
emitidas ondas com m > 0.

A taxa de emissao e a poténcia emitida sao obtidas diretamente da amplitude:
P = 262mQUf (R) — B2 mens (R)/ RI2|Yim (7/2,0) 2. (4.50)

Wi = 26°m2Q[F(R) — B2 s (R)/ B2 Yi (/2,002 (451)
Como detalhado no Apéndice C, a geometria de Schwarzschild comporta orbitas
circulares estaveis até R = 6M. As velocidades angulares alcangadas nessa regiao
sao relativamente pequenas e a aproximagao de baixas frequéncias pode ser usada
com alguma acuracia. Ja entre R = 6M e R = 3M, orbitas circulares ainda sao
possiveis, mas sem estabilidade. Em particular, a 6rbita geodésica em R = 3M ¢é
tipo-luz. Assim, nessa regiao, velocidades altas podem ser alcancadas e entramos
em um regime de altas frequéncias. Nas subsecoes seguintes, usaremos os modos
obtidos nas se¢oes anteriores para estudar a emissao de radiagao ciclotron (baixas
frequéncias) e sincrotron (altas frequéncias) por uma fonte escalar no espago-tempo

de Schwarzschild.

§No Apéndice C, pode-se encontrar outra derivacio dessa expressdo, que surge ao estudarmos

as geodésicas no espago-tempo de Schwarzschild.

YCabe notar que, para o calculo da amplitude de emissdo, o estado |0) utilizado na Eq. (2.22)
foi o vacuo de Boulware [25]. Se o vdcuo empregado tivesse sido o de Unruh ou de Hartle-Hawking
[21, 28], a Eq. (4.49) estaria associada & radiagio liquida emitida pela fonte, uma vez que as taxas

de absor¢ao e emissao estimulada (induzidas pela presenga de fluxos térmicos) sao iguais.
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4.2.1 Radiacgao ciclotron

O regime de radiacao ciclotron corresponde ao limite de baixas frequéncias, carac-
terizado por Mw < 1, com w = mf). Nesse caso, utilizamos os modos (4.17) e
(4.24) para escrever a taxa de emissao de particulas com nimeros quanticos [ e m

como I'y,, =T, + 17, com

[ (9) ~ 8PmQf(R) — RO QUR/M — DPYin(m/2,02 ¢ (452)
P () ~ 2 COPMEmOTE fopy o2y BRI — 1) Vi (/2,0) .

[(20)12[(20 + 1)!]2
(4.53)
Para a poténcia irradiada, temos W, = W, + W~ com
Wi () ~ 8¢m*Q*(f(R) — R*Q)|QuR/M = 1) |Yim(r/2,0)" e (4.54)

24l+1q2 (l!>6m2l+2MQIQ2l+2

(4.55)

-15'_ __________ __ -30:
=2 ] T’E-35'
il;q -20 =
IU E IU
= 12 40
£ I

-45
-30

Figura 4.4: Taxa de producao de particulas I'f} em fungao da velocidade angular €2

para [ = 5 e diferentes valores de m. A maior contribuicao é a de m = [.

Nas andlises gréficas, utilizamos a relacio R(Q) = (MQ2)Y/3 para expressar
R em funcao de M e €, de forma que os observaveis sejam funcoes apenas dessas

quantidades, que sao medidas por observadores estaticos no infinito.
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Figura 4.5: Poténcia irradiada, W,,,, em funcao da velocidade angular da fonte para
0 < M < 0.068, sendo que o valor maximo considerado, M) = 0.068, corresponde
a orbita com R = 6M, ultima orbita circular estavel permitida na geometria de
Schwarzschild. Na construgao deste grafico, foi utilizada a aproximacao de baixas

frequéncias para os modos normais.

As Figuras 4.4 e 4.5 ilustram algumas propriedades da radiacgao ciclotron escalar.
Na Figura 4.4, vemos que a contribuicao dos modos com o =<— é substancialmente
maior do que a dos modos o =— no intervalo de velocidades considerado. Além
disso, vemos que a maior contribuigao vem do ntimero quantico [ = m, como ob-
servado anteriormente (ver Figura 3.1 e a discussao que a precede). Da Figura 4.5,
vemos que, até a ultima orbita estavel do espaco-tempo de Schwarzschild, R = 6 M,
predominam os modos de momento angular mais baixo. Para velocidades angulares
suficientemente pequenas, apenas o modo com [ = 1 contribui significativamente
para a radiagao emitida.

Por fim, na Figura 4.6 se compara a emissao de radiacao no espaco-tempo
de Schwarzschild e de Minkowski, no limite de baixas frequéncias. Vemos que
a razao Ws /W)y, entre a poténcia total calculada assumindo o espago-tempo de
Schwarzschild e aquela assumindo o espaco-tempo de Minkowski com gravitacao

Newtoniana tende a 1 para velocidades angulares baixas e diminui a medida que a
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velocidade angular aumenta. O limite Wg /W), — 1 para M — 0 estd de acordo
com o fato de o espago-tempo de Schwarzschild ser essencialmente plano para com-

primentos de onda muito maiores que o raio de Schwarzschild.

Figura 4.6: Razao Wgs /W), entre a poténcia emitida no espago-tempo de
Schwarzschild e de Minkowski em funcao da velocidade angular da fonte no limite
de baixas frequéncias. As aproximagcoes (4.17) e (4.24) foram utilizadas para as
funcoes radiais. Uma analise semelhante usando também célculos numéricos pode

ser encontrada em [4] (ver Figura 3 dessa referéncia).

4.2.2 Radiacgao sincrotron

O regime de radiacao sincrotron ¢é caracterizado por altas velocidades angulares e é
alcancado, no espago-tempo de Schwarzschild, nas proximidades da érbita fotonica
em R = 3M. Nesse regime, usamos a aproximacgao WKB para as funcoes de onda

radiais!l. Inserindo os modos radiais (4.40) e (4.41) na expressao (4.50) para a taxa

lUma andlise numérica da radiacdo sincrotron emitida por uma fonte em érbita ultrarrela-
tivistica ao redor de um buraco negro de Schwarzschild pode ser encontrada em [5]. Uma com-
paracao da andlise numérica e do método WKB é feita em [6]: o que se conclui é que esse método
fornece uma boa aproximacao para as funcoes de onda radiais em especial no limite de altas

frequéncias.
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o _ = —
de emissao, obtemos I';,,, =1',, + 17, com

() = @ M(f(R) — RRO®)R %k, (R)e2EmB=Om By, (/2 0)]%,  (4.56)

Im

£ () ~ @M(f(R) — R2Q*)R %k, Y (R)e Xm WY, (7/2,0))?, (4.57)

m

e &u(R) e O, (R) definidos em (4.42) e (4.43). De forma andloga, escrevemos, para
a poténcia emitida (Eq. (4.51)), W, = W,,) + W}, com

Win(Q) = ¢ MmQ(f(R) — R*Q*)R 2k, (R)e* e 0=Om )y, (7/2,0)2, (4.58)

Wi (Q) = ¢* MmQ(f(R) — R*Q*)R %k, (R)e 2 m 0 [Yy(n/2,0)]%. (4.59)

A poténcia total é dada pela soma em todos os nimeros quanticos. Contudo, ao
contrario do regime de baixas frequéncias, em que praticamente toda a radiagao
emitida escapa para o infinito, neste caso uma boa parte da radiacao pode ser
absorvida pelo buraco (cerca de 50% quando a drbita tende a 6rbita fotonica [6]).
Aqui, porém, nao levaremos essa perda explicitamente em conta e trabalharemos
com a poténcia total emitida e nao com a poténcia observada no infinito.

A radiagao sincrotron é caracterizada pela excitacao de altos valores de [ e m,
altas frequéncias (uma vez que w = mf2) e por uma forte colimagdo no plano da
6rbita [26, 10]. Algumas dessas propriedades ficam explicitas na andlise grafica
abaixo.

Na Figura 4.7, vemos que, para orbitas préoximas a érbita fotonica, modos com
valores maiores de momento angular ganham importancia. Dessa figura, nota-se
que, quanto maior é o valor de [ = m, maior é o valor maximo assumido pela
poténcia, W2 "™*(2), e maior ¢ a velocidade angular €2 associada a esse méximo. A
contribuicao de altos multiplos de [ e m pode ser mais claramente vista na Figura
4.8, que mostra a poténcia Wy, emitida em fun¢ao do numero quantico [ (m = 1)
para alguns valores de {2 no limite de altas frequéncias. Quanto mais a trajetéria se
aproxima da érbita fotonica, maior é a faixa de nimeros quanticos [ e m excitados
e maior é o valor de m = [ que fornece o maximo para a poténcia.

Além disso, notamos que, fixados [ e m, a contribuicao dos modos vindos do
infinito nulo passado (o =<-) é maior que aquela dos modos vindos do horizonte
branco passado (o« =—) para quase todas as 6rbitas circulares, com excegao daquelas
muito proximas de R = 3M, o que pode ser observado mais claramente na Figura
4.9.
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Figura 4.7: Poténcia emitida, W} , em funcao da velocidade angular €2 para [ = m

variando de 1 a 5. A aproximacao WKB foi utilizada para os modos radiais na
construcao deste e dos demais graficos desta secao.

Uma comparagao da emissao de radiacao no espago-tempo de Minkowski e de
Schwarzschild, no limite de altas frequéncias, pode ser vista na Figura 4.10. Para
velocidades angulares altas (e, consequentemente, comprimentos de onda pequenos
da radiacao emitida), a curvatura espago-temporal passa a exercer um papel fun-
damental. Em drbitas ultrarrelativisticas, proximas a orbita fotonica em R = 3M,
as particulas emitidas podem ser altamente energéticas. De fato, para R — 3M,
o valor dominante de m = [ aumenta irrestritamente, bem como a frequéncia das
particulas emitidas, w = m£) (ver Figura 4.8 e a discussdao que acompanha a Eq.

(4.63) a seguir). Assim, a razao Wg /W), deve divergir nesse limite, o que é indicado
pela Figura 4.10.

Estimativa do valor dominante de m

A Figura 4.8 sugere que, quanto maior é a velocidade angular da fonte, maior é
0 numero quantico magnético predominantemente emitido. Uma estimativa desse
nimero é importante, por exemplo, para se justificar a escolha de um certo valor de

corte nas somas em [ e m no calculo da poténcia total. Em [10], podemos encontrar
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Figura 4.8: Poténcia emitida em fungao de [ = m, para Q = 0.99€2, e 2 = 0.999€2,,,
onde €2, é a velocidade angular que corresponde a érbita fotonica (MS2, ~ 0.19245).

Quanto maior a velocidade angular, maiores os nimeros quanticos [ e m excitados.

uma estimativa de um valor critico de m a partir do qual as contribuicoes sao
significantemente menores que a do termo dominante. Para isso, lembramos que o

modo ¥, pode ser escrito, na aproximacao WKB, como (ver Eq. (4.40))
o (@) = —iAT k() exp[—Em ().

Perto da 6rbita fotonica, podemos escrever R = (3+0)M, com § < 1. Nesse limite,
modos de nimero quantico [ grande sao excitados, e podemos escrever o potencial
(4.6) como

———+0(l". (4.60)

T r

Vs(r) = (1

O maximo do potencial assim escrito ocorre para r = 3M; assim, para érbitas

_y) [(1+1)

proximas dessa, podemos aproximar o potencial por uma parabola. Ao integrar a

Eq. (4.42) com o potencial assim simplificado e tomar | = m, obtemos
s

(@) = 7

Pode-se, entao, introduzir um valor m.,.;; de corte, a partir do qual as contribuicoes

(1+ md). (4.61)

sejam menores por um fator de e* (e ~ 2, 718) do que o termo fundamental (no caso,
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Figura 4.9: Taxa de emissao de particulas em funcao da velocidade angular, para

[ =m = 15, no limite de altas frequéncias.

m = 1, uma vez que ondas com m = 0 nao sao emitidas). Para isso, exigimos que

Com isso, obtemos
4
erit X - 4.63
Merit = 75 (4.63)

Os valores de m,,.;; correspondentes as orbitas consideradas na Figura 4.8 sao me.;; ~
190 e my =~ 1910.

Argumentos de ordem fisica podem fornecer uma outra estimativa para o valor
tipico (que chamaremos de mg) do nimero quantico m irradiado. Uma aproximagao

para essa quantidade pode ser obtida por meio da férmula

M1-2M/R
o AL MR 4.64
TSN RT_3M/R (4.64)
Na Tabela 4.2.2, mg é comparado com o valor de m = [ que maximiza a poténcia
emitida e com a estimativa obtida de [10] para um valor de corte para m (Eq. (4.63)).

Observa-se uma boa concordancia, que se mantém na medida em que as érbitas se

aproximam do limite de R = 3M.
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Wg/W,,

Figura 4.10: Razao Ws/W), entre a poténcia emitida no espago-tempo de
Schwarzschild e de Minkowski em funcao da velocidade angular da fonte no limite de
altas frequéncias. As somas em [ necessarias para a computacao da poténcia total
foram feitas até [ = 300 e a aproximacao WKB foi utilizada. No limite fotonico,

essa razao diverge.

4.3 Radiacao emitida por duas fontes escalares

em movimento circular

Assim como no Capitulo anterior, vamos considerar como uma primeira genera-
lizacao o caso de duas particulas-teste em movimento circular no plano equatorial.
As érbitas sao caracterizadas pelos raios Ry e Ry, pelas velocidades angulares 2, e

Q2 e pelas quadrivelocidades
uf = (f(R;) — R¥QZ)V%(1,0,0,Q,), i=12. (4.65)
O sistema ¢ descrito pela corrente normalizada
. q
jlat) = )
=

q
F g0 = Ra)d(0 = 1/2)(6 — 0t = ) (4.67)

A expressao com sinal negativo descreve particulas de cargas de sinal oposto, en-

(r — RS0 — 7/2)8(¢p — ut) (4.66)

quanto a com sinal positivo descreve particulas de mesma carga. A quantidade A
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MQ [ 05MQ, | 0.9MQ, | 0.99MQ, | 0.999M€, | 0.9999M €,
m 1 3 27 264 2623
ms | 0.72 3.1 29 289 2874

Merit | 0.72 5.8 63 636 6336

Tabela 4.1: Comparacao entre o valor de m que da a maior contribuicao para
Wi = W, + W (com | = m) e as aproximagoes mg € me;; obtidas das férmulas
(4.64) e (4.63).

representa a distancia angular entre as particulas em ¢ = 0.

A amplitude de emissao é, nesse caso,

At = 20qv/wmr\/ f(Ry) — R2Q2 Q/’“’;gRl)nm(w/z, 0)6(w — mQy) (4.68)
1

T 2gy/wr ﬂmyfg%mﬁ&H%wmAw@—mm) (4.69)
2

A taxa de emissao é calculada de forma andloga ao que foi feito na Secao 3.2 e pode

ser escrita como a soma das taxas de emissao individuais e um termo de interferéncia:

Uy =T, + 15, + 1,2, (4.70)
com (ver Eq. (4.50))
Ll = 20"m[ f(Ri) — R |¥mea(Ba)/ Bil*|Yim (7/2,0)]%, i=1,2  (4.71)

000 (R1) Yimay 1(R2)
Ry Ry

D12 — £ 8mqtmQoy/f(R) — RIS/ (Ra) — RERY

5(77192 — le)

X Vi (/2,02 cos(mA) ==

(4.72)

A funcao delta de Dirac que aparece na expressao acima implica que sé ocorre

interferéncia para a radiacao emitida por fontes numa mesma o6rbita. Nesse caso,

Lim = 4¢*mQ[f(R) — R*Q?|[¢ma1(R)/ RP*[Yim(7/2,0)[*(1 F cos(mA)).  (4.73)
Para a poténcia irradiada, um calculo analogo fornece
Wip = 4¢m*Q?[f(R) — R*Q?[tmai(R) /R |Yim(7/2,0)|*(1 F cos(mA)).  (4.74)
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Figura 4.11: Dependéncia da poténcia irradiada em relacao a velocidade angular de
rotacao, para configuracoes neutras e carregadas, no regime de baixas frequéncias.
O valor maximo de M€ considerado (0.068) corresponde a tultima érbita estdvel na
geometria de Schwarzschild. Na construcao do grafico, utilizou-se a aproximacao de
baixas frequéncias para as funcoes radiais. Comparar com a Figura 3.5, referente ao
espaco-tempo de Minkowski.

Como, na modelagem de um disco fino, podemos analisar cada érbita individual-
mente e somar todas as contribuicoes de forma incoerente, restringiremos as nossas
consideracoes a fontes em uma mesma orbita circular.

Na Figura 4.11, vemos o comportamento da poténcia emitida em funcao da ve-
locidade angular das fontes para algumas separacoes angulares no regime de baixas
frequéncias. O grafico é qualitativamente analogo a Figura 3.5 para o espaco-
tempo de Minkowski. Para frequéncias suficientemente baixas hd uma concordancia
também quantitativa entre os graficos, o que é consistente com o fato de que, como
ja foi dito, para comprimentos de onda muito maiores que R = 2M, a curvatura
do espaco-tempo de Schwarzschild nao é sensivelmente percebida. Para frequéncias
maiores, nesse regime, a poténcia emitida em Schwarzschild é inferior aquela emitida

em Minkowski, o que esta de acordo com a Figura 4.6.
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Discussao: interferéncia em espagos curvos
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Figura 4.12: Razao Wg /W), entre a poténcia irradiada por duas fontes no espaco-
tempo de Schwarzschild e de Minkowski em funcao da distancia angular \ entre as
fontes, no regime de baixas frequéncias (M2 = 0.001 e 0.068). A linha tracejada
representa o valor dessa razao para uma carga, 0.962 e 0.375 (ver Figura 4.6). A
dispersao das curvas em relagao a esse valor aponta para a influéncia da curvatura

espago-temporal sobre a interferéncia.

Aqui, gostariamos de investigar a influéncia da curvatura espacgo-temporal sobre a
interferéencia. Vimos que se a emissao das duas particulas é independente, a poténcia
total é simplesmente a soma das poténcias individuais e a razao W&=2/(2WEF=1) é
igual a 1. Se existe interferéncia, essa razao pode nos dar uma medida de sua inten-
sidade. Assim, se a interferéncia fosse independente da geometria espago-temporal,
essa razao deveria ser a mesma tanto no espago-tempo de Schwarzschild quanto no

de Minkowski, ou seja, deveria valer que:

WM, N)
2WN=1(MQ)

WA=2(MQ, )
SWN=T(MQ)

= [(MQ,\) = (4.75)

Desse modo, uma forma de captar a influéncia da geometria espago-temporal sobre

a interferéncia é comparar essa razao no caso curvo e plano ou, alternativamente,
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estudar o comportamento da curva W{=2/W¥=2 em funcao de A e compard-la com
o valor dessa razao para N = 1: a oscilagdo da curva Ws /W)y, (para N = 2) em
relacao ao valor dessa razao para N = 1 aponta, portanto, para a influéncia da
geometria espago-temporal sobre a interferéncia.

A Figura 4.12 representa a razao Wg/Wj, em funcao de A no limite de baixas
frequéncias, para M) = 0.001 e M = 0.068. No primeiro caso, essa razao varia em
torno de 96%; no segundo, tem um minimo de aproximadamente 26% e um maximo
de cerca de 42%. De fato, o termo que codifica a interferéncia nas expressoes (4.74)
e (3.22) é o mesmo, (1 F cos(m)), uma vez que a estrutura angular das métricas
de Minkowski e Schwarzschild, que é relevante para a derivacao desse termo, é
a mesma. Porém, no calculo da taxa de emissao e da poténcia totais, a soma
no numero quantico m acopla esse termo as fungoes radiais especificas de cada
caso. Para velocidades angulares suficientemente baixas, somente o niimero quantico

= 1 é relevante, e tal acoplamento é muito fraco, como acontece no caso em que
M = 0.001 na Figura 4.12**. Para M2 = 0.068, ordens um pouco maiores de [ e
m sao excitadas, o que se reflete na Figura 4.12 em uma maior variagao das curvas,
indicando uma dependéncia maior da interferéncia em relacao a métrica empregada.

Quando o raio da orbita circular aproxima-se de R = 3M, os efeitos da curvatura
espago-temporal sobre a interferéncia tornam-se mais acentuados. A Figura 4.13
ilustra a razao entre a poténcia emitida em Schwarzschild e em Minkowski em fungao
da separacao angular entre as cargas para M) = 0.16 e 0.18. No primeiro caso, essa
razao oscila entre 0.72 e 1.16 para a configuracao carregada e entre 3.5 e 0.9 para a
neutra. No segundo, entre 1.17 e 2.63 para fontes de mesma carga e entre 31 e 1.9
para fontes de cargas opostas. A flutuagao mais acentuada decorre do acoplamento
do termo de interferéncia com as fungoes radiais especificas de cada caso por meio
da soma em m.

Na Secao 3.2, obtivemos uma estimativa da distancia angular a partir da qual
duas particulas em uma orbita circular no espaco-tempo de Minkowski emitem in-
dependentemente. Essa estimativa, dada pela Eq. (3.24), foi obtida com base na
argumentagao fisica de que a interferéncia ocorre quando o comprimento de onda

caracteristico da radiacao emitida é maior ou da ordem da distancia entre as fontes.

**A queda da curva associada a configuracao carregada quando A — m ocorre porque, nesse caso,

a contribuicao de dipolo é nula e a primeira ordem a contribuir é a quadrupolar.

o6



MQ=0.16 | MQ=0.18 |

—— Configuragéo neutra ]
- - - Configuragdo carregada| ]

3 Configuragao neutra -
- - — Configuracao carregada |

Figura 4.13: Razao Wg /W), entre a poténcia irradiada por duas fontes no espago-
tempo de Schwarzschild e de Minkowski em func¢ao da distancia angular A entre as
fontes, para M = 0.16 e 0.18 (esses valores correspondem, respectivamente, a 83.1
e 93.5% da velocidade angular da 6rbita fotonica). A linha tracejada representa o
valor dessa razao para uma carga, dado por 1.01 no primeiro caso e 2.19 no segundo
(ver Figura 4.10). Na construgao desse grafico, a aproximagao WKB foi utilizada

no calculo dos modos radiais.

Um argumento semelhante no espaco-tempo de Schwarzschild leva a

1 —3(MQ)%/3

A\~ )
(MQ)2/3(1 — 2(MQ)2/3)1/2

(4.76)

Essas aproximacoes podem ser usadas, em particular, para se interpretar o grande
aumento da razao Ws /W), para a configuragao neutra quando a separacao angular
entre as particulas diminui. De fato, para MQ = 0.18, a Eq. (3.24) indica que,
para separacoes angulares maiores que 1.76 radianos, as particulas emitem de forma
aproximadamente independente no espacgo-tempo de Minkowski. Para separagoes
angulares menores que essa, a interferéncia passa a ser importante, de forma que,
para as particulas sobrepostas (A = 0), a poténcia emitida se anula. No espago-
tempo de Schwarzschild, a poténcia emitida também vai a zero quando A — 0, mas

mais lentamente: da Eq. (4.76), vemos que, para M) = 0.18, as particulas emitem
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independentemente a partir de A = 0.23 e apenas para distancias inferiores a essa
comeca a haver interferéncia. Como a poténcia emitida por particulas de cargas
opostas vai para zero mais rapidamente no espaco-tempo de Minkowski do que no
de Schwarzschild para 6rbitas préximas a R = 3M, a razao Wgs /W), aumenta de
forma significativa para A pequeno nesse regime.

Finalmente, notamos que os resultados para a emissao de radiagao por uma carga
encontrados na literatura (ver [4, 5, 6, 10], por exemplo) podem ser diretamente
generalizados para duas ou mais cargas apenas quando a emissao € independente

(separacao angular superior a fornecida pela Eq. (4.76)).

4.4 Radiacao emitida por N fontes escalares em

movimento circular

Como discutido na Introdugao, sabemos, do Eletromagnetismo, que uma carga em
movimento circular uniforme irradia ondas eletromagnéticas, uma vez que estd acel-
erada, e que, ao adicionarmos mais cargas a Orbita, a poténcia em geral aumenta.
Contudo, no limite do continuo, quando temos um aro carregado em rotacao, a cor-
rente é estaciondria (Magnetostatica) e ndo deve haver emissao de radiagao. Como
estamos interessados em um disco de material ionizado, composto de um nimero
finito mas muito grande de particulas, é importante analisar se a poténcia irradiada
por essa configuracao ¢ significativa e em que situacoes isso ocorre. Para isso, estu-
daremos, nesta secao, a emissao de radiagao por um anel de cargas em rotacao no
espaco-tempo de Schwarzschild. Mostraremos que, para érbitas circulares estaveis,
R > 6M, as velocidades angulares atingidas sao relativamente pequenas e a poténcia
irradiada por um nimero maior de cargas rapidamente tende a zero. Contudo, para
orbitas circulares instaveis, 3M < R < 6M, a poténcia irradiada por um nimero
grande de cargas pode ser significativa se a velocidade de rotacao for suficientemente

alta.

4.4.1 Configuracao neutra

Consideramos, primeiramente, um anel formado de N cargas igualmente espacadas,
de um angulo A (N = 27, N par), e com sinais trocados de forma alternada, de

modo que o sistema como um todo seja neutro (ver Figura 3.8). As cargas estdao em
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movimento circular no espago-tempo de Schwarzschild, com velocidade €2 constante,
como medida por observadores assintéticos. A densidade volumétrica de carga que

descreve o sistema é
N—1

j(xt) = L 50— - —Qt—n .
3(@) = 3 (F1)"—==50(r = R)3(0 = 7/2)5(p — 0t —n), (4.77)

n=0

onde u? ¢ a componente temporal da quadrivelocidade das particulas,
u(Q, R) = (f(R) — R*Q*)7"*(1,0,0,0). (4.78)

Um calculo semelhante ao realizado na Secao 3.3.2 fornece, para a taxa de emissao
e para a poténcia irradiada, Iy, = fl(;)(Q)gm(N) e Win = fl(giv)(Q)gm(N), com

2 2
q wmﬂ, R
ﬁ?(@)zzz(u%QWaz‘ }g >’|Y%Aw/2JDP, (4.79)
2 2
W) oy o4 2 [Vmai(R)| 2
e
N2 — 2k=lps
0, caso contrario.

Vale notar que a dependéncia desses observaveis em relagao ao niimero de cargas,
N, que é codificada na funcao g,,(N), é a mesma que aparece no espago-tempo de
Minkowski. Isso se deve ao fato de que a métrica de Schwarzschild difere da de
Minkowski apenas em sua dependéncia radial (e temporal), preservando a mesma
estrutura angular, que, por sua vez, determina a dependéncia dos observaveis com
N (ver Eq. (4.77)). Como notamos anteriormente, contudo, no célculo da taxa de
emissao e poténcia totais, a soma em m acopla a fungao g,,(N) as fungoes fl(rl;) e
flszv), que sao especificas a cada caso, introduzindo uma relagao nao-trivial entre a

inteferéncia e a geometria do espago-tempo em questao.

4.4.2 Configuracao carregada

Consideramos, também, o caso de uma configuracao carregada, com N particulas
de mesma carga. Para isso, reescrevemos a densidade de corrente (4.77) apenas com

termos positivos,

F

q

V=g

j(at) =

5(r — R)S(0 — 7/2)8(¢ — QU — n\), (4.82)

I
=)

n
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com v dada por (4.78). Assim como na segao 3.3.2, escrevemos '} = l(;)(Q)g;g(N)

e Wit = " Q)g (N), com £7) e £ dados pelas Egs. (4.79) ¢ (4.80) e

Ilm

N?, m=Nk, keN

0, caso contrario.

+ _
Im(N) = { (4.83)
Novamente, a dependéncia dos observaveis 1", e W, com o nimero de particulas
N é a mesma que a encontrada no espaco-tempo de Minkowski. A curvatura nao-
trivial do espaco-tempo de Schwarzschild introduz, porém, uma modulagao distinta,
que se acopla com o termo de interferéncia na computagao da taxa de emissao e

poténcia totazis.

4.4.3 Analise grafica
Radiacao ciclotron

No limite de Mw < 1, podemos utilizar os modos (4.17) e (4.24) nas equagoes (4.79)
e (4.80). Para interpretarmos os resultados, analisamos graficamente a dependéncia
desses observaveis com relagao ao nimero de particulas N, para configuragoes neutra
e carregada.

Na Figura 4.14 a poténcia emitida no espago-tempo de Minkowski (com gravita-
¢ao Newtoniana) é comparada com aquela emitida em Schwarzschild (com apro-
ximacao de baixas frequéncias) em fungdo do nidmero de cargas N. Aqui, a 6rbita
é fixa, com M = 0.068, o que equivale a tultima orbita circular estavel, e onde a
nossa aproximagcao de baixas frequéncias ainda deve ser razoavelmente boa.

Vemos que, para baixas frequéncias, a poténcia prevista para o espago-tempo
de Minkowski (com gravitacdo Newtoniana) tem uma amplitude maior que aquela
prevista para o espaco-tempo de Schwarzschild. A dependéncia com o nimero de
cargas, contudo, é semelhante: para essas frequéncias baixas, o comprimento de
onda da radiagao emitida é grande e a interferéncia faz a poténcia emitida por um

nimero maior de cargas tender rapidamente para zero.

Radiacao sincrotron

No limite de altas frequéncias, o método WKB fornece uma boa aproximacao para

os modos normais e podemos substituir nas Eqs. (4.79) e (4.80) as expressoes (4.40)
e (4.41),
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Figura 4.14: Poténcia total emitida no espaco-tempo de Minkowski e de
Schwarzschild em funcao do nimero de cargas N, para configuracoes neutra e car-
regada, assumindo M €2 = 0.068.

A partir das Figs. 4.15 e 4.16, percebemos que o comportamento da poténcia
irradiada no espaco-tempo de Schwarzschild em fun¢ao do ntiimero de cargas ¢ seme-
lhante aquele encontrado no espago-tempo de Minkowski (comparar com as Figs.
(3.10) e (3.11)). No limite de altas velocidades angulares (e altos momentos an-
gulares, como vimos), a frequéncia da radiagdo emitida é alta (w = mQ) e, se a
orbita é povoada com um nimero suficientemente pequeno de cargas, elas emitem
independentemente (Wy/(NW;) ~ 1). Se mais cargas sdo adicionadas a érbita,
as particulas comecam a se “enxergar”’, ou seja, comeca a haver interferéncia na
radiacao por elas emitida. No caso da configuracao neutra, a interferéncia é ini-
cialmente construtiva e, da Figura 4.15, vemos que existe um valor de N > 1 que
maximiza a razao Wy /(NW;) para uma certa 6rbita. Ja no caso da configuracao car-
regada, a interferéncia é sempre destrutiva e o maximo dessa razao acontece sempre
para N = 1. Assim como no espago-tempo de Minkowski, fixada uma o6rbita, a con-
figuracao carregada irradia uma poténcia inferior aquela emitida pela configuracao
neutra, o que esta diretamente relacionado aos niimeros quanticos permitidos para

cada uma delas (ver discussao na Segao 3.3.3).
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Figura 4.15: Poténcia total (Wy) emitida por uma configuragdo de N cargas e
razao Wy /(NW;) entre a poténcia total e N vezes a poténcia emitida por uma
unica carga, para a configuracao neutra e MQ = 0.18 e 0.19188 (93.5 e 99.7% da

velocidade angular da orbita fotonica, respectivamente).

Intuitivamente, podemos pensar que comeca a haver interferéncia quando o com-
primento de onda da radiagao emitida é da ordem da distancia entre as particulas.
Usando uma argumentacao fisica desse tipo, pode-se obter uma estimativa do niimero
N de cargas a partir do qual comeca a haver interferéncia em uma orbita caracteri-

zada pela velocidade angular Qff:

sl = 2(MQ)?

Nap?” = QW(MQ) m

(4.84)
Essa quantidade naturalmente diverge quando R — 3M, uma vez que, nesse

limite, a emissao ¢ independente. Para as velocidades angulares consideradas nas
Figuras 4.15 e 4.16, N, = 17 (M = 0.18) e N,p, =~ 354 (M = 0.19188).

fComparar com a Eq. (3.50) para o espago-tempo de Minkowski com gravitacdo Newtoniana.
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Figura 4.16: Poténcia total (Wy) emitida por uma configuragao de N cargas e razao
Wi /(NW7) entre a poténcia total e N vezes a poténcia emitida por uma tnica carga,
para a configuragao carregada e MQ = 0.18 e 0.19188 (93.5 e 99.7% da velocidade
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Capitulo 5
Discussao e conclusoes

Nesta dissertagao, utilizamos as ferramentas da Teoria Quantica de Campos em
Espagos Curvos para estudar o problema da emissao de radiagao por um conjunto
de cargas em rotagao ao redor de um corpo central denso. Nossa motivacao ¢ discutir
a contribuicao desse efeito para discos de acrecao e, também, entender como se da
a interferéncia e como ela é afetada pela curvatura espaco-temporal.

Primeiramente, construimos as bases necessarias da teoria e retomamos alguns
resultados sobre a emissao de radiacao por uma fonte em orbita circular. A partir
dai, consideramos o caso de duas fontes separadas por uma distancia angular ar-
bitraria. Se as fontes estao em érbitas distintas, vimos que o termo de interferéncia
se anula: de fato, nesse caso nao existe uma relagao de fase bem definida ao longo
do tempo entre as fontes e, como a média temporal é feita em um periodo longo, é
natural que a emissao nao seja coerente. Sendo assim, na modelagem de um disco
fino, podemos analisar cada érbita individualmente e somar a contribuicao de todas
elas de forma incoerente.

Consideramos, portanto, duas fontes em uma mesma orbita circular separadas
por uma distancia angular arbitraria. Se a velocidade de rotacao é baixa, somente
as primeiras ordens na expansao multipolar sao relevantes, em particular a ordem
de dipolo elétrico. Assim, se as fontes tém cargas opostas, a poténcia emitida é
maxima se elas estao diametralmente opostas e nula se estao sobrepostas. Por outro
lado, para fontes de mesma carga, a emissao é maxima se elas estao sobrepostas
e minima se estdo diametralmente opostas (ver Segao 3.2 e Apéndice B). Porém,

entrando no limite de radia¢ao sincrotron (altas velocidades angulares), a emissao
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passa a ser independente. Nesse caso, o comprimento de onda da radiagao emitida
é pequeno e, sendo ele menor que a distancia angular entre as fontes, a interferéncia
nao é significativa. Essas consideragoes se aplicam a ambos os casos estudados -
espago-tempo plano com gravitagao Newtoniana e espaco-tempo de Schwarzschild.

Mas de que forma a interferéncia depende da geometria espaco-temporal? De
fato, o termo de interferéncia que aparece na poténcia emitida com ntimeros quanticos
[ e m é o mesmo, 1 F cos(mA\), uma vez que a estrutura angular das duas métricas,
que é relevante para a derivacao desse termo, é a mesma. Porém, no céalculo da
taxa de emissao e poténcia totais, a soma em m acopla esse termo as funcoes ra-
diais especificas de caso caso. Em outras palavras, os termos de interferéncia sao
os mesmos, mas com pesos diferentes, o que leva a uma dependéncia nao-trivial da
interferéncia com a geometria do espago-tempo. Isso pode ser visto mais claramente
nas Figuras 4.12 e 4.13 e na discussao que as acompanha.

Para nos aproximarmos mais da situacao fisica de interesse, de discos de ma-
terial ionizado, consideramos, entao, o caso de N cargas igualmente espacadas em
uma mesma oOrbita circular. Consideramos configuracoes neutras, de particulas alter-

nadamente positivas e negativas, e carregadas, de particulas de mesma carga. Nesses

casos, podemos escrever a poténcia emitida como Wy, (2, N) = ISE/)(Q) gm(N), onde
fl(:LV)(Q) é a poténcia emitida por uma unica fonte e
N2, m=2IN LkeN
gm(N) = 2 (5.1)
0, caso contrario
para a configuracao neutra e
N2 m=Nk, keN
gm(N) = (5.2)

0,  caso contrario

para a carregada. Assim, vemos que existe uma regra de selecdo que restringe os
nimeros quanticos magnéticos possiveis a m = (2k — 1)N/2, no caso neutro, e a
m = kN, no caso carregado. Assim, para N grande, por um lado a poténcia aumenta
com N? e, por outro, apenas ordens multipolares muito especificas contribuem.
Para érbitas circulares estaveis, r > 6M, as velocidades angulares alcancadas sao
pequenas e apenas os numeros quanticos mais baixos contribuem para a frequéncia.
Nesse caso, a interferéncia suprime rapidamente a poténcia emitida por muitas car-

gas. Contudo, no regime de velocidades altas, que acontece para orbitas instaveis
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proximas a orbita fotonica (r < 3M), modos de momento angular alto sao excitados
e a potencia irradiada por um numero grande de cargas pode ser significativa se a
velocidade angular for suficientemente alta.

Em [10], podemos encontrar uma estimativa numérica para a poténcia total
emitida por uma fonte escalar em érbita circular ultrarrelativistica no espago-tempo
de Schwarzschild. Escrevendo o raio da 6rbita como R = (3 + §)M, essa poténcia é
estimada como

_(ay 561
W= (M> 475 X 1075 ergs/s. (5.3)

Quando temos N fontes escalares em orbita circular, podemos dizer, a grosso modo,
que a poténcia emtida é N vezes a dada pela Eq. (5.3) se NV é menor do que o valor
estimado na Eq. (4.84) e vai a zero para um nimero de cargas superior a este*.
Dessa forma, para situagoes realisticas, a emissao de radiacao devido ao movi-
mento global de muitas cargas s é expressiva para Orbitas proximas ao limite
fotonico. Essas drbitas, contudo, nao sao estaveis, e a aproximacao de dérbitas cir-
culares, feita aqui, pode nao ser adequada. Podemos dizer, porém, que a emissao
de radiacao por muitas fontes é relevante sempre que elas alcancam velocidades

relativisticas em sua queda rumo ao buraco.

Generalizagoes possiveis

Uma comparacao dos resultados obtidos no espaco-tempo de Minkowski e daqueles
derivados para a geometria de Schwarzschild, no contexto da TQCEC, torna evidente
que, em processos nos quais o comprimento de onda associado ao campo é menor
ou da ordem do raio de Schwarzschild, a correcao relativistica é essencial e deve ser
considerada para uma descricao fiel de tais fendmenos.

Uma generalizacao importante deste trabalho seria o estudo de buracos negros
de Kerr. Além de ser astrofisicamente mais interessante, a dependéncia nao-trivial
da métrica de Kerr em relagao as coordenadas angulares geraria uma forma com-
pletamente distinta para a interferéncia nesse espaco-tempo. Também sao possiveis
generalizacoes para campos de spin 1 e 2, que descrevem as situagoes mais realistas

de emissao de ondas eletromagnéticas e gravitacionais.

*Os detalhes da emissao (interferéncia inicialmente construtiva no caso neutro, etc.) sao cap-

turados apenas pelo calculo completo.
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Apeéendice A

Emissao de radiacao escalar:
alguns resultados em Teoria

Classica de Campos

Neste capitulo, obteremos o equivalente a féormula de Larmor para um campo escalar
e apontaremos a equivaléncia dos resultados advindos da Teoria Cléassica de Campos
e daqueles obtidos com a abordagem adotada no Capitulo 3. A andlise aqui segue
os mesmos passos daquela usualmente feita no estudo da radiacao eletromagnética
(ver [26], por exemplo).

A equacao dinamica obtida por meio do acoplamento de um campo escalar nao
massivo ¢, descrito pela lagrangeana £ = %8,@8“(@ e uma fonte descrita pela cor-

rente j é dada por
o = —7. (A1)

A solugao dessa equagao em termos da fungao de Green retardada é
oa) = [ /G2t (A2)

com Gg(z,2’) dada por [26]:

]_ —
Gr(z,2') = —0(t —t")o(t —t —|R]), A3
r(z, 2') 47T|R|< )( &) (A.3)

onde definimos o vetor tipo luz R* = (|R|,|R|), com |R| = |# — #/|. Inserindo essa
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expressao em (A.2), obtemos o resultado andlogo ao conhecido no Eletromagnetismo,

1 i(t — |R|, 2
o(x) = — / #o 20 ET) (A.4)

47 |R|

Assim, dada uma corrente escalar j(z*), o campo gerado por ela pode em
principio ser determinado pelo célculo da integral (A.4). No estudo da emissao
de radiacao, estamos interessados, contudo, apenas nos campos liberados para o in-
finito. Sabemos, do Eletromagnetismo, que a emissao de radiacao esta relacionada
com a aceleragao das cargas. Assim, considerando que j varia periodicamente com o
tempo, com frequéncia caracteristica w, a “zona de radiacao” é definida pelo limite

em que
d< A<, (A.5)

onde d d4 a ordem da dimensao da fonte, A = w~! é o comprimento de onda associado
a w er éa distancia do observador a fonte.
Uma particula seguindo a linha de mundo z(7) é descrita pela densidade nor-

malizada de carga

. q -

ja!) = Lo - 2(r)), (4.6)
onde u° é a componente temporal da quadrivelocidade u* = dz*/dr e q determina

a magnitude do acoplamento. Avaliada no tempo retardado, t' = ¢t — |ﬁ|, essa

densidade de carga pode ser escrita como

: IR q 317 o
t—|R|,x") = ————0°[2' — Z(7(1))], AT
1) = e - ) (A7
onde usamos que u°|,; = dt/dr —d|R|/dr = y(1 =T R)|er, com @ = dR/dt = dx’ /dt
e R = R/|R| (ret = avaliado no tempo ¢'). O campo ¢, em (A.4), fica dado, portanto,

por

=1 - - ) A.
ot 2) 4T Y(|R| = U+ R)|ret (A.8)

Ao campo escalar nao-massivo esta associado o tensor de energia-momento

1
T = 090" ) — 39" 0 90,0, (A.9)

As componentes do vetor de Poynting S para o campo escalar podem ser identifi-

cadas com as componentes 7% do tensor de energia-momento, de forma que
S = —V¢d,o. (A.10)
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Uma vez que o vetor de Poynting esta relacionado ao fluxo de energia do campo, a

poténcia associada é dada pela integral na superficie de interesse,
W = /dS@tgbﬁ -Vo. (A.11)

Uma vez que nosso interesse é analisar a emissao de radiacao por uma fonte em
movimento, calculamos 9;¢ e 0;¢ a partir da Eq. (A.8), mantendo apenas termos
de ordem |R|™! para o campo de radiacio. Assim, obtemos

Q(xv B ZV)

o,6 = — v R-07—~YR|v-v A12
) 4m3(!R\—R-U)3( Y R|T - V) (A12)

Inserindo essa expressao na equagao (A.11), obtemos o equivalente escalar da

formula de Larmor*:

=2 _a*a. . A.14
W ].27Ta a’ﬂ ( )
Usando a férmula
[e%e) ! ) 1 22
SN PP Yim(7/2,6)* = 207 (1= 22 2] <1, (A.15)

=1 m=1

- 1
demonstrada em [4], e escrevendo a aceleragao como a = (a,at)z = RQ?4?, vemos
que a expressao (3.8), obtida com o formalismo de Teoria Quantica de Campos, é

equivalente ao resultado (A.14) derivado aqui.

*O resultado eletromagnético é (em unidades CGS)

_2¢

= S LR (A.13)
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Apendice B

Consideracoes sobre radiacao

ciclotron no Eletromagnetismo

Gostarfamos de retomar, aqui, a discussao realizada na Secao 3.2 sobre a radiagao
emitida por duas fontes em movimento circular, no contexto do Eletromagnetismo
classico. Para velocidades nao-relativisticas, apenas os primeiros termos na expansao
multipolar da poténcia sao relevantes, em particular o termo de dipolo elétrico.
Sabe-se que, para uma fonte arbitraria, a contribuicao de dipolo elétrico para a

poténcia emitida é dada, no Eletromagnetismo, por [26]

2 rd’p12
woe = 2 (8] b
3Ldt? (B-1)

onde p é o momento de dipolo do sistema.
No caso de uma unica particula com carga ¢ em orbita circular, podemos pensar

no momento de dipolo em relagao ao centro da 6rbita como sendo dado por
p(t) = polcos(Q2t)x + sin(Q2)y], (B.2)

onde € é a velocidade angular da fonte e pg = qR, com R sendo o raio da orbita.
Nesse caso, portanto, d*p/dt? = —Q%pg[cos(Qt)x+sin(Qt)y] e [d*p/dt?]* = (pQ?)? =
¢*R*Q*. Inserindo na Eq. (B.1), obtemos a poténcia irradiada,
B 2¢> R*Q*

WDE
3 )

(B.3)
que estd de acordo com a Eq. (A.13), com |v| = RQ*v%* e v — 1.
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Figura B.1: Montagem esquematica

Considerando, agora, o caso de duas fontes de cargas opostas separadas por um
angulo A, podemos definir

P, = polcos(Q)x + sin(Q)y]
Py = polcos(Qt 4+ N)x +sin(Qt + \)y],

e escrevemos o momento de dipolo do sistema (ver Figura B.1) como
P = P; — Py = po[(cos(2t) — cos(2t + N))x + (sin(Qt) —sin(Qt + N))y]  (B.4)

A contribuicao de dipolo elétrico para a poténcia irradiada é encontrada, depois de

um calculo direto, como sendo*
4
WPE = §q2RQQ4(1 — oS A). (B.6)

Assim, a poténcia nao é simplesmente o dobro daquela emitida individualmente,
mas € introduzido um termo de interferéncia proporcional a —2cosA. A Figura

B.2 compara a poténcia emitida em todos os nimeros quanticos (Eq. (3.22)) com a

*O equivalente escalar dessa expressao é obtido simplesmente por um ajuste de coeficientes
(4/3 — 1/67, conforme mostrado no Apéndice A):

1
WRE - 6—q2R2§24(1 — cos \). (B.5)
U

71



contribui¢ao de dipolo elétrico para a poténcia (Eq. (B.5)) em fungao de A. Para ve-
locidades angulares suficientemente baixas, a semelhanca entre as curvas indica que,
de fato, a emissao é basicamente devido a contribuicao de dipolo elétrico. Porém,
a medida que 2 aumenta, ordens de multipolo maiores vao sendo emitidas, fazendo
que as curvas se distanciem. Para velocidades relativisticas, o comportamento nao-
monotonico e nao-trivial da poténcia em func¢ao de A (observado na Figura 3.6, para
M = 0.5, por exemplo) indica a grande relevancia das ordens multipolares mais
altas.
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MQ=0.0001 ] f MQ=0.01

A A
4 - T T T ]
I MQ=0.1 PR
3 - ’ 4 -
e
B 7
- e
L 7
2 ]
L 402 2 ]
T . — 10%M%q Wy
i L7 - - - 10%M%q 2w,
0 L 1 1 1
0 nl4 /2 3n/4 T
A

Figura B.2: Comparacao da poténcia total emitida (em todas os nimeros quanticos)
com a contribuicao de dipolo para a poténcia em funcao de A, para M = 0.0001,
MQ=0.01e MQ=0.1.
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Apéndice C

Orbitas circulares no

espaco-tempo de Schwarzschild

O espaco-tempo de Schwarzschild é a solugao estatica e esfericamente simétrica das

equacoes de Einstein, e é descrito pela métrica
ds® = (1 — 2M/r)dt* — (1 — 2M/r) " dr® — r*(d6? + sin” Od¢?). (C.1)

Essa métrica é assintoticamente plana e aparentemente possui “singularidades” em
r=0er =2M. Contudo, uma mudanca de coordenadas pode deixar claro que
a singularidade em » = 2M ¢é uma patologia do sistema de coordenadas adotado
e nao do espago-tempo, ao contrario daquela em r = 0, que é uma singularidade
essencial, ou fisica, uma vez que, nela, todos os escalares de curvatura sao diver-
gentes. A hipersuperficie nula em r = 2M define o horizonte de eventos, a fronteira
da qual fotons e demais particulas que ali adentram nao podem escapar, ao menos
classicamente.

A métrica de Schwarzschild caracteriza a geometria do espaco-tempo exterior
a uma estrela esférica ou a geometria de um buraco negro sem carga e momento
angular, caracterizado apenas por sua massa M. Particulas-teste ou fétons movendo-
se livremente nesse espago-tempo descrevem geodésicas tipo tempo e tipo luz, que
analisaremos brevemente a seguir (mais detalhes na Ref. [29]).

Devido a simetria esférica, o movimento de particulas e raios de luz esta sempre
confinado a um unico plano, que podemos escolher como sendo o equatorial (6 =

7/2). Se ut é a quadrivelocidade de uma particula em movimento geodésico, temos
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que
K = gpu'u” = (1- 2M [r)t* — (1 —2M [r)~ % — 22, (C.2)

com K = 1 ou 0 para particulas massivas e nao-massivas, respectivamente. O
ponto () indica derivagao em relagdo ao tempo préprio 7 (ou parametro afim \). A
simetria esférica e a estaticidade da geometria de Schwarzschild na regiao exterior ao
horizonte de eventos implicam que £* = (9;)* = (1,0,0,0) e ¢* = (9,)* = (0,0,0,1)

sao campos de Killing e que, portanto,

E = g, u'e" = (1 —2M/r)t = cte (C.3)

L=—g,u'")” = ¢ = cte (C.4)

sao constantes de movimento. Essas quantidades sao interpretadas como a energia
e o momento angular por unidade de massa atribuidos a uma particula por um
observador no infinito com u = d; (ou como a energia e momento angular atribuidos
a particula ndo massiva pela mesma classe de observadores). Inserindo essas relagoes

na Eq. (C.2), obtemos as seguinte equagao basica para as érbitas:
72 =E?— (1 -2M/r)(L*/r* + K). (C.5)

Esta equacao, que determina o movimento geodésico de uma particula no espago-
tempo de Schwarzschild, pode também ser vista como a equacao de movimento de

uma particula de massa unitdria, com energia £?/2, sujeita ao potencial efetivo

Vs(r) = 5(1 = 2M/r)(K + 12/r%), (C.6)

de acordo com as leis usuais da Mecanica. No caso de uma 6rbita circular, 7 =0 e

E?* = (1—-2M/r)(L*/r* + K). (C.7)
Além disso, derivando ambos os lados da equacao da geodésica com relagao ao tempo
préprio 7 (ou parametro afim A, para trajetérias tipo luz) obtemos ©* = —dVg/dr,
que é o analogo em Relatividade Geral a segunda lei de Newton, ma = —V¢, com ¢

o potencial para alguma forca. Fica claro, dessa expressao, que uma orbita circular
(r = cte) s6 é possivel em um minimo ou maximo de Vg. Desenvolvendo dVys/dr = 0,
obtemos

MKr* — L?r +3ML? = 0. (C.8)
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Resolvendo essa equagao para r, obtemos
Ry = L?/2M + (L*/AM? — 3L%)3 (C.9)

para K =1e
R=3M (C.10)

para K = 0. No primeiro caso, vemos que s6 exitem orbitas circulares estaticas
para particulas com momento angular L? > 12M2. Se L? > 12M?, h4 dois raios
de equilibrio possiveis, R_ (drbita instdvel) e R, (érbita estavel)*. O menor valor
possivel de R, é obtido quando L? = 12M? e é R = 6M. Para particulas nao
massivas, a Orbita circular (instavel) ocorre sempre em R = 3M. A frequéncia
angular medida por um observador no infinito é dada por

d¢  .dr  L(1-2M/r)

@ %@~ B (C11)

No caso de 6rbitas circulares, segue, da Eq.(C.8), para K = 1, que L? = Mr/(1 —

3M/r). Inserindo essa expressao na Eq.(C.7), obtemos
E=(1-2M/r)(1—3M/r)z. (C.12)

Com essas expressoes, podemos simplificar algumas féormulas de interesse, elimi-
nando F e L e reescrevendo-as apenas em func¢ao da variavel radial. Em particular,
a Eq.(C.11) torna-se (“Lei de Kepler”)

_do _ (M
0- e (2) 13

;l_i _ (1 _ %) , (C.14)

e u’ = dt/dr se reduz a

N

*A estabilidade da érbita ocorre se e somente se d*Vg(R)/dr* > 0.
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