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Resumo

Neste trabalho consideramos estruturas de auto-similaridade para o modelo poco de
potencial dependente do tempo, que consiste da dinamica de uma particula classica de
massa m, confinada no interior de uma caixa com potencial infinito nas bordas e com um
poco que possui o fundo oscilante. O modelo é descrito por um mapeamento bidimensio-
nal discreto, nas variaveis energia da particula, fase do movimento do pogo de potencial
e os parametros de controle r, e N.. O mapeamento tradicionalmente conhecido na
literatura é considerado, e uma nova proposta da secao de Poincaré é considerada para
reescrever o mapeamento, com o intuito de facilitar a analise dos pontos fixos e espagos
de fases. O espaco de fases para andalise do comportamento do sistema é constituido de
um mar de caos em volta de ilhas periddicas e limitado por curvas invariantes spanning.
A dispersao de primeira ordem ¢ investigada para encontrar as regioes de colisoes simples
e colisoes muiltiplas, onde sub-regioes, de acordo o nimero de colisoes multiplas sao desta-
cadas. Sao realizados o estudo do nimero de colisoes multiplas em fungao do parametro
de controle N, e o estudo da area da regiao de colisoes multiplas em fungao do parametro
N.. A investigacao das estruturas no plano e,eq, é realizada para encontrar as estrutu-
ras auto-similares. Foram estudadas algumas propriedades dinamicas do modelo, onde
concluimos que o sistema é conservativo também para a nova proposta da secao de Poin-
caré. Investigamos o comportamento de stickiness para o modelo através do Expoente de

Lyapunov de Tempo Finito e também por recorréncia dinamica.

Palavras Chaves: Estruturas Auto-Similares, Reflexoes Multiplas, Stickiness.



Abstract

In this work we consider self-similar structures for the time-dependent potential well
model, which consists of the dynamics of a classical particle of mass m, confined inside a
box with infinite potential at the edges and with a well with an oscillating bottom . The
model is described by a discrete two-dimensional mapping in the variables energy of the
particle, phase of movement of the potential well and the control parameters r, § and N..
The mapping traditionally known in the literature is considered and, we propose a new
Poincaré section and we rewrite the mapping, in order to facilitate the analysis of fixed
points and phase spaces. The phase space for analyzing the behavior of the system is
constituted by a sea of chaos around islands of periodics and limited by invariant curves
spanning. First-order scattering is investigated to find the regions of single collisions and
multiple collisions, where sub-regions according to the number of multiple collisions are
highlighted. The study of the number of multiple collisions as a function of the control
parameter N, and the study of the area of the region of multiple collisions as a function
of the parameter N, are carried out. The investigation of structures in the e,e; plane is
performed to find the self-similar structures. Some dynamic properties of the model were
studied, where we concluded that the system is conservative also for the new proposal of
the Poincaré section. We investigated the behavior of stickiness for the model through

the Finite Time Lyapunov Exponent and also through dynamic recurrence.

Key Words: Self-Similar Structures, Multiple Reflections, Stickiness.
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Capitulo 1

Introducao

Ao longo do desenvolvimento da ciéncia, os estudos em sistemas dinamicos sempre
foram muito atraentes, uma vez que eles podem descrever matematicamente varios siste-
mas naturais[l]. Estudos importantes para descrever os comportamentos dos péndulos,
planos inclinados e langamentos de projéteis foram realizados por Galileu Galilei [2]. Isaac
Newton [3] foi um dos primeiros a conseguir descrever sistemas fisicos por meio de um
conjunto de leis que, através delas, foi possivel extrair equacoes que regem esses sistemas.
Acreditava-se que, em sistemas deterministicos, dadas as condic¢oes iniciais e conhecendo
as equacgoes do movimento, podia-se prever toda uma érbita de um sistema. Mas, como
tratamento analitico das equacoes nao lineares que descrevem as propriedades cadticas de
um sistema eram extremamente complicados, muitas caracteristicas dos sistemas dinami-
cos foram ignoradas até o século XX. Essas caracteristicas estavam contidas em equacoes
diferenciais conhecidas a séculos.

Os primeiros estudos relacionados a dinamica nao linear foram feitos por Poincaré [4].
Através de técnicas geométricas e topologicas, ele foi capaz de mostrar que a evolugao
de sistemas nao lineares ¢é sensivel as condicoes iniciais. Em outras palavras, mostrou
que leves perturbagoes nas condigoes iniciais, podem levar a grandes mudancas no estado
final, ou seja, duas condicoes iniciais extremamente proximas podem levar a estados fu-
turos extremamente distantes. No século passado, tivemos trabalhos de Birkhoff [5] que
seguiam essa mesma linha de estudos e serviram de motivagao para estudos de bilhares
6], além de outros trabalhos importantes como o de Kolmogorov [7] nos anos 50 e Smale
[8] nos anos 60. Porém, no que diz respeito ao caos deterministico, somente a partir
da integracao numérica de equacoes diferenciais nao lineares, que foi possibilitada com
a chegada dos computadores, os resultados passaram a ter destaque. Apods o trabalho
de Lorenz [9], surgiu um grande nimero de resultados sobre comportamentos cadticos
fornecendo propriedades da dinamica cadtica e sua descricao, e de como a dinamica se
instala em sistemas fisicos. Como exemplo, podemos destacar os resultados de Feigen-
baum [10], Kaplan [11], Chirikov[12] e May[13]. Nesses trabalhos foram feitas descri¢oes
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da dinamica temporal de sistemas fisicos, analisando universalidades no comportamento
dinamico desses sistemas e confirmando a presenca de propriedades cadticas.

Nos dias de hoje, temos varios estudos na area de sistemas dinamicos, sendo a grande
parte deles feitos através de métodos numéricos e também analiticos. Encontramos estudos
sobre a teoria de caos em diversas areas de conhecimento, como Biologia, Astrofisica,
Engenharia, Quimica e Medicina [14, 15].

Um sistema fisico pode ter sua dinamica descrita de forma Hamiltoniana, que muitas
das vezes nos leva a trabalhar com mapas [16], sistemas que evoluem de forma discreta
[17]. A partir de uma condigao inicial, podemos evoluir um sistema, formando uma 6rbita.
Ao conjunto de todas as 6rbitas possiveis damos o nome de espagos de fase. A estrutura de
um espaco de fase pode apresentar basicamente trés tipos de comportamentos: periddico,
quase periédico ou cadtico [16].

Ao estudar assuntos relacionados a caos e a sistemas dinamicos, podemos encontrar
uma grande quantidade de modelos que investigam as colisoes ou reflexdes multiplas.
Consideramos como colisao a interacao de curta duracao entre dois ou mais corpos, cau-
sando simultaneamente a mudanca de movimento dos corpos envolvidos devido as forcas
internas agindo entre eles durante o evento. Por outro lado uma reflexao ocorre quando
acontece uma mudanca da direcao de propagacgao de energia.

Um dos mais estudados é o modelo de Fermi-Ulam [18, 19, 20, 21], que foi proposto em
1949. Este modelo consiste em uma particula de massa m confinada entre duas paredes
rigidas sendo uma delas fixa e a outra moével, sofrendo colisoes. A parede moével obedece
uma fungao do tipo x = hcos(at), onde x é a posicao da parede mével, h a amplitude
de oscilacao, a a frequeéncia de oscilacao e t o tempo. A regiao onde a parede oscila
¢ denominada de zona de colisao e quando a particula se encontra nesta regiao ela esta
sujeita a sofrer colisoes multiplas, ou seja, mais de uma colisao com a parede movel antes de
colidir com a parede fixa. Um outro modelo em que podemos encontrar colisdes multiplas
é o Modelo Bouncer [22]. Este modelo é considerado uma versao alternativa do modelo
de Fermi-Ulam, onde consideramos uma particula de massa m, movendo verticalmente
sob a agao do campo gravitacional e colidindo com uma parede horizontal que oscila de
acordo com uma fungao, definindo uma zona de colisao. Assim, quando a particula sofre
mais de uma colisao com a superficie oscilante antes de sair da zona de colisao, dizemos
que a particula sofreu colisoes multiplas.

Os sistemas de bilhares sao sistemas que consistem de uma particula classica de massa
m, movendo dentro de uma regiao fechada e colidindo com a fronteira dessa regiao, po-
dendo essa fronteira ter a forma circular, eliptica ou oval entre outras [23]. Neles temos as
colisoes multiplas quando suas fronteiras sao dependentes do tempo, ou seja, a fronteira
se move com o passar do tempo [24, 25, 26].

Também encontramos colisoes multiplas quando investigamos o movimento de parti-

culas confinadas dentro de um pogo ou barreira de potencial dependente do tempo. Na
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literatura existem alguns trabalhos que investigam o movimento de particulas nesses sis-
temas [27, 28, 29, 30, 31, 32]. Podemos encontrar aplicagoes desses modelos em mecéanica
classica, mecanica quantica e eletromagnetismo [33, 34, 35]. Na ref. [35] temos um tra-
balho em que os autores investigam uma particula interagindo com um, dois ou infinitos
pocos de potenciais oscilando periodicamente no tempo. A dinamica desses sistemas ge-
ralmente é descrita por mapas bidimensionais [36, 37] que produzem espagos de fase do
tipo misto, ou seja, com mar de caos, ilhas de estabilidade e curvas invariantes do tipo
spanning.

Em [32] foi investigada a probabilidade de sobrevivéncia de um ensemble de particulas
que evoluem no tempo, onde foi encontrado um excelente resultado dado por um histo-
grama de escape mostrando que o mesmo ¢ invariante de escala [38, 39]. E considerado
que uma particula escapou se a energia for maior que um dado valor. O histograma cresce
rapidamente até atingir um valor maximo e depois tende a zero para tempos longos. Um
estudo sobre propriedades de escala, considerando o desvio da energia média também foi
realizado [40], onde foram encontrados expoentes de escalas denominados expoentes de
aceleragao, saturacao e de crossover. Com uso de uma reescala apropriada dos eixos,
todas as curvas que descreveram o comportamento do desvio padrao foram plotadas em
uma Unica curva universal [40], mostrando uma invariancia de escala. Na Ref. [41] foi
investigado o comportamento de uma particula dentro de uma barreira de potencial. Os
autores mostraram que uma particula classica de massa m sofre colisoes multiplas para
algumas condigoes iniciais.

Inspirados em trabalhos citados anteriormente, propomos investigar as colisoes multi-
plas no modelo do pogo de potencial dependente do tempo considerando secoes de Poin-
caré diferentes para descrever o mapeamento discreto. Consideramos o modelo tradicional,
onde temos uma regiao central com fundo oscilante e, consequentemente variando o po-
tencial, e duas regides externas com potencial fixo. A regiao que fica do lado esquerdo
da regiao oscilante, é limitada por um potencial infinito a esquerda e de modo andlogo,
a regiao que se encontra do lado direito da regiao oscilante é limitada a direita por um
potencial infinito [28]. Avancamos nossos estudos considerando o modelo obtido através
de dois cortes no modelo anterior. Um corte dividindo a regiao oscilante ao meio e outro
corte dividindo a regiao de potencial fixo do lado direito ao meio. A anélise da secao
de Poincaré que propomos neste trabalho, favorece a interpretagao dos pontos fixos no
espaco de fase.

Quando observamos um espaco de fase de um sistema hamiltoniano descrito por um
mapa bidimensional, frequentemente encontramos comportamentos regulares e cadticos.
Porém, é possivel observar trajetérias que, ao passarem por uma regiao caotica, ficam
presas em uma determinada area (geralmente uma ilha de estabilidade) por um tempo
longo, mas finito. Entao, elas escapam retornando a érbita cadtica. Contopoulos fez os

primeiros estudos sobre esses aprisionamentos [42] na década de 70, seguido por outros
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estudos feitos por Sirts, Reinhardt, Karney e Menjuk [43, 44, 45, 46] na década de 80,
sendo nomeado Stickiness por Karney.

Os espagos de fase dos sistemas hamiltonianos nao-lineares nao sao totalmente regula-
res nem completamente cadticos, podendo ser observadas dinamicas regulares e cadticas.
A dinamica regular é notada nas dérbitas periddicas e quase periédicas. Por outro lado,
as orbitas cadticas preenchem as outras partes do espaco de fase [36]. Sistemas nao in-
tegraveis exibem aprisionamentos dinamicos [47] que sao o resultado de uma combinagao
de movimentos cadticos e regulares; como consequéncia, o sistema apresenta propriedades
incomuns na regiao cadtica do espago de fase de uma érbita [44, 48, 49].

As armadilhas dinamicas em drbitas cadticas acontecem devido a stickiness das orbi-
tas para alguns dominios do espaco de fase, onde a dinamica pode permanecer por um
tempo consideravelmente longo. Este comportamento de érbita pode ocorrer devido ao
aprisionamento de ilha hierarquicas, aprisionamento de rede ou aprisionamento de camada
estocdstica [47]. Nesses dominios do espaco de fase, partes das érbitas sdo quase perié-
dicas, embora as Orbitas completas sejam cadticas. Estudos atuais mostram que alguns
sistemas hamiltonianos podem exibir espacos de fase com propriedades fractais ou multi-
fractais, onde trajetérias regulares e cadticas sdo muito proximas umas das outras [50].
Mesmo quando o espaco de fase parece cadtico, pode-se encontrar um nimero infinito de
pequenas ilhas onde as trajetdrias sao regulares [51, 52].

Para encontrar regioes onde ocorre o fenomeno de stickiness podemos usar o nimero
de rotacao [53], andlise de recorréncia [54, 55] ou Expoente de Lyapunov de Tempo Finito
(FTLE) [56, 57], sendo esses dois titimos métodos muito importantes para nosso trabalho.
E importante destacar que Expoente de Lyapunov [58, 59] é um indicador de caos direto e
valioso. Em sistemas unidimensionais, uma trajetoria é cadtica se o Expoente de Lyapunov
for positivo e regular se o mesmo for negativo. Em sistemas bidimensionais, existem dois
Expoentes de Lyapunov. Temos caos se pelo menos um deles for positivo, e se o sistema
for conservativo, ou seja, obedecer ao Teorema de Liouville [60, 61], os dois Expoentes de
Lyapunov sao simétricos.

Motivados por [56], utilizamos o FTLE para investigar regices de stickiness para a
versao do poco de potencial. Através do FTLE, podemos detectar intervalos de aprisio-
namento ao longo da érbita de uma condicao inicial e estimar o tempo que a Orbita fica
aprisionada. Em [62], foi mostrado que valores baixos de FTLE estao correlacionados
com a existéncia de jatos de longa duracao em um modelo bidimensional para mistura e
transporte de fluidos. Do ponto de vista dinamico, estes jatos estao relacionados com o
stickiness da érbita de uma condigao inicial.

Também, com o objetivo de encontrar regioes que apresentam comportamento de
stickiness para nosso modelo, usamos os resultados encontrados em [54] e [55], onde
regioes com esse comportamento foram encontrados através da recorréncia dinamica. Uma

recorréncia dinamica acontece quando, uma certa condigao inicial da regiao cadtica de um
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espaco de fase é evoluida no tempo, e retorna para sua vizinhanga com uma precisao
€, apds um certo numero de iteragoes. De acordo com [55], o fato da dérbita de uma
condigao inicial que apresentar um alto indice de recorréncia, é suficiente para que a
mesma apresente comportamento de stickiness.

Para melhor expressar nossas intencoes, organizamos esse trabalho da seguinte forma:
No capitulo 2, apresentamos e estudamos o poco de potencial no seu modelo tradicional
ja conhecido na literatura. Encontrado o mapeamento, construimos o espaco de fase,
investigando dispersao de primeira ordem, a regiao de colisoes multiplas e construimos
um histograma do nimero de colisoes miltiplas em funcao do parametro de controle N..
No capitulo 3, apresentamos uma nova versao do poco de potencial onde fizemos para essa
nova versao todos os estudos feitos para a versao anterior e acrescentamos um estudo da
area da regiao de colisoes multiplas em funcao de N,, o estudo das estruturas encontradas
no plano ege; e mostramos algumas propriedades dinamicas do modelo. No capitulo 4
investigamos comportamentos de stickiness para nosso modelo através do FTLE e no
capitulo 5 investigamos o mesmo comportamento através da recorréncia dinamica. Por

fim, apresentamos nossas conclusoes e perspectivas.
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Capitulo 2

O Modelo do Poco de Potencial
Dependente Periodicamente do Tempo e

suas Propriedades

Neste capitulo, definiremos os modelos estudados neste trabalho, apresentaremos uma
breve revisao do modelo do tradicional poco de potencial dependente periodicamente do
tempo, bem como a construcao detalhada do seu mapeamento. Construiremos e discuti-
remos o espago de fase para o modelo, destacando os efeitos causados pela variacao dos
parametros de controle. Embora nossos principais resultados nao estejam exatamente

nesse modelo, ele foi a inspiracao para nossos principais resultados.

2.1 Definicao dos Modelos Estudados

Consideramos uma particula classica movendo-se sob a influéncia de uma energia po-
tencial V' (z,t). A figura 2.1(a) considera uma cadeia de infinitos pogos potenciais de-
pendentes do tempo, onde os fundos estao se movendo sincronicamente de acordo com
F(t) = Vi cos (wt). E relevante mencionar que os pocos quadrados podem representar a
banda de conducao definida por um ponto quantico ou a heteroestrutura Al,Ga;_,As-
GaAs. O fundo oscilante pode representar a interacao elétron-fonon ou a presenca de um
eletromagnético monocromadtico ou actstico [35].

De acordo com a figura 2.1(a), consideramos V; como a altura do pogo de potencial.
Observe que a particula pode se mover livremente ao longo do eixo x, e a dinamica leva
a difusao no espaco. Ressaltamos que os diferentes tipos de formas potenciais levam a
dinamicas semelhantes no plano de energia e tempo.

Pode-se também supor um tnico poco quadrado oscilante com condig¢oes de contorno
periédicas, como mostrado na figura 2.1(b), onde a e b sao as larguras do pogo de potencial.

Nesta nova figura, podemos imaginar uma particula se movendo da esquerda para a direita.
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Figura 2.1: (a) Uma sequéncia contendo um nimero infinito de pogos de potenciais dependentes
do tempo, onde b é a distancia entre os pocos de potenciais, a é a largura do pogo
movel, Vj é a profundidade do pogo de potencial e o fundo do pogo se move de acordo
F(t) = Vicos(wt). Em (b)temos algumas simetrias onde pode-se tomar um tunico
potencial dependente do tempo, e com um potencial infinito em ambos os lados,
obtemos (¢). Em (d), usamos outra simetria, onde dividimos o pogo ao meio. Os
dois 1ltimos pocos de potencial dependente do tempo sao nossos objetos de estudo.

Se esta particula atinge a linha pontilhada vertical a direita, e é instantaneamente refletida
para a linha pontilhada esquerda, ou a particula continuar movendo da esquerda para a
direita, terd, condi¢oes de contorno periédica andlogas. Observe que é andlogo ao caso
mostrado na figura 2.1(a). Com isso em mente, pode-se alterar as condigdes de contorno
mostradas na figura 2.1(b), onde podemos considerar um potencial infinito como contorno.
Como exemplo, vamos admitir uma particula que viaja da esquerda para a direita. Se
atingir o potencial infinito do lado direito, experimenta uma reflexao eldstica, ou seja,
passa a se mover na dire¢ao oposta apos o choque sem perder energia, mudando de direcao
e viajando para tras (da direita para a esquerda) [35].

O potencial mostrado na figura 2.1(c) apresenta uma importante simetria. Observe
que podemos dividi-lo em duas metades, onde uma dessas metades é mostrada na figura
2.1(d). Consideramos um potencial infinito em x = 0. A dinamica mostrada na figura
2.1(d) é exatamente a mesma mostrada na figura 2.1(a,b,c) no plano de energia e tempo.
Neste trabalho usamos modelo da figura 2.1(c) para os estudos do capitulo 2 e o da figura

2.1(d) para o capitulo 3.

2.2 0O Modelo

O modelo do poco de potencial dependente periodicamente é dado por uma caixa com

potencial infinito nas bordas e com um pogo que possui o fundo oscilante, como mostra a
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Figura 2.2: figura representativa do pogo de potencial dependente do tempo.

Para esse modelo, a energia potencial V' (z,t) é dada por

00 sex<0ouz>(a+b)
Viz,t)=¢ W se0<z<loula+l)<z<(atbd) , (2.1)
Vicos(wt) se<az<(a+d)
onde a, b, Vy , V; e w sdo constantes reais sendo que w é a frequéncia de oscilagao do
fundo que se move periodicamente ao longo do tempo.

Notemos que uma particula de massa m confinada no interior da caixa da figura 2.2,
pode estar submetida a diferentes potenciais, dependendo da posicao onde se encontra.
Assim a particula pode ter ganhos ou perdas de energia cinética.

Para encontrarmos um mapeamento para o sistema, vamos considerar que em um
certo instante ¢t = t,,, a particula esta prestes a entrar no po¢co com uma energia £ = F,,,

na posicao r = % Neste instante temos que

E, =Vy+K,, (2.2)

2 . . s .
onde K, = 5= é a energia cinética.

Ao entrar no poco, a particula sofre uma mudanca brusca na velocidade devido a

variacao da energia cinética em funcao da mudanca de potencial e conservagao da energia

total, entao

2
K/ = E, — Vjcos(wt,) = m;]" : (2.3)
portanto
2K
CAERTE (2.4)



Temos que |v),| é constante, pois consideramos que nao existem forgas de quaisquer natu-

reza atuando na particula. Apenas teremos variagoes na velocidade nos pontos = = % e

r=a+ g, devido as variacoes abruptas de enegia potencial nestes pontos. Ao chegar em

r=a+ %, a energia do sistema serd dada por

E! = K] + V; cos|w(t, + At)], (2.5)

L a oy . )
onde At = o Caso a energia I seja maior que Vj, a particula escapa do pogo de
potencial indo em direcao ao potencial infinito localizado em a + b, caso contrario, sera
refletida de volta até que tenha energia suficiente para sair do poco, ou seja, até que a
condicao F, > Vj seja satisfeita e a particula possa escapar do poco. Quando a particula

escapa do poco, teremos que

E > K, + Vi cos[w(t, + iAt])], (2.6)

onde i é o menor nimero inteiro que satisfaz E, > V.
Combinando as equagdes (2.3) e (2.6) temos que, ao sair do pogo, a energia da particula

¢é dada por

E! > E, + Vi cos|w(t, + iAt])] — Vi cos(wty,). (2.7)

Devido a mudanca de potencial ao sair do poco, a particula sofrerda novamente uma mu-
danca abrupta na energia cinética, saindo do poco com energia cinética K” e, consequen-
temente, terd uma nova velocidade v/.

Uma vez que a particula escapou do poco, ela se dirige até ao potencial infinito loca-

lizado em a + b e é refletida de volta em direcao ao pogo. O tempo gasto para isso é dado

por
Apr— (2.8)
n ‘U” ’ :
onde
2K//
" = n 2.9
o ==, (29)
e
K;: = En+1 - %7 (210)

onde F, 1 é a energia da particula imediatamente apds a saida do poco, uma vez que a
energia ao sair do poco, permanece constante até imediatamente antes de entrar no poco
novamente.

Com as equagoes encontradas até aqui, podemos escrever o mapeamento do modelo
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da seguinte forma

, (2.11)

T E,i1 = E, + Vicosjw(t, +iAt))] — V; cos(wty,)
S tagr = te 4+ IAE 4+ AL

onde 7 é o menor inteiro tal que
E, + Vi cos[w(t, + iAt))] — Vi cos(wt,,) > Vb,

que ¢é a condicao necessaria para que a particula escape do poco.
Da forma como esse mapeamento esta escrito, temos uma quantidade elevada de pa-
rametros de controle, que pode ser diminuida sem afetar a dinamica do sistema. Entao,

a fim de diminuir essa quantidade de parametros de controle, vamos dividir a equacao

n = a = En
Vo r = b’ €n = Vo
w

N, = —*— ¢ finalmente a medida do tempo em funcao do nimero de oscilacoes
(2m)(a/+/2Vh/m) b S §

(2.11) por Vj e redefinir os parametros da seguinte forma: 0 =

da pogo como ¢ = wt. O valor de N, fornece o niimero de oscilagoes completadas pelo

poco em um tempo t = \/2‘“/—/, que é o tempo que uma particula com energia cinética
o/m

igual a V| levaria para percorrer a distancia a, caso o pogo fosse estatico. Assim, podemos

reescrever o mapeamento COINO:

7. ) eri=en + 5['008 (o + i1AP,) — cos ¢y | (2.12)
¢n+1 = [¢n + ZA(ba + A¢b] mod 27
onde ¢ é o menor inteiro tal que
ent1 = €n + 0[cos (¢, + 1Ap,) — cos ¢y] > 1, (2.13)
sendo A¢, e A¢, dados por
21N,
Ay = T (2.14)
Ven — cos (¢y,)
e
21N,
Adpy = —mtel (2.15)

VEen+1 — 17

onde r, N, e § sao parametros de controle.

2.3 O Espaco de Fase Para o Modelo do Poco de Potencial

Oscilante

Nas figuras 2.3, 2.4 e 2.5 mostramos os espagos de fase obtidos com o mapeamento do

poco de potencial. Em todas elas, dependendo dos valores dos parametros de controle,
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encontramos espacos de fase do tipo misto, onde se observa a presenca de caos, compor-
tamentos periédicos e comportamentos quasi-periddicos. Uma condigao inicial no mar de
caos pode se difundir no espago de fase na regiao e € (1, ef;s.), onde ey corresponde a
energia da primeira curva invariante do tipo spanning, curva esta que limita o tamanho
do mar de caos. As ilhas de estabilidade circulam pontos fixos do tipo elipticos[16]. As
regioes quasi-periodicas correspondem as curvas invariantes, sejam elas nas ilhas ou atra-
vessando o espaco de fase, as quais sao chamadas de curvas invariantes do tipo spanning.
Se uma 6rbita tiver a condigao inicial dada no mar de caos, ela jamais cruza a primeira
curva invariante spanning e, além disso, jamais adentra as ilhas de estabilidade.

A figura 2.3, mostra os espacos de fase do modelo do poc¢o de potencial para trés
valores diferentes do parametro de controle N.. Para gerar essas figuras usamos r = 1 e
9 = 0,5 para as trés figuras. Para os valores de N,, usamos N, = 13 para a figura(a),
N, = 33 para a figura(b) e N, = 53 para a figura(c). Observando essas figuras, podemos
perceber claramente que o valor de NNV, influencia diretamente na estrutura do espago de
fase do modelo. A figura 2.3(a), mostra um espaco de fase com um mar caético menor
e um nimero maior de regides periédicas e quasi-periddicas. A figura 2.3(b) mostra que
com um aumento no valor de N., o mar de caos é um pouco maior e temos um numero
menor de curvas invariantes. A figura 2.3(c), mostra que, aumentando o valor de N,

aumenta o mar de caos e diminui o tamanho das ilhas de estabilidade.
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Figura 2.3: Espagos de fase do poco de potencial dependente do tempo com r =1e § = 0,5
para (a), (b) e (c), e N, = 13 para (a), N, = 33 para (b) e N. = 53 para (c).

Uma explicacao matematica que podemos dar para esse aumento do mar de caos,
decorrente do aumento de N,, pode ser dado pelas equagoes (2.12) e (2.14). Temos que

Ag, é diretamente proporcional a N, na equagao (2.14). Isso faz com que ¢, perca a
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correlagao com ¢, e e, 41 perca a correlagdo com e, na equagao (2.12).

A figura 2.4 mostra trés espagos de fase onde foram mantidos fixos os valores de
N. =33 e = 0,5 para os trés espacos de fase. Agora, alteramos o valor do parametro
r, onde usamos r = 0,1 para o caso (a), r = 1 para o caso (b) e r = 1,9 para o
caso (c). Novamente, podemos observar uma varia¢ao na estrutura dos espagos de fase,
agora em fungao da variagdo do parametro r. Na figura 2.4(a), para um valor menor do
parametro de controle, temos um espaco de fase com maior nimero de curvas invariantes e
ilhas de estabilidade, consequentemente um mar de caos de tamanho reduzido. Na figura
2.4(b), com um aumento de 0,9 unidades no parametro r, podemos perceber o aumento
no tamanho da regiao cadtica e diminuigao das regides de estabilidade. Na figura 2.4(c),
onde temos mais um aumento de 0, 9 unidades no valor de r, podemos observar um mar de
caos ainda maior e um numero ainda menor de regioes de estabilidade. Observamos ainda
que a estrutura do espaco de fase é mais sensivel ao parametro r do que ao parametro
N,., pois com uma variagao muito menor em r do que em N, podemos perceber maiores
modificacoes na estrutura do espaco de fase. Uma explicacao para o aumento do tamanho
da regiao cadtica mostrado na figura 2.4, pode dado pelas equagdes (2.12) e (2.15), pois
podemos perceber que A¢, é proporcional a r na equacao (2.15) fazendo com que ¢,

perca a correlagdo com ¢, na equacao (2.12) provocando um aumento da regiao cadtica.
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Figura 2.4: Espagos de fase do pogo de potencial dependente do tempo com N, =33 e d =0,5
para as figuras (a), (b) e (c), e 7 = 0,1 para (a), r = 1 para (b) e r = 1,9 para (c).

Por fim, temos na figura 2.5 uma analise do espaco de fase em funcao do parametro
0. Para a construgao desta figura, mantemos fixos os valores de N, = 33 e r = 1 para os
trés casos. Usamos § = 0,2 para o caso (a), d = 0,5 para o caso (b) e = 0,8 para o caso

(c). Podemos perceber o aumento no tamanho do mar de caos de acordo do aumento do
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parametro de controle, que neste caso ¢ §. Na figura 2.5(a) podemos notar uma grande
regiao com comportamentos que podemos considerar mais estaveis e um estreito mar de
caos. Na figura 2.5(b), observamos que, com uma variagdo de apenas 0,3 unidades, o
espaco de fase sofre uma grande mudanca aumentando significativamente o mar de caos
e diminuindo a area de estabilidade. Com mais um aumento de 0,3 unidades, podemos
observar, na figura 2.5(c), que o mar de caos cobre quase toda a figura e existem poucas
regioes de estabilidade. Dessa forma, podemos perceber que o espago de fase desse modelo
¢é ainda mais sensivel ao parametro §, pois pequenas variagoes no valor desse parametro,
promovem grandes variagoes no espaco de fase. Essa maior sensibilidade ocorre devido ao
fato de 0 ter maior influéncias nas equagoes do mapeamento provocando maiores perdas

de correlagao entre e, 1 e e, e também entre ¢, 11 € ¢,.
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Figura 2.5: Espacos de fase do poco de potencial assimétrico com r =1 e N, = 33 para (a), (b)
e (c)ed=0,2para (a),d =0,5(b) e d =0,8 (c).

2.4 Os Pontos Fixos do Mapeamento

Nesta secao, encontraremos as expressoes dos pontos fixos para o mapeamento e cal-
cularemos os pontos fixos de primeira ordem de forma analitica e numérica.

Para encontrarmos os pontos fixos para este modelo, usaremos a equagao (2.12), fa-
zendo e,11 = €, = €" e Qo1 = Op + 2mm = ¢* + 2mm, sendo m um numero inteiro
positivo.

Usando e,,1 = e, = " na primeira sentenca da equagao (2.12), teremos a equagao

d[cos(¢* + A¢,) — cos(¢*)] = 0. (2.16)
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Para resolvermos a equacao (2.16) temos duas opgoes: Primeiro fazendo 6 = 0, o que
nao é um valor de § interessante para nosso trabalho. Segundo fazendo [cos(¢* + A¢,) —

cos(¢*)] = 0, onde teremos

cos(¢* + Ad,) = cos(¢*), (2.17)
0 que nos leva a
A¢y, = 2km, k € N* (2.18)
ou de forma andloga
A¢, = 2km — 20" k € N*. (2.19)

Denominaremos de pontos fixos do tipo P;, os pontos fixos que encontraremos através
da equagao (2.18) e do tipo P, os que encontraremos através da equagao (2.19).

Vamos iniciar o processo para encontrar os pontos fixos do tipo P; utilizando a segunda
linha da equagao (2.12), onde temos ¢, 11 = ¢, +1A¢, + Ap,. Vamos substituir a equagao
(2.15) no lugar de A¢, e a equagao (2.18) no lugar de A¢,, o que nos levard a

2w N,r
Ve —1

¢" +2mm = ¢" + 2kmw + (2.20)

Resolvendo essa equagao, teremos que

et =1+ ( Ner )2. (2.21)

m—k

Agora vamos substituir a equagao (2.18) na equagao de A¢,, dada pela equacao (2.14),

onde teremos

21N,
U = Tl (2.22)

Ver —dcos (¢f)

¢" = arcos [% [e* — (N?)Q” , (2.23)
¢* = 2 — arcos [% [e* — (%)2” , (2.24)

Para facilitar a identificacdo dos pontos fixos do tipo P;, vamos nomear de P os pontos

0 que nos leva a

ou

fixos encontrados com as equagoes (2.21) e (2.23), e P/’ os pontos fixos encontrados com
as equagoes (2.21) e (2.24).
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Agora vamos encontrar os pontos fixos do tipo . Primeiramente vamos substituir a

equagao (2.19) na equacdo (2.14), onde encontraremos

25 7
6

20
)
15 4

e

3

10
2

5
1
0

Figura 2.6: Em (a) temos o espaco de fase do mapeamento para N, = 33, r =1 e § = 0,5.
Em (b) temos o plot do observavel d(e, ¢), onde pintamos de preto os valores tais
que d(e,¢) — 0. Em (a) e (b), temos os plots dos pontos fixos dos tipos P} e P
encontrados analiticamente através das equacoes dos pontos fixos de primeira ordem.

2
TN,

e’ = dcos(¢*) + [E—

(2.25)

Fazendo ¢,4+1 = ¢* + m27m na segunda sentenca da equagao (2.12) e substituindo (2.19)
no lugar A¢, e (2.15) no lugar de A¢, também na segunda sentenca da equagao (2.12),
teremos
2
TN.r
1—e"+ = =0. 2.26
w(m —k) + ¢* (2.26)

Para finalizar, vamos substituir o valor de e* encontrado na equacao (2.25), na equagao

(2.26), encontrando
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TN.r 2 . TN, 2

Notemos que a equacao (2.27) é transcendental, portanto s6 pode ser resolvida de
forma numérica.

Na figura 2.6 podemos fazer uma observagao muito interessante em relacao aos pontos
fixos. Em (a), temos um espago de fase do mapeamento gerado para N, = 33, r = 1 e

d =0,5. Em (b), usamos o observével d(e, ¢), que é definido como

d<€7 gb) = \/(¢n+1 - an)z + (en—i—l - en)Q- (2.28)

onde ¢, 11 ¢ mod 27. Para gerarmos a figura 2.6(b), criamos uma grade de 1000 x 1000,
gerando 10° condigoes iniciais diferentes, com e € [1,25] e ¢ € [0,27]. Iteramos, cada
uma dessas condigoes iniciais (¢p, €,), apenas uma vez, encontrando o par (@1, €n+1)
correspondente a cada uma dessas condigoes inicias e calculamos d(e, ¢). Feito isso, usa-
mos a cor preta para representar as condigbes iniciais tais que d(¢,e) — 0, ou seja, os
condigdes iniciais em que a distancia entre (¢, e,) € (¢ni1,€ns1) tende a zero, que sdo
exatamente os pontos fixos de primeira ordem do mapeamento. Notemos que a coluna de
cores da figura 2.6(b) representa o valor de d(¢, e), sendo assim, as cores na parte inferior,
representam condigoes iniciais que se evoluiram para uma posi¢cao préxima, e as cores
mais acima, as condigoes iniciais que se evoluiram para uma posicao mais distante. A
vantagem de usarmos esse método é que podemos visualizar pontos fixos que nao podem
ser vistos apenas observando os espaco de fase.

Para termos uma confirmacao de que o método usado para encontrar os pontos fixos
da figura 2.6(b) é robusto, encontramos novamente esses pontos fixos, porém através das
equacgoes analiticas para os pontos fixos do tipo P;, que estao destacados nas cores azul e
vermelho, sendo Pj na cor azul e P{’ na cor azul, e os pontos fixos do tipo P, que estao
destacados na cor preta. Podemos ver que elas sobrepuseram perfeitamente os pontos
fixos encontrados numericamente. Notemos ainda que fica facil observar na figura 2.6(a)

os pontos fixos elipticos que ficam dentro das ilhas de estabilidade.

2.5 Dispersao de Primeira Ordem Para o Modelo

Nesta secao estudaremos a dispersao de primeira ordem das condigoes inciais apods
uma unica iteracao, ou seja, onde a fase ¢ se encontrard apds uma unica iteracao ao
retirarmos da equacdo (2.12) a fungdo mod 27. Em outras palavras, vamos estudar
onde ¢; se encontrard apds iterarmos (¢, €g) uma tunica vez. Para essa anédlise, vamos

definir para este mapeamento a funcao
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¢n+l

or

(2.29)

onde v € R.
Pela equacao (2.29), temos que, se 0 < v < 1, ¢, se encontra no intervalo de (0, 27],
se 1 < v <2 ¢, seencontra no intervalo de |2m, 47|, se 2 < v < 3, ¢, se encontra no

intervalo de |4, 67], e assim sucessivamente.

0,4 06 08 1 1,
¢

Figura 2.7: Dispersao de primeira ordem do poco de potencial parar =1, N.=3e d =0,5.

Podemos ver na figura 2.7(a) o comportamento da dispersao de primeira ordem para
esse modelo. Na cor cinza mostram as condigoes iniciais que forneceram v € (4,5), em
preto as condigoes inicias que forneceram v € (5,6), em vermelho as condigbes iniciais
que forneceram v € (6,7), em amarelo as condigdes iniciais que forneceram v € (7,8),
e assim sucessivamente. Devemos chamar a atencao para a regiao em branco, que é a
regiao onde temos v — oo. Os dados numéricos sugerem que, as condicoes iniciais que se
encontram nessa regiao fornecem reflexoes multiplas e trataremos delas logo adiante com
mais detalhes. A figura 2.7(b) mostra uma ampliagdo da regiao préxima de onde temos

v — oo. Para construir a figura 2.7, utilizamos uma grande de 2000 x 2000 sendo 2000
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valores diferentes de e no intervalo de [1, 2,4] e 2000 valores de ¢ no intervalo de [0, 27|
gerando um total de 4 x 10° de condicoes iniciais que foram iteradas apenas uma vez.
Analisando a figura 2.7 podemos observar que a regiao de cor cinza que mostra os
valores de v € (4,5) faz fronteira com a regido de cor preta que mostra a regiao onde
v € (5,6). Entao podemos perceber que existe uma linha que separa as regides cinza e
preta, que é a linha onde v = 5. De forma andloga, podemos concluir que a linha que
separa as regioes vermelha e amarela é a linha onde v = 7, que é fronteira das regioes
onde v € (6,7) que é a regiao vermelha e onde v € (7,8) que é a regido amarela. Sendo
assim, fica claro que existe uma curva de separacao entre cada cor, que é obtida quando

v é inteiro.

1,98 ¢ q

1,96 © ]

1,94 © ]

1,92 | ]

1,9 - ]

1,88 | ]

1,86 | ]

1,84 | |

1,82 - |

178 I I I I I I
0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0, 1 1,1

(b) 5 |

Figura 2.8: Curvas que separam as regioes coloridas da figura 2.7. Em (a) temos as curvas que
separam as cores da figura 2.7(a) em (b) a ampliagdo de (a) para e € [1,8, 2] e
¢ €[0,4, 1,1].

A figura 2.8 mostra as curvas que separam as regioes coloridas da figura 2.7. Podemos
perceber que, se sobrepor as figuras 2.7(a) e 2.8(a), as curvas da figura 2.8(a) ficardo
localizadas exatamente na divisao das cores da figura 2.7(a). A figura 2.8(b), mostra uma

ampliacao da figura 2.8(a) para ¢ € [1,8, 2| e ¢ € 0,4, 1,1|, onde podemos ver com
piag g p » O ) ) p
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mais detalhes as curvas para valores inteiros de v préximo da regiao onde v — oo. Para
construirmos essa figura, substituimos a segunda sentenca da equagao (2.12) na equagao

(2.29), encontrando a equagao

F(v) = ¢p +iA¢, + A¢y — 2vm, (2.30)

onde resolvemos F'(v) = 0 para cada valor de v. Na simula¢do numérica, usamos uma
grade de 50.000 valor de e e 50.000 valores de ¢ totalizando 2,5 x 10° condicoes inicias

para 100 valores diferentes de v, ou seja, geramos 100 curvas diferentes.

2.6 As Reflexoes Multiplas

Nesta secao, estudaremos as condigoes iniciais que fornecem as reflexoes multiplas, ou
seja, as condigoes inicias que fazem com que a particula fique aprisionada dentro do pogo
por algum tempo, o que implica em ¢ > 1. Para que possamos separar a regiao onde
temos as reflexdes multiplas, precisamos ter v — 0o. Observando as equagdes (2.29) e
(2.12), notamos que para v — 00, é necessario que ¢, 1 — oo. Para que isso aconteca,
temos duas op¢oes na segunda linha da equacao (2.12), onde uma é A¢, — oo e a outra
é A¢p, — 0o. Podemos observar na equagao (2.15) que, se e,+1 — 1, teremos A¢, — oo.

Entao, na primeira linha da equacao (2.12), podemos fazer e, .1 = 1 e encontrar a equagao

G(i) = e, — 1 + 0[cos(on, + i1A¢,) — cos(dn)]. (2.31)

onde G(i) = 0.
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Figura 2.9: Em(a) temos o espago de fase gerado com r =1, § = 0,5 e N, = 3. Em(b) temos, na
cor vermelha, a regido onde ocorrem as reflexdes miltiplas, na cor amarela, a regiao
onde nao ocorre as reflexdes miltiplas. Em cor preta mostra as curvas que separam
essas duas regioes.

A figura 2.9(b) mostra as regides onde acontecem as reflexdes miltiplas. Comparando
a figura 2.9(b) com a figura 2.7, podemos observar que a parte amarela da figura 2.9(b) é
a mesma onde se encontra a parte colorida da figura 2.7, ou seja, regiao onde nao ocorrem
as reflexdes multiplas. A parte vermelha da figura 2.9(b) é a mesma onde se encontra
a parte branca da figura 2.7, que é a regiao onde ocorrem as reflexoes miltiplas. Na
figura 2.9(a) temos um espago de fase para o modelo usando os parametros de controle
r=1, N.=3ed = 0,5 Plotamos também, na figura 2.9(b), a curva que separa as
duas regides, ou seja a curva G(1) = 0. Como podemos ver, ela sobrepos perfeitamente
na divisao das duas regides. Para G(1) > 0, temos a regido onde nao ocorrem as reflexdes

multiplas e, para G(1) < 0, temos a regido onde ocorrem as reflexdes multiplas.
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1,8

1,6

3 4 5 6 48 5 52 54 56 58 6 6,2
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Figura 2.10: Anélise da regiao onde ocorrem as reflexdes multiplas. Em (a), usamos ¢ € [0, 27]
eec€[l, 2,1]. Em (b) mostramos uma ampliacao de (a) no intervalo ¢ € [4,8, 27|
e e €[1, 1,8] para destacar melhor a divisdo da cores.

Agora vamos fazer um estudo da regiao das reflexdes multiplas, ou seja, a regiao que
estd pintada de vermelho na figura 2.9(b). Nosso objetivo é encontrar as condigbes iniciais
que fornecem uma reflexao multipla, duas reflexoes multiplas, trés reflexoes multiplas e
assim sucessivamente. Esse estudo estd retratado na figura 2.10(a). Nesta figura, mostra-
mos em cor branca as regioes onde nao ocorre reflexdes multiplas e nas regioes coloridas
temos as reflexoes multiplas. Na regiao de reflexoes multiplas, pintamos de preto a regiao
onde se encontram as condigoes iniciais que fornecem apenas uma reflexao multipla, de
vermelho as que tem duas reflexdes multiplas, de verde as condic¢Oes inicias com trés re-
flexoes multiplas, de azul as que tem quatro reflexdes multiplas, e assim sucessivamente.
Observamos ainda que as regioes de cor preta estao entre as curvas G(1) =0 e G(2) =0,
as de cor vermelha entre as curvas G(2) = 0 e G(3) = 0, as de cor verde entre as curvas
G(3) = 0e G(4) = 0, as de cor azul entre as curvas G(4) = 0 e G(5) = 0, e assim

sucessivamente.
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2.7 Numero de Reflexoes Miiltiplas em Funcao do Parame-
tro N..

Nesta secao, estudaremos o nimero de reflexoes multiplas em fun¢ao do parametro

de controle N.. Ja vimos que esse parametro é dado por N, = ——*—— e fica facil
2m)(a/+/2Vh/m)

percebermos que, de acordo com a expressao esse parametro, é diretamente proporcional

a frequéncia w e inversamente proporcional a largura do poco. Entao, a variacao do

parametro N, altera, expressivamente, a dinamica deste modelo.

o—o N =40

o—a N =400
N_=4000

<+—< N _=40000

2
107

10

10 ; ‘ R

Figura 2.11: Histograma do numero de reflexdes miltiplas para quatro valores diferentes de N,.
Usamos r=1ed =0,5.

Na figura 2.11 temos um histograma do numero de reflexdes multiplas para quatro
valores diferentes de N.. Para construirmos essa figura, iteramos uma condicao inicial
dada no mar de caos 10® vezes e contamos quantas vezes uma certa quantidade de reflexoes
multiplas aconteceu. Podemos observar que, a medida que o valor de N, aumenta, o grafico
se desloca para esquerda. Para facilitar a compreensao, tracamos uma linha horizontal
em 103, e observando essa linha, podemos notar que o ntimero reflexoes multiplas que
aconteceram 103 vezes diminui quando N, aumenta, mostrando um comportamento tipico

de escala.
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Figura 2.12: Ajuste em lei do poténcia do decaimento de ntimero reflexées multiplas em fungao
de N, para H = 103.

A figura 2.12, mostra o comportamento do ntiimero de reflexdes miiltiplas em funcao de

N.. Um ajuste em lei de poténcia para o decaimento, fornece um expoente aw = —0, 218(1).
104 T T T T T T T T T 3
o—o N =40 ]
o—a NC:400 7
A—a N =4000 T
107 «—<N_=40000

LR |
Lol

10

LR
Ll

Figura 2.13: Sobreposi¢ao das curvas do histograma do niimero de reflexdes multiplas em funcao
de N, confirmando a invariancia de escala.

Encontrado o ajuste da figura 2.11, aplicamos uma reescala apropriada no eixo das
abscissas fazendo ¢ — iN® para cada uma das curvas de N, unindo todos os graficos da
figura em um tnico grafico universal, confirmando invariancia de escala em funcao de N,

como mostra a figura 2.13.
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Capitulo 3

O modelo do poco de potencial com nova

secao de Poincaré

Neste capitulo apresentaremos o modelo do poco de potencial com o fundo osci-
lante dependente periodicamente do tempo com uma nova secao de Poincaré e uma nova
estrutura. Mostraremos, de forma detalhada, o procedimento usado para encontrar o
mapeamento para o mesmo e, além disso, apresentaremos e discutiremos o espaco de fase

para o modelo em questao.

3.1 O Modelo do Poco Potencial com o Fundo Dependente

Periodicamente do Tempo com Nova Secao de Poincaré

O modelo do pogo de potencial que vamos apresentar agora, surgiu a partir do modelo
do poco de potencial com o fundo oscilante apresentado no capitulo anterior. Propomos
esse modelo pelo fato dele apresentar um espaco de fase com pontos fixos simétricos, o
que facilitou nossas investigacoes, uma vez que apresentou resultados mais faceis se serem
compreendidos. Essa nova proposta do modelo do poco de potencial com o fundo oscilante

¢ dado pela figura 3.1

b/2
Vo
F(t) 1—
a/2
Pt
0 a/2 x

Figura 3.1: Modelo do poco de potencial assimétrico com o fundo oscilante.
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Nessa nova versao, o potencial é dado por

00 Sexg(]ouxzaTb
Viz,t) =< V, se 4 <z <t : (3.1)
Vicos (wt) se0 <z < (%)

onde a, b, Vo , V4 e w sdo constantes, sendo w a frequéncia de oscilacao do fundo do
pogo que se move periodicamente no tempo com a fun¢do F(t) = Vj cos(wt). Podemos
observar que uma particula de massa m confinada ao interior do poco da figura 3.1 pode
estar submetida a diferentes potenciais, dependendo da posicao onde se encontra. Isso
implica em ganhos ou perdas de energia cinética.

Para encontrarmos o mapeamento para o modelo, vamos considerar uma particula
de massa m, iniciando sua dinamica em x = “T“’, com uma energia F, > Vj em um
instante inicial ¢ = t,, com uma velocidade inicial vy e, consequentemente, com uma
energia cinética que denominaremos de Kj.

Ao dar inicio a dinamica do sistema, a particula viaja da direita para a esquerda com

velocidade vy = /2Ky/m e energia cinética Ky = F,, — Vj. O tempo gasto para que a

a+b b
2 2vg °

Ao alcangar a posi¢ao x = §, a particula adentra o pogo, sofrendo uma variagao brusca

particula viaje de x = até 3, ou seja, a distancia g, ¢ dado por At, =
da velocidade uma vez que teremos uma mudanga de potencial e a energia FE,, permanece

constante. Dentro do pogo, terd uma nova energia cinética K, e uma nova velocidade vy,

onde v, = v/2K,/m, logo teremos que
K, = E, — Vi cos[w(t, + Atp)]. (3.2)

A particula viajara a distancia a com velocidade v,, alcangando o potencial infinito
em x = 0 e sera refletida para a direita com a mesma velocidade, uma vez que o sistema
nao sofre a influéncia de forgas externas. Ao alcangar novamente a posigao x = 3, em um

tempo At, = -*, a energia mecanica £, da particula serd dada por
a

E, = K, + Vi cos|w(t, + Aty + At,)]. (3.3)

Neste ponto, se E, < Vj, a particula é refletida para x = 0 ficando confinada dentro do
pogo até que a particula tenha energia suficiente para sair do pogo, ou seja, a particula

ficard confinada até que E, > Vj. Dessa forma, a particula escapard do pogo quando

E, = K, + Vi cos[w(t,, + Aty + iAt,)] > Vb, (3.4)

onde 7 é o menor inteiro que faz com que a equacao acima seja verdadeira.
Ao sair do poco, a particula novamente sofrerd uma variagao abrupta na velocidade,

pois, mudard o potencial e a energia FE, permanecera constante. Agora, a particula
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b a+b

2 2

Poincaré, com uma energia cinética K, e velocidade constante v, = 1/2K,/m. Nesta
e B ;L

parte da dinamica, K, = E, — Vp e At =

a particula percorrer a distancia g,

energia F, 1 = E,. Entdo, substituindo a equacao (3.2) na (3.3) temos que

viaja a distancia 2 até alcancar a posicao r = ponto onde fixamos nossa secao de

QL, onde At; é o tempo necessario para
[

apos ter saido do poco. Desse modo, temos que a

Eni1 = E, — Vicosw(t, + Aty)] + Vi cos|w(t, + Aty + iAt,)]. (3.5)

Além disso, temos que

tny1 = tn + Aty + 1AL, + AL, (3.6)

Da forma em que escrevemos o mapeamento do sistema até agora, temos um grande
numero de parametros de controle. Com o objetivo de diminuir esse nimero e usarmos

variaveis adimensionais. Vamos fazer, também para esse novo modelo, algumas mudancas

de variaveis. Primeiramente, vamos definir e = % como sendo uma energia adimensional

e ¢ = wt o tempo em funcao no nimero de oscilagoes do fundo do pogo. Vamos definir

¢ i Ses: 7 = 2 §=41 — wa [ m
também as seguintes razoes: r = ¢, d = T N, = %2 315 -

que devemos ter 0 < § < 1, pois caso d seja um valor maior que 1, nao teremos mais um

E importante observarmos

pogo de potencial oscilante, j4 que o pogo alcangarda um potencial maior que V4. Como

ja foi visto, o valor de N, fornece o ntimero de oscilagoes do fundo do pogo em um tempo

2
cinética igual a V. Agora, esse tempo ¢ encontrado através da razao da distancia §, pela

velocidade v = w/%-

Dividindo a equagao (3.5) por V; e multiplicando a equagao (3.6) por w teremos

t=a %, que é o tempo necessario para a particula atravessar a distancia § com energia

B B, W cos|(wt, + wAty)] N Vi cos[(wt,, + wAty, + iwAt,)]

_n 3.7
Vo Vo Vo Vo ’ (3.7)

e
Wtpa1 = wty, + WAL, + iwAt, + wAt,. (3.8)

Aplicando as mudangas de varidveis propostas nas equagoes (3.7) e (3.8) teremos

€nt1 = €n — 0 oS[(dn + Agy)] + 6 cos[(¢n + Ay + 1A, (3.9)

e
Gt = G + Ay +iA¢, + A, (3.10)

Agora, precisamos encontrar as expressoes de A¢,, Ap, e A¢,. Podemos encontrar a

2Ko

expressao de ¢, por meio do seguinte processo: sabendo-se que At, = %, que vg = p
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e que Ky = E, — Vg, podemos multiplicar toda equacao de At, por w e substituir nela

as equacgoes de vy e Ky. Usando novamente as mudancas de varidveis que propomos,

chegaremos em A¢, = %b, /ﬁ. Multiplicando e dividindo essa ultima equagao por
ma e dividindo o numerador e o denominador da fragao dentro do radical por 1}, poderemos

encontrar embutida nela a equacao de N, concluindo que A¢y, = \;é\fc%l De forma andloga,

podemos encontrar as expressoes de Ag, e Agy, concluindo que o mapeamento do modelo

¢é dado por
7. ) = e d cos[(pn + Agy)] + 6 cos[(dn + Ay + i1AP,)] (3.11)
' ¢n+1 = ¢n + A¢b + iA¢a + A¢;; mod 2w ’ .
onde ¢ o menor inteiro tal que e, 1 > 1. As variaveis auxiliares sao dados por
.N,
Agy = 2l (3.12)
e, — 1
2n N,
Apy = Tt (3.13)
\/en - 5005(¢n + Abe)
¢ N,
Agy = ——21 (3.14)

Ven—&-l_l.

3.2 Espacos de Fase do Modelo

Usando o mapeamento encontrado na segao anterior, construimos os espagos de fase
para essa nova proposta de secao de Poincaré para modelo do poco de potencial. As
figuras 3.2, 3.3 e 3.4 mostram os espacos de fase para o modelo em questao, bem como
o comportamento da estrutura dos mesmos em funcao da variacao dos parametros de
controle 7, N. e §. Ao analisarmos a mudanca estrutural causada por essa variacao,
usamos como referéncia o espaco de fase gerado com valores de r =1, N.=3¢e d = 0,5,
que estard sempre na parte central da figura.

Podemos observar que, de modo geral, os espacos de fase sao simétricos em relacao a
¢ = m e sao do tipo misto, uma vez que apresentam uma regiao cadtica, ilhas estabilidade
e curvas invariantes, sendo algumas do tipo spanning. Nestes espacos de fase, os mares de
caos sao limitados pela primeira curva invariante do tipo spanning. Temos também um
niumero grande de ilhas de estabilidade e, dentro de cada uma delas, hd um ponto fixo do
tipo eliptico.

Na figura 3.2, mostramos trés casos de espacos de fase do modelo onde mantemos
fixos os valores dos parametros de controle N¢ = 3 e § = 0,5, usando trés o valores
diferentes para r, sendo r = 0,65 para figura 3.2 (a), r = 1 para a figura 3.2 (b) e
r = 1,35 para figura 3.2 (b). Podemos observar que os espacos de fase sdo simétricos

para os trés valores de r. Também podemos notar, de forma clara, que temos nos trés
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casos uma grande ilha de estabilidade com centro em ¢ = m. Nota-se que, para um
valor ligeiramente menor do parametro r, temos um espago de fase com um numero
maior de curvas invariantes e um mar cadtico um pouco menor. Temos também um
deslocamento para baixo, ou seja, uma diminuicao do valor de energia do ponto fixo
eliptico que se encontra no centro da grande ilha de estabilidade, além de uma reducao
do tamanho da mesma. Ao aumentarmos ligeiramente o valor de r, temos um efeito
contrario, o mar cadtico se torna maior. Observamos a diminuicao do nimero de ilhas de
estabilidade e, além disso, podemos ver que a grande ilha foi deslocada para cima e teve
seu tamanho aumentado. O deslocamento vertical dessa ilha podera ser matematicamente
compreendido ainda nessa secao quando mostraremos que a energia de um ponto fixo é

dada em fungao de 7.

7

Figura 3.2: Espacos de fase do pogo de potencial assimétrico com N, =3 e d = 0,5 em (a), (b)
e (c), r = 0,65 para (a), r = 1 para (b) e r = 1,35 para (c).

Na figura 3.3 temos novamente trés espagos de fase, onde mantemos os valores dos
parametros r = 1 e § = 0,5 para os trés casos, e alteramos o valor de N, usando N, = 2,3
para figura 3.3(a), N. = 3 para figura 3.3(b) e N, = 3,7 para a figura 3.3(c). Embora os
espagos de fase tenham estruturas bem diferentes do que vimos no caso da variacao de
r, podemos tirar conclusoes semelhantes em relacao aos efeitos causados pela variagao do
parametro de controle N.. Ao diminuirmos o valor de N., novamente temos uma reducao
no tamanho do mar de caos e um aumento no nimero de curvas invariantes. Percebemos
também que a grande ilha de estabilidade mais uma vez foi deslocada para baixo. Fazendo
o contrario, tivemos um aumento da regiao cadtica e uma diminui¢cao no nimero de curvas
invariantes. A grande ilha de estabilidade foi descolocada para cima, de forma semelhante

ao que aconteceu quando variamos o valor de r. A explicacdo para a variacao vertical
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da posicao dessa ilha é a mesma do caso anterior, o valor da energia para esse ponto
fixo também é dada em funcao de N., como veremos logo adiante. Além disso, podemos

observar que a simetria em relacao a linha ¢ = 7 foi mantida.

7

Figura 3.3: Espacos de fase do pogo de potencial assimétrico com r =1 e d = 0,5 para (a), (b)
e (c), e N. = 2,3 para (a), N, = 3 para (b) e N, = 3,7 para (c).

Para finalizar a andlise da estrutura do espaco de fase em relacao a alteracao dos
parametros de controle, analisaremos o comportamento da estrutura do espaco de fase
com a variacao do parametro ¢. Para isso, na figura 3.4 mostramos os espacos de fase
com os parametros r = 1 e N, = 3 constantes para os trés casos e alteramos ¢ usando
os valores 6 = 0,1 para a figura 3.4(a), § = 0,5 para a figura 3.4(b) e § = 0,9 para a
figura 3.4(c). Para valores menores de §, mais uma vez temos uma elevagao no nimero de
curvas invariantes e uma regiao cadtica menor. Elevando esse valor, temos menos curvas
invariantes e uma regiao cadtica maior. A simetria em relacao a linha ¢ = 7 se manteve

mais uma vez.
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Figura 3.4: Espacos de fase do pogo de potencial assimétrico com r = 1 e N, = 0,5 para (a),
(b) e (c) e 6§ =0,1 para (a), d = 0,5 para (b) e § = 0,9 para (c).

O grande diferencial do comportamento com a variacao de § em relagao as variagoes
dos parametros r e N, é que o valor da energia do ponto fixo da grande ilha de estabilidade
nao varia. Podemos ver que nos trés casos temos o mesmo valor de energia e fase para o
ponto fixo eliptico localizando no centro desta ilha. Veremos logo adiante que isso acontece

porque o valor da energia do ponto fixo independe do valor de 4.

3.3 Os Pontos Fixos

Para encontrarmos os pontos fixos, vamos usar a equacao (3.11) onde usaremos a
definicao ¢,11 = ¢, + 2mm e e, = €, = €*, onde m é um numero inteiro. Denotaremos

um ponto fixo por (¢*, e*). Resolvendo a equagao e, = e, = e, teremos

cos(¢n + Apy) = cos(pn + Ay, + i1Ap,), (3.15)

onde deveremos considerar duas possibilidades de solugoes:(i) iA¢, = 2km e (ii) iA¢, =
2km — 2(¢* + Ady).
Pelo caso (i), onde iA¢, = 2k, temos através das equagoes (3.11), (3.12) e (3.14) que

=1+ (ﬂ)Q (3.16)

m—k

Agora, pela equagao (3.13) podemos encontrar
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2
¢" = arcos {% [e* - (%) ] } - %, (3.17)
2
¢* =21 — arcos {% [e* - <%) ] } + %. (3.18)

Denotaremos por A(k,m), o par ordenado que nos fornecerd pontos fixos (¢*, e*) de

ou

periodo 1 obtido analiticamente através das equagoes (3.16) e (3.17). Usaremos a notagao
A*(k,m) o par ordenado que nos fornecerd os pontos fixos (¢*, €*) obtidos pelas equagoes
(3.16) e (3.18).

Agora, no caso (ii), onde iA¢, = 2km — 2(¢* + A¢,) usamos novamente as equagoes
(3.11), (3.12) e (3.14) e obtemos que

¢* =m(k —m). (3.19)

Aplicando o resultado encontrado na equagao (3.19) na equagao (3.13) encontramos

2
e —dcos[m(k —m) + Agp| — (W%NCA@) = 0. (3.20)

Vamos denominar por N(k, m) os pontos fixos de periodo 1 obtidos através das equagoes
(3.19) e (3.20).

Através da equagao (3.16), podemos compreender os deslocamentos da grande ilha
de estabilidade dos espacos de fase mostrados nas figuras 3.2, 3.3 e 3.4. Como podemos
ver claramente, a energia do ponto fixo depende de r e N, portanto ao variarmos esses
parametros, temos o deslocamento da ilha propriamente dita.

As figuras 3.5(a) e 3.5(b) mostram uma observac¢ao muito interessante, pois nela pode-
mos ver todos os pontos fixos de primeira ordem encontrados pelas equagoes (3.16), (3.17),
(3.18), (3.19) e (3.20) de forma numérica, inclusive aqueles que nao podem ser observados
apenas olhando diretamente para o espaco de fase. Na construcao dessa figura, usamos a

grandeza denotada por V, de

V= \/(¢n+1 - ¢n)2 + (en+l - €n>27 (3'21)

onde ¢, 11 é mod 2m. Foi considerada uma grade de (2000 por 2000), ou seja, 2000 valores
diferentes de ¢ (eixo horizontal) e 2000 valores diferentes de e (eixo vertical), totalizando
4 x 10% condicoes iniciais. Essas condicoes iniciais foram iteradas apenas uma vez a
partir de (¢p,€,), obtendo (¢,41,€n41), onde V representa a distancia entre cada uma

das condicoes iniciais e o ponto gerado pela iteracao de cada uma dessas condicoes iniciais.
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Figura 3.5: Em (a) mostramos um espago de fase do modelo parar =1, =0,5e N, = 3, em
(b) mostramos o comportamento de V. Nesta figura temos os pontos fixos de pri-
meira ordem dados pela equagoes (3.16), (3.17), (3.18), (3.19) e (3.20), encontrados
numericamente.

Na figura 3.5 podemos fazer uma comparacao entre um espaco de fase onde vemos
facilmente os pontos fixos do tipo N(k,m) (vale lembrar que os pontos fixos dos tipos
A(K,m) e A*(k,m) também estdao no espago de fase mas nao podem ser visualizados
apenas olhando para espago de fase) com pontos fixos encontrados numericamente. Na
figura 3.5(a), podemos ver os pontos fixos de periodo 1 do tipo N(k,m). Na reta ¢ = 0
temos os pontos fixos N(3,3), N(4,4) e N(5,5). Na reta ¢ = 27 temos os pontos fixos
N(7,5), N(6,4) e N(5,3), e na reta ¢ = 7 temos os pontos N(7,6), N(6,5), N(5,4)
e N(4,3). Além desses pontos fixos, temos dois pontos pontos fixos, sendo um do tipo
A(k, m) e outro do tipo A*(k, m) que se encontram imersos no mar de caos e nao podem ser
vistos apenas olhando o espago de fase, no caso eles sao A(2,5) e A*(2,5). A figura 3.5(b),
mostra todos esses pontos fixos encontrados de forma numérica. Para isso, pintamos de

preto os condicoes iniciais tais que V — 0.

44



3.4 Dispersao de Primeira Ordem

Vamos agora, estudar como fica a dispersao da fase apds a primeira iteracao, ou seja,
onde a fase se encontrara no eixo ¢ depois da primeira iterada quando a funcao mod nao
é aplicada. Porém, é importante lembrar que a funcao mod 27 na expressao da fase
na equagao (3.11), faz com que a fase seja sempre reduzida ao intervalo [0, 27], mesmo
assumindo um valor maior que 27. Para isso, vamos definir a grandeza o, que vamos usar

para estudar como a fase se dispersara ao longo eixo ¢. Definiremos ¢ como

7 2,2
6 2,1
5 2 8
e 4 1,9
3 1,8
2 1,7
1 1,6
3 35 4 45 5 b5
(a) ¢ (b) ¢

Figura 3.6: Dispersao das condigdes iniciais apds a primeira iteragdo. Em (a) temos o estudo da
dispersao de primeira ordem para ¢ € [0,27] e e € [1,7]. Em (b) temos esse estudo
para ¢ € [3, 5,5] e e € [1,6, 2,2], mostrando com mais detalhes as divisdes das
cores préximo de F'(00).

¢n+1

or

(3.22)

onde o € R.
A figura 3.6(a) mostra o comportamento da dispersao das condigdes iniciais, apés a

primeira iteragao, de acordo com os valores de o. Pintamos de preto a regiao tais que as
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condigdes iniciais (¢, e,) nos fornecem o € (2,3), de vermelho a regidao que nos fornece
o € (3,4), de cinza a regiao que nos fornece o € (4,5), e assim sucessivamente. Uma
regiao que precisamos destacar, é a regiao que estd pintada de branco, uma vez que essa
é a regiao onde i > 1, ou seja, a regiao onde ocorrem as reflexdes multiplas. Faremos
um estudo mais aprofundado dessa regiao nas préximas se¢oes. Na figura 3.6(b) temos
uma ampliacao da regiao onde ¢ — o0, nela podemos observar com maiores detalhes essa
aproximacao da regiao de reflexdes multiplas, uma vez que os dados numéricos sugerem
que para 0 — 00 temos curva que separa a regiao de reflexoes multiplas da regiao reflexoes
simples. Para gerarmos essa figura, construimos uma grande de 2000 x 2000 sendo 2000
valores diferentes de e no intervalo de [1,7] e 2000 valores de ¢ no intervalo de [0, 27|
gerando um total de 4 x 10® de condicoes iniciais que foram iteradas apenas uma vez.
Ainda observando a figura 3.6, podemos notar, de maneira clara, que existem curvas
que separam as regioes coloridas. Como ja vimos, a regiao preta é gerada pelas condic¢oes
iniciais que fornecem o € [2,3) e a regiao vermelha é gerada pelas condigoes iniciais que
fornecem o € [3,4). Entéao, nao é dificil percebermos que a linha que separa essas duas
cores é dada para ¢ = 3. De forma andloga, podemos perceber que a linha que separa a
cor vermelha da cinza é dada por o = 4, a que separa a cinza da verde por ¢ = 5, e assim

sucessivamente. Substituindo a equac@o (3.11) na equacgao (3.22) chegamos na equagao

F(o) = ¢, — 210 + Agy, + 1A, + Ady, (3.23)

onde devemos encontrar F'(o) = 0 para que tenhamos as curvas para cada valor de o, ou
seja, para ¢ = 3, encontramos a curva que separa as cores preta e vermelha, para o = 4
encontramos a curva que separa as cores vermelha e cinza, para ¢ = 5 a curva que separa
as cores cinza e verde, e assim sucessivamente. Essas linhas podem ser observadas de
forma mais clara na figura 3.7. Na figura 3.7(a), podemos observar as linhas que separam
as cores da figura 3.6 (b), e na figura 3.7(b), temos uma ampliagdo da drea onde ocorre
as reflexoes multiplas.

Podemos notar que a medida que os valores de o aumentam, tendendo ao infinito,
temos uma aglomeragao das curvas que se acumulam ao se aproximarem da regiao onde a
acontecem as reflexdes multiplas. A borda dessa regiao é encontrada quando temos F'(c0).

Tal aglomeracao pode ser vista claramente na figura 3.7 (a), e de forma mais detalhada
na 3.7(b), onde temos uma amplia¢do da parte central da figura 3.7(a) e podemos visua-
lizar algumas linhas para valores inteiros de ¢ mais proximas de F'(oo). Para gerarmos a
figura 3.7, construimos uma grade de 70.000 por 70.000, ou seja, 70.000 valores diferentes
de e no intervalo de [1, 7] e 70.000 valores de ¢ no intervalo de [0, 27| gerando um total de
4,9 x 10 condicdes iniciais que foram iteradas apenas uma vez, usando para ¢ os valores
de 1 a 100.
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2,1

2,05

1,95

1,9

1,85 [

178 1 1 1 1
3 3,1 3,2 3,3 3,4 3,5 3,6 3,7

(b) &

Figura 3.7: Nesta figura mostramos as linhas para valores inteiros de 0. Em (a), temos uma
analogia da com a figura 3.6(b), destacando as linhas que separam as cores. Em (b)
uma ampliacdo da parte central da figura(a), mostrando mais detalhes da aglome-
racao das linhas quando o — oo

3.5 As Reflexoes Miiltiplas

Para que reflexoes miltiplas ocorram, ou seja, 7 > 1, é necessario que ¢ — oo. Anali-
sando as equagoes (3.11) e (3.22) concluimos que para isso acontecer, temos as seguintes
opgoes: Ay — 00, Ap, — 00 ou Agy! — co. A primeira opgao, A¢, — oo nao seria
vidvel, pois pela equagao (3.12) é necessario que e, — 1, porém, dessa forma a particula
nunca escaparia do pogo. A segunda opcao, A¢, — 0o, também nao seria vidvel pelo
mesmo motivo, de acordo com a equagao (3.13). Além disso, é matematicamente impos-
sivel para o denominador desta equagao ser zero, uma vez que temos e, > 1 e como ja
foi dito, é necessario que 0 < § < 1. Enta@o, s6 nos resta a terceira opgao, A¢j; — oo,
que é a unica que tem sentido fisico e matemaético. Pela equagao (3.14), pode-se concluir
que A¢, — oo quando e, 1 — 1, para isso, usamos a equacao (3.11), fazendo e, 1 = 1.

Assim, podemos definir a equagao

G(i) = en — 1 — 6 cos|(¢n + Ady)] + 8 cos[(dn + Ady + iAd,)]. (3.24)

Através da equacgao (3.24) podemos encontrar a separagao de duas regides importantes,
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sendo elas: (i) a regido de reflexdes simples e (ii), a regiao de reflexdes miltiplas, na qual
pretendemos aprofundar nossos estudos. Para encontrarmos a curva que separa essas duas
regioes, precisamos resolver a equagao G(1) = 0, essa é a mesma curva que encontramos
numericamente quando temos F'(oo). Na figura 3.8(b), podemos ver de forma clara, essas
duas regioes: de vermelho a regiao de reflexoes multiplas e de amarelo é a regiao de

reflexoes simples, bem como a curva que separa essas duas regioes.

-+ 0,05

—0,(

—0,1
o 1 2 3 4 5 6

(b) é

Figura 3.8: Em (a) temos um espago de fase gerado com os parametros de controle N, = 0,1,
r=1ed =0,5. Em (b) temos em vermelho a regido de reflexdes multiplas e
em amarelo a regiao de reflexoes simples. A figura (b) foi gerada com os mesmos
parametros de controle da figura (a).

Agora vamos trabalhar de forma um pouco mais detalhada a regiao de reflexoes su-
cessivas. Na figura 3.8(a), temos um espago de fase do modelo para N, = 0,1, r = 1 e
0 = 0,5. Podemos observar um espaco de fase bem diferente dos que foram gerados nas
figuras 3.2, 3.3 e 3.4, pois tem um valor de N, bem menor. Neste caso, temos um espaco
de fase com um mar caodtico bem reduzido, algumas curvas de estabilidade e também
podemos observar vérias curvas invariantes do tipo spanning. Assim como anteriormente,

a figura 3.8(b) destaca a regiao de reflexdes miltiplas, ou seja, regiao onde i > 1 que no
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caso estd colorida de vermelho. Para encontrarmos a linha que separa as duas regioes,
construimos uma grade usando 1000 valores de ¢ e também 1000 valores de ey igualmente
espagados no espaco de fase, totalizando 10° condigdes iniciais e calculamos G(1) através
da equagao (3.24) e salvamos os valores tais que G(1) = 0. Esses pontos nos dao a curva

que separa a regiao de reflexoes simples da regiao de reflexdes muiltiplas.

1,5 2 és

Figura 3.9: Estudo detalhado no nimero de reflexées miltiplas dentro da regiao onde G(1) < 0
feito através da equagao (3.24). Em (a) temos as regoes separadas por cores de
acordo com o numero de reflexdes e em (b) temos uma ampliacao de (a), e as curvas
que separam as regioes coloridas.

Agora, vamos dar uma atencao especial onde ¢ > 1, ou seja, a regiao de reflexdes
multiplas. A figura 3.9(a) mostra um estudo da quantidade de reflexées multiplas dentro
da regiao onde G(1) > 0. A regido de cor preta que fica entre as curvas G(1) = 0 e
(G(2) = 0, nos fornece as condigoes iniciais que levam a reflexdes miltiplas. A regido em
de vermelho entre as curvas G(2) = 0 e G(3) = 0 nos mostra as condigdes iniciais com
duas reflexdes multiplas. Na regido verde, que estd entre as curva G(3) =0 e G(4) = 0,
temos as condigoes iniciais com trés reflexdes multiplas. Na azul, entre as curvas G(4) = 0

e G(5) = 0, as condigdes com quatro reflexdes multiplas. Na regiao de cor bege, que esté
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localizada entre as curvas G(5) = 0 e G(6) = 0, as condigoes iniciais com cinco reflexdes
multiplas. Assim sucessivamente. A figura 3.9(b) mostra uma ampliagdo da regiao de
reflexdes multiplas, bem como as linhas que separam as regides de acordo com o nimero

de reflexoes.

3.6 Alguns Estudos em Relacao ao Parametro N,

Nesta secao, faremos alguns estudos que mostram consequéncias das alteragdes no
parametro de controle N.. Primeiramente, vamos falar sobre o que ocorre com a area
da regiao de reflexdes multiplas quando alteramos o valor de N, e depois vamos refazer,
para este modelo, o estudo feito para o modelo do capitulo anterior, sobre o nimero de

reflexoes multiplas quando alteramos o valor de N..

- 0,1
2,4
2,2

— 0,05
2

e 0
-0, 0¢
-0,1

Figura 3.10: Andlise da regiao de reflexdes miltiplas para N, = 0,2 em (a), N. = 0,5 em (b) e
N.=1lem (c),comr=1ed=0,5nas trés figuras.

Para darmos inicio ao estudo da area da regiao de reflexoes miltiplas em fungao de

N,, refizemos o mesmo plot da figura 3.8(b) para vérios valores de N.. Na figura 3.10
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fizemos esses plots para os valores N, = 0,2, N. = 0,5 e N. = 1, mantendo constantes
os valores de r =1 e § = 0,5. J4 na figura 3.11, temos os plots para N, =5, N. = 10 e
N. = 50.

Podemos perceber claramente que, com o aumento do valor do parametro N., as
curvas se tornam bem mais complexas. Notemos que a regiao de reflexdes multiplas
vai se estendendo a longo do espaco de fase a medida que aumentamos o valor de N..
Podemos observar também que a deformagao da area onde (i > 1) é bastante rapida com
o aumento do valor desse parametro de controle, mas esta sempre abaixo do valor de 2,4
para a energia e. Ja foi mostrado anteriormente que, na figura 3.3, uma pequena variagao
no valor do parametro N, provoca um grande aumento no tamanho do mar de caos no

espaco de fase.
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Figura 3.11: Andlise da regiao de reflexdes multiplas para N, = 5 em (a), N, = 10 em (b) e
N. =50 em(c), com r =1e d = 0,5 nas trés figuras.

Mostraremos agora um estudo feito sobre a drea ocupada pelas condigoes iniciais que
produzem reflexoes miiltiplas, ou seja, queriamos saber se ao alterarmos o valor de N, e
a regiao onde (i > 0) ser distorcida, a drea ocupada pelas condigdes iniciais que geram

reflexdes multiplas sofre variacoes de valores. Para isso, computamos a area ocupada pe-
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las condicoes iniciais, com ¢ > 1, usando o seguinte procedimento: tomamos uma grade
de M x M condigbes iniciais com ¢ € (0,27) e ey € (1, 2,5). Para cada combinagao
(¢o, €o), verificamos o nimero de reflexdes miltiplas ¢ para uma unica iteragao, e entao,
acumulamos em um histograma H. Dessa forma, nosso histograma conta o nimero de
condigoes iniciais que comecam na regiao onde ¢ > 1, ou seja, a regiao de reflexdes multi-
plas. Esse procedimento nos permite medir, de uma forma indireta, a area ocupada por i,
ou seja, quanto maior o valor de H, maior sera o valor da area. Na figura 3.12 mostramos
esse histograma para trés valores diferentes de M. Como podemos ver, quanto maior o
valor de M, mais o histograma se desloca para a direita mostrando o aumento da &area.
Naquela figura também mostramos um ajuste em lei de poténcia, onde encontramos um

decaimento € proximo de -3.
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Figura 3.12: Histograma H em fun¢ao do niimero de reflexdes multiplas ¢ para diferentes valores
de M com N.=3,r=1ed6=0,5.

A figura 3.13 mostra o resultado obtido quando aplicamos uma reescala no eixo ver-
tical, onde fizemos H — H/M? e todas as curvas com diferentes valores de M foram
sobrepostas com o mesmo decaimento € = —3. Isso mostra que H ¢ invariante de escala
em funcao de M, ou seja, independente do valor de M, sempre poderemos sobrepor as
curvas em uma Unica curva universal.

Na figura 3.14 temos um histograma usando um valor constante para M = 10° e
quatro valores diferentes de N,, sendo eles N. = 1, N, = 10", N, = 102 e N, = 103
Esta figura mostra claramente que a mudanga nos valores desse parametro de controle
nao interfere no posicionamento da curva no gréafico. Isso mostra que a area ocupada pela

regiao, onde 2 > 1, nao muda com a alteracao de N,.. Sendo assim, podemos concluir que
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.
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Figura 3.13: Histograma H em funcao de ¢ usando uma reescala no eixo vertical dada por
H — H/M?, onde todas das curva sdo sobrepostas resultando em comportamento
universal em uma tnica curva mostrando a invariancia de escala.

nas figuras 3.10 e 3.11 a regiao de cor vermelha se expande ou contrai no espaco da fase

com a variagao de NN., mas a area de cor vermelha é sempre constante.
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Figura 3.14: Histograma H em funcao de ¢ para varios valores de ., mostrando que as mudan-
¢as nos valores de de N, nao interferem na area ocupada pela condigoOes inicias na
regiao onde 7 > 1.
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Agora, vamos fazer para esse modelo o mesmo estudo feito na secao 2.7, quando
estudamos o numero de reflexoes multiplas em funcao do parametro de controle N, para
o modelo tradicional do pogo de potencial. O objetivo era verificar se o expoente de

decaimento seria o mesmo e se também encontrarfamos um comportamento de escala.

T T T T T 17T T T IIIIIII T T T T T 1T 1T

o—o N =6
o—=n Nc=60

N =600
<+—< N =6000

T TTTTT T TTTIT

S
T III|||T|
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Figura 3.15: Histograma no ntimero de reflex6es miltiplas no pogo de potencial assimétrico para
quatro valores diferentes de N.. Usamos r=1e § =0,5

De maneira andloga ao que ja havia sido feito, escolhemos uma condigao inicial no
mar de caos e iteramos 10® vezes, onde contamos quantas vezes um certo ntimero de
reflexdes multiplas ocorria. Com esses dados, construimos o histograma da figura 3.15
para quatro valores diferentes de N.. Mais uma vez, podemos notar que, a medida que os
valores desse parametro aumentam, o grafico é deslocado, sugerindo um comportamento
de escala. Para melhor compreensio, tracamos uma linha horizontal em H = 102, ficando
facil percebermos que o nimero reflexdes multiplas que ocorrem 103 vezes fica menor a
medida que N, aumenta.

A figura 3.16, mostra um ajuste em lei de poténcia para o decaimento do numero
de reflexoes multiplas em funcao do parametro N, para esse caso. Para esse ajuste,
encontramos um expoente a = —0, 216(5), que se aproxima de forma satisfatéria do valor
encontrado na secao 2.7 que foi a = —0,21802(1).

Com o ajuste da figura 3.16, aplicamos uma reescala apropriada ao eixo das abscissas,
fazendo ¢ — ¢ N para cada um dos valores de N, unindo todos os gréaficos da figura 3.15
em um unico grafico universal, confirmando invariancia de escala em fungao de N., como

mostra a figura 3.17.
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Figura 3.16: Ajuste em lei do poténcia do decaimento de ntimero reflexées multiplas em fungao
de N, para H = 103 para o poco de potencial assimétrico.
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Figura 3.17: Sobreposi¢ao das curvas do histograma de frequéncia do niimero de reflexdes mul-
tiplas em fung¢édo de N, confirmando a invariancia de escala.
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3.7 Estruturas de Auto-Similaridade

Nesta secao, mostraremos algumas estruturas interessantes que surgem ao analisar o
plano ege;. Analisaremos o comportamento dessas estruturas quando variamos os valores
dos parametros N. e 0, e do ntumero de reflexbes multiplas i. Para realizarmos esses
estudos, mais uma vez, usamos uma grade de M x M condigoes iniciais diferentes onde
¢o € (0,27) e a energia ey € (1,5). Para cada condigao inicial (¢, ), encontramos um
correspondente e; apés uma tnica iteracao, onde usamos M = 10%, ou seja, 10® condicoes
iniciais. Para obtermos melhores resultados, consideremos a densidade de pontos, onde
contamos a quantidade de pontos que visitam uma caixa da grade 1000 x 1000 de intervalos
igualmente espacados no plano e;ey quando iteramos as M x M condigoes iniciais. Para
facilitar nosso estudo, definimos a quantidade £ como sendo o logaritmo do nimero 3,

que é o niumero de trajetérias que visitam uma caixa.

¢ =log(%). (3.25)

O uso do logaritmo, tem o objetivo de reduzir os valores de nimeros muito elevados de
contagem.

Na figura 3.18 podemos ver o plot no plano e;eq para N, valendo 3 e 5 e na figura 3.19
para N, valendo 10 e 50. Para as duas figuras, usamos » = 1 e 6 = 0,5. Em ambas as
figuras foi possivel observar um comportamento cada vez mais complexo a medida que o

valor de N, é aumentado. Ainda é preciso extrair mais detalhes do comportamento.

5

€1
w

N\ "
N1 1,5 2 25 3 35 4 45 5,1 1,5 2 25 3 35 4 45 5
(a) € (b) éo

Figura 3.18: Densidade de pontos no plano ege;, onde as cores representam 0 nimero ¢ dado
pela equagao (3.25). Foram usados N, = 3 para (a) e N, = 5 para (b). Os outros
parametros foram mantidos fixos com r=1e d =0, 5.
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€1

1 1,5 2 25 3 35 4 45 5,.1 1,5 2 25 3 35 4 45 5
(a) €0 (b) éo

Figura 3.19: Densidade de pontos no plano ege;, onde as cores representam a niumero £ dado
pela equagao (3.25). Foram usados N. = 10 para (a) e N, = 50 para (b). Os outros
parametros foram mantidos fixos com r=1¢e d =0, 5.

Em nossas simulagoes, notamos que ao alterar os valores do parametro 9, a largura da
estrutura que encontramos no plano ege; também se altera, ou seja, quando aumenta o
valor de 9, a largura da estrutura também aumentava e vice-versa. Esse comportamento
estd ilustrado na figura 3.20, onde temos o plot dessa estrutura para ¢ = 0,2 na figura
3.20(a), 6 = 0,4 na figura 3.20(b), 6 = 0,7 na figura 3.20 (c) e § = 1 na figura 3.20(d),
mantendo fixos os valores de N, = 5 e r = 1. Diante desse comportamento, decidimos
investigar a existéncia de uma relacao matematica entre o valor de ¢ e a largura dessa
estrutura. Tragamos a reta e; = ¢q e, através dela, notamos que a estrutura € simétrica em
relacao a essa reta. Apds isso, tracamos duas retas paralelas a reta e; = ey, tangenciando
a estrutura em seus pontos mais externos. Analisando os pontos em que essas retas
tangentes interceptavam os eixos coordenados do plano ege;, percebemos que a paralela
inferior a e; = ¢ interceptava o eixo ey em sempre em 1 + 20 e a paralela superior
interceptava o eixo e; sempre em 1+ 24, ou seja, as duas retas paralelas cortavam os eixos
coordenados & uma distancia 2§ do ponto (1,1), como podemos ver na figura 3.21, que é
uma ampliagao da figura 3.20(c). Nesta figura, chamamos de 75 a reta e; = eg, e de ry e
r3 as retas que tangenciam a estrutura e sao paralelas a reta e; = eg.

Tragamos um segmento de reta [ unindo os pontos de intersecao das retas que tangen-
ciam as estruturas com os eixos coordenados do plano e;eq. Notemos que esse segmento
de reta tem a mesma medida da largura maxima da estrutura, como podemos ver no
segmento de reta sobre a reta ry. Entao, podemos aplicar, no triangulo retangulo isosceles

que foi formado, o Teorema de Pitagoras e concluir que

[ =26V2 (3.26)

A explicacao matemaética para essa relacao é dada pela primeira sentenca da equagao

(3.11). Nessa equagao podemos notar que o maior valor que cos(¢, + A, + iA¢,) pode
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Figura 3.20: Densidade de pontos no plano epe; onde os pontos coloridos mostram os valores
de ¢ dados pela equagao (3.25). Usamos § = 0,2 em (a), 6 = 0,4 em (b), § = 0,7
em (c) e 6 =1 em (d). Os outros parametros de controle permaneceram fixos com
r=1eN.=0,5.

assumir é 1 e o maior valor que — cos(¢, + A¢;,) pode assumir também é 1. Quando isso
acontece, temos 0 Ae,q., que é a maior diferencga entre dois valores de energia consecutivos

que é dado por

A€pmar = €1 — € = 20, (3.27)

onde Ae,,q, ¢ exatamente a distancia do ponto (1, 1), aos pontos em que as retas tangentes
as estruturas cortam os eixos coordenados do plano ege;.

Vamos agora destacar um estudo onde buscamos encontrar estruturas de auto-similaridade
no plano ege;. Para isso, ampliamos uma pequena parte da figura 3.20(a), onde conside-
ramos ep € (1,1,4) e e; € (1,1,4).

Os resultados da observagoes feitas na ampliagdo da figura 3.20(a) estdao nas figuras
3.22, 3.23 e 3.24. Nos esperavamos encontrar nestas figuras, estruturas que apresentas-

sem auto-similaridade, como foi encontrado na referéncia [41], onde este mesmo estudo
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Figura 3.21: Densidade de pontos eye; onde as cores mostram os valores de £ dados pela equacao
(3.25). Usamos r =1, N. = 0,5 and (d) § =0,7.

foi aplicado em uma barreira de potencial, porém isso nao aconteceu, pois encontramos
estruturas mais complexas. Em nossa investigacao, geramos essas figuras para varios va-
lores de i. Na figura 3.22(a) temos uma figura gerada para todos os valores de i. Na figura
3.22(b) temos as estruturas para i = 1, ou seja, o caso onde nao temos reflexdes multiplas.
Na figura 3.23(a), temos o caso para i = 2, ou seja, apenas uma reflexdo sucessiva, que
mostra uma unica estrutura que parece ser uma ampliacao da estrutura encontrada na
figura 3.22(b). Na 3.23(b), temos a figura encontrada para ¢ = 3, onde temos duas refle-
x0es multiplas e podemos observar duas estruturas. Jé na figura 3.24(a), observamos duas
estruturas, sendo uma semelhante a das outras figuras e uma incompleta. Na 3.24(b), ob-
servamos cinco estruturas. Podemos observar que a medida que aumentamos o valor de
i, o nimero de estruturas também aumenta, e a figura se assemelha com a figura 3.22(a).
Estruturas semelhantes a essas ja foram encontradas em para outros mapeamentos. Como
exemplos, podemos citar o modelo de Fermi-Ulam, o bilhar concavo [63, 64] e na barreira

de potencial dependente do tempo [41].
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Figura 3.22: Densidade de pontos no plano epe; com eg € (1,1,4) ee; € (1,1,4). Em (a) temos
uma cendrio para todo valor de i e em (b) para i = 1.
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Figura 3.23: Densidade de pontos no plano ege; com eg € (1,1,4) e e; € (1,1,4). Em (a) temos
o cendrio para i = 2 e em (b) para i = 3.
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Figura 3.24: Densidade de pontos no plano epe; com eg € (1,1,4) ee; € (1,1,4). Em (a) temos
o cendrio para i =4 e em (b) para i = 5.

3.8 Propriedades Dinamicas Para a Nova Proposta do Poco

de Potencial

Nesta secao discutiremos algumas propriedades dinamicas importantes para a nova
versao do poco de potencial, onde encontraremos os elementos da matriz jacobiana, o

determinante dessa matriz e o expoente de Lyapunov para o modelo.

3.8.1 A Matriz Jacobiana e seu Determinante

Como ja vimos neste capitulo, as equacoes do mapeamento para a nova versao do
modelo sao dadas pelas equagoes (3.11), (3.12), (3.13) e (3.14). De posse dessas equagoes,

podemos encontrar os elementos da matriz jacobiana ./, onde

Oe(nt1y  Oe(ni1)

_ Oen, O,

il W (3.28)
aen 8¢n

Calculando cada um dos elementos dessa matriz encontramos

0 L ) ; A A a . A
%(ezn =1—dsin(¢n + Ady +iA,) < Afz + ZA zﬁn ) + 0sin(gn + Ags) < Af:) , (3.29)
8 n 1 ; A a .
6;)((;5:1) = —0sin(¢n + Agy +iA,) (1 + ZA;bn ) + dsin(pn + Agy), (3.30)
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Obmr1) _ OAP, N i0A¢, N OAg,
de,  Oe, oe,, oe,,

(3.31)

06 (s 900G, O,
/7 =1 .
6n 06n | 00m

As derivadas parciais auxiliares que aparecem nas equagoes (3.29), (3.30), (3.31) e (3.32)

(3.32)

sao dada por

020a = — mNe . (1 + 0sin(p, + A¢b)aA¢b) , (3.33)
den, (en — 0cos(pn, + Agy))2 den,

0AP, _ TN sin(¢, + Ady) (3.34)

Opn (en — 6cos(pn + Ady))2 '
0A¢y __ mNer (3.35)

Oen 2(e, — 1)3 '

Db,

5 =0 (3.36)
0AP, _ N1 Oeni1 (3.37)

aen 2<6n+1 — 1)3 aen ’ .

e

0AP, _ TN, r 0€ni1 (3.39)

a¢n 2(6n+1 - 1)% 8¢n '
Através dos elementos das matriz da matriz jacobiana, encontramos o determinante

det[J] que é dado por

detlJ] = deni1) 0P (or1)  Oe(ntn) 0dmin)
de, 0o, 0¢,  Oep

, (3.39)

obtendo que

det[J] = 1, (3.40)

Esse resultado é muito importante, pois mostra que esse mapeamento obedece ao teorema
de Liouville, o que garante que o sistema é conservativo e nao possui atratores. Sendo

assim a area do espaco de fase é preservada.

3.8.2 O Expoente de Lyapunov

Encontramos também os expoentes de Lyapunov em funcao do nimero de iteracoes

para nosso caso. Este também é um importante resultado, uma vez que o esse expoente é
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um um indicador de caos. Como sabemos, em sistema bidimensional temos dois expoentes
de Lyapunov, e que, se pelo menos um desses expoentes for positivo temos a presenca caos.
Além disso, em sistemas conservativos bidimensionais temos dois expoentes de Lyapunov
simétricos. Entao, como esperdvamos, ao construir um grafico do expoente de Lyapunov

para o nosso modelo, obtivemos dois expoentes simétricos, pois o sistema é conservativo.

| I 1 1 1 l 1 1 1

0 () 100 21(’)10 300 400

Figura 3.25: Em (a) temos o expoente de Lyapunov em funcdo do numero de iteragoes para
N.=3,r=1e0=0,5. Em (b) temos a ampliagao da parte inicial de (a).

Na figura 3.25(a), temos os expoentes de Lyapunov para o nosso modelo para os
parametros de controle N, =3, r =1e 6 = 0,5. Como esperado, temos dois expoentes de
Lyapunov simétricos, o que torna mais robusta afirmacao de que o sistema é conservativo.
Na figura 3.25(b), temos uma amplia¢ao da parte inicial de 3.25(a), onde podemos observar
com mais detalhes a simetria dos dois expoentes de Lyapunov. Construimos essa figura a

partir da expressao do expoentes de Lyapunov para mapeamentos bidimensionais da por

\j = lim Lin |AY)] (3.41)

n—oo 1

com j = 1,2, em que AY) sdo os autovalores da matriz jacobiana M = 117, J; (Vi,¢;) =
Indn—1Jn—2...JoJ1.
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Capitulo 4

Stickiness Através do Expoente de

Lyapunov a Tempo Finito

Neste Capitulo consideramos o modelo do poco de potencial discutido no capitulo 3 e
nas equagoes (3.11), (3.12), (3.13) e (3.14) com o objetivo de investigar comportamentos
de stickiness de uma condicao inicial ao longo da 6rbita no espago de através do Expoente
de Lyapunov a Tempo Finito. Também discutiremos o comportamento de stickiness em

funcao do tempo finito n.

Figura 4.1: Espaco de e vs ¢ para os parametros de controle r =1, =0,5e N, = 3.

Em varios modelos de sistemas dinamicos, uma condi¢ao inicial que se evolui ao longo
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de uma oOrbita pode, em algum momento ficar presa por algum tempo em uma regiao do
espago de em movimento regular e depois escapar dessa regiao indo para regioes cadticas.
Quando isso acontece dizemos que o sistema apresenta comportamento de stickiness.
Durante o desenvolvimento do nosso trabalho percebemos nas figuras dos espacos de
indicios de que o sistema apresentava comportamentos de stickiness. Na figura 4.1, temos
um espaco de para os parametros de controle r = 1, § = 0,5 e N. = 3, onde as setas
vermelhas mostram algumas regioes mais escuras, sinalizando que durante sua evolucao
uma orbita ficou presa em movimento regular durante um certo tempo. Entao decidimos
usar o expoente de Lyapunov a tempo finito (FTLE) para investigar comportamentos de

stickiness em nosso modelo.

4.0.1 O Expoente de Lyapunov a Tempo Finito (FTLE)

Agora mostraremos o grafico do FTLE e como ele foi usado para encontrar as regides
de stickiness no espaco de .

Para construirmos o grafico do FTLE com um tempo finito n, procedemos da seguinte
forma: Consideramos os expoentes de Lyapunov definidos pela equagao (3.41) e calcula-
mos a média do expoente de lyapunov das n primeiras iteragoes registrando o valor de
n e da média calculada. Depois calculamos o valor da média das n proximas iteragoes,
registrando o valor da nova média e o valor de 2n. Em seguida calculamos a média das
n proximas iteragoes e registramos o valor da nova média e o valor 3n, e assim sucessiva-
mente.

Ao analisarmos um grafico do FTLE, temos como objetivo encontrar regices onde o
FTLE é préximo de zero, pois uma érbita apresenta comportamento de stickiness para
valores FTLE proximos de zero.

A figura 4.2(a) considerando n = 100 e 107 iteragoes. Os parametros de controle
usados foramr =1, = 0,5 e N, = 3. Analisando essa figura, vemos densidade de pontos
onde observamos, inicialmente, apenas uma linha vertical branca mostrando um intervalo
de iteragoes em que o FTLE é préoximo de zero, o que sugere um intervalo da evolugao
da condicao inicial que apresenta stickinees. Aquele intervalo corresponde a 6,53 x 10°
iteragoes, o que podemos considerar um longo tempo de aprisionamento. Fazendo uma
ampliagao da regiao R1 da figura 4.2(a), obtemos a figura 4.2(b), onde podemos observar
duas outras regices onde o FTLE fica préoximo de zero. A primeira a esquerda onde
temos aproximadamente 1,78 x 10° iteracoes e outra um pouco menor a direita com,
2,53 x 10° iteragoes. Ampliando a regiao R2 da figura 4.2(b), encontramos figura 4.2(c),
onde encontramos cinco regioes onde o FTLE é préoximo de zero. Um ao centro com
aproximadamente 7,5 x 10% iteracoes e outros quatro menores, com aproximadamente
2,5 x 10% iteracoes.

Da mesma forma que escolhemos a regiao R1 na figura 4.2(a) e ampliamos para en-
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Figura 4.2: Em (a) temos o grafico do FTLE com n = 100 e 107 iteracdes. Em (b) temos
a ampliagdo da regido R1 e em (c) temos a ampliagdo da regiao R2. As setas
vermelhas destacam onde o FTLE é préximo de zero. Nés usamos r =1, =0,5 e
N, = 3.

contrar as figuras 4.2(b) e (c), poderfamos ter escolhido outra regido em 4.2(a) e ter
encontrado outras regides que também apresentam comportamento de stickiness. Isso
indica que em na evolugao de uma condicao inicial, podemos encontrar varios intervalos
que apresentam stickiness. Sendo assim, comportamentos de stickiness pode estar imersos
em um mar de caos e nao ser facilmente detectados.

Encontrados os intervalos onde o FTLE é préximo de zero, nés plotamos os espacos
de usando os pares ordenado (¢, e) para os valores de n que apresentam FTLE préximo
de zero, como mostramos na figura 4.3, onde usamos os parametros r = 1, 6 = 0,5 e
N. = 30. Na figura 4.3(a) vemos que os valores de FTLE sao préximos de zero para
n~1,1226 x 108 & n ~ 1,1241 x 10%, o que corresponde & aproximadamente 1.5 x 10°
iteragoes. A figura 4.3(c) mostra o espaco de plotado usando os pares ordenados (¢, €) que
correspondem ao FTLE que estao dentro do intervalo mostrado na figura 4.3(a). Nesta
figura, podemos ver com facilidade as regides de stickiness nas extremidades direita e
esquerda da figura. A figura 4.3(b) mostra um intervalo de aproximadamente 1,683 x 10°
iteragoes, que vai de n ~ 3,25926 x 10" a n ~ 3,27609 x 10". Na figura 4.3(d), temos o
espago de plotado com os pares ordenados (¢, e) que correspondem aos FTLE que estao
dentro do intervalos mostrado na figura 4.3(b).

Na figura 4.4 plotamos o espaco de para r = 1, 6 = 0,5 e N, = 60, em fung¢ao do
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Figura 4.3: Em (a) mostramos o intervalo de n ~ 1,1226 x 108 & n ~ 1,1241 x 10%, onde o
valor de FTLE préximo de zero e em (c) temos o stickiness do espago de referente
a (a). Em (b) mostramos que o FTLE é préximos de zero para o intervalo de
n ~ 3,25926 x 107 & n &~ 3,27609 x 107. Em (c) temos o stickiness no espaco de
referente a figura (b). Nés consideramos r =1, § = 0,5 e N, = 30.

niumero de iteragoes, para um intervalo onde o FTLE ¢ préximo de zero. Esse intervalo
vai de n ~ 6,49975 x 108 & n ~ 6,50518 x 10® tendo 4,43 x 10° iteracoes. O objetivo
da figura 4.4 é analisar o comportamento da 6rbita dentro deste intervalo. Vemos que no
inicio do intervalo de n ~ 6,49975 x 10% até n ~ 6, 50518 x 10, a érbita preenche a parte
superior do espaco de fase, que é destacado com a cor roxa. Depois permanece por um
algum tempo na parte inferior e na sequéncia fica aprisionada em regides que apresentam

comportamento de stickiness que estao destacadas cor amarela.
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Figura 4.4: Espaco de parametro em func¢ao do ntiimero de iteragées parar =1, =0,5e N, =
60. Mostramos o comportamento das interacdes no intervalo de n ~ 6,49975 x 108
até n ~ 6,50518 x 108, onde o valor de FTLE é préximo de zero e observamos o
comportamento de stickiness.

4.1 Histogramas

Agora mostraremos alguns histogramas do FTLE para varios valores o tempo finito n

e discutiremos alguns resultados observados.

4.1.1 Histogramas do FTLE

Na figura 4.5, mostramos varios histogramas do FTLE parar =1, =0,5, N.=30¢
diferentes valores de n. Observamos que para valores menores de n, o histograma apresenta
apenas um pico em destaque e outro se iniciando para valores de FTLE préximos de zero.
Observamos também que os valores de A alcancam valores proximos de 10 para baixos
valores de n e valores menores para valores maiores de n. Com 0 aumento do valor de n,
podemos observar que sao exibidos trés picos, um bem préximo de zero, outro préximo
de A = 0,5 e outro préximo de A = 1. Notamos que, com o aumento de n, o pico que

fica proximo de 0,5, entre os outros dois picos, se destaca cada vez mais, superando o
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terceiro pico para n = 185, e a frequéncia de altos valores de FTLE se torna mais baixa.
Como podemos ver, para n = 10 os maiores valores de FTLE sao préximos de 10, e para
n = 200, os maiores valores de FTLE sao préximos de 7,4. Em outras palavras, com
o aumento do tempo finito, temos uma maior frequéncia de FTLE com valores baixos
e uma menor frequéncia do FTLE com valores altos. Desse modo podemos dizer que
para maiores valores de n, temos um numero maior de regioes com comportamento de

stickiness.

n=10 - 6x10"

— 4x10*

f(k,)
2x10* 4x10* 6x10*

0

fk,)
2x10* 4x10* 6x10*

0

f(h,)
2x10* 4x10* 6x10*

0

Figura 4.5: Histogramas do FTLE para vérios valores n com r =1, § =0,5 e N, = 30.

Para uma melhor andlise do comportamento dos histogramas em funcao do aumento
de n, plotamos histogramas para varios valores de n em mesmo plano, como mostramos
na figura 4.6.

Nesta figura, observamos que o vale entre o primeiro e o segundo pico se torna cada
vez mais profundo na medita que o valor de n se torna mais alto. Observamos também
que o segundo pico sempre aumenta com o crescimento do valar de n. Outra observacao
importante que tivemos, foi que todos os histogramas tendem a passar por dois pontos
comuns a todos eles. Isso acontece quando os valores de FTLE estao préximos de 0,32 ou
0,7. Observando a figura 4.6 e tomando como referéncia os dois pontos onde os histogramas
tendem a se encontrarem, plotamos trés espacos de para trés intervalos diferentes de

FTLE, como mostra a figura 4.7.
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Figura 4.6: Histograma do FTLE para varios valores do tempo finito n com r =1, § = 0,5 e
N, = 30.

Na figura 4.7, plotamos espacos de fase usando treés intervalos diferentes para valores
do FTLE. Na figura 4.7(a), plotamos os pares ordenados (e, ¢) tais que 0 < FTLE <
0,32, na figura 4.7(b), plotamos os pares ordenados (e, ¢) tais que 0,32 < FTLE < 0,7
e na figura 4.7(c), os pares (e, ¢) tais que 0,7 < FTLE < 1,8. Na figura 4.7(a), onde
usamos valores mais baixos de FTLE, obtemos um espaco de fase com grande nimero
de regioes que apresentam stickiness e consequentemente uma quantidade menor de caos,
embora que, na sua totalidade, a dérbita continua sendo cadtica. Na figura 4.7(b), com
o aumento dos valores de FTLE, os pares (e, ¢) fornecem um espago de fase com menos
regioes de stickiness e uma regiao cadtica mais densa, entretanto, existem regides com
comportamentos de stickiness camufladas na regiao caética. Na figura 4.7(c), os valores
de FTLE sao maiores que os valores usados na figura 4.7(b) o que torna mais dificil
encontrar regioes com comportamento de stickiness apenas olhando para o espago de fase,
ja que essas regioes ficam camufladas no mar de caos. Outra importante observagao da
figura 4.7(c) estd na parte superior do espaco de fase , para valores de energia maiores
que e = 25. Esta parte do espaco de fase nao é preenchida para valores de FTLE maiores
que 0.669. Devido a isso, ao construir essa figura, usamos os pares ordenados (e, ¢) tais
que 0,7 < FTLE < 1,8.
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Figura 4.7: Espago de fase para trés intervalos diferentes de FTLE com tempo finito 100 para
N.=60,7r=0,5ed=0,5.

Com o objetivo de encontrar mais regioes que apresentassem comportamento de sticki-
ness no espaco de , reduzimos o primeiro intervalo dos valores de FTLE para 0,0 < FTLE
< 0,07, onde o centro deste intervalo é o primeiro pico do histograma para n = 100.

Na figura 4.8, temos um espago de fase que mostra um grande nimero de regioes que
contém comportamento de stickiness. Podemos notar uma grande regiao em branco, que
na figura 4.7 estava preenchida pelo caos, principalmente nos itens (b) e (c).

Observando a figura 4.8, todas as regioes do espago de fase que apresentam regula-
ridade para 0 < FTLE < 0,07 podem ser vistas apenas olhando para o espaco de fase.
Entretanto, existem regioes que parecem apresentar um caos local, pois sao regioes escuras

e inicialmente nao apresentam regularidades. Como exemplo, destacamos trés regioes da
figura 4.8.
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Figura 4.8: Espago de fase para um intervalo mais curto centrado no primeiro pico do histograma
FTLE com tempo finito 100 N. =60, r =0,5e¢ § =0, 5.

Fazendo ampliacoes dessas regioes, observamos que elas ainda apresentam regulari-
dades muito interessantes, como podemos ver na figura 4.9. A figura 4.9(a) mostra a
ampliacao da regiao 1, que estda na area de baixa energia da figura 4.8, onde podemos
ver uma estrutura simétrica formada por uma ilha de regularidade principal, cercada por
cinco outras ilhas secundarias, sendo essas ilhas secundarias cercadas por cinco outras
ilhas. Na figura 4.9(b), temos a ampliagao da regido 2 localizada na érea de alta energia
na figura 4.8, nela vemos uma ilha principal cercada por quatro aglomerados de ilhas

formados por quatro ilhas, e na parte superior direita apenas uma ilha um pouco maior.
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Figura 4.9: Em (a) temos a amplificagao da regiao 1 da figura 4.8, em (b) da regiao 2 e em (c)
da regiao 3 da mesma figura.

A figura 4.9(c), mostra a ampliacdo da regiao 3 que fica um pouco abaixo da regiao
2 da figura 4.8. Nesta figura, observamos duas estruturas interessantes que apresentam
stickiness. Uma na parte superior da figura, onde temos uma estrutura de periodo seis
semelhante com uma estrela. A outra na parte inferior, onde temos uma estrutura de
multiplicidade trés que exibe um tipo de ilha triangular ao centro, cercada por tres aglo-

merados de seis ilha da um.
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Capitulo 5
Stickiness Via Recorréncia Dinamica

Neste capitulo mostraremos como usamos um segundo método através do qual encon-
tramos trajetérias de stickiness. Com o uso da taxa de recorréncia dinamica encontramos

condicoes iniciais que apresentam comportamento de stickinesss em sua trajetéria.

5.1 Recorréncia Dinamica

Recorréncia é uma importante propriedade de sistemas dinamicos. Definimos mate-
maticamente uma recorréncia dinamica, se em um tempo ¢; , uma dada trajetoria ¢(t) que
retorna a vizinhanga dinamica de um estado prévio ¢(¢;), com t; < t;. Considerando uma
distancia maxima €, sendo € um parametro de recorréncia, é possivel escrever uma matriz
binéria conhecida como matriz de recorréncia ou Recurrence Matriz (RM ), composta por

elementos R?; ; dados por

1 se || o(t) — o(t) 1< e
R;j(e) = ' [ ! g (5.1)
0, caso contrario
onde || . || é uma distancia adequada no espago de fase do sistema e i, j sao indices

temporais. Cada elemento 1 de RM representa uma recorréncia da trajetéria analisada, o
que significa que ¢(t;) e @(t;) estdo dinamicamente perto um do outro [54]. E importante
ressaltar que, neste caso, a trajetoria o(t) visita a mesma regido (com tolerancia €) do
espaco de fase da dinamica nos instantes ¢; e ¢;.

Existem dois parametros importantes para essas analises de recorréncias dinamicas,
sao eles: Numero maximo de iteracao N, que também pode ser chamado de tempo de
integracao do sistema, e a distancia maxima de recorréncia €, também chamado de recur-
rence threshold. B importante lembrar que a RM ¢ de tamanho (N?), em que os indices
i, j € [0, N] e cada elemento nao nulo aparece devido ao parametro €, conforme equagao
(5.1).

Na pratica, dada uma condigao inicial (zg, yo), sua evolucao até o tempo N, usando o
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sistema de equagoes dindmicas do modelo em estudo, serd a trajetoria ¢(x,y;t) analisada
pela RM. Assim, é importante lembrar que a RM depende da condigao inicial escolhida
para evolugao dinamica, ou seja, diferentes condicoes iniciais podem apresentar evolugoes
completamente distintas, produzindo diferentes RM s.

A representacao visual da RM é conhecido como grafico de recorréncia ou Recur-
rence Plot (RP). Usualmente, o RP representa uma entrada nula por um pixel branco
e entradas com valor 1 por pixeis coloridos. Assim, baseado na trajetéria, os graficos
de recorréncia podem ser completamente diferentes. Além disso, o RP pode apresentar
diferentes comportamentos para a mesma trajetoria. Uma dérbita cadtica em espacgos de
fase mistos, por exemplo, pode produzir um RP com distintos padroes ao longo de sua
evolucao, podendo retratar comportamentos cadticos ou com uma certa regularidade, os
quais dependem das regioes visitadas no espaco de fase.

A figura 5.1 mostra quatro diferentes plots de recorréncia para quatro diferentes con-
digoes iniciais para o modelo do poco de potencial que estamos estudando. Na figura
5.1(a), temos um espago de fase normalizado do modelo do pogo de potencial, onde estao
destacadas duas orbitas regulares que estao nas cores magenta e azul, e outras duas érbi-
tas caodticas nas cores verde e vermelho. A drbita regular na cor magenta se encontra em
uma regiao mais central do espaco de fase e a outra na cor azul, nas laterais do espaco
de fase. As Orbitas cadticas, retratadas pelas cores verde e vermelha, estdo por todo o
mar cadtico do espago de fase. Na figura 5.1(b) temos o plot de recorréncia para cada
uma dessas 6rbitas. Podemos observar que os plots de recorréncia que representam as
érbitas regulares (6rbitas que apresentam um grande nimero de recorréncias) apresentam
padroes que também sao regulares, exibindo estruturas com tendem a apresentar retas
com inclinacao de 45°. Notemos também que os plots de recorréncia que representam as
trajetorias cadticas apresentam apenas uma reta diagonal, que significa ¢ = j, e alguns
poucos pontos onde acontecem as poucas recorréncias da evolugao das mesmas.

Uma vez que computamos trajetorias que queremos estudar, encontrando sua matriz
de recorréncia e o plot de recorréncia, existem varios métodos para quantificar diferentes
aspectos relacionados aos RPs. Essas sao as analises de quantificacao de recorréncia, ou
Recurrence Quantification Analysis (RQA) [55]. Em nosso trabalho, utilizamos a taxa de
recorréncia, ou Recurrence Rate (RR), que fornece a porcentagem de eventos recorrentes
em uma certa evolugao, ou seja, quantos elementos nao nulos existem na RM, ou ainda,
quantos pixeis coloridos existem no RP. Matematicamente, é uma média na RM dada

por

N
1
RR = — > R (5.2)

ij=1
Como podemos notar, RR depende do niimero de iteragoes N, entao pode-se dizer RR =

RR(N). Analisando (5.2), podemos concluir que RR serd relativamente alta quanto uma
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Figura 5.1: Em (a) temos o espago de fase normalizado para o nosso modelo onde usamos r = 1,
0=0,5e N.=3. Em (b) temos os plots de recorréncia para as érbitas destacadas
em (a), onde usamos € = 0, 01.

trajetoria cadtica apresentar muitas recorréncias em um intervalo [0, V].

O valor de RR ¢é um valor muito importante para nosso trabalho, pois através dele
podemos encontrar condigoes iniciais que apresentam comportamento de stickiness, que
sao aquelas condicoes de iniciais que apresentam um valor de RR alto.

Para encontrarmos condigoes iniciais que apresentam comportamentos de stickiness
para o modelo do poco de potencial estudado neste trabalho, nés procedemos da seguinte
forma: Escolhemos um ensemble de M condigoes iniciais do espaco de fase localizadas
no mar de caos, onde fixamos o valor da energia e, e dividimos o intervalo de [0, 27] em
M partes iguais, tendo M condigoes iniciais em uma linha horizontal no mar de cadtico.
Entao evoluimos cada uma dessas condicoes inicias N vezes através do mapeamento da
dindmica do modelo, dado pela equagao (3.11). Dai calculamos o valor de RR para
cada uma dessas condigoes iniciais através da equagao (5.2), considerando o parametro e.
Feito isso, obtemos o plot de recorréncia da evolugao das condigoes iniciais, onde podemos
identificar as condigoes inicias que possuem alto valor de RR, que sao as condigoes iniciais
que esperamos apresentar comportamento de stickiness. Identificadas as condigoes iniciais
com alto valor de RR, evoluimos as mesmas N vezes para que possamos encontrar o
comportamento de stickiness dessas condigoes iniciais. Aplicamos esse procedimento em
nosso modelo mantendo constante os parametros de controle r = 1 e a = 0,5 e usando
tres valores diferentes do parametro V., com mostraremos a seguir.

Na figura 5.2, temos o plot da taxa de recorréncia para um ensemble de condi¢oes
inicias para nosso modelo e o espaco da fase associando os parametros de controle r = 1.

a=0,5e N, =2 5. Nafigura 5.2(a), mostramos os valores computados de RR para cada
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uma das trajetorias encontradas através do ensemble, considerando e = 0,01. O ensemble
E, é formado por uma linha horizontal de M = 10° condicdes iniciais uniformemente
distribudas, com eq = 1,10 e ¢y € [0, 27]. Ou seja, temos 102 trajetérias cadticas evoluidas
até N = 10* iteracoes, iniciadas com a mesma energia e, mas em diferentes pontos da fase
¢o. Os picos da distribuigao de RR(¢y) fornecem as coordenadas exatas para trajetorias
com alto indice de recorréncia (candidatas ao fenémeno de stickiness). Indicamos, em
particular, o ponto ¢y = ¢§ = 5, 0893800988154263 em que temos o maior valor de RR,
com RR(¢f) = 1,93%.

a) b)

3,5 ep = 1,10 (fixo) 8,0 |" (€n ¢n) com (eq, ¢j) 1
c=10"2 !

M =10° !

N =10* [ :

P = 0} @

r

RR O | apmrommmaa—- :
; 1

- I/

1

11 .
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0 n do 2 0 T o) by 2w

Figura 5.2: Em (a) temos a taxa de recorréncia considerando M = 10% condigdes inciais, vari-
ando ¢ e mantendo fixo eyg = 1.10. O maior valor de RR é relativo a condic¢ao inicial
¢ destacada em verde. Em (b) temos um espago de fase que destaca a evolugao da
condicao inicial (eg, ¢) encontrada em (a) e sucessivas ampliacoes das regides que
apresentam stickiness. Usamos r =1, =0,5e N, = 2,5

Ja na figura 5.2(b) mostramos o espago de fase com a trajetéria (e,, ¢,) onde usamos
a condicao inicial em (eg, ¢). Podemos observar a evolugao dindmica dessa 6rbita pela
escala de cores, onde cores mais quentes sao relacionadas as partes intermediaria e final da
evolucao. Notamos que, inicialmente, a érbita passeia pela regiao cadtica do espaco de fase,
mas apds algum tempo (por volta de 3000 iteragoes), essa trajetéria fica aprisionada ao
redor de pequenas ilhas de estabilidade que compde a camada mais superior (destacada em
amarelo) do espaco de fase. Nas sucessivas ampliagoes das regides em amarelo, mostramos
com mais detalhes o comportamento de stickiness dessa evolucao.

Na figura 5.3 temos a série temporal para condicao inicial (eq, ¢f) encontrada na figura
5.2 e o plot de recorréncia da mesma. A figura 5.3(a), mostra a série temporal para a
condicao inicial (1,10, 5,0893800988154263), que ¢é a condigao inicial com maior taxa
de recorréncia encontrada para o parametro N, = 2,5. Notemos que as escala de cores
usada nessa figura é a mesma usada na figura 5.2(b) e os valores de energia e, da regiao
de stickness também sao exatamente os mesmos da regiao ampliada. Podemos observar

que a trajetoria se inicia de forma caotica, passa por uma pequena regiao de estabilidade,
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retorna ao caos, passa por outra regiao de estabilidade menor que a primeira, passa
novamente pelo caos e finalmente entra na regiao de stickiness. A figura 5.3(b) temos o
plot de recorréncia que retrata o comportamento mostrado nos em 5.3(a) considerando

somente as primeiras 5000 iteracoes.

a) b)
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Figura 5.3: Em (a) temos a série temporal da érbita da condicao inicial (e, ¢f), encontrada na
figura 5.2 (a). Em (b) temos o plot de recorréncia dessa mesma 6rbita.Usamos r = 1,
6=0,5e N.=2,5

As figuras 5.4 e 5.5 mostram um estudo andlogo ao estudo feito para as figuras 5.2
e 5.3, mas agora para N, = 3,0. Para computarmos as RR mostradas na figura 5.4(a),
usamos o mesmo ensemble de condicoes iniciais, formado por uma linha horizontal de
M = 10? condigoes iniciais uniformemente distribudas, com ey = 1,10 e ¢y € [0, 27].
Dessa forma, novamente temos 103 trajetdrias cadticas evoludas até N = 10* iteracoes,
iniciadas com a mesma energia eg. Como podemos ver, para N, = 3,0, temos um niimero
maior de picos de recorréncia, o que indica que temos um maior nimero de condicoes
iniciais que apresentam comportamento de stickiness. Neste caso, a fase que apresen-
tou a maior taxa de recorréncia foi ¢y = ¢ = 3,7384952577718811 com RR(¢f) =
2,44%. O espaco de fase apresentado da figura 5.4(b), onde usamos a condigao inicial
(1,10, 3,7384952577718811) mostra a regiao com portamento de stickiness que procu-
ravamos com a evolucao da mesma. Temos também sucessivas ampliacoes da regiao de
stickiness, mostrando com mais detalhes a concentracao de pontos coloridos. Analisando
a paleta de cores da figura 5.4(b), vemos que a drbita é inicialmente representada pelas
cores mais escuras onde temos um comportamento cadtico, mas logo a érbita apresenta

comportamento de stickiness, sendo representado pelas cores mais quentes.
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Figura 5.4: Em (a) temos a taxa de recorréncia considerando M = 103 condigoes inciais, vari-
ando ¢y e mantendo fixo eg = 1, 10. O maior valor de RR é relativo a condigao inicial
¢ destacada em verde. Em (b) temos um espago de fase que destaca a evolugao da
condicao inicial (eg, ¢;) encontrada em (a) e sucessivas ampliacoes das regioes que
apresentam stickiness. Usamos r =1, d = 0,5 e N, = 3,0.

A figura 5.5 mostra a série temporal da energia para a condigao inicial (e, ¢f) encon-
trada na figura 5.4(a). Note que usamos a mesma escala de cores da figura 5.4(b) e além
disso, a energia da regidao de stickiness é mesma da regiao destacada na figura 5.4(b).
Vemos que a orbita passa rapidamente por uma regiao cadtica e logo entra na regiao com
comportamento de stickiness. A figura 5.5(b), mostra o plot de recorréncia referente a
figura 5.5(a), onde podemos ver uma pequena regido com poucas recorréncias e logo uma
grande regiao que apresenta um grande numero de recorréncias que consequentemente

representa a regiao de stickiness.

a) b)
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Figura 5.5: Em (a) temos a série temporal da érbita da condicao inicial (e, ¢§), encontrada na
figura 5.4 (a). Em (b) temos o plot de recorréncia dessa mesma Orbita. Usamos
r=1,0,6=05e N, =3,0.

Nas figuras 5.6 e 5.7 temos um mesmo estudo feito anteriormente, agora usando os
parametros r =1, 6 = 0,5 e N. = 3,5, o mesmo ensemble de condigoes iniciais e mesmo

nimero de iteragoes. No gréafico da taxa recorréncia dado para figura 5.6(a), também
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apresenta um elevado ntimero de picos de recorréncia, porém, de modo geral, sao menores
que os picos apresentados na figura 5.4(a). Agora, a fase que apresentou a maior taxa de
recorréncia foi ¢ = ¢f = 2,5007077522574921 com RR(¢f) = 1.80%. O espago de fase
apresentado da figura 5.6(b), onde usamos a condi¢ao inicial (1,10, 2,5007077522574921)
mostra a regiao com portamento de stickiness, que agora se encontra em uma regiao de
mais alta energia. As ampliagoes mostram com mais detalhes a concentracao de pontos
coloridos localizados na regiao de stickiness. Analisando a paleta de cores da figura 5.6(b),
vemos que a Orbita se inicia com comportamento cadtico representado pelas cores mais
escuras e posteriormente assume comportamento regular, sendo este representado pelas

cores mais quentes.

a)
b 1w
e=10"2
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N =104 n
¢0 = ¢y
RR 5x103
0’0 h.||.4 || “ Al okl \J} Al i. Ll JJ ) \Ad E _ _ 1 (en7¢") CO‘ . 0
0 T ¢O 27 ¥

Figura 5.6: Em (a) temos a taxa de recorréncia considerando M = 103 condigoes inciais, vari-
ando ¢g e mantendo fixo eg = 1,10. O maior valor de RR ¢é relativo a condicao inicial
¢ destacada em verde. Em (b) temos um espago de fase que destaca a evolugao da
condicao inicial (eg, ¢;) encontrada em (a) e sucessivas ampliacoes das regides que
apresentam stickiness. Usamos r =1, =0,5e N, = 3,5.

A figura 5.7 mostra a série temporal da energia para a condicao inicial (e, ¢g), en-
contrada na figura 5.6(a). Foi usada a mesma escala de cores da figura 5.6(b) e a energia
da regiao de stickiness é mesma da regiao destacada nesta mesma figura. Podemos ob-
servar que neste caso a érbita demora um pouco mais para entrar na regiao de stickiness,
passando por uma regiao apresenta uma menor quantidade de stickiness e caos. A figura
5.5(b), mostra o plot de recorréncia referente a figura 5.5(a), onde podemos ver uma pe-
quena regiao com algumas recorréncias antes de chegar na regiao que apresenta um grande

nimero de recorréncias, que consequentemente representa a regiao de stickiness.
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Figura 5.7: Em (a) temos a série temporal da érbita da condic@o inicial (e, ¢f), encontrada na
figura 5.4 (a). Em (b) temos o plot de recorréncia dessa mesma 6rbita. Usamos
r=1,6=0,5¢ N, =3,5.
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Capitulo 6
Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho, revisamos o estudo do modelo do poco de potencial em sua versao
tradicional, para o qual encontramos seu mapeamento de forma detalhada. Encontramos o
espaco de fase para o mesmo e analisamos o efeito causado ao alterarmos os parametros de
controle. Obtivemos os pontos fixos de primeira ordem de forma analitica e confirmamos
os mesmos de forma numérica através da grandeza d(e, ¢), que fornece a distancia entre a
condicao inicial e as coordenadas encontradas apods a primeira iteracao. Fizemos o estudo
da dispersao de primeira ordem, onde foi possivel encontrar a regiao de colisoes multiplas.
Dentro da regiao de colisoes multiplas, encontramos as sub-regioes que acordo com o
niumero de vezes que elas acontecem. Construimos um histograma do nimero de colisoes
multiplas em funcao do parametro de controle ., e mostramos que o nimero de colisoes
multiplas ¢ invariante de escala em relagao ao parametro de controle.

Posteriormente, apresentamos uma nova proposta para a secao de Poincaré do poco
de potencial dependente do tempo, para a qual encontramos o mapeamento detalhada-
mente. Plotamos os espagos de fase e estudamos os efeitos provocados com a alteragao
dos valores dos parametros de controle. Encontramos as equagoes dos pontos fixos e plo-
tamos os mesmos através de suas equacoes. Esses pontos fixos também foram plotados
numericamente, confirmando a eficiéncia dos métodos usados. Estudamos a dispersao de
primeira ordem, encontrando a regiao de colisoes simples e a regiao de colisoes multiplas,
onde encontramos as sub-regices de acordo com niimero de colisoes multiplas. Mostramos
que, ao alterarmos os valores do parametro de controle NN., causamos uma modificacao
no formato da area de colisoes miultiplas, mas o valor da mesma permanece constante.
Repetimos, para a nova abordagem do modelo, o estudo feito para o modelo anterior
sobre o ntmero de colisoes multiplas e encontramos um expoente de decaimento muito
préximo ao encontrado para o modelo anterior quando alteramos o parametro de controle
N.. Estudamos as estruturas de auto-similaridade, encontradas ao plotarmos o plano egpe;.
Vimos que a largura das estruturas ¢ dada pela por [ = 26v/2 e que elas nao apresen-
tam estruturas auto-similares como as encontradas em [41] para a barreira de potencial.

Estudamos algumas propriedades dinamicas do modelo, onde pudemos comprovar que o
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sistema é conservativo. Investigamos o comportamento de stickiness para uma trajetoria
através do FTLE e construimos histogramas que mostram com o tempo finito pode influ-
enciar neste comportamento. Finalmente estudamos trajetérias com possuem stickiness
através da recorréncia dinamica.

Como perspectivas, pretendemos propor um novo modelo com caracteristicas hibridas,
ou seja, um modelo que apresenta ao mesmo tempo caracteristicas do poco de potencial e
da barreira de potencial, pois tera o fundo oscilante e a parte superior também oscilante.
Pretendemos fazer para esse modelo, estudos semelhantes aos que foram feitos para o
poco de potencial, encontrando o mapeamento e pontos fixos, estudando a dispersao,
regiao de colisoes multiplas, nimero de colisoes multiplas, estruturas de auto-similaridade

e comportamento de stickiness para trajetérias desse sistema.
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