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RESUMO

A analise dindmica de sistemas fisicos € um importante tema interdisciplinar cujo

objetivo consiste, basicamente, na extragdo de informagdes qualitativas e quantitativas de

processos fisicos, através da observagdo de uma ou mais séries temporais. Uma abordagem

alternativa para a analise dindmica de sistemas fisicos dissipativos através da observagdo de
séries temporais emprega a teoria de sistemas dinidmicos. Genericamente, trata-se da
determinagdo do comportamento assintético de sistemas dissipativos e ndo-lineares, cujas 6rbitas
evoluem sobre objetos chamados atratores dentro do espago de fase, este comportamento é
determinado através dos invariantes dindmicos do atrator: dimensdo, entropia e expoentes de
Lyapunov. Existe na literatura uma série de algoritmos disponiveis para o célculo destes
invariantes a partir da observagdo de uma unica série temporal de um sistema. Em aplicagdes
praticas, o calculo dos invariantes torna-se complicado, uma vez que séries temporais reais estao
invariavelmente contaminadas por ruido. Neste trabalho, realizaram-se a analise da influéncia do
ruido branco na determinagdo dos invariantes dindmicos, e o desenvolvimento de procedimentos
simples e eficientes, inclusive com uma nova proposta de estimativa de nivel de ruido, que
possibilitaram a caracterizagdo dindmica de séries temporais reais. Inicialmente, esta anélise foi
aplicada a dois sistemas dindmicos bem conhecidos: 0 Mapa Logistico € o Sistema de Lorenz,
ambos contaminados artificialmente por ruido. Os resultados estdo em concordidncia com a
Literatura. Em seguida, analisaram-se dados obtidos, experimentalmente, na esteira do
escoamento sobre um cilindro de base retangular a fim de determinar os invariantes dinimicos e
tentar predizer o comportamento do atrator reconstruido. Além disso, realizaram-se uma analise
critica e um detalhamento adequado nos procedimentos de predi¢do ndo-linear de séries caéticas,
mostrando a inviabilidade da utilizagdo deste método para a determinagdo dos invariantes
dindmicos de atratores reconstruidos a partir de séries temporais reais, diferentemente do que ¢

sugerido na literatura.
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ABSTRACT

The dynamical analysis of physical systems represents an important inter-disciplinary
subject consisting on extracting qualitative and quantitative information of physical process, by
means of observation of one or more time series. An alternative approach to the dynamical
analysis of dissipative systems employs the theory of dynamical systems. Generically, this is the
determination of asymptotic behavior of nonlinear and dissipative systems, which trajectories
evolve on objects called attractors into the phase space. This behavior is determined by the
evaluation of the dynamical invariants of the attractor: dimension, entropy and Lyapunov
exponents. There are on the literature several algorithms to calculate the invariants by using only
a time series of a system. In practical applications, however, the calculation of the invariants
becomes much more involved, since real-life time series are invariably contaminated by noise. In
this work, the influence of white noise on the determination of the dynamical invariants is
analyzed and efficient and simple procedures are developed, including a new proposal to
estimate the noise level. This has been applied to two well-studied dynamical systems: the
Logistic Map and the Lorenz System, both artificially noise contaminated. The results compared
well with Literature. Afterwards, data gathered from the wake of the flow past a cylinder has

been analyzed in order to evaluate the dynamical invariants and predict the behavior of the

reconstructed attractor. A critical analysis with a detailed procedure of nonlinear prediction of
chaotic series has been presented. Also the unfeasibility of using this method to the
determination of the dynamical invariants of reconstructed attractors from real-life time series

has been shown, differently of suggested by Literature.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

A anilise dindmica de sistemas fisicos € um importante tema interdisciplinar cujo
objetivo consiste, basicamente, na extragdo de informagdes qualitativas e quantitativas de
processos fisicos, através da observag@o de uma ou mais séries temporais.

A abordagem mais comum no tratamento dessa classe de problemas consiste na aplicagdo
de modelos matematicos e métodos computacionais baseados na teoria de sistemas lineares, onde
o conceito de "modos" ajusta-se perfeitamente a principal ferramenta empregada neste tipo de
analise — a analise espectral ou de Fourier.

Uma abordagem alternativa para a analise dindmica de sistemas fisicos dissipativos
através da observagdo de séries temporais emprega a teoria de sistemas dinamicos (Fiedler-
Ferrara e Prado, 1994). Genericamente, trata-se da determina¢do do comportamento assintético
de sistemas dissipativos e ndo-lineares, cujas Orbitas evoluem sobre objetos chamados atratores
dentro do espago de fase. Geometricamente, atratores sdo objetos para onde sdo localmente
contraidas todas as trajetorias de um sistema e que tém dimens@o menor que a do espago de fase.

O comportamento assintético de sistemas dindmicos dissipativos € determinado através
dos invariantes dindmicos do atrator: dimensdo, entropia e expoentes de Lyapunov. A dimensdo
estd associada ao nimero de graus de liberdade do sistema, a entropia & taxa temporal de
produgdo de informagdo e os expoentes de Lyapunov a sensibilidade as condig¢des iniciais.

Existe na literatura uma série de algoritmos disponiveis para o calculo destes invariantes
a partir da observagdo de uma Unica série temporal de um sistema. Isto € possivel gragas as
contribuigdes de Takens (1981), e Packard et al. (1980). Takens estabelece, através de um
importante teorema, que, para uma quantidade suficientemente grande de pontos livres de ruido,
¢ possivel produzir um mergulho (embedding) do atrator do sistema em um espago Euclidiano de
dimensdo superior, tal que neste mergulho serdo preservados os invariantes do sistema original.
Este teorema representa a base para todos os procedimentos de reconstrugdo de atratores.

Em aplicagBes praticas, o célculo dos invariantes torna-se complicado, uma vez que
séries temporais reais estdo freqiientemente contaminadas por ruido. No desenvolvimento dos

algoritmos utilizados neste calculo, os autores discutiram a influéncia do ruido artificial nos
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INTRODUCAO 2

resultados, entretanto a identificagdo do nivel de contaminacdo, parametro de fundamental
importancia, ndo foi tratada, limitando a aplicagdo a séries temporais artificiais ou reais com
niveis de ruido estatisticamente insignificantes.

Desenvolveram-se, entdo, métodos de redugdo de ruido (Kostelich e Schreiber, 1993)
para possibilitar a analise de séries experimentais. Entretanto, observou-se que a eficiéncia de
varios destes métodos depende também do nivel de contaminagdo. Fez-se, pois, necessario o

desenvolvimento de métodos de identificagdo deste parametro.

Shoulten et al (1994) propuseram um método que utiliza uma renormalizag3o da integral

de correlagdo e identifica o nivel de contaminagdo através de um ajuste ndo-linear por minimos
quadrados. Este método produz valores significativamente subestimados do nivel real de ruido,
que foi, também, confirmado por Sivakumar et al (1999). No presente trabalho propusemos uma
modificagdo no método de Shoulten que produz resultados ligeiramente super ou subestimados,
levando a estimativas mais confiaveis do nivel de contaminagao.

Entretanto, argumenta-se que o simples conhecimento dos invariantes dinamicos €
insuficiente para a caracterizagdo quantitativa dos sistemas dindmicos e a predigdo do
comportamento destes sistemas a partir de séries temporais apresenta-se assim como uma
abordagem mais interessante e ambiciosa. Existe uma série de trabalhos disponiveis na literatura
que se propdem a tratar da questdo da predi¢do utilizando-se séries temporais artificiais. Em
Casdagli (1989) e em Abarbanel et al. (1990) estdo citados os mais importantes. Na maioria
destes artigos, contudo, n3o s3o elucidados os aspectos praticos relacionados aos procedimentos
utilizados, bem como ndo sdo detalhados devidamente os resultados apresentados. Neste
trabalho, em contraste com a literatura, trata-se esta questdo, apresentando-se detalhadamente os

procedimentos utilizados e os resultados obtidos.

1.1 OBJETIVOS DO TRABALHO

Séries temporais cadticas obtidas em laboratorio estdo invariavelmente contaminadas
com ruido inerente aos processos de medi¢do. Dependendo do nivel de contaminag@o, o calculo
dos invariantes dindmicos torna-se inviavel, uma vez que o comportamento deterministico e
assintotico do sistema € mascarado pela presenga do ruido, de origem estritamente aleatoria.

Este trabalho tem como objetivos principais, a analise da influéncia do ruido branco na
determinagdo dos invariantes dindmicos e o desenvolvimento de procedimentos simples e

eficientes que possibilitem a caracterizagdo dinamica de séries temporais reais.
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3 INTRODUCAO

Além disso, objetivam-se a analise critica e o detalhamento adequado nos procedimentos
de predigdo ndo-linear de séries cadticas, buscando esclarecer alguns pontos obscuros na

literatura.

1.2 ORGANIZAGAO DO TEXTO

A dissertag@o apresenta-se estruturada em nove capitulos e dois apéndices, organizados e
subdivididos da forma descrita a seguir.

Nos capitulos 2 e 3, apresentam-se os conceitos fundamentais da Teoria de Sistemas
Dindmicos. No capitulo 2 , apresentam-se a definigdo de atratores estranhos, 0 mapa logistico e o
sistema de Lorenz, sistemas utilizados para a analise de séries artificiais. No capitulo 3, estudam-
se os invariantes dindmicos e os algoritmos mais utilizados para o seu calculo.

No capitulo 4, define-se a reconstrugdo de atratores e estabelecem-se critérios para
escolha dos parametros de reconstruggo.

No capitulo 5, estabelece-se o tipo de ruido estudado neste trabalho e analisam-se alguns
métodos de redugdo de ruido. Além disso, propde-se uma nova metodologia, mais simples e
confidvel, para a estimativa do nivel de ruido.

No capitulo 6, tratam-se de métodos de predi¢do ndo-linear e da lei de escala associada ao
erro de predi¢do produzido por estes métodos.

No capitulo 7, procedeu-se a implementagdo dos algoritmos descritos nos capitulos
anteriores. Para validagdo, aplicaram-se estes algoritmos a séries oriundas do mapa logistico e do
sistema de Lorenz. Os resultados foram comparados com aqueles apresentados na literatura.
Simulando-se a situagdo em que as equagdes governantes da dindmica ndo fossem conhecidas,
realizaram-se estudos para determinar o passo de reconstrugdo e a dimensdo de imersdo, para
proceder-se a reconstrugdo do espago de fase a partir das séries "medidas" numericamente. Em
seguida, calcularam-se a dimensdo de correlagdo, o maior expoente de Lyapunov, a entropia de
correlagdo e realizaram-se predigdes locais e global visando detalhamento e comparagdo dos
resultados com a literatura.

Objetivando a aplicagdo desta analise em séries reais, ruido branco, sinal que possui
densidade de poténcia espectral uniforme, foi produzido numericamente e adicionado, em varios

niveis de contaminagdo, as séries obtidas numericamente. Com estas séries contaminadas

procedeu-se ao estudo do efeito do ruido sobre o célculo dos invariantes e da eficiéncia de dois

métodos de redugdo de ruido e do método de estimativa de nivel de ruido.
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INTRODUCAO 4

No capitulo 8, fez-se uma analise de séries experimentais obtidas em laboratério. As
séries foram medidas na esteira do escoamento sobre um cilindro de base retangular. Este tipo de

escoamento € classificado como sistema aberto, e a aplicagdo da teoria de sistemas dindmicos a

dados experimentais provenientes deste tipo de sistemas € escassa na literatura. O parametro de

controle considerado foi o nimero de Reynolds (Re) e para as medidas utilizadas neste trabalho o
valor deste parametro foi 100 e 900.

As conclusdes e recomendagdes foram relacionadas no capitulo 9.

No apéndice A, encontram-se detalhes da metodologia e do aparato experimental para a
obten¢do das séries temporais reais; e, no apéndice B, apresenta-se 0 método de solug@o, com
regularizagdo, do problema minimos quadrados utilizado na predicdo ndo-linear de séries

temporais.
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Capitulo 2

SISTEMAS DINAMICOS

2.1 INTRODUCAO

Considera-se o seguinte sistema dindmico, composto de equagdes diferenciais ordinarias

de primeira ordem

2=8=f&" @1
se a fungdo f, linear ou ndo-linear, ndo depende explicitamente de #, entdo o sistema é dito
auténomo. Uma equagdo diferencial ordinaria ndo-autonoma e de ordem maior que um pode
sempre ser reduzida a um sistema de equagdes diferenciais auténomo, ao custo da introdugéo de

mais variaveis no sistema. O nimero de varidveis necessarias para descrever este sistema de
equagdes define a dimensdo do espago de fase, e a trajetéria @(&,7), formada por todos os

estados do sistema, no espago de fase, é denominada fTuxo.

No estudo de estabilidade de sistemas lineares e quase lineares dissipativos, onde ocorre
contragdo de um elemento de volume, ou fisicamente, perda de energia, a nogdo classica de
atrator ¢ a de um conjunto para o qual as trajetorias se contraem depois de um tempo

suficientemente longo. Consideremos, a seguir, uma defini¢do um pouco mais precisa.
Definigdo

Uma regido compacta B é um atrator de um fluxo oE,1) se as hipoteses a seguir sdo
satisfeitas,
(i) B é invariante segundo ¢;
(ii) B tem uma vizinhanga contraente;

(iii) o fluxo é recorrente, isto é, trajetorias comegando em qualquer subconjunto aberto de B
voltam a esse subconjunto para valores de t suficientemente longos;

(iv) o fluxo ndo pode ser decomposto, isto é, B ndo pode ser dividida em duas partes
invariantes ndo triviais.
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SISTEMAS DINAMICOS 6

2.2 ATRATORES ESTRANHOS

Além dos atratores citados, que apresentam dimensdo inteira (zero e um,
respectivamente), existem outros que apresentam dimensdo fracionaria, denominados atratores
estranhos.

Segundo Ruelle e Takens (1971) , um atrator é chamado estranho quando as linhas de

fluxo dependem sensitivamente das condigdes iniciais. Num atrator estranho os pontos

inicialmente arbitrariamente proximos estardo exponencialmente separados apds um intervalo de

tempo suficientemente longo. Por outro lado, num sistema dindmico dissipativo as solugdes
geram elementos de volume que se contraem de maneira que a dindmica tende a uma regido
limitada no espago de fases.

A unica maneira pela qual solu¢des unicas podem se contrair numa dire¢do e se expandir
em outra, permanecendo numa regido finita, € por um processo de dobras na diregdo de
contragdo. E, uma vez que as trajetorias ndo se interceptam no espago de fase, isto exige pelo
menos um espago de fase tridimensional.

A dependéncia sensitiva as condig¢des iniciais (DSCI) tem conseqiiéncias praticas. Uma
vez que desvios infinitesimais nas condigdes iniciais estdo sempre presentes, seja devido a
imprecisdes inerentes ou pela existéncia de ruido, a posigdo de uma trajetoria dentro de um
atrator estranho ndo € previsivel de maneira trivial, podendo apresentar oscilagdes irregulares.
Deve-se ressaltar que o comportamento cadtico observado resulta da propria dinidmica
deterministica do sistema, ndo sendo produzido por perturbagdes de origem estocastica.

Atratores estranhos encontrados em sistemas dindmicos continuos apresentam estrutura
tipo-Cantor, auto-similaridade e dimensdo fractal.

Um exemplo de conjunto tipo-Cantor pode ser obtido da seguinte maneira: toma-se um
segmento de reta de comprimento unitario. Divide-se esse segmento em trés partes, removendo-
se a parte interna. Cada um dos segmentos que restam sofre o0 mesmo tipo de divisdo. Repetindo-
se o processo infinitas vezes, a estrutura converge para o chamado conjunto triadico de Cantor.

Pode-se provar que este conjunto tem uma dimens3o ndo inteira, ou seja, fracionaria.
também chamada dimensdo fractal. Apesar de parecer constituir um conjunto de pontos, existe
uma estrutura subjacente, que esta entre a reta (dimensdo um) e o ponto (dimensdo zero), de
dimensdo fractal 0,6309.
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7  SISTEMAS DINAMICOS

O conjunto triddico de Cantor apresenta, também, auto-similaridade, cada linha é similar
ao estagio anterior de construgdo. Padrdes de auto-similaridade aparecem freqiientemente no
contexto do caos.

A seguir sio apresentados o sistema de Lorenz e o mapa logistico, sistema dindmico

continuo e mapa', respectivamente, que apresentam atratores estranhos. Os valores dos

parimetros de controle correspondentes, foram particularmente escolhidos para facilitar a
comparac¢do dos resultados com a literatura. Cumpre notar que todas as figuras foram obtidas

resolvendo-se o sistema e iterando-se o mapa com os pardmetros indicados.

2.2.1 Mapa Logistico

O mapa logistico (May, 1976), é um modelo para a dindmica de populagdes biologicas, e

¢ dado pela seguinte relagdo de recorréncia,
yi-i-l:uyr'(l_yi):pp(yi) (2.1)

Neste modelo, a populagdo na proxima geragdo (y,,,) € dada pelo produto entre a
populagdo atual (y,) e a taxa de reprodugdo, que depende da populagdo atual. Este modelo,

pertencente a classe dos mapas unimodais, simula o crescimento populacional restrito, por
exemplo, a oferta de alimento, pois a medida que a populagdo aumenta muito a taxa de variagdo
diminui, limitando o crescimento populacional.

Este mapa possui um comportamento bastante rico e pode-se observar a complexidade do
seu diagrama de bifurcagdes, que sdo mudangas qualitativas do comportamento da solugio,
variando-se o pardmetro de controle , iterando-se 0 mapa vérias vezes e plotando-se os pontos
de equilibrio obtidos (Fig. 2.1).

Para p<3, qualquer populagdo inicial evolui em diregdo a um ponto de equilibrio
estavel, que se encontra na interse¢@o da bissetriz do grafico de primeiro retorno (Fig. 2.2) e do

mapa logistico.

! Denomina-se mapa um sistema dinimico que evolui com o tempo de forma discreta e pode ser obtido, por
exemplo, pelas intersegdes entre uma hiper-superficie n-1-dimensional e um fluxo n-dimensional de classe c,
transversal a ela. Esta hiper-superficie ¢ denominada se¢do de Poincaré.
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SISTEMAS DINAMICOS 8

9 ;3 3.I1 3.'2 373 3:4 3?5 3?5 377 318 39
1]
Figura 2.1 Diagrama de bifurcagdo para o mapa logistico.

Em p=3, onde a derivada de F, (y) no ponto de equilibrio é —1, ocorre uma bifurcagéo

de duplicagdo de periodo, resultando num ciclo limite de periodo 2. A medida que p se torna

maior, ocorrem novas duplicagdes de periodo, resultando numa cascata de bifurcagdes. Para
p>p, =3,5699---(Feigenbaum, 1978), sucedem-se regides caodticas e periddicas, janelas de
periodicidade, podendo-se constatar a existéncia de atratores com periodo impar. O mapa
logistico € limitado superiormente por pmsx= 4 (Devaney, 1992). Neste trabalho, a série oriunda

desse mapa foi obtida para p = 3,8, resultando no atrator mostrado na Fig. 2.2.

1.0

0.6
Y.

Figura 2.2 Griéfico de primeiro retorno para o mapa logistico (i = 3,8).

AVA
AVAVAL

2 3 4 5 6 ) Eunespw. 12 13 14 15 16 17 18



O  SISTEMAS DINAMICOS

2.2.2 Sistema de Lorenz

O sistema de Lorenz (1963) é um sistema de trés equagdes diferenciais derivado da
simplificagdo de um sistema obtido por Saltzman para estudar convecgdo de amplitude finita em
uma camada de fluido entre placas separadas uniformemente e com diferenga de temperatura

constante. O sistema resultante é dado pelo conjunto de equagdes diferenciais a seguir:

X =o(Y - X)
Y=-XZ+rX-Y 2.2
Z=XY-bZ

Para obter as solugdes numéricas do sistema de Lorenz, utilizaram-se os seguintes
valores, presentes na literatura, para os pardmetros do sistema o =10, 5=8/3 e r =28. Além

disso, a integragdo numérica foi efetuada utilizando-se algoritmo de Runge-Kutta de quarta

ordem (Press et al., 1996), com passo de integragio h=1x 10® e tempo de amostragem

At =3 x 10” (Fig. 2.3).

30+
20\-

-20

Figura 2.3 Atrator de Lorenz (o =10,7 = 28,5 =8/3).
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Capitulo 3

CA0S DETERMINISTICO

3.1 CARACTERIZACAO

Sistemas deterministicos cuja evolugdo temporal conduz assintoticamente a atratores
estranhos apresentam dindmica cadtica. O caos deterministico é, essencialmente, devido a
dependéncia sensitiva as condigbes iniciais. Esta dependéncia resulta das n3o-linearidades
presentes no sistema, que amplificam exponencialmente diferengas infinitesimais nas condi¢des
iniciais.

Existem algumas caracteristicas qualitativas do comportamento dos sistemas caéticos
deterministicos (Fiedler-Ferrara e Prado,1994):

(1) imprevisibilidade, o conhecimento do estado do sistema durante um tempo
arbitrariamente longo n3o permite dizer, de maneira imediata, sua evolugdo posterior, entretanto,
as oscilagdes ndo sdo completamente arbitrarias;

(i)  espectro continuo de freqiiéncias, caracterizando um comportamento aperiodico;

(i)  invaridncia de escala, significando uma certa estrutura hierarquica com
caracteristicas de auto-similaridade;

(iv)  tendéncia a repeti¢do de padrdes, embora sem periodicidade.

3.2 EXPOENTES CARACTERISTICOS DE LYAPUNOV

Os expoentes caracteristicos de Lyapunov servem para medir a taxa de divergéncia de
trajetorias e portanto, quantificar a dependéncia sensitiva as condig¢des iniciais (Brown et al.
1991, Wolf et al.,1985 e Kantz, 1994).
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11 CA0S DETERMINISTICO

Definigdo

Considera-se um sistema dindmico continuo de m equagdes diferenciais ordinarias. Seja
um pequeno hiper-volume esférico, de raio £(x;), de teste de estados iniciais vizinhos wy em

torno do ponto inicial xo, de uma linha de fluxo,

[Wo — x| <€(x,) (3.1)

Com a evolugdo temporal do sistema, a hiper-esfera deforma-se em um hiper-elipsoide
com eixos principais & (x), / = 1, 2, ..., m. Os expoentes de Lyapunov medem o crescimento

exponencial dos eixos principais &;(x;) e sdo definidos por,

A, =lim lim zlnw, i=1,...,m
t—o0 £(xo )0 f S(xﬂ)

Da Eq. (3.2), pode-se concluir que,

g, (x,) ~ &(x, Je™ (3.3)

(i) a existéncia de um ou mais expoentes de Lyapunov positivos define uma instabilidade
orbital nas dire¢Ges associadas;

(i1) para uma solugdo cadtica, a Dependéncia Sensitiva as Condig¢des Iniciais (DSCI)
implica na existéncia de pelo menos um expoente de Lyapunov positivo;

(iii) para uma solugdo periddica ou quasiperiédica pode-se esperar que deslocamentos na
diregdo perpendicular a0 movimento diminuam com o tempo, enquanto que ao longo da
trajetoria eles ndo sejam alterados, correspondendo a um simples deslocamento do ponto inicial,
isto implica em expoentes negativos nas dire¢Ges perpendiculares ao deslocamento e em
expoente nulo ao longo da trajetéria.

Num instante 7, pode-se escrever o elemento de hiper-volume no espago de fase como,

8v(1) =ITe, (x,) (3.4)

Substituindo a Eq. (3.3) em (3.4), tem-se

ov(r) = dv(0) exp(gl 7&.,.:)
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CAOS DETERMINISTICO 12

Existem duas situagdes para as quais o hiper-volume no espago de fase ndo se expande:

(i) quando ik, = 0, situagdo em que &v(7) = 8v(0), e o sistema € conservativo,
i=1

(ii) quando il, <0, situagdo em que dv(f) < 8»(0), e o sistema € dissipativo.
i=1

Pode-se identificar um atrator pelo sinal dos expoentes de Lyapunov. Por exemplo,
consideram-se os sinais dos trés expoentes de Lyapunov associados aos atratores possiveis em
um espago de fase tridimensional. Tem-se,

(1) ponto fixo: as trajetorias convergem para um unico ponto, portanto todos os expoentes
sdo negativos (-,-,-);

(i1) ciclo limite: as trajetorias convergem, exceto na dire¢do de deslocamento, que
corresponde ao expoente nulo (0,-,-);

(iii) toro T'?: ha duas dire¢des de deslocamento (0,0,-);

(iv) atrator estranho: um dos expoentes deve ser positivo, uma vez que existe DSCI, ao

longo da trajetoria associa-se um expoente nulo, e, sendo o sistema dissipativo, a desigualdade

Y A, <0 deve ser valida, portanto o ultimo expoente deve ser negativo (+,0,-).

i=1
Com o estudo anterior, identificaram-se duas condigdes para a ocorréncia de atratores
estranhos em sistemas continuos:

(1) existéncia de pelo menos um expoente de Lyapunov positivo;,

(if) A, <0, garantia de que o sistema seja dissipativo,

i=1

Uma outra condigdo é:

(1) dimensdo do espago de fase m > 3.

Para esta ultima afirmag@o, supde-se inicialmente que seja possivel a ocorréncia de
atratores estranhos em sistemas bidimensionais. Um dos expoentes de Lyapunov ¢é
necessariamente positivo, uma vez que deve existir DSCI. O expoente correspondente a diregdo
de deslocamento do fluxo deve ser nulo. Entdo, a soma dos expoentes de Lyapunov seria
positiva, que ndo satisfaz a condi¢do de que o sistema seja dissipativo. Portanto, é necessario que

exista uma outra dimensdo, para a qual o expoente de Lyapunov associado seja negativo, de

modo que satisfaga YA, <0. Logo, deve-se ter pelo menos um espago de fase tridimensional
i=1
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13 CA0S DETERMINISTICO

para a ocorréncia de atratores estranhos. Esta condi¢do ndo se impde sobre mapas, entretanto, o
sistema continuo do qual o mapa é derivado deve satisfazé-la.
A definigdo dos expoentes de Lyapunov para mapas ¢ aniloga. Seja o mapa

unidimensional,

Yia =F(;) (3.6)
Sejam dois pontos iniciais y, e z,, e a distancia inicial entre eles,

8=z -y
Admite-se que a distdncia apds uma iteragdo seja

8'=z, - y,,

tal que

(3.9)

Entdo, L mede a expansdo exponencial da distancia inicial, como resultado de um unica
iteragdo.

Pode-se escrever a Eq. (3.8), utilizando-se a Eq. (3.7), como,

8'=F(y, +8)-F(y,)

E usando as Eqgs. (3.9) e (3.10), tem-se

|F(», +8)— F(3,)| = [3le* (3.11)

Iterando-se o mapa N vezes, tem-se IF Y, +8)-F" (3, )I =[5le™ que pode ser escrita

como,

L

InEF“’(y, +6§—F”(y,)| 6.12)

o
N

Para eliminar a dependéncia de L com N e §, considera-se uma distincia inicial

infinitesimal e um nimero infinito de iteragdes,

s L PN 0 +8)-FY )| 1, |dFY ()
l(yl)-L(y;)—},lglmlalg;Nln| - |—p}len T
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CA0S DETERMINISTICO 14

que é, por definicdo, o expoente caracteristico de Lyapunov. Pela regra da cadeia, onde

Vi =Fj(y~1),

dF" (y,) _dF(yy) dF(yy.) dF()
dy, &, @, d,

Substituindo (3.14) em (3.13) tem-se,

A

ﬂdiﬁ,}f )‘ & ,‘JEL%:EJ"IF (O (3.15)

A generalizagdo para m dimensdes € imediata. Seja o mapa x,,, = F(x;), com x, FeR",

define-se o espectro de expoentes de Lyapunov como,

ki =;i51w%1n|&j : j=1,...,m

onde \A‘Zl sdo os modulos dos autovalores da matriz de Floquet MF definida por

MF =T1J(x,) (.17)

onde J(x;) é a matriz jacobiana da fungdo F(x) calculada em cada iterada. E, uma vez que os
autovalores dessa matriz sdo invariantes a mudangas de coordenadas no espago de fase, os
expoentes de Lyapunov também o sdo.

Na Fig. 3.1, apresentam-se os expoentes de Lyapunov calculados, em fung¢do do
pardmetro de controle p, utilizando-se o procedimento anterior, para o mapa logistico. Observa-
se que o expoente de Lyapunov é nulo nos pontos de bifurcagdo, € negativo nas regides
periddicas, inclusive nas janelas de periodicidade, e € positivo nas regides cadticas, em
particular, para p = 3,8, A = 0,43.

Na Fig. 3.2, apresentam-se os trés expoentes de Lyapunov calculados para o sistema de
Lorenz, com os parametros ja referidos. Utilizou-se um método sugerido por Wolf et al (1985)
para o calculo a partir das equagdes diferenciais conhecidas. Este método utiliza como trajetoria
fiducial, ou de referéncia, a solugdo das equagdes governantes. As trajetorias dos pontos sobre a
hiper-superficie de uma hiper-esfera sdo dadas pela agdo das equagdes governantes linearizadas

sobre pontos infinitesimalmente distanciados da trajetoria fiducial.
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Figura 3.1 Expoentes de Lyapunov para o mapa logistico.
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CAO0S DETERMINISTICO 16

3.2.1 Método de Wolf

O método proposto por Wolf et al (1985) é uma adaptagdo de métodos propostos para o
calculo dos expoentes de Lyapunov quando as equagdes governantes sdo conhecidas. Trata-se de
um método que possibilita a estimativa dos expoentes de Lyapunov nido-negativos de um atrator
a partir de uma série experimental. Neste trabalho, estamos interessados somente no maior
expoente de Lyapunov, correspondendo ao primeiro estagio do algoritmo, que sera explicado
sucintamente.

Considera-se uma trajetoria fiducial no atrator reconstruido {xo, xi, ...}. Localiza-se o
vizinho mais proximo do primeiro ponto desta trajetoria (wo) e denota-se a distancia entre estes
dois pontos por L(f) <€, onde € é o didmetro de uma vizinhanga. Acompanha-se a evolugio
temporal destes pontos até que, num tempo posterior #;, a distancia inicial tenha evoluido para
L'(ty) > €. Substitui-se wo, por um novo vizinho mais proximo de x;, que esteja na diregdo de
L'(t), tal que L(1;) <e. Segue-se este processo até todos os pontos da trajetoria tenham sido

percorridos. O maior expoente de Lyapunov € obtido pela média ao longo da trajetoria,

- L'(t,
A = : MEIIng ﬁ
’M _tﬂ i=0 L(’r)

onde M € o numero total de vezes em que se escolheu um novo vizinho.

No limite de um nimero infinito de pontos na série temporal e na auséncia de ruido €
sempre possivel escolher um novo vizinho que esteja na dire¢do de L'(#.1). Contudo, na pratica
isto ndo € possivel, e procura-se um novo ponto mais proximo de x; que esteja dentro de um cone
de altura €, cujo eixo de simetria coincida com o segmento L'(#.;), € com angulo de abertura
0 = /9. Se nao for encontrado um ponto dentro desse cone, aumenta-se o angulo de abertura até
encontrar-se um vizinho. Além disso, para sinais com ruido é importante que ndo se escolha
vizinhos mais proximos que a amplitude do ruido, uma vez que, isto poderia distorcer o resultado
da estimativa do expoente. Freqiientemente, ndo se conhece esta amplitude e um método para
sua estimativa torna-se necessario. No capitulo 5 sera apresentado um método simples baseado

no algoritmo para o calculo da dimensdo de correlag@o.
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17 CA0S DETERMINISTICO

3.2.2 Método de Kantz

Um método muito simples para célculo do maior expoente de Lyapunov de um atrator
estranho foi desenvolvido por Kantz (1994). O algoritmo utiliza propriedades estatisticas da taxa
de divergéncia local de trajetorias proximas.

Considera-se a representagdo de uma série temporal como uma trajetéria no espago de
fase m-dimensional e assume-se que x;' seja o retorno de um ponto previamente visitado em x;.
Entdo, pode-se considerar a distdncia Ap = x; - X;' como um pequena perturbagdo, que cresce
exponencialmente com o tempo. A evolugdo temporal de Ao pode ser observada da série
temporal A; = X;4 - X', € se |A; |~Aoe™ , entdo A é o maior expoente de Lyapunov, na pratica,
entretanto, existem flutuagdes devido, entre outras causas, a presenga de ruido. Baseando-se

nisto, pode-se entdo derivar uma estimativa consistente e robusta para o maior expoente de

Lyapunov,

S(e,m,7) = ,,,[_L. o (3.19)
|ui|x;eu,

onde u; ¢ um conjunto formado por todos os pontos que se encontram dentro de uma vizinhanga
de x; de raio €, e s € uma coordenada do vetor x. Se S(g,m,t), fungdo expansdo média, exibe
crescimento linear com inclinagdo constante para m crescente e para um intervalo razoavel de € ,
entdo esta inclinagdo € considerada uma estimativa para o maior expoente de Lyapunov (Amax).
Além dos pardmetros de imersdo, que serdo tratados no capitulo 4, o didmetro € da
vizinhanga é de fundamental importancia neste método. Quanto menor, maior € o intervalo de
linearidade da curva representada por S(t), se este intervalo existir. Obviamente, nimero finito
de pontos e ruido estabelecem um limite inferior para €, que é da ordem da amplitude do ruido.

O problema entdo passa a determinag@o da amplitude do ruido, que sera abordada no capitulo 5.

AVA
AVAVAL

2 3 4 5 6 ) Eunespw. 12 13 14 15 16 17 18



CAO0S DETERMINISTICO 18
3.3 DIMENSAO FRACTAL

Seja um conjunto de pontos 4 num espago de dimensdo m. Recubra-se esses pontos com

hiper-cubos de lado €. Define-se a dimensdo de Hausdorff ou fractal (Girault, 1991) como,

P i E) (3.18)
e log(1/g)

onde N(g) é o nimero minimo de hiper-cubos de lado € necessario para cobrir todo o conjunto de

pontos 4, ou seja, N(g) varia segundo £ para € —0.

A definigdo recupera o conceito euclidiano de dimensdo inteira e permite sua
generalizagdo para conjuntos mais complexos. Se 4 € composto por um conjunto finito de
pontos, N(g) € constante para € —0; como log(1/€)—>x nesse limite, tem-se D, =0, para um
segmento de comprimento L, N(e)~Le™ e portanto D, =1; para uma superficie, N(g)~¢™ para
e—>0 e D, =2. Ja para o conjunto triadico de Cantor, N(¢)~2" para €0, enquanto g~1/3".

Entéo, pela defini¢do, tem-se

b <l logN(e) log2 _

= = 0,63 (3.19)
0 log(l/e) log3

A definig@o precisa de dimensdo de Hausdorff exige que N(g) seja 0 nimero minimo de
caixas de lado € necessario para recobrir 0 atrator, ou seja, ha de se escolher o0 modo particular
pelo qual se dividira o espago de fase em caixas. Caso ndo se proceda a uma otimizagdo, pode-se
obter valores diferentes para N(g). Na pratica essa otimizagdo € inexeqiiivel na maioria dos casos,
tendo-se, entdo, que se calcular N(g), numericamente, como o nimero de caixas com pelo menos
um ponto do atrator, dividindo-se arbitrariamente o espago de fase em caixas de lado €. A
dimensdo calculada desta forma é chamada de capacidade e é uma boa aproximagdo para a
dimens@o de Hausdorff.

Os algoritmos numéricos disponiveis para o calculo da capacidade fazem uso direto da
defini¢do e sdo chamados algoritmos de contagem de caixas. Nesses algoritmos divide-se a
regido do espago de fase ocupada pelo atrator em caixas de lado €, itera-se o sistema N vezes
(~10°% e contam-se quantas destas caixas tém pelo menos um ponto do atrator, M(). O calculo

deve ser repetido para diversos valores de €. D, ¢é dada pela inclinagdo do grafico

log N(g) x log(1/g).
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19 CA40S DETERMINISTICO

Programas para algoritmos de contagem de caixas exigem em geral bastante memoria e
consomem razodvel tempo de processamento, pois, 8 medida que € diminui, N(g) converge muito
lentamente. Mesmo utilizando-se algoritmos sofisticados de contagem de caixas, em geral o
procedimento torna-se impraticavel para dimensdes maiores que dois.

Além do método de contagem de caixas, existem outras propostas numéricas para o
calculo da dimensdo fractal. No método de contagem de caixas mantém-se o tamanho das caixas
fixo e vé-se de que modo a densidade em cada caixa varia ao longo do atrator. Na proposta do
método dos vizinhos proximos, recobre-se também o atrator com caixas, mas essas caixas s3o
definidas de modo a conter sempre 0 mesmo numero de pontos. A dimensdo fractal € entdo
obtida pelo estudo da variagio do raio dos aglomerados ao longo do atrator (Badii e Politi,
1984).

Nem sempre € possivel estabelecer-se com seguranga a regido do grafico

log N(g) x log(1/€) que deve ser considerada na regressdo linear para a determinagdo de D, .

Muitas vezes, o valor da inclinagdo da reta ajustada depende do intervalo considerado do
pardmetro £ e as flutuagdes observadas sdo, geralmente, maiores que os erros sugeridos pela
regressdo linear.

Tais flutuagdes sdo intrinsecas aos atratores e refletem o fato dessas estruturas serem mais
complexas que o esperado e a invaridncia de escala ndo ser exata. Elas ocorrem em sistemas com
multiplas lei de escala ou sistemas onde a lacunaridade é grande. A nogdo de lacunaridade esta
relacionada com o grau de invaridncia translacional de um conjunto fractal e permite distinguir
conjuntos com a mesma dimenséo fractal, mas com diferentes texturas. Conjuntos com vazios de
varios tamanhos sdo muito lacunares, enquanto que conjuntos com espagos vazios de mesmo
tamanho tem lacunaridade proxima de um.

As flutuagdes intrinsecas devem ser consideradas no calculo do erro associado a
dimensdo fractal. Deve-se calcular a dimensdo para diferentes intervalos de €. A média dos
valores obtidos e o grau de dispersdo dos resultados em torno dela fornecem valores mais

realistas para D, e seu erro.

A escolha do intervalo de valores de € que sera usado na regressdo linear pode ser feita
estudando-se a chamada derivada local. Se os pontos estdo realmente sobre uma reta, a derivada

tera o mesmo valor para qualquer ponto (Fiedler-Ferrara e Prado, 1994).
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CA0S DETERMINISTICO 20
3.3.1 Dimensoes Generalizadas

Muitos fractais nio sdo homogéneos em sua invariancia de escala, algumas regides do
atrator sdo mais densas e s3o visitadas com maior freqiiéncia e o conceito de dimensdo fractal
ndo € suficiente para caracterizar toda a riqueza de estrutura. Deve-se, entdo, considerar outros
momentos da distribui¢do estatistica dos pontos sobre o atrator (Hentschel e Procaccia, 1983).

Deseja-se estudar como a distribui¢do de probabilidades p;, de se ter um ponto na i-ésima

caixa de lado €, varia ao longo do atrator a medida que 0. Define-se p;, como,

. N,
P =RBi)= 0 = (3.20)

onde N é o numero total de pontos e N; é o nimero de pontos na caixa i. Definem-se as

dimensdes generalizadas de Renyi como,

l0g, 1 p?
D, =—lim 822 P
q—1¢e0 log, €

(geR,q#1) (3.21)

Essa defini¢do tem uma relagdo direta com a informagao generalizada de Renyi de ordem g,

(3.22)

i (p)=ﬁlogz THE pa (qeR,g=1) (3.23)

¢ a informagdo generalizada de Renyi de ordem ¢g. Baseando-se na defini¢do, pode-se obter uma
interpretagdo para as dimensdes generalizadas. Considerando os casos mais simples,

parag =0,
Yo P =NE)
e

D, =lim log N(e)
€0 log(l’fa)
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21 CA0S DETERMINISTICO

¢ a dimensdo fractal. Note-se que na defini¢do de dimensdo, a base utilizada € irrelevante, uma

vez que ela ¢ dada pelo quociente de dois logaritmos.

Para g =1, 0 limite 7“°"(p) vale - Y_ p, log, p;, €

N(e)

> p;logp,

i=1

n —
e lOg(II,"’S)

que é chamada dimensdo de informag@o.
Para g = 2, tem-se,

N(e)

log 3" p!
D, =lim —£—
<0 log(l/e)

que é chamada dimensdo de correlagéo.

Pode-se demonstrar que,

D, <D, ,se g>q', geR (3.28)

ouseja, D, 2D, 2D, >---, a igualdade vale se o atrator é homogéneo e sua auto-similaridade

pode ser completamente descrita por uma Unica regra.

A diferenga entre as infinitas dimensGes generalizadas mede o grau de nio-
homogeneidade do atrator. Quando essa diferenga ocorre diz-se que o atrator é multifractal.
Quando g—o, as regiGes mais densas do atrator sdo realgadas. E quando g—-oo, realgam-se as

regides mais rarefeitas.

3.3.2 Algoritmo de Grassberger-Procaccia

A dimensdo de correlagdo ¢ muito utilizada atualmente, devido a facilidade de calculo

proporcionada pelo algoritmo desenvolvido por Grassberger e Procaccia (1983).

N(g)
Observe-se que Z pl é a probabilidade de que dois pontos do atrator estejam dentro de

i=1
uma mesma caixa de lado €. A idéia de Grassberger e Procaccia é aproxima-la pela probabilidade

de que dois pontos do atrator estejam separados por uma distdncia menor que €, ou seja,
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CA0S DETERMINISTICO 22

N(e)

> pl = im N— = 9[5 | Yo (3.29)

:z_;

onde C(g) é denominada integral de correlagdo, x; é o vetor associado ao i-ésimo ponto do

atrator, € a 0(C) fungdo degrau de Heavside,

1 sel>0
0(6)=<1/2se =0
0 se £<O0

e N € o nimero total de pontos no atrator. A dimensao de correlag@o € calculada como,

Dolen log C(g) C(e)

3.31
=0 Joge (534

ou seja, D, (ou d) € a inclinagdo de uma reta definida pelo grafico log C(g) x log €, para ¢

pequeno.

O algoritmo de Grassberger-Procaccia é mais facil de implementar que os algoritmos de
contagem de caixas e permite o calculo da dimensdo de sistemas multidimensionais, entretanto,
existem limitagdes quanto ao nimero necessario de pontos na série para esse calculo (Eckménn e

Ruelle, 1992). De acordo com a Eq. (3.28), D, < D,, na maior parte dos casos, D, ~D,, e esse

algoritmo fornece um limite inferior e um valor aproximado para a dimenséo fractal.

E possivel calcular-se D, através de uma generalizagdo desse algoritmo, estendendo-se a

defini¢do da integral de correlagao,

1/(g-1)

C,(®)=lim 71?2,[ S0 -, - "DT

As dimensoes generalizadas sdo dadas, entdo, por

logC (e
Dq ~lim L‘()
£—0 Iogg
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23 CAO0S DETERMINISTICO

3.4 ENTROPIA DE KOLMOGOROV-SINAI

Definigdo

Considere-se um atrator no espago de fase. Recubra-se este atrator com hiper-cubos de

lado €. Seja uma seqiiéncia de g hiper-cubos i,i,,:+,i, € seja p(i,,i,,**~,i,) a probabilidade

de que o sistema se encontre sucessivamente nos hiper-cubos i,,#,,:--,i, em intervalos de

g
tempos regulares t. Segundo Shannon (Fiedler-Ferrara e Prado,1994):, a informag@o associada a

seqiiéncia de g hiper-cubos € proporcional a

IPE)== X Ppl,iy, i )In pliy,iy,e-,i,) (3.349)

i1aig iy
Trata-se também da informagdo necessaria para localizar o sistema em uma trajetoria

especial i;,i;, -+,i; com precisio €, quando se conhece a priori, apenas as probabilidades

P(iy,iy,e+,i,). Entdo 1{),(e)-1(€) € a informagdo adicional necessaria para predizer em

o sistema estari, sabendo-se que ele esteve em i ,i,,---,i. antes.

qual cubo i =

g+l
Consequentemente, /%), (¢)-7 () mede a perda de informagdo do observador (e a
conseqiiente geragdo de informagdo no sistema) entre o tempo gt e (g +1)t.

A entropia métrica ou de Kolmogorov-Sinai é definida como a taxa média de criagdo de

informag@o no sistema,

k, =lim lim lim iff’(a):iim fim lim i_z_p(fl,...fs)ln PGyse.iy)

=0 €50 g gr 0 e—0 g—o g—t

Para mapas (t1=1) o limite T— 0 é omitido.
A defini¢do de Shannon para informagdo ndo é a unica possivel. Seja a distribuigdo de

probabilidades {p,, p,,...,p,}, correspondendo as probabilidades associadas a g diferentes

configuragdes do sistema. Para essa distribuigdo de probabilidades definem-se as informagGes

generalizadas de Renyi de ordem g por
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1‘ log,$p?, qeR, g=I (3.36)
—q i=1

I(q’(Pl:Pza"-’Pg)=

As informagdes /® sdo generalizagdes da informagéo de Shannon. De fato, é possivel

mostrar-se que

i [P = (3.37)

g+l

As informagdes generalizadas de Renyi de ordem g permitem a definigdo de dimensdes
generalizadas que sio facilmente acessiveis em situagdes experimentais. Além disso, /¥

fornece a entropia de correlagdo que é um limite inferior para a entropia de Kolmogorov-Sinai.

3.4.1 Informagdo e Expoentes de Lyapunov

Seja uma regido do espago de fase recoberta por uma malha 3. Quanto mais fina esta

malha, melhor se pode especificar a posi¢io de um ponto x, nessa regido. Seja /™ o nimero de

especificagdes necessarias para localizar o ponto x, em fungdo do nimero N de sub-regides de
3. Quando se tem uma tunica sub-regido, o ponto so6 pode estar 13, ndo havendo necessidade de
nenhuma especificagdo adicional, /” =0. Para N =2', basta uma especificagio, /™ =1, em
uma ou na outra sub-regido. Para N =22, tem-se /"’ =2. Generalizando, tem-se N =2", logo

IV =n, entdo,

o _

I =log, N (3.38)
que € a definicdo de Boltzmann para a entropia. Quanto maior o nimero de sub-regiGes maior
sera o nimero de especificagdes necessarias para encontrar 0 ponto x, € maior a informagdo
gerada no sistema pela malha 3.

A informagdo /" ligada ao conhecimento da posigdo x, ¢ dada, segundo Shannon, por
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25 CA0S DETERMINISTICO

(3.39)

se a malha tem N sub-regides iguais, entdo, p, =1/N e recupera-se o resultado da Eq. (3.38).

Comparando-se as Eqs. (3.34) e (3.39) vé-se que a diferenga é a base do logaritmo.
Rigorosamente, a defini¢do da informagdo de Shannon utiliza base dois, assim a Eq. (3.34)
fornece uma quantidade proporcional a informagdo de Shannon. Entretanto, geralmente, se esta
interessado na taxa com que a informag#o varia quando o tamanho das sub-regides diminui, e,
nesse caso, a base utilizada é irrelevante.

Do caso discreto passa-se para o sistema continuo. Seja Ax; um elemento de
comprimento e € uma unidade de comprimento, com € << Ax, . Entdo, Ax, =Ne, onde N é o

nimero de sub-regides.
A informagdo que se obtém através da especificagdo de um ponto em Ax; usando a

unidade € € dada por,

I0 —log, N=log, 2% (3.40)
€

Admite-se que Ax; corresponda a distancia entre dois pontos no espago de fases de um

sistema dindmico no instante 7 . Seja Ax,(0) o valor inicial dessa distdncia. Tem-se, entdo,

Ax, () = Ax, (0)e™ (3.41)
onde A, é o expoente de Lyapunov associado a dindmica. Substituindo a ultima equagio em

(3.39) resulta,

Ax, (0)e™
I(l) =logz I( )e

e portanto,
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ar®
b S 8 3.43
dt = (0.49)

Consequentemente, quando existe pelo menos um expoente de Lyapunov positivo num

sistema dindmico produz-se informag3o no sistema. Portanto, é natural que a quantidade Z'/\.‘
A0

esteja relacionada com a taxa de produgdo de informag@o no sistema, que é a entropia de

Kolmogorov-Sinai. Ruelle estabeleceu a desigualdade k, < Y A,, e Pesin demonstrou que
A;>0

satisfeitas certas condigdes, a igualdade € valida, k, = XA, .
;>0

3.4.2 Processos regulares, cadticos e estocdsticos

Considera-se a evolugdo de dois pontos inicialmente proximos no espago de fase.
Admite-se que tais pontos estejam sujeitos, em momentos diferentes, a uma dindmica regular,
cadtica e estocdstica (ou aleatdria), sendo que neste ultimo caso, a evolugdo temporal ndo €
deterministica.

Num processo regular pontos inicialmente préximos continuam assim ao longo da
trajetoria produzida pela dindmica associada. Nenhuma informagdo adicional é produzida no
=0.

sistema. Deve-se, portanto, esperar uma entropia associada nula, &, ...,

Num processo estocdstico, ao contrario, pontos inicialmente proximos sdo distribuidos
com igual probabilidade para qualquer nova posi¢do consistente com os vinculos do sistema.

Existe, portanto, geragdo de informago infinita no sistema, X, ,.,sme0 —> -

Em processos cadticos, devido a DSCI, pontos inicialmente adjacentes separam-se
exponencialmente com a evolugdo temporal. Existe geragdo de informagdo no sistema e a

entropia é finita e positiva, 0<k, < Y A,. A existéncia de entropia de Kolmogorov-Sinai

A,

positiva e finita é condig3o suficiente para a existéncia de caos deterministico.
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Uma outra distingdo importante entre esses processos € a dimensdo da dindmica
assintotica para tempos suficientemente longos.

Para processos regulares e cadticos a dimensdo dos atratores € sempre menor que a
dimensdo do espago de fase. No caso de processos esfocdsticos, nio existem atratores € a
dindmica ocupa todas as dimensdes do espago de fase. Além disso, para processos regulares a
dimensdo é sempre inteira, € em processos cadticos sdo encontradas dimensdes fracionarias para

sistemas continuos, e dimensdes inteiras ou fracionarias em mapas.

3.4.3 Entropia de Correlagdo e o Algoritmo de Grassberger-Procaccia

Uma vez que um valor positivo e finito para a entropia métrica é condigdo suficiente para
a ocorréncia de caos deterministico, interessa-se em buscar uma estimativa para este invariante.
O calculo direto da entropia métrica, assim como o da dimensio fractal, faz uso de algoritmos de
contagem de caixas, o que se faz, entdo, é calcular a entropia de correlagdo, pois sabe-se que ela
¢ um limite inferior para a entropia métrica (Fiedler-Ferrara e Prado, 1994).

A entropia de correlagdo, utilizando-se a Eq. (3.36) com g = 2, € dada por

In¥ p;
k, =-lim lim —

€30 AT AT

€ como,

19 (e,AT)

s, AT

e utilizando a aproximagdo de Grassberger-Procaccia, In X pl ~C(g), temos

1P (e,AT)~k,(e)AT ~—-In C(g,AT) (3.46)

onde AT=gt. O pardmetro 7, o intervalo tempo utilizado para observar o sistema, pode ser

interpretado como o passo de reconstrugdo. Nesse caso, g = m, ja que bt € o intervalo de tempo
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durante o qual se observa o sistema, com a finalidade de proceder-se a reconstrugéo, pode-se,
entdo, escrever C(g,AT) = Cn(€).
A entropia corresponde a taxa média de criagdo de informagdo no sistema, entdo k; pode

ser determinada a partir da subtragdo das informagdes de ordem dois entre os instantes gt e

g+,

1P, (g +1)1)-1?(e,gt)= 1k, () ~ In Cal®) (3.47)
Cm+1 (8)

onde e—>0 e m—o. Para estimar-se k; calcula-se o valor médio da Eq. (3.47) para diversos

valores de € na regido de linearidade das curvas log; C(g) x log; €. A medida que m cresce esse

valor converge para k,. Cumpre ressaltar que esta estimativa esta sujeita s mesmas limitag¢des do

calculo da dimensdo de correlagdo.
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Capitulo 4

RECONSTRUCAO DE ATRATORES

4.1 INTRODUCAO

Para analisarem-se as propriedades de um atrator associado a uma série temporal com
comportamento caético deterministico é necessario efetuar-se a reconstrug@o de tal atrator num
espago de fase conveniente. Uma idéia para isso foi sugerida por Packard et al. (1980). Os
autores mostram que para um atrator do modelo de Rossler, o espago de fase y, y, y conduz as
mesmas informagdes que o espago real y; ,y2 ,y3 das varidveis do modelo. Entretanto, o calculo
das derivadas amplifica os erros experimentais e o algoritmo se torna pouco pratico para sinais
experimentais, principalmente se o nimero de variaveis independentes for grande.

Esses problemas sdo evitados utilizando-se um procedimento proposto por Takens

(1981). Ele demonstrou que se E = f(E) gera um fluxo d-dimensional, entdo,

x(1) =5, (0),s,(t + p),-+,s,(t +[d - 1]p)} (4.1)

onde s; € uma componente arbitraria de x, p é o passo de reconstru¢do (atraso temporal) e m é a
dimensdo de imersdo, fornece um espago de imersdo continuo para esse fluxo e as propriedades
métricas em ambos os espagos sdo as mesmas, isto €, as trajetérias nos dois espagos sdo
topologicamente equivalentes.

Esse método, também chamado método dos atrasos temporais, permite a reconstrugdo do
atrator, embora o atrator reconstruido ndo seja idéntico ao original, ou seja, a dimensdo do

espago de fase reconstruido ndo é necessariamente igual a dimensdo do espago de fase real dos

vetores & que representam a dinamica do sistema fisico.
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RECONSTRUCAO DE ATRATORES 30

4.2 PASSO DE RECONSTRUGCAO

Takens demonstrou que para um numero infinito de pontos e na auséncia de ruido a
escolha do passo de reconstrugdo € na maioria dos casos arbitraria. Entretanto, as séries
temporais experimentais sio finitas, e invariavelmente contaminadas com ruido externo. Nessa
situagd@o a reconstrugdo depende da escolha correta do passo. Se o passo for muito pequeno, s(7)
e s(7 + p) terdo praticamente o mesmo valor. Como conseqiiéncia o atrator com dimensio maior
que dois reconstruido em uma dimensdo de imersdo igual a dois ficard comprimido em torno da
diagonal, uma vez que apresentara dependéncia linear entre x; e x», fato que ndo ocorre nos
componentes reais. Por outro lado, como a trajetoria real esta restrita a um volume finito do
espago de fases, o passo ndo pode ser muito grande, sob pena dos vetores reconstruidos serem
completamente nédo correlacionados, cobrindo todo o espago de fases.

O mais simples dos critérios de escolha do passo correto, e também o mais difundido,

sugere que se use um passo da ordem do tempo de autocorrelagdo do sinal, que € definido por

O(1) = %CD(O) 4.2)

onde

) T (43)
N i3

N—ox

¢ a fungdo de autocorrelagdo. Uma variagdo deste critério, também bastante difundida, é a
escolha de um passo da ordem de 1/10 do ponto onde ocorre o primeiro minimo local da fungdo
de autocorrelagio.

O critério proposto por Fraser e Swinney (1986), mais sistematico, baseia-se na teoria de

informagdo. Segundo este método, ao escolher-se o passo p~1t’, onde 1’ € o intervalo de tempo

que minimiza a informag¢@o mutua contida em vetores vizinhos ao longo de sua evolugdo, pode-
se garantir a reconstrugdo de vetores com menor nivel de informagdo redundante (linearmente
independentes, mas ainda correlacionados). Embora este método seja tido como o mais
confiavel, sua implementag@o € problematica, ele reduz bastante o nimero de pontos disponiveis
para a analise da série temporal, sendo portanto inadequado para séries com poucos pontos
(~10%). O método é também mais dificil de implementar-se numericamente, consumindo um
tempo significativamente maior de computagdo. Na maioria dos casos esse método ndo fornece

valores substancialmente diferentes do tempo de autocorrelagio.
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31 RECONSTRUCAO DE ATRATORES

Na pratica, € normalmente necessaria experimentagdo numérica antes de se obter o passo
adequado a reconstrugdo de um sinal experimental. Deve-se ter em mente que os resultados
almejados, expoentes de Lyapunov, dimensdo de correlagio, etc., a serem obtidos a partir do

atrator reconstruido, ndo podem ser afetados por pequenas alteragdes no passo escolhido.

4.3 DIMENSAO DE IMERSAO

Demonstra-se que uma variedade’ continua de dimensdo de Hausdorff D, deve ser imersa

num espago euclidiano de dimensdo m maior ou igual a 2D, +1; caso contrario o atrator

aparecerd dobrado sobre si mesmo como numa projecdo e pontos originalmente distantes
tornam-se proximos e a distribui¢do da medida invariante associada ao atrator reconstruido é
distorcida. Muitas vezes, porém, dependendo das caracteristicas do atrator, uma reconstrug¢do
num espago de dimensdo menor que 2D, +1 ja € suficiente para revelar toda sua estrutura
métrica (Casdagli et al, 1991).

Do ponto de vista numérico, € praticamente equivalente proceder-se & reconstru¢do de
vetores de dimensSes de imersdo altas ou baixas. Entretanto, a medida que m cresce, diminui o
numero total de vetores passiveis de reconstru¢do a partir de um mesmo conjunto de dados.
Porém, os diversos algoritmos disponiveis para o calculo dos invariantes dinimicos e outras
grandezas relevantes, tornam-se significativamente mais complicados e consomem maior tempo
de processamento quando aplicados a espagos de dimensdo alta.

Como ndo se sabe inicialmente qual a dimensdo de Hausdorff do atrator associado a uma
série de dados experimentais, experimentagdo e bom senso s30 necessirios ao interpretarem-se
os resultados obtidos.

Em alguns algoritmos, deve-se reconstruir o atrator sucessivamente em espagos de
imersdo de dimensGes crescentes, tal que a comparagdo dos resultados obtidos em cada uma
dessas dimensdes de imersdo permitird concluir sobre os valores finais das grandezas sendo
calculadas.

Para sistemas com uma ou duas dimensdes, a inspe¢do visual continua sendo o método
mais conveniente para a escolha da dimensdo de imersdo. No entanto, foram feitas algumas

tentativas de formalizar métodos adequados para estimar a dimensdo de imersio minima

2 Um conjunto 4 ¢ definido como uma variedade se cada ponto de 4 possui uma vizinhanga aberta que tem uma
bijecdo continua para um conjunto aberto em um espago Euclidiano ™, para algum m (Schutz, 1980).
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RECONSTRUGCAO DE ATRATORES 32

necessaria a reconstru¢do de um atrator. Uma dessas tentativas é conhecida pelos nomes de
processo de Karhunen-Loeve, andlise de fatores, andlise da componente principal ou
decomposi¢do de valor singular, e consiste em realizar uma transformagdo de coordenadas,
passando das coordenadas originais usadas para reconstruir o atrator para um sistema de
coordenadas no qual as variaveis de estado possuam a minima interdependéncia. Para isso,

diagonaliza-se a matriz de covariancia ou de correlagdo,

E*J" N(N—l) § (It )sj(rk)s i,j:1,2,---,m (44)

que € uma matriz simétrica com elementos reais, portanto, pode ser diagonalizada por meio de

uma transformag¢do unitaria ZE=USU ™', onde S é uma matriz diagonal. Os elementos da

diagonal de § sdo os autovalores de = e as colunas de U sdo seus autovetores normalizados. Essa
transformag@o de variaveis leva o atrator para uma representagio onde as variaveis de estado sdo
estatisticamente independentes.

Os autovalores da matriz de covariancia podem ser calculados numericamente e a
dimensdo de imersdo do atrator reconstruido € estimada pela contagem dos autovalores ndo
nulos. Problemas de precisdo nos calculos numéricos e ruido nos dados experimentais podem
tornar todos os autovalores ndo nulos (Broomhead e King, 1986). Em Cambraia (1997), um
limiar inferior para os autovalores foi estabelecido para efetuar a remogdo de ruido gaussiano,
obtendo-se resultados satisfatorios.

Existe também um outro método sugerido por Kennel et al. (1992) que propde, como
método para determinar a dimens3o de imersao minima, contar-se o nimero de falsos vizinhos
para cada um dos pontos do atrator. Falsos vizinhos sdo pontos que se afastam a medida que se
aumenta a dimensdo de imersdo, no processo de reconstru¢do. Quando o nimero de falsos
vizinhos cai a zero, o atrator tera sido suficientemente desdobrado, e € possivel identificar a

menor dimensdo de imersdo capaz de representa-lo adequadamente.
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Capitulo 5

REDUCAO DE RUiDO

5.1 INTRODUCAO

Os algoritmos estudados anteriormente foram aplicados a sinais tedricos, entretanto,
séries experimentais estdo freqiientemente contaminadas por ruido. O termo ruido é geralmente
subjetivo e depende de um critério para a sua defini¢do. Neste trabalho, como em Sivakumar et
al (1999), ruido é considerado um processo estocastico, cuja geragio de informacdo é
assintoticamente infinita no sistema, ndo havendo, portanto, atratores, o que faz com que os
pontos visitem todo o espago de fases reconstruido com igual probabilidade qualquer que seja a
dimensdo de imersdo.

Alguns exemplos caracteristicos da influéncia de ruido em sistemas dindmicos sdo: (1)
quebra de auto-similaridade do atrator, (2) trajetorias arbitrariamente proximas divergem
difusivamente em vez de exponencialmente.

Existem dois tipos de ruido, o ruido de medig@o e o ruido dindmico. O ruido de medigdo
refere-se a contaminagdo das medidas por erros causados por fontes independentes da dindmica,
pode ser causado, por exemplo, pelos processos de medigéo.

O ruido dindmico ¢ causado por um processo de retroalimentagéo, onde a propagagdo de
pequenas variagdes nos parametros do sistema levam a flutuagdes que ndo sdo especificas ao
modelo do sistema. Atualmente, ndo existem técnicas disponiveis para a remogdo deste tipo de
ruido, e discute-se se ele deve ser removido. Neste trabalho, estudar-se-a a reduc@o do ruido de
medigo.

5.2 DECOMPOSICAO DE VALOR SINGULAR

Dada uma série temporal experimental com intervalo de amostragem constante,

s(ti), i = 1,...,Nr, o processo de reconstru¢do pelo método dos atrasos temporais resultard em
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REeDUCAO DE Ruipo 34

uma seqiiéncia de N=Nr—(m —1) vetores {x,eR" |i=1,..,N} no espago de imersio de

dimensdo m. Esta sequiéncia pode ser usada para construir uma matriz X,_,

T
X

T

X

_ a-12| %2
Xy =N ;
X

onde N"? é uma normalizagio conveniente. Esta matriz é chamada Matriz de trajetoria
ou Matriz de mergulho.
O teorema da decomposigdo de valor singular estabelece que uma matriz X Nzm,

Nxm »

pode ser decomposta na seguinte forma,

. T
XNxm B VNm Sﬂu:mUmm (52)

onde, V' € coluna-ortogonal, U € ortogonal e S é diagonal. Os elementos da matriz S sdo
chamados valores singulares, sdo ndo negativos e por convengdo sdo amostrados em ordem
descrescente (6, 20, 2..0,, 20). Se amatriz X, tem posto n, n < m, entdo,

¢,2..20,>0,,=..=06,=0. (3.3)

Esta decomposig¢do fornece uma base ortogonal para a imagem e para o nucleo da matriz
X T,

Nxm

, permitindo, através do niumeros de valores singulares, determinar o posto desta matriz.

Entretanto, para séries longas (N grande), o processo de diagonalizagdo pode ser numericamente

inviavel. Para evitar este problema trabalha-se com a matriz de covariancia,

N
E=X"X =USVVSUT =USU" =~ x,x” (5.3)
N i=1

que € uma matriz mxm real e simétrica, e portanto pode ser diagonalizada, onde S2¢ a matriz
diagonal e os seus elementos o >c; >..062 >0 sdo as varidncias correspondentes ais

respectivas diregdes principais definidas pela base formada pelos vetorés-coluna de U A
proje¢ao da matriz de trajetoria sobre esta base ndo altera a dimensdo do sistema.

Na auséncia de ruido, se para algum i,0,=0, entdo a trajetéria reconstruida pelo
procedimento de imersdo ndo visita aquela diregdo principal, e o posto da matriz é igual ao

numero de autovalores ndo nulos, fornecendo a dimensdo minima de reconstrugdo do atrator.
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35 REDUCAO DE RUIDO

A presenca de ruido torna todos os valores singulares da matriz de trajetoria ndo nulos,
logo, a trajetéria reconstruida parece explorar completamente o espago de imersio m-
dimensional. Entretanto, autovalores consecutivos, relacionados a componente deterministica do
sinal, possuem razdo exponencial entre si. No caso de ruido branco, existe uma constante nao-
nula somada aos autovalores, identificando-se um patamar inferior referente ao espago nulo da

matriz de trajetoria, deste modo, a parte deterministica dessa matriz pode ser obtida por,

X= Z (Xu, )u'?‘
oy >ruido (54)

onde u; é 0 i-ésimo vetor-coluna de U. Entdo, X ¢é uma matriz N x m, cuja j-ésima linha é dada

vy T T.
por [x;u, x;u, .. x;u,].

5.2.1 Decomposigdo de Valor Singular e Janela de Imersdo

A obtengdo de éxito na utilizagio da decomposi¢dio de valor singular aplicada a
reconstrugdo de Takens, seja buscando redugdo de ruido ou dimensdo minima de imerséo, requer
um estudo cuidadoso dos parametros envolvidos na reconstrug¢do, dimensdo de imersdo (m) e
passo de reconstrugdo (p).

Segundo Broomhead e King (1986), o comportamento dos autovalores depende somente
da chamada janela de imers3o, dada por (m-1)p multiplicado pelo tempo de amostragem, e ndo
destes parametros separadamente. No seu trabalho, Broomhead e King utilizaram o inverso da
freqiiéncia limitante de banda, que é a freqiiéncia no espectro de Fourier a partir da qual ndo
exista outra com poténcia maior, como a largura da janela de imersdo. Entretanto, a
determinagdo desta freqiiéncia apresenta problemas praticos.

Em outros termos, mas em um contexto similar, Fraser e Swinney (1986) utilizaram o
primeiro minimo local da fungdo de informagdo mutua. Albano et al (1988) realizaram varios
testes utilizando este critério para escolha da janela, e concluiram que este ndo é um critério
confiavel, levando-se em conta problemas técnicos relacionados a estimativa da informagdo
mutua. Albano et al sugeriram que a utilizagdo de janelas da ordem de duas a trés vezes o tempo
de autocorrelagdo proporcionam melhor redugdo de ruido e uma estimativa confiavel para a

dimens3o minima de imersio.
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REDUCAO DE RUIDO 36

Contudo, sinais que apresentam tempo de autocorrelagdo muito curtos, tais como sinais
oriundos de mapas, inviabilizam a utilizagdo da decomposi¢do singular, uma vez que geram
janelas excessivamente estreitas, impossibilitando a imersdo em um espago de dimensdo maior
que a dimensdo de Haussdorf do atrator. Por outro lado, sinais com tempo de autocorrelagdo
muito longo também inviabilizam este método, pois, em geral, ndo € possivel se obter séries

experimentais muito longas.

5.3 METODO NAO-LINEAR DE ORDEM ZERO

Em 1993, Schreiber propés um método de redugdo de ruido bastante simples e robusto,
adequado para lidar com trajetorias contaminadas com altos niveis de ruido. Ele se referiu a este
método como extremely simple nonlinear noise-reduction method, e neste trabalho ele sera
referido como ESF (extremely simple filter). A seguir, apresenta-se o algoritmo proposto:

Seja uma série temporal contaminada por ruido, a qual é composta pela parte do sinal
sem ruido e pelo ruido adicionado. A idéia do método proposto € substituir cada medida da série
temporal pelo valor médio desta coordenada sobre alguns pontos escolhidos adequadamente
numa dada vizinhanga. Estes vizinhos sdo definidos no espago de fase reconstruido pelo método
dos atrasos temporais. Para definir-se a vizinhanga, fixam-se os inteiros positivos k e /, obtendo-
se vetores de imersdo (k+/+1)-dimensionais, levando-se em conta valores passados e futuros na

série temporal

xr’ =(sn—.t r"&snr) (55)

Em seguida, escolhe-se o raio € da vizinhanga e para cada x; encontra-se o conjunto ;.

de todos os vizinhos x; para os quais

sup{sj_k — 8 |peslS s — S }E “x_f - x,.”mp <g (5.6)

Substitui-se, entdo, a coordenada "atual" x; pelo seu valor médio na vizinhanga ;. ,
cormr 1
X =— DX, (5.7
|ur',s Xy .

De acordo com este procedimento, somente a coordenada central € corrigida, uma vez

que somente ela é otimamente controlada pelo "passado” e pelo "futuro"”. Os valores corrigidos
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37 REDUCAO DE RUiDO

sdo usados para reconstruir o espago de fase e o procedimento ¢é repetido, variando-se o raio da
vizinhanga. Se a raiz quadrada do valor quadratico médio da corregdo é tomado como o raio da

nova vizinhanga, a cada passo de iteragdo, este raio decresce exponencialmente até que nenhum

vizinho seja encontrado e nenhuma corregdo seja feita. Schreiber (1993b) sugere que, conhecido

o nivel de ruido, utilize-se raio de vizinhanga da ordem de trés vezes este nivel.

5.4 ESTIMATIVA DO NiVEL DE RUIDO

Como foi explicado anteriormente, a dimensdo de correlagdo € obtida através do célculo
da inclinagdo, na regido de linearidade, da curva log: C(g) x logz €. Quando se analisa sinais
experimentais, que estdo contaminados por ruido, esta curva apresenta duas regides de
linearidade. Uma regido com a inclinagdo da dimensdo de correlagdo do sistema deterministico e
outra com a inclinagdo da dimensdo de imersdo utilizada no processo de reconstrugdo.

Schreiber (1993a) e Sivakumar et al (1999) utilizaram esta caracteristica para
renormalizar a integral de correlagdo e determinar a regido de influéncia do ruido através da

relagdo

(5.8)

onde r € o raio € e r, € o raio de influéncia do ruido (amplitude) normalizados pelo didmetro do
atrator €max. Por definigdo, 7, € a relagdo entre a amplitude do ruido e a amplitude do sinal, que é
equivalente a relagdo entre os valores médios quadraticos do ruido e do sinal, chamada Relagio
Ruido-Sinal (RRS), dada em porcentagem neste trabalho.

No trabalho de Sivakumar et al (1999), os parametros r, e D, foram determinados através
do método de ajuste ndo-linear de minimos quadrados. Este método de ajuste aplicado a séries
oriundas do mapa de Henon com ruido branco adicionado produziu niveis de ruido

subestimados, o que ndo € grave, uma vez que procura-se pela ordem de grandeza da RRS.

Tabela 5.1 Comparagido entre os niveis de ruido estimados e reais para o0 mapa de Henon
(Sivakumar et al, 1999).

Nivel real (%) Nivel estimado (%) Real/Estimado
4 1,1
8 4,1
16
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Neste trabalho, baseados na mesma caracteristica de duas regides de linearidade da curva
logz C(g) x logz2€, sugerimos um método de determinagdo de r, (RRS) muito mais barato
computacionalmente.

O método consiste-se em estudar-se as derivadas de primeira e segunda ordem dessa
curva. Em geral, devido a quantidade finita de pontos, a regido de linearidade fica entre outras
duas regides com inclinagdo variavel. Portanto, a derivada de primeira ordem dessa curva
apresenta um intervalo de valor constante (onde a derivada de segunda ordem € nula) entre dois
intervalos de valores variaveis (onde a derivada de segunda ordem apresenta minimos locais).

Sugerimos, entdo, que €max Seja 0 ponto onde a derivada de segunda ordem apresenta um
minimo local na regido de maiores escalas e o raio de influéncia do ruido seja o proximo minimo
local buscado na dire¢do de log: € decrescente, assim determina-se facilmente o pardmetro RRS.

Testamos este método de busca para o mapa logistico e o sistema de Lorenz com niveis
de contaminagdo de 1, 5 e 10%. Obtivemos valores ligeiramente superestimados ou
subestimados, em contraste com o método anterior, que obteve niveis subestimados em até um
ter¢o do valor real, como pode-se observar comparando-se as Tabs. 5.1, 5.2 e 5.3, acreditamos
que os erros de estimativa presentes em nossos resultados sejam devidos ao pouco refinamento
na discretizagdo da escala de log€, que tem um passo de variagdio de 0,5. A obtengdo dos

valores das Tabs. 5.2 e 5.3 esta devidamente detalhada no capitulo 7.

Tabela 5.2 Comparagio entre os niveis de ruido estimados e reais para o mapa logistico.
_Nivelreal (%)  Nivel estimado (%)  Real/Estimado
1 1 ’ 1 039
5 4.4 1,14
10 S I L

Tabela 5.3 Comparagido entre os niveis de ruido estimados e reais para o sistema de Lorenz.

Nivel real (%) Nivel estimado (%) Real/Estimado
1 1,1 0,9
5 6,25 0,8

1 — LR 08
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Capitulo 6

PREDICAO DE SERIES TEMPORAIS

Seja }: :R” >R”™ um mapa continuo com um atrator estranho a, seja
X; = f"' (x,), 1< j <o uma seqiiéncia tipica de iteradas de }'U em a. O problema de predigdo
dessa seqiiéncia consiste em construir um mapa continuo f, : R™ - R"™ usando somente um
nimero finito de iteradas x;, 1 <j<N, onde x,, = f,(x;), 1<j<N-1. Para m>1, esse

problema resulta em ajustar m fungdes suaves ou hiper-superficies =, f, :R”™ = R aos pontos

(x;,mx,,), 1<j<N-1 para i=1,..,m, onde = denota a projegdo sobre a i-ésima .

coordenada (Casdagli, 1989).

Para verificar a performance dos modelos preditivos procede-se do seguinte modo. A
partir de um dado sistema gera-se uma série de N + N, pontos, e consideram-se os N primeiros
pontos para gerar o modelo (pontos de predigdo) e os N, posteriores para sua validagdo. Uma

estimativa do erro associado a predigéo (E) € dado pelo erro médio quadratico,

N+N,-1

1 2
N_p = [xj+l _fN(xj)]

UZUN)=

normalizado pelo desvio médio quadratico da série, calculado por

N, i

ol = (=, -x)
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PREDICAO DE SERIES TEMPORAIS 40

6.1 Técnica Global

Neste método (Casdagli, 1989), as fungdes coordenadas =, f, :R™ >R, i=l---.m

sdo escolhidas de fungGes base padrdo. Por exemplo, um preditor polinomial € um polindmio em
m dimensdes de grau r,. Os parametros livres do polindmio sdo determinados de modo a

minimizar,

Z(m —, fy (x,))? (6.4)

Este ¢ um problema de minimos quadrados linear, que pode ser resolvido, por exemplo,
pelo método das equagdes normais ou pelo método da decomposi¢do de valores singulares,

utilizando regularizag@o.

6.2 Técnica Local

Enquanto o preditor global é construido ajustando-se simultaneamente todos os pontos da

série ao preditor, para construir o preditor local, o grafico de =, f,, € construido por um conjunto

de preditores locais, que sdo construidos a partir de alguns pontos e seus vizinhos mais préximos.
Seguindo procedimentos presentes na literatura (Farmer e Sidorowich, 1987), descreve-se a
seguir o procedimento matematico.

Se o valor de =, f,, € requerido em um ponto x, os k vizinhos mais proximos de x sdo

encontrados, € um polindmio de grau r, (r, pequeno) € ajustado a esses pontos pelo método dos

minimos quadrados, com £ no minimo igual a (m +rp)!/m!rpi, para que o problema de minimos

quadrados tenha solugdo. Na pratica, escolhendo ¥ muito maior que este numero pode-se
aumentar o erro associado ao preditor. Neste trabalho, utilizou-se este método com predigdo de
ordem zero e linear.

O método de predigdo local de ordem zero consiste em localizar o vizinho mais préximo

x(k)de x ., (i), e aproximar o ponto a ser predito pela proxima iteragdo deste vizinho, ou seja,

pred

X e +1) = X(k +1) (6.5)
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41 PREDICAO DE SERIES TEMPORAIS

O método de predigdo local /inear consiste em localizar os k vizinhos mais proximos
(x*(j)) de X,.:(i), € ajustar uma reta por minimos quadrados aos pares (x*(j),x*(j+1). O

ponto a ser predito € calculado utilizando-se esta reta, ou seja,
Xpea(i +1) = a+bx,, (i) (6.6)

Se os k vizinhos mais proximos de x,.,(7) sdo muito proximos entre si, eles o sdo,

também, de x,,,,(7), entdo x,.,(i) ~ x*(j), e areta se reduz a
X i +1)ma+bx*(j)=x"(j+1) (6.7

deste modo, a predigdo linear se aproxima da predigdo de ordem zero a medida que x*(j) se
aproximam entre si. E aumentando-se o nimero de pontos utilizados na predigdo, aumenta-se
densidade “populacional” do atrator, aumentando, consequentemente, a probabilidade de se ter
vizinhos muito préximos entre si.

O problema tedrico fundamental deste método € estabelecer propriedades de ordem de

convergéncia para E(f, ), chamadas de leis de escala. Diz-se que um preditor f, ¢é de ordem

7 ,se E(fy)=8(N"?) , para N->x, onde D, é a dimensdo de informagZo do atrator.

A qualidade da aproximagdo local depende de parimetros do problema, tais como o
numero de pontos utilizados na predi¢do N, a dimensdo do atrator D,, a entropia métrica £, a
relagdo ruido-sinal RRS, e o tempo de predi¢do 7. Para E<<I, se o espagamento tipico entre os

pontos (g, =9(N ")) for menor que RRS, o erro de predigdo sera limitado pelo ruido e

proporcional a e*" , caso contrario sera limitado pelo nimero de pontos e proporcional a N2

Segundo Casdagli (1989), se f ¢ duas vezes diferenciavel e f, ¢é construida utilizando-

se técnica de interpolagio linear local, entdo E(f,)=9(s) quando N—w. E como

g, =9(NV?), isto leva a conjectura,

E ~ C,e"?"" N~ D/ (6.8)

Na pratica, esta lei de escala pode ndo valer exatamente, pois € provavel que existam

flutuagdes nos termos x,,, — fy (x;) devido ao espagamento irregular dos pontos x; .
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Capitulo 7

ANALISE DE SERIES ARTIFICIAIS

7.1 INTRODUCAO

Nesta etapa do trabalho, procedeu-se a implementagdo dos algoritmos descritos nos
capitulos anteriores. Para validagdo, aplicaram-se estes algoritmos a séries oriundas do mapa
logistico e do sistema de Lorenz, com os referidos parametros. Os resultados foram comparados
com aqueles apresentados na literatura.

Simulando-se a situagdo em que as equagdes governantes da dindmica ndo fossem
conhecidas, realizaram-se estudos para determinar o passo de reconstrugdo e a dimensdo de
imersdo, para proceder-se a reconstru¢gdo do espago de fase a partir das séries "medidas"
numericamente. Em seguida, calcularam-se a dimens3o de correlagdo, o maior expoente de
Lyapunov, a entropia de correlagdo e realizaram-se predigdes locais e global visando o
detalhamento e a comparagdo dos resultados com a literatura.

Objetivando a aplicagdo desta andlise em séries reais, ruido branco foi produzido
numericamente e adicionado, em varios niveis de contaminagdo, as séries obtidas
numericamente. Com estas séries contaminadas procedeu-se ao estudo do efeito do ruido sobre o
calculo dos invariantes e da eficiéncia de dois métodos de redugdo de ruido, sugeriu-se, ainda,

um método confiavel e simplificado de estimativa de niveis de ruido em sinais experimentais.

7.2 SERIES SEM RUIDO

7.2.1 Determinagdo dos Parimetros de Imersdo

Na Fig. 7.1 mostra-se a série temporal obtida da ordenada X da solugdo do sistema de
Lorenz e na Fig. 7.2, a correspondente fungdo de autocorrelagdo, ressaltando o detalhe do
primeiro minimo local (#/ At = 110). Escolheu-se o passo de reconstrugé@o correspondente a 1/10

do primeiro minimo local (p = 11), para o sistema de Lorenz.
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1.0x104
i=tAM

Figura 7.1 Série temporal utilizada na reconstrugio do sistema de Lorenz.

Figura 7.2 Fungdo de autocorrelagdo e detalhe do primeiro minimo local (sistema de Lorenz).

A fungdo de autocorrelagdo para o mapa logistico possui um minimo local na primeira
iteragdo e a utilizagio do mesmo critério de escolha do passo para este mapa produz um passo de
0,1. Entretanto, o mapa evolui de forma discreta e a utilizagdo deste valor para o passo de
reconstrugdo € impossivel. Isto mostra que este critério é inadequado para sinais pouco
autocorrelacionados e sobretudo para mapas. Neste trabalho, escolheu-se p = 1 para o mapa
logistico.

A dimensdo de imers@o minima, para cada série, foi determinada utilizando-se o método

da decomposi¢do de valor singular da matriz de varidncia, construida com alta dimensdo de

imersdo e janela de imersdo igual a trés vezes o tempo de autocorrelagdo. Utilizou-se o critério
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ANALISE DE SERIES ARTIFICIAIS 44

sugerido por Albano et al (1988) para escolha dos valores ndo-nulos (6, /30, >10™). Escolheu-

se a dimensdo de imersdo minima m = 7 para o sistema de Lorenz. Para o mapa logistico este
método também € inadequado, uma vez que a determinagio da largura da janela de imersdo
depende da fungdo de autocorrelagdo. Neste trabalho, escolheu-se m = 2 para o mapa logistico, a

justificativa para isto esta na proxima sego.

7.2.2 Determinagdo dos Invariantes Dindmicos

Na Fig. 7.3 mostram-se curvas da integral de correlagdo para o sistema de Lorenz,
calculadas pelo algoritmo de Grassberger-Procaccia utilizando-se uma série com 20000 pontos.
Para o calculo das dimensdes procedeu-se a um ajuste linear por minimos quadrados na regido de
linearidade da curva log; C(g) x logz €. Pode-se observar curvas calculadas a partir de
reconstrugdes com dimensdes de imersdo crescentes, considerou-se que m = 4 foi suficiente para
representar adequadamente o atrator original, uma vez que a dimensdo de correlagdo convergiu.
Entretanto a dimensdo de imersdo utilizada nos calculos posteriores foi m = 5.

Na Fig. 7.4, mostra-se o mesmo calculo para o mapa logistico utilizando-se uma série
com 10000 pontos, a convergéncia ocorreu para m =2, sendo esta a dimensdo de imersdo
utilizada nos calculos posteriores. As dimensdes de correlagdo calculadas apresentaram boa

concordancia com a literatura (Grassberger e Procaccia, 1983).

—e—m =2
—e—m =3
— —m =4

d=2,07+0,01

loge

Figura 7.3 Curvas da integral de correlagido para o sistema de Lorenz.
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= m=2d=097+001
« m=3d=098+001

| RN T T WY W N1

10 15
loge

Figura 7.4 Integral de correlagdo para o mapa logistico.

Nas Figs. 7.5 e 7.6 apresentam-se os resultados para o maior expoente de Lyapunov do
mapa logistico, enquanto nas Figs. 7.7 e 7.8 apresentam-se estes resultados para o sistema de
Lorenz, calculados pelo método de Wolf (1985) e de Kantz (1994).

Wolf (1985)
lmx= 0,42 +0,01

tiAT

Figura 7.5 Maior expoente de Lyapunov para o mapa logistico calculado pelo método de Wolf.
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—e— Kantz (1994)
- 0,44 +£0,01

=043
ax

I
10

Figura 7.6 Maior expoente de Lyapunov para o mapa logistico (método de Kantz).

Considera-se que os resultados obtidos através da reconstru¢do da série temporal e
aplicag@o dos algoritmos estdo em concordancia com o valores obtidos através do conhecimento

das equagdes governantes, 0,43 para o mapa logistico e 1,30 para o sistema de Lorenz.

Wolf (1985)
A =114%0,03
max

t/At

Figura 7.7 Maior expoente de Lyapunov para o sistema de Lorenz (método de Wolf).
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—— Kantz (1994)
=130
max

=1,34+0,07
max

80

Figura 7.8 Maior expoente de Lyapunov para o sistema de Lorenz (método de Kantz).

7.2.3 Estimativa do Diametro Caracteristico e do Nivel de Ruido

Como mencionado no capitulo 3, na utilizagdo dos algoritmos para o calculo dos
invariantes dindmicos € necessario estipular-se determinados parametros, visando lidar com
namero finito de pontos, e eventualmente, com a presenga de ruido. Nos dois algoritmos, o
pardmetro mais critico € a vizinhanga €, onde os vizinhos s@o escolhidos no algoritmo de Wolf, e
mediados no método de Kantz. Wolf et al (1985) recomendam que este pardmetro esteja entre
um décimo e um quinto do didmetro caracteristico do atrator, e Kantz (1994) recomenda que ele
seja da ordem de trés vezes a amplitude do ruido. Entretanto, tanto o didmetro caracteristico
quanto a amplitude do ruido sdo grandezas dificeis de se estipular ad hoc, correndo-se o risco de
tomarem-se valores subjetivos. Na obteng@o destes resultados, estes parametros foram estimados
pela metodologia descrita no capitulo 5. Nas Figs. 7.9 e 7.10, mostram-se o didmetro
caracteristico €msx € O nivel de contaminagdo & (arredondamento numérico) para o mapa

logistico e para o sistema de Lorenz, respectivamente.
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.

--
*'-l--l-.--l-.-n-H-—u-a—--q_.-—c-u-..._..-J"

d(log C(g))/d(log €)

_a-s-3-3-3-8-1-2-8-82-8-8-8-5-2-8-8-8-8-3-5 5 g 008
g g-® \.

d%(log C(g))/d(log £)2

] M 1 3 I ' T 4 I N I L 1

-18 -16 -14 -12 -10 -8 -6
loge

Figura 7.9 Estimativa do didmetro caracteristico e do nivel de contaminagao para o mapa

logistico.

(%
1

d(log2C(a))fd(logza)

2

dz(logZC(e))fd(log £)?

logzs

Figura 7.10 Estimativa do didmetro caracteristico e do nivel de contaminagio para o sistema de

Lorenz.
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7.2.4 Predicdo das Séries Temporais

Nas Figs. 7.11 e 7.12 apresentam-se os erros de predi¢do local de ordem zero e linear em
fungdo do nimero de pontos usados para construir o preditor. As inclinagdes AB e AC
representam as leis de escala para preditores de ordem zero e linear, respectivamente. Para o
calculo destas inclinagdes, utilizaram-se, na Eq. (6.5), os valores calculados da dimensdo de
correlagdo para cada série. As linhas pontilhadas correspondem a regressdo linear dos pontos

calculados.

Figura 7.11 Ermros de predigdo em fungdo do nimero de pontos usados para construir o preditor,

para o sistema de Lorenz, com 7 = 09s.

—=— Linear
|—+— Ordem zero

Figura 7.12 Erros de predi¢do em fungdo do nimero de pontos usados para construir o preditor,

para o mapa logistico, com 7 =3.
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Nota-se um boa concordancia da inclinagdo das retas tracejadas com as leis de escala,
embora exista uma grande dispersdo dos erros de predi¢do em torno da reta obtida por regressdo
linear. Na literatura (Casdagli, 1989 e Farmer e Sidorowich, 1987), esta concordincia também ¢é
observada, entretanto, o nimero de pontos apresentados é muito menor, o que pode
aparentemente ter levado a representagio de menor dispersdo dos pontos nos graficos

apresentados.

—s— Linear
—— Ordem zero
—+—Global (r=1)
1 N N N
10

Tempo de predigéo

Figura 7.13 Erros de predigdo global e local, em fung¢do do tempo de predi¢do para o mapa

logistico.

Na Fig. 7.13 comparam-se erros de predi¢do global e local, de ordem zero e linear, em
fungdo do tempo de predigdo. O numero de pontos utilizados na predi¢do é N = 125. Percebe-se a
existéncia de uma lei de escala exponencial para a predi¢éo local. Para a predigdo global, o erro
de predi¢do permanece praticamente constante, utilizou-se polindmio linear para exemplificar
este comportamento, pois polindmios quadratico ou de ordem superior geram erros muito
pequenos, devido ao atrator deste mapa ter a forma de uma parabola com pequena dispersdo
(Fig. 2.1).

Nas Figs. 7.14 a 7.17 apresentam-se erros de predi¢do local, de ordem zero e linear, em

fungdo do tempo de predigdo, para diferentes valores de N .
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Tempo de predigdo

Figura 7.14: Erros de predigdo local em fungdo do tempo de predigdo, para o mapa logistico e
N =125.
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Figura 7.15: Erros de predigdo local em fungdo do tempo de predigdo, para o sistema de Lorenz
e N=250.
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Na Fig. 7.14, nota-se a concordancia da inclinagdo das retas ajustadas com as leis de
escala calculadas a partir da Eq. (6.5), com &; = 0,43. Na Fig. 7.15, pode-se perceber diferenca
entre as inclinagdes para predigdo de ordem zero e linear, entretanto, estas inclinagdes ndo estdo
em concordédncia com a lei de escala esperada. Na Fig. 7.16, os mesmos dados sdo apresentados
para N =10000. Neste caso, ndo se percebe a diferenca nas inclinagdes apos T ~ 0,8s, sendo
que a inclinagdo da curva para predig@o linear se aproxima da inclina¢@o para predigdo de ordem
zero. Um comportamento semelhante também aparece na predigdo do mapa logistico.
Comparando-se as Figs. 7.14 e 7.17, percebe-se, de maneira mais clara, que, para T < 8s, existe
concordéncia dos resultados com as leis de escala, mas a partir deste ponto, a inclinagdo para

predi¢do linear se aproxima da inclinag3o para predi¢do de ordem zero.

-
-
E
-
o
-
E,
E
-
-
E
F

*  Ordem zero
e  Linear

DT/ ASSPYREN IR P (NP PR RNV P NS NP NP BPUN RPN S SRR B
00 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

Tempo (s)

Figura 7.16: Erros de predigdo local de ordem zero e linear em fungéo do tempo de predigdo,
para o sistema de Lorenz e N =10000.

Na literatura, ndo se menciona este comportamento, e além disso, ndo fica claro qual o
numero de pontos (/N ) utilizados nas predigdes. Acredita-se que este comportamento seja um

artefato do método de predigdo local linear utilizado.
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LELALLL B ALl

T

Tempo de predigdo

Figura 7.17 Erros de predig@o local, de ordem zero e linear, em fung¢do do tempo de predigdo,
para o mapa logistico e N =10000. No caso linear constata-se a concordancia com as duas leis

de escala para faixas de tempo de predigdo.

7.3 SERIES coM Ruipo

Para o estudo da influéncia do ruido sobre o calculo dos invariantes, produziu-se
artificialmente ruido com densidade de poténcia espectral uniforme, também denominado de
ruido branco. Na Fig. 7.18, apresenta-se a série temporal e a densidade de poténcia espectral
para o ruido branco. Esta série foi adicionada as séries temporais para o sistema de Lorenz e para

o mapa logistico em trés niveis de contaminagdo. O nivel de contaminagdo é calculado pela raiz

quadrada da relag@o entre os valores médios quadraticos do ruido e do sinal, e expresso em

porcentagem. Os niveis de contaminag@o utilizados neste estudo foram 1, 5 e 10%.

AVA
AVAVAL

cm 1 2 3 4 5 6 ) Eunespw. 12 13 14 15 16 17 18



ANALISE DE SERIES ARTIFICIAIS 54
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Figura 7.18 Caracteristicas do ruido artificial utilizado para contaminar os sinais teoricos.

Na Fig. 7.19 e 7.20, apresentam-se as estimativas do nivel de contaminagdo para o mapa
logistico e, nas Figs. 7.21 e 7.22, as estimativas para o sistema de Lorenz, respectivamente. Os
resultados obtidos foram mostrados nas Tabs. 5.2 e 5.3, onde este método foi comparado com
outro sugerido por Shoulten et al (1994), mostrando mais aproximagdo e confiabilidade na

estimativa do nivel de contaminagdo.

0

——RRS=1%
—+—RRS=5%
——RRS=10%

-8
log £

Figura 7.19 Integral de correlagdo para sinais provenientes do mapa Logistico com varios niveis
de Relagdo Ruido-Sinal.
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—=—RRS=0%
—o—RRS=1%
—s—RRS=5%
—+—RRS =10%

d(log C(g))/d(log €)

d?(log C(g))/d(log €)?

i L]
-8
loge

Figura 7.20 Derivadas de primeira e segunda ordem da integral de correlagdo para o mapa

Logistico.

—«—RRS=0%
——RRS=1%
—+—RRS=5%
——RRS=10%

1 1 1

2 4

log2 E

Figura 7.21 Integral de correlagdo para sinais provenientes do sistema de Lorenz com varios

niveis de Relagdo Ruido-Sinal.
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Figura 7.22 Derivadas de primeira e segunda ordem da integral de correlagdo para o sistema de

Lorenz.

Para demonstrar a robustez do algoritmo de Kantz para o céalculo do maior expoente de

Lyapunov, calculou-se este invariante para o mapa logistico com varios niveis de contaminag&o.

Os resultados sdo apresentados na Fig. 7.23, observa-se que o algoritmo calcula expoentes

aceitaveis para niveis de contaminagdo de até 5%, utilizando-se vizinhangas € da ordem de duas
a trés vezes a estimativa da amplitude de contaminag@o €o, obtida, pelo algoritmo sugerido no
capitulo 5, para cada nivel de contaminagéo.

2

——RRS=0%
——RRS=1%
—+—RRS=5%
—+—RRS =10 %

A =0,44+0,01
mex
- A =043+0,01
mex
=0,40 + 0,01
mex
‘A__=036+0,03

Figura 7.23 Maior expoente de Lyapunov para o mapa logistico calculado pelo algoritmo de

Kantz, para varios niveis de contaminagao.

AVA
AVAYA)

2 3 4 5 6 ) Eunespw. 12 13 14 15 16 17 18



57 ANALISE DE SERIES ARTIFICIAIS

7.4 REDUCAO DE RUIDO

Nesta segdo, passa-se a andlise do efeito da redug@io de ruido sobre os sinais artificiais
contaminados por varios niveis de ruido. Como ferramenta para a medida da eficiéncia da
redugdo de ruido utilizaram-se o0 método de estimativa de nivel de ruido, inspe¢do visual do
atrator reconstruido e as curvas para a integral de correlagéo.

Na Fig. 7.24, apresenta-se redugdo de ruido por decomposig¢do de valor singular (SVD)
utilizando-se uma janela de imersdo da ordem de seis vezes o tempo de autocorrelagdo, trés
vezes mais larga que a janela considerada adequada por Albano et al (1988). E notavel a

distor¢do causada pelo uso inadequado do método.

Sinal Original Sinal Distorcido (SVD)

T

1 X T ’ ¥ T T T T T T T T T T
-10 0 20 -20 -10 0 10 20
X, X

i i

20
Figura 7.24 Falha do método de decomposigdo de valor singular para o sistema de Lorenz.

Na Fig. 7.25, o mesmo efeito de distor¢do é mostrado para o mapa logistico, devido ao

sinal ser pouco autocorrelacionado.
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o

Sinal Original
Sinal Distorcido (SVD)

05
X

Figura 7.25 Falha do método de decomposigdo de valor singular para o mapa logistico.

Nas Figs. 7.26 e 7.27, mostra-se qualitativamente o efeito de suavizagdo, para o atrator de

Lorenz contaminado com nivel de ruido de 1%, ao utilizar-se 0 método de decomposi¢io de

valor singular (SVD) e método néo-linear de ordem zero (ESF), respectivamente.

Original

Parte Deterministica

Figura 7.26 Reducéo de ruido por decomposigdo de valor singular.
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| RRS =0,03 % |

20
Figura 7.27 Redugdo de ruido pelo método ndo-linear de ordem zero.

Nas Figs. 7.28 a 7.30, mostram-se os efeitos dos métodos de redugdo de ruido sobre a
curva da integral de correlagdo. Pode-se notar nestas figuras, as duas regides de linearidades das
curvas da integral de correlagdo mencionadas no capitulo 5. Além disso, percebe-se que a regido
de linearidade referente a dimens3o do atrator de Lorenz aumenta ap6s os processos de redugdo
de ruido, mostrando que, de fato, estes métodos diminuem o alcance da influéncia do ruido.
Nota-se , ainda, que o método da decomposigdo de valor singular provoca um deslocamento na
curva da integral de correlagdo devido ao procedimento de desprezar-se os menores autovalores

da matriz de covariancia.

——RRS=1%
——RRS=0,1 % (SVD)
—o—RRS = 0,03 % (ESF)

0 2 4 6
1032 €

Figura 7.28 Estimativa de niveis de ruido apos redugdo de ruido para o sistema de Lorenz.
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——RRS=5%
—->—RRS = 0,8 % (SVD)
——RRS =2,2 % (ESF)

2 4 6
log2 €

Figura 7.29 Estimativa de niveis de ruido apds redug@o de ruido para o sistema de Lorenz.

—+—RRS=10%
——RRS = 1,1% (SVD)
——RRS = 2,2 % (ESF)

2 4 6

I«:ng2 €

Figura 7.30 Estimativa de niveis de ruido apds redugd@o de ruido para o sistema de Lorenz.
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Capitulo 8

ANALISE DE SERIES REAIS

8.1 INTRODUCAO

Nesta parte do trabalho se descreve uma analise usando-se a metodologia descrita nos
capitulos anteriores para o caso de séries experimentais obtidas em laboratério. As séries foram
medidas na esteira do escoamento sobre um cilindro de base retangular. As medidas foram
realizadas no Laboratério de Visualizagdo, do Departamento de Engenharia Mecéanica da
FEIS/UNESP. Este tipo de escoamento € classificado como sistema aberto, e a aplicagdo da
teoria de sistemas dinimicos a dados experimentais provenientes deste tipo de sistemas € escassa
na literatura (Williams-Stuber e Gharib, 1990 e Dias-Jr et al, 1999), em contraste com a
quantidade de estudos realizados para escoamentos fechados, como por exemplo, escoamento de
Taylor-Couette e convecgdo de Rayleigh-Bénard.

O pardmetro de controle considerado foi o nimero de Reynolds (Re) e para as medidas
utilizadas neste trabalho o valor deste pardmetro foi 100 e 900. O sinal de velocidade, com 2x10*
pontos, sem utilizagdo de filtros, foi digitalizado e armazenado a uma freqiiéncia de amostragem
de 1kHz. Alguns detalhes sobre a metodologia e o aparato experimentais podem ser encontrados

no Apéndice A.

8.2 SERIE TEMPORAL PARA RE= 100

Na Fig. 8.1, apresenta-se a curva da integral de correlagdo para Re = 100. Para o calculo da
integral de correlagdo utilizou-se um passo de reconstrugdo obtido pelo mesmo critério utilizado
para o sistema de Lorenz, obtendo-se p = 37. As dimensdes de correlagdo calculadas para m > 4
convergiram para d = 1,1 + 0,1, evidenciando o carater periddico ja conhecido do sinal. O alto
valor para a estimativa do erro no calculo da dimensdo deve-se sobretudo ao nivel de ruido

presente no sinal, estimado em 12,5%.
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—a—m=2
—e—m=3
—A—m=4

d=11+0,1
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RRS=12,5%

T
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Figura 8.1 Dimensdo de Correlagdo para Re = 100.

Na Fig. 8.2, apresenta-se a estimativa para a entropia de correlagio para Re = 100,

evidenciando o carater periédico do sinal, uma vez que no comportamento periodico a taxa

média de criagdo de informag@o no sistema € nula.

k,(,%)=0,12£0,16

—=—loge=-4,5
—+—loge=-4,0
—+—loge=-3,3
—o0— Curva Média

Figura 8.2 Entropia de Correlagdo para Re = 100.
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63 ANALISE DE SERIES REAIS

8.3 SERIE TEMPORAL PARA RE =900

Na Fig. 8.3 , mostra-se a densidade de poténcia espectral do sinal experimental para
Re =900 em escala log-log, para comparar a sua inclinagfo, obtida por minimos quadrados, com
a inclinagio da cascata de Kolmogorov (o ** ), deduzida analiticamente para escoamento
turbulento plenamente desenvolvido (Williams-Stuber e Gharib, 1990). Observa-se boa
concordéncia entre os resultados experimental e analitico, levando & conclusio de que para

Re =900, o escoamento j4 se encontra na regifio de turbuléncia plenamente desenvolvida.

——— Sinal Experimental

® (-1.6£03)

]
3
;
£
£
R

o (Hz)

Figura 8.3 Densidade de poténcia espectral do sinal experimental para Re = 900.

Na Fig. 8.4, apresenta-se a curva da integral de correlagéo para Re = 900. Para o célculo da
integral de correlagdo utilizou-se um passo de reconstrugdo obtido pelo mesmo critério utilizado
para Re = 100, obtendo-se p = 7. As dimensdes de correlagdo calculadas para m 2 7 convergiram
para d = 2,8 £ 0,1. O alto valor para a estimativa do erro no célculo da dimensdo deve-se

sobretudo ao nivel de ruido presente no sinal, estimado em 17,6%.
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Figura 8.4 Dimensio de Correlagdo Re = 900.

Na Fig. 8.5, apresenta-se a estimativa para a entropia de correlagdo para Re = 900,
evidenciando o carater caético do sinal, uma vez que entropia de correlagdo positiva é condigdo

suficiente para existéncia de caos deterministico.

330 —e—loge=-8,5

300 4 —e+—loge=-8,0
—s—loge=-7,5

204 —0—k (6,9 = 68 13

200

_—
g
&5‘ E
A 150

100
]

50

-

0

Figura 8.5 Entropia de Correlagdo em fun¢io da dimensdo de imersdo para Re = 900.

O valor estimado para a entropia de correlagdo é consistente com aqueles obtidos pelo

calculo do maior expoente de Lyapunov mostrados nas Fig. 8.6 € 8.7.
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g

Expoente de Lyapunov
[ =]
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8

>

Tempo adimensional

Figura 8.6 Determinagdo do maior expoente de Lyapunov pelo método de Wolf et al (1985).

=17,6%
=87+9

Figura 8.7 Determinag@o do maior expoente de Lyapunov pelo método de Kantz (1994).
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Na Fig. 8.8, mostra-se o efeito da redugdo de ruido no atrator reconstruido e na Fig. 8.9, a

curva da integral de correlagdo para o sinal real com Re = 900. Utilizou-se o método de redugdo

ndo-linear de ordem zero com nivel de contaminagdo estimado de 17,6%.

RRS = 17,6 %

RRS =6,25 %

Figura 8.8 Efeito da redugdo de ruido no atrator reconstruido para Re = 900.

——RRS =17,6%

lctg2

€

Figura 8.9 Curva da integral de Correlagdo para Re = 900 antes e ap6s a redugdo de ruido.
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67 ANALISE DE SERIES REAIS

Nas Figs. 8.10 a 8.12 apresentam-se erros de predigdo local, de ordem zero e linear, em

fung@o do tempo de predigdo, para diferentes valores de N .

—=— Ordem zero

—o— Linear

Figura 8.10 Erros de predigdo local de ordem zero e linear em fungdo do tempo de predigéo,

para Re =900 e N = 250.

—e=— Ordem zero
——c— Linear

T/t

Figura 8.11 Erros de predigdo local de ordem zero e linear em fungdo do tempo de predigdo,
para Re =900 e N = 2000.

AVA
AVAVAL

cm 1 2 3 4 5 6 ) Eunespw. 12 13 14 15 16 17 18



ANALISE DE SERIES REAIS 68

—s— Ordem zero
——o— Linear

T/t

Figura 8.12 Erros de predig¢do local de ordem zero e linear em fung3o do tempo de predigéo,
para Re = 900 e N = 10000.

Figura 8.13 Erros de predi¢do em fungido do nimero de pontos usados para construir o preditor,

para Re =900, com 7/t =17.

Na Fig. 8.10, nota-se pouca concordancia da inclinagdo das retas ajustadas com as leis de
escala calculadas a partir da Eq. (6.5), com &; = 68, nota-se ainda que as curvas apresentam

aproximadamente a mesma inclinagdo. Na Fig. 8.11, pode-se perceber diferenga entre as
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69 ANALISE DE SERIES REAIS

inclina¢des para predi¢do de ordem zero e linear, muito embora, estas inclinagdes ndo estejam
em concordancia com a lei de escala esperada. Na Fig. 8.12, os mesmos dados sdo apresentados
para N =10000. Neste caso, a inclinagdo resultante para a predigdo de ordem zero é maior que a
resultante para a predigédo linear.

Na Fig. 8.13, apresentam-se os erros de predi¢@o local de ordem zero e linear em fungéo
do nimero de pontos usados para construir o preditor. As inclinagdes AB e AC representam as
leis de escala para preditores de ordem zero e linear, respectivamente. Para o célculo destas
inclinagdes, utilizaram-se, na Eq. (6.5), os valores calculados da dimensdo de correlagdo. As
linhas tracejadas correspondem a regressdo linear dos pontos calculados.

Nota-se um boa concordéncia da inclinagdo das retas tracejadas com a lei de escala para
predi¢do de ordem zero, embora exista uma grande dispersdo dos erros de predigdo em torno da
reta obtida por regresséo linear.

Este comportamento em desacordo com a lei de escala sugerida por Farmer e Sidorowich

(1988) € explicado pela baixa capacidade de predigdo dos métodos. Os erros obtidos na predigdo

do sinal real (Re =900) foram da ordem de 10, que estdo foram da faixa da lei de escala, uma

vez que ela foi deduzida para E<<1. Levando-se em considera¢@o estes resultados e aqueles
apresentados para séries artificiais sem ruido, pode-se concluir que a possibilidade de utilizagdo
deste tipo de predigdo e lei de escala para calcular invariantes dindmicos, como sugerido para os

autores, € de pouca confiabilidade para séries sem ruido e inviavel para séries reais.
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Capitulo 9

CONCLUSOES E RECOMENDACOES

Neste trabalho, realizou-se a andlise dindmica de séries temporais reais utilizando-se
Teoria de Sistemas Dindmicos. Para isso, apOs a apresentagdo da teoria, procedeu-se a um estudo
de algoritmos para calculo dos invariantes dindmicos e reconstrug@o de atratores. Para validagdo,
aplicaram-se estes algoritmos a séries oriundas do mapa logistico e do sistema de Lorenz.
Verificou-se concordancia entre os resultados obtidos e os apresentados na literatura.

Observou-se que os algoritmos utilizados para o calculo do maior expoente de Lyapunov
possuem parametros cujos valores oferecem grandes dificuldades em sua avaliagdo. Este € o caso
do didmetro caracteristico e da vizinhanga. Isto leva & conclusdo de que um método de estimativa
confiavel destes parimetros é necessario para sistematizar-se o procedimento de calculo deste
invariante dindmico.

PropGs-se, entdo, uma metodologia para as estimativas do didmetro caracteristico e da
vizinhanga. Para sinais com ruido, esta proposta permite ainda estimar o nivel de contaminag&o.

Simulando-se a situagdo em que as equagdes governantes da dindmica ndo fossem
conhecidas, realizaram-se estudos para determinar o passo de reconstrugio e a dimensdo de
imers3o, para proceder-se a reconstru¢dio do espago de fase a partir das séries "medidas"
numericamente. Em seguida, calcularam-se a dimensdo de correlagdo, 0 maior expoente de
Lyapunov, a entropia de correlagdo e realizaram-se predigdes locais e global visando
detalhamento e comparagéo dos resultados.

Encontrou-se concordéncia dos valores dos invariantes dinamicos calculados com aqueles
apresentados na literatura.

Para as predigGes, apesar de se verificar concordancia dos erros de predi¢do com a lei de
escala, constata-se uma grande dispersdo destes valores em torno da reta obtida por regressdo
linear. Na literatura (Casdagli, 1989 e Farmer e Sidorowich, 1987), a concordancia também ¢é
observada, entretanto, o numero de pontos apresentados ¢ muito menor, o que pode
aparentemente ter levado a representagio de menor dispersdo dos pontos nos graficos
apresentados por estes autores. Além disso, a medida que se aumenta 0 nimero de pontos

utilizados na predig¢@o, aumentando-se, portanto, a densidade populacional de vizinhos, percebe-
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71 CONCLUSOES E RECOMENDACOES

se que os comportamentos das curvas do erro em fungdo do tempo de predigdo, para a predigdo
linear e de ordem zero, se aproximam entre si.

Objetivando a aplicagdo desta analise em séries reais, ruido branco foi produzido
numericamente e adicionado, em varios niveis de contaminagdo, as séries obtidas
numericamente. Com estas séries contaminadas procedeu-se ao estudo do efeito do ruido sobre o
céalculo dos invariantes e da eficiéncia de dois métodos de redugdo de ruido e do método de
estimativa de nivel de ruido.

A metodologia descrita neste trabalho € mais simples que a proposta em Shoulten et al
(1994) e, além disso, ela permite uma estimativa confidvel dos parametros, proporcionando
valores aceitaveis para o expoente de Lyapunov mesmo para séries com nivel de ruido de até
5%.

Uma vez que, utilizando-se estimativas dos parametros mais proximas dos valores reais,
conseguem-se valores aceitaveis para os invariantes dindmicos, a redugdo de ruido ndo se
justifica para niveis de contaminagdo de até 5%.

Em seguida, analisaram-se duas séries reais obtidas de medidas de velocidade na esteira
do escoamento sobre um cilindro de base retangular, com nimero de Reynolds 100 e 900.

Realizaram-se entdo predig¢des linear e de ordem zero para estas séries e concluiu-se que

€ inviavel a utilizagdo dos métodos de predigdo ndo-linear discutidos para a determinagdo dos

invariantes dindmicos de atratores reconstruidos a partir de séries temporais reais, como sugerido

na literatura. Isto é devido, principalmente, a baixa capacidade de predigdo dos métodos
propostos em Farmer e Sidorowich (1987) e Casdagli (1989), gerando erros de predig¢do fora da
regido de validade (E<<1) da lei de escala, que proporcionaria um meio de estimarem-se 0s
invariantes.

Os invariantes dinamicos calculados para estas séries temporais reais foram consistentes.
Para Re =100, obtiveram-se entropia e dimensdo de correlagdo, aproximadamente, nula e
unitaria, respectivamente. Estes resultados estio em acordo com os esperados para um ciclo
limite, obtido da reconstrugdo do atrator de um sinal periddico, tal como na literatura (Okajima,
1982) para este regime de escoamento (Re = 100). Para Re =900, obtiveram-se entropia de
correlagdo positiva e a dimensdo de correlagdo obtida apresentou convergéncia para dimensdes
de imersdo crescentes. Além disso, 0 maior expoente de Lyapunov calculado pelos métodos de
Wolf e de Kantz foram coerentes entre si, € em concordancia com a entropia de correlagio,

demonstrando o comportamento cadtico do sistema neste regime de escoamento (Re = 900).
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Conclui-se, entdo, que a analise de séries temporais reais utilizando-se Teoria de Sistemas
Dindmicos apresenta-se como uma alternativa viavel, principalmente quando tratam-se de séries
obtidas de sistemas ndo-lineares aperiodicos, os quais a analise espectral nido consegue
diferenciar de sinais aleat6rios.

Dada a confiabilidade e a coeréncia no calculo dos invariantes dindmicos proporcionadas

pela melhor estimativa dos parametros no calculo do maior expoente de Lyapunov, sugere-se a

realizag@o de trabalhos utilizando-se este invariante, e possivelmente a dimensdo de correlagéo,

como parametros a serem inspecionados em sistemas de controle automatico e manutengdo
preditiva. Entretanto, para que a utilizagdo destes invariantes seja eficiente, salienta-se a
necessidade de se melhorar as condigGes computacionais para sua determinagéo.

Além do aumento da capacidade de processamento que certamente sera obtida pela
melhoria do equipamento computacional, sugere-se a realiza¢do de novos trabalhos de pesquisa,
sejam eles buscando-se a otimizagdo dos algoritmos existentes, bem como também o
desenvolvimento de novos algoritmos, até mesmo capazes de estimar os invariantes a partir de

séries mais curtas.
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Apéndice A

SERIES EXPERIMENTAIS

A.1 TUNEL HIDRODINAMICO

Os dados experimentais foram cedidos pelo pés-graduando Claudio Lindquist, e foram
obtidos em experimentos realizados em um tunel hidrodindmico de circuito aberto, com
dimensdes da se¢do de teste 146 x 146 x 500 mm.

O tunel hidrodindmico foi utilizado no modo continuo de operagdo. Neste modo, com a
bomba centrifuga em operagéo, as valvulas da entrada e da saida foram ajustadas de modo a
manter constante o nivel de agua no reservatério superior. Este modo permite a condugio de

testes de longa duragdo, velocidade constante e nivel de perturbagdo residual de menos de 1%
(Vieira, 1997).

A.2 MODELO DE TESTE

Os testes foram realizados com um cilindro retangular com dimensdes nominais
3 x 6 x 146mm (W x H x L). O modelo foi usinado e polido de modo a garantir boa qualidade
dimensional, arestas agudas e superficies lisas. O modelo foi fixado firmemente na parede
posterior da se¢@o de teste com dngulo de incidéncia nulo, isto €, com a menor face voltada para

cima.

A.3 METODOLOGIA EXPERIMENTAL

Para medidas instantdneas de velocidade, foi utilizado um anemdémetro a temperatura
constante Dantec® StreamLine modelo 90N10, utilizando um médulo CTA 90C10 e uma sonda
de filme quente modelo 55R11, conectados a um sistema de aquisi¢do de dados. O anemdmetro
foi controlado através um aplicativo StreamWare versdo 1.11, fornecido pelo fabricante.

A sonda, instalada em um suporte em L modelo 55H22, foi introduzida na segdo de teste
através de um orificio em uma parede lateral e colocada na esteira do escoamento sobre o

cilindro. O suporte foi fixado em um dispositivo de posicionamento, e a distancia da sonda ao
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modelo de teste foi ajustada para aproximadamente SH abaixo e 2H lateralmente.
O sinal de velocidade, sem utilizagdo de filtros, foi digitalizado e armazenado a uma

freqiiéncia de amostragem de 1kHz. Uma série tipica medida tinha 2x10*.

A.4 PARAMETROS ADIMENSIONAIS

O niimero adimensional que exerce uma grande influéncia sobre o escoamento em torno de
corpos cilindricos é o nimero de Reynolds, definido como

o=t (A1)
Vv

onde V ¢ a velocidade do escoamento livre, W é a dimenséo caracteristica do cilindro na dirego

do escoamento e v é a viscosidade cinematica do fluido. A velocidade do escoamento livre foi

medida com um medidor eletromagnético. A viscosidade cinematica foi calculada a partir de

uma expressdo empirica, dada como uma fungdo da temperatura. A incerteza associada ao
numero de Reynolds foi estimada em torno de 5%.

A razdo de forma, dada pela relagdo entre a altura e a largura da segdo transversal retangular,
foi dois. A razdo de aspecto do cilindro, definida como a relagéo entre o seu comprimento € o
diametro caracteristico, foi 24. A razdo de bloqueio geométrico, dada pela relagdo entre a area
frontal do cilindro e a area da segdo transversal, foi 4,9%, tal que nenhum procedimento de

corregdo foi necessario.
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Apéndice B

REGULARIZACAO DE MIiNIMOS QUADRADOS

B.1 FUNCAO MERITO E MINIMOS QUADRADOS

Suponha-se que estejamos ajustando N pontos (x;,y,),i=1---,N a um modelo que é
uma combinagdo linear de M fungdes (polinomial, senos, etc.), com M pardmetros ajustaveis

a,, k=1,---,M . A forma genérica deste tipo de modelo &,

Y)=3 a,X,(x) ®.1)

k=1
onde X,(x),X,(x), -+, X,,(x) sdo fung¢des arbitrarias de x, chamadas fungdes base. Note que as
fungdes X, (x) podem ser fungdes ndo-lineares de x. Definindo-se uma fungdo mérito, a ser

minimizada, como,

=2 (B.2)

i=1

o

[y; = Z:; a, X, (x, )]2

i

onde o, € o erro conhecido da medida do i-ésimo ponto. Se os erros de medi¢do ndo sdo
conhecidos, o, podem ser ajustados para o valor constante o, =1.

Procuram-se, entdo, os pardmetros que minimizam a fun¢do mérito. Existem varios
métodos disponiveis para minimizar essa fungdo, dois dos quais sdo particularmente importantes:
Meétodo das equagbes normais e método da decomposig@o de valor singular (Press et al, 1996).

Antes de estudarmos os métodos de minimizagdo, é necessario estabelecer-se algumas

notagdes. Seja 4 uma matriz com N xM componentes, construida a partir de M fungGes base

avaliadas nas N abcissas x,, e de N erros de medida o,,
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(B.3)

Em geral, essa matriz tem mais linhas que colunas, N >M , uma vez que necessita-se de

mais pontos que parametros do modelo a serem determinados.

Definem-se, também, o vetor 5 com N componentes por,

e 0 vetor a, cujos componentes sdo 0s pardmetros a serem determinados.

B.2 METODO DAS EQUACOES NORMAIS

O minimo da Eq. (2) ocorre quando a derivada de x> em relagio a todos os M

pardmetros a, é nula. Esta condigdo gera as M equagdes,
L |
2

-3

i=1 Yy

|:yr _ianj(xi)]Xk(xi)) k=1---M

trocando a ordem dos somatoérios, pode-se escrever a equagio matricial,

a.a, =B,

¥ X, (x)X,(x;)

o

ou, equivalentemente,

X (%)

ou, equivalentemente,
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Bl1=4"d (B.8)

As equagdes (B.5) e (B.6) sio chamadas equagdes normais do problema de minimos

quadrados. Elas podem ser resolvidas por qualquer método de solugo de sistemas lineares .
A matriz inversa C, = [a];: ¢ fortemente relacionada as provaveis incertezas dos

pardmetros estimados a. Para estimar estas incertezas, considera-se, a partir das Egs. (B.6) e

®3),
Z[ah: B, —ZCJ{Z Yt (4 )} ®.9)

e a variancia associada ao pardmetro estimado a; pode ser determinada a partir da equagéo,

(B.10)
Note que o, € independente de y,, tal que,

gj‘=k: ).tX (x )/G

Consequentemente, tem-se que

g,

k=1 1=1 i

o= 8 0, [ Koot 5

O ultimo termo € a matriz [a], € uma vez que [C] ¢ a matriz inversa de [a], a equagdo

anterior se reduz a,
6’(a,)=C, (B.13)

Entdo, conclui-se que os elementos da diagonal de [C] sdo as varidncia dos parametros

ajustados a, e os elementos restantes, C , , sdo as covaridncias entre os elementos a, € a,.
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B.3 METODO DA DECOMPOSICAO DE VALOR SINGULAR

Em algumas aplicagdes, as equagdes normais s3o perfeitamente adequadas aos problemas
de minimos quadrados lineares. Entretanto, em muitos casos, em geral quando os dados a serem
ajustados estdo contaminados por ruido, as equagdes normais sdo singulares, e ndo se pode
encontrar a solugdo dessas equagdes. A decomposi¢do de valor singular supera este problema
utilizando uma fung¢do mérito modificada, e resolvendo-se o sistema resultante da minimizagéo
pela decomposi¢do da matriz de coeficientes inversa em trés matrizes, duas ortogonais € uma

diagonal de valores singulares.
A =V]diag(1w,)U” (B.14)

onde U e V denotam as matrizes ortogonais € ®; os valores singulares obtidos da

decomposigdo de valor singular da matriz 4.
Considerando-se a mesma notagdo utilizada para as equagdes normais, pode-se escrever a

fungdo mérito a ser minimizada, como,

(B.15)

A solugdo do sistema resultante da minimizagdo, pela decomposigdo de valor singular, é

dada pela equagdo,

i=1---,M denotam as colunas da matriz ortogonal U, V;,, i=1--.M

denotam as colunas da matriz ortogonal V' e ®, os valores singulares obtidos da decomposigdo
de valor singular da matriz 4.

As variancias dos pardmetros estimados a, sdo dadas por,

@)=yl =3 [V]

@

i=1
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Este método de solugdo baseado na decomposi¢do de valor singular permite identificar
combinagdes lineares de variaveis que ndo contribuem para a minimizagdo da fungdo meérito.
Para estas varidveis os valores singulares sdo nulos ou relativamente pequenos, provocando
instabilidades nos pardmetros calculados. A regularizagdo consiste em desconsiderar-se estas
variaveis, reajustando-se os parametros correspondentes a estes autovalores para zero. O reajuste
destes valores reduz significativamente o erro nos coeficientes estimados, enquanto aumenta

desprezivelmente o valor da fung@o mérito.
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