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Resumo

Trés métodos discretos para resolver aproximadamente alguns problemas de pro-
gramacao linear continua sao considerados. Os métodos para resolver o problema
discreto correspondente sdo dados e exemplos numéricos sao fornecidos. E pro-
vado que as solugdes dos problemas discretos convergem, pelo menos para quase
todo ponto, para as solugoes dos problemas continuos. Além disso, teoremas

de dualidade forte e fraca sio estabelecidos para alguns problemas lineares com

tempo continuo.
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Abstract

Three discrete methods for solving approximately some problems of Linear Conti-
nuous Programming are considered. The ways of discretizing the continuous pro-
blems are discussed. The methods of solving the corresponding discret problem
are given and numerical exemples are provided. It is proved that the solutions
of the discrete problems converge, at least almost everywhere, to the solutions
of the continuous problems. Furthermore, weak and strong duality results are

established for certain continuous time linear problems.
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Capitulo 1

Introducao

Os primeiros computadores digitais surgiram a partir de pesquisas de John Atanasov e
John Von Newman, entre outros, nos anos 50. Simultaneamente ao desenvolvimento rapido
desse novo tipo de maquina, foram feitas as primeiras tentativas de aplicar novos métodos
para resolver problemas que surgem em situagoes reais e que requerem um numero grande de
calculos. Alguns problemas reais deste tipo sio: modelos econdmicos, tais como investimento
e planejamento; controle 6timo, como fixar horarios em shopping; além dos problemas de
rede [5] e [8]. Estes novos métodos tém também aplicagdes na engenharia [20].

Todas estas questdes praticas podem ser modeladas matematicamente por problemas
de programagao linear continuo (PPLC). Isto resultard em uma classe de problemas de
otimizacao . Especificamente falando, estes problemas de programacio linear continuo tém
sido estudados como generalizagdo de programacdo linear para espagos de funcdes, e sdo

formulados da seguinte maneira:

(PLC) mazimizar [] cT(t)z(t)dt
sujeitoa  B(t)z(t) < a(t) + fy K(t,s)z(s)ds,
z(t) > 0, t €[0,7],
onde B(t), K(t, s) sao matrizes reais M x N, c(t) e a(t) sdo, respectivamente, vetores de IRV
e IRM. Refere-se a este problema como problema primal.

Este problema se refere a problema primal e, foi introduzido por Bellmann [6], em 1953,

onde foram tratados de “Problemas de gargalo” em processos de produgao linear multi-

8
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estagios.
Associa-se ao primal a seguinte formulacdo dual:
(PLC*) minimizar [F aT(t)w(t)dt
sujeitoa  B'(t)w(t) > c(t) + [T K'(s,t)w(s)ds,
w(t) >0, t€[0,7).

Bellman estabeleceu a dualidade fraca. Desde entao, seus resultados foram estendidos
em duas areas: teorema da dualidade forte e métodos computacionais.

Um teorema da dualidade forte foi estabelecido por Tyndall [21] e Levinson [16], e sub-
sequentemente estendido por outros autores, por exemplo, Grinold [11], Levine e Pomerol
[15].

No lado computacional, existem duas abordagens principais:

1. Pura aproximacao por discretizacao.

2. Generalizagdo do método simplex de dimensao finita para o problema linear com tempo

continuo.

A primeira abordagem busca a solu¢do do problema linear continuo via aproximagio
por problemas discretos, cujas solugbes 6timas convergem para solugio do PLC (Buie e
Abrham [7]). A discretizagao é feita particionando o intervalo [0,T] em um nimero finito
de subintervalos, normalmente eqiiidistantes. Quando a partigao é refinada, as solugoes das
discretizagGes convergem para a solucio do problema original. Este método de discretizacao,
embora funcione bem, deixa de levar em consideragao a natureza de dimensao infinita do
problema em questao.

A segunda abordagem que busca estender o método simplex finito dimensional para

problemas de dimensao infinita, foi iniciado por Lehman [14] e continuada por Drews [9],

Hartberger [12], e Segers [23], mas o maior progresso foi feito por Perold [18] e continuado

por Anstreicher [3].

Considerando uma classe mais restrita de problemas PPLC, chamada de problemas de
programacdo linear continua separaveis, PPLCS, Anderson [1] apresentou um algoritmo
primal-dual e resolveu alguns exemplos simples. Mas uma implementagdo global do al-

goritimo nao foi possivel.
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Ja Anderson e Philpott [2], em 1989, restringiram ainda mais a classe de problemas a
problemas de redes e desenvolveram, pela primeira vez, um algoritmo implementavel em
computador capaz de resolver tais problemas e que levava em consideraciao o carater de
dimensao infinita destes.

Em 1993, Pullan[19], fazendo uma combinagio dos dois caminhos descritos acima, desen-
volveu um algoritmo, que, de alguma forma, contém os elementos da teoria de Tyndall[21],
para resolver o PPLCS, e obteve um teorema de dualidade forte.

Este trabalho tem por objetivo discutir os métodos de discretizacao devido a Buie e
Abrham para PLC geral e os ingredientes necessarios para implementacio de algoritmo
hibridos (simplex + pura discretizagdo ) para a classe especial de problemas lineares com
tempo continuo separavel PLCS (Pullan). Além disso, resultados numéricos de exemplos
simples sao apresentados

Definigoes e alguns teoremas necessarios ao desenvolvimento desta dissertagdo siao apre-
sentados no capitulo 2.

No terceiro capitulo discute-se o método de disctetizagio devido a Buie e Abrham, em que

o problema primal transforma-se em problema discreto, obtendo-se a seguinte formulagio :

(P,) mazimizar clz,
sujestod., Guta < day

Za:=0,ud € [0;T],

cujas solugbes convergem para uma solugao do problema primal, numa topologia adequada.
No quarto capitulo considera-se uma subclasse do PPLC, chamada “Programa Linear

Continuo Separavel”, (PPLCS):

T
(PPLCS) minimizar / T (t)z(t)dt

0

sujeito & fo (Gl sty (B i=a(D),
Hz(t) + 2(t) = b(t),
z(t),y(t),2(t) 20, te[0,T],

10
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onde z(t), z(t), b(t) e c(t) sao fungdes limitadas e mensuraveis e y(t) e a(t) sao fungdes
absolutamente continuas. As dimensdes de z(t), y(t) e 2(t) sao n;, ny e ns, respectivamente,
G é uma matriz n, X n; e H é uma matriz n3 x n,.

O significado da palavra separavel refere-se ao fato de que as restricoes se dao em dois
conjuntos, a equagao integral (1.1) e as restri¢des instantaneas (1.2) e (1.3).

O problema linear dual (PLCS*), para PLCS, é formulado da seguinte maneira:

(PLCS*):  mazimizar — [ dr'(t)a(t) — [T n'(t)b(t)dt
sujeito a c(t) — G'=(t) + H'n(t) 0,
n(t) > 0, gtp em[0,T],

onde as componentes de 7(t) pertencem a L, [0, T], e cada componente de 7(¢) é monotonica
crescente e continua a direita em [0,7'] com =(T") = 0.

A solugao para o problema separavel, da-se através da resolucdo do problema discreto
correspondente ao PPLC'S, nas quais estas transformagoes ocorrem naturalmente da discre-
tizacdo do intervalo [0, 77, isto é, particiona-se o intervalo, ndo necessariamente eqiiidistante
e usa-se a féormula de quadratura do trapézio nas integrais. Duas discretizagoes sao exibidas.

A primeira discretizagao ocorre naturalmente do PPLCS para fungdes z(t), y(t) e 2(t)
tais que z(t) e z(t) sejam constantes por partes e y(t) seja linear por partes. Para que o
procedimento tenha sucesso é necessario que as fungoes a(t) e ¢(t) sejam lineares por partes,
a fungado b(t) seja constante por partes em [0,7] e uma partigao P fixa.

A segunda discretizagao é, na verdade, a mesma que a primeira, porém com os vetores

b(t) e ¢(t) tendo o dobro da dimensdo dos vetores da primeira discretizagao, obtém-se das

restricdes uma matriz A apropriada, dependente da particao escolhida. Neste mesmo capitulo

mostra-se uma forma equivalente a segunda discretizagao, onde com algumas substitui¢des
nas fungoes z(t), y(t) e z(t), obtém-se uma nova matriz das restrigdes, que nao dependera
da partigao, e sim das dimensoes das matrizes dadas, G e H.

Ainda neste capitulo mostra-se como construir uma solugao melhorada para PLCS, se
existir uma solugao inicial factivel para PLCS. Isto formara a base de um algoritmo para

resolver PLCS.

Finalmente, no capitulo 5, discutem-se os resultados computacionais baseados na dis-

11
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cretizacao de Buie e Abrham e no algoritmo de Pullan, que foram implementados usando

Mathematica e CPLEX e a conclusdo do trabalho é feita tecendo-se as consideragdes finais.
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Capitulo 2

Prelimainares

Neste capitulo apresentam-se nogdes basicas da Teoria da Medida [13] e de programacao

linear classica [4] necesséarias as discusdes posteriores desta dissertagao.

2.1 Definicoes e Resultados Bdsicos

2]

DEFINIGAO: 2.1.1 Parti¢io e Norma

1. Diz-se que P = {to,...,tm} € uma particio de [0,T] se
I=th<hi<lis<in=T1.

2. Uma parti¢io Q de [0,T) € um refinamento da partigio P de [0,T] se P C Q.

3. A norma, ||P||, da partigio P = {to,...,tn}, define-se por

1Pll = max(t; — ti-a)

DEFINIGAO: 2.1.2 Fungdo constante por partes

Diz-se que uma fungdo f(t) € constante por partes(linear) com a partigio P = {to,...,tn},se .

f(t) € constante (linear) em [t;—1,t;) parai =1,...,m.
Dizemos que a fungdo f € constante por partes (linear) em [0,T] se f € constante por partes

(linear) com alguma parti¢do [0,T].




DEFINIGAO: 2.1.3 Eztensdo por partes

1. Seja P = {to,...,tm} particdo de [0,T).

Supée-se que haja um conjunto de m + 1 varidveis, f(to), f(t1),...,f(tm), entdo a
fungdo f(t) é definida por

t. .
t ‘_-t: 1

t____,

- 1)j:( i), parat € [t;_1,%], parai=1,...,m

10) = (2= f(tir) + (

€ chamada de extensao linear por partes de f

. Similarmente, se houver um conjunto de 2m varidvess, f(tg+) (tl—) f( +),...

entdo a fungdo f(t) € definida por

(t|+) se t= tDa tm—la
se =1,

)f(t 1+) (

———)f(ti=), para te€ (ti-y,t), parai=1,...,m,
t; — t,_ t; — 11

€ chamada de extensdo linear por partes de f

. Finalmente, se houver um conjunto de m varidvets, f(to+),f(t1+) i .,f(tm+), entao

a fungdo f(t) definida por

-

bicyt)i o =1
sy = Ttmtt) |
f(tica+) , t€[ticy,ti) parat=1,...,m,

€ chamada de extensao constante por partes de f

DEFINIGAO: 2.1.4 Fung¢do de varia¢ao limitada

Uma fungao f definida num segmento se chama fungdo de variagao limitada quando

eziste uma constante C tal que, qualquer que seja a particdo do segmento [a,b] por pon-

tos

8= T < TIC . S Tii= b,

vale a desigualdade

ki e Flosif)fi

14
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Toda fungao monétona é de variacao limitada, ja que a soma que aparece em (2.1) ndo

depende da particao , e é sempre igual a |f(b) — f(a)|.

DEFINIGAO: 2.1.5 Variagdo total

Seja f uma fungdo de variagio limitada.
O supremo das somas (2.1) correspondente a todas as partigées finitas do segmento [a, b]
se denomina variagdo total da fun¢do f no segmento [a,b], denotado por V2[f].

De maneira que :

V2Lf] = sup z 1 (oe) — (o)

Obs: O significado intuitivo de V*[f] é o comprimento total do caminho percorrido por f(t)

quando ¢ cresce de a até b.

TEOREMA 2.1.1 (Teorema de Helly)
Seja {fn} uma sequéncia de fungées limitadas em a, (|fa(a)] < M) e de variagdo total
uniformemente limitada em [a,b], (V(fa) < M). Entdo, existe uma subsequéncia de fungées

que convergem em [a,b] para uma fungdo de vari¢do limitada.

DEFINIGAO: 2.1.6 Dualidade

Dado um programa linear(PL) na forma candnica e seu respectivo programa linear dual(PLD ).

PL PLD
minimizar cz maximizar wb
sujeitoa Az <b, sujeito a wA > c,

> 1. w > 0.

onde, A € uma matriz m X n, dada; b um vetor m-coluna, dado; ¢ um vetor n-linha, dado;

x vetor n-coluna em PL e w vetor n-linha em PLD, desconhecidos.

Relagoes entre o par primal-dual.

A cada problema (primal) corresponde um outro (dual), formando o par de problema dual:

(Problema Primal) «— (Problema Dual)

15
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Correspondéncia uma a uma, entre :

variavel do primal < restricdo do dual

restricdo do primal «  varidvel do dual

Resultados completos podem ser vistos na Tabela 2.1 com mais detalhes.

Tabela 2.1: tabela geral

problema de | problema de

minimizacao | maximizagao

variavel >0 <0 restricao
<0 >0

irrestrita =

restrigao >0 >0 variavel

<0 <0

= irrestrita

-

DEFINIGAO: 2.1.7 Solugées factiveis

Considerando o programa linear (PL) na forma canénica:

PL minimizar cz

sujeitoa Az <b, z 2 0.
Cada vetor = que satisfaz as restrigoes
Az < b, # >0

€ chamada de solugdo factivel.

DEFINIGAO: 2.1.8 Solugoes bdsicas factivets

Considerando o sistema Az =bex >0, onde A é uma matrizm X n e b € um vetor m.

Supor que rank(A,b) = rank(A) = m Depois reagrupando as colunas de A, seja A = [B, N],

16




onde B € uma matriz inversivel m x m e N uma matrizm x (n —m). O ponto

T = [zpzN]

zp = B7'b
e =10

€ chamado de solugdo bdsica do sistema.

Se zg > 0, entdo x € chamado de solugdo bdsica factivel do sistema. Aqui B ¢ chamada de

matriz bdsica (ou simplesmente de base) e N € chamada de matriz ndo bdsica. Os compo-

nentes de xp sao chamados de varidveis bdsica, e os componentes de n sdo chamados de

varidvets ndao bdsicas

TEOREMA 2.1.2 Seja (PL) e (PLD) par de programas linear primal-dual, para cada par de

solugao factivel zg, wo de PL e PLD respectivamente, tem-se

=

CIp S wo b.

COLORARIO 2.1.1 Seja z¢ solugio factivel para PL, e seja wo solugdo factivel para PLD;

Entao se cxg = wob, ¢ € wy sao solugoes otimas de PL e PLD respectivamente.

DEFINIGAO: 2.1.9 Conjunto Convezo

Um conjunto A € IR" diz-se ser convezo se:

dados z1,z2 € A temos,

az1+(l—a)z, € A, V0<a<l

DEFINIGAO: 2.1.10 Envoltdria conveza

’

A intersecg¢ao de todos os conjuntos converos contendo um dado subconjunto S € IR™ é

chamado de envoltdria conveza de S denota-se por convS, e € dada por:

contS = | A, a€A, SCA,
a€l
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ou equivalentemente

P P
convS = {y:y=2/\.’ai; Ai > 0; Z/\s': l,p € N}.

i=0 1=0

Anéis e Algebra de conjuntos

DEFINIGAO: 2.1.11 Sistema de conjunto

Chama-se sistemas de conjuntos a todo conjunto cujos elementos sdo, em si, “certos”

conjuntos.

Denotaremos por letras goticas maiusculas os sistemas de conjuntos.

DEFINIGAO: 2.1.12 Anel de conjuntos

Um sistema nao vazio de conjuntos R chama-se anel se VAeB € R tem-se
AABeRe ANBER,

onde A indica a diferenga simétrica de conjuntos.

¥

A unido e a diferenga de conjuntos também pertencem a R, pois se A € R e B € R entao

AU B = (AAB)A(AN B)

A\B = AA(AN B),

onde \ é o simbolo que indica a diferenca de conjuntos.

Todo anel contém o conjunto vazio (), pois A\ A = 0.

DEFINIGAO: 2.1.13 Unidade do sistema de conjuntos

Um conjunto E chama-se unidade do sistema de conjuntos Q se E € Q e se para todo

A € Q verifica-se a igualdade
ANE = A, (ACE)

onde E nada mais € que o conjunto mazimal deste sistema que contém todos os demais

conjuntos que estao em Q.
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Um anel de conjuntos provido da unidade denomina-se Algebra de conjuntos.

Algebra de Borel

DEFINIGAO: 2.1.14 Semianel de conjuntos

Um sistema de conjuntos Q chama-se semianel se contém o conjunto vazio (), € fechado
em relagdo a intersec¢ao e satisfaz a sequinte propriedade:
Se A e Ay C A pertencem a Q, pode-se representar o conjunto A na forma
A= U Ag,
k=1

onde Ay sdo conjuntos de Q disjuntos dois a dois e o primeiro deles € o conjunto dado A;.

DEFINIGAO: 2.1.15 Decomposi¢io finita

Todo sistema de conjuntos disjuntos dois a dois Ay, A,,. .., A,, cuja unido € um conjunto

dado A chama-se, decomposicao finita do conjunto A.

¥

Todo anel de conjuntos R é um semianel porque se A é simétrico e pertence a R podemos

dizer que

A=A UA,, onde A=A\ A eR.

Mas, nem todo semianel € anel de conjuntos.
Em varios problemas, na teoria de medida, em particular, € preciso considerar a unido
e a interseccao de uma quantidade enumeravel, nem sempre de conjuntos finitos. Por isso

introduzir-se-ao os seguintes conceitos:

DEFINIGAO: 2.1.16 o — anel
Um anel de conjuntos chama-se o — anel se junto com toda sucessio enumerdvel de

conjuntos Ay, Az, ..., Ap,... contém a unido e a intersec¢do

S OOlAn,

n=

(&

s S

n=1
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Desde que cada anel de conjuntos contenha E, entao V Ay, Ay, ...

G A, = E\ ﬁ(E\An), EiAueS

Isto deduz uma relagao de dualidade.

DEFINIGAO: 2.1.17 o-dlgebra
E natural chamar o-algebra a todo o-anel com unidade. Assim uma o-dlgebra de con-
juntos € um anel [dlgebra] de conjuntos R tal que se

{An:n € N} CR, entio | A, € R.

n=1

Denomina-se as o-dlgebras de Algebra de Borel ou simplesmente B-dlgebra.

Medida de Borel-Lebesgue

»

A classe de conjuntos elementares nao esgota todos os conjuntos que se consideram na
Geometria elementar e nem na Analise classica. Borel-Lebesgue, estenderam o conceito
de medida, conservando as suas propriedades principais, a uma classe mais ampla que é
composta por unides enumeraveis de conjuntos e estd definida em todos os conjuntos da
menor o-algebra que contém os intervalos finitos.

Constroi-se a medida de Borel-Lebesgue nos passos da extensao dos intervalos finitos. Em
cada passo estendem-se classes de conjuntos para se obter classes mais amplas até obter-se
a minima o-algebra. Simultaneamente, em cada passo estende-se a medida para todos os

conjuntos da classe nova, considerando a medida inicial.

1. Sejam os intervalos P:

(a,b)
[a, )
(a, ]
[a,8]

IN A A

IA
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Designando-se a todo intervalo P um nimero m(P), a medida deste intervalo, de

maneira que:

m((a,b)) = m([a,b)) = m((a, 8]) = m([a,b]) = b - a.

Com as seguintes condigoes :

(a) m(P) sao valores reais positivos;

(b) a medida m(P) é aditiva, isto é, se P = U= P e P,N P; = { para i # j, entdo,
m(P) = Y m(F).

j=1

2. Estendendo-se a medida m(P), definida para intervalos, a uma classe mais geral de
conjuntos, conservando as condigdes (a) e (b).
O primeiro passo nesta diregao consiste em estender o conceito de medida para os
conjuntos elementares, que sdo assim chamados, pois podem ser representados na forma

de uniao e interseccao, disjuntos dois a dois, ou seja,
A= U[aiﬂbf] € [ai!bj]n[ajibj] = @,V%-‘,&éj, 1= 17"'1mej = 1)"':”'

Definindo-se agora a medida x(A) de conjuntos elementares do seguinte modo :

se

A=UR:

onde P; sao intervalos disjuntos dois a dois, entao

Conclui-se, que p(A) é um semianel de conjuntos.

Apresentando a teoria de medida de Borel-Lebesgue é necessario considerar nao sé as
unides finitas como também as infinitas. Para evitar que aparecam, neste caso, conjuntos de
“medida infinita”, limita-se o conjunto.

Considerando o conjunto £ = {0 < z < 1}. Nesta classe de conjuntos definem-se as fungées

p(A) e pa(A).
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DEFINIGAO: 2.1.18 Medida superior

Chama-se medida superior p*(A) do conjunto A ao

onde a cota inferior se refere a todos os recobrimentos do conjunto A por meio de sistemas

finitos ou enumerdveis de intervalos.

DEFINIGAO: 2.1.19 Medida inferior

Chama-se medida inferior p.(A) do conjunto A o nimero

1—u"(E\ A).

DEFINIGAO: 2.1.20 Conjunto mensurdvel

Um conjunto A chama-se mensurdvel quando

O valor comum p(A) das medidas superior e inferior de um conjunto mensuravel A é a

medida de Borel-Lebesgue.

E possivel mostrar que quando

AcJAn,

B(A) < X ut(An).

Funcao Mensuravel

Sejam X e Y dois conjuntos arbitrarios escolhidos em dois sistemas de subconjuntos 9 e
¥', respectivamente.

Uma fungio abstrata y = f(z) com dominio em X e imagem em Y chama-se (9,9')-
mensuravel quando A € ¥’ deduz-se que f~!(A) € 9.

Por exemplo, se X e Y estido na reta numérica R! (diz-se que sdo fungdes reais de variavel
real) e se ¥ e ¥’ sdo o sistema de todos os subconjuntos abertos (ou fechados) deR?, a defini¢ao

dada de fungao mensuravel coincide com a de continuidade. Tomando-se para 9 e ¥’ o sistema

22

cm 1 2 3 4 5 6 7 unespwll 12 13 14 1ls 16 3] 18



de todos os conjuntos borelianos, obtém-se assim as chamadas fun¢ées B-mensuraveis (ou -

mensuraveis segundo Borel).

O conceito de funcao mensuravel é fundamental para a teoria de integragao. Corres-
ponde ao principal conceito de py-mensurabilidade das fungdes reais definidas no conjunto
X, coincidindo ¥ com o sistema de todos os subconjuntos p-mensuraveis do conjunto X e
¥’ com a colec¢do de todos os B-conjuntos da reta. Supondo que X é a unidade do dominio
Y, de medida y. Como toda medida o-aditiva pode ser prolongada, na algebra boreliana, é
natural admitir desde o principio que ¥, é uma B-algebra.

Portanto, para as fungdes reais dar-se-a a seguinte definicdo de mensurabilidade.

DEFINIGAO: 2.1.21 p-mensurdvel

Uma fungdo real f(z) definida num conjunto X chama-se p-mensurdvel quando

f71(A) €9,
qualquer que seja o conjunto boreliano A na reta nymérica.

TEOREMA 2.1.3 Para que uma fungdo f(z) seja p-mensurdvel, € necessdrio e suficiente que

para Ve real o conjunto {z : f(z) < c} seja p-mensurdvel (isto € dizer que pertenga a 9, ).

TEOREMA 2.1.4 Seja (f,) uma sequéncia p-mensurdvel definida em X. Entdo as quatro

fungades igf fr, sup fn, im,_, o fn, € im, o f sa@o todas p-mensurdves.
n

DEFINIGAO: 2.1.22 Fungoes Simples

Uma fung¢do f(z) chama-se simples quando € p-mensurdvel e toma no mdzimo um

numero finito de valores. O conceito de fungdo simples depende da escolha da medida p.
A estrutura das fungoes simples é caracterizada pelo seguinte teorema.

TEOREMA 2.1.5 Uma fungdo f(z) que toma no mdzimo um nimero enumeravel de valores

distintos

Y1,Y2y- -5 Yny .- -
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€ pu-mensurdvel se e somente se todos os conjuntos
A=Az flz) =y}
840 p-mensurdveis.

TEOREMA 2.1.6 Para que uma fungio f(z) seja p-mensurdvel € necessdrio e suficiente
que seja representada como limite de uma sequéncia uniformemente convergente de fungoes

mensurdveis stmples.

DEFINIGAO: 2.1.23 Convergéncia em quase todo ponto (qtp)

Uma sequéncia de fungées f,(z) definida em um espago X chama-se convergente em quase

todo ponto qtp para F(z) quando

lim f.(z) = F(z), gtp z€X. (2.2)

Mn—00
Isto significa dizer que o conjunto daqueles pontos x em que (2.2) ndo se verifica € de

medida nula.

TEOREMA 2.1.7 Se uma sequéncia de fungées p-mensurdveis f,(z) converge para F(z) em

qtp do espago X, F(z) € também mensurdvel.

DEFINIGAO: 2.1.24 Convergéncia em Medida

Diz-se que uma sequéncia de fungées mensurdveis f,(z) converge em medida para uma

fungdo F(z) quando para qualquer o >0

lim p{e : |fa(e) = F(2)| 2 0} = 0.

TEOREMA 2.1.8 Se uma sequéncia de fungées mensurdveis f,(z) converge em gtp para uma

fungdo F(z), entdo f,(z) converge em medida para a mesma fungdo limite F(z).

TEOREMA 2.1.9 Supondo que uma sequéncia de fungées mensurdveis f,(x) converge em
medida para f(z). Entdo, desta sequéncia obter-se-d uma subsequéncia { fn,(z)} que converge

em qtp para f(z).
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DEFINIGAO: 2.1.25 Integral de Lebesgue

O conceito da integral de Riemann, € aplicado somente para fungées continuas ou que
nao tenham “demasiados” pontos de descontinuidades. Para integral de fungoes mensurdveis
que podem ser descontinuas em quase todos pontos onde estio definidas, (ou podem estar
definidas num conjunto abstrato de maneira que o conceito de continuidade necessite de
sentido para elas), a construgdo da integral de Riemann ndo € vdlida. Para estas fungides
existe um conceito perfeito e flexivel da integral introduzido por Lebesgue.

A integral de Lesbegue define-se de um mesmo modo para determinadas fungées em qual-
quer espago provido de medida ([17]).

Seja p uma medida, f uma fungdo mensurdvel ndo negativa definida em um conjunto
mensurdvel E.

A integral da fungao f sobre o conjunto E em relagio a medida p € definida a seguir:
o0
/Ef(w)du(w) = /E fdp = i ;ME,-),
onde os E;, 1 =1,2,... sdGo mensurdveis e disjuntos. Se E; € vazio entdo infg. f = 0.
Se a medida € medida de Lebesgue, p = m, entdo a integral é chamada de integral de

Lebesgue da fun¢ao f sobre o conjunto E e denota-se por

[Ef(m)dx=[Ef(xl,...,xn)dx1...dxn (z = (1,. .-, Z4)).

DEFINIGAO: 2.1.26 Férmula da quadratura trapezoidal

Tem-se uma aprorimagao trapezoidal dada da sequinte forma

b—a

1) = [ f(e)da ~ 252(5(a) + £0)

DEFINIGAO: 2.1.27 Ponto aderente e fecho

Seja A um subconjunto de um espago métrico M. Um ponto p € M diz-se ponto aderente

ao conjunto A se, para todo € > 0, vale a relagdo
B(p,e)NA#0

onde, B(p,e) € uma bola aberta de centro p e raioe > 0

25
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O conjunto dos pontos aderentes ao subconjunto A chama-se fecho de A e € indicado por

A.
E imediato que A C A.

DEFINIGAO: 2.1.28 Conjuntos densos

Dado um espago métrico (M, d), um subconjunto A C M diz-se denso em M se A= M.
Em outros termos, esta defini¢ao significa que, para todop € M e todoe > 0, existea € A

de maneira que d(p,a) < €. Intuitivamente, para cada ponto p € M eziste, arbitrariamente

“préozimo” de p, um ponto a € A.

Ex: @ é denso no corpo dos numeros reais R.

Obs: [A]: aderéncia, isto é, total de pontos de aderéncia do conjunto M.

2.2 Notacgoes

1. Quando se trabalha com vetores e matrizes consideram-se as seguintes definigoes de

normas e variacao total:

(a) Se z = (z1,...,2n)" € um N-vetor, entao

N
=]l = ;lxel-

(b) Se A = (a;;) é uma matriz m x n, entdo
M N
Al =223 laij]-
i=1 j=1

(c) Se A(t) = (a;j(t)) é uma matriz de funcdes definidas no intervalo [a, b, entao a

variag¢do total de A(t) é definida por

VP = Via,b A®t)] = sup3_ A(t:) — Alti-n)ll

i=1

onde o supremo é tomado de todas as possiveis partigdes do intervalo [a, b]

26
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2. Para algum programa linear PL sera escrito V[PL] para o seu valor étimo.

3. Para a funcao f(¢) as notagoes serao:

f(t=) = lim f(s) e f(t+)= lim f(s),

s—t— s—i4

quando existir o limite.




Capitulo 3

Resolucao do PPLC por

aproximacao via discretizacao

Neste capitulo estuda-se um metddo para achar solugoes aproximadas para problemas
de programacéo linear continua ([7]). Aproxima-se o problema original por um problema
discreto, discretizando o intervalo e usando a férmula de quadratura do trapézio, por um
caminho natural. A solu¢do do problema discreto converge em quase todo ponto para a
solugao otima do problema original. Mostra-se que a solugao 6tima € uma fungao de variagao

limitada.
3.1 Introducao

O problema de programacao linear continuo (PPLC), é formulado da seguinte forma

T
(PPLC) mazimizar f T (t)z(t)dt
0

sujettoa B(t)z(t) < a(t) + /Ot K(t,s)z(s)ds, z(t)>0

onde B(t), K(t,s) sio matrizes M x N, c(t) € RN, a(t) € RM e z(t) € RN. z(t), a(t), e os
elementos de B(t), K(t,s) sdo fungdes limitadas e mensuraveis segundo Lebesgue.
Este problema refere-se ao problema primal.

Consideremos o problema dual,
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T
(PPLCD) minimizar / al (t)w(t)dt
0

sujeitoa BT (t)z(t) > c(t) + ‘/tT KT(s,t)w(s)ds, w(t)>0,

onde w(t) € RM, é a variavel dual.

Este tipo de problema é resolvido por aproximagao de problemas discretos, que se chama
discretizagdo do problema original. Isto é, constréi-se uma “boa” discretizacao , do pro-
blema original, a qual pode-se resolver efetivamente, com a propriedade, que solugdes do
problema discretizado convergem para uma solu¢ao do problema original, numa topologia
adequada. Antes de prosseguir apresentar-se-a, como Proposicao 3.1.1, resultados de duali-

dade necessarios ao desenvolvimento deste capitulo.

PROPOSIGAO 3.1.1 (Tyndall [21], Levinson [16] e Grinold [11]) Se & e W sdo factiveis para

o primal e dual, respectivamente, entdo

fo T2ty < fo T T (w2 dt.

Além disso, se [T cT(t)z(t)dt = [T aT(t)w(t)dt entdo & e b sdo dtimos para os problemas

primal e dual respectivamente.

3.2 Meétodo de aproximacao por integracao numeérica

Este método consiste em discretizar o intervalo [0, T'], dividindo-o em segmentos normalmente
equidistantes, formando assim uma rede de pontos que na n-ésima particao o, sao dadas
por t! = zl:’ i=0,...,ln, com [, nimero de segmentos da discretizagao o, de [0,T] e n o
numero de vezes que se discretiza o intervalo.

Todas as integrais que aparecem na funcao objetiva e nas restri¢oes, sao usadas na apro-
ximagdo trapezoidal para se obter um problema de programacao linear (PPL), para cada 7
entre 0 e [, faz-se t = ] e substitui-se na funcdo objetiva e na restri¢ao do problema original.

Discretizando o intervalo [0,T'] na forma acima e usando a formula de quadratura do

trapézio obtém-se a seguinte discretizagao do problema, que é denotado por Py:

29
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(P,) mazimizar clz,

sujeitoa Gpz, < an,

z, 20, te0,T].

onde

az = (ago,agl, 55 afin), com

Ano = %a({]),an;“ = %a(T), dui = a(tl) para =120 L =1,
(Chas Gt niyiny ), com

¢t = 3c(0), 65, = 3e(T); i = c(t?) pata i = 1,2,..., 1,

Denotando por

By = 3B(0), By, = 3B(T), B = B(t}) para 1 < i < o~ 1,

G, é dado por:

A férmula de quadratura trapezoidal é dada por:

[ 1(@)de P22 (@) + 1(8).

Fazendo a = 0, b = T e aplicando a regra do trapézio em cada segmento da parti¢do oy, na

fungao objetiva, nas restrigoes e somando obtem-se:

1. Funcao objetiva:

]0 " T ()2t dt

c"(ty)a(tiy) + T (t)a(]))
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ST E)a () +2 z: (7 )a(tp)

In—1

S Tt + % ()a(63) + 5" (R)a(th)

=1 "N

T

Z CniTni-

o
. Restrigdes : Para cada:=1,2,...,M,Vt,0<t < T, sdo M x (I, + 1) restrigdes .

Bi(tg)z1(t5) + Bia(tg)z2(t5) + - .. + Bin(tg)z1,(t5) <

ai(tp) + Ki(to, to)z1(tp) + Kia(to, to)z2(ts)+ ... +Kin(to,to)zn(15)

Bi (8 )xl(in) + Bia(t7)z2(87) + ... + Bin (87) 2w (87)
a;(t}) + T{Kﬂ(fl, to)z1(ty) + Kia(ts, to)z2(t5)+ ... +Kin(t1,t0)zn(t5)
+Kir(t, t)z1(87) + Kia(th, t)z2(87)+ ... +Kin(t,t1)zn(])}

B (83)z1(13) + Bao(t3)22(t3) + - .. + Bin(t3)en(t2)

1§
ai(t3) + T{Kﬂ (t2,t0)z1(t5) + Kia(t2, to)za(t5)+ ... +Kin(t2,t0)zn(t5)
+2[Kin (L2, tr)z1 (1) + Kia(ta, tr)z2(t)+ .. +Kin(tz, tr)zn(7)]
+Kix(ta, t2)z1(t3) + Kio(ta, t2)z2(t3)+ ... +Kin(t2,t2)zn(t3)}

Ba(tr,)z1(t,) + Bia(tr, )z2(t,) + - . . + Bin (87, )on (i)
a,-(t}‘n)+%{Ix’;1(t;n,to)x1(t) + Ko(t,, to)za(t8)+ ... +Kin(ti,, to)zn(th)
+2[(Kin (th,, £1)21(8) + Kialti, 1) z2(8)+ ... +Kin(ti,, t)zn(@))

F(Kaa(t,, t2)z1(82) + Kio(th,, ta)z2(t)+ ... +Kin(ti,, t2)zn(t2))

+...

+(Ki1 (t1,, tra=1)21(tia—1) + K2 (b1, tra=1)z2(tia=1)+ ... +Kin(t,, ti,—1)zn(t,_,))]

+ K (tn, )21 (2,) + Kiz(bi,, t)z2(80)+ -0 +Kin (b, ti)zn ()}
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O problema discretizado, possui N x (I, + 1) variaveis, M x (I, + 1) restri¢des e as variaveis
8a0:
zi(t) 20,1 <j < N,0< k<1,

A mesma coisa € feita para o problema dual, aproximando-o para o problema

(D) minimizar afw,

sujeito a Gan <e,
w, >0, tel0,T].
onde GT ¢é a transposta de G, .

Com essas mudangas feitas nos problemas de aproximagao, pode-se obter P, e D, como

um par de programas lineares duais.

Em particular nota-se que os valores aproximados das fungdes objetivas do primal e do

T
dual sao os correspondentes valores das fungdes objetivas em P,, e D,, multiplicados por —.

In

3.3 Convergencia e Factibilrdade

Aqui introduz-se algumas notagdes e hipoteses basicas para o estudo do problema PLC em

questao.
1. Notagoes

(a) Seja,
Tn(t) = (Toisr — Toi)(t =) + zpiparat? <t <1,, 1=0,1,...,0—1, we(t) = (u
para i <t <ith; t=0;1,...,L =1,
K(B,d) {2 Bz <d x>0}
J(B,h) = {y:yB2h,y >0}
K (B, d) = envoltéria convexa dos pontos extremos de K (B, d)
J(B, h) = envoltéria convexa dos pontos extremos de J(B, h)
(b) (A : B) = matriz obtida de A adicionando em A todas as colunas da matriz B

(ambas tem o mesmo numero de linhas),

32
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(c) abs = : Se z é um vetor de componentes z,,,...,z, entdo abs z é o vetor de
componentes |z1|, |z2|, ..., |z|-
2. Hipoteses basicas

Hipétese I: a(t), c(t) e B(t), sdo fungdes de variacido limitada e K é uma matriz

constante.
Hipotese 1I: Para cada n € IN, existe solugbes factiveis para P, e Dy,.

Hipoétese I11: Existe um ng € IN tal que, para todo n > ng obtém-se:

(a) z, € K(Gn,a,), onde z, é solugio étima de Py,

(b) w, € J(GT,c,), onde w, é solugio 6tima de Dy,

. Propriedades das sequéncias {z,} e {w,}

LEMA 3.3.1 Seja A uma matriz constante. Entio existe um nimero p > 0 tal que

para algum vetor d, d* vale as implicagées a sequir:

(a) = € K(A,d) = |lz|| < plld],

(t) y € J(A,d") = |lyll < plld"|.

LEMA 3.3.2 Sejam as hipoteses I, 1I, III, satisfeitas. Entdo existe um nimero real

positivo R tal que :

(a) ||znk|| £ R para todo n, k(0 < k < 1,,) e V[0,T,z,(t)] < R para todo n.

(b) ||wnk|| £ R para todo n, k(0 < k <1,) e V[0,T,w,(t)] < R para todo n.

TEOREMA 3.3.1 Suponha que as hipdteses I, II, III estejam satisfeitas e que, para
cada n, {z.(t)} e {wa(t)}, sdo solugées otimas dos problemas P, e D,, respectiva-
mente. Entdo existe uma sequéncia de indices {k} = {n;} tal que as subsequéncias
{zk(t)},{wk(t)} convergem qtp em [0,T] para fungées de variagdo limitada, que denota-

se por &(t) e w(t) respectivamente.
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Prova:

Pelo Lema 3.3.2 as seqiiéncias de fungdes {z,(t)},{wn(t)} sdo uniformemente limitadas

e de variagio total uniformemente limitada em [0,7]. O resultado segue do Teorema

2.1:1. O

. Factibilidade

LEMA 3.3.3 Sejam as hipéteses I, II, Il satisfeitas e sejam {zx(t)} e {wi(t)} sub-

sequéncias como no Teorema 3.3.1. Entdo

(a) lim /DT T (t)z(t)dt = /OT T (4)a(t)dt,
(b) Jim : o7 (£)wp(t)dt = fTaT(t)tI;(t)dt,

() Jim [(B(t): D)au(t) — (K :0) [ wa(s)ds] = (B() : Ia(t) — (K :0) il S{sVds

0

(d) lim [(BT(t) : Dwi(t)—(KT : 0) jo : wk(.i)ds] = (BT(t): Dw(t)—(K7 : 0) /0 ttﬁ(s)ds,

Prova: E consequéncia imediata dos teoremas de Helly e da convergéncia dominada

de Lebesgue. 0

TEOREMA 3.3.2 Seja o um refinamento de ox_, para cada k. Sejam as hipéteses I, II, II1
satisfeitas e {zk(t)},{wk(t)} subsequéncias obtidas de acordo com o Teorema 3.3.1. Suponha
que

z(t) = klim zk(t) qtp, e w(t) = klim wi(t) qtp.
Entao (t) e w(t) sdo solugdes factiveis para os problemas primal e o dual do PPLC respec-

tivamente.

Prova:
Para cada k, seja €x(t) definido por
t

(B(1) : I)z(t) — (K : 0) fo zi(s)ds = a(t) + ex(t),

onde I é a matriz indentidade.
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Provando-se que klim ex(t) = 0 qtp em [0,7], entdo a factibilidade de &(t) segue da

seguinte afirmagao

Jim (B(t) : Dza(t) - (K : 0)/0t zx(s)ds] = (B(t) : 1)3(t) — (K : O)foti(s)ds.

Como B(t), zx(t) e a(t) sejam continuos qtp em [0, 7], ex(t) também é continua qtp para
cada k.
O limite klim ex(t) existe qtp; e sera denotado por £&(t).
—00
Por construgao , €x(t) = 0 para t € oy.
o0
Se ¢ € | Jox, entdo existe um ko tal que { € ox para k > ko, isto é ex(f) = 0 para k > ko,
k=1
isto é limex(t) =0 = £(¢).
k—o0
Pode-se deduzir facilmente as afirmagoes abaixo, que sdo essenciais para completar a de-
monstragao.
00
1. O conjunto o = | Jox € denso em [0, 7).
k=1

2. A fungédo £(t) é continua qtp em [0, 7], pois klim ex(t) = E(t).

Seja to algum ponto de continuidade de £(t). Pela afirmacdo (1) o é um ponto aderente
ao conjunto o, isto é, existe uma sequéncia {7,}:2, de pontos de o distintos de ¢, tal que
lim 7, = {o.

T

Da afirmagao (2) podemos concluir que 0 = limé(r;) = é(to), 0 qual completa a prova de
factibilidade de Z(t).

A factibilidade de w(t) pode ser provada de forma analoga. a

{z,} é solugdes factivel do problema primal P,, que é uma sequéncia de solugdes aproxi-
madas do correspondente problema de programacao linear primal continuo, dessa sequéncia
conhecida existe uma subsequéncia de solugoes que converge qtp para uma fungio &(t). Essa
fungio satisfaz as restri¢des (segundo Lebesgue) qtp.

Uma afirmagao similar se aplica ao problema Dual D,,, razoavel esperar que as funcoes
&(t) e w(t) sejam solugdes 6timas para o primal e dual do PPLC, respectivamente. Isto sera

visto com mais detalhes no préoximo teorema.

35
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TEOREMA 3.3.3 Sejam as hipdteses I, II, III satisfeitas e 0,41 C 0, para cada n. Entdo
eziste uma subsequéncia {k} = {n;} tal que

a)zi(t) — &(t) gtp com k — oo e &(t) € uma fungdo de varia¢io limitada.

blwi(t) — w(t) qtp com k — oo e w(t) € uma fungdo de variagdo limitada.

c)(T/l)cFzy — [y cT'(t)2(t)dt quando k — co.

d)(T/lk)aFwy — fo a®(t)w(t)dt quando k — co.

e) [T T (t)&(t)dt = [T aT(t)i(t)dt (otimilidade)

Prova:

1. Esta provado no Teorema 3.3.1

2. Esta provado no Teorema 3.3.1

Usam-se as seguintes notagdes adicionais para provar este item apenas.

i 1
=205, i=12,...,h, &g, = §£(T)

AT _ ¢aT T AT T
T = (kaxkl!" xka‘k ,axu,,)

Zk(t) = Zri + [Zrit1 — Ei] - (¢ — tf)/fk para tk <t< t:‘_}_l,i =0,1,..., 0, — 1.

Observe que klim zh(t)=&(t):qtp:
E = vetor cujos elementos sao iguais a um. (o nimero de elementos do vetor E ficara
claro no contexto).

Usando a formula de quadratura do trapézio tem-se:
. T I T4k k
f ¢, (t)zi(t)dt = [ (t5)z(t5) + 2 Z
0

o B T
f ch‘mk; = Ikc;{ﬂfk

=0
Aplicando o limite quando k£ — oo, pelo Teorema 3.3.1, obtem-se

1.m( )cfa = / T (8)3(t)dt.

k—oo
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Agora mostrar-se-a que

De fato

T .. f ) 4
|EC{($;¢ — :rk)| < F;(abs c{)(abs (:Ek — .’L‘k))

Como ¢(t) é limitada, existe uma constante A > 0 tal que absay < A\E para algum k.

Substituindo, obtem-se

Tcz‘(;%k —zi)| < )}—TE abs (& — zx)
k

%
* T
=/\/ E abs (& — zx)dt — 0 para k — oo.
o
A afirmacdo (c) do teorema é conseqiiéncia imediata do Teorema de convergencia
dominada de Lebesgue.

. andlogo a c)

. A igualdade [T cT(t)@(t)dt = JT aT(t)i(t)dt e otimilidade de & e 1 seguem da Pro-

posigao 3.1.1.

Assim, permitindo que as solugoes factiveis do PLC sejam fungdes de variagao limitada,
de acordo com os resultados apresentados neste capitulo, é possivel aproximar o PLC por
problemas discretos cujas solugbes convergem qtp para a solugao 6tima do problema original.

Um exemplo simples é resolvido numericamente no quinto capitulo a titulo de ilustracao.
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- Capitulo 4

Programacao linear continua

separavel

Neste capitulo discute-se uma classe especial de problemas de programagao linear continua,
chamada de programa linear continua separavel (PLCS) ([19]). Um programa linear dual
e uma aproximacao discreta correspondente sao introduzidos e em seguida € feita uma dis-
cussao de suas propriedades. A aproximagcdo discreta da origem & solugio melhorada, cons-
truida a partir de alguma solugao factivel para PLCS e disso resulta a dualidade forte. Existe
uma variedade de implementagdes possiveis de um algoritmo para resolver problemas PLCS

usando a solu¢ao melhorada.
4.1 Introducao

Considere o problema de programacao linear continua,

T
(PPLC): minimizar f Tt (t)z(t)dt

0

sujeitoa  B(t)z(t) < a(t) + fot K(t,s)z(s)ds,

z(t) 20, t€[0,T],

com z(t), ¢(t), e os elementos de B(t) e K(t,s) fungdes limitadas e mensuraveis.

Neste capitulo considera-se uma subclasse do PPLC, Programa Linear Continua Se-
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paravel (PLCS), que se defini da seguinte forma:

T
(PLCS) : minimizar / T ()z(t)dt
0

sujeito a /Ot Gz(s)ds + y(t) = a(t),
Hz(t) + 2(t) = b(t),
x(t): y(t):z(t) Z 01 t € [OaT]a

onde z(t), z(t), b(t) e c(t) sao funcbes limitadas e mensurdveis e y(t) e a(t) sio fungdes

absolutamente continuas. As dimensdes de z(t), y(t) e z(t) sdo n;, ny e na, respectivamente,

G é uma matriz ny X n; e H é uma matriz n3 X n;.
Seja n = ny + ny + ng e wl'(t) = (z(t),y(t),2(t)), onde w(t) é o conjunto das varidveis do

PLCS.

4.2 O Problema Dual

O problema linear dual (PLCS*), para PLCS, é dado por:

(PLCS*) : mazimizar — /‘JT dn” (t)a(t) — [: T (t)b(t)dt
sujeitoa  c(t) — GTn(t)+ Hn(t) >0, (4.4)
n(t) 20, qtp em|0,T],
onde os componentes de 7(t) pertencem a L,[0,T], e cada componente de 7(t) é monotdnico
crescente e continuo a direita em [0,7] com 7(T') = 0.
Sera conveniente representar as variaveis (7(t),7(t)) por 8(¢) e a primeira restrigdo por

¥(t), ou seja

(=T(t),n(2))

c(t) — GTr(t) + HTn(t)
LEMA 4.2.1 Dualidade Fraca

VIPLCS"] < V[PLCS].
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Prova: Suponha que w(t) seja factivel para PLCS e que 6(t) seja factivel para PLCS*.
Como a(t) = [y Gz(s)ds + y(t) e b(t) = Hz(t) + 2(t), entdo
T T
N e T s T
V[PLCSY] < /D dr” (t)a(t) /0 o7 ()b(t)dt
T t T
.- /D dr 7 (t)( fo Gz(s)ds + y(t)) ]ﬂ nT(t)(Hz(t) + 2(t))dt.

Mas, [§ Gz(s)ds = Gz(t) — Gz(0) = Gz(t), pois z(0) = 0, logo,

V[PLCSY] < - f drT (8)Ga(t f dr T (8)y(t) - / nT () Hz(t)dt — /tJTqT(t)z(t)dt
s ]ﬂ GTa(t)r(t)dt) — ] ) Ha(t)dt — / an Dyt = ]:qT(t)z(t)dt
]UT(GTrr(t)— To(t)) wtdt—fu dr( tyt)—/o nT ()2(t)dt.

Sob as condigGes de ndo negatividade das fungdes z(t), y(t) e z(t) e monotonicidade de

7(t), usando (4.4), podemos concluir que

/DT(GT’JT() HTy(1)T f drT (t)y(t) f dt</ Ta(t
Portanto

V[PLCS"] < V[PLCS).

a
Outro programa linear dual, para PLCS, formulado por Anderson e Nash é definido da

seguinte forma

(PLCS™): mazimizar —/: a¥ (t)u(t)dt — /T b (t)v(t)dt

0

5
sujeitoa  c(t) +/ GTu(s)ds + HTv(t) > 0,
t
u(t), v(t) >0, t € [0,T],
onde u(t) e v(t) sao fungdes mensuraveis e limitadas.

O problema dual PLCS* é uma generalizagao do PLCS*T.

Note que se 0(t) é factivel para PLCS* e 7(t) é absolutamente continua, entao

v(t) = n(),
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sao factiveis para PLCS™ e os valores da funcao objetivo sao os mesmos nos seus respectivos
problemas.

Reciprocamente, se u(t) e v(t) é factivel para PLCS* entao

é factivel para PLCS* e novamente as duas solugdes tem o mesmo valor na fungdo objetivo

em seus respectivos programas lineares.

4.3 Dascretizacao

Nesta secao sao introduzidas duas discretizagoes para PLCS.
Para que o procedimento tenha sucesso fazem-se necessarias algumas hipoteses sobre a na-
tureza das fungdes a(t), b(t) e c(t).

Hipétese 1: As fungdes a(t) e c(t) sdo lineares por partes e a fungao b(t) é constante por
partes em [0, 7).

Hipdtese 2: A regiao factivel para PLCS é limitada.

Fixe uma particao arbitraria P = {to,...,tn} de [0,T] de modo que a(t) e c(t) sao
lineares por partes e b(t) é constante por partes com particdo P, isto é, a(t) e c(t) sao
lineares e b(t) é constante em cada subintervalo [t;_1,%;), ¢ = 1,...,m. Supde-se também,
que a(t) é continua em [0, 7).

Dado P, seja

to+ 1t tm-1+1im

Q = {to, e D :tm—lg

i3
> 5 ytm}

Isto é, cada intervalo [t;,t;4+1] da partigdo P é dividido ao meio. Sejam

ti-1 + 1
sl |

Q = {fo,‘h‘.],tl,ﬂlz, ‘s .,tm_l,um,tm}
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eT,t=1,...,m sao os comprimentos dos intervalos da particido P. Com essas notagoes e

hipéteses pode-se definir as duas discretizagoes.

1. Discretizagao Padrao

Formula-se a discretizacao padrao PD(P), em relacdo a particdo P e mostra-se algumas
de suas propriedade.
Seja

PD(P) :

minimizar ™ot = tim1)2T (ficr ) ()
sujeitoa (t1 — t0)Gi(to+) + y(t1) = a(t1) (4.5)
(ti = tica)GE(tica+) + () — §(ti-1) = a(ts) — a(ti=1),i = 2,. .., nt4.6)

4.7)
4.8)

‘%(ti—l—l_): ﬁ(ti—1+), é(ti—l‘i‘) 2 0,3 = 11' L ( &

Hi(tio1+) + 2(tica+) = b(tica+),t=1,...,m (

O problema PD(P) ocorre naturalmente como problema discreto correspondente ao
PLCS para as fungoes z(t), y(t) e z(t), tais que z(t) e 2(t) sdo constantes por partes
e y(t) linear por partes.

Escrevendo o problema discreto de forma abreviada, tem-se

PD(P): minimizar ¢&hop
sujettoa Apwp = Bp,
wp > 0,
para alguma matriz apropriada Ap e vetores apropriados ¢p e bp. Chamam-se as
variaveis, por conveniéncia, de &y, e ¥y;.
Para facilitar a redagdo vamos incorporar a restri¢io (4.5) em (4.6) entendendo que

quando z = 1 tem a restrigao (4.5).

LEMA 4.3.1 As restrigoes

f: Gz(s)ds +y(t;)) = a(t), i =1,...
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do problema PLCS parat = t;,t = t,,...,t = t,, sdo equivalentes as restri¢oes

(t1 — t0)GZ(tot+) + 9(t1) a(t1)
e

(ti — tic1)GE(tica+) + 9(t:) — 9(ti-1) a(t;) — a(tim), parai=2,...,m,

do problema PD(P).

Prova: Usaremos inducao sobre m.
O resultado é 6bvio para as primeiras duas restrigdes , quando t = t;, t = t; que sado

equivalentes a primeira restricao (4.1). Isto ¢,

[ Ge(e)ds +u(t) = alt) & (b~ t0)Ga(tot) + (1) = altr),

€

_/:Gx(s)ds+y(t2) = aty) &

‘/011 G.’I)(S)ds + ‘/:2 G-’D(S)ds + y(tz) = a(tz) &
a(tr) = y(t) + (2 — 1) Ga(ti4) +y(t2) = a(ts) &

(t2 — t1)Gz(t1+) + y(t2) —y(t1) = a(tz) — a(t).

Suponhamos que as restrigdes (4.6) sejam validas para t = t;_q, 1 = 2,...,m, isto &,

(tic1 — tie2)Gz(tica+) + y(ti-1) — y(ti-2) = a(ti-1) — a(ti-2), 1 =2,...,m.
Mostremos que as restrigoes sejam validas para t = t,,. De (4.1) sabemos que

7 Ge(s)ds + y(tm) = a(tm)

0 que € equivalente a

£ [ oo [ oot

i=0 “"

m—2

2 (i — 1) Ga(tit) + (tn — tma1)Ga(tit) + y(tm)
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Pela hipotese de indugao , conclui-se que

m—2

(a(tiyr) — a(ti) = y(tisr) +y(t:)) + (tm — tm-1)Gz(tm+) + y(tm)
W(tmt) = (tms) + (b = tre1) Gt ) + y(tm)
(tm o tm—l)Gx(tm—1+) + y(tm) - y(tm—l)

LEMA 4.3.2 Supde-se que wp € factivel para PD(P).
Se z(t) e z(t) sdo extensoes constantes por partes de & e 2, respectivamente, e y(t)
€ estensio linear por partes de §, entio w?(t) = (27(t),y%(¢),27(t)) € factivel para

PLCS e

/0 " A ()2(t)dt = Eop. (4.9)

Por outro lado se w(t) € factivel para PLCS com z(t) constante por partes na parti¢do

P, entdo z(t;—1+), y(t:), 2(ti1+), ¢ = 1,...,m, forma uma solug¢do factivel &p para

PD(P) e a igualdade (4.9) € valida.

Prova:

Por hipétese tem-se que z(t) e z(t) sdo extensdes constantes por partes de & e 2

respectivamente. Assim, por defini¢do tem-se

i(t'm—l'l') , t=T
&(ti.1+) , t € [tio1,t) parai=1,...,m,

E(tm—l‘i‘) 3 t=T
Z2(tica+) , t€[ti-,t) parai=1,...,m

e que y(t) é extensdo linear por partes de 7, e

y(ti+), G6t =ho o By
t=1T,
parat € (t;-1,t),1=1,...,m.




m

> [ (b))

i=1 Y ti—1

>t~ i) (2 )a(0,14)

i=1
m

> (ti— tio1)ET (tioa4)c(w)
1=0
éhap.

A prova da reciproca ¢ similar.

. Nova Discretizagao

A nova discretizagao , MD(P), em relagao a particio P é dado por:

MD(P): minimizar if,-(cT(z,-_ﬁ).—f;(t{_ﬁ)+cT(t.-—):z-(t,-—))
sujeitoa :Eamﬂq+g@“)=a@g,
nGE(ti=) + i(t) — §(w) = a(t:) — a(w;), i=1,...,m
7GE(ti+) + §(w) — §(tic1) = a(w;) — a(ticy), i=2,...,m
Hz(tioa+) + 2(ticat) = b(ticat), 1 =1,...,m
Hi(ti—) + 2(t:—)
B(ticat), 2(ti—), 9(t:), 9(wi), 2(tiat), 2(ti—) 20,

Na forma abreviada
T

MD(P): mintmizar & @
sujeito a Ad = 3,

0,

@
2

para alguma matriz A apropriada e vetores ¢ e b apropriados.
Define-se por conveniéncia (0) = a(0).

Note que as restricoes de MD(P) sdo exatamente as mesmas de PD(Q) na particdo Q,
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logo os vetores b e ¢ possuem o dobro da dimensao de bp e ép, de fato:

Seja a parti¢ao

t0+t tm— +tm
Q = {to, Tl,tl,. - -1tm—la —12—,tm]’

to+1 t1 —1
(02 1—t0)=(12 o)=T1

to+ 1
2

e substituindo em (4.5) obtem-se,
n1GE(tot) + §(w1) = a(w1).
Substituindo similarmente,

i1+ 1; e t— ti—l
( 2 - t‘—l) = ( 2

J=n

li-1+ ¢
2

em (4.6) obtém-se, PD(Q) = M D(P).

=Pt =1, g T

A diferenga entre MD e PD esta na funcao custo, que em vez de se tomar o custo

médio em cada intervalo na particao, pegam-se os custos nas extremidades.

LEMA 4.3.3 Supée-se &p factivel para PD(P), aumentando &p, usando

Z(ti—) E(ti-1+),
g(t:) + 9(tiz1)
2 b )
,f(f,"_]_-i-)1 g = l,...,m,

obtém-se uma solugdo factivel para MD(P) tal que

T = éhdp.




Por hipdtese wp é factivel para PD(P). Assim,
LI Eer s
D
~ ti—tic1y, 1
> e

- cf (tizy I (ti-), 5
>~ i) Sy,

>t~ b (AL

i=1

i)

(ticaH)2(tia+) + (7 (=) 2 (ti—))

(tic1H)2(tica+) + T (ti=)2(tioa+))

( 1—1+)
¢hop.
Usou-se o fato que #(t;—) = &(t;—1+). u|

No problema MD(P) a matriz das restricdes A, depende de uma partigio escolhida.
Pode-se reescrever MD(P) de forma equivalente onde a nova matriz das restrigdes nao

dependa da parti¢ao. Fazendo as subtituigdes abaixo,

'8

\

TiZ(ticit) =

T (ti—)
9(t:)

§(us)
TiZ(ti-1+)
7:2(ti—)

&(
&(
(
(
(
(

tic1+),
&),
i),
ui),
ti1t),
ti—),

A, T

i

em MD(P) pode-se reescrever MD(P) de forma equivalente, onde a nova matriz das

restricoes nao dependa da partigao , isto é,

MD(P) :

sujetto a

5

6

=1

T(ti—1+)i'(tir1+) + CT(ti—

m
minimizar Z(c

GE(to+) + g(u1) = a(u1),

Gz(ti—) + y(t:)
GE(ti-it) + y(wi)

— §(w) = a(t;) —
— §(ti-1)

)ti-))

ﬂ(u,‘), 1=

= a(u;) — a(ti-1), 1 =

il

’

Hi(tioi+) + 2(tica+) = mib(tici+), i =1,...,m
H.’i‘(t,‘——) + é(t,‘—) = T;b(t;*), 1=

E(ti—), 9(t:), 9(wi), 2(ti-a+t),

i'(ti—l+)$

unesp ™!

47

12

13

14

1.5

m

16

17

18



ou na forma matricial,

MD(P): minimizar

S. a.

(c(to+)T, 07, c(t1=)T, 07, c(t1+)7, .. ., c(tma+)T, 07, c(tm—)T,07),
(a(u1)T, mb(to+)T, (a(tr) — a(w))T, b(ti=)T, ..., (a(tm) — a(um))T, Tmb(tm—)T),

(&(t0)", g(wa+)T, 2(to+) ", #(t1 =), §(01)T, 2t =)T, - ., E(tm =), §(tm) ", 2(tm—)"),

0
0
G
H
0
0

-1 0 G I0
\ 0 OeniOciHaslinl)

A matriz A nao depende da parti¢ao P escolhida e sim do tamanho de P.

Considerando agora o dual de MD(P)

MD*(P): mazimizar bT0
aian 0T A < é.
0 irrestrita,

Fazendo
b(ti—1+) b(ti—)
a(u;) — a(ti—1) a(t;) — a(ws),

e algumas transformacées pode-se escrever M D*(P) na forma abaixo:
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MD*(P): mazimizar “T(t0+)a(t0)
+): tiort) + 7(ti=))" (a(ts) — a(w;))

—Z ti1+) + A(ti—)) b(ti-)
sujeito & c(t,-—) - GT#(ti=)+ H j(t;=) >0, i=1,...,
c(ticit) — GT#(tica+) + HTij(tica+) > 0,
A(ti—), i(tica+) 20,  i=1,...
#(ti—) — #(tica+) 20, i=1,...
#(ti4) —#(t;=) >0, i=1,...
#(tm—) < 0.

A seguir é apresentada uma série de resultados referentes a: M D, MD*, PLCS e
PLCS".
O primeiro resultado mostra que se pode construir uma solugao factivel para PLC S*

de forma natural a partir de solugao factivel para M D* com o mesmos custo.

TEOREMA 4.3.1 Suponha que 0 € factivel para MD*(P). Entdo 67 (t) = (xT(t),n7(t)), onde
7(t) e n(t) sdo extensées lineares por partes de 7 (t) e 1j(t), respectivamente, € factivel para
PLCS*.

Além disso,

~ [ axwa) - [ o eybceyat (412)

Por outro lado, se 0(t) € factivel para PLC'S* com #(t) e 1(t) lineares por partes com

a partigio P, entdo n(ti—1+), n(ti—),m(tiz1+), 7n(t:i=), ¢ = 1,...,m, forma uma solugdo
factivel 6 para MD*(P) e a igualdade (4.12) se confirma.

Prova:
Suponha que 0 factivel para M D*(P).

Analisando a inequagio 6T A < & como 7(t) e n(t) sdo lineares por partes com a partigio P,
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tem-se que %(t),n(t) > 0 para todo t € [0,7] e que 7(t) é crescente monoténico em [0, T
com 7(T') =0, isto é, 0(t) é factivel para PLC S*.

Pela linearidade por partes de a(t) e 7(t) e fazendo 7(t,,+) = 7(T'), tem-se

f(t.--m.-) - (Hatt %('”(**") = (tiat))" (a(t) + a(tiza)), i = 1,...,m,
~[{t.'} d?rT(t)a(t) (‘J’I‘(t,'-l-) = “(ti—))Ta(t,-), . 1, o T
/{:o} dr’ (t)a(t) 77 (to+)a(to) = 0.

Como 7(t) é linear por partes e b(t) é constante por partes com a particio P, tem-se
ti
./t 0" (O)b(t)dt = (7:)(ii(ti-a+) + (i) b(ti=), i=1,...,m.
i—1
Agora provar-se-a que a igualdade (4.12) é vélida.

De fato

= ]0 () fo T ()bt dt

a(t) + ]{ , 4" (@)a(t) + /{ y drT(t)a(t)]

(tim1.ti)

m

= 2 (1) (i(tizrt) +(ti—)) "b(ti~)

i=1

m -1

2_(r(ti=) = 7(tieat)) (alts) + a(tiz)) + Z (tit+) — m(ti—))a(ts)

1=1 =1

+(n(tmt) — 7 (Em=)altm)] = () A t) + 7(8—))TH(E—)

i=1

Por hipétese temos que 7 (t,,+) = 7(T') = 0, logo

m

= —[ Z (7(ti1t) + 7(ti—))a(ti1) — %Z(W(fi—ﬁ) +m(ti—))a(t)]

1=1
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—Z(‘n timat) + i(ti—)) " b(ti—)

——E(W tiort) + 7(ti=))(a(ts) — a(tiz1)) = 3o(R)((tioat) +il(ti=))Tb(ti—)

Sl (ticat) + (6= a(ESE) = S (ter) + i(ti=))Tb(ti-)

=1 i=1
m

Z(F(ff—1+)+?f(tf—))(a(fi)—a(ui))—i( i) (i (tizat) + (=) b(ti—)

i=1
bTd.
Na terceira igualdade usa-se o fato que 7(t,,+) = 7(T) = 0 e na tltima igualdade que
7(to+)a(to) = 0. A prova da reciproca € similar. 0
O préximo resultado é analogo para MD(P) e PLCS, mas este resultado nao garante que
as solugoes factiveis para PLCS sao factiveis para MD(P) com o mesmo custo.

Nem toda solugio factivel para MD(P) corresponde a uma solugao factivel para PLCS.

TEOREMA 4.3.2 Supor que w(t) € factivel para PLCS com xz(t) constante por partes com

particdo P.
Entdo z(ti-1+), z(ti—), y(t:), z(ti-1+), 2(ti—), ¢ ...,m, forma uma solugdo factivel @
para MD(P). Além disso,

o= : (4.13)
Por outro lado, se & € factivel para MD(P) e &(ti—1+) = &(t;—) para i = 1,...,m entdo
w(t) = (z(t), y(t), z(t)) onde z(t) e z(t) sdo extensoes contantes por partes de & e 2

respectivamente e y(t) extensdo linear por partes de 3. Além disso, (4.13) € vdlido.

Prova:

O resultado ¢é imediato pelo Lema 4.3.2 e Lema 4.3.3. O

Usando o Teorema 4.3.1, pode-se mostrar, usando o Teorema de Dualidade Forte para
PL de dimensao-finita (ver Dantzig), que o valor 6timo do problema MD(P) construido de
uma solugao factivel de PLCS com z(t) constante por partes com a particdo P, estabelece

um limite inferior para o valor 6timo do PLCS.
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TEOREMA 4.3.3 Suponha que w(t) € factivel para PLCS com z(t) constante por partes com

parti¢io P. Entdo
VIMD(P)] < V[PLCS*| < V[PLCS]

Prova:
Usando o Teorema 4.3.1 e o Teorema de Dualidade forte para PL de dimensao-finita,

A T T
tem-se que b7 0 = —/D drTa(t) —/0 07 (t)b(t)dt e VIMD(P)] = V(M D*(P)].

Assim
VIMD(P)] = V[MD*(P)] < V[PLCS"].

Pelo Lema 4.2.1 tem-se que V[PLCS*] < V[PLCS]. Logo
V[MD(P)] < V[PLCS*] < V[PLCS].

COLORARIO 4.3.1 Supondo-se que w(t) € factivel para PLCS e que o correspondente @ €

étimo para MD(P), entdo w(t) € dtimo para PLCS.

Prova: Sejam w(t) factiveis para PLCS e o correspondente & étimo para MD(P). Do

Teorema 4.3.2 sabe-se que ¢'d = ] ¢’ (t)z(t)dt. Assim
0

V[PLCS] < fn § I (t)z(t)dt = é'& = V[MD(P)).

Pelo Teorema 4.3.3 conclui-se que
V[PLCS] = V[MD(P)]| = V[PLCS"].
0

Logo w(t) é 6timo para PLCS.
O préximo passo é construir uma solugdo factivel para PLCS, que de alguma forma

corresponde a uma solugido para MD(P). Isto pode ser feito da seguinte maneira:

Suponha que  é factivel para MD(P) e defina
t; +t;— ;
Hieat), be [l +2 R
t; + ;- :
z(t) =1 #(ti-), te [%,t,-) parai=1,...,m

2(tm—), t='T,
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[ tt—at, £ tios i+t

i J9(tizat) + 2 t; — 1

to—1 -, 2N —ti—hicy . ti+ ti
A )i )+ (5 ——)it-)t & ( 5t)  para

y(ti+), =1, J : ; para

)9(ui=),t € (ti-1, ) para

0, para
I i + 1
2(tia+), T E [t :
i+t
2
Z(tm—), para t=T.

Joiphra =1

Z(ti—), t € y 1) para i=1,...

W' (t) = (z(t), yg(t), z5(1))

a(w) = &To — foT T (t)zq(t)dt.

O préximo teorema mostra uma propriedade para w(t).
TEOREMA 4.3.4 w(t) € factivel para PLCS. Além disso,
= z(ti-1))" e(ti~)

Prova: Pelas defini¢ées dadas é claro que w(t) é factivel para PLCS.

Sabe-se que ¢(t) é linear por partes e zg(t) é constante por partes, assim

T
ol - T(t)zo(t)dt
ow) = &o— [ (gt
ti — 1

S (T (o) @t ) + T () (1)

~(lf W+ [

i=1 ti-1 L

I (t)3(t)dt))

b — =i

5 )(c (tioH)E(tioa+) + ¢ (ti=)E(t:i-))

i=1

L (1) (ti) + (T (ti-)3(tm)) (- t)dt))

33
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i — ti-1
2
i — 1
2
t; —t;_

HESE (m)i(tin) + E )ateen) [ (¢ )t

)(c (ticr4)E(ticr+) + T (ti—)E(ti—))

)T (tia+)a(tior+) + & (o +)E(tioa+) /: _ (t — ti_y)dt

Cancelando termo a termo, temos

(t —t)?

- - ( _ti~1)2 A4 t;
= —Z ¢_1+ :8 , 1+)—-"—-2——' ,‘ 1-|-C ( ):z:(t‘ ) 2 ) u.')

= _Z;[CT(te 1+)Z(ti- 1+)( _8‘ -1)* (t‘,_);‘,}(t‘._)(_(ti—ls_ti)z)]

Por hipétese c(t) é linear, logo ¢% (t;-1+) = ¢¥(t;—), entdo

i — )2 (2(ti—) — &(tiza+))é(ti—).

0
Considerando-se o que acontece quando a particao ¢ refinada progressivamente, do Teo-
rema 4.3.4 e pela hipdtese 2, pode-se deduzir que, como a norma da particao tende para

zero, os valores do PLCS e MD tendem para o mesmo valor. Disto resulta que
V[PLCS]=V[PLCS"|

como uma consequéncia imediata.
Serd necessario o seguinte resultado técnico sobre sequéncias, o qual pode ser provado facil-

mente.
LEMA 4.3.4 Supor que {a,}52, € {b}32,, sdo sequéncias tal que

By = G0, =120,

lim (b, — a,) =

n=00
Entao lim a, e lim b, ezxiste e
n—00 n—oo0

lim a, = lim b,,.

=00 n—00
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Prova: Seja

€ = inf b, — sup a,,
s n

entdo € > 0. Desde que b, — a, > € para cada n e lim(b, — a,) = 0 temos € = 0.
Seja

L= igf b, = 5171lp an.
Desde que a,, < L < b, para todo m, temos
(L —an) < (bn—an) e (bn— L)< (bn—an).
Aplicando o limite quando n — oo nas duas desigualdades acima temos:

lim (L — a,) < lim (b — an) e lim (b, — L) < lim (b — an)

n—00 n—00

com ﬂl]_'x{.}o(bﬂ — a,) = 0, segue que

lim L — lim a, <0

n—00 1’1—"0.0

lim b, —T}L%L <0.

n—0oo

Substituindo L por igf b, na primeira desigualdade e por sup a, na segunda desigualdade

obtém-se:

Az, (nfby) < Jirg, 6

Jim by < Jim (sup )
Logo

lim b, < lim a,.
n—0oo =00

Como a,, < b, por hipétese segue que

lim b, = lim a,

n—00 =00
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COLORARIO 4.3.2 Supondo que a Hipdtese 2 esteja satisfeita, e que w(t) seja factivel para

PLCS com z(t) constante por partes com parti¢io P, entdo
I im [ d
Jim VIMD(Q)] = lim | ¢ (t)zq(t)dt,
PCQ PCQ
onde zq(t) € obtido da solugdo dtima para MD(Q) por (4.14), e assim
T
lim | c'(t)zq(t)dt = V[PLCS] = V[PLCS").
113&60 0
Prova:
Suponha que para algum z(t) factivel, ||z(t)|| < M e que ||¢(t)|| < C parat € [0,T] —
Seja Q = {8i;.++y8} 2 P. Entao

"‘ MC T

a(wg) — 0 quando ||Q]| — 0.

& 2

Seja {@»}22, uma sequéncia de parti¢des com

lim |lQll =0, P € Q

6= VIMD@Q), b= [ (t)eau(t)dt

Assim lir{)lo(bn —a,) =0, e pelo Teorema 4.3.3 tem-se b, — a,, > 0 para todo m e n. Do

Lema 4.3.4 segue (4.16). Com uma nova aplicagado do Teorema 4.3.3 conclui-se (4.17). O

4.4 Construindo uma solucao melhorada

Seja wl(t) = (zT(t),y*(t),27(t)) factivel para PLCS com z(t) constante por partes com
particio P. Usando a notagio da secao anterior, seja &7 (¢) = (7 (¢), §7(¢), 27(t)) solucao de
MD construida a partir da partigdo P. Suponha que @ ndo é 6timo para MD. Entao existe

w, factivel para MD, com o valor objetivo rigorosamente melhorado, isto €,

d ~ -~
6% ToH— T <.
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Seja &7 (t) = (37 (t), 57 (t), 27 (t)) uma solugio factivel para PLCS generalizada por & como
definida na secao anterior. Entdo & é constante em [ti-1, (ti-1 +1:)/2) e em [(tic1 + t:)/2,t:)
para t =1,.0:,m:

Agora “juntam-se” as duas solugdes w(t) e @(t) como segue.
to Time
to+ € l
11— €
t

L + €

tn—1 — €m=1

Seja

e € € [0, 7]. Define-se
(t,' — t“_l)ﬁ
2T '

€ =
Note que se € = 7 entdo ¢; = (t; — ti—1)/2. Define-se

x(t) = (), [‘I 1 %=1 e)u[t‘ Eati)i__ 11...;m1
€
x(t): caso conts t’i'l !.O.

Sejam #(t) e z(t) dados pelas restricoes de PLCS, isto €,

/ ' Gil(s)ds + Gilt)
Hz (t) + Z(t)

Icm 1 2 3 4 b 6 7 unesprl 12 13 14 1% 16 17 18



Afirmacio : @I (t) = (27(t),57(t), 27 (t)) é factivel para PLCS.
De fato, como z(t), Z(¢) > 0 para todo t € [0, T'] pela factibilidade de w(t) e &(t), é claro que
Z.(t)) > 0 para todo t € [0,T). Para t € [ti-y + €, t; — €),Z(t) = (t), assim Zz(t) = z(t)
para t € [ti—y + €, ti — €;) e T (t) = Z(t) e Z(t) = 2(t), caso contrario. Pela factibilidade de
w(t) e @(t) novamente, tem-se que z.(t) > 0, para t € [0, 7.

Assim, para estabelecer a factibilidade de @,(t) resta mostrar que 7¢(¢) > 0.
O fato de Z(t) ser constante no intervalo [t;_1,ti—1 + €), [ti-1 + €,t: — €) e [t; — €, t;) para
¢ = 1,...,m, implica que ¥.(t) é linear nesses intervalos. Assim, é suficiente mostrar que
Je(tiz1), Ye(tic1 + €), Je(ti — €) e Ye(t;) > 0 para 2 = 1,...,m. Isto serd feito no préximo

lema.

LEMA 4.4.1
L+ ti1
( 2
t +tt 1

Je(tici +6) = (1— ;) y(ti-1) +

)s

€

Blt) = (1-Sy(t)+

S¢
.
Julti—e) = (1= Dylts) + i
(fs)
Prova: Estabelecemos estas igualdades por inducao sobre z.
Esta claro que para ¢ = 0, %.(0) = §(0) = y(0) = a(0), (4.20) é verdadeira. Supde-se que

(4.20) seja verdadeira para ¢ — 1, isto €,

Bltiod) = (L= Dyltio) + S5(tir),  i=0,0ym

Mostra-se que (4.18) - (4.20) é verdadeira para :.
Observar que z(t) = Z(t), para t € [t;—1,ti—1 + €), logo

Je(tica + &) — Ye(tica) = F(tiz1 + &) — G(ti-1)

26 i - -
— — i) —i(t)l, (4.21)
t~ bi=1

ti+tica
2

pois, ¥ é linear em [t;_;, ]. Assim,

Bltio 4 @) = Beltir) = S - (ki)
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Usando a hipétese de indugao e substituindo em (4.22), obtém-se

Geltios + &) = (1= S)y(tin) = S3(t) = SH(22) — ().

Fazendo os calculos chega-se a

_ € € bt
il = (D e ) .
Ye(tio1 + €) = ( T)y( 1)+Ty( 5 )

Isto €, (4.18) é satisfeita para i.

Analogamente, Z.(t) = z(t) em [t;-1 + €, t; — €), entdo

Je(ti — &) — ge(tici + &) = y(ti — &) —y(ti-1 + €)

(1- —25 ) (y(t) - yltia)).

ti —tim1

Novamente usa-se o fato que, y é linear em [¢;_1, ¢;].

Assim como (4.20) € valido para ¢ (4.19) também é.
Argumentos semelhantes mostram que (4.19) é verdadeira para i e segue pelo principio

da inducao finita. 1]
COLORARIO 4.4.1 @, € factivel para todo € € [0, 7].

Prova: Basta mostrar que 7(t) > 0 para todo t € [0,7]. Sabemos que y(t;) é uma
combinagao convexa de y(t;) e §(t;) e como w(t) e @(t) sdo factiveis para PLCS, entdo
y(t:),9(t:) > 0. Logo, por (4.18) temos y(t;) > 0 para ¢ =1,...,m.

Similarmente,j(ti—1 + €) e ye(t; — €) > 0 parai = 1,...,m. O resultado segue da linearidade
por partes de g, . O

Tendo estabelecido a factibilidade de @, o préoximo passo € mostrar que para € suficien-

temente pequeno é possivel melhorar o valor da funcao objetivo. Isto é feito nos préximos

resultados.

LEMA 4.4.2

/0 " Ttz (t)dt - /0 L Tty

onde a = a(@), como dado em (4.11).
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Prova: Como c(t) é linear em (t;_1,¢;) para ¢ = 1,...,m, temos

/ T ety %(cu,-_m Feltii )

tl—l
Ez(t{ — t{_l)z

eic(ti-i+) + a7

c(ti—).
Analogamente, tem-se

_/ti c(t)dt = €;c(t;i—) — E(L--ﬁ‘;l-)—z.{:(t;—).

ti—e; 872
Agora para t € [0,7),

j’E(ti—l'*') T x(ti—l-l')a te [ti—-lstiHI 3 65), 1= 11- <oy,

i’c(t) - 59( ) = (f"—) — x(t,-—), t e [t,' + E,‘,f,‘), 1= 1, .. .,m,

z
0, caso contrario.

/ " Tz (t)dt — [ ety

0

elt—ti1)
872
62(t,' — t.,'_l)2

872

(tica )T + (eic(tior+) + c(ti—))

é(ti—)).
O resultado agora segue de calculos algébricos e pelo fato de que

§ = Fo-o
b —ticay o T
2 (5@ (E1+) — 2(ti-a )" + oftiart)
=1
ti —ti

i( : 5 )(&(ti—) — z(t:i—))T + c(ti—).
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T T
COLORARIO 4.4.2 Para ¢ suficicnlemente pequeno, f T (t)z (t)dt < / cI(t)z(L)dt e
0 0

2 6

B T 2, a<le-—<l,

min/ cl(t)z(t)dt -—/ c'(t)z(t)dt = { 4 = ® %a
€ 0 0

8§ — a, caso contrario,

€ 0 MiIntmo ocorre em

or )
g a<Oe§E<1,

T,  caso contrario.

Temos agora um Teorema de dualidade forte.

TEOREMA 4.4.1 (Dualidade Forte) Supoe que a hipdtese 2 seja satisfeita. Se w(t) ¢ otima

para PLCS, entao existe 0 élimo para PLCS* com

/OTCT(!,)x(!,)dL = —/:‘d:fr?‘(t)a(t)—/DTT;T(t)b(t)dt.

Prova: Se w(t) é uma solugao étima de PLCS entdo podemos supor que z(t) é constante
por partes. A solugao correspondente & é entdo étima para MD(P), pois, caso contrario,
poder-se-ia contruir uma solugao melhor para PLCS. Agora o resultado segue do Colorario

4.3.1. 0

4.5 Implementacgao

Temos todos os ingredientes para implementar um algoritmo para resolver problemas de
programacao lincar continua separavel. Nesta se¢do esquematizam-se possiveis caminhos
diferentes, juntando esses ingredientes. A discussdao dos resultados computacionais de tal

implementagao ¢ objeto do préoximo capitulo.

1. Discretizagio pura.

Resolve-se MD(P) para alguma particdo P e constréi-se uma solucdo factivel para
PLCS (veja Teorema 4.3.2). Esta discretizagdo tem duas vantagens sobre a discre-
tizagdo padrao, esquematizada na segao §l. Primeiro, pelo Teorema 4.3.3, a fungao

custo da solugao de MD fornece uma cota inferior para a fungao custo da solugao 6tima
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do PLCS.
Segundo, se a Hipdtese 2 estiver satisfeita, entdo, usando o Teorema 4.3.4 e o Co-
lorario 4.3.2 pode-se construir uma particao de modo que a solugdao do PLCS esteja

tao proxima da solugao otima quanto se deseja. Solugao 6tima.
(A .
Tempo continuo

Dada uma solugao factivel para PLCS, constréi-se uma solugao melhorada usando o
procedimento detalhado na se¢ao 4.4. Repete-se o procedimento refinando as partigoes
at¢ que a solugao fique proxima da solugao 6tima, dentro de um limite pré-estabelecido.

H4 varias maneiras de se fazer isso. Algumas delas sao resumidas abaixo:

(a) Pelo Lema 4.2.1, uma solugdo do PLCS gera uma solugao para PD(P), para
alguma parti¢ao P, com o mesmo custo. PD(P) pode ser resolvido, ou pelo menos
melhorado ¢ sua solu¢io usada como solugdo factivel inicial para PLCS, da qual
uma solugao melhorada para a PLCS ¢ obtida pelo procedimento esquematizado
na §4.4. Resolvendo-se PD(P) completamente, produzir-se-a a melhor solugao
para PLCS com a partigao P.

Pelo Teorema 4.3.2, uma solucao para PLCS gera uma solugao factivel para
MD(P) para alguma parti¢io P, com o mesmo custo. Resolvendo MD(P) até a
otimilidade, usando isso como uma solugdo melhorada para MD(P) e “juntando”

as duas solugdes produz um limite inferior para a fungao objetiva.

Dada uma solu¢do do PLCS, constrdi-se uma solugago do MD(P), purifique-a
tornando-a uma solugdo basica factivel e executa-se (ou apenas alguns) pivo-
teamentos simplex. Isto produz uma solugao melhorada de MD, que, depois de

“juntar” com a solu¢ao velha, produzira uma solugao melhorada para PLCS.

Ainda nao ¢ claro qual dos procedimentos acima produzira os melhores resultados. Entre-

tanto, uma mudanga simples que aplicada em qualquer implementagao sugerida acima parece

melhorar o tempo de solugao consideravelmente e a convergéncia dos pontos da partigao, ¢

a remogao de pontos desnccessarios a partigdo. Depois de completada cada interagao do

algoritmo verilica-se s¢ a nova solugao do PLCS (tanto quanto a, b(t), e ¢) é constante além
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de dois ou mais intervalos da nova partigao . Se for verdade, entao removem-se os pontos da
parti¢ao de modo que existird somente um no tal intervalo. Isto produzira uma nova partigao

com um menor numero de pontos, ¢ com cada ponto correspondendo a uma descontinuidade

em um ou mais componentes de z(t), a, b(t), ¢(t).

Resultados computacionais sao apresentados no préoximo capitulo.
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Capitulo 5

Resultados numénricos e

consideracoes finais

Neste capitulo serdo apresentados a solugdo numérica de um exemplo simples nao se-
paravel utilizando a discretizagdo estudada no capitulo 3 e um exemplo separéavel utilizando

os igredientes basicos de um algoritmo estudados no capitulo 4.

5.1 FEzxzemplo nao separdvel

Considera-se o PPLC, ver ([7]), com restrigdes , fungdes e matrizes dadas no intervalo 0 <
sk
cf(t) = (3 —3t,4 — 4t,2 — 2t)
a(t) = (12t,2t,9t)T
1 5350100 1 10 0 0 0O
Bt)=-120010]|, -K(t)=[-1 40000
3 01001 3 0 3000

A solugao analitica deste problema é dado por:

2 — 2t ¥ 0<t< Ty
21 (t) =
0 , Tpo<t<l1

(t) 1 — 2 , 0<t<To
Ta =
T _ 122 _ -2 Ll  T<i<]
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] —e™ % , 0<t<Ty

eTo=2¢ _ le?To-2t _ =2t 4 15, Bl

) ] — e st
z3(l) =
3 Ge2To=3t 4 4¢3To=3t _ o—3t L s gt <l

Constroéi-se um programa usando o software Mathematica para obter a solu¢ao do pro-
blema discreto (/%,), correspondente & solugao do problema primal (PLC). Neste exemplo
usa-se [, = 30, [, nimero de segmentos da discretizagio do intervalo [0, 1], estes segmentos
sao normalmente equidistantes, ¢;, 2 = 0,...,30. As matrizes dada sao de ordem 3, e assim
o problema discreto tem 93 varidveis e 93 restrigoes .

Os passos basicos do programa para construir o problema discreto sdo os seguintes:

1. Fungao objetiva

Iistendemos a fungao objetiva do problema PLC, discretizando o intervalo na forma

acima ¢ usando a formula de quadratura do trapézio, (veja na segao 3.3 §1).

Reslrigoes

Iistendemos as restri¢oes usando a mesma discretizagao e usando a férmula de quadra-
tura do trapézio, (veja na segio 3.3 §2).

Solugdao do problema discreto

Resolve-se o problema PLC com a fungao objetiva obtida pelo item 1 e com as restrigoes

obtidas pelo item 2, usando o comando CosntrainedMin do software Mathematica.

A solucao obtida é:




N[ConstrainedMax[a,listal,lista]]

{2.21094, {x[0] -> 0, x[1.] -> 0.0655738, =x[2.] -> 0.128998,
x[3.] -> 0.190342, x[4.] -> 0.249675, x[5.] -> 0.307063,
x[6.] -> 0.362569, x[7.] -> 0.416255, x[8.] -> 0.468181,
x[9.] -> 0.518405, x[10.] -> 0.566982, x[11.] -> 0.613966,
x[12.] -> 0.65941, x[13.] -> 0.703363, x[14.] -> 0.745876,
x[15.] -> 0.786995, x[l16.] -> 0.826766, x[17.]-> 0.865232,
x[18.] -> 0.902438, x[19.] -> 0.938423, x[20.]-> 0.973229,
x[21.]-> 1.00689, x[22.]-> 1.03945, =x[23.]-> 0, x[24.]1->0,
x[25.]-> 0, x[26.]-> 0, x[27.]-> 0, x[28.]-> 0, x[29.]->0,
x[30.] -> 1.20548, x[31.]-> 0, =x[32.] -> 0.0645161,
x[33.] -> 0.12487, =x[34.] -> 0.18133, x[35.] -> 0.234147
x[36.] -> 0.283557, =x[37.] -> 0.329779, x[38.] -> 0.373019,
x[39.] -> 0.41347, =x[40.] -> 0.45131, x[41.] -> 0.48671,
x[42.] 0.519825, x[43.] -> 0.550804, x[44.] -> 0.579785,
x[45.] 0.606895, x[46.] -> 0.632257, x[47.] -> 0.655982,
x[48.] 0.678177, x[49.] -> 0.69894, x[50.] -> 0.718363,
x[51.] 0.736533, =x[52.] -> 0.753531, x[53.] -> 0.769432,
x[54.] 0.25747, =x[55.] -> 0.273117, =x[56.] -> 0.287755,
x[57.] 0.301448, =x[58.] -> 0.314258, x[59.] -> 0.326241,
x[60.] 0.337452, =x[61.] -> 0.940959, x[62.] -> 0,

x[63.] 0.0952381, x[64.] -> 0.181406, x[65.] -> 0.259367
x[66.] 0.329904, =x[67.] -> 0.393722, x[68.] -> 0.451463,
x[69.] 0.503705, =x[70.] -> 0.550971, x[71.] -> 0.593736,
x[72.] 0.632427, x[73.] -> 0.667434, x[74.] -> 0.699107,

x[75.] 0.727764, x[76.] -> 0.753691, x[77.] -> 0.777149,
x[78.] 0.798373, x[79.] -> 0.817575, x[80.] -> 0.834949,
x[81.] 0.850668, x[82.] -> 0.86489, x[83.] -> 0.877758,
x[84.] 0.8894, x[85.] -> 4.01078, =x[86.] -> 3.91452,
x[87.] 3.82742, x[88.] -> 3.74862, x[89.] -> 3.67732,
x[90.] 3.61281, =x[91.] -> 3.55445, x[9%92.] -> 0})
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Para efeito de visualizagao plotamos abaixo as solugoes analiticas (linha continua) e a

solugao numérica (ponto).

A solugao numérica tem alguns pontos que estao longe da solugao analica, mas acreditamos

que seja um problema do sistema Mathematica.
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5.2 Fzxemplo separdvel

Considera o problema de programagao linear continua separavel, ver ([19]), no intervalo [0, 2],
cujas dimensoes das variaveis x(t), y(t) e z(t) sao ny = 2, n, = 2 e ng = 1, respectivamente.

Dadas as matrizes,

e as funcoes ,

a(t) =4+t as(t) = 3 + 2t.

Ilste programa foi resolvido usando a matriz da secao 4.3 e usando o comando Linear-
Programming do software Mathematica.
A solucgao obtida é:
1. Com dois pontos do intervalo [0,2]
xvec=LinearProgramming [c,matrixa,b]
{5, 5, 0, 0, 5, 1, 2, 0, O, 5}

c.xvec
-20

2. Com trés pontos do intervalo [0,2]

N[xvec=LinearProgramming [c,matrixa,b]]

(4.5, 0.25, 0, 2.75, 0, 0.5, 0.25, 0, 4.5, 4., 0.5,
5., 0, 0, 0, 0.5, 1., 0, 0, 2.5}

N[c.xvec]
-16.25




5.3 Conclusoes

Neste trabalho discutem-se métodos de solugao de problemas de programacao linear continuo.
Um dos caminhos seguidos foi a pura discretizagio onde o problema continuo é aproximado
por problemas discretos em que as solugoes 6timas convergem para a solucao do problema
continuo. Qutro caminho bastante estudado na literatura é a tentativa de generalizagao do
método simplex para espagos funcionais. Este método foi objeto de estudo desta dissertacao,
porém estudou-se uma classe de problemas lineares continuos separaveis, no qual, foi possivel
combinar os elementos do método simplex com os ingredientes dos métodos de aproximagao
via discretizagao. Isto foi possivel devido a natureza dos problemas separaveis que, permitem
buscar solugdes Stimas w(t) = (Z(t),y(t), 2(t)) em que &(t) e 2(t) sdo constantes por partes
e y(t) linear por partes.

No futuro pretende-se testar as diversas implementagdes sugeridas no quarto capitulo
para deduzir qual delas possue o menor tempo de CPU e possivelmente a melhor taxa de

convergencia.

Além disso, pode-se tentar estender a teoria de dualidade contida no capitulo 4, para

problemas quadraticos com restrigdes separaveis.
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