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Capitulo 1

INTRODUCAO

O objetivo deste trabalho € estudar algumas condigdes necessarias e suficientes
para que polinémios e fungbes inteiras tenham somente zeros reais. O estudo é
justificado pela conexao deste tipo de problema com a famosa hipétese de Riemann.
Depois da recente demonstragao de Andrew J. Wiles do Teorema de Fermat, parece
que a Hipétese de Riemann é o maior desafio em matematica, que ainda estd em
aberto.

Existem muitas condi¢des necessarias e/ou suficientes sob as quais a hipétese
vale. A maioria delas é dada em termos de complicadas desigualdades funcionais
ou integrais. Algumas delas sao mencionadas na Se¢ao 3. Nao é preciso dizer que
nenhuma das condigoes suficientes foi provada ainda. Além disso, as desigualdades
sao tao complicadas, que sera muito dificil verifica-las em computador.

Uma das idéias principais para provar que os zeros nao-triviais da funcao ( de
Riemann estao na reta Re(z) = 1/2, que é exatamente o enunciado da hipédtese de
Riemann, é provar que a fungao é de Riemann, que é uma fungao inteira real, par,
de ordem um, tem somente zeros reais. A hipétese pode ser reduzida entao a provar
que uma funcao inteira desse tipo tem somente zeros reais negativos.

Existia um problema em aberto de Karlin, que afirma que as condicoes ne-
cessarias para que uma funcdo inteira ¢ tenha somente zeros reais e negativos sao
que alguns determinantes de Hankel, formados pelos valores de ¢ e de suas deriva-
das consecutivas, possuam sinais constantes para valores positivos dos argumentos.
Recentemente foi provado pelo autor em [10], que um problema antigo de Pdlya
implica que o problema de Karlin é verdadeiro. Precisamente, foi mostrado que se
o problema de Pdlya é resolvido, isso implicaria imediatamente ser verdade o pro-
blema de Karlin, o que, por outro lado, daria condigoes necessarias para a hipdtese
de Riemann. Na demonstragio, dada no trabalho [10], usamos um trabalho de Cra-
ven e Williamson [8] que afirma que os polinémios de Jensen, associados com uma
fungao inteira da classe de Laguerre-Pdlya, sao distintos. Algum tempo atras, de-
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pois da publicacao do trabalho [10] fomos informados pelo Professor Csordas que a
demostracao em [8] estava errada. Neste trabalho, corrigimos a nossa demonstragio

de modo a evitar-mos o uso do resultado do artigo [8]. Um dos resultados principais
desta tese sao contra-exemplos as conjecturas de Pélya e de Karlin.

Um resultado de Jensen pode ser usado para reduzir o problema inicial de ca-
racterizagao das fungées inteiras com zeros reais e negativos para o problema de
caracterizagao de todos os polinémios reais, que tém somente zeros reais e negati-
vos. Algumas condigoes necessarias e/ou suficientes para que um polinémio tenha
somente zeros reais sao conhecidas. Elas sao dadas por Hermite e Schoenberg.
As condi¢oes de Hermite e de Schoenberg sao dadas em termos de sequéncias de
determinantes positivos. E interessante mencionar que os casos mais simples das
condi¢oes de Hermite e de Schoenberg, e também das condigdes do problema de
Karlin sdo as desigualdades de Turan.

Alguns resultados muito recentes do autor dao novas condigdes necessarias para
um polinémio ou fungao inteira ter somente zeros reais. Outro resultado principal
da tese é uma extensao dessas condigoes.

Gostaria de expressar os meus cinceros agradecimentos a todos aqueles que direta
ou indiretamente contribuiram para a realizacdo deste trabalho, em particular ao
Prof. Dr. Alagacone Sri Ranga, a Profa. Dra. Eliana X. L. de Andrade, ao Prof.
Dr. Sabastido P. Martins e a todos os colegas do Departamento de Ciéncias da
Computagao e Estatistica.

Y
AVAYEY

VA
2 3 4 5 6 7 unespw-l 12 13 14 15 16

7

18



Capitulo 2

A HIPOTESE DE RIEMANN E
FUNCOES INTEIRAS DA CLASSE DE
LAGUERRE-POLYA

2.1 A HIPOTESE DE RIEMANN
A funcao zeta de Riemann ((z) é definida por
=. 1
A=

ou, equivalentemente, por

tz)="1I (1—1J—{

p primo pz

Aqui z é complexo, z = & +1y. A série de Dirichlet (2.1) é convergente para z > 1 e
uniformemente convergente em todo compacto de {& > 1 + 6}, § > 0. Entéao (2.1)
define uma fungao analitica ((z) para * > 1. A fungao zeta de Riemann pode ser
estendida analiticamente através dessa regiao pela equagao funcional

((2) = 2°7* 1 sin(r2/2)T(1 — 2)¢(1 — 2).

E bem conhecido que os tinicos zeros reais de ((z) sdo —2,—4,—6,... e ((z) tem
um numero infinito de zeros nao-reais e todos eles pertencem a faixa 0 < Re(z) < 1.
Em 1859 Riemann colocou sua famosa hipétese:

4
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Todos os zeros nao-reais de ((z) pertencem a Re (z) = 1/2.

A fungao ¢ de Riemann é definida por
E(iz) = (2% = /)T /2 4+ 1/4)0(= +1/2)

onde I' é a fungao gama. Entao a hipdtese de Riemann é equivalente a dizer que a
funcao £ de Riemann tem somente zeros reais. A funcao £(z) é uma fungao inteira
de ordem um. Além disso, ela pode ser representada na forma

£(x)2) = 8/000 B(1) cos ztdt,

O(t) = i( “r2e% — 3n’re) exp(—niret). (2.2)

n=1

S/ = Y (-1h (23)

i / T ke(t)dt, k (2.4)
0
Colocando z = —2? obtemos a funcao inteira
S T e i i A= k—!,?;k. (2.5)
a2k =7 3L (2k)!

de ordem 1/2. Entao a hipdtese de Riemann é equivalente a dizer que a fungao F(z),
definida por (2.5) tem somente zeros reais negativos.

A monografia de Titchmarsh [26] contem informagoes completas sobre as fungdes
¢ e £ de Riemann, e sobre a hipdtese de Riemann.

2.2 FUNGOES INTEIRAS DA CLASSE DE
LAGUERRE-POLYA

Uma funcao real inteira i (x) é da classe de Laguerre-Pdlya se 1(z) pode ser
representada da forma

P(z) = ca™e~OT Az T1(1 + 2/ax)e=/=*, (2.6)
k=1

5
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onde ¢, 3 e z, sdo reais, a > 0, m é um niimero inteiro nao-negativo e " 2% < co. Se
¥ é da classe de Laguerre-Pdlya, escreveremos 1) € £ — P. Uma func¢ao real inteira
¢(z) é da classe de Laguerre-Polya do tipo [ se p(x) ou ¢(—=z) pode ser representada
na forma

o(z) f[ 1+ z/24), (2.7)

onde c é real, o > 0, m é um nimero inteiro nao-negativo, zx > 0,e Y 1/z; < 0o. Se
¢ € da classe de Laguerre-Pélya do tipo I, escreveremos ¢ € L — P(I). Adotaremos
as notagoes de [5, 19, 24] onde sdao encontradas propriedades das fungdes da classe
de Laguerre-Polya. A classe £ — P consiste de fungdes inteiras que sao limites
uniformes locais (isto é , limites uniformes em qualquer conjunto compacto do plano
complexo) de polindmios com somente zeros reais e as funcgoes em £ — P(I) sao
limites uniformes locais de polinémios cujos zeros sao todos reais e positivos ou,
todos reais e negativos. E claro que £ — P(I) C £ — P. Uma observacio importante
de Polya e Schur [23] é que, se uma fungéo

i ‘ (2.)

¢ da classe £ — P, cujos coeficientes de Maclaurin v, &k = 0,1,..., sao nao-
negativos, entao ¢ € L — P(I) e, além disso, o termo constante ¢ na representagao
de ¢ na forma (2.7) é positivo.

Portanto, pelo teorema de Hadamard, a hipotese de Riemann é equivalente a
dizer que a fungao real inteira F', definida por (2.2), (2.4) e (2.5), é da classe L — P(I)
(veja Pdlya e Schur [23] e Boas [2, p. 24]).
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Capitulo 3

DESIGUALDADES DE LAGUERRE E DE
TURAN E EXTENSOES. AS
CONJECTURAS DE POLYA E DE
KARLIN

3.1 POLINOMIOS DE JENSEN. DESIGUALDADES DE
LAGUERRE E DE TURAN.

Como foi mencionado na introdugao , condigoes necessarias e/ou suficientes para
que uma fungao seja da classe £L — P ou £ — P(I) sao conhecidas.
TEOREMA 1 (Laguerre [13]) Seja ¢ pertencente a L — P. Entdo

(e* ) (2)? — oW (2)p*+D(2) >0, z€ R, k=0,1,... (3.1)
Extensoes das desigualdades de Laguerre foram obtidas por M. L. Patrick.
TEOREMA 2 (Patrick [20]) Seja ¢ pertence a L — P. Entdo
2k (_1)i+k ( 2

2 el \

3=0

) 99(3')(3?)99[%—3'](3?) >0, z€e R, k=0,1,...

As correspondentes desigualdades discretas

& (—1)itF (‘Zk

(2k)! j )73'721:—;20, b= Ol

3=0

7
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de (3.2) para = 0, foram obtidas primeiramente por Jensen.
Jensen provou também que a hipotese de Riemann vale se, e somente se,

f” f°° ®(a)0(B)e" @) (o — f)dadf, para T€IR ¢ n=0,1,2,...

As desigualdades de Patrick sao extensoes das desigualdades de Laguerre. Por
outro lado, Jensen provou uma caracterizagao importante das fungoes de £ — P.

TEOREMA 3 (Jensen) A fungdo inteira @, definida por (2.8), pertence a L — P se,
e somente se, 0s polinomios

n k

Gl2) =) ( I )*ykz a=1.2 ...
k=0

tém somente zeros reais. Qutrossim, ¢ com v > 0 pertence a L —P(I) se, e

somente se, 0s polinomios g,(z) tém somente zeros reais nao- positivos.

Os polinémios ¢,(z) sao chamados polinomios de Jensen associados a ¢. Uma
demontracao desse fato fundamental foi feita pela primeira vez em Pélya e Schur [23].
Craven e Csordas [5, Lema 2.2] provaram que a sequéncia de polinomios p,(2) =
gn(z/n) converge local e uniformemente para ¢(z). Entao pY) converge local e
uniformemente para ) quando n tende para infinito, para qualquer nimero inteiro
nao-negativo j. Isso ja prova que se uma fungao pertence a classe £ — P, entao todas
as suas derivadas sao também de £ — P. O mesmo enunciado vale para as fungoes
de £ — P(I). Observe que os polinémios de Jensen, associados a p)(z) sao

n x
k ) 7k+jzh'

n i z
k )‘yk-!-jzka n?.}:O&la?a"'

tém somente zeros reais e nao-positivos.
Consideremos os polinémios

pk—],‘l(z) = Yk-1+ 27;:: + 7.‘»‘22» k= 1523 cees

Pelas observagoes acima, concluimos que se uma funcgao real inteira de £ — P
tem coeficientes de Maclaurin, 7, positivos, entao

v — Ap1Ye41 >0 para k=1,2,....

8
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Essas desigualdades sao chamadas desigualdades de Turan. Elas podem ser consi-
deradas como as analogas discretas das desigualdades de Laguerre (3.1). Em 1927
Pélya [22] conjecturou que as desigualdades de Turan valem para os coeficientes de
Maclaurin da fungao F'. Precisamente, devido a (2.5), a conjectura de Pdélya pode
ser dada por

(2k + 1)(Be)? = (2k — 1)bg—1bp41 >0, k=1,2,....

Quase sessenta anos depois Csordas, Norfolk e Varga [6] provaram as itiltimas de-
sigualdades, assim verificando a conjectura de Pdlya. Antes da prova rigorosa, um
enorme trabalho computacional foi feito em um supercomputador do Centro Com-
putacional da Universidade de Kent State. Referimo-nos a um bom resumo de
Varga [27, Capitulo 3] para a demonstragao da conjectura e outros aspectos teéricos
e computacionais da hipotese de Riemann.

3.2 AS CONJECTURAS DE POLYA E DE KARLIN

Um problema aparece naturalmente: Como obter condigdes necessarias e/ou su-
ficientes para que uma funcao real inteira ¢ seja de £ — P, que é equivalente ao pro-
blema de achar condigoes necessarias e/ou suficientes para que todos os polinémios
de Jensen tenham somente zeros reais nao-positivos. Um bom ponto de partida
sao as desigualdades de Laguerre e de Turan. Existia um interessante problema de
Karlin em aberto, que da condigoes necessarias para que uma funcao pertenca a
L — P(I) em termos de sequéncias de determinantes de Hankel positivos.

Para toda funcao f, 2k — 2 vezes continuamente diferenciavel, o determinante de
Hankel de ordem k, Hy(f;z), é definido por

Hy(f; x) = det(f0+ ()52

1,7=0"
Formulamos o problema de Karlin em forma de conjectura:

CONJECTURA 1 (Karlin [12]) Para toda fungio ¢ € L — P com coeficientes de
Maclaurin ~, ndao-negativos e para todo ¢ =0,1,... e k=2,3,...,

(_l)k(k—l}ﬂﬂrk([p(ﬂ; .'L‘) > [}’ para T > 0. (34)

Como ja foi mencionado por Craven e Csordas [5, p. 258], a conjectura aparece
com erro nas paginas 389-190 de [12]. A conjectura de Karlin, como enunciada
acima, foi formulada como “Open Problem 3.4” em [5].

9
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Observe que para k = 2 as desigualdades (3.4) reduzem-se as bem conhecidas
desigualdades de Laguerre (3.1), que valem ainda para todo z real e para toda funcao
inteira de £ — P. Craven e Csordas [5] provaram as desigualdades (3.4) para k = 3.

Um caso particularmente interessante das desigualdades (3.4) é quando =z = 0.
Nesse caso, (3.4) é da forma

Ve Yg+1 T Vg+k-1
Yo+1 Vg+2 " Ya+k

(S 2 e > 0. (3.5)

Ye+k=1 Yg+k *°° Vg42k-2

Observe que enquanto as desigualdades conjecturadas (3.4) podem ser conside-
radas como extensoes naturais das desigualdades de Laguerre, as desigualdades (3.5)
sao extensoes naturais das desigualdades de Turan

A e 1Tk i = Db T oy 2y sicis s (3.6)

Como ja foi mencionado, Craven e Csordas [5] provaram a conjectura de Karlin
para k = 3. Eles observaram também [5, Eq. (2.63)] que as desigualdades (3.5)
valem para k = 3 para toda fungao inteira de £ — P com coeficientes de Maclaurin
¥, nao-negativos.

Discutiremos um outro problema muito antigo de Pdlya, mais forte do que o pro-
blema de Karlin. Para formular o problema de Pdlya precisamos de uma definicao.

DEFINIGAO 1 A sequéncia finita de fungées fo,..., fo satisfaz a regra de sinais de
Descartes no intervalo (a,b) se o nimero de zeros em (a,b) de qualquer combinag¢do
linear nao-trivial

aofo(z)+ ...+ anfu(z)

€ menor ou tgual ao numero de mudangas de sinal na sequéncia ay,...,Q,.

Formulamos em forma de conjectura também:

CONIJECTURA 2 (Pdlya) Seja p um polinomio de grau precisamente n com zeros
reais distintos 7y < ... < n,. Prove que a sequéncia p,p',...,p") satisfaz a regra de
sinats de Descartes em (n,,00).

Esse problema aparece em um rodapé de importante artigo de Schoenberg [25].
Schoenberg atribue esse problema a Pélya. O enunciado do problema é muito natu-
ral. Observe que as fungoes 1,z, ..., z" satisfazem a regra de sinais de Descartes em

10
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(0,00) e a demonstragao foi feita por Descartes. Um resultado bem conhecido de
Runge afirma que a sequéncia 1, z—zq, (z—21)(z—22),...,(z—21)(z—22) - - - (x—2,,),
onde z;,,, - T, sao numeros reais arbitrarios, satisfaz a regra de sinais de Des-
cartes para ¢ > maz{z; : 1 < ¢ < n}. A sequéncia de polinémios ortogonais
Po, Py - - - » P, Normalizados de modo que os coeficientes dos termos de maior grau
tenham mesmos sinais, também satisfaz a regra de sinais de Descartes para > (,,
onde (, é o maior zero de p,(z). Esse iltimo resultado, como enunciado aqui, foi
provado primeiro por Obrechkoff [16, 17, 18] e redescoberto mais tarde por Schoen-
berg [25]. As demonstracoes de Obrechkoff e de Schoenberg sao diferentes. O fato
de que a sequéncia de polinomios de Legendre Fy, P, ..., P, satisfaz a regra de si-
nais de Descartes para = > (,, onde (,, é o maior zero de P,(z), foi provado muito
antes por Laguerre [13]. M. Marden [14] deu uma demonstracao do resultado de
Obrechkoff-Schoenberg para os polinomios ortogonais classicos. As demonstragoes
de Laguerre e de Marden usam a equagao diferencial de segundo grau satisfeita pe-
los polindmios ortogonais classicos. Um resultado de Bochner [3] (veja também [4,
p. 150]) afirma que os tinicos polindmios ortogonais associados a medida real que
satisfazem a uma equagao diferencial de segundo grau, sao os polindomios ortogonais
classicos. Entao, os métodos de Laguerre e de Marden nao podem ser usados para
provar o resultado geral de Obrechkoff-Schoenberg.

Observe que as ultimas trés sequéncias de polinomios tém propriedades comuns.
Os coeficientes dos termos de maior grau de todos os polinomios tém o mesmo sinal,
todos os seus zeros sao reais e os zeros de dois polinémios consecutivos se entrelagam.
Isto é , se €k < ... < &k € k=11 < ... < €k—1,k—1 sao os zeros do k-ésimo e (k-1)-
ésimo polinoémios, respectivamente, entao & < €r—1; < €kiy1 paraz =1,...,k — 1.
Assim, podemos esperar que os resultados de Descartes, de Runge e de Obrechkoff-
Schoenberg possam ser estendidos para qualquer sequéncia de polindmios com essas
propriedades. Este problema foi colocado por Pdlya e aparece no mesmo rodapé do
artigo de Schoenberg [25], que deu um contra-exemplo simples. Mas, ainda podem
existir outras sequéncias de polindomios com zeros entrelacados que satisfazem a
regra de sinais de Descartes. Um candidato natural é a sequéncia que aparece no
Problema 1.

3.3 A EQUVALENCIA DAS CONJECTURAS DE POLYA E
DE KARLIN

DEFINIGAO 2 A matriz A = (a;;)};—o € chamada totalmente positiva se todos os
seus determinantes menores sao nao-negativos.

11
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Utilizamos a seguinte caracterizagao fundamental de sequéncias de polinémios
que satisfazem a regra de sinais de Descartes, devida a Schoenberg:

TEOREMA 4 (Schoenberg [25]) A sequéncia de polinémios

po(z) = aoo,
() ap +ane,

2
p2() a0 + a21T + A",

pn(x) an(]+an1$+ +ann$na

para que agg > 0,ay; > 0,...,a,, > 0, satisfaz a regra de sinais de Descartes em
(0,00) se, e somente se, a matriz triangular superior

Ggop di0 - Qno
ap; -+ Apy

arm

¢ totalmente positiva.

Uma consequéncia quase imediata do Teorema 4 sao as seguintes formas equiva-
lentes da conjectura de Polya:

LEMA 1 As sequintes afirmagoes sio equivalentes:

(i) Para todo polinomio p de grau n com zeros distintosm; < ... < 1,, a sequéncia
p, 7, ..,p™ satisfaz a regra de sinais de Descartes em (n,,00).

(it) Para todo polinomio p,

p(z) = .’Fn+an_1:r“"1+..._+_al$
= :I:($—1h)...($_nn),

CUJOS 2€T0S 1)1, . . . ,u—1 SG0 Ndo-positivos, a sequéncia p,p',...,p\") satisfaz @ regra
de sinais de Descartes em (0,00).

(iti) Para todo polinémio p(z) = z™ + ay—1&"" + -+ + a1 com zeros reais
nao-positivos, tal que pelo menos um delas € a origem, a matriz triangular superior

n! (n—1)lap—y -+ 1llay 0

1

n! 1'a,

(3.7)

n! (n—1)la,
n!
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€ totalmente positiva.

Observe que (i) é simplesmente a afirmacao da conjectura de Pélya e que nem
em (ii), nem em (iii) requeremos que os zeros of p(z) sejam distintos.
Demonstragdo. A matriz (3.7) é totalmente positiva se e somente se a matriz

n! (n—Dlap; -+ a 0

n! e Das a5
(3.8)

n an-1
1

¢ totalmente positiva. De fato, a matriz (3.7) é obtida da matriz (3.8) multiplicando-
se a k-essima linha por (k—1)!, k=1,...,n+ 1.

E claro que nio perdemos generalidade se normalizarmos p de modo que ele seja
monico e colocarmos 7, = 0 em (1).

Assim, Teorema 4 faz a equivaléncia entre (ii) e (iii), bem como a implicagao
(ii1)=-(1) obvias.

Suponha que (i) vale para todo

p(z) = 2"+ a2 4+ -+

= :I,'(.’E"‘??l)"'(:b"_nﬂ—l)a

tal que 7 < ... < o1 < 0. Entao, pelo Teorema 1, todo menor de (3.8), ou
equivalentemente, todo menor A de (3.7) é nao-negativo. Obviamente A é uma
funcdao continua de 7 < ... < 7,—1. Desde que este menor é nao-negativo no
simplex aberto = = {n; < ... < 9,—1 < 0}, entdo ele é ndo-negativo no fecho de = e
(iii) vale. O

Se fo,..., fn sao fungoes suficientemente suaves, o Wronskiano W( fo,..., fu; )
of fo,...,fn no ponto z é definido por

W(fo,- .., fasz) = det (f(z))

Uma outra caracterizagao importante de fungoes que satisfazem a regra de Des-
cartes é devida a Polya e Szego:

n

ij=0"

TEOREMA 5 (Pdlya e Szego [24]) As condigoes necessdrias e sificientes para que
a sequéncia de fungoes fo,..., fn de C"[a,b], ndo-identicamente nulas em (a,b),
satisfaz a regra de sinais de Descartes em (a,b) sdo que para qualquer vy,..., v,
0< 1 <...<w <n o Wronskiano W(f,,,..., f..) € diferente de zero em (a,b)
e quaisquer dois Wronskianos com mesmo nimero k de colunas tém mesmo sinal
para k=1 .. n:
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Podemos mencionar que a exigéncia de nenhuma das fungoes ser identicamente
zero em (a, b) é essencial. Em [24] isso esta implicitanmente aceito.

Apesar de darmos contra-exemplos para as conjecturas, provaremos que a afirmagao

da conjectura de Pdlya implica na afirmagao da conjectura de Karlin.

TEOREMA 6 Suponha que a afirmagao do Conjectura 2 seja verdadeira. Seja ¢ €
L — P cujos coeficientes de Maclaurin v, sao nao-negativos. Entdo, a desigualdade
(3.4) vale para todo ¢ =0,1,... e todo k = 2,3,....

Como ja mencionamos, a demonstragao em [10] usou um resultado incorreto de
Csordas e Williamsion [8]. A demonstragao apresentada em seguida niao usa esse
resultado.

Demonstragao do Teorema 6. Desde que a funcao ¢ é da classe de Laguerre-Pdlya
e os coeficientes de Maclaurin sao nao-negativos, entao existe uma sequéncia de po-
lindmios {p,} somente com zeros nao-positivos, tal que {p,} converge localmente
uniformemente (uniformemente em todo compacto do plano complexo) para ¢. Cra-
ven e Csordas [5, Lemma 2.2] provaram que a sequéncia {g,(z/n)}, onde g,(z) sao
os polinomios de Jensen associados a ¢, converge localmente uniformemente para ¢.
Por outro lado, se ¢ é de £ — P, entao, para todo n positivo, o polinémio g,(z) tem
somente zeros reais [23] (veja tambem [5]). Desde que os coeficientes de g,(z) séo
nao-negativos, entao todos os seus zeros sao nao-positivos. Assim, podemos escolher

pn(2) = gn(z/n). (3.9)

Desde que a convergéncia de p,(z) para ¢(z) é uniforme nos subconjuntos com-
pactos do plano complexo, entao, para todo j positivo, a sequéncia {pl(2)}2, con-
verge localmente uniformemente para ¢{)(z). Pelo Teorema de Roll os polmomlos
p(-’)( ) tém somente zeros reais nao-positivos. Consequentemente cp(-’) (z) também
pertenca a classe L — P e provamos que £ — P é fechado sob a diferenciagao. A
primeira demonstracao deste fato foi feita por Pdlya e Schur [23].

Observe que os polinémios de Jensen, associados com ¢)(2) sao

LA .
gﬂ,j(z) = Z ( k )’]’kﬁ‘jzk‘
k=0

Entao, se ¢ € L —P e os coeficientes de Maclaurin sao nao-negativos, todos os
polinémios ¢, ;(z), n,7 =0,1,2,..., tém somente zeros reais e nao-negativos.

Agora podemos provar que a sequéncia v = {7} dos coeficientes de Maclaurin
ks Yk = 0 de uma fungao da classe in £ — P nao pode ter “lacunas”. Isto significa
que v nao possui subsequéncia

Y # 0, Vi1 =" = Yjgn-1 =0, Yj4yn #0, n = 2.

14
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De fato, se uma tal subsequéncia existisse, desde que «; and 74, sao necessariamente
positivos, g, ;(z) teria zeros nao-reais.

Entao, se ¢ € L — P, seus coeficientes de Maclaurin sao nao-negativos e ¢ nao
é um polinémio e, se n > m, onde m é a poténcia de & em (2.7), o polinémio de
Jensen g, associado com ¢, tem coeficiente de maior grau positivo e, exatamente n
zeros nao-negativos. Em seguida, até o final da demonstracao , suponhamos que ¢
nao € polinomio e que n > m.

Entao, os polinémios p,, definidos por (3.9) tém somente zeros nao-positivos e
coeficiente de maior grau positivo. Seja n > ¢ + k£ — 1. Supondo que Conjectura
2 e verdadeira, a sequéncia py,p,- - ,pgf"} satisfaz a regra de Descartes em (0, 00).

Desde que
H, pm‘:{:) =T p(Q) p(q+k 1). :z),

pelo Teorema 5, Hy(p'?); z) é diferente de zero em (0,00). Outrossim, o Teorema 5

n !

implica também que
sign Hip(p\?; z) = sign W(p"=FV) . pM™: 2) = sign Hy(p(***Y;2), para z > 0.

Observe que Hy(p(*~**1); z) tem elementos nulos abaixo da diagonal secundaria e
os elementos desta diagonal sao nimeros positivos. Entao,

sign Hi(p! 9). ) = (=1)KE=D/2 para x> 0.

Agora, quando n diverge, obtemos
(=112 [ (oD 2) >0, para x> 0.

Desde que Hy(¢®;z) é uma fungao continua de  em uma vizinhanga do ponto 0,
a ultima desigualdade implica:

(_l)k(k-l)ﬂ Hk((,?("’];:l:) >0, para x> 0.

Para completar a demonstragao, falta somente mencionar que o Teorema pode
ser provado com os mesmos argumentos no caso em que ¢ € polinémio .

3.4 UM CONTRA-EXEMPLO

Primeiro provaremos:

LEMA 2 A sequéncia p,p/,...,p®, onde p(z) = 2°(x + 1)?, ndo satisfaz a regra de
sinais de Descartes em (0,00).
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Prova. Pela equivaléncia das afirmagoes (ii) e (iii) no Lema 1, é suficiente mostrar
que, para n = 8, pelo menos um menor da matriz trlangular superior, tridiagonal

(n+1)x(n+1)
[ i 2(n—=1)I' (n—2)!
n! 2n = 1)! (n-2)!

n!

\

¢é negativo. Mostramos que o menor n X n

2n — 1)1 (n—2)!
n! 2(n —1)! (n-—2)!

n! 2n — 1)1 n-—2)!
n! 2(n — 1)!

(3.10)

é negativo. O sinal deste menor é o mesmo que o sinal do determinante Agg, onde

A, i € o determinante k& x k

2(n—-1) 1
nn—1) 2(n-1)
An‘k = det ’

n(n—.l) 2(?1-;1) 1
n(n—1) 2(n-—1)

Obviamente A, i satisfaz a formula de recorréncia
Ano = 1,
Baadeaai2ini=—l)
Aniy1 = 2(n—1)Apx —n(n—1)Api-1.

Usando a teoria geral para solugao de equagoes de diferenga, achamos

(n _‘): Jé/2 {(\/nT+ Lo m_i)kﬂ}.

&

An,k =

Em particular,
74
Agg = —?2060

0 que prova o lema.

Utilizando novamente o argumento de continuidade na demonstragao do Lema

1, podemos concluir que:
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COROLARIO 1 Eziste uma classe de polinomios p(x) de grau 8 com zeros distintos
ereaism <2 < ...<nr <ng =0, tais que os zeros N, e 1y sao suficientemente

proxrimos ao ponto —1, 0s zeros n3 < ny < ... < Ny sdo préoximos ao ponto 0 e
PPy .., p® ndo satisfaz a regra de sinais de Descartes em (0,00).

Esse é exatamente o contra-exemplo para o problema de Pdlya.
Nao entramos em detalhes computacionais. Vale a pena mencionar que a formula

geral para A, ; permite a construgao de uma grande variedade de contra-exemplos
desta forma. Parece que A,,,, < 0 para todon > 8 e, A, < 0 para alguns k < n se
n é grande. Por exemplo, para n = 10 os determinantes Ao g € Ajg,10 S30 negativos.

Este contra-exemplo para o problema de Pdlya serve como contra-exemplo para
problema de Karlin:

COROLARIO 2 Para p(z) = 2%(z + 1) e k = 8 temos
(=1)*E=D72 Hy (p; 0) < 0.

Precisamos somente rearraniar as colunas de Hg(p;0) e ver que (—1)%®Hg(p;0)
coincide com o determinante (3.10), associado com p(z). Entao, o sinal de

(—1)* Hs(p; 0)

coincide com o sinal de Ags.

3.5 POLYNOMIOS E FUNGOES INTEIRAS PARA OS
QUAIS AS CONJECTURAS VALEM

Apesar dos contra-exemplos para as conjecturas, € interessante indicar algumas
subclasses de polinomios e de fungoes inteiras de £ — P para as quais as conjecturas
valem.

TEOREMA 7 Suponha que o polinomio
q(z) = ap + l'ayz + 2'azz® + - - - + nla,z”
tenha coeficientes nao-negativos e somente zeros reais nao-positivos. Entdo, o po-
linomio
p(z) = a0+ a1z + azz® + - - - + apz”

também tem somente zeros reais ndo-positivos. Além disso, a seqiéncia p,p/,...,p™
satisfaz a regra de sinais de Descartes em (0, 00).
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Precisaremos da seguinte definicao:

DEFINIGAO 3 A seqiéncia de nimeros reais {a}}32, € chamada totalmente positiva
se 52 o arx® € uma fungdo inteira e a matriz triangular inferior infinita

(00

1 O
Gy a1 Qo

€ totalmente positiva.

A seguinte caracterizacao para as fungoes da classe de Laguerre-Pélya com coe-
ficientes de Maclaurin nao-negativos em termos de seqiiéncias positivas definidas,
devida a Aisen, Edrei, Schoenberg e Whitney [1] tem papel chave nas demonstragées
dos resultados deste secg¢ao:

TEOREMA 8 A fungdo inteira real)(z) = Y532, axz® com coeficientes ndo-negativos
ay pertence a classe de Laguerre-Polya se, e somente se, {ay}72, € totalmente po-
sitiva.

Como conseqliéncia imediata deste teorema obtemos:

COROLARIO 3 O polinémio real r(z) = Y p_oaxx® com coeficientes nio-negativos
ay tem somente zeros reais nao-positivos se, e somente se, a matriz triangular in-

(o )
aq
Qo

ferior infinita

\

€ totalmente positiva.

AVA
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unespw-l 12 13 14 15 16 17

18



Vale a pena mencionar que a afirmacao do Corolario 3 foi conjecturada por
Schoenberg e provada por Edrei [11] antes da demonstragao do Teorema 8.

Demonstragao do Teorema 7. A primeira afirmagao do teorema nada mais é do
que a afirmagao do Teorema de Malo (veja Marden [15] e Obrechkoff [19]). Desde que

¢(z) tem coeficientes nao-negativos e somente zeros reais nao-positivos, entao, pelo
Corolario 3 a seqliéncia ag, 1la;,2las,, ..., nla, é totalmente positiva. Em particular,
a matriz finita

n! (n—1Dlay—y -+ 1lla ag

n! 1la,

n!  (n—1)la,—
n!

é totalmente positiva. Agora, o Lema 1 implica que a seqiiéncia p, p/, ..., p™ satisfaz
a regra de sinais de Descartes em (0, o).

TEOREMA 9 Seja a fungdo inteira real

o0
k
= ) e
k=0
com coeficientes nao-negativos vy em L — P. Entao,

9= L5

também pertence a classe L — P. Além disso, para qualquer ¢ = 0,1, ...
2, 0:
(=1)*&=D2 (p@:2) >0 para z > 0.

Primeiramente, forneceremos somente um esbogo de uma demonstragao. A pri-
meira afirmacao é conseqiiéncia direta do Teorema 7. De fato, desde que os po-
linémios de Jensen associados a (7 tém somente zeros reais nao-positivos, entao,
pelo Teorema 7, todos os zeros do polinémio de Jensen g, , associados a (9 também
sao nao-positivos. Além disso, o Teorema 7 implica em que a seqiiéncia de polindmios
formada pelo polinémio g, , e pelas suas derivadas, satisfaz a regra de sinais de Des-
cartes em (0,00). Para completar a demonstracao basta lembrar que provando o
Teorema 6, provamos de fato a seguinte afirmagao: Se, para qualquer nimero inteiro
positivo n a seqiiéncia de polinémios, formada pelo polinémio de Jensen g, de grau
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n, associado a funcao inteira ¢ da classe £ — P e pelas suas derivadas consecutivas
g.,..., g\ satisfaz a regra de sinais de Descartes em (0,00), entao para qualquer
k=230

(=1)*=D2 g (p;2) > 0 para x> 0.

Uma outra demonstracao do Teorema 9 pode ser dada utilizando somente o

Teorema 8. Desde que @ é uma funcao inteira da classe £ — P com coeficientes
nao-negativos, entao Teorema 8 implica que a matriz triangular inferior infinita

( Yo \
94 b (1
Y2 71 Yo

é totalmente positiva.
A fim de provar o Teorema 9 mostraremos que os coeficientes de Maclaurin da
funcgao inteira

H(z) = (—l)k(k_l]ﬁHk((p{Q);.r)

elath=1)(gz)  platk=2(g) ... Qt)(z)  ©O)(z)
)

QUth)(z)  platk-1)(. et (z) et ()

det
(P(Q'l'zk_z)(x) L:Q(q-l-zk_a)(i:] R (’9{9‘!"!")(:{:) Lfo({i"l'k_]‘](fwr')

sao nao-negativos.
Observe que

Ya+k-1 Ya+k-2 Vg1 Yq

Ya+k Yo+k=1 *°° 7% Y
H0)= der|| e i i

Yo+2k—2 Vq+2k-3 ° Vg+k  Vg+k-1

Este 1iltimo determinante é um menor de A e entao H(0) > 0.

Derivando o determinante H(z) linha por linha, obtemos um determinante que
difere do determinante H(z) somente pela sua ultima linha, onde todas as ordens
das derivadas sao aumentadas de um. Assim, H'(0) é também um menor de A e
dai H'(0) > 0. A segunda derivada de H é soma de dois determinantes. O primeiro
difere do determinante H(z) somente pela sua ultima linha, onde todas as ordens




das derivadas sao aumentadas de dois. O segundo determinante difere de H(z)
pelas suas duas ltimas linhas, onde em cada uma delas as ordens das derivadas sao

aumentadas de um. Entao, H"”(0) é soma de dois determinantes que sao novamente
menores de A e isto implica na desigualdade H"”(0) > 0.

Podemos observar que, para todo m inteiro positivo a derivada H™)(z) é soma
de determinantes e cada um deles consiste de linhas cujos elementos sao derivadas
consecutivas, em ordem decrescente, de ¢(z). As ordens das derivadas de ¢(z) na
primeira, ou em qualquer coluna, nao sao necessariamente consecutivas mas sempre
formam uma seqiiéncia crescente. Por isso, H(™)(0) é soma de determinantes, cada
um dos quais é um menor de A. Entao, H(™)(0) > 0. Portanto, H(z) > 0 para todo
z = 0.
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Capitulo 4

CONDICOES NECESSARIAS E
SUFICIENTES PARA UM POLINOMIO
TER SOMENTE ZEROS REAIS

4.1 ALGUNS RESULTADOS CLASSICOS

Existem duas caracterizagoes de polinomios com somente zeros reais.
A primeira é dada em termos de sequéncias totalmente positivas.

DEFINIGAO 4 A sequéncia finita ag,ay,---,a, € chamada totalmente positiva (ou
sequéncia de frequéncia de Pélya) se a matriz infinita

dp @ dg -+ Qg
ag ay a9

€ totalmente positiva.
Edrei provou a seguinte caracterizacao de polindmios com zeros negativos:

TEOREMA 10 (Edrei [11]) O polinémio

p(z) = a0+ arz + azz® + -+ + a,z"

22
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tem somente zeros negativos se, e somente se, a sequéncia ag, ay,- - -, a, € totalmente

posiliva.

A segunda caracterizagao de polinomios com somente zeros reais é classica e
devida a Hermite.

Denotaremos por s, k = 0,1,...,n, as somas de Newton dos zeros z1, x3,..., T,
do polinémio p(z) definido por (4.1),

k k

: . k
Sk=.’-‘.','l +.’L‘-2+"'

AF Ty-

TEOREMA 11 (Hermite) O polinomio p(x), definido por (4.1), tem somente zeros
reais se, e somente se, a matriz de Hankel

So S1 S2 ceiv Spal

S1 S92 S3 =i Sn

HR(S[),SI,"',S‘Z«R_';) = . . . : : (42)

Sn—1 Sn  Sn41 San-2

€ ndo-negativa definida. Outrossim, p(x) tem somente zeros reais e distintos se, e
somente se, H,(S0,81,""*,S2n-2) € positiva definida.

Pelo critério de Sylvester de matrizes positivas definidas, o polinomio p tem
somente zeros reais e distintos se, e somente se, os menores principais de

Hn.(‘s(])'sla A 332?‘1—2)

sao positivos. Por outro lado, precisamos de condigbes para que um polinémio
tenha somente zeros reais em termos de seus coeficientes de Maclaurin. Assim,
precisamos representar primeiro as somas de Newton s; em termos de coeficientes
a do polinomio p. Pela féormula classica de Vieta

n—Fk

or = (—=1)""ap_i/an,

onde o sao as fungoes simétricas elementares de x,x,,...,z,, é suficiente repre-
sentar as somas de Newton s; em termos de o9 = 1,04,...,0,. Essas representacgoes
sao conhecidas:

1
a1
o

k-2

Tk-1

2 3 4 5 6

1

T

Ok-3
T2

25
20’2
30’3

Ofy it (k= 1)ok-y

Tk-3

23
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4.2 NOVAS CONDICOES NECESSARIAS EM TERMOS DE
DETERMINANTES

Comecamos esta se¢ao com dois fatos basicos. Primeiro, todas as condigoes
suficientes para a hipétese de Riemann sao dadas em termos de complicadas desi-
gualdades funcionais ou integrais.

Segundo, as condi¢oes dadas em termos de sequéncias de determinantes, que

podem ser verificadas primeiro em computador, sao apenas condigoes necessarias.
Recentemente, o autor [9] provou os seguintes resultados:

TEOREMA 12 Seja a fungado real inteira v, definida por (2.6), da classe de Laguerre-
Polya. Entao

4(73: S ‘Tn—l’)’n+1](73+1 — TaMni2) — (Yo — ‘Yn—]’Tn+2)2 >0, para n21l.

COROLARIO 4 Sejam 4, definidos por (2.2), (2.4) e (2.5). Uma condigio necessdria
para a hipotese de Riemann €

4(:]’3; e :}‘n—l’}n+1 )(’}:+1 . ;]{nﬁ(ﬂ+2) y ("j{nﬂ’nﬂ == :i’n—l;i’n+2)2 Z 0: para n 2 1. (43)

Estenderemos esses resultados para algumas novas condigoes necessarias.

Sejam

Plg) = Z g’ | & Qe =Y bie"r
v=0

v=0
dois polinémios de grau n e m, respectivamente, onde agby # 0. Sejam x,z3,...,Z,
os zeros de P(z). Os dois polindmios P(z) and @(z) tém um zero comum se, e
somente se,

Q(z1)Q(z2) - - - Q(zn) = 0.

Definimos a quantidade

R(P,Q) = a5 Q(z1)Q(z2) - - - Q(n)

que é chamada resultante (ou eliminante) de P e Q). Sejam yi,¥2,...,Ym OS zeros
de Q(z). A defini¢ao de R(P, Q) imediatamente implica que:

R(P,( ) = (£I)n (bo H(.Tk = y,-)) = (£6nbg H H Tr — J,
k=1 k=1

i=1 1=1
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O resultante de P e @ pode ser representado como um determinante de uma matriz

(m+n) x (m+n),

Qo
HE bm
by G

bo b -+ by

onde R(P, Q) contem m linhas com coeficientes a; e n linhas com coeficientes by.
Definimos também o discriminante de P pela expressao

D(P)i= ottt T e (mi=ies )%

1<i<j<n

Obviamente o polindmio P tem pelo menos um zero multiplo se, e somente se, o
discriminante dele é igual a zero. E claro que

(=1)"*=D26,D(P) = ag~' P'(z1) - - - P'(2n).
Por outro lado, o lado direito da iltima igualdade é igual ao resultante de P(z) e

P'(z). Entao
D(P) = (=1)™*~V/2q1R(P, P). (4.5)

A definicao de D(P) implica que
D(P) = a3* V2 (xy; 82,55 20);

onde V,(zy,22,...,2,) denota o determinante de Vandemonde de z,,z,,...,z,.
Utilizamos a igualdade

Vi (21,22, .., Tn) = det Ha(30,81, . - -  S2n—2),
onde H,(80,81,-..,52:.-2) € definido por (4.2). Entao,

PR = agn_2d8fflrn(30, S1y.4. a32n—2)a
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Agora (4.5), (4.6) e (4.4) implicam que a2~ ?det H,(s0, $1, - - -, S2n—2) € igual ao de-
terminante

dp ay

nag (n—1)a,
o ay
nag (n—1)a,

a, An—1 Qn
(n—1)a Q-1
nag (n—=1a; -+ ap

Entao, os Teoremas de Hermite e de Jensen, junto com a dltima expressao im-
plicam no

TEOREMA 13 Seja a fungao real inteira ¢, definida por (2.8), da classe L — P(I)
e sejam seus coeficientes de Maclaurin v positivos. Fntao os determinantes

T
g5 (k)7k+j Tn

n
ke Te+ij+1 " Tn+1

n
Vi Az k Tk+3
n
Yi+1 o L B Yhk+i+1

mudam os sinais alternativamente.

CONJECTURA 3 A fung¢do real inteira ¢ com coeficientes de Maclaurin positivos,
Yk, pertence a classe L — P(I) se, e somente se, todos os menores principais das
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matrizes

\

n
( ;‘( )7k+j
n
( L )7k+j+1
Y5 (

Tn

Tn+1

n
k T+

5 ) Vk+i+1

mudam os sinais alternativamente paran,j =0,1,2....

6
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