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Resumo

Uma dificuldade na solucao de escoamentos viscoeldsticos complexos ocorre quando
instabilidades numéricas surgem na simula¢ao, resultantes de um colapso ("breakdown")
dos esquemas numeéricos aplicados na solucao da equagao constitutiva para fluidos nao-
newtonianos. Essa dificuldade é conhecida na literatura como o Problema de Alto Nimero
de Weissenberg ou "High Weissenberg Number Problem"(HWNP). Nesta dissertacao, in-
vestigamos decomposi¢oes matriciais aplicadas ao tensor conformacao A empregues como
métodos de estabilizacao na simulacao do HWNP.

Na primeira parte deste trabalho, com o proposito de compreender a teoria usada para
construir as abordagens de estabilizacao, efetuamos um amplo estudo sobre decomposicoes
matriciais, objetivando investigar trés métodos diferentes: log-conformacao, decomposicao
do tipo raiz quadrada e nucleo-conformacao. Apoés isso, no contexto do método "Marker-
and-Cell", empregamos discretizacoes por diferencas finitas juntamente com o método de
projecao na implementagao das decomposi¢coes matriciais, visando solucionar o HWNP.
O codigo é verificado utilizando o problema de um escoamento bidimensional entre placas
paralelas ("Poiseuille flow") para um fluido Oldroyd-B. Finalmente, os esquemas numéri-
cos sao testados, mediante a simulagao de um escoamento viscoelastico em uma cavidade
com tampa movel, examinando as técnicas de estabilizacao em termos de estabilidade e

precisao.

Palavras-Chave: Instabilidades numéricas, Problema de Alto Numero de Weissenberg,
Escoamentos viscoelasticos, Tensor conformacao, Equacoes de Navier-Stokes, Diferencas

finitas.
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Abstract

One difficulty in the solution of complex viscoelastic flows occurs when numerical ins-
tabilities arise in the simulation. The instabilities result in a breakdown of numerical
schemes used for solving the constitutive equation for non-Newtonian fluids. This diffi-
culty is known as the High Weissenberg Number Problem (HWNP). In this dissertation,
we analyze matrix decompositions applied to the conformation tensor A that are used as
stabilization techniques in the simulation of HWNP.

In the first part of this work, in order to understand the theory used to construct
the stabilization approaches, comprehensive studies have based on matrix decompositi-
ons been carried out. The goal is to investigate three different methods: the logarithm
transformation, the symmetry factorization, and the generic kernel-conformation tensor
transformation.

After this, in the context of the "Marker-and-Cell (MAC)" methodology, we employ a
finite difference discretization together with the projection method to implement the ma-
trix decompositions for solving the HWNP. The code is verified using the two-dimensional
Poiseuille flow of an Oldroyd-B fluid. Finally, the numerical techniques are tested exa-
mining the stability and accuracy of the stabilization techniques in the simulation of the

viscoelastic lid-driven cavity flow.

Keywords: Numerical instability, High Weissenberg Number Problem, Viscoelastic flow,

conformation tensor, Navier-Stokes equations, Finite-differences.
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CAPITULO

I

Introducao

O estudo de escoamentos de fluidos viscoelasticos tem grande destaque em reologia
computacional, uma vez que em aplicacoes industriais muitos materiais, no processo de
fabricacao, se comportam como fluidos viscoelasticos. Por exemplo, podemos citar produ-
tos para a industria automobilistica, a maioria das embalagens para produtos alimenticios,
industria aeroespacial, produtos de beleza, tintas, entre muitos outros. Assim, o estudo
destes escoamentos tem despertado o interesse de muitos pesquisadores.

Os fluidos viscoelasticos, grosso modo, sao fluidos complexos que possuem memoria,
apresentando propriedades viscosas e elasticas ao mesmo tempo. Desta forma, as equa-
coes de Navier-Stokes sao insuficientes para descrever o escoamento por completo, sendo
necessario o acréscimo de uma equagao constitutiva para o tensor nao-newtoniano 7, que
representa o comportamento reologico do material. Ha na literatura uma vasta quantidade
de modelos constitutivos, dentre eles citamos: Phan-Thien Tanner (PTT), Oldroyd-B,
FENE-model, POM-POM, Upper Convected Maxwell (UCM) e Giesekus |8, 43|.

Apesar do impetuoso esforco e notavel progresso na simulacao de escoamento de flui-
dos viscoelasticos, problemas de instabilidade numérica vem surgindo juntamente com
estes avancos. Em especial, uma dificuldade conhecida como Problema de Alto Niumero
de Weissenberg ou "High Weissenberg Number Problem" (HWNP), se apresenta como um
grande obstéaculo na reologia computacional desde o inicio dos anos 1970 [50]. Este ¢ um
fendmeno numeérico que acarreta em instabilidades e/ou na nao convergéncia da solugao,
mesmo com diferentes formulagoes ou formas de discretizacao (diferengas finitas, volumes
finitos, elementos finitos, entre outros). O termo HWNP, refere-se a observagao experi-
mental de que todos os métodos numéricos entram em colapso ("breakdown") quando o
nimero de Weissenberg (Vi) - um parametro adimensional usado no estudo de escoa-
mentos viscoelasticos, definido como o produto entre o tempo de relaxagao do fluido () e
a escala de tempo do escoamento (%) - excede um determinado valor critico (Wics), que

depende de varios fatores, por exemplo, a geometria do problema, equagao constitutiva,
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dados iniciais, método numeérico e a malha computacional |39]. A observacao de que ha
uma variagao no valor de Wi..;; com a mudanca da geometria empregue, pode ser cons-
tatada por meio das Figuras 1, 2 e 3, na qual temos diferentes valores de Wi,.;; para um
mesmo tipo de fluido, Oldroyd-B, mas com diferentes geometrias (cavidade, contragao 4:1

e cilindro, respectivamente).

Literatura Wicrit
@ Fattal e Kupferman [27] < 0.5
Chen et al. |14] =0.75

T T Lp :
\
Literatura Wierit
" 4 Walters e Webster [69] =~ 2.8
s Chen et al. |14] 1.5
X ( 3
) Inlet 2=0 T Outlet :

Figura 2: Escoamento em uma contracao de razao 4:1. Fonte: Wachs et al. [68]

Literatura Wieris
Fan et al. [25] ~ 0.9
Oliveira e Miranda [49] = 1.0

Figura 3: Escoamento em torno de um cilindro confinado. Fonte: Dyke [23]

Ja por muito tempo pesquisadores vem sofrendo fracassos em fornecer resultados nu-
méricos para além do valor critico do nimero de Weissenberg, chamado por Keunings
|38] de problema notdvel ("outstanding problem"). Desta forma, abordagens alternativas
foram sendo desenvolvidas com o decorrer do tempo [62]. Uma primeira ideia relevante,
foi o uso de um sistema de equacoes acopladas, onde a pressao, velocidade e tensor nao-

newtoniano sao resolvidos simultaneamente usando-se a eliminacao gaussiana, na qual o
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sistema linear original é transformado num sistema triangular equivalente. Esta, embora
nao tenha resolvido o HWNP, desempenhou um papel importante, uma vez que conseguiu
estender o valor critico do nimero de Weissenberg para além do que se havia alcangado
até entao. Outra ideia nesse sentido, proposta por Sureshkumar e Beris [60], que ha muito
tempo vem sendo usada, é a adicao de uma tensao difusiva artificial & equacao consti-
tutiva visando amortecer as instabilidades. Apesar do sucesso desta abordagem (ver em
[7, 24, 12, 13, 35, 61, 44, 21]), foi questionado se este termo nao estaria mascarando ou
modificando a fisica do problema, ou seja, fornecendo uma solucao sem sentido fisico [65].
Outro método que faz uso de um termo difusivo é o método conhecido como "both sides
diffusion" (BSD), entretanto, o termo difusivo nao é aplicado a equagao constitutiva, que
permanece inalterada, mas a equacao de quantidade de movimento. Nesta técnica o termo
difusivo é adicionado aos dois membros da equacao de quantidade de movimento, enquanto
um deles é usado de maneira explicita o outro é empregue implicitamente [55, 70].

Um tratamento que vem ganhando destaque no meio académico, é a aplicacao de
decomposicoes matriciais no tensor conformacao A, reformulando sua equacao consti-
tutiva. A propriedade fundamental deste tensor é de ser simétrico e definido positivo
(SPD) [31, 32]. A perda desta propriedade, resultante do acimulo de erros numeéricos,
é tomada como a principal responsavel pelo surgimento de instabilidades na simulagao
[4, 22, 26, 27, 65, 66]. Contudo, do ponto-de-vista dos pesquisadores Afonso et al. [1], a
perda desta propriedade é imputada como uma consequéncia do HWNP. Seja como for,
este atributo especial, a positividade de A, é o que possibilita as diversas decomposicoes
sobre este.

Dois métodos que investiram no uso de decomposicoes matriciais aplicadas ao ten-
sor conformacao A, decomposicao em autovalores e autovetores, chamada de decompo-
sicao espectral ("continuous eigendecomposition"), e decomposi¢ao de Cholesky, foram
apresentadas por Vaithianathan e Collins [65]. Neste trabalho, os autores demonstram
como construir equacoes de evolucao para os autovalores e autovetores de A, além de
construirem uma equacgao evolutiva para a matriz triangular inferior, gerada mediante a
decomposi¢ao de Cholesky. Segundo os autores, estas duas decomposicoes garantiram a
positividade do tensor conformacao, e consequentemente a estabilizacao da solugao. Uma
aplicacdo recente da técnica com a decomposicao espectral pode ser vista em |66]. Origi-
nalmente desenvolvido para o modelo FENE-P [65], foi ampliado em |66] para os modelos
Giesekus e Oldroyd-B.

Uma ideia que se destacou com o uso das decomposicoes matriciais, deve-se aos traba-
lhos de Fattal e Kupferman |26, 27|, que propuseram uma nova formula¢ao para a equagao
constitutiva do tensor conformacgao com o uso da matriz logaritmica deste tensor. Em
suma, este método reformula a equacao constitutiva do tensor conformacgao A, mediante
uma decomposi¢ao matricial aplicada ao gradiente da velocidade, e faz uma mudanca de

variavel, substituindo o tensor conformagao pela sua matriz logaritmica. Esta formulagao
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ficou conhecida como matriz logaritmica ou log-conformacao ("log-conformation"). Este
método, embora nao tenha solucionado completamente os problemas do HWNP, foi sig-
nificativo, uma vez que contribuiu para a estabilidade dos esquemas numeéricos para altos
valores de Wi sem a adicao empirica de termos difusivos, ou seja, sem alterar a fisica por
tras do problema original. Apos a publicacao da formulagao log-conformagao de Fattal e
Kupferman, diversos pesquisadores empregaram esta técnica para escoamentos de fluidos
viscoelasticos em diferentes formas de discretizagao, por exemplo, Fattal e Kupferman
|26, 27| e Tomé et al. [64] aplicaram ao método de diferencas finitas, Hulsen et al. [33],
Kwon [40], Coronado et al. [18]|, Kane et al. [37], Ilinca et al. |36] e Damanik et al.
[19] usaram o método de elementos finitos, e Afonso et al. [1, 2] aplicaram ao método de
volumes finitos. Em todas estas situacoes houve um aumento na estabilidade dos méto-
dos. Uma formulagao mais simples da técnica log-conformagao foi proposta por Coronado
et al. [18], no contexto de elementos finitos, que pode ser aplicada a todas as equagoes
governantes (continuidade, quantidade de movimento e equagao constitutiva) de maneira
acoplada usando o método de Newton. Posteriormente, Kane et al. |37] realizaram um
estudo comparativo entre a proposta original do log-conformacao de Fattal e Kupferman
[26, 27], a formulagao empreendida por Coronado et al. [18] e outras duas variagoes desta
altima. Mais recentemente, Damanik et al. |19] usaram a formula¢ao log-conformacao
aplicada ao método de elementos finitos monolitico, este calcula as variaveis velocidade,
pressao e o logaritmo do tensor conformacao de maneira totalmente acoplada. O sistema
nao-linear gerado por este acoplamento também ¢é resolvido pelo método de Newton.

Outra técnica, proposta por Balci et al. [4], sugere uma nova formulacao baseada
na decomposi¢ao matricial do tipo raiz quadrada do tensor conformagao, que ficou co-
nhecida como representacao por raiz quadrada-conformacao "square-root-conformation
representation (SRCR). Esta formulac¢ao, segundo os autores, resultou em vantagens em
termos de estabilidade, bem como, em precisao. Ainda, outra técnica com o uso do ten-
sor deformagao foi proposta por Lozinski e Owens [41]. Mais recentemente, Afonso et
al. |2], apresentaram uma formula¢do, também vantajosa em termos de precisao e esta-
bilidade, denominada nicleo-conformagao ("Kernel-conformation"), a qual generaliza as
formulagoes de Fattal e Kupferman [27, 26| e de Balci et al. [4], isto é, as formulagoes
log-conformacao e decomposicao do tipo raiz quadrada sao casos particulares desta. Ade-
mais, este método admite o uso de qualquer transformacao ao tensor conformacao A que
seja continua, inversivel e diferenciavel.

O preciso mecanismo responsavel pelo HWNP ainda é algo desconhecido ou, como
mencionado por alguns autores (|26, 27, 33|), dispoe de alguns mistérios. Entretanto,
muita compreensao sobre parte da origem das instabilidades do HWNP foi esclarecida
pelos trabalhos de Fattal e Kupferman [26, 27|. Muitos modelos constitutivos para a con-

tribuicao nao-newtoniana apresentam em sua composicao a derivada convectiva superior



de Maxwell "Upper-Convected Maxwell" (UCM), dada por
F="_4V. (ur)— (Vur + 7vu’) , (1.1)

onde u é o campo de velocidade e T é a contribui¢cao nao-newtoniana. Os modelos com
esta caracteristica sofrem em razao de uma compensacao inadequada entre os termos
V. (ur) (convecgao) e Vur + 7Vu’ (deformagio) quando tomamos um valor elevado
para Wi. Isto ocorre porque a contribuicao do termo fonte, que envolve o ntimero de
Weissenberg, é reduzida com o aumento de Wi, transferindo todo o encargo em equilibrar
o valor gerado pela deformagao para o termo convectivo, acarretando em instabilidades
e no crescimento ilimitado ("blowup") da contribui¢ao nao-newtoniana. Outra maneira
de expor esta situacao ¢ através do polindmio interpolador. Este polindmio, usado na
aproximacao da equacao diferencial, como, o método de diferencas finitas que faz uso
do polinémio de Taylor, nao consegue representar corretamente o perfil exponencial da
solucao, gerado pela deformagao, estimulando o surgimento do HWNP. Estes problemas
sao ainda mais acentuados em simulagoes que envolvem geometrias complexas, onde hé a
presenca de pontos de estagnagao (ou pontos singulares), onde o crescimento exponencial
das tensoes normais sao mais intensos [59).

Fattal e Kupferman elucidam estas observacoes feitas acima por meio de uma equac¢ao
escalar de advec¢ao, que chamaremos de equagao teste ("toy model"). O uso desta equa-
cao teste, que representa a equacao constitutiva do tensor conformacao, justifica-se pois
as instabilidades presentes na solugao de um sistema de equacoes para escoamentos vis-
coelasticos, equacoes de Navier-Stokes juntamente com a equacao constitutiva, persistem
mesmo quando desacoplamos as equacoes de conservacao do momento e a equagao cons-
titutiva, o que nos permite usar a equacao teste de maneira isolada. Assim, o surgimento
das instabilidades pode ser estudado considerando-se uma configuracao mais simples do
modelo constitutivo, onde a velocidade é mantida fixa. Estas simplificagoes nos conduzem
a seguinte equacao de advecgao linear em uma dimensao com termo fonte para a variavel
¢ = ¢(x,t), com x € [0, 1],

%—i—a(z)%— (x)gb:—%(?, (1.2)
com a(z),b(x) > 0, condi¢do de contorno ¢ (0,¢) = 1 e condigao inicial ¢ (z,0) = 1.
Relacionando esta equagao teste com a equagao constitutiva, as fungbes a(x) e b(z)
representam a velocidade u (z,t) e a taxa de deformagao Vu, respectivamente.

A solugao exata da equacdo teste (1.2) para o caso estacionario é dada por

s ([ (M=) ) s
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Seguindo a mesma estratégia apresentada em [26|, discretizamos a equagao (1.2) pelos
métodos de Euler explicito (derivada temporal) e "Upwind" de primeira ordem (termo
convectivo). Como o termo a (z) convecta ¢ para direita, isto ¢, a (x) > 0, Vz € [0, 1],
discretizamos a derivada espacial de ¢ por uma diferenca regressiva. Assim, a equacao de

diferencas fica

Pt — g oF — iy no Lo,
At +a; Ar bz¢i - Wi i (1'4)
ou ainda At 1 At
n+l __ o @ L n —a.”
prtt = (1 e + At (bz Wz)) or + Axazcb,_l, (1.5)

onde a; = a (z;) e b; = b(x;), com i € Z (conjunto dos niimeros inteiros).
Afim de garantirmos a estabilidade da equagao (1.5), precisamos impor que os coefi-

cientes de @' e @' | sejam menores ou iguais a 1, ou seja,

aZAt
< .
Az — ! (16)
‘ At 1
Q;
—_ L — ) < 1. .
1———+ A (bl W@) <1 (1.7)

Observamos que a primeira condigao (1.6) é automaticamente satisfeita com a hipotese

de a(z) > 0, juntamente com a condigao CFL. A segunda condigao é satisfeita pela

(bi - %) <0, (1.8)

imposi¢ao

que implica

1
Wi< . (1.9)
Ainda de (1.7), derivamos uma restrigao sobre o passo espacial Ax
Ar< Y (1.10)
r< —— .
- bz — Wit

Note que esta é uma restricdo sobre o passo na malha espacial (que também é uma
restrigao ao nimero de Weissenberg), nao é a condi¢gao CFL que é uma restri¢ao sobre o
passo no tempo. Quanto maior o valor de Wi em (1.10) menor devera ser o passo espacial.
Esta condicao se torna muito restritiva. Este fato nos conduz ao principio do HWNP, que
é limitar o tamanho de W7i.

A fim de ilustrar, teoricamente, a eficiéncia das decomposicoes matriciais seguiremos
as ideias de Fattal e Kupferman |26, 27|, Hulsen et al. [33] e Afonso et al. |1|. Definimos
a fungao 0 (x) como representante das decomposigbes matriciais, e esta devera satisfazer

trés requisitos: continua, diferenciavel e inversivel. A seguir, apresentamos os efeitos que
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as decomposicoes baseadas na transformacgao logaritmica em qualquer base e raiz k-ésima,

com k € 7Z, ocasionam na equacao constitutiva.
e Funcao log, (), ou seja:
0 =logq (9), (1.11)

onde d > 0 e d # 1. Assim, pela aplicacao inversa, segue que
¢ =d’. (1.12)

Substituindo a relagao (1.12) em (1.2), segue que

od’ od’ 1

Wi
Aplicando em (1.13) a regra da cadeia e multiplicando por (d’ln (d))_l, resulta na

seguinte equacao de adveccao para 6:

0 00 b(z)— Wi

TR i ey (1.14)

com condi¢ao de contorno # (0, t) = 0 e condigao inicial 8 (x,0) = 0 (poislogy (¢ (0,) = 1) =
Oelogq (¢ (z,0)=1)=0). Novamente, discretizando pelo método de Euler explicito

e Upwind, resulta em

n+l _ gn n_ gn Wil
S (92 Aﬁ) =" an> | (119)
ou ainda, .
gt — (1 - aﬁ:) o+ “ﬁtey_l + At (%) . (1.16)
Impondo a restrigao de estabilidade sobre esta nova equacao (1.16), temos
1 aﬁt <1, (1.17)
que implica
“ﬁt >0, (1.18)

O que é sempre verdade, pois a; > 0, Vi € Z. Desta forma, eliminamos a restri¢ao

sobre o passo espacial Az, e consequentemente sobre o ntimero de Weissenberg.

Consideremos os coeficientes da equagao (1.2) como sendo constantes, isto é, a (x) =

aeb(xr) =b De modo que, a solugdo exata para a variavel 6 é adquirida pela



aplicacdo da funcao log, () na solugao de ¢, equagao (1.3), isto é,

0= <%) z, Vo € [0, 1]. (1.19)

O que nos revela que o crescimento exponencial de ¢ é linearizado pela funcao

logaritmica conforme discutido em |2, 26].

Funcao +/(), isto é:
0=1/9, (1.20)

que implica

¢ =0 (1.21)
com k € Z. Substituindo a relagao (1.21) em (1.2), temos que

00" 00"

1 k
E—Fa(x)%— 0

b(z) 0" = ——0".
() T

(1.22)

Aplicando a regra da cadeia nas derivadas e algumas manipulacoes algébricas em
(1.22), obtemos

00 00 b(z) — Wit

— —=—0. 1.23

o e g, < p (1.23)
Semelhante ao que fizemos para a fungao logaritmica, discretizamos a equagao (1.23)

por Euler explicito e Upwind de primeira ordem, que resulta em

n+l _ gn n_ gn -
o % +A; LI <L ;5“) = (7@ _Z/Z 1) o, (1.24)
ou ainda a; At by — Wit a; At
ort = (1 — ZM + At (T)) 0! + ﬁezﬂ_l‘ (1.25)
Aplicando a condicao de estabilidade ao método, segue que
1 “ﬁt + A (#) <1, (1.26)
que implica
Av< g _a%k;z,_l (1.27)

Observe que, embora nao tenhamos conseguido eliminar a restricao sobre o passo
temporal, que também restringe o valor de Wi, & medida que aumentamos o valor

de k diminuimos a restricao sobre Wi.
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Novamente, consideramos os coeficientes de (1.2) como sendo constantes, isto é,

a(x) =aeb(r)=">0 Assim, a solu¢ao, no estado estacionario, para 6 é

oo o (7)) 0

Como pode ser observado, a transformacao raiz k-ésima nao linearizou o crescimento

exponencial, como aconteceu com a funcao logaritmica, mas somente o normalizou

por um fator k.

Embora possa parecer que a formulacao logaritmica tenha solucionado os problemas
por eliminar & restricao sobre Wi, numericamente isto nao é verdade, da mesma forma que
para altos valores de k o método da raiz k-ésima nao é a solucao para os problemas. Muito
pelo contrario, segundo estudos em [1], o método raiz k-ésima produz bons resultados para
—16 < k < —2. O que teoricamente nao faz sentido, pois desta forma o passo espacial
estaria possivelmente restrito & um valor negativo. Uma mesma dificuldade ocorre com o
valor da base da funcao logaritmica, no qual solucoes estaveis s6 sao obtidas para d < 10
[1].

Desta forma, propomo-nos investigar, de maneira minuciosa, algumas das decomposi-
¢oes mencionadas no decorrer do texto, a saber os métodos log-conformagao desenvolvido
por Fattal e Kupferman [26, 27|, decomposi¢ao do tipo raiz quadrada apresentado por
Balci et al. [4] e nicleo-conformagao proposto por Afonso et al. |2]. Recentemente Chen
et al. [14] executaram algo semelhante ao que sugerimos fazer, um estudo comparativo
entre métodos de estabilizacao. Entretanto, este fato nao desconsidera as informacgoes
que aqui serao apresentadas, visto que diferentemente do exposto em [14], estamos inte-
ressados exclusivamente nos métodos que empregam decomposi¢oes matriciais ao tensor
conformacao. Ademais, além das técnicas log-conformacao e decomposicao do tipo raiz
quadrada, apresentadas em |14, em adi¢do, incluimos o método ntcleo-conformagao. Que
é uma das técnicas mais atrativas, uma vez que esta tenta reproduzir outras técnicas de-
senvolvidas. Além disso, outra novidade, é o emprego do método de diferencas finitas
para a solu¢ao das equagoes, enquanto em [14| as simulagoes sao realizadas pelo método
de volumes finitos.

O estudo aqui adotado envolve uma anélise teorica das decomposicoes mencionadas,
apresentando detalhes da construgao dos métodos, como, explicacao pormenorizada dos
conceitos empregues, em quais situagoes essas técnicas sao equivalentes e quais os traba-
lhos que inspiraram sua construcao. Faremos um exame da propriedade SPD do tensor
conformacao A em diferentes simulacoes. Finalmente, as técnicas serao comparadas, ana-
lisando as vantagens e desvantagens, estudando a ordem de precisao, e verificando as
restricoes de estabilidade de cada decomposicao, que resume-se em determinar o valor

critico de Wi para cada uma delas em alguns problemas cléassicos da literatura.
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O trabalho esta organizado da seguinte maneira: no Capitulo 2 apresentamos os prin-
cipais conceitos no que diz respeito a escoamentos de fluidos viscoelasticos, seguido das
condigoes auxiliares empregues nas simulagoes numéricas. No Capitulo 3 apresentamos as
decomposigoes matricias selecionadas e um estudo de equivaléncia entre métodos. Poste-
riormente, apresentamos no Capitulo 4 a ideia central do método de projecao adotado. Na
segunda parte deste trabalho, no Capitulo 5, apresentamos os resultados numeéricos dos
métodos de estabilizacao, em dois problemas diferentes. Por fim, no capitulo 6 fazemos

alguns comentarios sobre a relevancia deste estudo e os novos rumos da pesquisa.



CAPITULO

2

Modelagem Matematica

2.1 Equacoes Governantes

Todo escoamento de fluidos pode ser descrito matematicamente pelas equacoes de
Navier-Stokes que representam trés leis fundamentais da fisica. A primeira é a conservacao
de massa, que afirma que a massa em um sistema fechado é invariavel. A segunda lei é
a conservacao de movimento, que declara que a quantidade de movimento de um sistema
permanece constante se nenhuma forca externa agir e a terceira é a conservagao de energia,
também conhecida como a primeira lei da termodinamica, que afirma que a energia total
de um sistema isolado permanece constante.

Neste trabalho, consideramos apenas escoamentos incompressiveis e isotérmicos de
fluidos viscoelasticos (fluidos com caracteristicas viscosas e elasticas). As hipoteses sobre
o escoamento, incompressibilidade isotérmica, equivalem a considerarmos a densidade e
a temperatura como sendo constantes, e assim, por esta tltima, ignoramos o principio de
conservacao de energia. Portanto, neste trabalho, assumimos como equagoes de Navier-
Stokes apenas os principios de conservacao de massa e conservacao de quantidade de
movimento.

Consideremos um sistema de coordenadas cartesianas bidimensionais 2Oy, seja x =
(x,y) o vetor posi¢ao e u = (u,v) o vetor velocidade, com u = u(x,t) e v = v (x,1)
as componentes da velocidade u ao longo das coordenadas x e y, respectivamente, no

instante de tempo ¢ > 0. Definimos o tensor tensao total o = o (x,t) por

o=T-pl (2.1)

Tll T12

Ty To
pressao e I é o tensor identidade.

onde, T =T (x,t) = é o tensor das tensoes, que é simétrico, p = p (x,t) é a

11
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As equagoes do momento e da continuidade na forma adimensional conservativa, sao

dadas, respectivamente, por

Ou
e +V.(uu) = V.o, (2.2)

V.au=0. (2.3)

Definimos a taxa de deformagao D, como

1
D=3 (Vu+ Vvu'), (2.4)
0_u 0_u ou Ov
onde, Vu = 9r Oy ¢ o tensor gradiente da velocidade e Vu”? = gI gI 0 seu
| v v ° du v
Jxr Oy dy 0Oy

transposto.
Podemos definir o tensor das tensoes como sendo a soma das contribui¢oes newtoniana
(viscosa) e a contribui¢do nado-newtoniana (elastica) [8], isto é,

T=2—D 2.5

onde 2R—D ¢ a contribui¢ao newtoniana e T ¢ a contribuicao nao-newtoniana ou contri-
e

buicao polimérica. Neste trabalho, adotamos § = &, ou seja, a razao entre a viscosidade
do solvente e a viscosidade total (1 = ps + pp,, onde p, é a viscosidade polimérica). Além

disso, Re é o numero de Reynolds, dado por: Re = ——, onde U e H representam escolhas
apropriadas de escalas de velocidade e comprimento,y respectivamente, e v é a viscosidade
cinematica.

A seguir, apresentaremos a equacao constitutiva da contribui¢ao polimérica em termos
do tensor conformagao, mas antes, definimos a derivada material (ou derivada total) e a
derivada convectiva superior de Maxwell "Upper-Convected Maxwell" (UCM).

Dado um tensor €2 qualquer definimos sua derivada material e sua derivada convectiva

superior de Maxwell, respectivamente, como

DR 09

E = E + V. (UQ) , (26)
v DQ
Q=—- - (VuQ2 + Qvu’). (2.7)

Substituindo (2.5) em (2.1), e depois nas equagoes de Navier-Stokes (2.2) e (2.3), segue

que
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Ju B B s
a5 +V.(uu) =—-Vp+ ﬁv u+V.r, (2.8)

V.au=0. (2.9)

A equacao constitutiva da contribuicao polimérica é frequentemente formulada em
A A
A A
estado microestrutural do liquido [26]. Isso se deve a propriedade central deste tensor que

termos do tensor conformagao A = A (x,t) = , que é uma aproximacao do

¢ de ser simétrico e definido positivo [31, 32]. Hulsen [32]| provou que o tensor conformacao
deve permanecer SPD durante toda a evolucao temporal da equacao constitutiva se este
foi inicializado desta forma, isto é, se foi inicializado SDP.
A equacao constitutiva do tensor conformacao A é dada por
0A T 1
— +V.(uA)=VuA +AVu + —f(A)P(A), (2.10)
ot Wi
onde f (A), uma funcao escalar, e P (A), um tensor que depende de A, sao determinados

de acordo com o modelo constitutivo:

e Oldroyd-B:
f(A)=1 (2.11)
e
P(A)=1I-A. (2.12)
o Giesekus:
f(A)=1 (2.13)
e
PA)=I-A)I+a(A-T1), (2.14)
onde « ¢é o fator de mobilidade.
e FENE-CR:
L2
A) = 2.15
A= (215)
e
P(A)=1-A, (2.16)
onde L é a extensao maxima do polimero e tr (A) é o trago do tensor conformagao
A.
e FENE-P:

(2.17)
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P(A) = (I - LZLT;?’A)A) . (2.18)

Observacao 2.1. O modelo FENE-P adotado neste trabalho estd baseado no trabalho de
Oliveira [48].

Agora, apresentamos a equacgao que relaciona o tensor conformacao A com a con-
tribuicao polimérica 7. Esta relagao entre os tensores varia de acordo com o modelo

counstitutivo escolhido:

e Modelos Oldroyd-B e Giesekus

T=¢(A-T). (2.19)

e Modelo FENE-CR

T=¢f(A)(A-T), (2.20)
onde f(A) ¢ definido como na equagao (2.15).

e Moldelo FENE-P

T=¢(f(A)A- D)D), (2.21)
onde f (A) éigual a (2.15) e
L2
L)=——. 2.22
()= (222
Note que em todos os modelos o valor de & é: ik Este valor pode sofrer alteracoes
eW1

dependendo de como adimensionalizamos os tensores. Neste trabalho, a adimensionaliza-
¢ao usada no tensor polimérico é 7 = 7*/pU? [52]. Além disso, os modelos FENE-CR e
FENE-P diferem apenas da fun¢ao f (L). Se tomarmos f (L) como sendo igual a f (A),
definido na equagao (2.15), o modelo FENE-P torna-se FENE-CR.

A equacao constitutiva do tensor conformacao A pode ser escrita inteiramente em
funcao do tensor polimérico 7. Para ilustrar, construimos a equacao deste para o modelo
constitutivo Oldroyd-B. Inicialmente, escrevemos o modelo Oldroyd-B para o tensor A
adotando em (2.10) as equagoes (2.11) e (2.12), ou seja,

0A T 1
v +V.(uA) = VuA + AVu' + Wi (I-A). (2.23)

Como consequéncia de (2.19), escrevemos o tensor conformagao como



15

1
A=cr+l (2.24)

e substituindo (2.24) na equagao (2.23), resulta na equagao do modelo constitutivo Oldroyd-
B para o tensor polimérico 7, dada por
1

v
=2D — —T. 2.25
P %D o (2.25)

2.2 Condicoes auxiliares

Para resolvermos o sistema de equagoes composto por (2.8), (2.9) e (2.10) é necessario
a prescricao de condicoes auxiliares para as variaveis pressao p, velocidade u e para o
tensor conformagao A (ou tensor polimérico 7), uma vez que, um sistema de Equagoes
Diferenciais Parciais (EDP’s), ou mesmo uma EDP, em geral, apresenta um conjunto
infinito de solucoes. Portanto, a imposicao de condi¢oes auxiliares é indispensavel para
que o sistema tenha solucao tnica e que a solu¢gao numeérica simule o comportamento fisico
do fendémeno estudado.

As condic¢oes auxiliares nos tensores das decomposicoes matriciais, que serao apresen-
tados no Capitulo 3, sao determinadas através das condicoes auxiliares impostas ao tensor
conformacao A, que por sua vez, estabelece as condicoes auxiliares mediante a relacao
com o tensor polimérico 7.

Quando falamos em condicoes auxiliares estamos nos referindo as condicoes iniciais e
de contorno, ou seja, a imposicao de um valor inicial para a solucao e valores desta no
contorno do dominio considerado, respectivamente.

A correta imposicao de condi¢oes auxiliares é essencial para a resolucao de problemas
envolvendo escoamento de fluidos [20], em especial os fluidos ndo-newtonianos em regime
nao estacionario, como sao os escoamentos que estamos estudando.

A seguir apresentamos uma breve descri¢ao das condig¢oes iniciais e de contorno, usadas

nas simulagoes.

2.2.1 Condicoes iniciais

As condicoes iniciais sao informacoes sobre o estado inicial do problema, informando-
nos a partir de qual valor a solugao ird se propagar. Assim, a correta imposicao das
condicoes iniciais sao importantes nao s6 para a convergéncia do método, mas, também,
para descrever o correto comportamento do fenomeno estudado. Uma exigéncia para a
imposi¢ao de uma condigao inicial para o campo de velocidade é que esta deve satisfazer a
equacao da continuidade (2.9) [28|. As variaveis p e 7 devem estar em conformidade com

o campo de velocidade, sendo, em geral, consideradas nulas no instante inicial |5, 8, 28|.
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Vale ressaltar que as condicoes iniciais do tensor conformagao sao obtidas das condicoes
iniciais do tensor polimérico 7. Desta forma, as condi¢oes iniciais de u, p e A sao dadas

respectivamente por:

u= H : (2.26)

p=0, (2.27)

e, como consequéncia da relagao com 7, considerando os quatro modelos constitutivos

estudados:

e Oldroyd-B e Gisekus: obtida da equagao (2.19), ou seja,

00
LolzfzaA—n, (2.28)

que implica
A=1 (2.29)

e FENE-CR: obtida da relagao (2.20), ou seja,

00
loolzrzgﬂAMA—D. (2.30)

onde f(A) ¢ definida como em (2.15). Assim, a fun¢ao f (A) é sempre nao-nula.

Portanto, segue (2.29).

e FENE-P: obtida da equacao (2.21), isto &,

[8 8] —T—¢(f(A)A - F(D)T). (2.31)
onde f(A) ¢ definida como em (2.15) e f (L) como (2.22). Assim, temos que
_f@)
A=t (2.32)

no qual, tomamos f (A) de modo a garantir que A seja SPD.
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2.2.2 Condicoes de contorno

Estas condi¢oes nos fornecem informagoes sobre o comportamento do fendmeno mo-
delado no limiar da regiao estudada e dividem-se, pelo menos neste trabalho, condizentes

com as situagoes fisicas aqui estudadas, em trés tipos diferentes:

e Regiao de entrada de fluido ("inflow"): Nesta regiao estabelecemos o valor das
variaveis dependentes na entrada de fluido do dominio considerado. O valor da ve-
locidade normal (uz) & entrada de fluido é prescrito de acordo com a vazao desejada,

enquanto que a velocidade tangencial (u;) é nula, isto é

Ui = Uin flow (233)
Uy = 0 (2.34)

Também impomos um valor para o tensor conformacao A nesta regiao, que vai de-
pender do valor estabelecido para a velocidade. Se considerarmos u, 10,y constante,
a contribuicao nao-newtoniana 7 serd nula e, entao, o tensor conformacao serd a
identidade, equagao (2.29), para os modelos Oldroyd-B, Giesekus e FENE-CR, e
(2.32) para o modelo FENE-P. Este posicionamento, o anulamento de 7 na regiao
de entrada de fluido, parte do pressuposto de que o fluido prestes a entrar no do-
minio esta livre de perturbagoes [47]. Caso consideremos a velocidade com perfil
parabolico, a contribui¢do nao-newtoniana 7 é definida como em [42]. Novamente,

obtemos o valor de A nesta regiao pela relacao com 7.

e Paredes Solidas: Neste tipo de contorno, ¢ comum considerarmos a condi¢ao de nao
escorregamento "no-slip", também chamada de condi¢ao de aderéncia completa, e a
condigao de fronteira impermeavel. A condicao de nao escorregamento supoe que o
fluido ira aderir a fronteira, implicando que a componente tangencial da velocidade
uy, em relacao a parede, seja zero, como resultado de considerarmos esta velocidade
em repouso em relacao a parede. A velocidade normal u; também é prescrita como
sendo zero, como consequéncia da condi¢ao de impermeabilidade da parede que
impede o fluxo de massa em sua direcao normal, isto é, o fluido nao pode penetrar

na parede. Assim, resumindo o que fora apontado acima, temos que

ur=0, (2.35)

uz = 0. (2.36)

Aproveitando-se dos valores da velocidade no contorno, equagao (2.35), obtemos

valores nas paredes solidas para a contribui¢ao nao-newtoniana a partir da equagao
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constitutiva de 7, que serd simplificada em consequéncia dos valores das compo-
nentes da velocidade e suas derivadas. O mesmo se aplica a equacao do tensor
conformacao A, bem como das equacoes dos tensores das decomposicoes apresenta-
dos no Capitulo 3. Mais detalhes sobre a abordagem do calculo nas paredes solidas

podem ser consultados em [42].

e Regiao de saida de fluido ("outflow"): Esta regiao é responsavel pela saida de fluido
do dominio e representa um ponto critico na simulacao do escoamento, uma vez
que esta regiao sO existe porque precisamos "cortar" o dominio fisico em algum
ponto, para que possamos representa-lo no computador. Num esfor¢o de reproduzir
a saida de fluido do dominio, impomos a condicao de Neumann homogénea para a

velocidade e para a contribuicao nao-newtoniana, consideramos:

(?;%ﬁ —0, (2.37)
glg ~0 (2.38)

[
(;% —0, (2.39)

onde 7 é o vetor normal & regiao de saida de fluido. Uma vez evoluido o tensor
polimérico T nesta regiao, transferimos o valor obtido para o tensor conformacao A

mediante a relacao entre os dois tensores.

Observacgao 2.2. As condigoes de contorno para as equagoes (2.8), (2.9) e (2.25) abran-
gem somente as varidveis u e T, uma vez que estas nao incluem uma equacao evolutiva

para a pressao p.



CAPITULO

3

Decomposicoes Matriciais

3.1 Formulacao Log-Conformacao

Nesta secao, apresentamos a formulagao log-conformacao, proposta por Fattal e Kup-
ferman [26, 27|, para a equagao constitutiva (2.10). Este método tornou-se uma das
principais técnicas de controle das instabilidades numeéricas causadas pelo HWNP [1, 18,
19, 33, 40, 64|, ndo so6 pela formulacao teorica bem elaborada, em que os autores apresen-
tam uma das causas do problema e sua solugao [26, 27|, como também, pelos resultados
estaveis para altos valores de Wi.

Este método propoe a reformulacao da equacao constitutiva do tensor conformacao
em duas etapas principais: uma decomposicao aplicada ao tensor Vu e, posteriormente,
uma transformacao logaritmica em A, construindo uma nova equagao constitutiva para
a variavel logaritmica utilizada. Esta formulacao, conforme declarado pelos autores e
assegurado pelos testes numéricos, realmente diminuiu as instabilidades causadas pelo
HWNP. Entretanto, assim como todas as outras propostas de estabilizagao, nao esta
isenta de limitagoes. Uma dificuldade apontada por Fattal e Kupferman esta associada
com a perda de precisao do método.

A escolha deste método, para investigacao, justifica-se pelo importante papel que este
exerceu, e ainda exerce, na simulacao de escoamentos viscoelasticos. Além disso, o método
baseado na transformacao logaritmica é uma das principais inspiracoes para as demais
técnicas, elaboradas a partir de decomposicoes do tensor conformacao, que foram sendo
desenvolvidas desde entao. Portanto, nao poderiamos deixar de explorar esta técnica, que
nos auxiliard nos estudos teéricos e numéricos das decomposi¢oes matriciais investigadas

neste projeto.

19
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3.1.1 Construcao do método

Esta proposta foi motivada pela evidéncia numérica de que um dos mecanismos res-
ponsaveis pelo HWNP é uma falha no polindémio interpolador usado para aproximar a
equagao diferencial constitutiva do modelo reologico, sendo este incapaz de representar
corretamente o perfil exponencial gerado pelo tensor conformacao. Em especial, esses
problemas ocorrem nas regides de altos gradientes ("sharp gradients") proximos a ca-
madas limites e pontos de estagnacao. Esta observagao, do crescimento exponencial,
agucou a ideia do uso de uma transformagao logaritmica como uma forma de suavizar
este crescimento e consequentemente amenizar os problemas do HWNP. Além disso, as
manifestacoes do HWNP em muitos casos coincide com a perda da positividade do tensor
conformacao [34, 53|, de modo que esta transformagao visa garantir a preservagao desta
propriedade.

O uso de uma transformacao logaritmica como uma estratégia de manter a positividade
do tensor conformacao leva-nos a fazer alusao ao trabalho de Vaithianathan e Collins
|65]. Neste, os autores ap6s uma decomposi¢do do tipo Cholesky aplicada ao tensor
conformacao, emprega uma transformacao logaritmica aos termos da diagonal principal
da matriz decomposta visando garantir a positividade de A.

A esséncia desta técnica nao estd somente na mudanga para uma variavel logaritmica,
mas também na decomposicao do tensor Vu em duas componentes: rotacional e exten-
sional. Mais uma vez, citamos o trabalho de Vaithianathan e Collins [65], que apresenta
uma estratégia de estabilizacao, decomposicao espectral, na qual, antes de empregarem a
técnica principal, fazem uso de uma decomposicao no tensor Vu. Embora as decomposi-
¢oes de Vu utilizadas em [26, 27] e [65] sejam diferentes, podemos estabelecer uma relacao
entre as componentes geradas por tais decomposigoes. Para esclarecer melhor esta rela-
¢ao, apresentamos a decomposicao usada por Vaithiantha e Collins |65]. Primeiramente,

consideramos:

Vu=D+R, (3.1)

onde D ¢ a taxa de deformacao, equacao (2.4), e R = % (Vu — VuT), a taxa de rotacao
que é um tensor antissimétrico. Além de um termo rotacional presente em ambas as
decomposigoes, o termo extensional, assim como a taxa de deformacao sao simétricos. Ou
seja, em ambas as decomposicoes, decomposicao de Cholesky e log-conformacao, temos
um termo rotacional e um tensor simétrico.

A seguir, apresentamos os resultados que possibilitam-nos decompor Vu de acordo
com a proposta estabelecida em |26, 27| e a construcao de uma equagao evolutiva para a

matriz logaritmica do tensor conformagao A.
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Lema 3.1. Seja A uma matriz diagonal n X n com entradas nao nulas e distintas entre

si. Entao, qualquer que seja a matriz M, possui uma unica decomposicao da forma:
M=Q+ B+ NA!, (3.2)

onde £ e N sao antissimétricas e B € diagonal.

Demonstracao: Denotamos por 8 o subespaco das matrizes simétricas, A o subespaco
das matrizes antissimétricas e D o subespaco das matrizes diagonais. Devemos mostrar
a existéncia e unicidade das matrizes Q, NeAeBeD. Inicialmente, observamos que
a matriz M pode ser escrita, como
~ 1/~ ~ T 1/~ ~ T
M:§<M+M>+§<M—M>, (3.3)
1/~ ~ T 1/~ ~ T
onde, 5 (M +M ) €de 3 <1\/I -M ) € A. Podemos escrever as parcelas de (3.3),

como consequencia de (3.2), da seguinte forma

i T
Q+§(NA‘1+A‘1N>:§<M—M )

Precisamos apresentar apenas a existéncia e unicidade das matrizes N e B, uma vez
que a existéncia e unicidade de € ficara garantida pela segunda equagao de (3.4). Isto
seréd assegurado se provarmos que o subespago 8, das matrizes simétricas, for igual a soma
direta dos subespacgos D, das matrizes diagonais, e {% (NA‘I — A_1N> . Ne A}, das

matrizes simétricas com entradas nulas na diagonal principal, isto é,

§=D® {% (NA—1 -~ A‘1N> . Ne A} (3.5)

Provamos esta igualdade por meio das dimensoes dos subespacos.

Consideremos a transformagao linear

F :A—S8
N H%(m—l_yw)

com . .
JA -1 A -1 1\ N
Observamos, supondo ¢ # j, que a igualdade %(Aj_jl — Ai_il) Nij = 0 ocorre se, e

somente se, N;; = 0, visto que estamos supondo A com entradas nao nulas e distintas

entre si. Portanto, o nicleo de F se resume apenas a matriz nula, isto é, Ker (F) = {O},
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que implica dim (Ker (F)) = 0. Como dim (A) = in(n—1), segue do Teorema do

Nicleo e da Imagem que a dimensao da imagem é igual a dimensao do dominio, ou seja,

dim (Im (F)) = in (n —1). Assim, concluimos que
, , L/ 1 - 1 n®+n ,
dim (D)®dim {5 <NA —A N) : N e A} :§n(n—1)+n: 5 =dim(8).
(3.6)
Como D @ {3 (NA‘l - A_lN) . N € A} é um subespaco de 8, segue de (3.6) a
igualdade em (3.5). -

Lema 3.2. Seja S uma matriz n X n simétrica e definida positiva. Entao, qualquer que

seja a matriz M, ., pode ser decomposta como:

M=Q+ B+ NS, (3.7)
onde 2 e N sao antissimétricas e B € simétrica e comuta com S.

Demonstracao: Por hipotese, a matriz S é simétrica e definida positiva, entao vale
a decomposicdo S = OAO”, onde O & ortogonal. Reescrevendo a decomposicio como
A = 07S0 e fazendo M = O"MO temos pelo Lema 3.1 que

0"™MO =Q+B+NA L (3.8)

Multiplicando a direita por O e a esquerda por O, resulta em

M = 0700 + 0"BO + (0"NO) (0"A'0). (3.9)
Definindo
Q= 0Q07, (3.10)
B = OBO” (3.11)
(§]
N = ONO” (3.12)

resulta na igualdade (3.7). A propriedade antissimétrica das matrizes € e N segue como
consequéncia direta de Q e N serem antissimétricas e a comutatividade entre as matrizes
B ¢ S resulta da comutatividade de A e B.

Corolario 3.1. Seja u um campo de velocidade e A o tensor conformagao que € simétrico

definido positivo. Entao, o gradiente da velocidade Vu pode ser decomposto como:
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Vu=Q+B+NA™, (3.13)

onde Q@ = Q (Vu,A) e N= N(Vu, A) sao antissimétricas, e B= B(Vu, A) é simétrica

e comuta com o tensor conformacgao A.

O calculo das matrizes N, €2 e B para o caso de duas dimensoes é apresentado no
Apéndice A.
Toda matriz simétrica definida positiva, tal como o tensor conformacao, pode ser

decomposta como

A = 0OAO" (3.14)
A O O
onde A = |7 ¢ a matriz dos autovalores e O = 1 21 ¢ a matriz dos autove-
Ao 021 O
tores, tal que OOT =1I. Além disso, definimos
M = O” (Vu) O. (3.15)

Mediante a substitui¢ao de (3.13) na equagao constitutiva para o tensor conformagao
(2.10), isto é,

0A A
5 TV (uA)=(Q+B+NAHA+A(-Q+B-A"'N) + %P (A), (3.16)
o termo NA™! ¢ eliminado e a equacio constitutiva resume-se a
0A A
e +V.(uA) = (QA — AQ) +2BA + %P (A). (3.17)

A definicao de uma matriz logaritmica exige a positividade do logaritmando, que no
nosso caso sera o tensor conformacao, que satisfaz essa condicao. Esta é uma das razoes
por estarmos trabalhando com A ao invés de T, que é 0 mais comum. Assim, definimos

o logaritmo do tensor conformagcao como
U =n(A), (3.18)

que implica, pela propriedade inversa, em
eV = A. (3.19)

Observe que pela definicao da matriz ¥, esta também tem a propriedade de ser simétrica

e definida positiva.
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Logicamente, para iniciarmos os calculos com uma equacao evolutiva para ¥, bem
como, para retornarmos a variavel A necessitamos calcular os tensores ¥ e e¥. O calculo
destes tensores ¢ feito por intermédio da diagonalizacao de A e W, respectivamente. Para

o calculo de W, aplicamos a transformacao logaritmica em (3.14), ou seja,

B B T_ o) 0 T
W =In(A) = Oln(A)O _o[ ; ln(m]o. (3.20)

Note que, os autovetores usados na decomposicao de ¥ e A sdo os mesmo. Além
disso, os autovalores de ¥ sao as imagens dos autovalores de A pela funcao logaritmica.
Algo semelhante ocorre com os autovalores de A, que sao as imagens dos autovalores de
¥ pela funciao exponencial, como pode ser observado mais a frente no célculo de e¥. Isso
nos indica que o calculo dos tensores B e 2, pode ser feito tanto pela decomposi¢ao da
matriz A, como também, pela decomposicao de ¥, com as mudancas necessarias. Assim,
nao precisamos fazer a decomposicao das duas matrizes, A e ¥, a cada passo no tempo e
espaco, mas apenas de uma delas. Para isto, sugerimos a decomposi¢ao da matriz ¥, uma
vez que, obrigatoriamente essa matriz precisa ser decomposta a cada passo no tempo para
retornarmos ao tensor A, uma vez que nao podemos usar os autovalores e autovetores
defasados.

Para o calculo de e¥ decompomos o tensor ¥ em autovalores e autovetores, como

In (X 0
w_o|"M o7, (3.21)
de modo que
A0
e¥ = 0o =0 | o" = A. (3.22)
0 X

A partir de agora, vamos trabalhar na busca de uma equacao constitutiva para ¥, que
sera feito, por simplicidade, de forma separada, isto é, com os quatro termos principais

decompostos separadamente: advec¢ao, rotacao, extensao e termo fonte.

(1) Advecgao: A contribuigao convectiva de ¥ obtem-se substituindo (3.19) em

0A
— (uA) =
BT +V.(uA) =0,
ou seja,
v
5’; LV (ue®) =0, (3.23)

que, pela regra da cadeia e manipulagoes algebricas adequadas, resulta em
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(2)

%—‘f +V. (u®) = 0. (3.24)

Rotagao: Se o gradiente da velocidade Vu é uma rotacao pura, entao, algum tensor
que seja funcao de A, em particular o logaritmo do tensor conformacao, também

serd uma rotacao com A. Portanto, temos a seguinte implicacao

OA oW
o = (QA—AQ) = & = (Q¥ - ¥0). (3.25)

De fato, a solucao para A é:
A(t)=eMA(0)e ™, (3.26)

logo
U (t) = W (0) e, (3.27)
e segue (3.25).

Extensao: A contribuicao extensional para a matriz W é obtida por meio da subs-
tituicao de (3.19) em

0A
— =2BA
ot ’
que implica
Oe¥
—— =2¢"7B.
o

Por meio da regra da cadeia e de manipulagoes algébricas adequadas, a contribuigao

extensional para W pode ser escrita como

ov
— = 2B. 3.28
T (3.28)
Termo fonte: O termo fonte para a equacao evolutiva de W é obtido pela substituicao

direta de (3.19) em

0A 1
—=—f(A)P(A 3.29
= (A)P(A), (329)
ou seja,
oe¥ 1 - @
Portanto, aplicando a regra da cadeia e multiplicando por e~¥, resulta em
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0% L) ep (e, (3.31)

onde e ¥ = A!

Resumindo os resultados acima, podemos escrever a seguinte conclusao:

Teorema 3.1. Seja A, o tensor conformacao, governado pela equagao constitutiva
(3.17) com Q € A, B € §, e BA = AB, entio ¥ = In(A) satisfaz a seguinte

eqUacao:

ow B f (e\p) - T
5 + V. (u¥) = (QU —¥Q)+ 2B+ i ¢ P (e ) ) (3.32)

Onde as fungoes f (e‘I') e P (e‘I') sao definidas de acordo com o modelo constitutivo.

Assim, temos

e Oldroyd-B:
f(e¥)=1 (3.33)
P(e¥)=I-¢" (3.34)
o Giesekus:
f(e¥)=1 (3.35)
Pe¥)=(I—-e¥)[I+a(e?-T1)]. (3.36)
e FENE-CR: "
I = e (3.37)
P(e¥)=1-¢€". (3.38)
e FENE-P: . 12
f(e¥) = 73 (3.39)
Pe¥)=1I- ﬁe‘l’. (3.40)

3.2 Decomposicao do tipo raiz quadrada

Ha uma grande dificuldade em se construir esquemas numeéricos que sejam vantajosos

em termos de precisao e estabilidade simultaneamente. Os estudiosos Fattal e Kupferman



27

|26, 27| depararam-se com esta situagdo na execugao do método log-conformacao. Esbar-
raram num ponto muito importante associado ao HWNP, a perda de precisao ou acuracia
da solucao. Embora tenham desenvolvido uma notéavel ferramenta de estabilizacao, nao
foram capazes de integrar precisao e estabilidade ao mesmo tempo. Em vista disso, Balci
et al. [4] propuseram uma nova formulacdo para a equagao constitutiva (2.10), baseada
na matriz raiz quadrada do tensor conformacao, que, segundo os autores, resultou em
beneficios tanto em termos de precisao como, também, estabilidade. Este método ficou
conhecido como método raiz quadrada, em resultado da decomposicao empregada. Além
disso, ¢ de facil implementacao e nao ha aumento significativo no custo computacional,
que é equiparavel a evolugao direta do tensor conformagao A (ou do tensor polimérico
T), uma vez que este método nao requer o calculo dos autovalores e autovetores do tensor
conformagao.

Apesar dos atrativos suscitados, a influéncia desta metodologia foi insignificante,
quando comparado com o método log-conformacao que teve forte repercussao na area.
Assim, é natural que surjam algumas questoes relacionadas a eficiéncia desta técnica.
Além do mais, Afonso et al. [1], em seus resultados, apresentam a técnica baseada na
decomposi¢ao do tipo raiz quadrada como ineficiente. Portanto, o estudo deste método de
estabilizacao justifica-se, para além da comparacao entre métodos, pela presumivel incom-
preensao que ainda permeia esta técnica. Ademais, estendemos a formulacao teorica desta
técnica para modelos constitutivos ainda nao estudados, como Giesekus e FENE-CR.

A seguir, apresentamos a decomposicao do tipo raiz quadrada e a construgao de uma

equacao de evolucao para esta nova variavel.

3.2.1 Construcao do método

Nesta subsecao, apresentamos a construcao do método de estabilizagao, desenvolvido
por Balci et al. [4], fundamentado na decomposi¢ao do tipo raiz quadrada do tensor
conformacao. Antes, porém, enunciamos um teorema e sua demonstracao que ensejam a

decomposigao sugerida.

Teorema 3.2. Se uma matriz A de ordem n x n for diagonalizavel e todos 0s seus

autovalores forem positivos, entao A admite uma raiz quadrada.

Demonstragao: Sendo a matriz A diagonalizével, podemos escrevé-la como em (3.14).

Afirmamos que a matriz raiz quadrada de A é dada por:

= 0A207, (3.41)

NI

A
De fato:

ATAT = <0A%0T> <0A%0T> — 0A:A:07 = OAO” = A. (3.42)
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Portanto, amparado pelo teorema acima, podemos decompor o tensor conformagao A

de maneira tnica como

A =Q° (3.43)

onde Q é a matriz raiz quadrada do tensor conformacgao, que também ¢ uma matriz
simétrica definida positiva.

A decomposicao do tipo raiz quadrada, induz-nos a mencionar o trabalho de Vaithia-
nathan e Collins [65], que exploraram o emprego de uma decomposi¢ao semelhante a do
tipo raiz quadrada, a decomposi¢ao de Cholesky. Nesta técnica, decompomos a matriz A
€omo

A =LL", (3.44)

onde L & uma matriz triangular inferior e LT sua transposta. Além disso, a notacao
originalmente empregue na decomposi¢ao do tipo raiz quadrada em [4], sugere, ainda

mais, esta conformidade. Balci et al. [4] apresenta a equagao (3.43) como

A =Q"qQ. (3.45)

A estrutura e disposi¢ao das decomposigoes (3.44) e (3.45), sem duavidas, apresentam
similaridades. Este fato, possivelmente influenciou ou inspirou o desenvolvimento desta
nova técnica.

Da mesma forma como nos demais métodos de estabilizacao, o método baseado na
decomposicao do tipo raiz quadrada caracteriza-se por estimular a preservacao da positi-
vidade de A. Intuitivamente, observamos a contribuicao desta decomposicao neste sen-
tido. A positividade de uma matriz quadrada pode ser definida em termos da positividade
dos determinantes de seus menores principais, isto é, no caso que estamos considerando,

n = 2, precisamos garantir que
det (AH) = All >0 (346)

det (A) = A11A22 — A%Q > 0. (347)

A primeira exigéncia (3.46) é automaticamente satisfeita com o emprego da decomposigao

do tipo raiz quadrada. De fato, (3.46) torna-se

det (Q1) + Q%) = Qf + Q1 > 0, (3.48)

que é sempre positivo. A segunda condicao (3.47), ndo é satisfeita automaticamente. Na

verdade, sobre esta nao temos controle algum. Neste ponto, estao as limitagoes do método



29

em conservar a positividade de A. O que é natural presumir, uma vez que 0s proprios
autores Balci et al. [4] admitiram haver deficiéncias integradas ao método, até mesmo,
sugerindo o acréscimo de uma tensao difusiva artificial & equagao constitutiva de Q, que
atuaria como um refor¢o ao método numeérico.

Escrevendo a segunda restri¢ao (3.47) em fun¢ao de Q, temos

det (Q2) = Q1 Q% + Q7 (Qé - 2@11@22) , (3.49)

que pode, ocasionalmente, nao ser positivo, devido ao acumulo de erros numéricos.

Apesar da dificuldade acima apontada, temos outro elemento a favor desta decom-
posicao. Este fator diz respeito ao traco da matriz A, que é garantido positivo pela
decomposicao do tipo raiz quadrada. Isto é o que se espera de uma matriz definida
positiva, pois seus autovalores devem ser reais positivos.

Isto posto, empenhemo-nos em conceber uma equagao evolutiva para o tensor Q a
partir da equacdo constitutiva (2.10).

A primeira acao que empreendemos na elaboracao de uma equagao constitutiva para
Q ¢ a substituicao da decomposigao (3.43) em (2.10), ou seja,
£(Q%)

= VUQz + szuT + WP (Q2) (350)

DQ?
Dt

2

Em seguida, aplicando a regra do produto para a derivada total na equagao (3.50),

Dt
obtemos
DQ DQ _ o 2 orour 4 L) 5o
5 QT Q5 = VuQ® + Q*Vu' + =2 P (Q7), (3.51)
que implica em
DQ  DQ 2zt 4 (Q7) Lo
QE = —EQ—FVUQ +Q"Vu® + WP (Q ) (3.52)

Multiplicando a equagao (3.52) a esquerda por Q', resulta em

1Q)
Wi

b —Q‘I%Q +Q7'VuQ’ + QVu’ +

C QPQ). (359

Para a proxima etapa, usaremos o seguinte artificio

%Q;)Q—lp (@) = % (%Q*P (Qz)) +% (%Q;)Q‘IP (Qz)) - (354)
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Assim, substituindo (3.54) em (3.53), obtemos

D D Q) Q)
D? Q! QQ+Q 'VuQ? + Qvu’ + 2(WZ,)Q 1P(Q2)+2(7Z,)Q 'P(Q?)
(3.55)
que implica em
DQ FQ) Aoy 1 DQ oz Q) e
pi -V @ (@) =@ e e v e @)

Atentando para o segundo membro da equagao (3.56), colocamos as matrizes Q'eQ

em evidencia, isto é,

DQ
Dt

r F(Q) iy~ DQ f(Q)
—QVul - QP (Q) = Q7 | -+ Ve T

P(Q?) Q_1> Q.
(3.57)

O proximo passo é definirmos o tensor V como sendo o primeiro membro da equacao
(3.57), ou seja,

D Q) -
V= ?? - QVvu’ — %Q 'P(QY). (3.58)
2
Em seguida, observamos que o fator (—%Q + VuQ + fQ(I/I(% )P (Qz) Q_1> presente no

segundo membro da equacao (3.57), nada mais é que —V7T. Assim, podemos escrever

(3.57) em funcdo somente dos tensores V e Q da seguinte forma

v=Q'(-Vv")Q, (3.59)
ou ainda
vQ!l=-Q V7, (3.60)
que equivale a
vQl=—(vQ ', (3.61)

ou seja, o tensor VQ ! ¢ antissimétrico.

Definimos o tensor
G=-Q 'V, (3.62)

que garantimos ser antissimétrico por (3.61).
Por fim, substituindo (3.62) em (3.57), obtemos a seguinte equagao evolutiva para a

matriz raiz quadrada Q:

f(Q)
2WVi

a—Q—i—V (uQ) = GQ + QVu’ +

5 2 QTP(QY), (3.63)
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0
—Giy

sentadas adiante, sao definidas segundo o modelo constitutivo selecionado, e a matriz Q"

G
onde G = [ 12] ¢ uma matriz antissimétrica, as funcgoes f (Qz) e P (QQ), apre-

é calculada analiticamente pela relacao:
Q= Tadj (Q), (3.64)

onde det (Q) é o determinante de Q e adj (Q) sua matriz adjunta. Logo, a matriz Q™ ',

em termos das componentes de Q, é escrita como:

L1 Qe —Qu
Q B Q11Q22 - Q%2 <_Q12 Qll ) ' (365)

As funcoes f (Q2) e P (Q2) sao definidas, de acordo com o modelo constitutivo ado-

tado, como:

e Oldroyd-B:
F(@Q) =1 (3.66)
P(Q)=1-Q (3.67)
e Giesekus:
Q) =1 (3.68)
PQ)=(I-Q)[I+a(Q-T1)]. (3.69)
e FENE-CR: 12
Q%) = m (3.70)
P(Q%) =I-Q% (3.71)
e FENE-P: 12
Q) = 17— (3.72)
@

Até o momento, nao mencionamos como proceder na determinacao da matriz antissi-

métrica G definida anteriormente, equagao (3.62). O mais natural seria explorarmos sua
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defini¢ao, ou seja, determinar G a partir da relacdo (3.62), que equivale a

- DQ £(Q%) _
G=Q'| = — >/ p(Q? L. 3.74
Q ( D PVt S (@) Q (3.74)
Contudo, nao adotamos este recurso. O motivo é muito simples: a configuracao de G

na equacao (3.74) ndo é antissimétrica. Isto é facilmente constatado, por observarmos que

D 2
Q! & simétrica, assim como, todas as parcelas de <_7? + VuQ + f2(v?/_> P (QQ) Q_1>
i

com excecao de VuQ. Logo, segue que

[Q‘l <—% +VuQ + Q) P(Q% Q—l)] ) = <—% +QVu’ + LQQ_)Q*P (Q2)> Q!

Dt 2W1 Dt 2Wi
(3.75)
e
DQ T f(Qz) -1 2 -1 1 [ DQ f(Q2> 2\ -1
<—E+QVU +27VV2'Q P(Q) Q #Q E—VUQ—WP(Q)Q ;
(3.76)

que garante nao haver a antissimetria em (3.74).

A propriedade antissimétrica atribuida a matriz G, deve-se as circunstancias envolvi-
das na construgao da equagao evolutiva de Q, e nao a sua definicao em termos de Q e u.
Assim, omitindo-se a composi¢ao de V em (3.62), alcan¢amos a propriedade antissimétrica
para G.

A indicagao de uma matriz G é feita através, nao da sua defini¢ao (3.62), mas, de um
exame da propriedade simétrica presente em alguns termos da equagao evolutiva de Q.
Balci et al. |4] declaram que a positividade do tensor conformagao A depende da correta
escolha da matriz antissimétrica G, que ¢ obtida por meio da imposicao de simetria sobre

o tensor K, definido como:

K =GQ+QVvu’. (3.77)

Esta imposicao segue da circunstancia que a derivada material %? é simétrica, logo
todo o segundo membro de (3.63) também deve satisfazer esta condigdo. A parcela
f(Q%)
2Wi
fato de o polindémio P (Qz) envolver somente os tensores Q e I, que sao simétricos. De

Q'p (QQ) ja satisfaz esta condigao, em concequéncia da simetria de Q e do

modo que, a tnica parcela que ainda falta atender esta exigéncia ¢ GQ + QVu?.

Assim, construimos o tensor G como consequéncia de

K’ = K, (3.78)
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ou seja, estabelecemos

(GQ+Qvu”)’ = GQ+ Qv (3.79)

que implica em

vuQ - Qvu’ = GQ + QG. (3.80)

Apos algumas manipulagoes algébricas em (3.80) determinamos a matriz G (ver Apéndice

A).

3.3 Formulacao ntcleo-conformacao

Em vista do demasiado entusiasmo e bons resultados alcancados com o emprego de
modificacoes na equacao constitutiva do tensor conformacao, como decomposicao espec-
tral [65], decomposi¢ao de Cholesky |65, log-conformacao 26, 27| e decomposigao do tipo
raiz quadrada [4], uma questdao que despertou o interesse dos estudiosos Afonso et al.
[2] foi a possibilidade de reunir as principais sugestoes de cada uma das decomposigoes
mencionadas em uma Unica técnica, na qual por meio de uma simples modificacao na
fungao principal, escolhemos qual das estratégias adotar. Assim, na busca por tal mé-
todo, Afonso et al. [2] desenvolveram o método nucleo-conformacao, que, em particular,
reune os métodos log-conformacao [26, 27| e decomposigao do tipo raiz quadrada [4]. Esta
formulagao vai além do que simplesmente englobar algumas das técnicas ja desenvolvidas,
uma vez que cria a possibilidade do uso de outras transformacoes nao investigadas até
entao, como a funcao inversa de seno hiperbolico, funcao logaritmica em qualquer base
positiva, funcao raiz k-ésima, entre outras.

Afonso et al. [2| forneceram, ndo apenas, mais uma ferramenta de estabilizagdo para
a simulacao numeérica de escoamentos viscoelasticos a altos Weissenberg, como também,
um estudo numérico entre as diferentes transformacoes empregues, analisando as melhores
propostas de transformacgoes. Algo semelhante ao que nos propomos fazer neste projeto,
porém de modo mais abrangente e meticuloso, considerando também as técnicas originais.

No que segue, apresentamos a construgao do método niicleo-conformacao [2]. Quando
apropriado, apontamos as ideias de outros trabalhos que serviram de base para esta for-
mulacao. Ademais, também citamos as diferencas e semelhancas entre as decomposicoes

originais e suas versoes similares originadas da técnica nucleo-conformacao.

3.3.1 Construcao do método

A elaboracao deste método se da basicamente por meio de trés etapas principais:

e Elaboracao de uma equacao de evolucao para os autovalores da matriz A
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e Construcao de uma equacao de evolucao para a funcao nicleo, que sera definida

mais adiante, avaliada na matriz dos autovalores de A

e Composicao de uma equagao evolutiva para a funcao nicleo avaliada em A

A construcao deste método estd fundamentada, principalmente, nas ideias de Vaithi-
anathan e Collins |65 e Fattal e Kupferman |26, 27|. Inicialmente, podemos citar o uso
da peculiar decomposi¢ao do gradiente da velocidade (3.13) usada na formulac¢ao log-
conformacao, a fim de modificar a estrutura da equacao do tensor conformacao antes do
uso da transformacao principal. Assim, a equacao constitutiva que consideraremos seré a
equagao (3.17).

Com o intento de alcancarmos uma equagao evolutiva para a matriz dos autovalores
A, empregamos a mesma ideia empreendida por Vaithianathan e Collins [65], ou seja,

usando a decomposigao espectral (3.14), reescrevemos a matriz dos autovalores como

A =0"AO, (3.81)

e aplicamos a derivada material em A, juntamente com o uso da regra do produto para
derivadas, que resulta em
DA DO" DA DO

Br = pp A0 +0"—Z-0 +0TATE. (3.82)

Agora, também usando uma ideia semelhante ao que fora feito em |65], substituimos

DA
i usando a equagao constitutiva de A (3.17), reformulada pela decomposi¢ao do ten-

sor Vu. No entanto, nao usamos a decomposic¢ao feita em [65], equagao (3.1), mas a

decomposi¢ao empregada por Fattal e Kupferman (26, 27|, equagdo (3.13), que resulta

em:
DA DO" f(A) DO
— = A TIQA - AQ +2BA + 2P (A TA—. :
D =~ pp A0+0 ( - + 575 P ))o+o o (383)
DO* A DO
= AO+OTQAO—OTAQO+20TBAO+%OTP(A) o+oTA§. (3.84)

Substituindo (3.14) em (3.84), com excegao dos argumentos de f e P, obtemos

DA DO T T T f(A) 7

or = pp OA+(0720) A~ A(07Q0) +2(0"BO) A + =~ O"P(A)O
+DO

+AO" .

(3.85)
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A proxima alteracio que faremos na equagio (3.85) é substituir os termos f (A) e OT P (A) O
por f(A) e P(A). Antes, porém, apresentamos os calculos que nos asseveram esta mu-

danca para todos os modelos constitutivos aqui considerados.

e Oldroyd-B
F(A)=1=F(A) (3.86)
e
O'P(A)O=0"(I-A)O=(I1-A)=P(A). (3.87)
o Giesekus
f(A)=1=[(A) (3.88)
e
O'P(A)O"=0"(I-A)I+a(A-1)]0=
(3.89)
=I-A)I+a(A-I)]=P(A)
e FENE-CR
L? L?
JA) == (A) L —tr(A) J(A) (3:90)
e
O'P(A)O=0"(I-A)O=(I-A)=P(A). (3.91)
e FENE-P
L2
f(A)= o5/ (A) (3.92)
T T L*-3 B -3
0’P(A)O =0 (I—mA) O_I—m_P(A) (3.93)
Desta forma, podemos reescrever a equagao (3.85) como
DA DO" fA)
o = p; OA+ (0O"Q0)A — A (0"Q0) +2(0"BO) A + S P ()
(3.94)
DO
+A0Tﬁ,
e apos utilizarmos as equagoes (3.10) e (3.11), obtemos:
DA _ DOTOA+QA—AQ+2]§A+LA.)P(A)+AOT@. (3.95)

Dt Dt Wi Dt
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Agora, definimos o tensor H como

DO
H= OTD—t. (3.96)
Note que, . .
o:D%tO = DDOt 0+0T%(t), (3.97)
que implica em .
H= OT% = —%o = -H". (3.98)

Desta maneira, mostramos que a matriz H é antissimétrica.
Prosseguindo com a construgao da equagao evolutiva para a matriz A, substituimos a
equagao (3.96) em (3.95), que resulta em
DA

DA (am-1A)+ (98 - a0) +28a + L p (). (399

1

Observamos que as parcelas (AH — HA) e <QA — AQ) em nada contribuem para a evo-

lugao de A, em razao de as matrizes H e (2 serem antissimétricas, logo possuem entradas
nulas para a diagonal principal. Assim, podemos extrair duas expressoes diferentes de

(3.99), uma para os termos da diagonal principal e outra para os demais termos:

D),
Dt Wi i

= 2B\ + f(A)P(A) onde i = 1,2, (3.100)

HA — AH = QA — AQ, (3.101)

onde (3.100) aplica-se a equagao de evolu¢ao para os autovalores de A e a equacao (3.101)
aplica-se para os termos fora da diagonal principal.

Novamente, somos compelidos a mencionar a semelhanca entre as construcoes dos
métodos nicleo-conformacao e decomposicao espectral apresentada em [65]. As equagoes
(3.100) e (3.101) sao similares as equagbes compostas para a decomposigao espectral,
diferindo em apenas algumas componentes, que foram geradas pela distinta decomposi¢ao
de Vu. Uma diferenca fundamental que indicamos entre os métodos nicleo-conformagcao
e decomposigao espectral, estd no uso dessas equagoes. No trabalho proposto em [65],
a composicao das equagoes (3.100) e (3.101) tem por objetivo evoluir os autovalores e
autovetores do tensor conformagao, seguido da construcao de A. Observe que a equagao
(3.100) permite-nos evoluir os autovalores, enquanto que a equacao (3.101) possibilita a
determinacao da matriz H para posterior uso na equacao evolutiva de O, dada por

DO
—— = OH. 3.102
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Em contrapartida, as equagoes (3.100) e (3.101) para a formulagado nicleo-conformagao,
tem o papel de auxiliar os demais passos na constru¢ao do método. A equacdo (3.101),

por exemplo, garante-nos a igualdade entre as matrizes H e Q, isto é,
H=Q. (3.103)

De fato, consideremos a equagao (3.101), reescrita abaixo como

0 Ho(o=M)| _| 0 ia (A2 — \1) | (3.104)
H12 ()\2 — )\1) 0 ng ()\2 — )\1) 0
que equivale a
H12 ()\2 - >\1) = ng ()\2 - )\1) (3105)
que implica em
s — A1) (le - 5212) —0. (3.106)

Por hipotese, A; # Ay (mesmo argumento usado na demonstracao do Lema 3.1 do metodo

log-conformagao), que resulta em

H12 - ng, (3107)

que equivale a (3.103)
A proxima etapa é a construcao de uma equacao de evolucao para a funcao ntcleo
avaliada em A. Antes, porém, apresentamos a funcao nicleo K, definida no conjunto das

matrizes simétricas definidas positivas:

K(A) = OK (A) O, (3.108)

onde K é uma funcao que deve satisfazer trés condicoes: ser continua, inversivel e diferen-
ciavel. A exigéncia da continuidade e diferenciabilidade, que esté associada a suavidade
da funcao K, é imposta para que possamos escrever K (A) como em (3.108). O quesito
inversivel é explicado pela necessidade de retornarmos a A apoés a evolucao da matriz K.
Mais detalhes sobre estas condigoes para K serao esclarecidas no decorrer do estudo.
Essa aplicac¢ao tem a vantagem de, apos a diagonalizagao (3.14), ser aplicada somente
na matriz diagonal (por isso do nome fungao nicleo), deixando de lado as matrizes or-
togonais formadas pelos autovetores, conforme (3.108). Outra vantagem, é que aplicar a
funcao nicleo na matriz diagonal equivale a construir uma matriz diagonal cujas entradas
sao as imagens dos termos da diagonal principal pela funcao K definida em R, ou seja,

considerando uma matriz diagonal qualquer d = d;;, podemos escrever:
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K (diag (dll; da2; ... d,m)) = diag (K(dll)S K(d22); e K(d,m)) . (3-109)

Assim, definimos a fungdo K em A, que na pratica é aplicada ao conjunto R (lembrando
que os autovalores de A sdo reais positivos devido a positividade do tensor). Tendo isso
em mente, vamos em busca de uma equagao evolutiva para K (A).
Derivando a funcao K ();) em relagdo ao tempo ¢, e usando a regra da cadeia em R,
obtemos:
OK (X))  ONOK(N) O\

ot a o o (3110)

ou na forma matricial

OK (A)  OA
T TR (3.111)

onde, no caso bidimensional, J é uma matriz diagonal dada por:

By (3.112)

Este ¢ mais um motivo para a exigéncia de diferenciabilidade de K, e consequentemente

3 = diag (8K()\1). 8K()\2)) .

da continuidade.

Aplicando a derivada material & matriz K (A), e usando a regra da cadeia, obtemos:

DK(A) DA

= 11
Dt Dt (3:113)
Escrevendo a equagao (3.100) na forma matricial, tem-se
DA .. . f(A)
— =2BA P (A 114
— +L2P ), (3114)
e substituindo em (3.113), resulta na seguinte equagao de evolucao para K (A):
DK(A) _ 5 fA)
=2BAJ P(A)J. 3.115
Dt * Wi (A) ( )

Através da defini¢ao da matriz K (A) (3.108) e pela regra do produto para derivadas,
podemos escrever a derivada material de K (A) como:

DK(A) DO . DO*

Dt _DtK(MO +0 Dt

Com isso, esclarecemos o motivo de termos produzido, antes, uma equacao evolutiva para

DE(A) or + 0K (A)

(3.116)

K (A), ou seja, para substituirmos em (3.116). Fazendo esta substitui¢do, obtemos:

DK(A) DO - - f(A) . DO”
T DtK(A)O +0 |2BAJ + T P(A)J|O" + OK(A) B

(3.117)




39

Mediante outra substituicao, K (A) = OTK(A) O aplicada a equacdo (3.117), além de

distribuirmos as multiplicagoes presentes na equacao, resulta em:

DK(A) DO _, ~ T 1 T
- 2 0"K (A 2<OBAJO) —_(Of(A)P(A)JO
b = pr O'K(A) + + 7777 (Of (A) P(A)JOT)
(3.118)
DO”
K(A)O .
+K(A)O—,
Atentando para a equagao (3.103), temos que
~ DO
Q=H=0T=Z a1
O o (3.119)
que implica
~ DO
0Q0" = —07 12
Do, (3.120)
ou seja,
DO
Q=—0" 121
D (3.121)
Portanto, a equacao evolutiva para K (A) pode ser escrita como:
K (A 1
0 8(15 ) +V.(uK(A)) =QK(A) - K(A)Q2+ 2B + W]HI, (3.122)
7
onde as matrizes B e H sao dadas, respectivamente, por:
B = O0Dz0” = OBAJO” (3.123)
e
H = 0DyO”" = Of (A) P(A)JOT, (3.124)

onde Dp e Dy sao matrizes diagonais. Repare que somente a matriz H depende das
funcgoes f e P, que determinam o modelo constitutivo. Logo, somente esta matriz sofrera

mudancas com a variacao de modelos.

3.3.2 Aplicacoes sobre a formulacao niicleo-conformacao

Agora, apresentamos a construcao de equacoes de evolucao para trés funcoes diferentes
de K, fungao linear deslocada ("linear shifted") e as versoes logy e raiz k-ésima para a
formulacao nicleo-conformagcao. Estas trés funcoes citadas anteriormente sao as mesmas
apresentadas em [2|. Porém, em [2] elas foram desenvolvidas somente para o modelo

constitutivo Oldroyd-B. Aqui, além de considerarmos este modelo, estenderemos para
outros modelos, Giesekus, FENE-CR e FENE-P.
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3.3.2.1 Funcao linear deslocada niicleo-conformagao

O primeiro exemplo de transformacao, através da técnica nicleo-conformacao, que
apresentamos é a funcao linear deslocada. Afonso et al. [2] exibem esta transformagao
com o proposito de expor a suposta equivaléncia entre o uso desta fungao e a evolucao
direta com o tensor polimérico, mostrando a capacidade desta transformacao de, até
mesmo, representar o método padrao. Entretanto, em [2| esta anélise é feita apenas para
o modelo Oldroyd-B, individualizando a funcao linear deslocada, ou seja, a caracteristica
da fungao deslocada, como é posta em 2|, s6 faz sentido para o modelo Oldroyd-B.

Afonso et al. [2| definem a fungdo linear deslocada como

1
K(A) = Wi (A-T1). (3.125)
Esta funcao representa a relagao existente entre o tensor polimérico 7 e o tensor confor-
magao A para o modelo Oldroyd-B (ver [27]), que por acaso é a mesma para o modelo
Giesekus. Entretanto, em consequéncia da adimensionalizacao usada neste trabalho, a re-
lacao entre os tensores T e A por nos adotada difere da relagdo empregue em [2|. Assim,
com o prop6sito de manter a consisténcia entre associagao entre os tensores, definimos a

fungao linear deslocada como
K(A)=¢(A-1). (3.126)

Para a construcao da equacao evolutiva, com a funcao linear deslocada, precisamos
calcular os tensores J, B e H, isto é, os escrevemos em funcao de K. Assim, usando as

equagoes (3.112), (3.123) e (3.124), e observando que a aplicacao inversa de K ¢é
A=_K(A)+1I, (3.127)

temos
a) Célculo de J através da equagao (3.112):

_OK(A)_og(A—T) 38 (3.128)

J OA OA

b) Calculo de B através da equacao (3.123):
B —0D;0" =0 (BAJ) 0" =0 (BA) 0" = £ (0BO") (0AOT), (3.129)
que, por intermédio das equagoes (3.10) e (3.14), pode ser escrita como

B =¢(BA = ¢B (%K + I) =B (K+¢I). (3.130)
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c¢) Calculo de H através da equacao (3.124):

— Oldroyd-B:
H=0DgO"=0(I-A)0"=¢I-A)=—-¢(A-T)=-K.  (3.131)

— Giesekus:

H=0DgO"' =0T -A)[I+a(A-1)]0" =¢I-A)[I+a(A-T1)]

(3.132)
— FENE-CR:
H = ODyO” = L O(I-A)¢O" = L E(I—-A)
TR T (A) T L2 —tr (A)
L2
=—— K
L2 —tr(A)
(3.133)
— FENE-P:

L? L* -3
H = 0ODyO" = I——— "2 A)eOT
ODg0O L2—30( L2 —tr(A) )50

L2 L2 L2 L2 1
:g(B—BI_ L2—tr(A)A) =4 {L2—31_ L? —tr (A) (EKHH '
(3.134)

Abaixo, apresentamos as equacoes com a transformacao linear deslocada para os qua-

tro modelos constitutivos:

e Oldroyd-B
oK 1
s + V. (uK) = QK — KQ + 2B (K + £I) — MK (3.135)
o Giesekus
oK 1 «
wr + V. (uK) = QK — KQ + 2B (K + ¢I) — mK <I+EK) (3.136)
e FENE-CR
0K 1 L?
— . (uK) = QK — KQ + 2B (K I) - ——— K. 1
at—l-V(u ) + 2B (K + £I) Wil —ir (A) (3.137)
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e FENE-P
OK B 13 L? L? 1
Ejtv. (uK) = QK-KQ+2B (K+§I)+m [L2 — 3I “Eou ) <5K+I)]
(3.138)

Podemos ainda reduzir todas estas equacoes a uma tUnica equacao, que depende apenas

das funcoes f e P, como

OK B 13 1 1
E—FV.(UK) _QK—KQ+2B(K+£I)+mf <5K+I)P<5K+I)' (3.139)

3.3.2.2 Funcao log, nicleo-conformacgao

Estimulado pelo método log-conformagao, concebido por Fattal e Kupferman |26, 27],
Afonso et al. [2| cria uma versao generalizada deste método, permitindo o uso de uma
transformacao logaritmica em qualquer base d > 0. Uma ampliacao da formulacao log-
conformacao original, que permitia-nos apenas o emprego do logaritmo natural n (A).

Definimos a func¢ao logy nucleo-conformacao como:
K (A) = logs (A) = Olog, (A) O = OK (A) O”. (3.140)
A aplicacao inversa pode ser escrita como
A = d*. (3.141)

a) Célculo de J através da equagao (3.112):

_ IK (A) _ dlogg (A) A~

J= "0 oA In(d) (3.142)
b) Célculo de B através da equagao (3.123):
B = ODs0” = OBAJO” = - (d)oBoT = znl(d)B' (3.143)
c¢) Célculo de H através da equagao 3.124:
— Oldroyd-B:
H=0DyO=0(I-A) A o" ' o (A'=1)0".  (3.144)
In(d) In(d)

Por (3.141), temos que d~ ¥ = OA™'O”. Portanto,

1 —K
H = n(d (a7 —T1) (3.145)
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— Giesekus:
H=0DyO" =0(I—-A)[I+a(A-1)] z:(_;)OT =
- lnl(d) I-A) A +a(I-AY = ﬁ (1= d®) [ + o (1—d¥)] =
= lnl(d)d_K (I—d*) [I+a(d*-T1)]
(3.146)
— FENE-CR:
o L? A L? 1 . B
i =0Dbr0" = Lz—tr(A)O(I_A)WO T L2 —tr (A)In(a) (A7 -1) =
L2 1, .
T I2—tr(A)In(a) ) i

— FENE-P:

L2 I2-3 A1
H=0Dg0"' = ——0(1- A o =
" L2 -3 ( L2 —tr (A) )ln(d)

1 L? L? 1 L? L?
= @) Al —— __T1)0" = Al —— 1
In(d) <L2—3 L2 —tr(A) ) In(d) <L2—3 L2 —tr(A) )

A C R L
= <L2—3d _L2—tr(A)I)
(3.148)

Abaixo, apresentamos as equagoes com a transformacao log, nicleo-conformacao para os

quatro modelos constitutivos:

e Oldroyd-B
K 2 1
—  (uK) = QK — KQ B e | 14
gtV (k) Y@ T m@wi (4 ) (3-149)
o Giesekus
K B 2 1 K - -
o7 + V- (uK) = QK KQ+ln(d)B+ln(d)Wid I-d*) [I+a(d*-T1)]

(3.150)
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e FENE-CR
(lKJrV(uK)—QK—KQJr 2 B+ ! L (47 —1) (3.151)
ot ' B In(d) In(d)WilL?*—tr(A) '

e FENE-P
K 2 1 L? L?
— . (uK) = QK — KQ B [ ——
ar TV (k) @ T m@wi (L2—3d L2—tr(A))

(3.152)

Podemos ainda reduzir todas estas equacoes a uma tUnica equacao, que depende apenas
das funcoes f e P, como
OK 2 f (d¥)

§+v.(uK):QK—KQ+ln(d)B+ln(Q)WZ,

7P (d). (3.153)

3.3.2.3 Funcao raiz k-ésima nicleo-conformacao

Assim como a transformacao logy nucleo-conformacao, o método nucleo-conformacgao
também dispoe de uma versao para a decomposicao do tipo raiz quadrada. Além deste
caso, em particular, os autores Afonso et al. |2| propuseram algo mais geral, o uso da raiz
k-ésima do tensor conformacao, isto é, a raiz para qualquer poténcia desejada.

Definimos a funcao raiz k-ésima nicleo-conformagao como:
K(A) = A% = OA*O” = OAO”, (3.154)

onde k é um nimero inteiro qualquer.

A inversa desta transformacao é representada por
A =K" (3.155)

a) Célculo de J através da equagao (3.112):

OK(A)  OAF AR
R i (3.156)
b) Calculo de B através da equacgao (3.123):
A Ad BK
B = 0ODz0” = OBAJO” = OBATOT = OBTOT = (3.157)

c¢) Calculo de H através da equagao (3.124):
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— Oldroyd-B:

1-k

AR 1
H:ODHOT:O(I—A)TkOT: -0 (A —at)o" =

(3.158)
|
=+ (K" = K)
— Giesekus:
AT
H=0DyO" =0 (I —-A)[I+a(A-1)] o' =
- % (A— - A%) I+a(A-T1]07 = (3.159)
|

=z (K'* —K) I+ a (KF—1)]

— FENE-CR:
L2 Al;k
H=0DyO"' = ————0(I-A)——0" =
" L2 —tr (A) ( )%
(3.160)
Lr 1
- - = Kl—k _ K
g 0
— FENE-P:
H—0Dyo' = -2 of1- =3 4 A1%07“—

TR T3 L2 —tr (A) k B

1 L? 1-k L?

k <L2—3 ' L2—tr(A)> (3.161)

1 L? L?
— Kl—k —_ - K
k:(L2—3 L2 —ir (A) )

Abaixo, apresentamos as equacoes com a transformagao raiz k-ésima nucleo-conformacao

para os quatro modelos constitutivos:
e Oldroyd-B

oK 2
= T V- (uK) = QK —KQ + - BK +

(K" - K) (3.162)
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e Giesekus
iy (uK) = OK — KQ + ’BK + — K (K™*=1I) [I+a(K'-I)] (3.163)
ot k kWi
e FENE-CR
oK 2 1 L? -
o+ V- (uK) = QK —KQ + - BK + o ™ (K" -K)  (3.164)
e FENE-P
oK 2 1 L? L?
— +V. (uK) = OK-KQ+-BK ——K'"F——— K| (3.165
g TV (k) 7 +k:Wz’(L2—3 T2 —ir (A) ) (38.165)

Podemos ainda reduzir todas estas equacoes a uma tUnica equacao, que depende apenas
das funcoes f e P, como
K

— + V. (uK) = QK — KQ + 2BK + @KI"“P (K*) (3.166)
ot ‘ k kWi ' '

3.4 Equivaléncia e diferencas entre decomposicoes

Nesta secao, faremos uma andlise sobre possiveis equivaléncias, no nivel teoérico, exis-
tentes entre as decomposicoes investigadas. Mais especificamente, analisaremos as afirma-
¢oes de equivaléncia, feitas em [2], entre as decomposigoes log-conformagao e decomposigao
do tipo raiz quadrada com suas versoes provindas da transformacao nicleo-conformagao
e o método padrao, que faz uso da evolucao direta de 7, com a transformacao linear
deslocada niucleo-conformacao. Além disso, averiguaremos se estas equivaléncias, ou a
auséncia delas, se aplicam a todos os modelos constitutivos por nds examinados.

Este estudo comparativo justifica-se pelas afirmagoes de similaridades tedricas entre
decomposicoes, como exposto em [2|, ainda nao muito bem compreendidas. Lembremo-
nos, por exemplo, que, enquanto a decomposicao do tipo raiz quadrada em [4]| é tida
como uma boa alternativa de estabilizagao, esta mesma técnica em [2| é vista de maneira
desfavoravel. Assim, este estudo pretende esclarecer alguns equivocos que circundam estas

decomposigoes.

3.4.1 O método padrao e a transformacao linear deslocada nftcleo-
conformacao
Nesta subse¢ao, mostraremos a equivaléncia entre as equagoes (3.135) e (2.25).

Considerando que para a construcao da equagao (3.135) foi empregue a decomposicao

(3.13), na qual deixamos de trabalhar diretamente com Vu, temos que, de alguma ma-
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neira, retornar a situagao original. Assim, numa tentativa de conquistar esta condigao,

construimos o seguinte sistema, com base em (3.13)

(3.167)

Vu=Q+B+NA!
Vul' = - Q+B- AN

que fornece-nos expressoes para 2 e B, envolvendo Vu, dadas, respectivamente, por

0= % (Vu-—vu') - % (NA™'+A7'N) (3.168)

B = % (Vu+vu') - % (NA™'—A7'N). (3.169)

Por simplicidade, resolveremos as duas parcelas principais, QK — K e 2B (K + £I)
de (3.135), separadamente. Note que, estes termos sdo os Unicos que necessitam ser
alterados a fim de alcancarmos a equivaléncia. Outro ponto importante a ser destacado
nos calculos apresentados a seguir, é o seguinte artificio usado no célculo de 2B (K + £I),

isto é, escrevemos este termo como
2B (K +¢I) = B (K +¢I) + (K +<I) B, (3.170)
que segue do fato de B e A comutarem. De fato, a relacao (3.126) pode ser escrita como
EA =K+ &L (3.171)
Logo,

B (K +¢I) = BEA = EAB = (K + ¢I) B, (3.172)

Substituindo as equagoes (3.168) e (3.169) nas parcelas QK — KQ e 2B (K + £I),

respectivamente, obtemos

QK — KQ = % (VuK — Vu'K — KVu + KVu”) — % (NAT'+AT'N)K
(3.173)
+%K (NA™'+A™'N)

1
2B(K+¢I) =B (K+£&I) + (K+ &) B = 3 (VuK + Vu'K + KVu + KVu')

—% (NAT'—A'N)K — %K (NAT'—=A7'N)+26D - ¢ (NA™' = A7'N)

(3.174)
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Somando as equagoes (3.173) e (3.174), resulta em

OK-KQ+2B (K + ¢I) = VuK+KVu' +2(D+(KA™'N - NA7'K)—¢ (NA™' — A™'N),
(3.175)

que também pode ser escrita como

QK — KQ + 2B (K + £I) = VuK + KVu” + 26D — NA™H (K + <) + (K + ¢I) A™'N.
(3.176)

Recordando a relagao (3.171), podemos escrever (3.176) como
QK — KQ + 2B (K + ¢I) = VuK + KVu” + 26D — NAT'¢A + ¢AA'N,  (3.177)
que implica em
QK — KQ + 2B (K + ¢I) = VuK + KVu® + 2¢D. (3.178)

Assim, de (3.139), a equagao resultante sera

oK 1 1
= V- (uK) = VuK + KVu' + 26D + %f <EK + 1) P <EK + I) . (3.179)

Em particular para o modelo Oldroyd-B, temos

K . 1

que é exatamente igual a equacdo (2.25) para quando tomamos K = 7. Portanto, tendo
em vista nosso critério de avaliagao, consideramos a equagao (3.135) equivalente a equagao
original padrao (2.25). Embora, logicamente, possa haver diferengas numeéricas, uma vez
que estas sao calculadas por procedimentos diferentes. Nao faremos esta andlise para os
outros modelos constitutivos, uma vez que, como ja mencionado, a relagao (3.126) s6 faz

sentido para os modelos Oldroyd-B e Giesekus.

3.4.2 Os métodos log-conformacgao e [og; nicleo-conformacgao

Nesta subsecao, analisaremos a equivaléncia entre os métodos log-conformacao original
|26, 27| e log, nicleo-conformagao para d = e. Afonso et al. |2] citam esta equivaléncia
entre os métodos para o modelo Oldroyd-B, e apresenta a equacao constitutiva para a
versao log-conformagao (3.32), que segundo eles foi deduzida através da substitui¢ao de
d = e na equacao da transformacao logaritmica para uma base qualquer. Assim, o objetivo
desta andlise serd verificar a equivaléncia mencionada para o modelo Oldroyd-B, e, por

extensao, para os outros modelos constitutivos.
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Substituindo d = e na equagao (3.153), obtemos

K ek
— + V. (uK) = OK — KQ + 2B + L,)e_KP (7). (3.181)
ot Wi
A equagao (3.181) é exatamente igual a equagdo (3.32), da formulacdo original log-
conformagao. Se trocamos em (3.181), K por ¥, obtemos a equagao (3.32). Essa equiva-
léncia entre as equagoes ja era esperada, uma vez que boa parte do desenvolvimento do

método nicleo-conformagao segue o que fora feito em [26, 27].

3.4.3 Os métodos decomposicao do tipo raiz quadrada e raiz k-

ésima nicleo-conformacao

Por fim, a ultima equivaléncia que vamos investigar, é entre os métodos decomposigao
do tipo raiz quadrada e a versao raiz quadrada da formulagao nicleo-conformacao, ou
seja, buscaremos uma correspondéncia entre as equagoes (3.63) e (3.166) para o caso em
que k = 2. Para tanto, escrevemos, primeiramente, a equagao (3.166) com k = 2, que
fornece-nos oK (K)

E‘FV.(UK) = QK — K2 + BK + e

Uma breve andlise desta equacao, fornece-nos informacoes sobre quais 0s passos necessa-

K™'P (K?). (3.182)

rios para se atingir a estrutura da equagao (3.63). Os tnicos termos que necessitam ser
modificados sao QK — K2 e BK, semelhante ao que foi efetuado no estudo de equivalén-
cia entre as equacoes padrao e transformacao linear deslocada nucleo-conformacao. Outra

ideia analoga, é o uso da comutatividade entre a matriz K e B, isto é,
BK = KB, (3.183)

que se justifica pela comutatividade entre A e B. Como ja fizemos o calculo da parcela

QK — KQ, precisamos somente calcular KB. Assim, aproveitando-se de (3.169), temos
KB = % (KVu+KvVu”) — %K (NA™'—A7'N). (3.184)
Somando as equagoes (3.173) e (3.184), resulta em
OK-KQ+KB = KVuTJrKA_leL% (Vu—vu') K—% (NA™'+ A7'N)K. (3.185)
A partir da relacdo inversa (3.155) e sabendo-se que k = 2, temos que

Al =K2 (3.186)
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Entéo, substituindo (3.186) em (3.185), obtemos
1 1
OK - KQ+KB =KVu’ + K'N + 5 (Vu— Vu') K - 5 (NK™? + KN) K, (3.187)
que pode ser escrita como

1 1
OK — KQ + KB = KVu” + |[K'NK ™" + 5 (Vu— vu') — 5 (NK™2 K‘zN)} K.
(3.188)
1 1
3 (Va—vu?) e 3 (NK~2 4+ K—2N),

que figuram no segundo membro da equagao (3.188), sao antissimétricas, entao sua soma

Agora, observemos que as trés parcelas K-!INK™1,

também resultard em uma matriz antissimeétrica, que denotaremos por P, isto é,
-1, L T 1 —2 —2
P =K'NK™ + 7 (Vu—Vu') — 5 (NK™ + K™N). (3.189)

Assim, a equagao resultante sera

JK f(K?)

— +V.(uK) = PK + KVu” + = ——~K'P (K?), 3.190
gr T V- (uk) AT (K°) (3.190)
que representa a equacao (3.63) de maneira parcial, uma vez que a matriz antissimétrica
P, presente na equagao (3.190), é diferente da matriz antissimétrica G, obtida da equagao
(3.80) (ver Apéndice A). Portanto, seguindo nosso critério de equivaléncia, as equagoes

(3.166) e (3.63) nao sao equivalentes. Embora, possam apresentar semelhangas numeéricas.



CAPITULO

=

Método Numérico

4.1 Meétodo de Projecao: versao incremental

A resolugao do conjunto de equagoes (2.8), (2.9) e (2.25)' pode ser feita de duas
maneiras. Resolvemos estas equagoes de maneira simultanea, calculando u, p e 7 em um
mesmo processo, ou calculamos estas variaveis de maneira separada e sucessiva. Estas duas
maneiras dao origem a duas classes de métodos: acoplados e segregados, respectivamente.
O método usado neste trabalho é o método de projecao, proposto por Chorin |15, 16] e
Temam [63], que pertence a classe dos métodos segregados. O leitor interessado em mais
detalhes sobre o método de projegao pode seguir os trabalhos de Quarteroni et al. [58| e
Broun et al. [10].

Primeiramente, apresentamos a discretizagao temporal das equagoes (2.8) e (2.9) por

um método 6, da seguinte forma:

un—i—l —u” n,.n n+1 B 2. n 2. n+1 ~n+1
5 +V.(u"") = -Vp +E[(1—9)Vu +0Viurt + V.F (4.1)
e
V.t =0, (4.2)

onde 0t é o passo temporal e 6 € [0, 1], determina o método a ser empregue (ver [42]).
Os termos V. (u"u") e V.7""! na equacdo (4.1) sdo discretizados em instantes de tempos
anteriores a t,.11. Vale ressaltar que o termo convectivo é discretizado explicitamente
pois estamos interessados em escoamentos a baixos Reynolds. Além disso, para evitar o

+1 0 termo do tensor nao-newtoniano também

acoplamento das variaveis u"*!, p"tte 7"
é discretizado de forma explicita. A seguir apresentamos o Teorema da Decomposicao de

Helmholtz-Hodge [17].

!Embora tenhamos particularizado o modelo Oldroyd-B, isto vale para os demais modelos constitutivos

51
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Teorema 4.1. (Decomposicao de Helmholtz-Hodge) Seja Q0 uma regiao do espago com
fronteira suave 0 e w um campo vetorial definido em Q. Entdao, a decomposicio de w na

forma

w=u+ Vi (4.3)

existe e € unica, sendo W um campo escalar também definido em 2, e um campo vetorial

solenoidal e paralelo a 0S), isto €,

V.u

I
o

(4.4)

e, ao longo de 0S,

w.il =0, (4.5)

onde i € o vetor normal exterior a Of).

O método de projecao considerado neste trabalho é conhecido como método de pro-
jecao incremental, que foi bem discutido em [57|. Este método foi adaptado para a
solugao de problemas envolvendo uma equacao constitutiva para fluidos viscoelasticos.
Em resumo, primeiramente procedemos como no caso de fluidos newtonianos, isto é, de-
sacoplamos os campos u e p das equagoes (4.1) e (4.2). A seguir, conhecido os valores
intermediarios do método de projecao, obtemos o campo de velocidade e pressao no nivel
tn41. Finalmente, obtemos o tensor nao-newtoniano 771,

Com o objetivo de descrever o procedimento acima vamos considerar os seguintes

passos:

1. Determinar um campo intermediario : considerando que #"™! tenha sido obtido,

e adotando 6 = 1 (método de Euler explicito) em (4.1), obtemos uma equagao para

u.

ﬁn—l—l _&n 5

u n..n ~n+1 2~n+1 ~n+1
. = — — . . 4.
5 + V. (u"u") Vp +R6Vu + V.7 (4.6)

A explicacdo para o calculo de 7" sera apresentada a seguir.

2. Projecao: neste passo, utilizando o Teorema 4.1, temos:

ﬁ_n+1 _ u?’H—l 4 an-l—l (47)

V"t =0 (4.8)

COoI11
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nas superficies de contorno. O sistema acima pode ser resolvido equivalentemente

em dois passos. Primeiramente, resolver
VZrtt = vt (4.10)

com condi¢oes de contorno do tipo Dirichlet e/ou Neumann, conforme o tipo de

contorno, isto é,

e Fronteiras rigidas e injetores

81/}714—1

7 0, (4.11)
e [Ejetores
Yt = 0. (4.12)
A seguir, obter u™*! como:
u"tt = ot - vyt (4.13)

. Atualizar a pressdo: Substituir a equacdo (4.7) em (4.6) eliminando @"*' e compa-

rando com (4.1) com 6 = 1, obtemos a formula de atualiza¢ao da pressao

n+1
n+1 — pvn-f-l 4 1/} o ﬁvan-ﬁ-l' (414)

p ot Re

Como ja comentado anteriormente, no calculo do campo intermediario "™, ja te-

"l Esse termo, ou sera obtido diretamente da

remos um valor para o tensor T
equagao constitutiva que define 7, ou pela relagao com os tensores obtidos pelas
decomposicoes matriciais discutidas no Capitulo 3. A discretizacao temporal em-
pregada nesse processo serda o método de Runge-Kutta de segunda ordem (RK21)

[11]. Vamos ilustrar esse processo da seguinte forma. Consideremos a equagao

A

2 Pz (1.15)

onde Z, um tensor genérico, representa os tensores referentes a contribuicao nao-
newtoniana, incluindo os tensores das decomposi¢oes matriciais, e F' ¢ uma funcgao

definida de acordo com a decomposicao e o modelo constitutivo utilizado, ou seja,

e Tensor polimérico: fazendo Z = 7, temos da equagao (2.25) que

F(u,Z) = —V.(uZ) + VuZ + ZVu’ + %D — %z (4.16)
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Tensor conformagao: tomando Z = A, temos da equagao (2.10) que

F(u,Z) = -V.(uZ) + VuZ + ZVu” + %P (Z). (4.17)

Log-conformagao: fazendo Z = W, obtemos F' pela equacao (3.32)

F(u,Z) = —V.(uZ)+ (RZ — Z) + 2B + %e‘zP (7). (4.18)

e Decomposicao do tipo raiz quadrada: tomando Z = Q, obtemos a expressao

de F através da equagao (3.63)

F(u,Z) = -V.(uZ) + GZ + ZVu’ + LZQ)z—lP (Z%) (4.19)
’ ‘ 2Wi ’ '

Nucleo-conformagao: fazendo Z = K, obtemos F' pela equagao (3.122)
1
F(0,Z) = —V.(uZ) + QZ — 22 + 2B+ —H. (4.20)
i

Portanto, na primeira etapa do método RK21, a aplicacao do método de Euler

. . . ~n+1
explicito, calculamos o tensor previsor Z , da forma

~n+1
z" -z

=F(u",Z"). (4.21)
ot
Na segunda etapa, semelhante ao que é feito na regra do trapézio para equagoes
diferenciais ordinarias, determinamos o tensor corretor Z"™' por

zrtl—zr 1 ~n
R [F (0", Z") + F <u"+1, Z “)} . (4.22)

O uso desta segunda etapa, corretora, evita que valores defasados no tempo sejam

usados novamente em partes do algoritmo.

4.2 Ciclo computacional

Supondo que u”, p" e 7" sejam conhecidos no tempo t = t,, apresentamos, no que

segue, o ciclo computacional do método de projecao, descrito anteriormente, acrescido

das decomposicoes matriciais aplicadas ao tensor conformacao, permitindo o célculo de

un—i—l) pn—i-l e T

"1 no tempo t,1 = t, + Ot.

Passo 1: Calculo do tensor conformacao A" a partir de 7" pela relagao
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— Oldroyd-B e Giesekus: equagao (2.19)
— FENE-CR: equagao (2.20)
— FENE-P: equacao (2.21)

Passo 2: Calculo de Z" a partir de uma decomposicao matricial aplicada ao tensor

conformacao A", dada por

— Tensor conformagao: equacao (2.10)

Log-conformagao: equagao (3.20)

Decomposicao do tipo raiz quadrada: equagao (3.41)

— Nucleo-conformacao: equagao (3.108)
Passo 3: Célculo do tensor Z" pela equacao (4.21)

Passo 4: Calculo da velocidade intermediaria a™™ pela equacdo (4.6) com condi¢ao

de contorno (4.9).

Passo 5: Célculo do potencial auxiliar "1 pela equagao (4.10) com condigdes de
contorno (4.11) e (4.12).

Passo 6: Calculo da velocidade u™** pela equagao (4.13)

Passo 7: Célculo da pressao p" ™! pela equagao (4.14)

Zn+1

Passo 8: Célculo do tensor genérico pela equacdo (4.22)

Passo 9: Construcio do tensor conformacao A" pela relacao

— Log-conformacao: equacao (3.19)
— Decomposicao do tipo raiz quadrada: equagao (3.43)
— Niucleo-conformacao:

* Linear deslocada: equagao (3.127)
x Logg: equagao (3.141)
* Raiz k-ésima: equagao (3.155)

n+1

Passo 10: Construcao do tensor polimérico 7" pela relacao inversa com A

— Oldroyd-B e Giesekus: equagao (2.19)
— FENE-CR: equacao (2.20)
— FENE-P: equacao (2.21)
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Observacgao 4.1. Para o método de decomposicao do tipo raiz quadrada o sequndo passo
do ciclo computacional € aplicado uma unica vez, somente no ciclo zero, visto que para o
passo sequinte podemos usar o tensor Q" resultante do cdlculo de (4.22) do sequndo passo
do método RK21 do ciclo anterior. Para as demais decomposigoes, se faz necessdrio
este passo para todo t = t,, uma vez que, mesmo dispondo de Z", obtido por (4.22),
necessitamos calcular os tensores B e €, do método log-conformacao, e B e H, do método
niucleo-conformacao, que fazem uso dos autovalores e autovetores de A que, por sua vez,

usam decomposi¢coes matriciais.

Observacao 4.2. O método usado para o cdlculo numérico dos autovalores e autovetores

nas decomposi¢oes matriciais é o método de Jacobi [56].



CAPITULO

5

Resultados numéricos

5.1 Verificacao do codigo: simulacao em um canal to-

talmente desenvolvido

Nesta secao, faremos a verificacao das implementacoes dos métodos log-conformacgao,
decomposicao do tipo raiz quadrada e nicleo-conformagao para as transformagoes linear
deslocada e raiz quadrada. Note que, das transformacoes apresentadas para o método
nucleo-conformacao, dispensamos a verificagao da transformacao do logaritmo natural,
visto que, como certificado no Capitulo 3, ver equacdo (3.181), esta transformacao é equi-
valente ao método log-conformagao original, equagao (3.32). Ja a transformacao linear
deslocada niicleo-conformacao, embora tenhamos constatado a equivaléncia com o método
padrao, faremos a verificacao desta, uma vez que estes métodos sao calculados de maneiras
diferentes. Para as simulacoes o caso teste de um escoamento entre placas paralelas seré
utilizado (ver Figura 4). A verificagao sera feita através da comparacao entre a solugao
calculada com o emprego das decomposicoes matriciais e a solucao analitica do problema.
Mais precisamente, apresentaremos os erros relativos e o calculo da taxa de convergéncia
espacial de cada uma das técnicas. O modelo constitutivo adotado em todas as simulagoes
serda o modelo Oldroyd-B. Ademais, realizaremos um estudo preliminar da eficiéncia com-
putacional, precisao e estabilidade dos métodos, que contribuira para o posterior estudo
destes quesitos no problema da cavidade. Além dos métodos de estabilizacao, também
apresentamos os resultados com o método padrao, desprovido de decomposigoes.

A partir de agora, denotaremos os métodos padrao, log-conformagao, decomposi¢ao
do tipo raiz quadrada, transformacao linear deslocada nicleo-conformacao e a versao raiz
quadrada da transformacao raiz k-ésima nucleo-conformacao, por Standard, Ln, Square-

root, Kernel-linear e Kernel-root, respectivamente.

o7
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Figura 4: Escoamento entre placas paralelas. Fonte: [45]

Consideremos um escoamento em um canal de dimensoes 5H x H, onde H é a largura
do canal e 5H o seu comprimento. Em todas as simulagoes tomamos H = 1. Além
disso, empregamos na entrada de fluido as solugoes analiticas das componentes u e v da

velocidade u e dos termos 71, 712 € Too do tensor polimérico 7, dadas respectivamente por

u(y):4U%<1—%> ev =0, (5.1)

. 2
() = S (1= ) (g—Z) () = 2 (1 f) (g—Z) et =0. (52)
Apos o calculo de T nesta regiao, os valores do tensor conformacao A na regiao de
entrada de fluido sdo obtidos mediante a relagdo (2.24) entre os tensores A e 7. Final-
mente, os valores de A sao transferidos para os tensores das decomposicoes, mediante a
relacao existente entre A e cada um destes tensores. O mesmo raciocinio se aplica ao
célculo na saida de fluido do dominio, com a equagao (2.39), isto é, calculamos T nesta
regiao com o método Standard, e depois, sucessivamente, transferimos este valor para o
tensor conformagao A, que, por sua vez, proporciona o calculo dos tensores das decompo-
sicoes matriciais. No contorno rigido, empregamos o calculo dos tensores com as equagoes
constitutivas simplificadas pelo anulamento das velocidades tangencial u; e normal uz; a
fronteira, equagao (2.35) e (2.36), respectivamente. Estas simplificagoes sao aplicadas
tanto a equagdo do tensor polimérico (2.25), como para as equagoes dos métodos com as
decomposicoes matriciais. Para mais detalhes sobre estas equagoes ver Apéndice B.
Os testes foram executados em duas malhas diferentes M; (dh = 0.05, 20 x 100) e
M, (6h = 0.025, 40 x 200), onde dh & o passo espacial. O passo temporal utilizado é
0t = 0.001 em todas as simulacoes realizadas.

Para o calculo da taxa de convergéncia espacial usamos a equacao

n (2
0() = % (5.3)
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M; - . S . .
onde (.)™ representa a solu¢ao aproximada das variaveis analisadas, referente a malha

. M , . ~ ,
M;, com i = 1,2, ¢ E(.)"" & o erro relativo concernente a esta solu¢do. Este erro é

calculado usando a norma Ly, ou norma euclidiana, da seguinte maneira

O™ = O Il

1O 2

E()=

(5.4)

onde (.)“*“** representa a solucdo analitica da variavel selecionada. Os parametros basicos
usados nas simulacoes sao Re = 0.01 e § = 0.5. Os valores do nimero de Weissenberg
utilizados nos testes sao Wi = 0.1, 1, 2 e 3, obtidos mediante a variacao do tempo de
relaxacao A. Os resultados apresentados foram selecionados fazendo-se um corte vertical
no centro do canal, ou seja, fixamos x = 2.5H, e variamos o valor de y.

As Tabelas 5.1 e 5.2, apresentam os erros relativos e a taxa de convergéncia da com-
ponente u da velocidade e componente 71 do tensor polimérico, com Wi =0.1e Wi =1,
respectivamente. As malhas empregues no calculo dos erros e taxas de convergéncia foram
My e M. Os valores apresentados foram coletados no tempo adimensinoal ¢ = 50, para
todos os métodos de estabilizacao, e as decomposi¢oes matriciais, especificados anterior-
mente, inclusive o método Standard. Para os valores Wi = 0.1 e 1, todos os métodos
apresentaram exatamente os mesmos resultados. Além disso, o refinamento de malha, de
M, para Ms, ocasionou em uma diminuicao dos erros para todas as variaveis analisadas.
Isto pode ser verificado pela taxa de convergéncia espacial para todos os métodos, na qual
temos apenas valores positivos. Enquanto a taxa de convergéncia espacial para a veloci-
dade é proxima de 2, para a componente 717 do tensor polimérico este valor é reduzido,

sendo um pouco maior do que 1.

Método E (u™) E@W") O(u) FE (7‘11‘141) E (7‘1]\{[2) O (111)
Standard 1.51 x 1073 3.81x107* 198 1.34x1072 b5.46 x 1073 1.29
Ln 1.51 x 1072 3.81 x 107* 1.98 1.34x 1072 5.46 x 1073 1.29
Square-root  1.51 x 1072 3.81 x 107% 1.98 1.34x 1072 546 x 1073  1.29
Kernel-linear 1.51 x 1072 3.81 x 107* 1.98 1.34 x 1072 5.46 x 1073 1.29
Kernel-root 1.51 x 1072 3.81 x 10™* 1.98 1.34 x 1072 5.46 x 1073 1.29

Tabela 5.1: Erros e taxa de convergéncia espacial para a componente u da velocidade e a

componente 717 do tensor polimerico no tempo t = 50 e Wi = 0.1.
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Método E (uM) E W) O E(r") E(r*)  O(m)
Standard ~ 1.52x 1072 3.86 x 107* 1.97 133 x 1072 545x 1072 1.28
Ln 1.52x 1073 3.87 x10™* 1.97 133 x1072 545x107% 1.28
Square-root  1.52 x 1072 3.86 x 107* 1.97 1.33x1072 545 x 1073  1.28
Kernel-linear 1.52 x 1072 3.87 x 107* 1.97 133 x1072 545 x107* 1.28
Kernel-root  1.52 x 1072 3.86 x 107* 1.97 1.33x 1072 545 x 1073 1.28

Tabela 5.2: Erros e taxa de convergéncia espacial para a componente u da velocidade e a

componente 717 do tensor polimerico no tempo t =50 e Wi = 1.

Os resultados com o emprego de altos nimeros de Weissenberg, Wi = 2 e Wi = 3,
sao apresentados nas Tabelas 5.3 e 5.4, respectivamente. Estes resultados apresentam
comportamentos diferentes entre os métodos e entre as variaveis analisadas, a menos dos
métodos Standard e Kernel-linear, que geraram os mesmos erros e, consequentemente, as
mesmas taxas de convergéncia. Além disso, ambos deixam de fornecer resultados para
t > 45. A Figura 5 mostra-nos o perfil da velocidade u (y) dos métodos Standard e Kernel-
linear no instante de tempo ¢t = 40 para Wi = 3.0 e malha M,. Novamente, constatamos
similaridade entre os métodos. Este comportamento observado estd em conformidade com
a equivaléncia teorica entre estes métodos, demonstrada no Capitulo 3. Portanto, embora
sejam calculados de maneira distinta, os resultados numéricos dos métodos Standard e
Kernel-linear mostram-se, também, compativeis numericamente.

Fazendo-se um estudo pormenorizado dos erros, observamos que os maiores erros, para
altos Weissenberg, pertencem ao método Kernel-root, tanto para We = 2 como Wi = 3.
Para Wi = 2, algo que chama-nos a atencao na Tabela 5.3, sao os valores negativos da
taxa de convergéncia espacial do método Kernel-root. Isto nos informa que ao passarmos
da malha M; para Ms, o método Kernel-root nao diminui os erros relativos. Além disso,
os métodos com os menores erros para Wi = 2 sao os métodos Standard e Kernel-linear,
seguido do método Ln.

Finalmente, para Wi = 3, o método Square-root se sobressai aos demais métodos,
considerando os erros da velocidade u. Por outro lado, o método Ln apresenta os menores
erros quando tratamos da componente 71, do tensor polimérico 7. Novamente, observamos
na Tabela 5.4 a presenca de valores negativos para a taxa de convergéncia espacial, agora,
além do método Kernel-root, também para o método Ln. Estes, informam-nos que nao
h& uma diminui¢ao nos erros com o emprego de um refinamente de malha. Entretanto,
algo notorio, em meio a tantos valores negativos para a taxa de convergéncia espacial,
sao os valores positivos para o método Square-root. Uma analise no perfil de velocidade
gerado pelo método Square-root revelou-nos, de fato, haver um melhor resultado para
este método (ver Figura 6).

A omissao de erros para o método Standard e Kernel-linear com Wi = 3 e malha M,

na Tabela 5.4, nao significa que estes nao geraram resultados em momento algum, mas,
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apenas, deixaram de produzir valores a partir de um determinado tempo, que conforme
ja indicado é t > 45. Uma andlise pormenorizada desta dificuldade revelou-nos haver um
crescimento ilimitado das principais componentes da equacao do tensor polimérico (2.25),
deformacao, conveccao e termo fonte, desencadeado por uma explosao nos valores dos

termos convectivos.

Método E (uM) E W) O) E(r) E(r?)  O(m)
Standard 1.19 x 1073 287 x107* 2.05 1.08x 1072 489x107% 1.14
Ln 1.22x 1072 287 x107* 2.08 1.09x 1072 5.01 x 1073 1.12
Square-root  1.48 x 1072 3.44 x 10™* 2.10 296 x 107! 7.62x 1072  1.95
Kernel-linear 1.19 x 1072 2.87x 107* 2.05 1.08x 1072 4.89x 10™* 1.14
Kernel-root 1.22x 107% 1.10 x 1072 —4.11 1.08 x 1072 1.18 x 10~* —4.68

Tabela 5.3: Erros e taxa de convergéncia espacial para a componente u da velocidade e a

componente 717 do tensor polimerico no tempo t = 50 e Wi = 2.

Método E (uM) E (W) O E(n) E(r?)  O(m)
Standard ~ 6.99 x 1073 — — 9.82 x 1072 — —
Ln 6.02 x 107% 1.94 x 1072 —1.68 835 x 1072 1.81 x 107! —1.11
Square-root  1.48 x 1072 3.54x 107%* 2.06 3.52x 107! 236 x107' 057
Kernel-linear 6.99 x 1073 — — 9.82 x 1072 — —
Kernel-root  1.47 x 1072 2.11 x 1072 —3.80 3.63 x 107* 2.78 x 107! —4.37

Tabela 5.4: Erros e taxa de convergéncia espacial para a componente u da velocidade e a

componente 717 do tensor polimerico no tempo t = 50 e Wi = 3.
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Figura 5: Perfil da velocidade u para Wi = 3, malha M, e tempo ¢t = 40 com os métodos

Standard e Kernel-linear.
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Figura 6: Perfil da velocidade u para Wi = 3, malha M, e tempo ¢t = 50 com os métodos

Ln, Square-root e Kernel-root, juntamente com a solucao analitica.

Outro aspecto fundamental deste estudo, diz respeito a estabilidade dos métodos.
Faremos esta analise preliminar com base na capacidade do método em preservar a posi-

tividade do tensor conformacao A, que sera averiguada mediante um monitoramento, em
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todo o dominio espacial, do determinante minimo (det,;, (A)) do tensor conformagao, a
cada passo de tempo. As Tabelas 5.5 e 5.6 apresentam os valores do determinante minimo
do tensor conformagao com o emprego dos métodos de estabilizacao, para Wi = 0.1, 1,
2 e 3, com as malhas M; e M, respectivamente. A primeira observacao que faremos, é
referente a0 método Square-root, que destroi a positividade de A ja para Wi = 2, con-
siderando as duas malhas M; e M,. Mais precisamente, o método Square-root perde a
positividade do tensor conformacao A com Wi > 1.7 para a malha M; e Wi > 1.6 para
a malha Ms. O que consideramos ruim, uma vez que o método Standard s6 perde esta
propriedade para Wi > 2.4 com a malha M; e W7 > 2.2 com a malha M.

Embora o método Square-root para Wi = 2 e malha M;, juntamente com Wi = 3
para ambas as malhas, M; e My, fornega valores positivo para det,,;, (A) em ¢t = 50, bem
como para o método Standard com Wi = 3 e malha Ms, também em t = 50, estes valores
nao condizem com os resultados em [31]. Segundo Hulsen [31], a positividade do tensor
conformacao é assegurada se o determinante deste tensor, iniciado positivo (por exemplo,

A =1), satisfizer a seguinte desigualdade:
det (A) > 1. (5.5)

Mas, este aumento permitido para o det (A) é limitado, podendo sofrer variagoes peque-
nas. Ademais, os valores obtidos nas Tabelas 5.5 e 5.6 foram apanhados no tempo t = 50.
Portanto, estes valores nao revelam o que ocorreu em tempos anteriores, que constatamos

haver, de fato, a presenca de valores negativos.

Wi Standard Ln  Square-root Kernel-linear Kernel-root
0.1 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
1.0 1.03 1.03 1.03 1.03 1.03
2.0 1.16 1.15  1.23 x 103 1.16 1.15
30 —1.88x 10> 1.33 1.68x107* —1.88 x 10? 1.31

Tabela 5.5: Valor do det,;, (A) para Wi = 0.1, 1, 2 e 3 com os métodos Standard, Ln,

Square-root, Kernel-linear e Kernel-root. A malha usada foi M;.

Wi Standard Ln  Square-root Kernel-linear Kernel-root

0.1 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
1.0 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
2.0 1.04 1.04 —3.80 x 10% 1.04 1.03
3.0 1.00x10° 1.08 4.52x10"*  1.00 x 10° 1.08

Tabela 5.6: Valor do det,;, (A) para Wi = 0.1, 1, 2 e 3 com os métodos Standard, Ln,

Square-root, Kernel-linear e Kernel-root. A malha usada foi M.
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Os métodos Standard e Kernel-linear, novamente apresentam os mesmos resultados
(ver Tabelas 5.5 e 5.6). Ambos comegam a fornecer valores negativos com Wi = 3 e
malhas M; e M, a partir de ¢ = 5. A Figura 7 ilustra esta situacao para a malha M,
na qual apresenta o perfil do det,,;, (A) com o passar do tempo ¢t para Wi = 3. Nesta,
observamos que, embora o valor final do det,,;, (A) tenha sido positivo, isto nao assegura
sua positividade em tempos anteriores, que como constatamos, em sua maioria, os valores

do det i, (A) sdo negativos.
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Figura 7: Valor do det,,;, (A) com relagao ao tempo ¢ para os métodos Standard e Kernel-

linear com W17 = 3.0 e malha Ms.

No método Square-root, o surgimento de valores negativos para det,,;, (A) comegam
ja nos primeiros instantes de tempo, ¢ > 0, para Wi = 2 e a partir de £ > 20 para Wi = 3,
ambos com a malha M;. Para a malha mais fina, a positividade do tensor conformacao
A é perdida a partir de t > 15 para Wi =2 et > 10 para Wi = 3. A Figura 8 apresenta
o desenvolvimento do determinante minimo do tensor conformagao A com o passar do
tempo para o método Square-root para Wi = 2 e Malha M,. Observamos que proximo
a t = 40 os valores de det,,;, (A) sdao muito altos negativamente. Mas, apos o valor
minimo de det,,;, (A), os valores se aproximam de zero, resultando em um valor positivo

em t = 50, porém, nao satisfazendo a restri¢ao (5.5).
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Figura 8: Valor do det,,;, (A) com relagao ao tempo t para o método Square-root com
Wi = 2.0 e malha M.

Por fim, os métodos Ln e Kernel-root foram os mais bem sucedidos neste teste, asse-
gurando a positividade de A para Wi > 3. A Figura 9 apresenta o perfil de det,,;, (A)
com o passar do tempo t para estes métodos com Wi = 3 e malha M,. Note que, o valor
de dety,in (A) € sempre maior que 1.0, satisfazendo a restrigao (5.5). Por outro lado, o

crescimento de det,,;, (A) é limitado, conforme deve atender para garantir a positividade
de A.
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Figura 9: Valor do det,,;, (A) com relagao ao tempo t para os métodos Ln e Kernel-root
com Wi =3 e malha M.

Finalmente, faremos uma breve analise em termos de eficiéncia computacional. Este
estudo é realizado mediante a comparacao da quantidade de tempo despendido para a
simulagao de cada um dos método, até atingir o tempo adimensional ¢ = 50. Para a
execucao desta analise, realizamos dois testes para dois valores de Weissenberg diferentes,
Wi=1¢e3.

A Tabela 5.7 exibi o tempo gasto na simulacao de cada um dos métodos para Wi =1
com as malhas M; e M,. Como sugerido pela construgao dos métodos, a técnica mais
eficiente, dentre os métodos com o uso de decomposicoes matriciais, ¢ o método Square-
root. Isto pode ser observado na Tabela 5.7, na qual, independentemente das malhas
adotadas, o método em questao possui praticamente o mesmo custo computacional que
o método Standard. J& os métodos Ln e Kernel-root, com o maior custo computacional,
apresentam tempos de CPU semelhantes, uma vez que estes dispoem de uma estrutura
muito similar, mudando apenas a transformacao nicleo empregue. O método Kernel-
linear estd numa posicao intermediaria. Nao é tao eficiente quanto os métodos Standard
e Square-root, mas também, nao apresenta um custo computacional tao alto como os
métodos Ln e Kernel-root. Possivelmente, esta reducao no custo do método Kernel-
linear, deve-se a sua transformagao mais simples, quando comparado a transformacao

logaritmica e raiz quadrada.
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Método M1 M2
Standard 04:39 25:09
Ln 07 :57 37:40

Square-root 04 : 48 25:48
Kernel-linear 06:12 31:09
Kernel-root 07:59 37 :50

Tabela 5.7: Tempo de CPU (min: seg) para Wi =1 e t = 50.

Por outro lado, os testes com Wi = 3 nao foram tao bem definidos quanto para
Wi = 1. Isto pode ser observado na Tabela 5.8, no qual o uso do método Standard para
a malha M, mostra-se o menos eficiente. Contradizendo o que fora exposto na tabela
5.7. Esta imprecisao, ¢ atribuida a escolha do nimero de Weissenberg, uma vez que este
ultrapassa o valor critico estabelecido para os métodos Standard, Kernel-linear e Square-
root. Assim sendo, os tnicos métodos que, de fato, produzem resultados confiaveis, no

que diz respeito a tempo de processamento, sao os métodos Ln e Kernel-root.

Método Ml M2
Standard 00:07:15 01:04:37
Ln 00:09:51 00:50:55

Square-root 00 :08:52 00 : 26 : 22
Kernel-linear 00: 08 : 52 00 :55:40
Kernel-root 00:09:34 00:51:13

Tabela 5.8: Tempo de CPU (hor: min: seg) para Wi =3 e t = 50.

De modo geral, considerando baixos valores de Weissenberg, vimos que os métodos
se comportam de maneira muito semelhante, até Wi = 1 aproximadamente. Portanto,
independentemente do método empregue, conseguimos os mesmos resultados. Por con-
seguinte, para valores de Wi maiores que 1, tivemos diferentes resultados para cada W1
empregue. Assim, em vista dos resultados apresentados, nao podemos tirar uma conclu-
sao definitiva sobre qual o método mais indicado neste ponto, que serd melhor esclarecido
no problema da cavidade, na proxima secao.

Outro ponto a ser comentado diz respeito a estabilidade. Neste, os métodos que de-
monstraram maior habilidade em preservar a positividade do tensor conformagao A, foram
os métodos Ln e Kernel-root. Em contrapartida, o mais instavel, tomando a positividade
de A como critério, foi o método Square-root.

No quesito eficiéncia, considerando valores de Wi abaixo do valor critico, os métodos
com o menor custo computacional foram os métodos Standard e Square-root.

Finalmente, vale ressaltar que constatamos uma equivaléncia em termos numeéricos en-

tre os métodos Standard e Kernel-linear. Entretanto, nao hé indicios de equivaléncia entre



68

os métodos Square-root e Kernel-root. Estas duas observacoes, estao em conformidade

com a anélise de equivaléncia empreendida no Capitulo 3.

5.2 O problema da cavidade

O problema da cavidade consiste em uma caixa quadrada de comprimento H contendo
fluido, com uma tampa movel. Este problema é amplamente usado para verificacao de
métodos numéricos, precisao, condicoes de contorno, entre outros, para escoamento de
fluidos, sobretudo newtonianos. Entretanto, nos ultimos anos esse problema tem sido
usado na verificacao de codigos que utilizam modelos de fluidos nao-newtonianos, por
exemplo, nos trabalhos |6, 9, 19, 27, 29, 46, 51, 67, 71, 72|.

Isto posto, nossas simulagoes numéricas serao executadas neste problema teste e com-
preenderao diversos valores de Wi, com as diferentes formulagoes estudadas, objetivando
investigar e apresentar os seguintes pontos: estabilidade, precisao e eficiéncia.

Nesta segao, continuaremos a adotar as definicoes no que diz respeito aos nomes dos
métodos de estabilizagao que foram empregues na secao anterior, isto é, denotamos os mé-
todos padrao, log-conformagao, decomposi¢ao do tipo raiz quadrada e nicleo-conformgao
com as transformacoes linear deslocada e raiz quadrada como Standard, Ln, Square-root,
Kernel-linear e Kernel-root, respectivamente. Outra observacao importante, é que para
este problema nao mais usaremos o método Kernel-linear, que, conforme constatamos
no problema anterior, também é equivalente numericamente ao método Standard. Por-
tanto, neste trabalho, empregaremos somente os métodos Standard, Ln, Square-root e
Kernel-root.

Para as simulacoes numéricas na cavidade, consideramos as componentes u e v da

velocidade na tampa como
1 2
u(x,t) =8 |1+ tanh8 t_§ z*(l—z) ev=0. (5.6)

Este perfil de velocidade parabolico é adotado a fim de eliminar as singularidades do
gradiente da velocidade proximo as quinas da cavidade. O calculo dos tensores na tampa
sao realizados via extrapolacao (ver Apéncdice C).

Nas demais fronteiras, impomos a condi¢cao de nao-escorregamento e impermeabili-
dade, de modo que as componentes u e v da velocidade, nestes pontos, sao iguais a zero.
Além do mais, salvo outra indicagao, tomamos os parametros 5 = 0.5, Re = 0.01 e
ot = 0.001, que assumem estes valores em todas as simulagoes realizadas. Além disso,
todas as simulacoes sao executadas com o modelo de fluido Oldoryd-B, programadas a
fornecer resultados até o nivel de tempo ¢t = 80.

Para o estudo da precisao e convergéncia dos métodos, o problema da cavidade é
simulado em trés malhas diferentes: M; (h = 0.03125, 32 x 32 células), M, (h = 0.015625,
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64 x 64 células) e M (h = 0.0078125, 128 x 128 células), onde o passo espacial dh é
uniforme, isto é, nao muda no dominio de definicao. Como a solucao analitica para
este problema nao é conhecida, a comparagao das solu¢oes numeéricas obtidas com as
malhas M; e M, sao feitas sobre a solugao gerada por intermédio da malha Mj. O erro
relativo é calculado como em (5.4), entretanto no lugar da solugdo exata, representada

(.)exata

por , tomamos a solu¢ao obtida com a malha Mjs, isto é, (.)M3. O célculo da taxa

de convergéncia segue o que fora feito no problema do canal, equagao (5.3).

5.2.1 Baixos valores de Weissenberg: precisao dos métodos

O estudo dos métodos de estabilizagao para baixos valores de Wi compreendera apenas
o item precisao, uma vez que os valores de W+ adotados, Wi = 0.1 e 0.5, estao abaixo do
valor critico do nimero de Weissenberg, conforme Figura 1, nao apresentando problemas
de estabilidade. Além disso, também desconsideramos o estudo de eficiéncia para estes
valores, que serd empreendido na proxima subsecao para Wi =1 e 2.

A andlise de precisao e ordem de convergéncia serao executadas mediante os erros
relativos. As tabelas 5.9 e 5.10 apresentam os erros relativos e a taxa de convergéncia
da componente u da velocidade e da componente 71; da contribui¢ao nao-newtoniana 7
para Wi = 0.1 e 0.5, respectivamente. A partir destas tabelas, notamos que em todos
os métodos ha uma diminuicao no erro quando passamo da malha M, para a malha Mo,
isto é, o erro diminui com o refinamento de malha, indicando a convergéncia dos métodos.
Este comportamento é semelhante ao observado nas Tabelas 5.1 e 5.2 para o escoamento
no canal com Wi = 0.1 e 1. Entretanto, nesta nova situacao h& uma leve diferenca
entre os erros de um método para outro, pois, diferentemente do problema anterior, nao
dispomos de uma solucao analitica, de modo que a solucao de referéncia (.)M3 para cada
método de estabilizacao pode sofrer variacao de um método para outro. Atentando para
a Tabela 5.9, observamos que os erros relativos para a velocidade u, bem como para a
componente 7117 do tensor polimérico 7 para o método Standard, estao muito proximos
dos erros adquiridos pelos métodos com o uso de decomposicoes, resultando em taxas de
convergéncia semelhantes.

Com base na Tabela 5.10, para W12 = 0.5, observamos que os métodos Kernel-root e
Square-root se destacam por possuirem os menores erros para a componente u da velo-
cidade, que a proposito possuem erros bem proximos para ambas as malhas, M; e Mo,
bem como para as duas variaveis analisadas v e 71;. Em contrapartida, os erros referentes
a componente 7; para o método Standard evidenciam uma precisao ligeiramente melhor

para este método, quando comparado com as demais formulagoes e para esta componente.
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Método numeérico  E(uM?) E@M?)  O(w)  E(Y B O(m)
Standard 3.95x107% 7.92x107* 231 6.25x 1072 2.03x1072 1.61
Ln 3.93x107% 7.90x107* 231 6.51 x1072 2.15x1072  1.59
Kernel-root 3.94x107% 791 x107* 231 6.37x1072 2.09x1072 1.60
Square-root 3.94x 1073 791 x107* 231 571x107% 1.86x1072 1.61

711 da contribuicao nao-newtoniana para t = 80 e W¢ = 0.1.

Tabela 5.9: Erro e taxa de convergéncia para a componente u da velocidade e componente

Método numérico  E(u™?) E@M?)  O(u)  E(r{Y) E(rN?) O(m)
Standard 7.84x 1073 2.62x 1072 157 6.30x 107t 381 x10°! 0.72
Ln 725 x 1073 159 x 1073 2.18 6.39 x 107! 4.09 x 107! 0.64
Kernel-root 6.46 x 1072 1.43x 1073 217 6.35 x 107Y 3.97x107Y  0.67
Square-root 6.49 x 1073 1.45x107% 216 6.46 x 1071 3.97x10°*  0.70

Tabela 5.10: Erro e taxa de convergéncia para a componente u da velocidade e componente

711 da contribuicao nao-newtoniana para t = 80 e W¢ = 0.5.

Como forma de verificacao dos resultados, bem como das implementacoes, comparamos
algumas de nossas solucoes, mais especificamente as solu¢oes das componentes u e v da
[51] e Fattal e

Kupferman [27]. Em todas as figuras construidas, a velocidade u é plotada ao longo do

velocidade, com resultados na literatura, apresentados por Pan et al.

eixo y com x = 0.5, fixo e a velocidade v é plotada ao longo da linha horizontal y = 0.75,
com z variando.

A Figura 10, que apresenta as componentes u e v da velocidade ao longo das retas
y = 0.75 e x = 0.5, respectivamente, embora nao comparada com resultados na literatura,
revelam-nos o comportamento das solucoes para as diferentes formulacoes estudadas, que
demonstram estar em acordo para Wi = 0.1, em conformidade com a Tabela 5.9. J&a
para Wi = 0.5, na Figura 11, nossa solucao para as componentes u e v da velocidade sao
comparadas com os resultados adquiridos em Pan et al. [51|. Nesta figura, observamos
uma boa concordancia das solucoes, que, de fato, agem consonante com os resultados
em Pan et al. [51], cuja solucao foi adquirida pelo método de elementos finitos com a

formulagao log-conformacao.
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Figura 10: Escoamento em uma cavidade, no tempo t = 20, usando o modelo Oldroyd-B
com Re =0.01, Wi =0.1e = 0.5: a) velocidade u sobre (0.5,y) e b) velocidade v sobre
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Figura 11: Escoamento em uma cavidade, no tempo ¢t = 20, usando o modelo Oldroyd-B
com Re = 0.01, Wi =0.5¢ 8 =0.5: a) velocidade u sobre (0.5,y) e b) velocidade v sobre
(,0.75). A malha usada foi Mj.

Ainda para Wi = 0.5, apresentamos na Figura 12(a) a componente 711 do tensor po-
liméricos 7 ao longo da tampa da cavidade, no qual fixamos y = 1 e variamos x. J&
na Figura 12(b), apresentamos a componente 71; ao longo da linha vertical z = 0.5. Os
valores obtidos na tampa, conforme ja citado, foram adquiridos mediante extrapolacoes.
Os resultados expostos na Figura 12(a), além de apresentarem um comportamento similar
entre os métodos, também se assemelham aos resultados apresentados em [14]|. A dife-
renga dos valores maximos das curvas de 711 (z, 1), para os diferentes métodos, também é
observada em [14|. Contudo, a ordem em que os métodos aparecem em |14, ordenando-
os de acordo com o valor méaximo atingido pela curva, é totalmente diferente da ordem

obtida por nossos resultados. Enquanto para nos a curva com o método Standard atinge
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o maior valor, comparado aos resultados dos demais métodos, em [14| o método Stan-
dard esta abaixo dos métodos Ln e Square-root. Em suma, temos a seguinte ordem em
nossos resultados: Standard, Square-root, Kernel-root e Ln. Ja em [14]| a ordem em que
se apresentam sao: Ln, Square-root e Standard. O método Kernel-root nao é testado
em [14]. Em contrapartida, o perfil de 71 (0.5,y), apresentado na Figura 12(b) para os
diversos métodos testados sao muito proximos. Novamente, se assemelha aos resultados

observados em [14].
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Figura 12: Escoamento em uma cavidade, no tempo t = 40, usando o modelo Oldroyd-B
com Re = 0.01, Wi = 0.5 e § = 0.5: a) componente 7; sobre (z,1) e b) componente 7,
sobre (0.5,7). A malha usada foi Ms.

De maneira geral, o uso ou nao de decomposi¢oes para baixos valores de Wi nao
modificam, pelo menos nao consideravelmente, a solugao resultante. Deste modo, no
que tange precisao, nada podemos dizer sobre qual a melhor escolha, ou a mais adequada,
dentre os métodos aqui apresentados para baixos valores de Wi. Além do mais, a acuracia
esta condicionada a outros fatores, como geometria, tipo de fluido, condicoes de contorno,
entre outros. Esta observacao pode ser exemplificada através da diferenca na ordem de
precisao e taxa de convergéncia entre o problema da cavidade e o escoamento no canal
abordado anteriormente. Portanto, para o problema em questao, com a configuracao
especificada, a diferenca entre as formulacoes é praticamente insignificante, mesmo com
as diferencas de precisao aqui apontadas, que como apresentadas nas Tabelas 5.9 e 5.10 e

Figuras 10, 11 e 12, sao muito pequenas.

5.2.2 Altos valores de Weissenberg
5.2.2.1 Estabilidade

A estabilidade dos métodos de decomposicao matricial, tema fundamental deste es-
tudo, serd efetuada mediante a observacao da degradacao da positividade do tensor con-

formagao A ou a nao convergéncia do método, consequente do aumento do nimero de
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Weissenberg ou com o avanc¢o no tempo. Vale ressaltar que essa forma de analisar a
estabilidade dos métodos foi realizada por Chen et al. [14]|. Este estudo seréd realizado
através do aumento gradual do nimero de Weissenberg, a comecar por Wi = 1, avan-
cando uma unidade por vez, até alcancarmos W+ = 5. Além do mais, faremos esta anélise
para as trés malhas consideradas M, My e Mj, visto que os resultados demonstraram
forte dependéncia da malha. As simulacoes foram programadas a fornecer resultados até
o tempo t = 80, de modo que nao podemos afirmar sobre o comportamento da solucao
para além deste valor prefixado. Entretanto, veremos que na maioria dos casos este valor

nao é atingido, ja que os métodos apresentam instabilidades para certo Wi.

a) Simulagao para Wi =1

Para este valor inicial, os trés métodos de estabilizacao considerados permanecem
estaveis durante todo o desenvolvimento do escoamento, alcancando o tempo t = 80
sem sofrer as consequéncias do HWNP. As Tabelas 5.11, 5.12 e 5.13 apresentam o
valor do determinante minimo de A para as trés malhas, My, M e Mj, até o tempo
t = 30, e em todas elas o tensor conformacao tem sua positividade preservada. Os
resultados do método Standard nao foram adicionados, pois para todas as malhas a
positividade de A é perdida ja nos primeiros instantes. Mais precisamente, o valor
critico do nimero de Weissenberg para o método Standard é Wi..;; = 0.66, isto é,
acima deste valor a positividade do tensor conformacgao A ¢é perdida quando evolui-
mos o tensor polimérico 7 com o método Standard. Contudo o método Standard
ainda converge para Wi = 1, e apresenta valores estaveis para as componentes do

tensor 7 e da velocidade u.

Novamente, assim como observado nos resultado do canal, os valores de det,,;, (A)
satisfazem a restrigdo (5.5) imposta ao determinante do tensor conformagao, asse-

gurando a positividade de A para todos os esquemas aqui indicados.

t Ln Kernel-root Square-root

10 0.99 0.99 0.99
15 0.99 1.0 1.0
20 1.0 0.99 0.99
25 1.0 0.99 0.99
30 1.0 1.0 1.0

Tabela 5.11: Valor de det,,;, (A) em diferentes tempos para Wi =1 com a malha M;.
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t Ln Kernel-root Square-root

10 1.0 1.0 1.0
15 1.0 1.0 1.0
20 1.0 1.0 1.0
25 1.0 1.0 1.0
30 1.0 1.0 1.0

Tabela 5.12: Valor de det,,;, (A) em diferentes tempos para Wi =1 com a malha M.

t Ln Kernel-root Square-root

10 0.99 0.99 0.99
15 0.99 0.99 0.99
20 0.99 0.99 0.99
25 0.99 0.99 0.99
30 1.0 0.99 0.99

Tabela 5.13: Valor de det,,;, (A) em diferentes tempos para Wi =1 com a malha Mj.

b) Simulacao para Wi = 2

A partir daqui os métodos de estabilizacao revelam sua potencialidade, uma vez que
nao mais conseguimos convergéncia com o método padrao. Desta forma é possivel a
obtencao de resultados estaveis somente com o emprego de métodos de estabilizacao.
Esta observacao contrasta com os resultados apanhados para Wi = 2 no canal, no
qual além da convergéncia, o método padrao mantinha a positividade do tensor
conformacao A até o tempo final de simulacao, ¢ = 50. Por outro lado, para o
problema da cavidade, o método Square-root consegue manter a positividade de A,
0 que nao acontecia no problema do canal (ver Tabelas 5.5 e 5.6). As Tabelas 5.14,
5.15 e 5.16, respectivamente, apresentam o valor do determinante minimo do tensor
conformacao A para as malhas M, Ms e M;, que, novamente, estao proximos de 1,
ou sao iguais 1. Os testes com Wi = 2 para todos os métodos alcancaram o tempo

final de ¢ = 80, e sempre com A simétrico definido positivo.

t Ln Kernel-root Square-root

10 1.0 1.0 1.0
15 1.0 1.0 1.0
20 1.0 1.0 1.0
25 1.0 1.0 1.0
30 1.0 1.0 1.0

Tabela 5.14: Valor de det,,;, (A) em diferentes tempos para Wi = 2 com a malha M;.
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t Ln Kernel-root Square-root

10 1.0 1.0 1.0
15 1.0 1.0 1.0
20 1.0 1.0 1.0
25 1.0 1.0 1.0
30 1.0 1.0 1.0

Tabela 5.15: Valor de det,,;, (A) em diferentes tempos para Wi = 2 com a malha M.

t Ln Kernel-root Square-root

10 0.99 0.99 0.99
15 0.99 0.99 0.99
20 0.99 0.99 0.99
25 1.0 0.99 0.99
30 1.0 0.99 0.99

Tabela 5.16: Valor de det,,;, (A) em diferentes tempos para Wi = 2 com a malha Mj.

Na Figura 13, esbogamos o grafico da energia cinética, norma Lo da velocidade u,
com relacao ao tempo, para os métodos Ln, Kernel-root e Square-root com Wi = 2,
juntamente com os resultados apresentados por Fattal e Kupferman |27, simulados
com o método Ln. Podemos observar que apos a energia cinética atingir seu valor
maximo, esta tende ao estado estacionario, a partir de t = 8 aproximadamente. A
energia cinética estd associada ao movimento executado pelo fluido, que, por sua vez,
é acionado pelo deslocamento da tampa da cavidade. Desta forma, o crescimento
da energia cinética observado no inicio da simulacao deve-se a aceleragao da tampa.
Assim, a energia cinética atinge o seu valor maximo ao final desta aceleragao e

posteriormente decresce até um valor constante, no estado estacionario.
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Figura 13: Energia cinética com relagao ao tempo para Wi = 2.

¢) Simulagao para Wi =3

Até o momento, nao haviamos encontrado diferencas, em termos de estabilidade,
entre os métodos tratados. Entretanto, a partir deste valor de Weissenberg, Wi = 3,
observamos diferengas importantes entre os métodos, na capacidade de preservagao
da positividade de A e no alcance da convergéncia. Primeiramente, atentamos para
a Tabela 5.17, na qual temos os valores de det,,;, (A) em diversos tempos com o
emprego da malha M;. Nesta tabela, observamos que em ¢ = 30 nao temos valores
para os métodos Kernel-root e Square-root. Isto acontece porque ambos os métodos
deixam de produzir resultados para t = 30. Mais especificamente, o método Kernel-
root deixa de convergir a partir de t = 28, enquanto que o método Square-root perde
a convergéncia em t = 26. J& o método Ln, além da positividade que é preservada,
consegue simular até o tempo final prefixado, ¢ = 80. Uma observagao semelhante
¢ feita para o emprego da malha intermediaria, Ms, (ver Tabela 5.18), porém, o
tempo final, em que os métodos Kernel-root e Square-root produzem resultados, é
ainda menor, ¢ = 17 para ambos os métodos. Em contrapartida, o método Ln, mais

uma vez, mantém a positividade de A e a convergéncia numérica.

Os resultados para a malha mais fina, apresentados na Tabela 5.19, ainda demons-
tram a superioridade do método Ln em produzir valores para além do alcance dos
outros métodos. Entretanto, o emprego da malha M3 também reduziu o tempo de

simulagao deste método, que perdeu a convergéncia em t = 31.
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t Ln Kernel-root Square-root

10 1.0 1.0 1.0
15 1.0 1.0 1.0
20 1.0 1.0 1.0
25 1.0 1.0 1.0
30 1.0 — —

Tabela 5.17: Valor de det,,;, (A) em diferentes tempos para Wi =3 com a malha M;.

t Ln Kernel-root Square-root

10 1.0 1.0 1.0
15 1.0 1.0 1.0
20 1.0 — —
25 1.0 — —
30 1.0 — —

Tabela 5.18: Valor de det,,;, (A) em diferentes tempos para Wi = 3 com a malha M2.

t Ln Kernel-root Square-root

10 1.0 1.0 1.0
15 0.99 — —
20 0.99 — —
25 0.99 — —
30 1.0 — —

Tabela 5.19: Valor de det,,;, (A) em diferentes tempos para Wi =3 com a malha Mj.

d) Simulacao para Wi =4

As observagoes feitas para este valor do nimero de Weissenberg, Wi = 4, sao
semelhantes ao que constatamos para Wi = 3. Conforme refinamos a malha, o
tempo de simulacao dos métodos ¢ reduzido. Novamente, o método Ln com as

malhas mais grossas M; e M, alcancou o tempo de simulacao ¢t = 80.

Como podemos observar nas Tabelas 5.20, 5.21 e 5.22, o refinamento de malha
prejudica a convergéncia de todos os métodos, inclusive do Ln que deixa de produzir
valores para a malha mais fina, M3, a partir de ¢ = 23. Os métodos kernel-root e
square-root perdem a convergéncia, para valores proximos de ¢ = 15, em todas as

malhas, sendo o menor valor de ¢, como esperado, para a malha mais fina, Mj3.



78

t Ln Kernel-root Square-root

10 1.0 1.0 1.0
15 1.0 1.0 1.0
20 1.0 — —
25 1.0 — —
30 1.0 — —

Tabela 5.20: Valor de det,,;, (A) em diferentes tempos para Wi =4 com a malha M;.

t Ln Kernel-root Square-root

10 1.0 0.99 0.99
15 1.0 — —
20 1.0 — —
25 1.0 — —
30 1.0 — —

Tabela 5.21: Valor de det,,;, (A) em diferentes tempos para Wi =4 com a malha M.

t Ln Kernel-root Square-root

10 0.99 0.99 0.99
15 0.99 - -
20 0.99 - -
2% — - -
30 — - -

Tabela 5.22: Valor de det,,;, (A) em diferentes tempos para Wi =4 com a malha Mj.

e) Simulacao para Wi =75

O emprego de Wi = 5 nas simulagoes resultou em valores muito semelhantes aos
adquiridos para Wi = 4, como pode ser observado na estrutura das Tabelas 5.23,
5.24 e 5.25. Porém, algo que nos chamou a atencao, foi a convergéncia do método
Ln, que conseguiu alcangar o tempo ¢t = 80 para a malha M;. Algo que nao havia
acontecido para Wi = 4. Entretanto, como se pode observar na tabela 5.25, a
positividade do tensor conformacao A, com o método Ln, também é perdida ainda

no inicio da simulagao, pouco maior que ¢t = 20.
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t Ln Kernel-root Square-root

10 1.0 1.0 0.87
15 1.0 1.0 1.0
20 1.0 — —
25 1.0 — —
30 1.0 — —

Tabela 5.23: Valor de det,,;, (A) em diferentes tempos para Wi =5 com a malha M;.

t Ln Kernel-root Square-root

10 1.0 0.99 1.0
15 1.0 — —
20 1.0 — —
25 1.0 — —
30 0.99 — —

Tabela 5.24: Valor de det,,;, (A) em diferentes tempos para Wi = 5 para Wi =5 com a
malha M.

t Ln Kernel-root Square-root

10 0.99 0.99 0.99
15 0.99 - -
20 0.99 - -
2% — - -
30 — - -

Tabela 5.25: Valor de det,,;, (A) em diferentes tempos para Wi = 5 para Wi = 5 com a
malha Msj.

Outra observacao importante que faremos neste item, é referente ao comportamento
da energia cinética, que, como observado em [26], apresenta fortes oscilagoes para
Wi =5 (ver Figura 14). Estas oscilagoes sao causadas por vortices que sao gerados
no canto superior direito da cavidade. Observamos que estas oscilacoes persistem até
o final da execucao das simulacoes, em t = 80. Este fenomeno observado, deve-se ao

aumento no numero de Weissenberg, que induz o problema a continuar transiente.
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Figura 14: Energia cinética com relagao ao tempo para Wi = 5.

5.2.2.2 Precisao

Outra aspecto importante neste estudo diz respeito a precisao ou acuracia dos métodos.
Esta analise sera realizada mediante o estudo dos erros relativos e ordem de precisao de
cada um dos métodos. Consideraremos o método mais preciso ou mais acurado, aquele
que apresentar os menores erros. Os baixo erros, indicam que as solugoes adquiridas estao
relativamente proximas da solucao que nao varia mais com o refinamento de malha. Além
disso, quando possivel, compararemos nossos perfis de velocidade, componentes u e v,
com resultados obtidos na literatura.

A Tabela 5.26 exibe os erros relativos e a taxa de convergéncia para as componentes u
e 111 calculadas para Wi =1 e tempo ¢t = 80. Em todos os métodos, quando transpomos
da malha M, para a malha M, os erros relativos de ambas as componentes decrescem,
o que indica a convergéncia das técnicas. Além disso, a convergéncia dos métodos, bem
como a verificacao dos resultados para Wi = 1, também é assegurada pelos resultados
apresentados na Figura 15, no qual comparamos nossos resultados, adquiridos com as
técnicas estudadas, para as componentes u e v da velocidade, com os resultados apanhados
dos trabalhos de Fattal e Kupferman [27] e Pan et al. [51], ambos calculados com a técnica
log-conformagao. Podemos observar que nossos resultados estao em concordancia com os
resultados obtidos por Fattal e Kupferman [27| e Pan et al. [51].

Mediante um cuidadoso estudo dos erros para Wi = 1, Tabela 5.26, constatamos
que o método com os menores erros, tanto para a componente w como para Tii, € O

método Ln, seguido do método Kernel-root, que é o método com o segundo menor erro.
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Por conseguinte, o método com os maiores erros, exceto para F (7‘1]\{[2), que fica atras do

método Square-root, é o método Standard.

Método E(uM?) E(uM?) O (u) E(rM BE(r}?) O (m11)
Standard  1.94 x 1072 9.67 x 1072 1.00 7.96 x 10~! 5.59 x 107 0.50
Ln 8.52x 1072 157 x 1072 243 758 x 107! 5.44 x 1071 0.47
Kernel-root 9.97 x 102 3.56 x 102 1.48 7.66 x 10~' 5.50 x 10~*  0.47
Square-root  1.00 x 1072 357 x 1072 149 7.86x 107! 5.62x 107t  0.48

Tabela 5.26: Erro e taxa de convergéncia para a componente u da velocidade e componente

711 da contribuicao nao-newtoniana para t =80 e Wi = 1.
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Figura 15: Escoamento em uma cavidade, no tempo t = 40, usando o modelo Oldroyd-B
com Re =0.01, Wi =1.0e = 0.5: a) velocidade u sobre (0.5,y) e b) velocidade v sobre
(2,0.75). A malha usada foi Mj.

Para Wi = 2, os erros relativos em ¢ = 80, apresentados na Tabela 5.27, para os
diferentes métodos de integracao da contribuicao nao-newtoniana, nao se comportam,
exatamente, com a mesma configuracao encontrada para We = 1. Entretanto, se assu-
mirmos que o método mais preciso sera escolhido, tomando como critério de avaliagao
o método que mais vezes apresentou o menor dos erros, seja qual for a componente ob-
servada, teremos, novamente, os mais precisos na ordem que se segue: Ln, Kernel-root e
Square-root. Os erros observados na Tabela 5.27, possuem um comportamento semelhante
ao observado na Tabela 5.26: a diminui¢ao dos erros relativos a medida que refinamos
a malha computacional, exceto para o método Ln na componente u. Assim, estes valo-
res, juntamente com os graficos comparativos, apresentados na Figura 16, que efetuam a
verificacao dos resultados, apontam a convergéncia dos métodos. No entanto, a taxa de
convergéncia para o método Ln, para a componente u da velocidade, produz um valor
negativo, ou seja, os erros gerados pela malha M; sao menores que os erros para a malha
M.
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Método E(uM?) E(uM?) O (u) BE(r}) B O(m)
Ln 1.65x 1072 3.80x 1072 —1.20 7.27x 107! 3.82x 107! 0.92
Kernel-root 6.64 x 1072 2.69 x 1072 1.30 7.75 x 107! 5.65 x 10~*  0.45
Square-root  6.38 x 1072 257 x 1072 1.31 7.96x 107! 591 x 107!  0.42

Tabela 5.27: Erro e taxa de convergéncia para a componente u da velocidade e componente

711 da contribuicao nao-newtoniana para t = 80 e Wi = 2.
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Figura 16: Escoamento em uma cavidade, no tempo ¢t = 40, usando o modelo Oldroyd-B
com Re = 0.01, Wi =2e  =0.5: a) velocidade u sobre (0.5,y) e b) velocidade v sobre
(,0.75). A malha usada foi Mj.

A partir de Wi = 3, a taxa de convergéncia e os erros computados, ver Tabelas 5.28,
5.29 e 5.30 para Wi = 3, 4 e 5, respectivamente, sao calculados em tempos menores que
os apresentados anteriormente (Tabelas 5.26 e 5.27) no qual tinhamos os erros calculados
em t = 80. Isto acontece pois, como observado anteriormente, nem todos os métodos
alcancaram o tempo de simulacao ¢ = 80. Naturalmente, nao podemos calcular o erro
de todos os métodos se tomarmos ¢ muito alto. Desta forma, para cada Wi especifico
tomaremos um t diferente, que corresponde ao maior tempo atingido pelo método que
primeiro perde a convergéncia. Para Wi = 3, tomaremos os resultados em ¢ = 14,
enquanto que para Wi = 4, tomamos ¢t = 12. Finalmente, para Wi = 5, apanhamos os
resultados em ¢ = 11.

Nas Tabelas 5.28, 5.29 e 5.30, com os erros dos métodos para Wi = 3, 4 e 5, respec-
tivamente, notamos que em todas elas, segue-se a seguinte sequéncia dos métodos com
menores erros e maiores taxas de convergéncia: Ln, Square-root e Kernle-root. Essa di-
ferenca entre os métodos é mais evidente com estes valores de Wi. Notemos que esta
é uma constatacao semelhante ao que foi descrito no estudo de estabilidade, no qual o
método Ln d& indicios de um melhor desempenho, comparado aos outros métodos, para

quando tomamos altos valores de Wi. Naturalmente isto deveria acontecer, uma vez que



83

estabilidade e precisao estao relacionadas. Assim, qualquer que seja o método numérico
utilizado, a perda da positividade ou a divergéncia do método deve-se a um actimulo de

€rros numeéricos com o avanco no tempo.

Método E (uM) E(W)  O) E(r) E(r?)  O(m)

Ln 275 x 1072 124x107 1.15 9.72x 107! 1.37x10°"  2.83
Kernel-root  5.03 x 1072 2.36 x 1072 1.09 1.68 3.36 x 107" 2.32
Square-root  4.79 x 1072 2.14x 1072  1.16 1.64 3.12x 107" 2.39

Tabela 5.28: Erro e taxa de convergéncia para a componente u da velocidade e componente

711 da contribuicao nao-newtoniana para t = 14 e Wi = 3.

Método E (ut) E@W") O E (7‘1]\141) E (7‘1]‘{[2) O (1)
Ln 3.64 x 1072 1.07x 1072 1.76 1.01 1.02 x 1071 3.32
Kernel-root 4.80 x 1072 2.18 x 1072 1.14 2.07 4.03 x 1071 2.36
Square-root  4.80 x 1072 1.20 x 1072 1.27 2.02 3.74 x 1071 2.43

Tabela 5.29: Erro e taxa de convergéncia para a componente u da velocidade e componente

711 da contribuicao nao-newtoniana para t = 12 e Wi = 4.

Método  E(u™)  E(W™) O@w E(ry)  E(f?)  O(m)

Ln 340 x 1072 935 x 1072 2.06 897 x 107! 5.67 x 1072 3.97
Kernel-root 4.95 x 1072 2.07 x 1072  1.26 2.29 4.42 x 1071 2.37
Square-root  4.85 x 1072 1.93 x 1072  1.33 2.02 4.18 x 107! 2.42

Tabela 5.30: Erro e taxa de convergéncia para a componente u da velocidade e componente

711 da contribuicao nao-newtoniana para t =11 e Wi = 5.

5.2.2.3 Eficiéncia

Como ultimo quesito no estudo dos métodos de estabilizagao, apresentamos a anéalise
da eficiéncia computacional, que resume-se em comparar o tempo de simulagao gasto
para cada método, até atingirem o tempo adimensional ¢ = 40. Assim como observado
nas Tabelas 5.7 e 5.8, no problema do canal, o método de estabilizagao com o menor
tempo gasto para o problema da cavidade é o método Square-root, (ver Tabelas 5.31 e
5.32). Esta diferenca é facilmente explicada pelas diversas operagdes que se exige nos
métodos Ln e Kernel-root, em especial o esforco despendido no calculo dos autovalores e
autovetores a cada passo no tempo e espaco. Outra observacao importante diz respeito
ao aumento no tempo de simulacao quando passamos de Wi = 1 para Wi = 2, isto é,
o aumento do nimero de Weissenberg acarreta em um aumento no tempo de simulagao,

conforme também observado em [14]. Note que, na Tablea 5.31 temos os valores do
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tempo de simulagao para o método Standard, ao passo que na Tabela 5.32, estes valores
nao foram colocados. Conforme ja comentado, o método Standard perde a convergéncia
para este valor de Wi. De modo que nao temos como avaliar a eficiéncia deste método para
Wi = 2. Além do mais, os resultados exibidos na Tabela 5.32 para Wi = 2 com o método
Square-root, nao apresentam uma diferenca tao grande, como aconteceu na Tabela 5.31,
para Wi = 1. Isto possivelmente, deve-se ao fato de que o nimero de Weissenberg estéa
mais proximo do seu valor critico. O que representa um problema, uma vez que, como
analisado no problema do canal na Tabela 5.8, esta situacao compromete o correto estudo

da eficiéncia do método.

M, M, M;
Standard 00:01:36 00:07:03 00:34:45
Ln 00:04:07 00:15:01 01:00:38

Kernel-root 00:03:01 00:12:18 00:55:55
Square-root, 00:01:37 00:07:18 00:35:46

Tabela 5.31: Tempo de CPU (hor: min: seg) para Wi =1 e t = 40.

My M M
Ln 00:05:07 00:19:57 01:52:48
Kernel-root 00:03:51 00:19:24 01:46:48
Square-root 00:02:30 00:14:28 01:32:00

Tabela 5.32: Tempo de CPU (hor: min: seg) para Wi =2 e t = 40.

5.2.3 Discussao dos resultados

De maneira geral, considerando baixos valores de Wi os métodos de estabilizagao
demonstraram poucas diferencas em termos de estabilidade e precisao. Ficando o item
eficiéncia como o grande diferencial para estes valores. Mas, se considerarmos que podemos
realizar a simulagao com o proprio Standard, para estes valores de Wi, isto nao é algo
tao vantajoso assim, uma vez que o método Standard ainda é o mais eficiente. Por outro
lado, se tivermos interessado em um aumento pequeno no valor de Wi, 1 < Wi < 2,
aproximadamente, ja nao podemos adotar o método Standard, de modo que os método
Ln, Kernel-root e Square-root, sao boas sugestoes para estes casos. Em especial, o método
Square-root, que, como ja vimos, é o mais eficiente dos métodos de estabilizacao, isto é,
o mais rapido computacionalmente.

Entretanto, quando consideramos altos valores de W+, maiores que 2, o método com
o melhor desempenho nos quesitos estabilidade e precisao, foi o método Ln que, embora
nao tenha solucionado todos os problemas referentes ao HWNP, foi o método que mais

contribui para a estabilidade e convergéncia da simulacao na cavidade.
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Vale ressaltar, que nao ha indicios de equivaléncia numérica entre os métodos Square-
root e Kernel-root, embora ambos se assemelhem no quesito estabilidade. A anélise de
precisao esta em conformidade com a afirmacao de que estes métodos nao sao equivalentes.

Queremos salientar, que estas observacoes, postas anteriormente, é exclusivamente
para o problema da cavidade com as configuragoes adotadas neste trabalho. Portanto,
nao podemos assegurar estas mesmas caracteristicas para outros problemas, parametros
e modelos constitutivos.

Finalmente, na Tabela 5.33, resumimos o que fora constatado no desenvolver deste

estudo.

Ln Kernel-root Square-root

Precisao V
Estabilidade +/
Eficiéncia Vv

Tabela 5.33: Desempenho dos métodos para o problema da cavidade com o modelo
Oldroyd-B.



CAPITULO

Consideracoes finais

As informacoes apresentadas neste trabalho servem como um auxilio no estudo dos
assuntos pertinentes as instabilidades do HWNP e de algumas das principais propostas
de estabilizacao desenvolvidas envolvendo decomposicoes matriciais do tensor conforma-
¢ao. Além disso, esta analise serve como um indicativo para uma escolha mais acertada
de um método estabilizador, compativel com a situagao, modelo constitutivo ou geome-
tria a ser utilizada. Outra contribuicao, foi a tentativa de esclarecer equivaléncias entre
decomposigoes, em especial as equivaléncias entre as técnicas padrao e a transformacao
linear deslocada nucleo-conformagao, para o modelo constitutivo Oldroyd-B. Além disso,
certificamo-nos da perfeita similaridade entre as equacoes para a técnica log-conformacao
original e transformacao logaritmica via nicleo-conformagao, para todos os modelos cons-
titutivos considerados. Nao obstante, também constatamos a nao equivaléncia, no minimo
parcial, entre os métodos Decomposicao do tipo raiz quadrada e sua versao via transfor-
macao nicleo-conformagao.

Os proximos passos a serem investidos neste projeto dizem respeito ao emprego de
outras geometrias para teste, como o escoamento em torno de um cilindro ou o escoa-
mento em uma contragao de razao 4:1, bem como o uso de outros modelos constitutivos.
Além disso, o estudo das decomposicoes em escoamento com superficie livre também é de

interesse e uma boa sugestao para os novos rumos deste projeto.
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APENDICE

A

Equacoes em coordenadas

cartesianas bidimensionais

A seguir, apresentamos as principais equagoes, desenvolvidas no decorrer do trabalho,

em coordenadas cartesianas bidimensionalis.

A.1 Equacoes governantes

Equagoes de Navier Stokes em fungao do tensor das tensdes T (2.2) e (2.3):

du N Ouu)  O(wu) — Op  OTu  OTx
ot Ox oy  Or Oz oy’
ov N O(uv)  O(vv)  dp  OTy Ty
ot Ox dy oy  Ox oy’
ou Ov
)
ox + oy
Termos presentes nas equagoes (2.6) e (2.7):
O(uf211) O(wQ11)  I(u2) O(vQ12)
+ +
_ ox o ox 0
V. (uf2) = u0) a(ufzi/m) Q) | a(vé/m)
ox Oy Oox Oy
Qn% + Q21% Q12% + Q22%
Vufl = o ou o oo |
Dige + Q218_y Qoo + Q2za—y
vy’ — Q11% + 9122—; Q11% + 9123—; .
Q21% + 9223—3 Q21% + 9222—3
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(A.2)

(A.3)
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Equagoes de Navier-Stokes em fungio da contribuigao ndo-newtoniana 7 (2.8) e

ajL@ij@y Ox

Ou  0(uu) 0 (vu) ap+£ 82u+82u
ox?  Oy?

ov 9 (uv) 8(1}1}):_@+£(82 0*v

ot + Ox + dy oy ox?  Oy? or | oy’
ou Ov
5 3, =
Equagao do tensor conformacgao A (2.10):
0A11 0 (UAll) 0 (’UAll) ou ou 1
BN + o7 + oy Alla + Ao oy + mf (A) P (A),,
8A12 8 (uA12) 8 (’UA12> 8 8U 1
o T oy Augy hegy /WP,
8A22 8 (UAQQ) 8 (’UAQQ) 8 8 1
BN + o7 + By A128 +A228y + Wz.f(A)P(A)zz-
e Oldroyd-B, equagoes (2.11) e (2.12):
f(4) =1,
P(A), =1-An,
P(A)y = —An
e
P(A)yy =1— As.
e Giesekus, equagoes (2.13) e (2.14):
f(4) =1,
P (A) = OK[AH (2 An) A%2 ] + 1-— An,

_+_

) + 07'11 i 07'12

)+@+3@

Ox oy’

(2.9):

(A7)

(A.8)

(A.9)

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)
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P (A)y = Ap|a (2 —tr (A)) — 1] (A.19)

P (A)yy = Ay (2 — Agp) — Al — 1] +1 = Ay, (A.20)

e FENE-CR, equagoes (2.15) e (2.16):

L2
f(A) = 2 —tr (4) (A.21)
P(A), =1-An, (A.22)
P(A), = —Ap (A.23)
e
P(A)yy =1— As. (A.24)
e FENE-P, equagdes (2.17) e (2.18):
L2
FlA) =53 (A.25)
L? -3
P(A)H — 1 —_ L2 — t?” (A) An, (A26)
L* -3
P(A), = 174 (A)A12 (A.27)
e
L* -3
P(A)yy=1- m/lgg. (A.28)

A.2 Decomposicoes Matriciais

A.2.1 Log-conformacgao

Calculo das matrizes 2, B, e N, equagoes (3.10), (3.11) e (3.12), respectivamente:
My M
SR =0T (Vu) 0. (A.29)
My Mo

Entao,
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0 N
N=0| . o7, (A.30)
“Ny 0
M 0
B=0| " _ |07 (A.31)
0 29
e ~
0 Q
Q g O - 12 OT (A32)
—ng 0

A partir da equacao (3.2), podemos escrever

My, M 0 Q By 0 0 Nia/A
M M| X 12 no U i 12/ A2 7 (A.33)
My Mo Q0 0 DB —Nia/ M 0
- - N
My = Qi + )\—12
2
implicando no seguinte sistema: , que resulta nas equacoes
~ ~ Niy
My = —Qqp — —
21 12~
M M.
Nip = _1f - 21_1 (A.34)
(A2) " = (A1)
e ~ ~
~ M M.
Oy — 122 + 21)\1’ (A.35)

A2 — A\

para ng e ng, respectivamente. A matriz B ¢ obtida fazendo-se

BH — MH (A36)

Bay = My,. (A.37)

Assim, as matrizes N, B e € sdo obtidas diretamente de (A.30), (A.31) e (A.32), respec-
tivamente.

Calculo de W (3.20):

\Illl = Ollzln ()\1) + 0122ln ()\2) s (A38)

\Illg = OllOglln ()\1) + OlgOggln ()\2) (A39)
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\I/QQ = Oglzln ()\1) + 0222ln ()\2) .

Equagao constitutiva para ¥ (3.32):

8\1111 + 8(U\If11) + 8(1)\1’11)

5 B By =2 (V19049 + By1) +

f(e”
+ v(w) (0% +0ht) P ("),

0\1112 8 (U\Iflg) 8 (U\Iflg)
o or T oy
f(e”)

"—W <011021>\L1 -+ 012022712) P (6\11)12
8\1122 0 (U\DQQ) 0 (U\Ifgg)

a | oar oy

f(e”
fm) (O3t + OB ) P (),

e Oldroyd-B, equagoes (3.33) e (3.34):

= Qo (Voo — Wyy) + 2Bya+

- —2 (\1]12912 + ng) "‘

+

P (6\11)11 =1- (O%1A1 + O%2>\2) )

P (6\11)12 = — (011M1 021 + 01225047)

P (e¥),, = 1= (03,A1 + O3,)s)

e Giesekus, equagoes (3.35) e (3.36):

P (")), = [1= (Ofh +0h0)] [14a (Oh A + OhA — 1))

P (e¥),, = = (011A1091 + O122503) (a — 1)

(A.40)

(A.41)

(A.42)

(A.43)

(A.44)

(A.45)

(A.46)

(A.47)

(A.48)

(A.49)

(A.50)
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P (exlf)22 = [1—= (03, \ + O%N)] [1+a (O3 M1 + 03,00 — 1) ] (A.51)

e FENE-CR, e quacoes (3.37) e (3.38):

L2

LA
f(e¥) = 00 ) (A.52)
P (6\11)11 - 1 - (O%l)\l _'_ 032)\2) 3 (A53)
P (e¥),, = = (011A1021 4 O122503,) (A.54)
e

P (e¥),, = 1= (03A1 + O3,)) (A.55)

e FENE-P, equacoes (3.39) e (3.40):

L2
LA
f(e") = 73 (A.56)
Pe"), =1- L3 (Ofi M + O710) (A57)
11 L2—()\1+)\2) 117 1272) 5 .
v L? -3
P (e )12 - T2 _ On + o) (011M1021 + 0122204,) (A.58)
e
P(e"),=1- L3 (03:M1 + O%\2) (A.59)
22 L2—()\1+)\2) 21 2272) - .
A.2.2 Decomposicao do tipo raiz quadrada
Decomposi¢ao do tipo raiz quadrada da matriz A (3.43):
A Ap _ 1+ Q1 Q12 (Qu1 + Q) (A.60)
A A Q12 (Qu1 + Q) 1o + Q3 ’
Equagao constitutiva para Q (3.63):
0Q1 | 0(uQu)  0(wQu) ou ou
o + oy + oy Q2 | Gz + 2y + Qllax“‘
(A.61)
f(@%) ( Qa2 )
+o P Q%)
2Wi \QQa — Q12 (@
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865;2 + 0 (73212) + 8(1);512) = G202 + Qng—z + Qm%#—
(A.62)
oy,
2Wi \Qu11Qzn — Q12° (@
0Q2 0 (uQxn) 0(vQ22) ov ov
o T or T oy Q12 (—Gu + 8_x) + Q22a—y+
(A.63)
f(Q?) < Qu ) )
o QuQ2n — Q12° P
e Oldroyd-B, equagoes (3.66) e (3.67):
f(@%) =1, (A.64)
P(Q%),, =1-(Q}+@Qh), (A.65)
P (Q2)12 = —Q12 (Qu1 + Qo2) (A.66)
e
P(Q%), =1 (Q%+Q%). (A.67)
e Giesekus, equagoes (3.68) e (3.68):
F(@) =1, (A.68)
P (@), =1 = (@ + Q)] [1+a(QL+QL—1)] —a(@Qutr(Q)°, (A.69)
P (Q2)12 = Quatr (Q) [O‘ (2 - Q%l - 2@%2 - ng) - 1} (A.70)

P (Q2)22 = [1-(Q,+Q%)] [1+a(Q,+Q3% —1)] —a(Qutr (@)*. (A1)

e FENE-CR, equades (3.70) e (3.71):

(@) = ﬁr(@z)’ (A.72)
P(Q%),, =1- (@ + Q). (A.73)
P(Q%), = Q2 (Qui + Q) (A.74)

P(Q%),=1-(Q1+ Q%) (A.75)
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e FENE-P, equacoes (3.72) e (3.73):

@) == (A.76)
2 L? —
P(Q%),=1- W (@1 + Q) (A.77)
2 L2
P (Q )12 = (QQ)Qthr (Q) (A78)
e
2 L? -
P(Q )22 =1- W (Q% + Q3,) (A.79)
Calculo da matriz antissimétrica G (3.80):
0 0
Q _u - ! C222 - Qll = G12 (Qu -+ QQQ) 5 (ASO)
ox 8y
que resulta em
v
<Q12 + Qaa ) <Q11 + Q12 y)
Gio = . A.81
. Qll + Q22 ( )
A.2.3 Niucleo-conformacgao
Equagao de evoluc¢ao para os autovalores A (3.99):
DX\, .
7‘[; 0 _ O ng ()\1 — >\2) 0 Ql2 ()\2 - )\1)
0 % Hiy (A — A9) 0 iy (Mg — A1) 0
. f (A
2311)\1 0 VE/Z>P(A)11 0
3 A
0 2Bnk 0 fVE/i)P (A),,
(A.82)
Equagao de evoluc¢ao para K (A) (3.115):
)
Equagao de evolu¢ao para K (A) (3.122):
OK 0 (uK 0 (vK 1
5t (gxﬂ) + (gy“) = 2 (Kioo + Bu) + = Hu, (A.84)
OK 0 (uK 0 (vK 1
2 4 (uK2) + (vKs) = Qo (Ko — Ky1) + 2B1o + —Hio, (A.85)

ot ox oy Wi



95

8K22 8 (UK22> 8 (UKQQ)
ot " o oy

Calculo de J para a transformacao linear deslocada nucleo-conformacao (3.128):

1
ol o A
2 ( Kleg + IB322) + WZ 22 ( 86)

Ju=§ (A-87)

oy = E. (A.88)

Calculo de B para a transformacao linear deslocada niicleo-conformacao (3.130):

By = B (Kyy + &) + BiaKyo, (A.89)
Bis = B11Kia2 + By (Ko + &) (A.90)
By = B12Kis + Bao (Koo + &) . (A.91)

Calculo de H para a transformacao linear deslocada nucleo-conformacao:

e Oldryd-B, equacao (3.131):

H11 == —KH, (A92)
Hys = —Kio (A.93)
e
Hgg = —KQQ. (A94)
e Giesekus, equacao (3.132):

(0% (%
H11 - KH (1 + EKH) + EK%Q, (A95)

Q (%
H12 - EKHKQ + Klg (1 + EKQQ) (A96)

o

]HI22:g

K2, + Ko (1 + %Km) . (A.97)
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e FENE-CR, equagao (3.133):

L2
Hy = — K
L2
Hiy = — K
EEVERETYTN
(§]
L2
Hap = — K
2T —tr(A)®

e FENE-P, equagao (3.134):

L2 L2 1
H,y, = _ “Kyp 41
1 £[L2—3 L2—tr(A)< 1t )}

L? L? 1
Ho =6 [L? 3 () <5K - 1)]

Calculo de J para a transformagao logy nicleo-conformacao (3.142):

M
u=p (d)

Ayt
o= (d)

Calculo de B para a transformagao logy nicleo-conformagao (3.143):

Bll
B —
11 ln (d)a
Bl2
B —
7 n(d)
B22
Boy — —22
27 In(d)

Calculo de H para a transformacao logy nucleo-conformagao:
e Oldroyd-B, equacao (3.145):

1

Hu =70 (@) =)

(A.98)

(A.99)

(A.100)

(A.101)

(A.102)

(A.103)

(A.104)

(A.105)

(A.106)

(A.107)

(A.108)

(A.109)
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Hyy ﬁ [(d_K)H —l+a (2 - (d_K)n - (dK)n)} )
By = b [0, 0 (- (47, (),
iy = o (07 = L+ 2= (475), = (69),)]

e FENE-CR, equacao (3.147):

L2 1k
b= m @ (@) = 1)
L2 1,
B = o A @) (@),
’ L2 1
B = g (4 )2 Y

1 L2 . L2
M =@ (p_g(d M‘m)-

Calculo de J para a transformacao raiz k-ésima nicleo-conformacao (3.156):

A
I

Jll =

(A.110)

(A.111)

(A.112)

(A.113)

(A.114)

(A.115)

(A.116)

(A.117)

(A.118)

(A.119)

(A.120)

(A.121)
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1—k

k

J22 =

Calculo de B para a transformacao raiz k-ésima nucleo-conformacao (3.157):

1
By = % (B11Ky1 + B12Kys) ,

1
By = 2 (B11K12 + B12Kgs)

1
Boy = % (B12Kig + ByoKao) .

Calculo de H para a transformacao raiz k-ésima nicleo-conformacao:

e Oldroyd-B, equagao (3.158):

1
Hy = T (Kh_k — Kn) )

1
Hyp = T (K%Q_k — Ku)

¢ 1
H22 - % (K%;k - Kzg) .

e Giesekus, equacgao (3.159):

1
Hy;, = - (KT —Kn) 1+aX) —1)] +a (K" —Ki) K},

1
H12 - E {Oé (K%l_k - Kll) Klf2 + (K%Ek - K12) (1 + o (K§2 o 1))}

1
H22 — % {a (Ki;k — Klg) K]fz -+ (K%Q_k - K22) [1 + o (KSQ - 1)] _'_} :

e FENE-CR, equacao (3.160):

H _ L2 l (Kl_k _ Kll)
TR oAk ’
L? 1 _
Hyp = T (Kiz - Kl?)

(A.122)

(A.123)

(A.124)

(A.125)

(A.126)

(A.127)

(A.128)

(A.129)

(A.130)

(A.131)

(A.132)

(A.133)
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(A.134)

(A.135)

(A.136)

(A.137)



APENDICE

B

Discretizacao espacial

A metodologia utilizada para a discretizagao do conjunto de equacoes apresentadas
no decorrer deste trabalho, Navier-Stokes (2.8) e equagao constitutiva (2.10) (ou equagao
(2.25)), bem como as equagoes deduzidas pelos métodos de decomposi¢des matriciais,
(3.32), (3.63) e (3.122), é a metodologia Marker-And-Cell (MAC) [30] combinada com o
método de projecao. O método MAC caracteriza-se pelo uso de uma malha composta
por células deslocadas ("staggered grid"), nas quais as componentes u e v da velocidade
sao definidas nas faces das células e as outras grandezas (representadas por ¢) no centro
das células (ver Figura 17). Além disso, o método MAC adota um procedimento de
classificacao das células, que, para os objetivos deste trabalho, variam apenas com o seu

posicionamento no dominio. Portanto, temos

e Células cheias [F| ("Full"): representam as células cheias de fluido.

e Células de fronteira [B| ("Boundary"): determinam a configuragao do contorno

rigido.
e Células do injeto [I] ("inflow"): definem a entrada de fluido no dominio.

e Células do ejetor [O] ("outflow"): definem a saida de fluido no dominio.

A seguir, apresentamos a discretizacao espacial das equacoes para os tensores das
decomposi¢oes matriciais, bem como para o tensor polimérico T e tensor conformacao
A. Porém, agora, iremos particularizar alguns aspectos dos métodos, simplificando as
equagoes de diferencas. A partir de agora, trataremos somente do modelo constitutivo
Oldroyd-B. Além disso, nao apresentamos a discretizacao espacial das demais equacgoes,
equagoes (4.6), (4.10), (4.13) e (4.14), uma vez que o acréscimo do tensor polimérico
em nada altera a estratégia de solucao das equacoes de quantidade de movimento e da

continuidade. Assim, a discretizacao das demais propriedades podem ser consultadas em
[42].

100
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J\y
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y‘+l_ A
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Figura 17: Representacao da célula computacional deslocada em um ponto genérico (3, j),
em t = t,: as componentes da velocidade sao definidas nas faces da célula e as outras
propriedades no centro da célula.

A fim de garantirmos uma melhor representacao para as equacoes discretas, faremos
uma alteracao na notacao das componentes dos tensores. Seja Z um tensor qualquer, cuja

representagao em coordenadas cartesianas bidimensionais é

Zn 7
_ |4n L (B.1)
Zn  Zay
A partir de agora, denotaremos a matriz Z como
grr 7Ty
= (B.2)
Zyx Zyy

Além disso, consideremos uma func¢ao genérica w = w (z,y,t) como sendo a solucao
exata de uma Equacao Diferencial Parcial qualquer, denotaremos uma solu¢ao aproximada

dessa funcao no ponto (x;,y;,t,) como w},, representando o valor numérico da fungao

INE
neste ponto.

Outra aspecto importante a ser destacado diz respeito ao tratamento especial utilizado
na discretizacao dos termos convectivos da equacao de quantidade de movimento, bem
como da contribuicao nao-newtoniana, e por extensao das decomposigoes matriciais, que
sao discretizados pelo esquema CUBISTA [3]. Desse modo, ndo apresentaremos as dis-
cretizagoes, ou o método empregue aos termos convectivos, mas simplesmente usaremos
a notagao convz () e convy () para os termos envolvendo as derivadas parciais ao longo
das direcoes x e y, respectivamente.

Portanto, a seguir, apresentamos as discretizacoes por diferencas finitas das equacoes
dos tensores 7, A, ¥, Q e K para o modelo constitutivo Oldroyd-B, que compreenderao

as células [F|, [B], [I] e [O]. Ademais, também apresentamos as discretizagoes de algumas
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decomposigoes empregue. Por conveniéncia , omitiremos o indice temporal das variaveis,
devendo ficar subentendido, a menos de outra indicacao, que as variaveis estao em um

mesmo instante de tempo.

B.0.4 Tratamento da contribuicao nao-newtoniana em células [F]

Com base nas equagoes (4.21) e (4.22), necessitamos discretizar a fun¢ao F', que como
ja comentado, depende da estratégia ou decomposicao adotada. Desse modo, apresenta-
mos as equagoes discretas no espago para todos os tensores das decomposicoes, bem como

para o tensor polimérico T e tensor conformagao A, em células |F|.

e Método Padrao: discretizacao da equagao (4.16), com 7 = Z.

0 0
o= — [convx (u7‘“)i7j + convy (UTMC)M] + 2 {8—2 i (Tff + E) + 8_Z |i.j Tf;’
W
(B.3)
F" = — |convz (ut™), . + convy (vT™). | + @ i ( ”—l—ﬁ) +8_u i ( yy_i_g)
i ij Yy ij Op 1+ Tij By ij \Tij
L,
W
(B.4)
FY = — |convz (ut¥), . + convy (vT¥%), .| + 2 v I T+ o ( yy+£)
ij irj Y ij Oz V1 Tij By ' Tij
1
Wi
(B.5)

e Tensor conformagcado: discretizagdo da equacdo (4.17), para A = Z com f e P

tomados como em (2.11) e (2.12), respectivamente.

9, 9,
) g [conv:z (uA™), ; + convy (UAM)Z-J} +2 <8_Z lij ATS + a—Z i Afi’)

(B.6)
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i i . ov - ou
Y = — |convr (uA™), ; + convy (vA™), ;| + or lig ATF + dy i A
(B.7)
L gm
Wi

ov oy . OV
FY = — [convx (uAyy)ivj + convy (vAyy)ivj} +2 <% lij Ai + a9 |i.j Aﬁ/@j’)

1
— (1 - A%
_'_WZ ( 7«7])
(B.8)
e Log-conformagao: discretizacao da equagao (4.18), tomando ¥ = Z com as fungoes

f e P definidas como em (3.33) e (3.34), respectivamente.

Frr = — [convat (u¥®),  + convy (U‘I’m)i,j] +2 (V35975 + BY)

0,5~ %0,j
(B.9)
1 _p\ T
Wi ()=
Ff]y = — [conv:z (u\If””y)M + convy (U\I’xy)m} + QY (\1133]/ — \Ifff) + 2BZ’?
(B.10)
o7 (7).,
Fly]y = — [conv:z (u\Ifyy)M + convy (’U\I/yy)i’j] -2 (\Iffgﬂ“f?; + Bfé’)
(B.11)

s e =1]

A seguir, apresentamos a discretizagao das equagoes das componentes dos tensores

Q, B e e Y. Antes, porém, mostramos o cilculo das matrizes M, B e Q que

auxiliam na obtencao dos tensores 2, B e e~ ¥.

— Matriz M: discretizacao da equagao (3.15).

2@ 9 OV

rax zT T NTT Jv ou "
M = (Oi,j) or li.j +Og’{j0i,j <% lij +8_y |2]) + (Of]) 8_y li; (B.12)
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~ v OU . . OV . 22 OU
(B.13)
OV
+O§{ja—y ij O
~ 2 OU o v o o OU .
(B.14)
ov .
~ 2on 2 OU ov - 2y OU 2 Ov
2y = (0T G5 b +OTI G ey O+ 0T/ 1oy O+ (017 51 by (B15)

— Matrizes e B: discretizacio das equagoes (A.35), (A.36) e (A.37), respecti-

vamente.

TTY A YY TYT A T
M 7AGG + M5 ATS

O = B.16
WT A (10
onde A*™ e A% sao os autovalores do tensor conformacao A.
Bij = Mj (B.17)
BYj = Mj (B.18)

— Matrizes € e B: discretizacao das equagoes (A.32) e (A.31), respectivamente.

2 = 25 (035075 - 070%)) (B.19)

zT zx\2 e xy\ 2 17
Bi§ = (075)" M5 + (075)" MY} (B.20)

TY _ )TT | I )y Y N TYY HYY

Bi,j o Oi,jMi,j Oi,j + Oi,jMi,j Oi,j (B-21)

2\ 2 raz 2 4
BYj = (075)" M7} + (O5)" MY} (B.22)
— Matriz e~¥: neste caso, obtemos a discretizacao deste tensor pela relacao in-

versa de (3.22).
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1 1

- rr X 2
(6 ‘I’)w (OU) Az + (Olg) Ayy- (B23)
2% 2,]
(e = o0 Am oxyog/g W (B.24)
() = (0%)" = + (%) 2 (B.25)
€ 1,7 A:c:c Ayy :

e Decomposicao do tipo raiz quadrada: discretiza¢ado da equagao (3.63), com Q = Z.

P =— [conv:z (u ZJ) + convy (v ”)} + QZ?JJ <GZ3]J + 8_y |,J) +Q o |i.j

E (Qm sz@@f)[l_(<zw2+<@ﬁfﬂ

.
(B.26)
Ff]y = — [convx (qu?JJ) + convy (UQZC?JJ)} + Gmyny + Q” 8 +Qf§’g lij
1 Qi
"o <_@§§@?§ - (@;”?)2) esten )
o (B.27)
oy . OV ov
Fly]y = — [conv:z (u ) + com)y( )} + Q (—Gij’- + E |”) + %a—y i
1 iy 2 2
) b (@ e
<@“ " <@?,§’-)2> 1= (@ @)
(B.28)

— Matriz antissimétrica G: discretizagdo da equacao (A.81).

ou 8u ov ov
(Q’lj " |Z]+ zg y |ZJ)_< cha ,J +ng Z]a )
G = (B.29)

Q5+ n

e Nicleo-conformacao: discretizacao da equacao (3.122).

FP=— [conv:z (qu?) + convy (vaf)] + 2 (ngﬂfg + B“) + WLHW (B.30)
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Fj = = leonva (uKGj) + convy (vKG5) | + Q7 (K75 — Ki5) + 2B

1 (B.31)

+—H%
Wi %7

FY = — [conve (uI2) + convy (vEELY)] +2 (<TI0 + BY) + (- (B.32)

onde Q™ ¢ calculada por (B.19).
A seguir apresentamos o calculo dos termos dos tensores B e H que figuram nas
equacoes acima.
— Matriz B: neste caso, a determinacao deste tensor varia de acordo com a fungao
empregue, isto é,

* Linear deslocada: discretizagao da equacao (3.130).

Bj = BijKij + B (Kij +¢) (B.33)
B = BijKij+ Bij (Kij +¢) (B.34)
Bj = BijKij + Blj (Kij +¢) (B.35)

x Logy: discretizagao da equagao (3.143).

B
B*t = 2 B.
2] In (d) ( 36)
B
BY = —L B.37
5= (B.37)
B
BYY = —~- B.38
=G (B.38)

* Raiz k-ésima: discretizagao da equacao (3.157).

Tx 1 TTF LT T T

Bij = % (Bz',j K5+ BZ?KZ?’) (B.39)
T 1 TTTTL x

B = + (BIKY + BiyKYY) (B.40)

k
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1 xT xT
BYj = 4 (BiKi + BHKY) (B.41)
Para o calculo das componentes de B, usamos as equagdes (B.20), (B.21) e

(B.22).

— Matriz H: novamente, a determinacao da expressao para H depende da trans-

formagao adotada.

« Linear deslocada: discretizagao da equagao (3.131).

HYY = — K3 (B.42)
;= —K5 (B.43)
HY = —K% (B.44)

x Logy: discretizagao da equagao (3.145).

5 = g (951 15
HY = lnl( 7 ()., (B.46)
5 = o (- 1 D

* Raiz k-ésima: discretizagao da equacao (3.158).

vy
HE -  E— - (®2)*+ (®2)7)] (Bag)
T 2\KEKY - (K) ’ ’
1 K*
H=c|- 2 —K¥ (K + KYY
%3 (- ) TR
1 K55 2 2
W & — (ke v
% = (g ) [~ (€0 )] w0

B.0.5 Tratamento da contribuicao nao-newtoniana em células [B]

O tratamento em células [B] consiste em aproximar os tensores no centro da célula

por meio de extrapolacao quadratica envolvendo o valor calculado na face e duas células
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vizinhas no interior do dominio, isto é, dado um tensor genérico Z
8 1
Zp= ngace + 2Zpun + ngull% (B.51)

onde Zp é o valor extrapolado no centro da célula [B|, Z g, € o valor calculado na face
e Zrun € Lz sao valores de Z em células |F| vizinhas a [B].

Este valor calculado na face obtem-se por meio do emprego de simplificagoes na equa-
¢ao constitutiva do tensor 7 ou tensor conformacao A, que também fazemos para os ten-
sores das decomposicoes matriciais. Estas simplificacoes ocorrem mediante as condicoes
de nao-escorregamento e impermeabilidade, resultando em (2.35) e (2.36). Além disso,
algumas derivadas espaciais das componentes u e v também sao anuladas, de acordo com
o posicionamento das paredes solidas, em consequéncia destas condi¢oes. Desta forma,
aplicamos a estratégia de integracao temporal com o método RK21 as equagoes dos ten-
sores na face, mesmo procedimento empregue em células [F|. Vale ressaltar que, para
as discretizacoes apresentadas a seguir, foram empregues as mesmas simplificagoes nas

equagdes constitutivas adotadas em [42] para o calculo na face de células |B].
e Fronteira rigida paralelo ao eixo y

— Padrao: discretizagdo da equagao (4.16), com T = Z.

Trxr 1 Trxr
Fi+%g‘ T W it (B.52)
v 1
vy _ T Ty
Fi-i—%,j " Or |i+%,j (Ti—i-%,j +€) - WZ'T”‘%J (B.53)
v 1
yy _ 9" Ty . Yy
Fz‘+%,j N an |i+%7j Titdd Wi ith (B.54)

— Tensor conformacao: discretizagao da equagao (4.17), para A = Z com f e P

tomados como em (2.11) e (2.12), respectivamente.

xrx 1 xrx
By = W (1 - Az’+§,j) (B.55)
ov 1
Yy — Tx Ty
i+ O liv1g ATy — —W,L’Ai—i-%,j (B.56)

ov 1
v wy uy AW
Fi+%’j_2(89: |Z-+%7j Ai+§,j+Az‘+%,j)+W¢ <1 AH%J) (B.57)
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— Log-conformacao: discretizacdo da equagao (4.18), tomando ¥ = Z com as

fungoes f e P definidas como em (3.33) e (3.34), respectivamente.

1
Tz Ty Ty zT —U\ T o
Fifh =2 (\DH%JQ + BT, J) + [(e )H%J 1]

ity = (\I]?ﬁ%,j - \Iffjf%,» +2B7, + % ()i,
Fy =2 (V0 B) s [ -]
x Matriz 1\7[: discretizagao da equacao (3.15).
itz =00, 0ty S
N, = 00 5 s O
My = Ol 5 s 0T
N, =0, 5y O,

(B.58)

(B.59)

(B.60)

(B.61)

(B.62)

(B.63)

(B.64)

+ Matrizes Q e B: equacoes (B.16), (B.17) e (B.18) calculadas em (i+3,7)-
* Matrizes © e B: equagoes (B.19), (B.20), (B.21) e (B.22) céalculadas em

(i+12.3).

* Matriz e”¥: equagdes (B.23), (B.24) e (B.25) célculadas em (i + 1, j).

— Decomposigao do tipo raiz quadrada: discretizagao da equagao (3.63), com

Q=2

Fxx — Yy Yy
2+ \J Qz—i— sz—l-é J_'_

Qv
+2v1m Sk 5 [1 - ((iné,jf + (@

rx vy _ ry
Qz’+%7jQi+%7j <Q' 3

Z+2 7j

)]

(B.65)
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Jv
TY yy TT
F+ J GH— JQH- J_'_QH- 3 Ox ‘H%J—i_
zy
1 Qi"'%’j TT yy
il T w2 [ Cirss (QH Y QH%J)]
Qi+%,jQi+%,j B <Qi+%,j)

(B.66)

821
vy Ty zy
Fz+ J_Qi—l—%,j( Gz—l— J 8:17 |i+§,j +

1 fo% j 2 2
’ 1= (@) + (em,)
+2Wi Q= QY. — <wa )2 Q“’%’J + QH%,J
i+1.5 Vil i+5.
(B.67)
* Matriz antissimétrica G: discretizacao da equagao (A.81).
e OV |
TWipl o ikl
GY, = 27 0p Tt (B.68)
7 T vy
tad Qz’—l—%,j + Qi-i—%g’
— Nucleo-conformagao: discretizacao da equagao (3.122).
i+3g T i+3.g ik it g Wi itz '
1
— Oy vy T Ty Ty
F = (KW, K ) 42+ HY (B.70)
vy _ Ty Oy vy vy
P =2 (K, 0N +BY, )+ WZHH'z . (B.71)

x Matriz B: neste caso, a determinacao deste tensor varia de acordo com a

funcao empregue, isto é,

- Linear deslocada: equagoes (B.33), (B.34) e (B.35) calculadas em

(i+3.7)

- Loga: equagdes (B.36), (B.37) e (B.38) calculadas em (i + 3, j).

- Raiz k-ésima: equagdes (B.39), (B.40) e (B.41) calculadas em (i + 3, 7).
Para o calculo das componentes de B, usamos as equagoes (B.20), (B.21)
e (B.22) calculadas em (i + 3, j).
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x Matriz H: novamente, a determinacao da expressao para H depende da
transformacao adotada.
- Linear deslocada: equagoes (B.42), (B.43) e (B.44) calculadas em
(i+35.7)-
- Logq: equagoes (B.45), (B.46) e (B.47) calculadas em (i + 3, 7)..
- Raiz k-ésima: equagdes (B.48), (B.49) e (B.50) calculadasem (i + 3, 7)..

Por diferencas centrais de segunda ordem obtemos a tnica derivada nao-nula das
componentes da velocidade u, para quando tomamos a fronteira rigida paralela ao

eixo ¥, como

v Vi1, — Vi
o [ o (B.72)
onde .

Tomemos novamente um tensor genérico Z, como representante de todos os tensores

aqui considerados. Entao, apos o calculo de Z,, 1 ; na face, aplicamos a extrapolagao
27

(B.51), ou seja,

8 1
Z; = gZH%,j — 2215+ gzi+2,j- (B.74)

e Fronteira rigida paralelo ao eixo x:

— Padrao: discretizagdo da equagao (4.16), com T = Z.

ou 1
rr = Ty T
ﬂvj'f‘% o 28_y |i7j+% Ti7j+% - W’iTi’j+% (B75)
ou 1
vy - — vy o Ty
F;yj+% - 8y |i7j+% <Ti7j+% +£) W?:Tihj'i_% (B76)
o — 1 LUy (B.77)
iits Wi bits :

— Tensor conformacao: discretizagao da equagao (4.17), para A = Z com f e P

tomados como em (2.11) e (2.12), respectivamente.

ou Amy1+i,(

Fijrs = 2a_y lig+d A T 777

ij+3

1 Am%) (B.78)

Z7-7

o 2 O g e (B.79)

..1—_"‘ N AP S |
Lits Oy i Lty Wi Wit
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1
R = (1= 42) (350

— Log-conformacao: discretizacao da equagao (4.18), tomando ¥ = Z com as

fungoes f e P definidas como em (3.33) e (3.34), respectivamente.

+ B )+ L (), -1 (B.81)

ity bty wity) hits

Frr, =2 (v o

2]—1—

1
Ty vy Tz Ty A
Y, = o (wr PR o) 2B A G N (B.82)
1
v Ty Oy uy I A
Fo = =2 (W0 B ) o (e, -1 (Bs3)
+ Matriz M: discretizacdo da equacio (3.15).
e e OU
”+1 —OfHQO”Jr 3y ij 2 (B.84)
ou
Ty T vy
M, =05 15y e Ol (B.85)
~ ou
yx —_ NTY yx
Mi,j+% - Ou+ Ay ity OLH% (B.86)
i —om 20 om (B.87)
ij+s ij+s ay bity i+l :

+ Matrizes Q e B: equacoes (B.16), (B.17) e (B.18) célculadas em (i, +3)-

* Matrizes © e B: equagoes (B.19), (B.20), (B.21) e (B.22) céalculadas em
(1,5 +3)-

* Matriz e”¥: equagoes (B.23), (B.24) e (B.25) célculadas em (5 + ).

— Decomposicao do tipo raiz quadrada: discretizagdo da equacao (3.63), com

Q=2
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Ty WY
F’Z‘]—‘rl _Glj+1Q ]+1+
zy
1 Qi,j-{-% o
+2W7’ B T vy - (me )2 [ QZ]+ <Q +1+QZ]+ )]
ij+s ij+i ij+3
(B.89)
vy Ty
F’i,j-i—% - QZ ]-l— GZ ]—l—l_l_
TT P 1
1 QZ j_;’_%?".] + 2 2 2
| 1= (@) + (@)
"o Q¥ QY — <Qxy )2 Qiser) T\
ijts ity ity
(B.90)
* Matriz antissimétrica G: discretizacao da equagdo (A.81).
ou
vy
- QZ]+ 8y |Zj+%
Gz ?j/+ T vy (Bgl)
: Qz j+1 + Qz ]-l—
— Nicleo-conformacao: discretizacao da equagao (3.122).
ity bit+s gty T Tty ) Yy ity '
Y — Oy vy Tx Ty Ty
FYL = (R, - K, )+ 2B, + Wszz (B.93)
1
vy Ty Ty Yy vy
P, =2 (K00 B L) + Y (B.94)

x Matriz B: neste caso, a determinacao deste tensor varia de acordo com a

funcao empregue, isto é,

- Linear deslocada: equagoes (B.33), (B.34) e (B.35) calculadas em

(1 + ).

- Logq: equagdes (B.36), (B.37) e (B.38) calculadas em (i,j + 3).

- Raiz k-ésima: equagoes (B.39), (B.40) e (B.41) calculadas em (i,7 + 3).
Para o calculo das componentes de B, usamos as equacgoes (B.20), (B.21)
e (B.22) calculadas em (i, + 3).
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x Matriz H: novamente, a determinacao da expressao para H depende da

transformacao adotada.
- Linear deslocada: equagoes (B.42), (B.43) e (B.44) calculadas em
(4,5 +3)--
- Logq: equacdes (B.45), (B.46) e (B.47) calculadas em (4,7 + 1)..
- Raiz k-ésima: equagdes (B.48), (B.49) e (B.50) calculadas em (i, + 3)..

Por diferencas centrais de segunda ordem obtemos a tinica derivada nao-nula das compo-

nentes da velocidade u, para quando tomamos a fronteira rigida paralela ao eixo z, dada

por
Ju Wij+1 — Ui
oy lij+1= T (B.95)
onde .

1 na face, aplicamos a extrapolagao (B.51), isto é,

Apos o calculo de Z,; ;, 1

8 1
Zi,j = gzi,ﬂ% - 2Zi,j+1 + gzi,j+2- (B.97)

B.0.6 Tratamento da contribuicao nao-newtoniana em células [I]
e [O]

Para as regioes de entrada e saida de fluidos, todos os calculos sao realizados com
o tensor polimérico 7, equagoes (5.2) e (2.39), respectivamente, independentemente do
métodos adotado. Esta abordagem é empregue, uma vez que nao possuimos condigoes de
"inflow"e "outflow'"para os tensores das decomposicoes matriciais. Assim, calculamos o
tensor polimérico T nestas regioes, e posteriormente, transferimos os valores para o tensor
conformacao A, que por sua vez, permite-nos obter os tensores das decomposicoes.

Na regiao de entrada de fluido impomos a solugao analitica (5.2), que é calculada na
face das células células |I]. Sem perda de generalidade, consideraremos a regido de saida

de fluido paralela ao eixo y. Logo, as discretizagoes das equagoes (5.2) sdo dadas por

o 2Wi u 2
Ti+%,j = E (1 - ﬁ) (8_y |i+;,j) (B98)
1 du
ry _ _ e
Tl T e (1-0) (8y |i+;,j) (B.99)
e
T/ =0 (B.100)

i+3.J
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Apos calculado na face de [I], usamos uma extrapolacdo linear para inserir um valor

no centro da célula, dada por

Trg =27 — T

0. +3 Ly
Ty _ o xy __xy
T = 27’i+% Tii1
e
vy Yy
Tig = “ Tt

(B.101)

(B.102)

(B.103)

Para a regiao de saida de fluido, a condi¢ao adotada é Neumann homogéneo (2.39).

Novamente, sem perda de generalidade, consideramos esta regiao paralela ao eixo y. As-

sim, as equagoes para a contribuicao nao-newtoniana 7 sao dadas por

Trxr T
Tij = " Ti-14
Ty __ Yy
Tij = 7Ti-1
[§]
vy __ vy
Tig = T Tim1j

(B.104)

(B.105)

(B.106)

Finalmente, apos o cédlculo destes tensores, nas regioes de entrada e saida de fluido,

estes sao transferidos para o tensor conformacao A, que por sua vez, proporciona o calculo

dos demais tensores das decomposicoes matriciais.



APENDICE

C

Calculo dos tensores na tampa da

cavidade

Nesta etapa do trabalho, iremos discutir o método de extrapolagao empregue no calculo
dos tensores na tampa da cavidade, bem como outra possibilidade que pode ser adotada
para o calculo destes tensores, embora nao empregue neste trabalho. A notacao que
usaremos para as componentes dos tensores sao as mesmas adotadas no Apéndice B. A
extrapolacao usada para o calculo dos tensores na tampa, ¢ uma extrapolacao linear, na
qual, para o calculo de um tensor nesta regiao, usamos apenas dois tensores definidos no

centro de celulas [F| proximas a célula a ser calculada, isto é,
Zij =2Zi51 = Zij-2, (C.1)

onde Z é um escalar qualquer, representando as componentes do tensor polimérico e
dos tensores das decomposi¢coes matriciais. A seguir, apresentamos as equagoes para o
calculo das extrapolacoes com o tensor polimierico 7. Nao apresentamos as equagoes para
os tensores das decomposicoes, uma vez que o raciocinio empregue para estes tensores
é analogo ao que apresentamos para 7. Desta forma, as equagoes para o calculo das

componentes 7, 7% e 7Y% sao dadas, respectivamente, por

TTr TT TT
T = 2T — T g (C.2)
Ty o _ay zy
Tl =2 =T, (C.3)
e
Yo o Yy vy
Tig = 4T -1 Tij—2- (C.4)
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Outra alternativa de solu¢ao na tampa, é semelhante ao que foi adotado nas paredes so6-
lidas, células |B| estaticas. Entretanto, ndo mais temos a condi¢do de nao-escorregamento,
equagao (2.35). Mas, agora, consideramos as componentes u e v da velocidade como de-
finidas em (5.6).

Com esta configuracao, as unicas derivadas espaciais da velocidade que se anularao

ou Ov

Sao 8_y e —. As demais derivadas sao obtidas da seguinte forma
x
du 1
— =81 — = 2¢ (1 —x) (1 —2 :
e 8( +tcmh(8 (t 2))) x(l—x)( x) (C.5)
’ w0
v u
- C.6
dy ox’ (C.6)

resultantes da derivagdo, analitica, de u, equagdo (5.6), e da equagao da continuidade,
equagao (2.9), respectivamente.

Novamente, apresentamos as equagoes do tensor polimérico 7 (2.25), apenas o modelo
Oldroyd-B, com as simplificacoes discutidas acima. Nao faremos para os tensores das
decomposigoes, uma vez que o raciocinio empregue para estes tensores é semelhante ao
que empreenderemos para o tensor polimérico 7. Assim, apresentamos as equacoes do

tensor polimérico com as simplificagoes sugeridas, dadas por

or™ 0 (ur®™) ou T
_l_

0Ty  O(ur™) 7%
ot or Wi (C8)
e
vy vy Yy
o | OT) o0 ey T (C.9)

ot Ox dy Wi
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