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Resumo

Uma di�
uldade na solução de es
oamentos vis
oelásti
os 
omplexos o
orre quando

instabilidades numéri
as surgem na simulação, resultantes de um 
olapso ("breakdown")

dos esquemas numéri
os apli
ados na solução da equação 
onstitutiva para �uidos não-

newtonianos. Essa di�
uldade é 
onhe
ida na literatura 
omo o Problema de Alto Número

de Weissenberg ou "High Weissenberg Number Problem"(HWNP). Nesta dissertação, in-

vestigamos de
omposições matri
iais apli
adas ao tensor 
onformação A empregues 
omo

métodos de estabilização na simulação do HWNP.

Na primeira parte deste trabalho, 
om o propósito de 
ompreender a teoria usada para


onstruir as abordagens de estabilização, efetuamos um amplo estudo sobre de
omposições

matri
iais, objetivando investigar três métodos diferentes: log-
onformação, de
omposição

do tipo raiz quadrada e nú
leo-
onformação. Após isso, no 
ontexto do método "Marker-

and-Cell", empregamos dis
retizações por diferenças �nitas juntamente 
om o método de

projeção na implementação das de
omposições matri
iais, visando solu
ionar o HWNP.

O 
ódigo é veri�
ado utilizando o problema de um es
oamento bidimensional entre pla
as

paralelas ("Poiseuille �ow") para um �uido Oldroyd-B. Finalmente, os esquemas numéri-


os são testados, mediante a simulação de um es
oamento vis
oelásti
o em uma 
avidade


om tampa móvel, examinando as té
ni
as de estabilização em termos de estabilidade e

pre
isão.

Palavras-Chave: Instabilidades numéri
as, Problema de Alto Número de Weissenberg,

Es
oamentos vis
oelásti
os, Tensor 
onformação, Equações de Navier-Stokes, Diferenças

�nitas.
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Abstra
t

One di�
ulty in the solution of 
omplex vis
oelasti
 �ows o

urs when numeri
al ins-

tabilities arise in the simulation. The instabilities result in a breakdown of numeri
al

s
hemes used for solving the 
onstitutive equation for non-Newtonian �uids. This di�-


ulty is known as the High Weissenberg Number Problem (HWNP). In this dissertation,

we analyze matrix de
ompositions applied to the 
onformation tensor A that are used as

stabilization te
hniques in the simulation of HWNP.

In the �rst part of this work, in order to understand the theory used to 
onstru
t

the stabilization approa
hes, 
omprehensive studies have based on matrix de
ompositi-

ons been 
arried out. The goal is to investigate three di�erent methods: the logarithm

transformation, the symmetry fa
torization, and the generi
 kernel-
onformation tensor

transformation.

After this, in the 
ontext of the "Marker-and-Cell (MAC)"methodology, we employ a

�nite di�eren
e dis
retization together with the proje
tion method to implement the ma-

trix de
ompositions for solving the HWNP. The 
ode is veri�ed using the two-dimensional

Poiseuille �ow of an Oldroyd-B �uid. Finally, the numeri
al te
hniques are tested exa-

mining the stability and a

ura
y of the stabilization te
hniques in the simulation of the

vis
oelasti
 lid-driven 
avity �ow.

Keywords: Numeri
al instability, High Weissenberg Number Problem, Vis
oelasti
 �ow,


onformation tensor, Navier-Stokes equations, Finite-di�eren
es.
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Capítulo

1

Introdução

O estudo de es
oamentos de �uidos vis
oelásti
os tem grande destaque em reologia


omputa
ional, uma vez que em apli
ações industriais muitos materiais, no pro
esso de

fabri
ação, se 
omportam 
omo �uidos vis
oelásti
os. Por exemplo, podemos 
itar produ-

tos para a indústria automobilísti
a, a maioria das embalagens para produtos alimentí
ios,

indústria aeroespa
ial, produtos de beleza, tintas, entre muitos outros. Assim, o estudo

destes es
oamentos tem despertado o interesse de muitos pesquisadores.

Os �uidos vis
oelásti
os, grosso modo, são �uidos 
omplexos que possuem memória,

apresentando propriedades vis
osas e elásti
as ao mesmo tempo. Desta forma, as equa-

ções de Navier-Stokes são insu�
ientes para des
rever o es
oamento por 
ompleto, sendo

ne
essário o a
rés
imo de uma equação 
onstitutiva para o tensor não-newtoniano τ , que

representa o 
omportamento reológi
o do material. Há na literatura uma vasta quantidade

de modelos 
onstitutivos, dentre eles 
itamos: Phan-Thien Tanner (PTT), Oldroyd-B,

FENE-model, POM-POM, Upper Conve
ted Maxwell (UCM) e Giesekus [8, 43℄.

Apesar do impetuoso esforço e notável progresso na simulação de es
oamento de �ui-

dos vis
oelásti
os, problemas de instabilidade numéri
a vem surgindo juntamente 
om

estes avanços. Em espe
ial, uma di�
uldade 
onhe
ida 
omo Problema de Alto Número

de Weissenberg ou "High Weissenberg Number Problem" (HWNP), se apresenta 
omo um

grande obstá
ulo na reologia 
omputa
ional desde o iní
io dos anos 1970 [50℄. Este é um

fen�meno numéri
o que a
arreta em instabilidades e/ou na não 
onvergên
ia da solução,

mesmo 
om diferentes formulações ou formas de dis
retização (diferenças �nitas, volumes

�nitos, elementos �nitos, entre outros). O termo HWNP, refere-se à observação experi-

mental de que todos os métodos numéri
os entram em 
olapso ("breakdown") quando o

número de Weissenberg (Wi) - um parâmetro adimensional usado no estudo de es
oa-

mentos vis
oelásti
os, de�nido 
omo o produto entre o tempo de relaxação do �uido (λ) e

a es
ala de tempo do es
oamento (

U
H
) - ex
ede um determinado valor 
ríti
o (Wicrit), que

depende de vários fatores, por exemplo, a geometria do problema, equação 
onstitutiva,

1



2

dados ini
iais, método numéri
o e a malha 
omputa
ional [39℄. A observação de que há

uma variação no valor de Wicrit 
om a mudança da geometria empregue, pode ser 
ons-

tatada por meio das Figuras 1, 2 e 3, na qual temos diferentes valores de Wicrit para um

mesmo tipo de �uido, Oldroyd-B, mas 
om diferentes geometrias (
avidade, 
ontração 4:1

e 
ilindro, respe
tivamente).

Literatura Wicrit
Fattal e Kupferman [27℄ < 0.5

Chen et al. [14℄ = 0.75

Figura 1: Es
oamento em uma 
avidade. Fonte: Piller e Nobile [54℄

Literatura Wicrit
Walters e Webster [69℄ ≃ 2.8

Chen et al. [14℄ 1.5

Figura 2: Es
oamento em uma 
ontração de razão 4:1. Fonte: Wa
hs et al. [68℄

Literatura Wicrit
Fan et al. [25℄ ≃ 0.9

Oliveira e Miranda [49℄ = 1.0

Figura 3: Es
oamento em torno de um 
ilindro 
on�nado. Fonte: Dyke [23℄

Já por muito tempo pesquisadores vem sofrendo fra
assos em forne
er resultados nu-

méri
os para além do valor 
ríti
o do número de Weissenberg, 
hamado por Keunings

[38℄ de problema notável ("outstanding problem"). Desta forma, abordagens alternativas

foram sendo desenvolvidas 
om o de
orrer do tempo [62℄. Uma primeira ideia relevante,

foi o uso de um sistema de equações a
opladas, onde a pressão, velo
idade e tensor não-

newtoniano são resolvidos simultaneamente usando-se a eliminação gaussiana, na qual o
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sistema linear original é transformado num sistema triangular equivalente. Esta, embora

não tenha resolvido o HWNP, desempenhou um papel importante, uma vez que 
onseguiu

estender o valor 
ríti
o do número de Weissenberg para além do que se havia al
ançado

até então. Outra ideia nesse sentido, proposta por Sureshkumar e Beris [60℄, que há muito

tempo vem sendo usada, é a adição de uma tensão difusiva arti�
ial à equação 
onsti-

tutiva visando amorte
er as instabilidades. Apesar do su
esso desta abordagem (ver em

[7, 24, 12, 13, 35, 61, 44, 21℄), foi questionado se este termo não estaria mas
arando ou

modi�
ando a físi
a do problema, ou seja, forne
endo uma solução sem sentido físi
o [65℄.

Outro método que faz uso de um termo difusivo é o método 
onhe
ido 
omo "both sides

di�usion"(BSD), entretanto, o termo difusivo não é apli
ado à equação 
onstitutiva, que

permane
e inalterada, mas à equação de quantidade de movimento. Nesta té
ni
a o termo

difusivo é adi
ionado aos dois membros da equação de quantidade de movimento, enquanto

um deles é usado de maneira explí
ita o outro é empregue impli
itamente [55, 70℄.

Um tratamento que vem ganhando destaque no meio a
adêmi
o, é a apli
ação de

de
omposições matri
iais no tensor 
onformação A, reformulando sua equação 
onsti-

tutiva. A propriedade fundamental deste tensor é de ser simétri
o e de�nido positivo

(SPD) [31, 32℄. A perda desta propriedade, resultante do a
úmulo de erros numéri
os,

é tomada 
omo a prin
ipal responsável pelo surgimento de instabilidades na simulação

[4, 22, 26, 27, 65, 66℄. Contudo, do ponto-de-vista dos pesquisadores Afonso et al. [1℄, a

perda desta propriedade é imputada 
omo uma 
onsequên
ia do HWNP. Seja 
omo for,

este atributo espe
ial, a positividade de A, é o que possibilita as diversas de
omposições

sobre este.

Dois métodos que investiram no uso de de
omposições matri
iais apli
adas ao ten-

sor 
onformação A, de
omposição em autovalores e autovetores, 
hamada de de
ompo-

sição espe
tral ("
ontinuous eigende
omposition"), e de
omposição de Cholesky, foram

apresentadas por Vaithianathan e Collins [65℄. Neste trabalho, os autores demonstram


omo 
onstruir equações de evolução para os autovalores e autovetores de A, além de


onstruírem uma equação evolutiva para a matriz triangular inferior, gerada mediante a

de
omposição de Cholesky. Segundo os autores, estas duas de
omposições garantiram a

positividade do tensor 
onformação, e 
onsequentemente a estabilização da solução. Uma

apli
ação re
ente da té
ni
a 
om a de
omposição espe
tral pode ser vista em [66℄. Origi-

nalmente desenvolvido para o modelo FENE-P [65℄, foi ampliado em [66℄ para os modelos

Giesekus e Oldroyd-B.

Uma ideia que se desta
ou 
om o uso das de
omposições matri
iais, deve-se aos traba-

lhos de Fattal e Kupferman [26, 27℄, que propuseram uma nova formulação para a equação


onstitutiva do tensor 
onformação 
om o uso da matriz logarítmi
a deste tensor. Em

suma, este método reformula a equação 
onstitutiva do tensor 
onformação A, mediante

uma de
omposição matri
ial apli
ada ao gradiente da velo
idade, e faz uma mudança de

variável, substituindo o tensor 
onformação pela sua matriz logarítmi
a. Esta formulação
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�
ou 
onhe
ida 
omo matriz logarítmi
a ou log-
onformação ("log-
onformation"). Este

método, embora não tenha solu
ionado 
ompletamente os problemas do HWNP, foi sig-

ni�
ativo, uma vez que 
ontribuiu para a estabilidade dos esquemas numéri
os para altos

valores de Wi sem a adição empíri
a de termos difusivos, ou seja, sem alterar a físi
a por

trás do problema original. Após a publi
ação da formulação log-
onformação de Fattal e

Kupferman, diversos pesquisadores empregaram esta té
ni
a para es
oamentos de �uidos

vis
oelásti
os em diferentes formas de dis
retização, por exemplo, Fattal e Kupferman

[26, 27℄ e Tomé et al. [64℄ apli
aram ao método de diferenças �nitas, Hulsen et al. [33℄,

Kwon [40℄, Coronado et al. [18℄, Kane et al. [37℄, Ilin
a et al. [36℄ e Damanik et al.

[19℄ usaram o método de elementos �nitos, e Afonso et al. [1, 2℄ apli
aram ao método de

volumes �nitos. Em todas estas situações houve um aumento na estabilidade dos méto-

dos. Uma formulação mais simples da té
ni
a log-
onformação foi proposta por Coronado

et al. [18℄, no 
ontexto de elementos �nitos, que pode ser apli
ada a todas as equações

governantes (
ontinuidade, quantidade de movimento e equação 
onstitutiva) de maneira

a
oplada usando o método de Newton. Posteriormente, Kane et al. [37℄ realizaram um

estudo 
omparativo entre a proposta original do log-
onformação de Fattal e Kupferman

[26, 27℄, a formulação empreendida por Coronado et al. [18℄ e outras duas variações desta

última. Mais re
entemente, Damanik et al. [19℄ usaram a formulação log-
onformação

apli
ada ao método de elementos �nitos monolíti
o, este 
al
ula as variáveis velo
idade,

pressão e o logaritmo do tensor 
onformação de maneira totalmente a
oplada. O sistema

não-linear gerado por este a
oplamento também é resolvido pelo método de Newton.

Outra té
ni
a, proposta por Bal
i et al. [4℄, sugere uma nova formulação baseada

na de
omposição matri
ial do tipo raiz quadrada do tensor 
onformação, que �
ou 
o-

nhe
ida 
omo representação por raiz quadrada-
onformação "square-root-
onformation

representation"(SRCR). Esta formulação, segundo os autores, resultou em vantagens em

termos de estabilidade, bem 
omo, em pre
isão. Ainda, outra té
ni
a 
om o uso do ten-

sor deformação foi proposta por Lozinski e Owens [41℄. Mais re
entemente, Afonso et

al. [2℄, apresentaram uma formulação, também vantajosa em termos de pre
isão e esta-

bilidade, denominada nú
leo-
onformação ("Kernel-
onformation"), a qual generaliza as

formulações de Fattal e Kupferman [27, 26℄ e de Bal
i et al. [4℄, isto é, as formulações

log-
onformação e de
omposição do tipo raiz quadrada são 
asos parti
ulares desta. Ade-

mais, este método admite o uso de qualquer transformação ao tensor 
onformação A que

seja 
ontínua, inversível e diferen
iável.

O pre
iso me
anismo responsável pelo HWNP ainda é algo des
onhe
ido ou, 
omo

men
ionado por alguns autores ([26, 27, 33℄), dispõe de alguns mistérios. Entretanto,

muita 
ompreensão sobre parte da origem das instabilidades do HWNP foi es
lare
ida

pelos trabalhos de Fattal e Kupferman [26, 27℄. Muitos modelos 
onstitutivos para a 
on-

tribuição não-newtoniana apresentam em sua 
omposição a derivada 
onve
tiva superior
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de Maxwell "Upper-Conve
ted Maxwell" (UCM), dada por

∇

τ =
∂τ

∂t
+∇. (uτ )−

(

∇uτ + τ∇uT
)

, (1.1)

onde u é o 
ampo de velo
idade e τ é a 
ontribuição não-newtoniana. Os modelos 
om

esta 
ara
terísti
a sofrem em razão de uma 
ompensação inadequada entre os termos

∇. (uτ ) (
onve
ção) e ∇uτ + τ∇uT
(deformação) quando tomamos um valor elevado

para Wi. Isto o
orre porque a 
ontribuição do termo fonte, que envolve o número de

Weissenberg, é reduzida 
om o aumento de Wi, transferindo todo o en
argo em equilibrar

o valor gerado pela deformação para o termo 
onve
tivo, a
arretando em instabilidades

e no 
res
imento ilimitado ("blowup") da 
ontribuição não-newtoniana. Outra maneira

de expor esta situação é através do polin�mio interpolador. Este polin�mio, usado na

aproximação da equação diferen
ial, 
omo, o método de diferenças �nitas que faz uso

do polin�mio de Taylor, não 
onsegue representar 
orretamente o per�l exponen
ial da

solução, gerado pela deformação, estimulando o surgimento do HWNP. Estes problemas

são ainda mais a
entuados em simulações que envolvem geometrias 
omplexas, onde há a

presença de pontos de estagnação (ou pontos singulares), onde o 
res
imento exponen
ial

das tensões normais são mais intensos [59℄.

Fattal e Kupferman elu
idam estas observações feitas a
ima por meio de uma equação

es
alar de adve
ção, que 
hamaremos de equação teste ("toy model"). O uso desta equa-

ção teste, que representa a equação 
onstitutiva do tensor 
onformação, justi�
a-se pois

as instabilidades presentes na solução de um sistema de equações para es
oamentos vis-


oelásti
os, equações de Navier-Stokes juntamente 
om a equação 
onstitutiva, persistem

mesmo quando desa
oplamos as equações de 
onservação do momento e a equação 
ons-

titutiva, o que nos permite usar a equação teste de maneira isolada. Assim, o surgimento

das instabilidades pode ser estudado 
onsiderando-se uma 
on�guração mais simples do

modelo 
onstitutivo, onde a velo
idade é mantida �xa. Estas simpli�
ações nos 
onduzem

à seguinte equação de adve
ção linear em uma dimensão 
om termo fonte para a variável

φ = φ(x, t), 
om x ∈ [0, 1],

∂φ

∂t
+ a (x)

∂φ

∂x
− b (x)φ = − 1

Wi
φ, (1.2)


om a (x) , b (x) > 0, 
ondição de 
ontorno φ (0, t) = 1 e 
ondição ini
ial φ (x, 0) = 1.

Rela
ionando esta equação teste 
om a equação 
onstitutiva, as funções a (x) e b (x)

representam a velo
idade u (x, t) e a taxa de deformação ∇u, respe
tivamente.

A solução exata da equação teste (1.2) para o 
aso esta
ionário é dada por

φ = exp

(
∫ x

0

(

b (x′)−Wi−1

a (x′)

)

dx′
)

. (1.3)
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Seguindo a mesma estratégia apresentada em [26℄, dis
retizamos a equação (1.2) pelos

métodos de Euler explí
ito (derivada temporal) e "Upwind" de primeira ordem (termo


onve
tivo). Como o termo a (x) 
onve
ta φ para direita, isto é, a (x) > 0, ∀x ∈ [0, 1],

dis
retizamos a derivada espa
ial de φ por uma diferença regressiva. Assim, a equação de

diferenças �
a

φn+1
i − φn

i

∆t
+ ai

(

φn
i − φn

i−1

∆x

)

− biφ
n
i = − 1

Wi
φn
i , (1.4)

ou ainda

φn+1
i =

(

1− ai∆t

∆x
+∆t

(

bi −
1

Wi

))

φn
i +

∆t

∆x
aiφ

n
i−1, (1.5)

onde ai = a (xi) e bi = b (xi), 
om i ∈ Z (
onjunto dos números inteiros).

A�m de garantirmos a estabilidade da equação (1.5), pre
isamos impor que os 
oe�-


ientes de φn
i e φn

i−1 sejam menores ou iguais à 1, ou seja,

ai∆t

∆x
≤ 1 (1.6)

e

1− ai∆t

∆x
+∆t

(

bi −
1

Wi

)

≤ 1. (1.7)

Observamos que a primeira 
ondição (1.6) é automati
amente satisfeita 
om a hipótese

de a (x) > 0, juntamente 
om a 
ondição CFL. A segunda 
ondição é satisfeita pela

imposição

(

bi −
1

Wi

)

≤ 0, (1.8)

que impli
a

Wi ≤ 1

bi
. (1.9)

Ainda de (1.7), derivamos uma restrição sobre o passo espa
ial ∆x

∆x ≤ ai
bi −Wi−1

. (1.10)

Note que esta é uma restrição sobre o passo na malha espa
ial (que também é uma

restrição ao número de Weissenberg), não é a 
ondição CFL que é uma restrição sobre o

passo no tempo. Quanto maior o valor deWi em (1.10) menor deverá ser o passo espa
ial.

Esta 
ondição se torna muito restritiva. Este fato nos 
onduz ao prin
ípio do HWNP, que

é limitar o tamanho de Wi.

A �m de ilustrar, teori
amente, a e�
iên
ia das de
omposições matri
iais seguiremos

as ideias de Fattal e Kupferman [26, 27℄, Hulsen et al. [33℄ e Afonso et al. [1℄. De�nimos

a função θ (x) 
omo representante das de
omposições matri
iais, e esta deverá satisfazer

três requisitos: 
ontínua, diferen
iável e inversível. A seguir, apresentamos os efeitos que
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as de
omposições baseadas na transformação logarítmi
a em qualquer base e raiz k-ésima,


om k ∈ Z, o
asionam na equação 
onstitutiva.

• Função logd (), ou seja:

θ = logd (φ) , (1.11)

onde d > 0 e d 6= 1. Assim, pela apli
ação inversa, segue que

φ = dθ. (1.12)

Substituindo a relação (1.12) em (1.2), segue que

∂dθ

∂t
+ a (x)

∂dθ

∂x
− b (x) dθ = − 1

Wi
dθ. (1.13)

Apli
ando em (1.13) a regra da 
adeia e multipli
ando por

(

dθln (d)
)−1

, resulta na

seguinte equação de adve
ção para θ:

∂θ

∂t
+ a (x)

∂θ

∂x
=
b (x)−Wi−1

ln (d)
, (1.14)


om 
ondição de 
ontorno θ (0, t) = 0 e 
ondição ini
ial θ (x, 0) = 0 (pois logd (φ (0, t) = 1) =

0 e logd (φ (x, 0) = 1) = 0). Novamente, dis
retizando pelo método de Euler explí
ito

e Upwind, resulta em

θn+1
i − θni
∆t

+ ai

(

θni − θni−1

∆x

)

=
bi −Wi−1

ln (d)
, (1.15)

ou ainda,

θn+1
i =

(

1− ai∆t

∆x

)

θni +
ai∆t

∆x
θni−1 +∆t

(

bi −Wi−1

ln (d)

)

. (1.16)

Impondo a restrição de estabilidade sobre esta nova equação (1.16), temos

1− ai∆t

∆x
≤ 1, (1.17)

que impli
a

ai∆t

∆x
≥ 0. (1.18)

O que é sempre verdade, pois ai > 0, ∀i ∈ Z. Desta forma, eliminamos a restrição

sobre o passo espa
ial ∆x, e 
onsequentemente sobre o número de Weissenberg.

Consideremos os 
oe�
ientes da equação (1.2) 
omo sendo 
onstantes, isto é, a (x) =

a e b (x) = b. De modo que, a solução exata para a variável θ é adquirida pela
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apli
ação da função logd () na solução de φ, equação (1.3), isto é,

θ =

(

b−Wi−1

aln (d)

)

x, ∀x ∈ [0, 1]. (1.19)

O que nos revela que o 
res
imento exponen
ial de φ é linearizado pela função

logarítmi
a 
onforme dis
utido em [2, 26℄.

• Função

k

√

(), isto é:

θ = k

√

φ, (1.20)

que impli
a

φ = θk (1.21)


om k ∈ Z. Substituindo a relação (1.21) em (1.2), temos que

∂θk

∂t
+ a (x)

∂θk

∂x
− b (x) θk = − 1

Wi
θk. (1.22)

Apli
ando a regra da 
adeia nas derivadas e algumas manipulações algébri
as em

(1.22), obtemos

∂θ

∂t
+ a (x)

∂θ

∂x
=

(

b (x)−Wi−1

k

)

θ. (1.23)

Semelhante ao que �zemos para a função logarítmi
a, dis
retizamos a equação (1.23)

por Euler explí
ito e Upwind de primeira ordem, que resulta em

θn+1
i − θni
∆t

+ ai

(

θni − θni−1

∆x

)

=

(

bi −Wi−1

k

)

θni , (1.24)

ou ainda

θn+1
i =

(

1− ai∆t

∆x
+∆t

(

bi −Wi−1

k

))

θni +
ai∆t

∆x
θni−1. (1.25)

Apli
ando a 
ondição de estabilidade ao método, segue que

1− ai∆t

∆x
+∆t

(

bi −Wi−1

k

)

≤ 1, (1.26)

que impli
a

∆x ≤ aik

bi −Wi−1
(1.27)

Observe que, embora não tenhamos 
onseguido eliminar a restrição sobre o passo

temporal, que também restringe o valor de Wi, à medida que aumentamos o valor

de k diminuímos à restrição sobre Wi.
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Novamente, 
onsideramos os 
oe�
ientes de (1.2) 
omo sendo 
onstantes, isto é,

a (x) = a e b (x) = b. Assim, a solução, no estado esta
ionário, para θ é

θ = k

√

exp

((

b−Wi−1

a

)

x

)

. (1.28)

Como pode ser observado, a transformação raiz k-ésima não linearizou o 
res
imento

exponen
ial, 
omo a
onte
eu 
om a função logarítmi
a, mas somente o normalizou

por um fator k.

Embora possa pare
er que a formulação logarítmi
a tenha solu
ionado os problemas

por eliminar à restrição sobreWi, numeri
amente isto não é verdade, da mesma forma que

para altos valores de k o método da raíz k-ésima não é a solução para os problemas. Muito

pelo 
ontrário, segundo estudos em [1℄, o método raíz k-ésima produz bons resultados para

−16 ≤ k ≤ −2. O que teori
amente não faz sentido, pois desta forma o passo espa
ial

estaria possivelmente restrito à um valor negativo. Uma mesma di�
uldade o
orre 
om o

valor da base da função logarítmi
a, no qual soluções estáveis só são obtidas para d < 10

[1℄.

Desta forma, propomo-nos investigar, de maneira minu
iosa, algumas das de
omposi-

ções men
ionadas no de
orrer do texto, a saber os métodos log-
onformação desenvolvido

por Fattal e Kupferman [26, 27℄, de
omposição do tipo raiz quadrada apresentado por

Bal
i et al. [4℄ e nú
leo-
onformação proposto por Afonso et al. [2℄. Re
entemente Chen

et al. [14℄ exe
utaram algo semelhante ao que sugerimos fazer, um estudo 
omparativo

entre métodos de estabilização. Entretanto, este fato não des
onsidera as informações

que aqui serão apresentadas, visto que diferentemente do exposto em [14℄, estamos inte-

ressados ex
lusivamente nos métodos que empregam de
omposições matri
iais ao tensor


onformação. Ademais, além das té
ni
as log-
onformação e de
omposição do tipo raiz

quadrada, apresentadas em [14℄, em adição, in
luímos o método nú
leo-
onformação. Que

é uma das té
ni
as mais atrativas, uma vez que esta tenta reproduzir outras té
ni
as de-

senvolvidas. Além disso, outra novidade, é o emprego do método de diferenças �nitas

para a solução das equações, enquanto em [14℄ as simulações são realizadas pelo método

de volumes �nitos.

O estudo aqui adotado envolve uma análise teóri
a das de
omposições men
ionadas,

apresentando detalhes da 
onstrução dos métodos, 
omo, expli
ação pormenorizada dos


on
eitos empregues, em quais situações essas té
ni
as são equivalentes e quais os traba-

lhos que inspiraram sua 
onstrução. Faremos um exame da propriedade SPD do tensor


onformação A em diferentes simulações. Finalmente, as té
ni
as serão 
omparadas, ana-

lisando as vantagens e desvantagens, estudando a ordem de pre
isão, e veri�
ando as

restrições de estabilidade de 
ada de
omposição, que resume-se em determinar o valor


ríti
o de Wi para 
ada uma delas em alguns problemas 
lássi
os da literatura.
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O trabalho está organizado da seguinte maneira: no Capítulo 2 apresentamos os prin-


ipais 
on
eitos no que diz respeito a es
oamentos de �uidos vis
oelásti
os, seguido das


ondições auxiliares empregues nas simulações numéri
as. No Capítulo 3 apresentamos as

de
omposições matri
ias sele
ionadas e um estudo de equivalên
ia entre métodos. Poste-

riormente, apresentamos no Capítulo 4 a ideia 
entral do método de projeção adotado. Na

segunda parte deste trabalho, no Capítulo 5, apresentamos os resultados numéri
os dos

métodos de estabilização, em dois problemas diferentes. Por �m, no 
apítulo 6 fazemos

alguns 
omentários sobre a relevân
ia deste estudo e os novos rumos da pesquisa.



Capítulo

2

Modelagem Matemáti
a

2.1 Equações Governantes

Todo es
oamento de �uidos pode ser des
rito matemati
amente pelas equações de

Navier-Stokes que representam três leis fundamentais da físi
a. A primeira é a 
onservação

de massa, que a�rma que a massa em um sistema fe
hado é invariável. A segunda lei é

a 
onservação de movimento, que de
lara que a quantidade de movimento de um sistema

permane
e 
onstante se nenhuma força externa agir e a ter
eira é a 
onservação de energia,

também 
onhe
ida 
omo a primeira lei da termodinâmi
a, que a�rma que a energia total

de um sistema isolado permane
e 
onstante.

Neste trabalho, 
onsideramos apenas es
oamentos in
ompressíveis e isotérmi
os de

�uidos vis
oelásti
os (�uidos 
om 
ara
terísti
as vis
osas e elásti
as). As hipóteses sobre

o es
oamento, in
ompressibilidade isotérmi
a, equivalem a 
onsiderarmos a densidade e

a temperatura 
omo sendo 
onstantes, e assim, por esta última, ignoramos o prin
ípio de


onservação de energia. Portanto, neste trabalho, assumimos 
omo equações de Navier-

Stokes apenas os prin
ípios de 
onservação de massa e 
onservação de quantidade de

movimento.

Consideremos um sistema de 
oordenadas 
artesianas bidimensionais xOy, seja x =

(x, y) o vetor posição e u = (u, v) o vetor velo
idade, 
om u = u (x, t) e v = v (x, t)

as 
omponentes da velo
idade u ao longo das 
oordenadas x e y, respe
tivamente, no

instante de tempo t ≥ 0. De�nimos o tensor tensão total σ = σ (x, t) por

σ = T− pI (2.1)

onde, T = T (x, t) =

[

T11 T12

T21 T22

]

é o tensor das tensões, que é simétri
o, p = p (x, t) é a

pressão e I é o tensor identidade.

11
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As equações do momento e da 
ontinuidade na forma adimensional 
onservativa, são

dadas, respe
tivamente, por

∂u

∂t
+∇. (uu) = ∇.σ, (2.2)

∇.u = 0. (2.3)

De�nimos a taxa de deformação D, 
omo

D =
1

2

(

∇u+∇uT
)

, (2.4)

onde, ∇u =







∂u

∂x

∂u

∂y
∂v

∂x

∂v

∂y






é o tensor gradiente da velo
idade e ∇uT =







∂u

∂x

∂v

∂x
∂u

∂y

∂v

∂y






o seu

transposto.

Podemos de�nir o tensor das tensões 
omo sendo a soma das 
ontribuições newtoniana

(vis
osa) e a 
ontribuição não-newtoniana (elásti
a) [8℄, isto é,

T = 2
β

Re
D+ τ , (2.5)

onde 2
β

Re
D é a 
ontribuição newtoniana e τ é a 
ontribuição não-newtoniana ou 
ontri-

buição poliméri
a. Neste trabalho, adotamos β =
µs

µ
, ou seja, a razão entre a vis
osidade

do solvente e a vis
osidade total (µ = µs + µp, onde µp é a vis
osidade poliméri
a). Além

disso, Re é o número de Reynolds, dado por: Re =
UH

ν
, onde U e H representam es
olhas

apropriadas de es
alas de velo
idade e 
omprimento, respe
tivamente, e ν é a vis
osidade


inemáti
a.

A seguir, apresentaremos a equação 
onstitutiva da 
ontribuição poliméri
a em termos

do tensor 
onformação, mas antes, de�nimos a derivada material (ou derivada total) e a

derivada 
onve
tiva superior de Maxwell "Upper-Conve
ted Maxwell" (UCM).

Dado um tensor Ω qualquer de�nimos sua derivada material e sua derivada 
onve
tiva

superior de Maxwell, respe
tivamente, 
omo

DΩ

Dt
=
∂Ω

∂t
+∇. (uΩ) , (2.6)

∇

Ω =
DΩ

Dt
−
(

∇uΩ+Ω∇uT
)

. (2.7)

Substituindo (2.5) em (2.1), e depois nas equações de Navier-Stokes (2.2) e (2.3), segue

que
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∂u

∂t
+∇. (uu) = −∇p+ β

Re
∇2
u+∇.τ , (2.8)

∇.u = 0. (2.9)

A equação 
onstitutiva da 
ontribuição poliméri
a é frequentemente formulada em

termos do tensor 
onformação A = A (x, t) =

[

A11 A12

A12 A22

]

, que é uma aproximação do

estado mi
roestrutural do líquido [26℄. Isso se deve à propriedade 
entral deste tensor que

é de ser simétri
o e de�nido positivo [31, 32℄. Hulsen [32℄ provou que o tensor 
onformação

deve permane
er SPD durante toda a evolução temporal da equação 
onstitutiva se este

foi ini
ializado desta forma, isto é, se foi ini
ializado SDP.

A equação 
onstitutiva do tensor 
onformação A é dada por

∂A

∂t
+∇. (uA) = ∇uA+A∇uT +

1

Wi
f (A)P (A) , (2.10)

onde f (A), uma função es
alar, e P (A), um tensor que depende de A, são determinados

de a
ordo 
om o modelo 
onstitutivo:

• Oldroyd-B:

f (A) = 1 (2.11)

e

P (A) = I−A. (2.12)

• Giesekus:

f (A) = 1 (2.13)

e

P (A) = (I−A) [I+ α (A− I)] , (2.14)

onde α é o fator de mobilidade.

• FENE-CR:

f (A) =
L2

L2 − tr (A)
(2.15)

e

P (A) = I−A, (2.16)

onde L é a extensão máxima do polímero e tr (A) é o traço do tensor 
onformação

A.

• FENE-P:

f (A) =
L2

L2 − 3
(2.17)
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e

P (A) =

(

I− L2 − 3

L2 − tr (A)
A

)

. (2.18)

Observação 2.1. O modelo FENE-P adotado neste trabalho está baseado no trabalho de

Oliveira [48℄.

Agora, apresentamos a equação que rela
iona o tensor 
onformação A 
om a 
on-

tribuição poliméri
a τ . Esta relação entre os tensores varia de a
ordo 
om o modelo


onstitutivo es
olhido:

• Modelos Oldroyd-B e Giesekus

τ = ξ (A− I) . (2.19)

• Modelo FENE-CR

τ = ξf (A) (A− I) , (2.20)

onde f (A) é de�nido 
omo na equação (2.15).

• Moldelo FENE-P

τ = ξ (f (A)A− f (L) I) , (2.21)

onde f (A) é igual a (2.15) e

f (L) =
L2

L2 − 3
. (2.22)

Note que em todos os modelos o valor de ξ é:
1− β

ReWi
. Este valor pode sofrer alterações

dependendo de 
omo adimensionalizamos os tensores. Neste trabalho, a adimensionaliza-

ção usada no tensor poliméri
o é τ = τ
∗/ρU2

[52℄. Além disso, os modelos FENE-CR e

FENE-P diferem apenas da função f (L). Se tomarmos f (L) 
omo sendo igual a f (A),

de�nido na equação (2.15), o modelo FENE-P torna-se FENE-CR.

A equação 
onstitutiva do tensor 
onformação A pode ser es
rita inteiramente em

função do tensor poliméri
o τ . Para ilustrar, 
onstruímos a equação deste para o modelo


onstitutivo Oldroyd-B. Ini
ialmente, es
revemos o modelo Oldroyd-B para o tensor A

adotando em (2.10) as equações (2.11) e (2.12), ou seja,

∂A

∂t
+∇. (uA) = ∇uA+A∇uT +

1

Wi
(I−A) . (2.23)

Como 
onsequên
ia de (2.19), es
revemos o tensor 
onformação 
omo
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A =
1

ξ
τ + I, (2.24)

e substituindo (2.24) na equação (2.23), resulta na equação do modelo 
onstitutivo Oldroyd-

B para o tensor poliméri
o τ , dada por

∇

τ = 2ξD− 1

Wi
τ . (2.25)

2.2 Condições auxiliares

Para resolvermos o sistema de equações 
omposto por (2.8), (2.9) e (2.10) é ne
essário

a pres
rição de 
ondições auxiliares para as variáveis pressão p, velo
idade u e para o

tensor 
onformação A (ou tensor poliméri
o τ ), uma vez que, um sistema de Equações

Diferen
iais Par
iais (EDP's), ou mesmo uma EDP, em geral, apresenta um 
onjunto

in�nito de soluções. Portanto, a imposição de 
ondições auxiliares é indispensável para

que o sistema tenha solução úni
a e que a solução numéri
a simule o 
omportamento físi
o

do fen�meno estudado.

As 
ondições auxiliares nos tensores das de
omposições matri
iais, que serão apresen-

tados no Capítulo 3, são determinadas através das 
ondições auxiliares impostas ao tensor


onformação A, que por sua vez, estabele
e as 
ondições auxiliares mediante a relação


om o tensor poliméri
o τ .

Quando falamos em 
ondições auxiliares estamos nos referindo às 
ondições ini
iais e

de 
ontorno, ou seja, a imposição de um valor ini
ial para a solução e valores desta no


ontorno do domínio 
onsiderado, respe
tivamente.

A 
orreta imposição de 
ondições auxiliares é essen
ial para a resolução de problemas

envolvendo es
oamento de �uidos [20℄, em espe
ial os �uidos não-newtonianos em regime

não esta
ionário, 
omo são os es
oamentos que estamos estudando.

A seguir apresentamos uma breve des
rição das 
ondições ini
iais e de 
ontorno, usadas

nas simulações.

2.2.1 Condições ini
iais

As 
ondições ini
iais são informações sobre o estado ini
ial do problema, informando-

nos a partir de qual valor a solução irá se propagar. Assim, a 
orreta imposição das


ondições ini
iais são importantes não só para a 
onvergên
ia do método, mas, também,

para des
rever o 
orreto 
omportamento do fen�meno estudado. Uma exigên
ia para a

imposição de uma 
ondição ini
ial para o 
ampo de velo
idade é que esta deve satisfazer a

equação da 
ontinuidade (2.9) [28℄. As variáveis p e τ devem estar em 
onformidade 
om

o 
ampo de velo
idade, sendo, em geral, 
onsideradas nulas no instante ini
ial [5, 8, 28℄.
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Vale ressaltar que as 
ondições ini
iais do tensor 
onformação são obtidas das 
ondições

ini
iais do tensor poliméri
o τ . Desta forma, as 
ondições ini
iais de u, p e A são dadas

respe
tivamente por:

u =

[

0

0

]

, (2.26)

p = 0, (2.27)

e, 
omo 
onsequên
ia da relação 
om τ , 
onsiderando os quatro modelos 
onstitutivos

estudados:

• Oldroyd-B e Gisekus: obtida da equação (2.19), ou seja,

[

0 0

0 0

]

= τ = ξ (A− I) , (2.28)

que impli
a

A = I. (2.29)

• FENE-CR: obtida da relação (2.20), ou seja,

[

0 0

0 0

]

= τ = ξf (A) (A− I) . (2.30)

onde f (A) é de�nida 
omo em (2.15). Assim, a função f (A) é sempre não-nula.

Portanto, segue (2.29).

• FENE-P: obtida da equação (2.21), isto é,

[

0 0

0 0

]

= τ = ξ (f (A)A− f (L) I) . (2.31)

onde f (A) é de�nida 
omo em (2.15) e f (L) 
omo (2.22). Assim, temos que

A =
f (L)

f (A)
I, (2.32)

no qual, tomamos f (A) de modo a garantir que A seja SPD.



17

2.2.2 Condições de 
ontorno

Estas 
ondições nos forne
em informações sobre o 
omportamento do fen�meno mo-

delado no limiar da região estudada e dividem-se, pelo menos neste trabalho, 
ondizentes


om as situações físi
as aqui estudadas, em três tipos diferentes:

• Região de entrada de �uido ("in�ow"): Nesta região estabele
emos o valor das

variáveis dependentes na entrada de �uido do domínio 
onsiderado. O valor da ve-

lo
idade normal (u~n) à entrada de �uido é pres
rito de a
ordo 
om a vazão desejada,

enquanto que a velo
idade tangen
ial (u~t) é nula, isto é

u~n = uinflow (2.33)

u~t = 0 (2.34)

Também impomos um valor para o tensor 
onformação A nesta região, que vai de-

pender do valor estabele
ido para a velo
idade. Se 
onsiderarmos uinflow 
onstante,

a 
ontribuição não-newtoniana τ será nula e, então, o tensor 
onformação será a

identidade, equação (2.29), para os modelos Oldroyd-B, Giesekus e FENE-CR, e

(2.32) para o modelo FENE-P. Este posi
ionamento, o anulamento de τ na região

de entrada de �uido, parte do pressuposto de que o �uido prestes a entrar no do-

mínio está livre de perturbações [47℄. Caso 
onsideremos a velo
idade 
om per�l

parabóli
o, a 
ontribuição não-newtoniana τ é de�nida 
omo em [42℄. Novamente,

obtemos o valor de A nesta região pela relação 
om τ .

• Paredes Sólidas: Neste tipo de 
ontorno, é 
omum 
onsiderarmos a 
ondição de não

es
orregamento "no-slip", também 
hamada de 
ondição de aderên
ia 
ompleta, e a


ondição de fronteira impermeável. A 
ondição de não es
orregamento supõe que o

�uido irá aderir à fronteira, impli
ando que a 
omponente tangen
ial da velo
idade

u~t, em relação à parede, seja zero, 
omo resultado de 
onsiderarmos esta velo
idade

em repouso em relação à parede. A velo
idade normal u~n também é pres
rita 
omo

sendo zero, 
omo 
onsequên
ia da 
ondição de impermeabilidade da parede que

impede o �uxo de massa em sua direção normal, isto é, o �uido não pode penetrar

na parede. Assim, resumindo o que fora apontado a
ima, temos que

u~t = 0, (2.35)

u~n = 0. (2.36)

Aproveitando-se dos valores da velo
idade no 
ontorno, equação (2.35), obtemos

valores nas paredes sólidas para a 
ontribuição não-newtoniana a partir da equação
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onstitutiva de τ , que será simpli�
ada em 
onsequên
ia dos valores das 
ompo-

nentes da velo
idade e suas derivadas. O mesmo se apli
a à equação do tensor


onformação A, bem 
omo das equações dos tensores das de
omposições apresenta-

dos no Capítulo 3. Mais detalhes sobre a abordagem do 
ál
ulo nas paredes sólidas

podem ser 
onsultados em [42℄.

• Região de saída de �uido ("out�ow"): Esta região é responsável pela saída de �uido

do domínio e representa um ponto 
ríti
o na simulação do es
oamento, uma vez

que esta região só existe porque pre
isamos "
ortar" o domínio físi
o em algum

ponto, para que possamos representá-lo no 
omputador. Num esforço de reproduzir

a saída de �uido do domínio, impomos a 
ondição de Neumann homogênea para a

velo
idade e para a 
ontribuição não-newtoniana, 
onsideramos:

∂u~n
∂~n

= 0, (2.37)

∂u~t
∂~n

= 0 (2.38)

e

∂τ

∂−→n = 0, (2.39)

onde

−→n é o vetor normal à região de saída de �uido. Uma vez evoluído o tensor

poliméri
o τ nesta região, transferimos o valor obtido para o tensor 
onformação A

mediante a relação entre os dois tensores.

Observação 2.2. As 
ondições de 
ontorno para as equações (2.8), (2.9) e (2.25) abran-

gem somente as variáveis u e τ , uma vez que estas não in
luem uma equação evolutiva

para a pressão p.



Capítulo

3

De
omposições Matri
iais

3.1 Formulação Log-Conformação

Nesta seção, apresentamos a formulação log-
onformação, proposta por Fattal e Kup-

ferman [26, 27℄, para a equação 
onstitutiva (2.10). Este método tornou-se uma das

prin
ipais té
ni
as de 
ontrole das instabilidades numéri
as 
ausadas pelo HWNP [1, 18,

19, 33, 40, 64℄, não só pela formulação teóri
a bem elaborada, em que os autores apresen-

tam uma das 
ausas do problema e sua solução [26, 27℄, 
omo também, pelos resultados

estáveis para altos valores de Wi.

Este método propõe a reformulação da equação 
onstitutiva do tensor 
onformação

em duas etapas prin
ipais: uma de
omposição apli
ada ao tensor ∇u e, posteriormente,

uma transformação logarítmi
a em A, 
onstruindo uma nova equação 
onstitutiva para

a variável logarítmi
a utilizada. Esta formulação, 
onforme de
larado pelos autores e

assegurado pelos testes numéri
os, realmente diminuiu as instabilidades 
ausadas pelo

HWNP. Entretanto, assim 
omo todas as outras propostas de estabilização, não está

isenta de limitações. Uma di�
uldade apontada por Fattal e Kupferman está asso
iada


om a perda de pre
isão do método.

A es
olha deste método, para investigação, justi�
a-se pelo importante papel que este

exer
eu, e ainda exer
e, na simulação de es
oamentos vis
oelásti
os. Além disso, o método

baseado na transformação logarítmi
a é uma das prin
ipais inspirações para as demais

té
ni
as, elaboradas a partir de de
omposições do tensor 
onformação, que foram sendo

desenvolvidas desde então. Portanto, não poderíamos deixar de explorar esta té
ni
a, que

nos auxiliará nos estudos teóri
os e numéri
os das de
omposições matri
iais investigadas

neste projeto.
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3.1.1 Construção do método

Esta proposta foi motivada pela evidên
ia numéri
a de que um dos me
anismos res-

ponsáveis pelo HWNP é uma falha no polin�mio interpolador usado para aproximar a

equação diferen
ial 
onstitutiva do modelo reológi
o, sendo este in
apaz de representar


orretamente o per�l exponen
ial gerado pelo tensor 
onformação. Em espe
ial, esses

problemas o
orrem nas regiões de altos gradientes ("sharp gradients") próximos à 
a-

madas limites e pontos de estagnação. Esta observação, do 
res
imento exponen
ial,

aguçou a ideia do uso de uma transformação logarítmi
a 
omo uma forma de suavizar

este 
res
imento e 
onsequentemente amenizar os problemas do HWNP. Além disso, as

manifestações do HWNP em muitos 
asos 
oin
ide 
om a perda da positividade do tensor


onformação [34, 53℄, de modo que esta transformação visa garantir a preservação desta

propriedade.

O uso de uma transformação logarítmi
a 
omo uma estratégia de manter a positividade

do tensor 
onformação leva-nos a fazer alusão ao trabalho de Vaithianathan e Collins

[65℄. Neste, os autores após uma de
omposição do tipo Cholesky apli
ada ao tensor


onformação, emprega uma transformação logarítmi
a aos termos da diagonal prin
ipal

da matriz de
omposta visando garantir a positividade de A.

A essên
ia desta té
ni
a não está somente na mudança para uma variável logarítmi
a,

mas também na de
omposição do tensor ∇u em duas 
omponentes: rota
ional e exten-

sional. Mais uma vez, 
itamos o trabalho de Vaithianathan e Collins [65℄, que apresenta

uma estratégia de estabilização, de
omposição espe
tral, na qual, antes de empregarem a

té
ni
a prin
ipal, fazem uso de uma de
omposição no tensor ∇u. Embora as de
omposi-

ções de ∇u utilizadas em [26, 27℄ e [65℄ sejam diferentes, podemos estabele
er uma relação

entre as 
omponentes geradas por tais de
omposições. Para es
lare
er melhor esta rela-

ção, apresentamos a de
omposição usada por Vaithiantha e Collins [65℄. Primeiramente,


onsideramos:

∇u = D+R, (3.1)

onde D é a taxa de deformação, equação (2.4), e R =
1

2

(

∇u−∇uT
)

, a taxa de rotação

que é um tensor antissimétri
o. Além de um termo rota
ional presente em ambas as

de
omposições, o termo extensional, assim 
omo a taxa de deformação são simétri
os. Ou

seja, em ambas as de
omposições, de
omposição de Cholesky e log-
onformação, temos

um termo rota
ional e um tensor simétri
o.

A seguir, apresentamos os resultados que possibilitam-nos de
ompor ∇u de a
ordo


om a proposta estabele
ida em [26, 27℄ e a 
onstrução de uma equação evolutiva para a

matriz logarítmi
a do tensor 
onformação A.
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Lema 3.1. Seja Λ uma matriz diagonal n× n 
om entradas não nulas e distintas entre

si. Então, qualquer que seja a matriz M̃n×n possui uma úni
a de
omposição da forma:

M̃ = Ω̃ + B̃+ ÑΛ
−1, (3.2)

onde Ω̃ e Ñ são antissimétri
as e B̃ é diagonal.

Demonstração: Denotamos por S o subespaço das matrizes simétri
as, A o subespaço

das matrizes antissimétri
as e D o subespaço das matrizes diagonais. Devemos mostrar

a existên
ia e uni
idade das matrizes Ω̃, Ñ ∈ A e B̃ ∈ D. Ini
ialmente, observamos que

a matriz M̃ pode ser es
rita 
omo

M̃ =
1

2

(

M̃ + M̃

T
)

+
1

2

(

M̃− M̃

T
)

, (3.3)

onde,

1

2

(

M̃+ M̃

T
)

∈ S e

1

2

(

M̃− M̃

T
)

∈ A. Podemos es
rever as par
elas de (3.3),


omo 
onsequen
ia de (3.2), da seguinte forma

B̃+
1

2

(

ÑΛ
−1 −Λ

−1
Ñ

)

=
1

2

(

M̃+ M̃

T
)

,

Ω̃+
1

2

(

ÑΛ
−1 +Λ

−1
Ñ

)

=
1

2

(

M̃− M̃

T
)

.
(3.4)

Pre
isamos apresentar apenas a existên
ia e uni
idade das matrizes Ñ e B̃, uma vez

que a existên
ia e uni
idade de Ω̃ �
ará garantida pela segunda equação de (3.4). Isto

será assegurado se provarmos que o subespaço S, das matrizes simétri
as, for igual à soma

direta dos subespaços D, das matrizes diagonais, e

{

1
2

(

ÑΛ
−1 −Λ

−1
Ñ

)

: Ñ ∈ A

}

, das

matrizes simétri
as 
om entradas nulas na diagonal prin
ipal, isto é,

S = D⊕ {1
2

(

ÑΛ
−1 −Λ

−1
Ñ

)

: Ñ ∈ A}. (3.5)

Provamos esta igualdade por meio das dimensões dos subespaços.

Consideremos a transformação linear

F : A → S

Ñ 7−→ 1

2

(

ÑΛ
−1 −Λ

−1
Ñ

)


om

1

2

(

ÑΛ
−1 −Λ

−1
Ñ

)

ij
=

1

2

(

Λ−1
jj − Λ−1

ii

)

Ñij .

Observamos, supondo i 6= j, que a igualdade

1
2

(

Λ−1
jj − Λ−1

ii

)

Ñij = 0 o
orre se, e

somente se, Ñij = 0, visto que estamos supondo Λ 
om entradas não nulas e distintas

entre si. Portanto, o nú
leo de F se resume apenas à matriz nula, isto é, Ker (F) = {O},
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que impli
a dim (Ker (F)) = 0. Como dim (A) = 1
2
n (n− 1), segue do Teorema do

Nú
leo e da Imagem que a dimensão da imagem é igual à dimensão do domínio, ou seja,

dim (Im (F)) = 1
2
n (n− 1). Assim, 
on
luímos que

dim (D)⊕dim
(

{1
2

(

ÑΛ
−1 −Λ

−1
Ñ

)

: Ñ ∈ A}
)

=
1

2
n (n− 1)+n =

n2 + n

2
= dim (S) .

(3.6)

Como D ⊕ {1
2

(

ÑΛ
−1 −Λ

−1
Ñ

)

: Ñ ∈ A} é um subespaço de S, segue de (3.6) a

igualdade em (3.5).

Lema 3.2. Seja S uma matriz n × n simétri
a e de�nida positiva. Então, qualquer que

seja a matriz Mn×n pode ser de
omposta 
omo:

M = Ω+B +NS

−1, (3.7)

onde Ω e N são antissimétri
as e B é simétri
a e 
omuta 
om S.

Demonstração: Por hipótese, a matriz S é simétri
a e de�nida positiva, então vale

a de
omposição S = OΛOT
, onde O é ortogonal. Rees
revendo a de
omposição 
omo

Λ = O

T
SO e fazendo M̃ = O

T
MO temos pelo Lema 3.1 que

O

T
MO = Ω̃+ B̃+ ÑΛ−1. (3.8)

Multipli
ando à direita por O e a esquerda por O

T
, resulta em

M = O

T
Ω̃O+O

T
B̃O+

(

O

T
ÑO

)

(

O

T
Λ

−1
O

)

. (3.9)

De�nindo

Ω = OΩ̃O
T , (3.10)

B = OB̃O

T
(3.11)

e

N = OÑO

T
(3.12)

resulta na igualdade (3.7). A propriedade antissimétri
a das matrizes Ω e N segue 
omo


onsequên
ia direta de Ω̃ e Ñ serem antissimétri
as e a 
omutatividade entre as matrizes

B e S resulta da 
omutatividade de Λ e B̃.

Corolário 3.1. Seja u um 
ampo de velo
idade e A o tensor 
onformação que é simétri
o

de�nido positivo. Então, o gradiente da velo
idade ∇u pode ser de
omposto 
omo:
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∇u = Ω+B +NA

−1, (3.13)

onde Ω = Ω (∇u,A) e N = N (∇u,A) são antissimétri
as, e B = B (∇u,A) é simétri
a

e 
omuta 
om o tensor 
onformação A.

O 
ál
ulo das matrizes N, Ω e B para o 
aso de duas dimensões é apresentado no

Apêndi
e A.

Toda matriz simétri
a de�nida positiva, tal 
omo o tensor 
onformação, pode ser

de
omposta 
omo

A = OΛO
T

(3.14)

onde Λ =

[

λ1 0

0 λ2

]

é a matriz dos autovalores e O =

[

O11 O12

O21 O22

]

é a matriz dos autove-

tores, tal que OO

T = I. Além disso, de�nimos

M̃ = O

T (∇u)O. (3.15)

Mediante a substituição de (3.13) na equação 
onstitutiva para o tensor 
onformação

(2.10), isto é,

∂A

∂t
+∇. (uA) =

(

Ω +B+NA

−1
)

A+A

(

−Ω+B−A

−1
N

)

+
f (A)

Wi
P (A) , (3.16)

o termo NA

−1
é eliminado e a equação 
onstitutiva resume-se a

∂A

∂t
+∇. (uA) = (ΩA−AΩ) + 2BA+

f (A)

Wi
P (A) . (3.17)

A de�nição de uma matriz logarítmi
a exige a positividade do logaritmando, que no

nosso 
aso será o tensor 
onformação, que satisfaz essa 
ondição. Esta é uma das razões

por estarmos trabalhando 
om A ao invés de τ , que é o mais 
omum. Assim, de�nimos

o logaritmo do tensor 
onformação 
omo

Ψ = ln (A) , (3.18)

que impli
a, pela propriedade inversa, em

eΨ = A. (3.19)

Observe que pela de�nição da matriz Ψ, esta também tem a propriedade de ser simétri
a

e de�nida positiva.
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Logi
amente, para ini
iarmos os 
ál
ulos 
om uma equação evolutiva para Ψ, bem


omo, para retornarmos à variável A ne
essitamos 
al
ular os tensores Ψ e eΨ. O 
ál
ulo

destes tensores é feito por intermédio da diagonalização de A e Ψ, respe
tivamente. Para

o 
ál
ulo de Ψ, apli
amos a transformação logarítmi
a em (3.14), ou seja,

Ψ = ln (A) = Oln (Λ)OT = O

[

ln (λ1) 0

0 ln (λ2)

]

O

T . (3.20)

Note que, os autovetores usados na de
omposição de Ψ e A são os mesmo. Além

disso, os autovalores de Ψ são as imagens dos autovalores de A pela função logarítmi
a.

Algo semelhante o
orre 
om os autovalores de A, que são as imagens dos autovalores de

Ψ pela função exponen
ial, 
omo pode ser observado mais a frente no 
ál
ulo de eΨ. Isso

nos indi
a que o 
ál
ulo dos tensores B e Ω, pode ser feito tanto pela de
omposição da

matriz A, 
omo também, pela de
omposição de Ψ, 
om as mudanças ne
essárias. Assim,

não pre
isamos fazer a de
omposição das duas matrizes, A e Ψ, a 
ada passo no tempo e

espaço, mas apenas de uma delas. Para isto, sugerimos a de
omposição da matrizΨ, uma

vez que, obrigatoriamente essa matriz pre
isa ser de
omposta a 
ada passo no tempo para

retornarmos ao tensor A, uma vez que não podemos usar os autovalores e autovetores

defasados.

Para o 
ál
ulo de eΨ de
ompomos o tensor Ψ em autovalores e autovetores, 
omo

Ψ = O

[

ln (λ1) 0

0 ln (λ2)

]

O

T , (3.21)

de modo que

eΨ = Oeln(Λ)
O

T = O

[

λ1 0

0 λ2

]

O

T = A. (3.22)

A partir de agora, vamos trabalhar na bus
a de uma equação 
onstitutiva para Ψ, que

será feito, por simpli
idade, de forma separada, isto é, 
om os quatro termos prin
ipais

de
ompostos separadamente: adve
ção, rotação, extensão e termo fonte.

(1) Adve
ção: A 
ontribuição 
onve
tiva de Ψ obtem-se substituindo (3.19) em

∂A

∂t
+∇. (uA) = 0,

ou seja,

∂eΨ

∂t
+∇.

(

ueΨ
)

= 0, (3.23)

que, pela regra da 
adeia e manipulações algebri
as adequadas, resulta em
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∂Ψ

∂t
+∇. (uΨ) = 0. (3.24)

(2) Rotação: Se o gradiente da velo
idade ∇u é uma rotação pura, então, algum tensor

que seja função de A, em parti
ular o logaritmo do tensor 
onformação, também

será uma rotação 
om A. Portanto, temos a seguinte impli
ação

∂A

∂t
= (ΩA−AΩ) ⇒ ∂Ψ

∂t
= (ΩΨ−ΨΩ) . (3.25)

De fato, a solução para A é:

A (t) = eΩt
A (0) e−Ωt, (3.26)

logo

Ψ (t) = eΩt
Ψ (0) e−Ωt, (3.27)

e segue (3.25).

(3) Extensão: A 
ontribuição extensional para a matriz Ψ é obtida por meio da subs-

tituição de (3.19) em

∂A

∂t
= 2BA,

que impli
a

∂eΨ

∂t
= 2eΨB.

Por meio da regra da 
adeia e de manipulações algébri
as adequadas, a 
ontribuição

extensional para Ψ pode ser es
rita 
omo

∂Ψ

∂t
= 2B. (3.28)

(4) Termo fonte: O termo fonte para a equação evolutiva deΨ é obtido pela substituição

direta de (3.19) em

∂A

∂t
=

1

Wi
f (A)P (A) , (3.29)

ou seja,

∂eΨ

∂t
=

1

Wi
f
(

eΨ
)

P
(

eΨ
)

. (3.30)

Portanto, apli
ando a regra da 
adeia e multipli
ando por e−Ψ
, resulta em
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∂Ψ

∂t
=
f
(

eΨ
)

Wi
e−ΨP

(

eΨ
)

, (3.31)

onde e−Ψ = A

−1

Resumindo os resultados a
ima, podemos es
rever a seguinte 
on
lusão:

Teorema 3.1. Seja A, o tensor 
onformação, governado pela equação 
onstitutiva

(3.17) 
om Ω ∈ A, B ∈ S, e BA = AB, então Ψ = ln (A) satisfaz a seguinte

equação:

∂Ψ

∂t
+∇. (uΨ) = (ΩΨ−ΨΩ) + 2B+

f
(

eΨ
)

Wi
e−ΨP

(

eΨ
)

. (3.32)

Onde as funções f
(

eΨ
)

e P
(

eΨ
)

são de�nidas de a
ordo 
om o modelo 
onstitutivo.

Assim, temos

• Oldroyd-B:

f
(

eΨ
)

= 1 (3.33)

e

P
(

eΨ
)

= I− eΨ. (3.34)

• Giesekus:

f
(

eΨ
)

= 1 (3.35)

e

P
(

eΨ
)

=
(

I− eΨ
) [

I+ α
(

eΨ − I

)]

. (3.36)

• FENE-CR:

f
(

eΨ
)

=
L2

L2 − tr (eΨ)
(3.37)

e

P
(

eΨ
)

= I− eΨ. (3.38)

• FENE-P:

f
(

eΨ
)

=
L2

L2 − 3
(3.39)

e

P
(

eΨ
)

= I− L2 − 3

L2 − tr (Λ)
eΨ. (3.40)

3.2 De
omposição do tipo raiz quadrada

Há uma grande di�
uldade em se 
onstruir esquemas numéri
os que sejam vantajosos

em termos de pre
isão e estabilidade simultaneamente. Os estudiosos Fattal e Kupferman



27

[26, 27℄ depararam-se 
om esta situação na exe
ução do método log-
onformação. Esbar-

raram num ponto muito importante asso
iado ao HWNP, a perda de pre
isão ou a
urá
ia

da solução. Embora tenham desenvolvido uma notável ferramenta de estabilização, não

foram 
apazes de integrar pre
isão e estabilidade ao mesmo tempo. Em vista disso, Bal
i

et al. [4℄ propuseram uma nova formulação para a equação 
onstitutiva (2.10), baseada

na matriz raiz quadrada do tensor 
onformação, que, segundo os autores, resultou em

benefí
ios tanto em termos de pre
isão 
omo, também, estabilidade. Este método �
ou


onhe
ido 
omo método raiz quadrada, em resultado da de
omposição empregada. Além

disso, é de fá
il implementação e não há aumento signi�
ativo no 
usto 
omputa
ional,

que é equiparável à evolução direta do tensor 
onformação A (ou do tensor poliméri
o

τ ), uma vez que este método não requer o 
ál
ulo dos autovalores e autovetores do tensor


onformação.

Apesar dos atrativos sus
itados, a in�uên
ia desta metodologia foi insigni�
ante,

quando 
omparado 
om o método log-
onformação que teve forte reper
ussão na área.

Assim, é natural que surjam algumas questões rela
ionadas a e�
iên
ia desta té
ni
a.

Além do mais, Afonso et al. [1℄, em seus resultados, apresentam a té
ni
a baseada na

de
omposição do tipo raiz quadrada 
omo ine�
iente. Portanto, o estudo deste método de

estabilização justi�
a-se, para além da 
omparação entre métodos, pela presumível in
om-

preensão que ainda permeia esta té
ni
a. Ademais, estendemos a formulação teóri
a desta

té
ni
a para modelos 
onstitutivos ainda não estudados, 
omo Giesekus e FENE-CR.

A seguir, apresentamos a de
omposição do tipo raiz quadrada e a 
onstrução de uma

equação de evolução para esta nova variável.

3.2.1 Construção do método

Nesta subseção, apresentamos a 
onstrução do método de estabilização, desenvolvido

por Bal
i et al. [4℄, fundamentado na de
omposição do tipo raiz quadrada do tensor


onformação. Antes, porém, enun
iamos um teorema e sua demonstração que ensejam a

de
omposição sugerida.

Teorema 3.2. Se uma matriz A de ordem n × n for diagonalizável e todos os seus

autovalores forem positivos, então A admite uma raiz quadrada.

Demonstração: Sendo a matriz A diagonalizável, podemos es
revê-la 
omo em (3.14).

A�rmamos que a matriz raiz quadrada de A é dada por:

A

1

2 = OΛ
1

2
O

T . (3.41)

De fato:

A

1

2
A

1

2 =
(

OΛ
1

2
O

T
)(

OΛ
1

2
O

T
)

= OΛ
1

2Λ
1

2
O

T = OΛO
T = A. (3.42)
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Portanto, amparado pelo teorema a
ima, podemos de
ompor o tensor 
onformação A

de maneira úni
a 
omo

A = Q

2, (3.43)

onde Q é a matriz raiz quadrada do tensor 
onformação, que também é uma matriz

simétri
a de�nida positiva.

A de
omposição do tipo raiz quadrada, induz-nos a men
ionar o trabalho de Vaithia-

nathan e Collins [65℄, que exploraram o emprego de uma de
omposição semelhante à do

tipo raiz quadrada, a de
omposição de Cholesky. Nesta té
ni
a, de
ompomos a matriz A


omo

A = LL

T , (3.44)

onde L é uma matriz triangular inferior e L

T
sua transposta. Além disso, a notação

originalmente empregue na de
omposição do tipo raiz quadrada em [4℄, sugere, ainda

mais, esta 
onformidade. Bal
i et al. [4℄ apresenta a equação (3.43) 
omo

A = Q

T
Q. (3.45)

A estrutura e disposição das de
omposições (3.44) e (3.45), sem dúvidas, apresentam

similaridades. Este fato, possivelmente in�uen
iou ou inspirou o desenvolvimento desta

nova té
ni
a.

Da mesma forma 
omo nos demais métodos de estabilização, o método baseado na

de
omposição do tipo raiz quadrada 
ara
teriza-se por estimular a preservação da positi-

vidade de A. Intuitivamente, observamos a 
ontribuição desta de
omposição neste sen-

tido. A positividade de uma matriz quadrada pode ser de�nida em termos da positividade

dos determinantes de seus menores prin
ipais, isto é, no 
aso que estamos 
onsiderando,

n = 2, pre
isamos garantir que

det (A11) = A11 > 0 (3.46)

det (A) = A11A22 −A2
12 > 0. (3.47)

A primeira exigên
ia (3.46) é automati
amente satisfeita 
om o emprego da de
omposição

do tipo raiz quadrada. De fato, (3.46) torna-se

det
(

Q2
11 +Q2

12

)

= Q2
11 +Q2

12 > 0, (3.48)

que é sempre positivo. A segunda 
ondição (3.47), não é satisfeita automati
amente. Na

verdade, sobre esta não temos 
ontrole algum. Neste ponto, estão as limitações do método
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em 
onservar a positividade de A. O que é natural presumir, uma vez que os próprios

autores Bal
i et al. [4℄ admitiram haver de�
iên
ias integradas ao método, até mesmo,

sugerindo o a
rés
imo de uma tensão difusiva arti�
ial à equação 
onstitutiva de Q, que

atuaria 
omo um reforço ao método numéri
o.

Es
revendo a segunda restrição (3.47) em função de Q, temos

det
(

Q

2
)

= Q2
11Q

2
22 +Q2

12

(

Q2
12 − 2Q11Q22

)

, (3.49)

que pode, o
asionalmente, não ser positivo, devido ao a
umulo de erros numéri
os.

Apesar da di�
uldade a
ima apontada, temos outro elemento a favor desta de
om-

posição. Este fator diz respeito ao traço da matriz A, que é garantido positivo pela

de
omposição do tipo raiz quadrada. Isto é o que se espera de uma matriz de�nida

positiva, pois seus autovalores devem ser reais positivos.

Isto posto, empenhemo-nos em 
on
eber uma equação evolutiva para o tensor Q a

partir da equação 
onstitutiva (2.10).

A primeira ação que empreendemos na elaboração de uma equação 
onstitutiva para

Q é a substituição da de
omposição (3.43) em (2.10), ou seja,

DQ2

Dt
= ∇uQ2 +Q

2∇uT +
f
(

Q

2
)

Wi
P
(

Q

2
)

(3.50)

Em seguida, apli
ando a regra do produto para a derivada total

DQ2

Dt
na equação (3.50),

obtemos

DQ

Dt
Q+Q

DQ

Dt
= ∇uQ2 +Q

2∇uT +
f
(

Q

2
)

Wi
P
(

Q

2
)

, (3.51)

que impli
a em

Q

DQ

Dt
= −DQ

Dt
Q+∇uQ2 +Q

2∇uT +
f
(

Q

2
)

Wi
P
(

Q

2
)

(3.52)

Multipli
ando a equação (3.52) à esquerda por Q

−1
, resulta em

DQ

Dt
= −Q−1DQ

Dt
Q +Q

−1∇uQ2 +Q∇uT +
f
(

Q

2
)

Wi
Q

−1P
(

Q

2
)

. (3.53)

Para a próxima etapa, usaremos o seguinte artifí
io

f
(

Q

2
)

Wi
Q

−1P
(

Q

2
)

=
1

2

(

f
(

Q

2
)

Wi
Q

−1P
(

Q

2
)

)

+
1

2

(

f
(

Q

2
)

Wi
Q

−1P
(

Q

2
)

)

. (3.54)
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Assim, substituindo (3.54) em (3.53), obtemos

DQ

Dt
= −Q−1DQ

Dt
Q+Q

−1∇uQ2 +Q∇uT +
f
(

Q

2
)

2Wi
Q

−1P
(

Q

2
)

+
f
(

Q

2
)

2Wi
Q

−1P
(

Q

2
)

(3.55)

que impli
a em

DQ

Dt
−Q∇uT − f

(

Q

2
)

2Wi
Q

−1P
(

Q

2
)

= −Q−1DQ

Dt
Q+Q

−1∇uQ2 +
f
(

Q

2
)

2Wi
Q

−1P
(

Q

2
)

.

(3.56)

Atentando para o segundo membro da equação (3.56), 
olo
amos as matrizes Q

−1
e Q

em eviden
ia, isto é,

DQ

Dt
−Q∇uT − f

(

Q

2
)

2Wi
Q

−1P
(

Q

2
)

= Q

−1

(

−DQ
Dt

+∇uQ +
f
(

Q

2
)

2Wi
P
(

Q

2
)

Q

−1

)

Q.

(3.57)

O próximo passo é de�nirmos o tensor V 
omo sendo o primeiro membro da equação

(3.57), ou seja,

V =
DQ

Dt
−Q∇uT − f

(

Q

2
)

2Wi
Q

−1P
(

Q

2
)

. (3.58)

Em seguida, observamos que o fator

(

−DQ
Dt

+∇uQ+
f
(

Q

2
)

2Wi
P
(

Q

2
)

Q

−1

)

presente no

segundo membro da equação (3.57), nada mais é que −VT
. Assim, podemos es
rever

(3.57) em função somente dos tensores V e Q da seguinte forma

V = Q

−1
(

−VT
)

Q, (3.59)

ou ainda

VQ

−1 = −Q−1
V

T , (3.60)

que equivale a

VQ

−1 = −
(

VQ

−1
)T
, (3.61)

ou seja, o tensor VQ

−1
é antissimétri
o.

De�nimos o tensor

G = −Q−1
V

T , (3.62)

que garantimos ser antissimétri
o por (3.61).

Por �m, substituindo (3.62) em (3.57), obtemos a seguinte equação evolutiva para a

matriz raiz quadrada Q:

∂Q

∂t
+∇. (uQ) = GQ+Q∇uT +

f
(

Q

2
)

2Wi
Q

−1P
(

Q

2
)

, (3.63)
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onde G =

[

0 G12

−G12 0

]

é uma matriz antissimétri
a, as funções f
(

Q

2
)

e P
(

Q

2
)

, apre-

sentadas adiante, são de�nidas segundo o modelo 
onstitutivo sele
ionado, e a matrizQ

−1

é 
al
ulada analiti
amente pela relação:

Q

−1 =
1

det (Q)
adj (Q) , (3.64)

onde det (Q) é o determinante de Q e adj (Q) sua matriz adjunta. Logo, a matriz Q

−1
,

em termos das 
omponentes de Q, é es
rita 
omo:

Q

−1 =
1

Q11Q22 −Q2
12

(

Q22 −Q12

−Q12 Q11

)

. (3.65)

As funções f
(

Q

2
)

e P
(

Q

2
)

são de�nidas, de a
ordo 
om o modelo 
onstitutivo ado-

tado, 
omo:

• Oldroyd-B:

f
(

Q

2
)

= 1 (3.66)

e

P
(

Q

2
)

= I−Q

2. (3.67)

• Giesekus:

f
(

Q

2
)

= 1 (3.68)

e

P
(

Q

2
)

=
(

I−Q

2
) [

I+ α
(

Q

2 − I

)]

. (3.69)

• FENE-CR:

f
(

Q

2
)

=
L2

L2 − tr
(

Q

2
)

(3.70)

e

P
(

Q

2
)

= I−Q

2. (3.71)

• FENE-P:

f
(

Q

2
)

=
L2

L2 − 3
(3.72)

e

P
(

Q

2
)

= I− L2 − 3

L2 − tr
(

Q

2
)
Q

2. (3.73)

Até o momento, não men
ionamos 
omo pro
eder na determinação da matriz antissi-

métri
a G de�nida anteriormente, equação (3.62). O mais natural seria explorarmos sua
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de�nição, ou seja, determinar G a partir da relação (3.62), que equivale a

G = Q

−1

(

−DQ
Dt

+∇uQ +
f
(

Q

2
)

2Wi
P
(

Q

2
)

Q

−1

)

. (3.74)

Contudo, não adotamos este re
urso. O motivo é muito simples: a 
on�guração de G

na equação (3.74) não é antissimétri
a. Isto é fa
ilmente 
onstatado, por observarmos que

Q

−1
é simétri
a, assim 
omo, todas as par
elas de

(

−DQ
Dt

+∇uQ+
f
(

Q

2
)

2Wi
P
(

Q

2
)

Q

−1

)


om ex
eção de ∇uQ. Logo, segue que

[

Q

−1

(

−DQ
Dt

+∇uQ +
f
(

Q

2
)

2Wi
P
(

Q

2
)

Q

−1

)]T

=

(

−DQ
Dt

+Q∇uT +
f
(

Q

2
)

2Wi
Q

−1P
(

Q

2
)

)

Q

−1

(3.75)

e

(

−DQ
Dt

+Q∇uT +
f
(

Q

2
)

2Wi
Q

−1P
(

Q

2
)

)

Q

−1 6= Q

−1

(

DQ

Dt
−∇uQ− f

(

Q

2
)

2Wi
P
(

Q

2
)

Q

−1

)

,

(3.76)

que garante não haver a antissimetria em (3.74).

A propriedade antissimétri
a atribuída à matriz G, deve-se às 
ir
unstân
ias envolvi-

das na 
onstrução da equação evolutiva de Q, e não à sua de�nição em termos de Q e u.

Assim, omitindo-se a 
omposição deV em (3.62), al
ançamos a propriedade antissimétri
a

para G.

A indi
ação de uma matriz G é feita através, não da sua de�nição (3.62), mas, de um

exame da propriedade simétri
a presente em alguns termos da equação evolutiva de Q.

Bal
i et al. [4℄ de
laram que a positividade do tensor 
onformação A depende da 
orreta

es
olha da matriz antissimétri
a G, que é obtida por meio da imposição de simetria sobre

o tensor K, de�nido 
omo:

K = GQ+Q∇uT . (3.77)

Esta imposição segue da 
ir
unstân
ia que a derivada material

DQ

Dt
é simétri
a, logo

todo o segundo membro de (3.63) também deve satisfazer esta 
ondição. A par
ela

f
(

Q

2
)

2Wi
Q

−1P
(

Q

2
)

já satisfaz esta 
ondição, em 
on
equên
ia da simetria de Q e do

fato de o polin�mio P
(

Q

2
)

envolver somente os tensores Q e I, que são simétri
os. De

modo que, a úni
a par
ela que ainda falta atender esta exigên
ia é GQ+Q∇uT
.

Assim, 
onstruímos o tensor G 
omo 
onsequên
ia de

K

T = K, (3.78)
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ou seja, estabele
emos

(

GQ+Q∇uT
)T

= GQ+Q∇uT , (3.79)

que impli
a em

∇uQ−Q∇uT = GQ+QG. (3.80)

Após algumas manipulações algébri
as em (3.80) determinamos a matrizG (ver Apêndi
e

A).

3.3 Formulação nú
leo-
onformação

Em vista do demasiado entusiasmo e bons resultados al
ançados 
om o emprego de

modi�
ações na equação 
onstitutiva do tensor 
onformação, 
omo de
omposição espe
-

tral [65℄, de
omposição de Cholesky [65℄, log-
onformação [26, 27℄ e de
omposição do tipo

raiz quadrada [4℄, uma questão que despertou o interesse dos estudiosos Afonso et al.

[2℄ foi a possibilidade de reunir as prin
ipais sugestões de 
ada uma das de
omposições

men
ionadas em uma úni
a té
ni
a, na qual por meio de uma simples modi�
ação na

função prin
ipal, es
olhemos qual das estratégias adotar. Assim, na bus
a por tal mé-

todo, Afonso et al. [2℄ desenvolveram o método nú
leo-
onformação, que, em parti
ular,

reune os métodos log-
onformação [26, 27℄ e de
omposição do tipo raiz quadrada [4℄. Esta

formulação vai além do que simplesmente englobar algumas das té
ni
as já desenvolvidas,

uma vez que 
ria a possibilidade do uso de outras transformações não investigadas até

então, 
omo a função inversa de seno hiperbóli
o, função logarítmi
a em qualquer base

positiva, função raiz k-ésima, entre outras.

Afonso et al. [2℄ forne
eram, não apenas, mais uma ferramenta de estabilização para

a simulação numéri
a de es
oamentos vis
oelásti
os a altos Weissenberg, 
omo também,

um estudo numéri
o entre as diferentes transformações empregues, analisando as melhores

propostas de transformações. Algo semelhante ao que nos propomos fazer neste projeto,

porém de modo mais abrangente e meti
uloso, 
onsiderando também as té
ni
as originais.

No que segue, apresentamos a 
onstrução do método nú
leo-
onformação [2℄. Quando

apropriado, apontamos as ideias de outros trabalhos que serviram de base para esta for-

mulação. Ademais, também 
itamos as diferenças e semelhanças entre as de
omposições

originais e suas versões similares originadas da té
ni
a nú
leo-
onformação.

3.3.1 Construção do método

A elaboração deste método se dá basi
amente por meio de três etapas prin
ipais:

• Elaboração de uma equação de evolução para os autovalores da matriz A
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• Construção de uma equação de evolução para a função nú
leo, que será de�nida

mais adiante, avaliada na matriz dos autovalores de A

• Composição de uma equação evolutiva para a função nú
leo avaliada em A

A 
onstrução deste método está fundamentada, prin
ipalmente, nas ideias de Vaithi-

anathan e Collins [65℄ e Fattal e Kupferman [26, 27℄. Ini
ialmente, podemos 
itar o uso

da pe
uliar de
omposição do gradiente da velo
idade (3.13) usada na formulação log-


onformação, a �m de modi�
ar a estrutura da equação do tensor 
onformação antes do

uso da transformação prin
ipal. Assim, a equação 
onstitutiva que 
onsideraremos será a

equação (3.17).

Com o intento de al
ançarmos uma equação evolutiva para a matriz dos autovalores

Λ, empregamos a mesma ideia empreendida por Vaithianathan e Collins [65℄, ou seja,

usando a de
omposição espe
tral (3.14), rees
revemos a matriz dos autovalores 
omo

Λ = O

T
AO, (3.81)

e apli
amos a derivada material em Λ, juntamente 
om o uso da regra do produto para

derivadas, que resulta em

DΛ

Dt
=
DOT

Dt
AO +O

TDA

Dt
O+O

T
A

DO

Dt
. (3.82)

Agora, também usando uma ideia semelhante ao que fora feito em [65℄, substituímos

DA

Dt
usando a equação 
onstitutiva de A (3.17), reformulada pela de
omposição do ten-

sor ∇u. No entanto, não usamos a de
omposição feita em [65℄, equação (3.1), mas a

de
omposição empregada por Fattal e Kupferman [26, 27℄, equação (3.13), que resulta

em:

DΛ

Dt
=
DOT

Dt
AO +O

T

(

ΩA−AΩ+ 2BA+
f (A)

Wi
P (A)

)

O+O

T
A

DO

Dt
. (3.83)

=
DOT

Dt
AO+OT

ΩAO−O

T
AΩO+2OT

BAO+
f (A)

Wi
O

TP (A)O+OT
A

DO

Dt
. (3.84)

Substituindo (3.14) em (3.84), 
om ex
eção dos argumentos de f e P , obtemos

DΛ

Dt
=
DOT

Dt
OΛ+

(

O

T
ΩO

)

Λ−Λ
(

O

T
ΩO

)

+ 2
(

O

T
BO

)

Λ+
f (A)

Wi
O

TP (A)O

+ΛO
TDO

Dt
.

(3.85)
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A próxima alteração que faremos na equação (3.85) é substituir os termos f (A) eOTP (A)O

por f (Λ) e P (Λ). Antes, porém, apresentamos os 
ál
ulos que nos asseveram esta mu-

dança para todos os modelos 
onstitutivos aqui 
onsiderados.

• Oldroyd-B

f (A) = 1 = f (Λ) (3.86)

e

O

TP (A)O = O

T (I−A)O = (I−Λ) = P (Λ) . (3.87)

• Giesekus

f (A) = 1 = f (Λ) (3.88)

e

O

TP (A)OT = O

T (I−A) [I+ α (A− I)]O =

= (I−Λ) [I+ α (Λ− I)] = P (Λ)

(3.89)

• FENE-CR

f (A) =
L2

L2 − tr (A)
=

L2

L2 − tr (Λ)
= f (Λ) (3.90)

e

O

TP (A)O = O

T (I−A)O = (I−Λ) = P (Λ) . (3.91)

• FENE-P

f (A) =
L2

L2 − 3
= f (Λ) (3.92)

O

TP (A)O = O

T

(

I− L2 − 3

L2 − tr (A)
A

)

O = I− L2 − 3

L2 − tr (Λ)
= P (Λ) (3.93)

Desta forma, podemos rees
rever a equação (3.85) 
omo

DΛ

Dt
=
DOT

Dt
OΛ+

(

O

T
ΩO

)

Λ−Λ
(

O

T
ΩO

)

+ 2
(

O

T
BO

)

Λ+
f (Λ)

Wi
P (Λ)

+ΛO
TDO

Dt
,

(3.94)

e após utilizarmos as equações (3.10) e (3.11), obtemos:

DΛ

Dt
=
DOT

Dt
OΛ+ Ω̃Λ−ΛΩ̃+ 2B̃Λ+

f (Λ)

Wi
P (Λ) +ΛO

TDO

Dt
. (3.95)
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Agora, de�nimos o tensor H 
omo

H = O

TDO

Dt
. (3.96)

Note que,

0 =
DOT

O

Dt
=
DOT

Dt
O +O

TDO

Dt
, (3.97)

que impli
a em

H = O

TDO

Dt
= −DO

T

Dt
O = −HT . (3.98)

Desta maneira, mostramos que a matriz H é antissimétri
a.

Prosseguindo 
om a 
onstrução da equação evolutiva para a matriz Λ, substituímos a

equação (3.96) em (3.95), que resulta em

DΛ

Dt
= (ΛH−HΛ) +

(

Ω̃Λ−ΛΩ̃

)

+ 2B̃Λ+
f (Λ)

Wi
P (Λ) . (3.99)

Observamos que as par
elas (ΛH−HΛ) e
(

Ω̃Λ−ΛΩ̃

)

em nada 
ontribuem para a evo-

lução de Λ, em razão de as matrizes H e Ω̃ serem antissimétri
as, logo possuem entradas

nulas para a diagonal prin
ipal. Assim, podemos extrair duas expressões diferentes de

(3.99), uma para os termos da diagonal prin
ipal e outra para os demais termos:

Dλi
Dt

= 2B̃iiλi +
f (Λ)

Wi
P (Λ)ii , onde i = 1, 2, (3.100)

e

HΛ−ΛH = Ω̃Λ−ΛΩ̃, (3.101)

onde (3.100) apli
a-se a equação de evolução para os autovalores de A e a equação (3.101)

apli
a-se para os termos fora da diagonal prin
ipal.

Novamente, somos 
ompelidos a men
ionar a semelhança entre as 
onstruções dos

métodos nú
leo-
onformação e de
omposição espe
tral apresentada em [65℄. As equações

(3.100) e (3.101) são similares às equações 
ompostas para a de
omposição espe
tral,

diferindo em apenas algumas 
omponentes, que foram geradas pela distinta de
omposição

de ∇u. Uma diferença fundamental que indi
amos entre os métodos nú
leo-
onformação

e de
omposição espe
tral, está no uso dessas equações. No trabalho proposto em [65℄,

a 
omposição das equações (3.100) e (3.101) tem por objetivo evoluir os autovalores e

autovetores do tensor 
onformação, seguido da 
onstrução de A. Observe que a equação

(3.100) permite-nos evoluir os autovalores, enquanto que a equação (3.101) possibilita a

determinação da matriz H para posterior uso na equação evolutiva de O, dada por

DO

Dt
= OH. (3.102)
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Em 
ontrapartida, as equações (3.100) e (3.101) para a formulação nú
leo-
onformação,

tem o papel de auxiliar os demais passos na 
onstrução do método. A equação (3.101),

por exemplo, garante-nos a igualdade entre as matrizes H e Ω̃, isto é,

H = Ω̃. (3.103)

De fato, 
onsideremos a equação (3.101), rees
rita abaixo 
omo

[

0 H12 (λ2 − λ1)

H12 (λ2 − λ1) 0

]

=

[

0 Ω̃12 (λ2 − λ1)

Ω̃12 (λ2 − λ1) 0

]

, (3.104)

que equivale a

H12 (λ2 − λ1) = Ω̃12 (λ2 − λ1) (3.105)

que impli
a em

(λ2 − λ1)
(

H12 − Ω̃12

)

= 0. (3.106)

Por hipótese, λ1 6= λ2 (mesmo argumento usado na demonstração do Lema 3.1 do metodo

log-
onformação), que resulta em

H12 = Ω̃12, (3.107)

que equivale a (3.103)

A próxima etapa é a 
onstrução de uma equação de evolução para a função nú
leo

avaliada em Λ. Antes, porém, apresentamos a função nú
leo K, de�nida no 
onjunto das

matrizes simétri
as de�nidas positivas:

K (A) = OK (Λ)OT , (3.108)

onde K é uma função que deve satisfazer três 
ondições: ser 
ontínua, inversível e diferen-


iável. A exigên
ia da 
ontinuidade e diferen
iabilidade, que está asso
iada à suavidade

da função K, é imposta para que possamos es
rever K (A) 
omo em (3.108). O quesito

inversível é expli
ado pela ne
essidade de retornarmos à A após a evolução da matriz K.

Mais detalhes sobre estas 
ondições para K serão es
lare
idas no de
orrer do estudo.

Essa apli
ação tem a vantagem de, após a diagonalização (3.14), ser apli
ada somente

na matriz diagonal (por isso do nome função nú
leo), deixando de lado as matrizes or-

togonais formadas pelos autovetores, 
onforme (3.108). Outra vantagem, é que apli
ar a

função nú
leo na matriz diagonal equivale a 
onstruir uma matriz diagonal 
ujas entradas

são as imagens dos termos da diagonal prin
ipal pela função K de�nida em R, ou seja,


onsiderando uma matriz diagonal qualquer d = dij , podemos es
rever:
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K (diag (d11; d22; ...; dnn)) = diag (K(d11);K(d22); ...;K(dnn)) . (3.109)

Assim, de�nimos a função K em Λ, que na práti
a é apli
ada ao 
onjunto R (lembrando

que os autovalores de A são reais positivos devido à positividade do tensor). Tendo isso

em mente, vamos em bus
a de uma equação evolutiva para K (Λ).

Derivando a função K (λi) em relação ao tempo t, e usando a regra da 
adeia em R,

obtemos:

∂K (λi)

∂t
=
∂λi
∂t

∂K (λi)

∂λi
=
∂λi
∂t

Jii, (3.110)

ou na forma matri
ial

∂K (Λ)

∂t
=
∂Λ

∂t
J, (3.111)

onde, no 
aso bidimensional, J é uma matriz diagonal dada por:

J = diag

(

∂K (λ1)

∂λ1
;
∂K (λ2)

∂λ2

)

. (3.112)

Este é mais um motivo para a exigên
ia de diferen
iabilidade de K, e 
onsequentemente

da 
ontinuidade.

Apli
ando a derivada material à matriz K (Λ), e usando a regra da 
adeia, obtemos:

DK (Λ)

Dt
=
DΛ

Dt
J. (3.113)

Es
revendo a equação (3.100) na forma matri
ial, tem-se

DΛ

Dt
= 2B̃Λ+

f (Λ)

Wi
P (Λ) , (3.114)

e substituindo em (3.113), resulta na seguinte equação de evolução para K (Λ):

DK (Λ)

Dt
= 2B̃ΛJ+

f (Λ)

Wi
P (Λ)J. (3.115)

Através da de�nição da matriz K (A) (3.108) e pela regra do produto para derivadas,

podemos es
rever a derivada material de K (A) 
omo:

DK (A)

Dt
=
DO

Dt
K (Λ)OT +O

DK (Λ)

Dt
O

T +OK (Λ)
DOT

Dt
. (3.116)

Com isso, es
lare
emos o motivo de termos produzido, antes, uma equação evolutiva para

K (Λ), ou seja, para substituirmos em (3.116). Fazendo esta substituição, obtemos:

DK (A)

Dt
=
DO

Dt
K (Λ)OT +O

[

2B̃ΛJ+
f (Λ)

Wi
P (Λ)J

]

O

T +OK (Λ)
DOT

Dt
. (3.117)
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Mediante outra substituição, K (Λ) = O

T
K (A)O apli
ada à equação (3.117), além de

distribuirmos as multipli
ações presentes na equação, resulta em:

DK (A)

Dt
=
DO

Dt
O

T
K (A) + 2

(

OB̃ΛJO
T
)

+
1

Wi

(

Of (Λ)P (Λ)JOT
)

+K (A)O
DOT

Dt
.

(3.118)

Atentando para a equação (3.103), temos que

Ω̃ = H = O

TDO

Dt
, (3.119)

que impli
a

OΩ̃O
T =

DO

Dt
O

T , (3.120)

ou seja,

Ω =
DO

Dt
O

T . (3.121)

Portanto, a equação evolutiva para K (A) pode ser es
rita 
omo:

∂K (A)

∂t
+∇. (uK (A)) = ΩK (A)−K (A)Ω+ 2B+

1

Wi
H, (3.122)

onde as matrizes B e H são dadas, respe
tivamente, por:

B = ODBO
T = OB̃ΛJO

T
(3.123)

e

H = ODHO
T = Of (Λ)P (Λ)JOT , (3.124)

onde DB e DH são matrizes diagonais. Repare que somente a matriz H depende das

funções f e P , que determinam o modelo 
onstitutivo. Logo, somente esta matriz sofrerá

mudanças 
om a variação de modelos.

3.3.2 Apli
ações sobre a formulação nú
leo-
onformação

Agora, apresentamos a 
onstrução de equações de evolução para três funções diferentes

de K, função linear deslo
ada ("linear shifted") e as versões logd e raiz k-ésima para a

formulação nú
leo-
onformação. Estas três funções 
itadas anteriormente são as mesmas

apresentadas em [2℄. Porém, em [2℄ elas foram desenvolvidas somente para o modelo


onstitutivo Oldroyd-B. Aqui, além de 
onsiderarmos este modelo, estenderemos para

outros modelos, Giesekus, FENE-CR e FENE-P.



40

3.3.2.1 Função linear deslo
ada nú
leo-
onformação

O primeiro exemplo de transformação, através da té
ni
a nú
leo-
onformação, que

apresentamos é a função linear deslo
ada. Afonso et al. [2℄ exibem esta transformação


om o propósito de expor a suposta equivalên
ia entre o uso desta função e a evolução

direta 
om o tensor poliméri
o, mostrando a 
apa
idade desta transformação de, até

mesmo, representar o método padrão. Entretanto, em [2℄ esta análise é feita apenas para

o modelo Oldroyd-B, individualizando a função linear deslo
ada, ou seja, a 
ara
terísti
a

da função deslo
ada, 
omo é posta em [2℄, só faz sentido para o modelo Oldroyd-B.

Afonso et al. [2℄ de�nem a função linear deslo
ada 
omo

K (A) =
1

Wi
(A− I) . (3.125)

Esta função representa a relação existente entre o tensor poliméri
o τ e o tensor 
onfor-

mação A para o modelo Oldroyd-B (ver [27℄), que por a
aso é a mesma para o modelo

Giesekus. Entretanto, em 
onsequên
ia da adimensionalização usada neste trabalho, a re-

lação entre os tensores τ e A por nós adotada difere da relação empregue em [2℄. Assim,


om o propósito de manter a 
onsistên
ia entre asso
iação entre os tensores, de�nimos a

função linear deslo
ada 
omo

K (A) = ξ (A− I) . (3.126)

Para a 
onstrução da equação evolutiva, 
om a função linear deslo
ada, pre
isamos


al
ular os tensores J, B e H, isto é, os es
revemos em função de K. Assim, usando as

equações (3.112), (3.123) e (3.124), e observando que a apli
ação inversa de K é

A =
1

ξ
K (A) + I, (3.127)

temos

a) Cál
ulo de J através da equação (3.112):

J =
∂K (Λ)

∂Λ
=
∂ξ (Λ− I)

∂Λ
= ξI. (3.128)

b) Cál
ulo de B através da equação (3.123):

B = ODBO
T = O

(

B̃ΛJ

)

O

T = ξO
(

B̃Λ

)

O

T = ξ
(

OB̃O

T
)

(

OΛO
T
)

, (3.129)

que, por intermédio das equações (3.10) e (3.14), pode ser es
rita 
omo

B = ξBA = ξB

(

1

ξ
K+ I

)

= B (K+ ξI) . (3.130)
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) Cál
ulo de H através da equação (3.124):

� Oldroyd-B:

H = ODHO
T = O (I−Λ)OT = ξ (I−A) = −ξ (A− I) = −K. (3.131)

� Giesekus:

H = ODHO
T = O (I−Λ) [I+ α (Λ− I)] ξOT = ξ (I−A) [I+ α (A− I)]

= −K

(

I+
α

ξ
K

)

.

(3.132)

� FENE-CR:

H = ODHO
T =

L2

L2 − tr (Λ)
O (I−Λ) ξOT =

L2

L2 − tr (Λ)
ξ (I−A)

= − L2

L2 − tr (Λ)
K.

(3.133)

� FENE-P:

H = ODHO
T =

L2

L2 − 3
O

(

I− L2 − 3

L2 − tr (Λ)
Λ

)

ξOT

= ξ

(

L2

L2 − 3
I− L2

L2 − tr (Λ)
A

)

= ξ

[

L2

L2 − 3
I− L2

L2 − tr (Λ)

(

1

ξ
K+ I

)]

.

(3.134)

Abaixo, apresentamos as equações 
om a transformação linear deslo
ada para os qua-

tro modelos 
onstitutivos:

• Oldroyd-B

∂K

∂t
+∇. (uK) = ΩK−KΩ + 2B (K+ ξI)− 1

Wi
K (3.135)

• Giesekus

∂K

∂t
+∇. (uK) = ΩK−KΩ+ 2B (K+ ξI)− 1

Wi
K

(

I+
α

ξ
K

)

(3.136)

• FENE-CR

∂K

∂t
+∇. (uK) = ΩK−KΩ+ 2B (K+ ξI)− 1

Wi

L2

L2 − tr (Λ)
K. (3.137)
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• FENE-P

∂K

∂t
+∇. (uK) = ΩK−KΩ+2B (K+ ξI)+

ξ

Wi

[

L2

L2 − 3
I− L2

L2 − tr (Λ)

(

1

ξ
K+ I

)]

(3.138)

Podemos ainda reduzir todas estas equações a uma úni
a equação, que depende apenas

das funções f e P , 
omo

∂K

∂t
+∇. (uK) = ΩK−KΩ+ 2B (K+ ξI) +

ξ

Wi
f

(

1

ξ
K+ I

)

P

(

1

ξ
K+ I

)

. (3.139)

3.3.2.2 Função logd nú
leo-
onformação

Estimulado pelo método log-
onformação, 
on
ebido por Fattal e Kupferman [26, 27℄,

Afonso et al. [2℄ 
ria uma versão generalizada deste método, permitindo o uso de uma

transformação logarítmi
a em qualquer base d > 0. Uma ampliação da formulação log-


onformação original, que permitia-nos apenas o emprego do logaritmo natural ln (A).

De�nimos a função logd nú
leo-
onformação 
omo:

K (A) = logd (A) = Ologd (Λ)OT = OK (Λ)OT . (3.140)

A apli
ação inversa pode ser es
rita 
omo

A = dK. (3.141)

a) Cál
ulo de J através da equação (3.112):

J =
∂K (Λ)

∂Λ
=
∂logd (Λ)

∂Λ
=

Λ
−1

ln (d)
(3.142)

b) Cál
ulo de B através da equação (3.123):

B = ODBO
T = OB̃ΛJO

T =
1

ln (d)
OB̃O

T =
1

ln (d)
B. (3.143)


) Cál
ulo de H através da equação 3.124:

� Oldroyd-B:

H = ODHO = O (I−Λ)
Λ

−1

ln (d)
O

T =
1

ln (d)
O

(

Λ
−1 − I

)

O

T . (3.144)

Por (3.141), temos que d−K = OΛ
−1
O

T
. Portanto,

H =
1

ln (d)

(

d−K − I

)

(3.145)
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� Giesekus:

H = ODHO
T = O (I−Λ) [I+ α (Λ− I)]

Λ
−1

ln (d)
O

T =

=
1

ln (d)
(I−A)

[

A

−1 + α
(

I−A

−1
)]

=
1

ln (d)

(

I− dK
) [

d−K + α
(

I− d−K
)]

=

=
1

ln (d)
d−K

(

I− dK
) [

I+ α
(

dK − I

)]

(3.146)

� FENE-CR:

H = ODHO
T =

L2

L2 − tr (Λ)
O (I−Λ)

Λ
−1

lna
O

T =
L2

L2 − tr (Λ)

1

ln (a)

(

A

−1 − I

)

=

=
L2

L2 − tr (Λ)

1

ln (a)

(

a−K − I

)

(3.147)

� FENE-P:

H = ODHO
T =

L2

L2 − 3
O

(

I− L2 − 3

L2 − tr (Λ)
Λ

)

Λ
−1

ln (d)
O

T =

=
1

ln (d)
O

(

L2

L2 − 3
Λ

−1 − L2

L2 − tr (Λ)
I

)

O

T =
1

ln (d)

(

L2

L2 − 3
A

−1 − L2

L2 − tr (Λ)
I

)

=

=
1

ln (d)

(

L2

L2 − 3
d−K − L2

L2 − tr (Λ)
I

)

(3.148)

Abaixo, apresentamos as equações 
om a transformação logd nú
leo-
onformação para os

quatro modelos 
onstitutivos:

• Oldroyd-B

∂K

∂t
+∇. (uK) = ΩK−KΩ+

2

ln (d)
B+

1

ln (d)Wi

(

d−K − I

)

(3.149)

• Giesekus

∂K

∂t
+∇. (uK) = ΩK−KΩ +

2

ln (d)
B+

1

ln (d)Wi
d−K

(

I− dK
) [

I+ α
(

dK − I

)]

(3.150)
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• FENE-CR

∂K

∂t
+∇. (uK) = ΩK−KΩ +

2

ln (d)
B+

1

ln (d)Wi

L2

L2 − tr (Λ)

(

d−K − I

)

(3.151)

• FENE-P

∂K

∂t
+∇. (uK) = ΩK−KΩ+

2

ln (d)
B+

1

ln (d)Wi

(

L2

L2 − 3
d−K − L2

L2 − tr (Λ)
I

)

(3.152)

Podemos ainda reduzir todas estas equações a uma úni
a equação, que depende apenas

das funções f e P , 
omo

∂K

∂t
+∇. (uK) = ΩK−KΩ+

2

ln (d)
B+

f
(

dK
)

ln (a)Wi
d−KP

(

dK
)

. (3.153)

3.3.2.3 Função raiz k-ésima nú
leo-
onformação

Assim 
omo a transformação logd nú
leo-
onformação, o método nú
leo-
onformação

também dispõe de uma versão para a de
omposição do tipo raiz quadrada. Além deste


aso, em parti
ular, os autores Afonso et al. [2℄ propuseram algo mais geral, o uso da raiz

k-ésima do tensor 
onformação, isto é, a raiz para qualquer potên
ia desejada.

De�nimos a função raiz k-ésima nú
leo-
onformação 
omo:

K (A) = A

1

k = OΛ
1

k
O

T = OΛO
T , (3.154)

onde k é um número inteiro qualquer.

A inversa desta transformação é representada por

A = K
k. (3.155)

a) Cál
ulo de J através da equação (3.112):

J =
∂K (Λ)

∂Λ
=
∂Λ

1

k

∂Λ
=

Λ
1−k

k

k
(3.156)

b) Cál
ulo de B através da equação (3.123):

B = ODBO
T = OB̃ΛJO

T = OB̃Λ
Λ

1−k

k

k
O

T = OB̃

Λ
1

k

k
O

T =
BK

k
(3.157)


) Cál
ulo de H através da equação (3.124):
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� Oldroyd-B:

H = ODHO
T = O (I−Λ)

Λ
1−k

k

k
O

T =
1

k
O

(

Λ
1−k

k −Λ
1

k

)

O

T =

=
1

k

(

K
1−k −K

)

(3.158)

� Giesekus:

H = ODHO
T = O (I−Λ) [I+ α (Λ− I)]

Λ
1−k

k

K
O

T =

=
1

K
O

(

Λ
1−k

k −Λ
1

k

)

[I+ α (Λ− I)]OT =

=
1

k

(

K
1−k −K

) [

I+ α
(

K
k − I

)]

(3.159)

� FENE-CR:

H = ODHO
T =

L2

L2 − tr (Λ)
O (I−Λ)

Λ
1−k

k

k
O

T =

=
L2

L2 − tr (Λ)

1

k

(

K
1−k −K

)

(3.160)

� FENE-P:

H = ODHO
T =

L2

L2 − 3
O

(

I− L2 − 3

L2 − tr (Λ)
Λ

)

Λ
1−k

k

k
O

T =

=
1

k
O

(

L2

L2 − 3
Λ

1−k

k − L2

L2 − tr (Λ)

)

O

T =

=
1

k

(

L2

L2 − 3
K

1−k − L2

L2 − tr (Λ)
K

)

(3.161)

Abaixo, apresentamos as equações 
om a transformação raiz k-ésima nú
leo-
onformação

para os quatro modelos 
onstitutivos:

• Oldroyd-B

∂K

∂t
+∇. (uK) = ΩK−KΩ +

2

k
BK+

1

kWi

(

K
1−k −K

)

(3.162)
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• Giesekus

∂K

∂t
+∇. (uK) = ΩK−KΩ +

2

k
BK+

1

kWi
K
(

K
−k − I

) [

I+ α
(

K
k − I

)]

(3.163)

• FENE-CR

∂K

∂t
+∇. (uK) = ΩK−KΩ +

2

k
BK+

1

kWi

L2

L2 − tr (Λ)

(

K
1−k −K

)

(3.164)

• FENE-P

∂K

∂t
+∇. (uK) = ΩK−KΩ+

2

k
BK+

1

kWi

(

L2

L2 − 3
K

1−k − L2

L2 − tr (Λ)
K

)

(3.165)

Podemos ainda reduzir todas estas equações a uma úni
a equação, que depende apenas

das funções f e P , 
omo

∂K

∂t
+∇. (uK) = ΩK−KΩ +

2

k
BK+

f
(

K
k
)

kWi
K

1−kP
(

K
k
)

. (3.166)

3.4 Equivalên
ia e diferenças entre de
omposições

Nesta seção, faremos uma análise sobre possíveis equivalên
ias, no nível teóri
o, exis-

tentes entre as de
omposições investigadas. Mais espe
i�
amente, analisaremos as a�rma-

ções de equivalên
ia, feitas em [2℄, entre as de
omposições log-
onformação e de
omposição

do tipo raiz quadrada 
om suas versões provindas da transformação nú
leo-
onformação

e o método padrão, que faz uso da evolução direta de τ , 
om a transformação linear

deslo
ada nú
leo-
onformação. Além disso, averiguaremos se estas equivalên
ias, ou a

ausên
ia delas, se apli
am a todos os modelos 
onstitutivos por nós examinados.

Este estudo 
omparativo justi�
a-se pelas a�rmações de similaridades teóri
as entre

de
omposições, 
omo exposto em [2℄, ainda não muito bem 
ompreendidas. Lembremo-

nos, por exemplo, que, enquanto a de
omposição do tipo raiz quadrada em [4℄ é tida


omo uma boa alternativa de estabilização, esta mesma té
ni
a em [2℄ é vista de maneira

desfavorável. Assim, este estudo pretende es
lare
er alguns equívo
os que 
ir
undam estas

de
omposições.

3.4.1 O método padrão e a transformação linear deslo
ada nú
leo-


onformação

Nesta subseção, mostraremos a equivalên
ia entre as equações (3.135) e (2.25).

Considerando que para a 
onstrução da equação (3.135) foi empregue a de
omposição

(3.13), na qual deixamos de trabalhar diretamente 
om ∇u, temos que, de alguma ma-
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neira, retornar à situação original. Assim, numa tentativa de 
onquistar esta 
ondição,


onstruímos o seguinte sistema, 
om base em (3.13)

{

∇u = Ω+B+NA

−1

∇uT = −Ω +B−A

−1
N

(3.167)

que forne
e-nos expressões para Ω e B, envolvendo ∇u, dadas, respe
tivamente, por

Ω =
1

2

(

∇u−∇uT
)

− 1

2

(

NA

−1 +A

−1
N

)

(3.168)

e

B =
1

2

(

∇u +∇uT
)

− 1

2

(

NA

−1 −A

−1
N

)

. (3.169)

Por simpli
idade, resolveremos as duas par
elas prin
ipais, ΩK − KΩ e 2B (K+ ξI)

de (3.135), separadamente. Note que, estes termos são os úni
os que ne
essitam ser

alterados a �m de al
ançarmos a equivalên
ia. Outro ponto importante a ser desta
ado

nos 
ál
ulos apresentados a seguir, é o seguinte artifí
io usado no 
ál
ulo de 2B (K+ ξI),

isto é, es
revemos este termo 
omo

2B (K+ ξI) = B (K+ ξI) + (K+ ξI)B, (3.170)

que segue do fato de B e A 
omutarem. De fato, a relação (3.126) pode ser es
rita 
omo

ξA = K+ ξI. (3.171)

Logo,

B (K+ ξI) = BξA = ξAB = (K+ ξI)B. (3.172)

Substituindo as equações (3.168) e (3.169) nas par
elas ΩK − KΩ e 2B (K+ ξI),

respe
tivamente, obtemos

ΩK−KΩ =
1

2

(

∇uK−∇uT
K−K∇u +K∇uT

)

− 1

2

(

NA

−1 +A

−1
N

)

K

+
1

2
K
(

NA

−1 +A

−1
N

)

(3.173)

e

2B (K+ ξI) = B (K+ ξI) + (K+ ξI)B =
1

2

(

∇uK+∇uT
K+K∇u +K∇uT

)

−1

2

(

NA

−1 −A

−1
N

)

K− 1

2
K
(

NA

−1 −A

−1
N

)

+ 2ξD− ξ
(

NA

−1 −A

−1
N

)

(3.174)
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Somando as equações (3.173) e (3.174), resulta em

ΩK−KΩ+2B (K+ ξI) = ∇uK+K∇uT+2ξD+
(

KA
−1
N−NA

−1
K
)

−ξ
(

NA

−1 −A

−1
N

)

,

(3.175)

que também pode ser es
rita 
omo

ΩK−KΩ + 2B (K+ ξI) = ∇uK+K∇uT + 2ξD−NA

−1 (K+ ξI) + (K+ ξI)A−1
N.

(3.176)

Re
ordando a relação (3.171), podemos es
rever (3.176) 
omo

ΩK−KΩ + 2B (K+ ξI) = ∇uK+K∇uT + 2ξD−NA

−1ξA+ ξAA−1
N, (3.177)

que impli
a em

ΩK−KΩ+ 2B (K+ ξI) = ∇uK+K∇uT + 2ξD. (3.178)

Assim, de (3.139), a equação resultante será

∂K

∂t
+∇. (uK) = ∇uK+K∇uT + 2ξD+

ξ

Wi
f

(

1

ξ
K+ I

)

P

(

1

ξ
K+ I

)

. (3.179)

Em parti
ular para o modelo Oldroyd-B, temos

∂K

∂t
+∇. (uK) = ∇uK+K∇uT + 2ξD− 1

Wi
K, (3.180)

que é exatamente igual à equação (2.25) para quando tomamos K = τ . Portanto, tendo

em vista nosso 
ritério de avaliação, 
onsideramos a equação (3.135) equivalente à equação

original padrão (2.25). Embora, logi
amente, possa haver diferenças numéri
as, uma vez

que estas são 
al
uladas por pro
edimentos diferentes. Não faremos esta análise para os

outros modelos 
onstitutivos, uma vez que, 
omo já men
ionado, a relação (3.126) só faz

sentido para os modelos Oldroyd-B e Giesekus.

3.4.2 Os métodos log-
onformação e logd nú
leo-
onformação

Nesta subseção, analisaremos a equivalên
ia entre os métodos log-
onformação original

[26, 27℄ e logd nú
leo-
onformação para d = e. Afonso et al. [2℄ 
itam esta equivalên
ia

entre os métodos para o modelo Oldroyd-B, e apresenta a equação 
onstitutiva para a

versão log-
onformação (3.32), que segundo eles foi deduzida através da substituição de

d = e na equação da transformação logarítmi
a para uma base qualquer. Assim, o objetivo

desta análise será veri�
ar a equivalên
ia men
ionada para o modelo Oldroyd-B, e, por

extensão, para os outros modelos 
onstitutivos.
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Substituindo d = e na equação (3.153), obtemos

∂K

∂t
+∇. (uK) = ΩK−KΩ+ 2B+

f
(

eK
)

Wi
e−KP

(

eK
)

. (3.181)

A equação (3.181) é exatamente igual à equação (3.32), da formulação original log-


onformação. Se tro
amos em (3.181), K por Ψ, obtemos a equação (3.32). Essa equiva-

lên
ia entre as equações já era esperada, uma vez que boa parte do desenvolvimento do

método nú
leo-
onformação segue o que fora feito em [26, 27℄.

3.4.3 Os métodos de
omposição do tipo raiz quadrada e raiz k-

ésima nú
leo-
onformação

Por �m, a última equivalên
ia que vamos investigar, é entre os métodos de
omposição

do tipo raiz quadrada e a versão raiz quadrada da formulação nú
leo-
onformação, ou

seja, bus
aremos uma 
orrespondên
ia entre as equações (3.63) e (3.166) para o 
aso em

que k = 2. Para tanto, es
revemos, primeiramente, a equação (3.166) 
om k = 2, que

forne
e-nos

∂K

∂t
+∇. (uK) = ΩK−KΩ +BK+

f (K2)

2Wi
K

−1P
(

K
2
)

. (3.182)

Uma breve análise desta equação, forne
e-nos informações sobre quais os passos ne
essá-

rios para se atingir a estrutura da equação (3.63). Os úni
os termos que ne
essitam ser

modi�
ados são ΩK−KΩ e BK, semelhante ao que foi efetuado no estudo de equivalên-


ia entre as equações padrão e transformação linear deslo
ada nú
leo-
onformação. Outra

ideia análoga, é o uso da 
omutatividade entre a matriz K e B, isto é,

BK = KB, (3.183)

que se justi�
a pela 
omutatividade entre A e B. Como já �zemos o 
ál
ulo da par
ela

ΩK−KΩ, pre
isamos somente 
al
ular KB. Assim, aproveitando-se de (3.169), temos

KB =
1

2

(

K∇u +K∇uT
)

− 1

2
K
(

NA

−1 −A

−1
N

)

. (3.184)

Somando as equações (3.173) e (3.184), resulta em

ΩK−KΩ+KB = K∇uT +KA
−1
N+

1

2

(

∇u−∇uT
)

K− 1

2

(

NA

−1 +A

−1
N

)

K. (3.185)

A partir da relação inversa (3.155) e sabendo-se que k = 2, temos que

A

−1 = K
−2. (3.186)
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Então, substituindo (3.186) em (3.185), obtemos

ΩK−KΩ+KB = K∇uT +K
−1
N+

1

2

(

∇u−∇uT
)

K− 1

2

(

NK
−2 +K

−2
N

)

K, (3.187)

que pode ser es
rita 
omo

ΩK−KΩ+KB = K∇uT +

[

K
−1
NK

−1 +
1

2

(

∇u−∇uT
)

− 1

2

(

NK
−2 +K

−2
N

)

]

K.

(3.188)

Agora, observemos que as três par
elas K
−1
NK

−1
,

1

2

(

∇u−∇uT
)

e

1

2
(NK

−2 +K
−2
N),

que �guram no segundo membro da equação (3.188), são antissimétri
as, então sua soma

também resultará em uma matriz antissimétri
a, que denotaremos por P, isto é,

P = K
−1
NK

−1 +
1

2

(

∇u−∇uT
)

− 1

2

(

NK
−2 +K

−2
N

)

. (3.189)

Assim, a equação resultante será

∂K

∂t
+∇. (uK) = PK+K∇uT +

f (K2)

2Wi
K

−1P
(

K
2
)

, (3.190)

que representa a equação (3.63) de maneira par
ial, uma vez que a matriz antissimétri
a

P, presente na equação (3.190), é diferente da matriz antissimétri
aG, obtida da equação

(3.80) (ver Apêndi
e A). Portanto, seguindo nosso 
ritério de equivalên
ia, as equações

(3.166) e (3.63) não são equivalentes. Embora, possam apresentar semelhanças numéri
as.



Capítulo

4

Método Numéri
o

4.1 Método de Projeção: versão in
remental

A resolução do 
onjunto de equações (2.8), (2.9) e (2.25)

1

pode ser feita de duas

maneiras. Resolvemos estas equações de maneira simultânea, 
al
ulando u, p e τ em um

mesmo pro
esso, ou 
al
ulamos estas variáveis de maneira separada e su
essiva. Estas duas

maneiras dão origem à duas 
lasses de métodos: a
oplados e segregados, respe
tivamente.

O método usado neste trabalho é o método de projeção, proposto por Chorin [15, 16℄ e

Temam [63℄, que perten
e à 
lasse dos métodos segregados. O leitor interessado em mais

detalhes sobre o método de projeção pode seguir os trabalhos de Quarteroni et al. [58℄ e

Broun et al. [10℄.

Primeiramente, apresentamos a dis
retização temporal das equações (2.8) e (2.9) por

um método θ, da seguinte forma:

u

n+1 − u

n

δt
+∇. (un

u

n) = −∇pn+1 +
β

Re

[

(1− θ)∇2
u

n + θ∇2
u

n+1
]

+∇.τ̃ n+1
(4.1)

e

∇.un+1 = 0, (4.2)

onde δt é o passo temporal e θ ∈ [0, 1], determina o método a ser empregue (ver [42℄).

Os termos ∇. (un
u

n) e ∇.τ̃ n+1
na equação (4.1) são dis
retizados em instantes de tempos

anteriores a tn+1. Vale ressaltar que o termo 
onve
tivo é dis
retizado expli
itamente

pois estamos interessados em es
oamentos a baixos Reynolds. Além disso, para evitar o

a
oplamento das variáveis u

n+1
, pn+1

e τ
n+1

, o termo do tensor não-newtoniano também

é dis
retizado de forma explí
ita. A seguir apresentamos o Teorema da De
omposição de

Helmholtz-Hodge [17℄.

1

Embora tenhamos parti
ularizado o modelo Oldroyd-B, isto vale para os demais modelos 
onstitutivos
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Teorema 4.1. (De
omposição de Helmholtz-Hodge) Seja Ω uma região do espaço 
om

fronteira suave ∂Ω e ũ um 
ampo vetorial de�nido em Ω. Então, a de
omposição de ũ na

forma

ũ = u+∇ψ (4.3)

existe e é úni
a, sendo ψ um 
ampo es
alar também de�nido em Ω, e um 
ampo vetorial

solenoidal e paralelo a ∂Ω, isto é,

∇.u = 0 (4.4)

e, ao longo de ∂Ω,

u.~n = 0, (4.5)

onde ~n é o vetor normal exterior a ∂Ω.

O método de projeção 
onsiderado neste trabalho é 
onhe
ido 
omo método de pro-

jeção in
remental, que foi bem dis
utido em [57℄. Este método foi adaptado para a

solução de problemas envolvendo uma equação 
onstitutiva para �uidos vis
oelásti
os.

Em resumo, primeiramente pro
edemos 
omo no 
aso de �uidos newtonianos, isto é, de-

sa
oplamos os 
ampos u e p das equações (4.1) e (4.2). A seguir, 
onhe
ido os valores

intermediários do método de projeção, obtemos o 
ampo de velo
idade e pressão no nível

tn+1. Finalmente, obtemos o tensor não-newtoniano τ
n+1

.

Com o objetivo de des
rever o pro
edimento a
ima vamos 
onsiderar os seguintes

passos:

1. Determinar um 
ampo intermediário ũ: 
onsiderando que τ̃
n+1

tenha sido obtido,

e adotando θ = 1 (método de Euler explí
ito) em (4.1), obtemos uma equação para

ũ:

ũ

n+1 − ũ

n

δt
+∇. (un

u

n) = −∇p̃n+1 +
β

Re
∇2
ũ

n+1 +∇.τ̃ n+1. (4.6)

A expli
ação para o 
ál
ulo de τ̃
n+1

será apresentada a seguir.

2. Projeção: neste passo, utilizando o Teorema 4.1, temos:

ũ

n+1 = u

n+1 +∇ψn+1
(4.7)

e

∇.un+1 = 0 (4.8)


om

u

n+1.~n = 0 (4.9)
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nas superfí
ies de 
ontorno. O sistema a
ima pode ser resolvido equivalentemente

em dois passos. Primeiramente, resolver

∇2ψn+1 = ∇.ũn+1
(4.10)


om 
ondições de 
ontorno do tipo Diri
hlet e/ou Neumann, 
onforme o tipo de


ontorno, isto é,

• Fronteiras rígidas e injetores

∂ψn+1

∂~n
= 0, (4.11)

• Ejetores

ψn+1 = 0. (4.12)

A seguir, obter u

n+1

omo:

u

n+1 = ũ

n+1 −∇ψn+1. (4.13)

3. Atualizar a pressão: Substituir a equação (4.7) em (4.6) eliminando ũ

n+1
e 
ompa-

rando 
om (4.1) 
om θ = 1, obtemos a fórmula de atualização da pressão

pn+1 = p̃n+1 +
ψn+1

δt
− β

Re
∇2ψn+1. (4.14)

Como já 
omentado anteriormente, no 
ál
ulo do 
ampo intermediário ũ

n+1
, já te-

remos um valor para o tensor τ̃
n+1

. Esse termo, ou será obtido diretamente da

equação 
onstitutiva que de�ne τ , ou pela relação 
om os tensores obtidos pelas

de
omposições matri
iais dis
utidas no Capítulo 3. A dis
retização temporal em-

pregada nesse pro
esso será o método de Runge-Kutta de segunda ordem (RK21)

[11℄. Vamos ilustrar esse pro
esso da seguinte forma. Consideremos a equação

∂Z

∂t
= F (u,Z) , (4.15)

onde Z, um tensor genéri
o, representa os tensores referentes à 
ontribuição não-

newtoniana, in
luindo os tensores das de
omposições matri
iais, e F é uma função

de�nida de a
ordo 
om a de
omposição e o modelo 
onstitutivo utilizado, ou seja,

• Tensor poliméri
o: fazendo Z = τ , temos da equação (2.25) que

F (u,Z) = −∇. (uZ) +∇uZ+ Z∇uT + 2ξD− 1

Wi
Z (4.16)
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• Tensor 
onformação: tomando Z = A, temos da equação (2.10) que

F (u,Z) = −∇. (uZ) +∇uZ + Z∇uT +
f (Z)

Wi
P (Z) . (4.17)

• Log-
onformação: fazendo Z = Ψ, obtemos F pela equação (3.32)

F (u,Z) = −∇. (uZ) + (ΩZ− ZΩ) + 2B+
f
(

eZ
)

Wi
e−ZP

(

eZ
)

. (4.18)

• De
omposição do tipo raiz quadrada: tomando Z = Q, obtemos a expressao

de F através da equação (3.63)

F (u,Z) = −∇. (uZ) +GZ+ Z∇uT +
f
(

Z

2
)

2Wi
Z

−1P
(

Z

2
)

, (4.19)

• Nú
leo-
onformação: fazendo Z = K, obtemos F pela equação (3.122)

F (u,Z) = −∇. (uZ) +ΩZ− ZΩ + 2B+
1

Wi
H. (4.20)

Portanto, na primeira etapa do método RK21, a apli
ação do método de Euler

explí
ito, 
al
ulamos o tensor previsor Z̃

n+1
, da forma

Z̃

n+1 − Z

n

δt
= F (un,Zn) . (4.21)

Na segunda etapa, semelhante ao que é feito na regra do trapézio para equações

diferen
iais ordinárias, determinamos o tensor 
orretor Z

n+1
por

Z

n+1 − Z

n

δt
=

1

2

[

F (un,Zn) + F
(

u

n+1, Z̃
n+1
)]

. (4.22)

O uso desta segunda etapa, 
orretora, evita que valores defasados no tempo sejam

usados novamente em partes do algoritmo.

4.2 Ci
lo 
omputa
ional

Supondo que u

n
, pn e τ

n
sejam 
onhe
idos no tempo t = tn, apresentamos, no que

segue, o 
i
lo 
omputa
ional do método de projeção, des
rito anteriormente, a
res
ido

das de
omposições matri
iais apli
adas ao tensor 
onformação, permitindo o 
ál
ulo de

u

n+1
, pn+1

e τ
n+1

no tempo tn+1 = tn + δt.

Passo 1: Cál
ulo do tensor 
onformação A

n
a partir de τ

n
pela relação
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� Oldroyd-B e Giesekus: equação (2.19)

� FENE-CR: equação (2.20)

� FENE-P: equação (2.21)

Passo 2: Cál
ulo de Z

n
a partir de uma de
omposição matri
ial apli
ada ao tensor


onformação A

n
, dada por

� Tensor 
onformação: equação (2.10)

� Log-
onformação: equação (3.20)

� De
omposição do tipo raiz quadrada: equação (3.41)

� Nú
leo-
onformação: equação (3.108)

Passo 3: Cál
ulo do tensor Z̃

n+1
pela equação (4.21)

Passo 4: Cál
ulo da velo
idade intermediária ũ

n+1
pela equação (4.6) 
om 
ondição

de 
ontorno (4.9).

Passo 5: Cál
ulo do poten
ial auxiliar ψn+1
pela equação (4.10) 
om 
ondições de


ontorno (4.11) e (4.12).

Passo 6: Cál
ulo da velo
idade u

n+1
pela equação (4.13)

Passo 7: Cál
ulo da pressão pn+1
pela equação (4.14)

Passo 8: Cál
ulo do tensor genéri
o Z

n+1
pela equação (4.22)

Passo 9: Construção do tensor 
onformação A

n+1
pela relação

� Log-
onformação: equação (3.19)

� De
omposição do tipo raiz quadrada: equação (3.43)

� Nú
leo-
onformação:

∗ Linear deslo
ada: equação (3.127)

∗ Logd: equação (3.141)

∗ Raiz k-ésima: equação (3.155)

Passo 10: Construção do tensor poliméri
o τ
n+1

pela relação inversa 
om A

� Oldroyd-B e Giesekus: equação (2.19)

� FENE-CR: equação (2.20)

� FENE-P: equação (2.21)
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Observação 4.1. Para o método de de
omposição do tipo raiz quadrada o segundo passo

do 
i
lo 
omputa
ional é apli
ado uma úni
a vez, somente no 
i
lo zero, visto que para o

passo seguinte podemos usar o tensor Q

n
resultante do 
ál
ulo de (4.22) do segundo passo

do método RK21 do 
i
lo anterior. Para as demais de
omposições, se faz ne
essário

este passo para todo t = tn, uma vez que, mesmo dispondo de Z

n
, obtido por (4.22),

ne
essitamos 
al
ular os tensores B e Ω, do método log-
onformação, e B e H, do método

nú
leo-
onformação, que fazem uso dos autovalores e autovetores de A que, por sua vez,

usam de
omposições matri
iais.

Observação 4.2. O método usado para o 
ál
ulo numéri
o dos autovalores e autovetores

nas de
omposições matri
iais é o método de Ja
obi [56℄.



Capítulo

5

Resultados numéri
os

5.1 Veri�
ação do 
ódigo: simulação em um 
anal to-

talmente desenvolvido

Nesta seção, faremos a veri�
ação das implementações dos métodos log-
onformação,

de
omposição do tipo raiz quadrada e nú
leo-
onformação para as transformações linear

deslo
ada e raiz quadrada. Note que, das transformações apresentadas para o método

nú
leo-
onformação, dispensamos a veri�
ação da transformação do logaritmo natural,

visto que, 
omo 
erti�
ado no Capítulo 3, ver equação (3.181), esta transformação é equi-

valente ao método log-
onformação original, equação (3.32). Já a transformação linear

deslo
ada nú
leo-
onformação, embora tenhamos 
onstatado a equivalên
ia 
om o método

padrão, faremos a veri�
ação desta, uma vez que estes métodos são 
al
ulados de maneiras

diferentes. Para as simulações o 
aso teste de um es
oamento entre pla
as paralelas será

utilizado (ver Figura 4). A veri�
ação será feita através da 
omparação entre a solução


al
ulada 
om o emprego das de
omposições matri
iais e a solução analíti
a do problema.

Mais pre
isamente, apresentaremos os erros relativos e o 
ál
ulo da taxa de 
onvergên
ia

espa
ial de 
ada uma das té
ni
as. O modelo 
onstitutivo adotado em todas as simulações

será o modelo Oldroyd-B. Ademais, realizaremos um estudo preliminar da e�
iên
ia 
om-

puta
ional, pre
isão e estabilidade dos métodos, que 
ontribuirá para o posterior estudo

destes quesitos no problema da 
avidade. Além dos métodos de estabilização, também

apresentamos os resultados 
om o método padrão, desprovido de de
omposições.

A partir de agora, denotaremos os métodos padrão, log-
onformação, de
omposição

do tipo raiz quadrada, transformação linear deslo
ada nú
leo-
onformação e a versão raiz

quadrada da transformação raiz k-ésima nú
leo-
onformação, por Standard, Ln, Square-

root, Kernel-linear e Kernel-root, respe
tivamente.
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Figura 4: Es
oamento entre pla
as paralelas. Fonte: [45℄

Consideremos um es
oamento em um 
anal de dimensões 5H×H , onde H é a largura

do 
anal e 5H o seu 
omprimento. Em todas as simulações tomamos H = 1. Além

disso, empregamos na entrada de �uido as soluções analíti
as das 
omponentes u e v da

velo
idade u e dos termos τ11, τ12 e τ22 do tensor poliméri
o τ , dadas respe
tivamente por

u (y) = 4U
y

H

(

1− y

H

)

e v = 0, (5.1)

τ11 (y) =
2Wi

Re
(1− β)

(

∂u

∂y

)2

, τ12 (y) =
1

Re
(1− β)

(

∂u

∂y

)

e τ22 = 0. (5.2)

Após o 
ál
ulo de τ nesta região, os valores do tensor 
onformação A na região de

entrada de �uido são obtidos mediante a relação (2.24) entre os tensores A e τ . Final-

mente, os valores de A são transferidos para os tensores das de
omposições, mediante a

relação existente entre A e 
ada um destes tensores. O mesmo ra
io
ínio se apli
a ao


ál
ulo na saída de �uido do domínio, 
om a equação (2.39), isto é, 
al
ulamos τ nesta

região 
om o método Standard, e depois, su
essivamente, transferimos este valor para o

tensor 
onformação A, que, por sua vez, propor
iona o 
ál
ulo dos tensores das de
ompo-

sições matri
iais. No 
ontorno rígido, empregamos o 
ál
ulo dos tensores 
om as equações


onstitutivas simpli�
adas pelo anulamento das velo
idades tangen
ial u~t e normal u~n à

fronteira, equação (2.35) e (2.36), respe
tivamente. Estas simpli�
ações são apli
adas

tanto à equação do tensor poliméri
o (2.25), 
omo para as equações dos métodos 
om as

de
omposições matri
iais. Para mais detalhes sobre estas equações ver Apêndi
e B.

Os testes foram exe
utados em duas malhas diferentes M1 (δh = 0.05, 20 × 100) e

M2 (δh = 0.025, 40 × 200), onde δh é o passo espa
ial. O passo temporal utilizado é

δt = 0.001 em todas as simulações realizadas.

Para o 
ál
ulo da taxa de 
onvergên
ia espa
ial usamos a equação

O (.) =
ln
(

E(.)M1

E(.)M2

)

ln (2)
, (5.3)
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onde (.)Mi
representa a solução aproximada das variáveis analisadas, referente à malha

Mi, 
om i = 1, 2, e E (.)Mi
é o erro relativo 
on
ernente a esta solução. Este erro é


al
ulado usando a norma L2, ou norma eu
lidiana, da seguinte maneira

E (.) =
|| (.)Mi − (.)exata ||2

|| (.)exata ||2
, (5.4)

onde (.)exata representa a solução analíti
a da variável sele
ionada. Os parâmetros bási
os

usados nas simulações são Re = 0.01 e β = 0.5. Os valores do número de Weissenberg

utilizados nos testes são Wi = 0.1, 1, 2 e 3, obtidos mediante a variação do tempo de

relaxação λ. Os resultados apresentados foram sele
ionados fazendo-se um 
orte verti
al

no 
entro do 
anal, ou seja, �xamos x = 2.5H , e variamos o valor de y.

As Tabelas 5.1 e 5.2, apresentam os erros relativos e a taxa de 
onvergên
ia da 
om-

ponente u da velo
idade e 
omponente τ11 do tensor poliméri
o, 
om Wi = 0.1 e Wi = 1,

respe
tivamente. As malhas empregues no 
ál
ulo dos erros e taxas de 
onvergên
ia foram

M1 e M2. Os valores apresentados foram 
oletados no tempo adimensinoal t = 50, para

todos os métodos de estabilização, e as de
omposições matri
iais, espe
i�
ados anterior-

mente, in
lusive o método Standard. Para os valores Wi = 0.1 e 1, todos os métodos

apresentaram exatamente os mesmos resultados. Além disso, o re�namento de malha, de

M1 para M2, o
asionou em uma diminuição dos erros para todas as variáveis analisadas.

Isto pode ser veri�
ado pela taxa de 
onvergên
ia espa
ial para todos os métodos, na qual

temos apenas valores positivos. Enquanto a taxa de 
onvergên
ia espa
ial para a velo
i-

dade é próxima de 2, para a 
omponente τ11 do tensor poliméri
o este valor é reduzido,

sendo um pou
o maior do que 1.

Método E
(

uM1

)

E
(

uM2

)

O (u) E
(

τM1

11

)

E
(

τM2

11

)

O (τ11)

Standard 1.51× 10−3 3.81× 10−4 1.98 1.34× 10−2 5.46× 10−3 1.29

Ln 1.51× 10−3 3.81× 10−4 1.98 1.34× 10−2 5.46× 10−3 1.29

Square-root 1.51× 10−3 3.81× 10−4 1.98 1.34× 10−2 5.46× 10−3 1.29

Kernel-linear 1.51× 10−3 3.81× 10−4 1.98 1.34× 10−2 5.46× 10−3 1.29

Kernel-root 1.51× 10−3 3.81× 10−4 1.98 1.34× 10−2 5.46× 10−3 1.29

Tabela 5.1: Erros e taxa de 
onvergên
ia espa
ial para a 
omponente u da velo
idade e a


omponente τ11 do tensor polimeri
o no tempo t = 50 e Wi = 0.1.
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Método E
(

uM1

)

E
(

uM2

)

O (u) E
(

τM1

11

)

E
(

τM2

11

)

O (τ11)

Standard 1.52× 10−3 3.86× 10−4 1.97 1.33× 10−2 5.45× 10−3 1.28

Ln 1.52× 10−3 3.87× 10−4 1.97 1.33× 10−2 5.45× 10−3 1.28

Square-root 1.52× 10−3 3.86× 10−4 1.97 1.33× 10−2 5.45× 10−3 1.28

Kernel-linear 1.52× 10−3 3.87× 10−4 1.97 1.33× 10−2 5.45× 10−3 1.28

Kernel-root 1.52× 10−3 3.86× 10−4 1.97 1.33× 10−2 5.45× 10−3 1.28

Tabela 5.2: Erros e taxa de 
onvergên
ia espa
ial para a 
omponente u da velo
idade e a


omponente τ11 do tensor polimeri
o no tempo t = 50 e Wi = 1.

Os resultados 
om o emprego de altos números de Weissenberg, Wi = 2 e Wi = 3,

são apresentados nas Tabelas 5.3 e 5.4, respe
tivamente. Estes resultados apresentam


omportamentos diferentes entre os métodos e entre as variáveis analisadas, a menos dos

métodos Standard e Kernel-linear, que geraram os mesmos erros e, 
onsequentemente, as

mesmas taxas de 
onvergên
ia. Além disso, ambos deixam de forne
er resultados para

t > 45. A Figura 5 mostra-nos o per�l da velo
idade u (y) dos métodos Standard e Kernel-

linear no instante de tempo t = 40 para Wi = 3.0 e malha M2. Novamente, 
onstatamos

similaridade entre os métodos. Este 
omportamento observado está em 
onformidade 
om

a equivalên
ia teóri
a entre estes métodos, demonstrada no Capítulo 3. Portanto, embora

sejam 
al
ulados de maneira distinta, os resultados numéri
os dos métodos Standard e

Kernel-linear mostram-se, também, 
ompatíveis numeri
amente.

Fazendo-se um estudo pormenorizado dos erros, observamos que os maiores erros, para

altos Weissenberg, perten
em ao método Kernel-root, tanto para Wi = 2 
omo Wi = 3.

Para Wi = 2, algo que 
hama-nos a atenção na Tabela 5.3, são os valores negativos da

taxa de 
onvergên
ia espa
ial do método Kernel-root. Isto nos informa que ao passarmos

da malha M1 para M2, o método Kernel-root não diminui os erros relativos. Além disso,

os métodos 
om os menores erros para Wi = 2 são os métodos Standard e Kernel-linear,

seguido do método Ln.

Finalmente, para Wi = 3, o método Square-root se sobressai aos demais métodos,


onsiderando os erros da velo
idade u. Por outro lado, o método Ln apresenta os menores

erros quando tratamos da 
omponente τ11 do tensor poliméri
o τ . Novamente, observamos

na Tabela 5.4 a presença de valores negativos para a taxa de 
onvergên
ia espa
ial, agora,

além do método Kernel-root, também para o método Ln. Estes, informam-nos que não

há uma diminuição nos erros 
om o emprego de um re�namente de malha. Entretanto,

algo notório, em meio a tantos valores negativos para a taxa de 
onvergên
ia espa
ial,

são os valores positivos para o método Square-root. Uma análise no per�l de velo
idade

gerado pelo método Square-root revelou-nos, de fato, haver um melhor resultado para

este método (ver Figura 6).

A omissão de erros para o método Standard e Kernel-linear 
om Wi = 3 e malhaM2,

na Tabela 5.4, não signi�
a que estes não geraram resultados em momento algum, mas,
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apenas, deixaram de produzir valores a partir de um determinado tempo, que 
onforme

já indi
ado é t > 45. Uma análise pormenorizada desta di�
uldade revelou-nos haver um


res
imento ilimitado das prin
ipais 
omponentes da equação do tensor poliméri
o (2.25),

deformação, 
onve
ção e termo fonte, desen
adeado por uma explosão nos valores dos

termos 
onve
tivos.

Método E
(

uM1

)

E
(

uM2

)

O (u) E
(

τM1

11

)

E
(

τM2

11

)

O (τ11)

Standard 1.19× 10−3 2.87× 10−4 2.05 1.08× 10−2 4.89× 10−3 1.14

Ln 1.22× 10−3 2.87× 10−4 2.08 1.09× 10−2 5.01× 10−3 1.12

Square-root 1.48× 10−3 3.44× 10−4 2.10 2.96× 10−1 7.62× 10−2 1.95

Kernel-linear 1.19× 10−3 2.87× 10−4 2.05 1.08× 10−2 4.89× 10−3 1.14

Kernel-root 1.22× 10−3 1.10× 10−2 −4.11 1.08× 10−2 1.18× 10−1 −4.68

Tabela 5.3: Erros e taxa de 
onvergên
ia espa
ial para a 
omponente u da velo
idade e a


omponente τ11 do tensor polimeri
o no tempo t = 50 e Wi = 2.

Método E
(

uM1

)

E
(

uM2

)

O (u) E
(

τM1

11

)

E
(

τM2

11

)

O (τ11)

Standard 6.99× 10−3 − − 9.82× 10−2 − −
Ln 6.02× 10−3 1.94× 10−2 −1.68 8.35× 10−2 1.81× 10−1 −1.11

Square-root 1.48× 10−3 3.54× 10−4 2.06 3.52× 10−1 2.36× 10−1 0.57

Kernel-linear 6.99× 10−3 − − 9.82× 10−2 − −
Kernel-root 1.47× 10−2 2.11× 10−2 −3.80 3.63× 10−1 2.78× 10−1 −4.37

Tabela 5.4: Erros e taxa de 
onvergên
ia espa
ial para a 
omponente u da velo
idade e a


omponente τ11 do tensor polimeri
o no tempo t = 50 e Wi = 3.
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idade u para Wi = 3, malha M2 e tempo t = 50 
om os métodos

Ln, Square-root e Kernel-root, juntamente 
om a solução analíti
a.

Outro aspe
to fundamental deste estudo, diz respeito à estabilidade dos métodos.

Faremos esta análise preliminar 
om base na 
apa
idade do método em preservar a posi-

tividade do tensor 
onformação A, que será averiguada mediante um monitoramento, em
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todo o domínio espa
ial, do determinante mínimo (detmin (A)) do tensor 
onformação, a


ada passo de tempo. As Tabelas 5.5 e 5.6 apresentam os valores do determinante mínimo

do tensor 
onformação 
om o emprego dos métodos de estabilização, para Wi = 0.1, 1,

2 e 3, 
om as malhas M1 e M2, respe
tivamente. A primeira observação que faremos, é

referente ao método Square-root, que destrói a positividade de A já para Wi = 2, 
on-

siderando as duas malhas M1 e M2. Mais pre
isamente, o método Square-root perde a

positividade do tensor 
onformação A 
om Wi ≥ 1.7 para a malha M1 e Wi ≥ 1.6 para

a malha M2. O que 
onsideramos ruim, uma vez que o método Standard só perde esta

propriedade para Wi ≥ 2.4 
om a malha M1 e Wi ≥ 2.2 
om a malha M2.

Embora o método Square-root para Wi = 2 e malha M1, juntamente 
om Wi = 3

para ambas as malhas, M1 e M2, forneça valores positivo para detmin (A) em t = 50, bem


omo para o método Standard 
om Wi = 3 e malhaM2, também em t = 50, estes valores

não 
ondizem 
om os resultados em [31℄. Segundo Hulsen [31℄, a positividade do tensor


onformação é assegurada se o determinante deste tensor, ini
iado positivo (por exemplo,

A = I), satis�zer a seguinte desigualdade:

det (A) ≥ 1. (5.5)

Mas, este aumento permitido para o det (A) é limitado, podendo sofrer variações peque-

nas. Ademais, os valores obtidos nas Tabelas 5.5 e 5.6 foram apanhados no tempo t = 50.

Portanto, estes valores não revelam o que o
orreu em tempos anteriores, que 
onstatamos

haver, de fato, a presença de valores negativos.

Wi Standard Ln Square-root Kernel-linear Kernel-root

0.1 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

1.0 1.03 1.03 1.03 1.03 1.03

2.0 1.16 1.15 1.23× 103 1.16 1.15

3.0 −1.88× 102 1.33 1.68× 10−4 −1.88× 102 1.31

Tabela 5.5: Valor do detmin (A) para Wi = 0.1, 1, 2 e 3 
om os métodos Standard, Ln,

Square-root, Kernel-linear e Kernel-root. A malha usada foi M1.

Wi Standard Ln Square-root Kernel-linear Kernel-root

0.1 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

1.0 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

2.0 1.04 1.04 −3.80× 1040 1.04 1.03

3.0 1.00× 103 1.08 4.52× 10−4 1.00× 103 1.08

Tabela 5.6: Valor do detmin (A) para Wi = 0.1, 1, 2 e 3 
om os métodos Standard, Ln,

Square-root, Kernel-linear e Kernel-root. A malha usada foi M2.
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Os métodos Standard e Kernel-linear, novamente apresentam os mesmos resultados

(ver Tabelas 5.5 e 5.6). Ambos 
omeçam a forne
er valores negativos 
om Wi = 3 e

malhas M1 e M2 a partir de t = 5. A Figura 7 ilustra esta situação para a malha M2,

na qual apresenta o per�l do detmin (A) 
om o passar do tempo t para Wi = 3. Nesta,

observamos que, embora o valor �nal do detmin (A) tenha sido positivo, isto não assegura

sua positividade em tempos anteriores, que 
omo 
onstatamos, em sua maioria, os valores

do detmin (A) são negativos.
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No método Square-root, o surgimento de valores negativos para detmin (A) 
omeçam

já nos primeiros instantes de tempo, t > 0, paraWi = 2 e a partir de t > 20 paraWi = 3,

ambos 
om a malha M1. Para a malha mais �na, a positividade do tensor 
onformação

A é perdida a partir de t > 15 para Wi = 2 e t > 10 para Wi = 3. A Figura 8 apresenta

o desenvolvimento do determinante mínimo do tensor 
onformação A 
om o passar do

tempo para o método Square-root para Wi = 2 e Malha M2. Observamos que próximo

a t = 40 os valores de detmin (A) são muito altos negativamente. Mas, após o valor

mínimo de detmin (A), os valores se aproximam de zero, resultando em um valor positivo

em t = 50, porém, não satisfazendo a restrição (5.5).
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Por �m, os métodos Ln e Kernel-root foram os mais bem su
edidos neste teste, asse-

gurando a positividade de A para Wi > 3. A Figura 9 apresenta o per�l de detmin (A)


om o passar do tempo t para estes métodos 
om Wi = 3 e malha M2. Note que, o valor

de detmin (A) é sempre maior que 1.0, satisfazendo a restrição (5.5). Por outro lado, o


res
imento de detmin (A) é limitado, 
onforme deve atender para garantir a positividade

de A.



66

 0

PSfrag repla
ements

1.1

1.09

1.08

1.07

1.06

1.05

1.04

1.03

1.02

1.01

1
10 20 30 40 50

d
et

m
in
(A

)

t

Ln

Kernel-root

Figura 9: Valor do detmin (A) 
om relação ao tempo t para os métodos Ln e Kernel-root
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Finalmente, faremos uma breve análise em termos de e�
iên
ia 
omputa
ional. Este

estudo é realizado mediante a 
omparação da quantidade de tempo despendido para a

simulação de 
ada um dos método, até atingir o tempo adimensional t = 50. Para a

exe
ução desta análise, realizamos dois testes para dois valores de Weissenberg diferentes,

Wi = 1 e 3.

A Tabela 5.7 exibi o tempo gasto na simulação de 
ada um dos métodos para Wi = 1


om as malhas M1 e M2. Como sugerido pela 
onstrução dos métodos, a té
ni
a mais

e�
iente, dentre os métodos 
om o uso de de
omposições matri
iais, é o método Square-

root. Isto pode ser observado na Tabela 5.7, na qual, independentemente das malhas

adotadas, o método em questão possui prati
amente o mesmo 
usto 
omputa
ional que

o método Standard. Já os métodos Ln e Kernel-root, 
om o maior 
usto 
omputa
ional,

apresentam tempos de CPU semelhantes, uma vez que estes dispõem de uma estrutura

muito similar, mudando apenas a transformação nú
leo empregue. O método Kernel-

linear está numa posição intermediária. Não é tão e�
iente quanto os métodos Standard

e Square-root, mas também, não apresenta um 
usto 
omputa
ional tão alto 
omo os

métodos Ln e Kernel-root. Possivelmente, esta redução no 
usto do método Kernel-

linear, deve-se à sua transformação mais simples, quando 
omparado à transformação

logarítmi
a e raiz quadrada.
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Método M1 M2

Standard 04 : 39 25 : 09

Ln 07 : 57 37 : 40

Square-root 04 : 48 25 : 48

Kernel-linear 06 : 12 31 : 09

Kernel-root 07 : 59 37 : 50

Tabela 5.7: Tempo de CPU (min: seg) para Wi = 1 e t = 50.

Por outro lado, os testes 
om Wi = 3 não foram tão bem de�nidos quanto para

Wi = 1. Isto pode ser observado na Tabela 5.8, no qual o uso do método Standard para

a malha M2, mostra-se o menos e�
iente. Contradizendo o que fora exposto na tabela

5.7. Esta impre
isão, é atribuída à es
olha do número de Weissenberg, uma vez que este

ultrapassa o valor 
ríti
o estabele
ido para os métodos Standard, Kernel-linear e Square-

root. Assim sendo, os úni
os métodos que, de fato, produzem resultados 
on�áveis, no

que diz respeito a tempo de pro
essamento, são os métodos Ln e Kernel-root.

Método M1 M2

Standard 00 : 07 : 15 01 : 04 : 37

Ln 00 : 09 : 51 00 : 50 : 55

Square-root 00 : 08 : 52 00 : 26 : 22

Kernel-linear 00 : 08 : 52 00 : 55 : 40

Kernel-root 00 : 09 : 34 00 : 51 : 13

Tabela 5.8: Tempo de CPU (hor: min: seg) para Wi = 3 e t = 50.

De modo geral, 
onsiderando baixos valores de Weissenberg, vimos que os métodos

se 
omportam de maneira muito semelhante, até Wi = 1 aproximadamente. Portanto,

independentemente do método empregue, 
onseguimos os mesmos resultados. Por 
on-

seguinte, para valores de Wi maiores que 1, tivemos diferentes resultados para 
ada Wi

empregue. Assim, em vista dos resultados apresentados, não podemos tirar uma 
on
lu-

são de�nitiva sobre qual o método mais indi
ado neste ponto, que será melhor es
lare
ido

no problema da 
avidade, na próxima seção.

Outro ponto a ser 
omentado diz respeito à estabilidade. Neste, os métodos que de-

monstrarammaior habilidade em preservar a positividade do tensor 
onformaçãoA, foram

os métodos Ln e Kernel-root. Em 
ontrapartida, o mais instável, tomando a positividade

de A 
omo 
ritério, foi o método Square-root.

No quesito e�
iên
ia, 
onsiderando valores de Wi abaixo do valor 
ríti
o, os métodos


om o menor 
usto 
omputa
ional foram os métodos Standard e Square-root.

Finalmente, vale ressaltar que 
onstatamos uma equivalên
ia em termos numéri
os en-

tre os métodos Standard e Kernel-linear. Entretanto, não há indí
ios de equivalên
ia entre
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os métodos Square-root e Kernel-root. Estas duas observações, estão em 
onformidade


om a análise de equivalên
ia empreendida no Capítulo 3.

5.2 O problema da 
avidade

O problema da 
avidade 
onsiste em uma 
aixa quadrada de 
omprimentoH 
ontendo

�uido, 
om uma tampa móvel. Este problema é amplamente usado para veri�
ação de

métodos numéri
os, pre
isão, 
ondições de 
ontorno, entre outros, para es
oamento de

�uidos, sobretudo newtonianos. Entretanto, nos últimos anos esse problema tem sido

usado na veri�
ação de 
odigos que utilizam modelos de �uidos não-newtonianos, por

exemplo, nos trabalhos [6, 9, 19, 27, 29, 46, 51, 67, 71, 72℄.

Isto posto, nossas simulações numéri
as serão exe
utadas neste problema teste e 
om-

preenderão diversos valores de Wi, 
om as diferentes formulações estudadas, objetivando

investigar e apresentar os seguintes pontos: estabilidade, pre
isão e e�
iên
ia.

Nesta seção, 
ontinuaremos a adotar as de�nições no que diz respeito aos nomes dos

métodos de estabilização que foram empregues na seção anterior, isto é, denotamos os mé-

todos padrão, log-
onformação, de
omposição do tipo raiz quadrada e nú
leo-
onformção


om as transformações linear deslo
ada e raiz quadrada 
omo Standard, Ln, Square-root,

Kernel-linear e Kernel-root, respe
tivamente. Outra observação importante, é que para

este problema não mais usaremos o método Kernel-linear, que, 
onforme 
onstatamos

no problema anterior, também é equivalente numeri
amente ao método Standard. Por-

tanto, neste trabalho, empregaremos somente os métodos Standard, Ln, Square-root e

Kernel-root.

Para as simulações numéri
as na 
avidade, 
onsideramos as 
omponentes u e v da

velo
idade na tampa 
omo

u (x, t) = 8

[

1 + tanh8

(

t− 1

2

)]

x2 (1− x) e v = 0. (5.6)

Este per�l de velo
idade parabóli
o é adotado a �m de eliminar as singularidades do

gradiente da velo
idade próximo às quinas da 
avidade. O 
ál
ulo dos tensores na tampa

são realizados via extrapolação (ver Apên
di
e C).

Nas demais fronteiras, impomos a 
ondição de não-es
orregamento e impermeabili-

dade, de modo que as 
omponentes u e v da velo
idade, nestes pontos, são iguais a zero.

Além do mais, salvo outra indi
ação, tomamos os parâmetros β = 0.5, Re = 0.01 e

δt = 0.001, que assumem estes valores em todas as simulações realizadas. Além disso,

todas as simulações são exe
utadas 
om o modelo de �uido Oldoryd-B, programadas a

forne
er resultados até o nível de tempo t = 80.

Para o estudo da pre
isão e 
onvergên
ia dos métodos, o problema da 
avidade é

simulado em três malhas diferentes: M1 (h = 0.03125, 32×32 
élulas),M2 (h = 0.015625,
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64 × 64 
élulas) e M3 (h = 0.0078125, 128 × 128 
élulas), onde o passo espa
ial δh é

uniforme, isto é, não muda no domínio de de�nição. Como a solução analíti
a para

este problema não é 
onhe
ida, a 
omparação das soluções numéri
as obtidas 
om as

malhas M1 e M2 são feitas sobre a solução gerada por intermédio da malha M3. O erro

relativo é 
al
ulado 
omo em (5.4), entretanto no lugar da solução exata, representada

por (.)exata, tomamos a solução obtida 
om a malha M3, isto é, (.)M3
. O 
ál
ulo da taxa

de 
onvergên
ia segue o que fora feito no problema do 
anal, equação (5.3).

5.2.1 Baixos valores de Weissenberg: pre
isão dos métodos

O estudo dos métodos de estabilização para baixos valores deWi 
ompreenderá apenas

o item pre
isão, uma vez que os valores de Wi adotados, Wi = 0.1 e 0.5, estão abaixo do

valor 
ríti
o do número de Weissenberg, 
onforme Figura 1, não apresentando problemas

de estabilidade. Além disso, também des
onsideramos o estudo de e�
iên
ia para estes

valores, que será empreendido na próxima subseção para Wi = 1 e 2.

A análise de pre
isão e ordem de 
onvergên
ia serão exe
utadas mediante os erros

relativos. As tabelas 5.9 e 5.10 apresentam os erros relativos e a taxa de 
onvergên
ia

da 
omponente u da velo
idade e da 
omponente τ11 da 
ontribuição não-newtoniana τ

para Wi = 0.1 e 0.5, respe
tivamente. A partir destas tabelas, notamos que em todos

os métodos há uma diminuição no erro quando passamo da malha M1 para a malha M2,

isto é, o erro diminui 
om o re�namento de malha, indi
ando a 
onvergên
ia dos métodos.

Este 
omportamento é semelhante ao observado nas Tabelas 5.1 e 5.2 para o es
oamento

no 
anal 
om Wi = 0.1 e 1. Entretanto, nesta nova situação há uma leve diferença

entre os erros de um método para outro, pois, diferentemente do problema anterior, não

dispomos de uma solução analíti
a, de modo que a solução de referên
ia (.)M3
para 
ada

método de estabilização pode sofrer variação de um método para outro. Atentando para

a Tabela 5.9, observamos que os erros relativos para a velo
idade u, bem 
omo para a


omponente τ11 do tensor poliméri
o τ para o método Standard, estão muito próximos

dos erros adquiridos pelos métodos 
om o uso de de
omposições, resultando em taxas de


onvergên
ia semelhantes.

Com base na Tabela 5.10, para Wi = 0.5, observamos que os métodos Kernel-root e

Square-root se desta
am por possuírem os menores erros para a 
omponente u da velo-


idade, que a propósito possuem erros bem próximos para ambas as malhas, M1 e M2,

bem 
omo para as duas variáveis analisadas u e τ11. Em 
ontrapartida, os erros referentes

à 
omponente τ11 para o método Standard eviden
iam uma pre
isão ligeiramente melhor

para este método, quando 
omparado 
om as demais formulações e para esta 
omponente.
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Método numéri
o E(uM1) E(uM2) O (u) E(τM1
11 ) E(τM2

11 ) O (τ11)

Standard 3.95× 10−3 7.92× 10−4 2.31 6.25× 10−2 2.03× 10−2 1.61

Ln 3.93× 10−3 7.90× 10−4 2.31 6.51× 10−2 2.15× 10−2 1.59

Kernel-root 3.94× 10−3 7.91× 10−4 2.31 6.37× 10−2 2.09× 10−2 1.60

Square-root 3.94× 10−3 7.91× 10−4 2.31 5.71× 10−2 1.86× 10−2 1.61

Tabela 5.9: Erro e taxa de 
onvergên
ia para a 
omponente u da velo
idade e 
omponente

τ11 da 
ontribuição não-newtoniana para t = 80 e Wi = 0.1.

Método numéri
o E(uM1) E(uM2) O (u) E(τM1
11 ) E(τM2

11 ) O (τ11)

Standard 7.84× 10−3 2.62× 10−3 1.57 6.30× 10−1 3.81× 10−1 0.72

Ln 7.25× 10−3 1.59× 10−3 2.18 6.39× 10−1 4.09× 10−1 0.64

Kernel-root 6.46× 10−3 1.43× 10−3 2.17 6.35× 10−1 3.97× 10−1 0.67

Square-root 6.49× 10−3 1.45× 10−3 2.16 6.46× 10−1 3.97× 10−1 0.70

Tabela 5.10: Erro e taxa de 
onvergên
ia para a 
omponente u da velo
idade e 
omponente

τ11 da 
ontribuição não-newtoniana para t = 80 e Wi = 0.5.

Como forma de veri�
ação dos resultados, bem 
omo das implementações, 
omparamos

algumas de nossas soluções, mais espe
i�
amente as soluções das 
omponentes u e v da

velo
idade, 
om resultados na literatura, apresentados por Pan et al. [51℄ e Fattal e

Kupferman [27℄. Em todas as �guras 
onstruídas, a velo
idade u é plotada ao longo do

eixo y 
om x = 0.5, �xo e a velo
idade v é plotada ao longo da linha horizontal y = 0.75,


om x variando.

A Figura 10, que apresenta as 
omponentes u e v da velo
idade ao longo das retas

y = 0.75 e x = 0.5, respe
tivamente, embora não 
omparada 
om resultados na literatura,

revelam-nos o 
omportamento das soluções para as diferentes formulações estudadas, que

demonstram estar em a
ordo para Wi = 0.1, em 
onformidade 
om a Tabela 5.9. Já

para Wi = 0.5, na Figura 11, nossa solução para as 
omponentes u e v da velo
idade são


omparadas 
om os resultados adquiridos em Pan et al. [51℄. Nesta �gura, observamos

uma boa 
on
ordân
ia das soluções, que, de fato, agem 
onsonante 
om os resultados

em Pan et al. [51℄, 
uja solução foi adquirida pelo método de elementos �nitos 
om a

formulação log-
onformação.
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(x, 0.75). A malha usada foi M3.
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om Re = 0.01, Wi = 0.5 e β = 0.5: a) velo
idade u sobre (0.5, y) e b) velo
idade v sobre

(x, 0.75). A malha usada foi M3.

Ainda para Wi = 0.5, apresentamos na Figura 12(a) a 
omponente τ11 do tensor po-

liméri
os τ ao longo da tampa da 
avidade, no qual �xamos y = 1 e variamos x. Já

na Figura 12(b), apresentamos a 
omponente τ11 ao longo da linha verti
al x = 0.5. Os

valores obtidos na tampa, 
onforme já 
itado, foram adquiridos mediante extrapolações.

Os resultados expostos na Figura 12(a), além de apresentarem um 
omportamento similar

entre os métodos, também se assemelham aos resultados apresentados em [14℄. A dife-

rença dos valores máximos das 
urvas de τ11 (x, 1), para os diferentes métodos, também é

observada em [14℄. Contudo, a ordem em que os métodos apare
em em [14℄, ordenando-

os de a
ordo 
om o valor máximo atingido pela 
urva, é totalmente diferente da ordem

obtida por nossos resultados. Enquanto para nós a 
urva 
om o método Standard atinge
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o maior valor, 
omparado aos resultados dos demais métodos, em [14℄ o método Stan-

dard está abaixo dos métodos Ln e Square-root. Em suma, temos a seguinte ordem em

nossos resultados: Standard, Square-root, Kernel-root e Ln. Já em [14℄ a ordem em que

se apresentam são: Ln, Square-root e Standard. O método Kernel-root não é testado

em [14℄. Em 
ontrapartida, o per�l de τ11 (0.5, y), apresentado na Figura 12(b) para os

diversos métodos testados são muito próximos. Novamente, se assemelha aos resultados

observados em [14℄.
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om Re = 0.01, Wi = 0.5 e β = 0.5: a) 
omponente τ11 sobre (x, 1) e b) 
omponente τ11

sobre (0.5, y). A malha usada foi M3.

De maneira geral, o uso ou não de de
omposições para baixos valores de Wi não

modi�
am, pelo menos não 
onsideravelmente, a solução resultante. Deste modo, no

que tange pre
isão, nada podemos dizer sobre qual a melhor es
olha, ou a mais adequada,

dentre os métodos aqui apresentados para baixos valores deWi. Além do mais, a a
urá
ia

está 
ondi
ionada a outros fatores, 
omo geometria, tipo de �uido, 
ondições de 
ontorno,

entre outros. Esta observação pode ser exempli�
ada através da diferença na ordem de

pre
isão e taxa de 
onvergên
ia entre o problema da 
avidade e o es
oamento no 
anal

abordado anteriormente. Portanto, para o problema em questão, 
om a 
on�guração

espe
i�
ada, a diferença entre as formulações é prati
amente insigni�
ante, mesmo 
om

as diferenças de pre
isão aqui apontadas, que 
omo apresentadas nas Tabelas 5.9 e 5.10 e

Figuras 10, 11 e 12, são muito pequenas.

5.2.2 Altos valores de Weissenberg

5.2.2.1 Estabilidade

A estabilidade dos métodos de de
omposição matri
ial, tema fundamental deste es-

tudo, será efetuada mediante a observação da degradação da positividade do tensor 
on-

formação A ou a não 
onvergên
ia do método, 
onsequente do aumento do número de
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Weissenberg ou 
om o avanço no tempo. Vale ressaltar que essa forma de analisar a

estabilidade dos métodos foi realizada por Chen et al. [14℄. Este estudo será realizado

através do aumento gradual do número de Weissenberg, a 
omeçar por Wi = 1, avan-

çando uma unidade por vez, até al
ançarmosWi = 5. Além do mais, faremos esta análise

para as três malhas 
onsideradas M1, M2 e M3, visto que os resultados demonstraram

forte dependên
ia da malha. As simulações foram programadas a forne
er resultados até

o tempo t = 80, de modo que não podemos a�rmar sobre o 
omportamento da solução

para além deste valor pre�xado. Entretanto, veremos que na maioria dos 
asos este valor

não é atingido, já que os métodos apresentam instabilidades para 
erto Wi.

a) Simulação para Wi = 1

Para este valor ini
ial, os três métodos de estabilização 
onsiderados permane
em

estáveis durante todo o desenvolvimento do es
oamento, al
ançando o tempo t = 80

sem sofrer as 
onsequên
ias do HWNP. As Tabelas 5.11, 5.12 e 5.13 apresentam o

valor do determinante mínimo de A para as três malhas,M1, M2 e M3, até o tempo

t = 30, e em todas elas o tensor 
onformação tem sua positividade preservada. Os

resultados do método Standard não foram adi
ionados, pois para todas as malhas a

positividade de A é perdida já nos primeiros instantes. Mais pre
isamente, o valor


ríti
o do número de Weissenberg para o método Standard é Wicrit = 0.66, isto é,

a
ima deste valor a positividade do tensor 
onformação A é perdida quando evoluí-

mos o tensor poliméri
o τ 
om o método Standard. Contudo o método Standard

ainda 
onverge para Wi = 1, e apresenta valores estáveis para as 
omponentes do

tensor τ e da velo
idade u.

Novamente, assim 
omo observado nos resultado do 
anal, os valores de detmin (A)

satisfazem a restrição (5.5) imposta ao determinante do tensor 
onformação, asse-

gurando a positividade de A para todos os esquemas aqui indi
ados.

t Ln Kernel-root Square-root

10 0.99 0.99 0.99

15 0.99 1.0 1.0

20 1.0 0.99 0.99

25 1.0 0.99 0.99

30 1.0 1.0 1.0

Tabela 5.11: Valor de detmin (A) em diferentes tempos para Wi = 1 
om a malha M1.
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t Ln Kernel-root Square-root

10 1.0 1.0 1.0

15 1.0 1.0 1.0

20 1.0 1.0 1.0

25 1.0 1.0 1.0

30 1.0 1.0 1.0

Tabela 5.12: Valor de detmin (A) em diferentes tempos para Wi = 1 
om a malha M2.

t Ln Kernel-root Square-root

10 0.99 0.99 0.99

15 0.99 0.99 0.99

20 0.99 0.99 0.99

25 0.99 0.99 0.99

30 1.0 0.99 0.99

Tabela 5.13: Valor de detmin (A) em diferentes tempos para Wi = 1 
om a malha M3.

b) Simulação para Wi = 2

A partir daqui os métodos de estabilização revelam sua poten
ialidade, uma vez que

não mais 
onseguimos 
onvergên
ia 
om o método padrão. Desta forma é possível a

obtenção de resultados estáveis somente 
om o emprego de métodos de estabilização.

Esta observação 
ontrasta 
om os resultados apanhados para Wi = 2 no 
anal, no

qual além da 
onvergên
ia, o método padrão mantinha a positividade do tensor


onformação A até o tempo �nal de simulação, t = 50. Por outro lado, para o

problema da 
avidade, o método Square-root 
onsegue manter a positividade de A,

o que não a
onte
ia no problema do 
anal (ver Tabelas 5.5 e 5.6). As Tabelas 5.14,

5.15 e 5.16, respe
tivamente, apresentam o valor do determinante mínimo do tensor


onformação A para as malhasM1, M2 e M3, que, novamente, estão próximos de 1,

ou são iguais 1. Os testes 
om Wi = 2 para todos os métodos al
ançaram o tempo

�nal de t = 80, e sempre 
om A simétri
o de�nido positivo.

t Ln Kernel-root Square-root

10 1.0 1.0 1.0

15 1.0 1.0 1.0

20 1.0 1.0 1.0

25 1.0 1.0 1.0

30 1.0 1.0 1.0

Tabela 5.14: Valor de detmin (A) em diferentes tempos para Wi = 2 
om a malha M1.
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t Ln Kernel-root Square-root

10 1.0 1.0 1.0

15 1.0 1.0 1.0

20 1.0 1.0 1.0

25 1.0 1.0 1.0

30 1.0 1.0 1.0

Tabela 5.15: Valor de detmin (A) em diferentes tempos para Wi = 2 
om a malha M2.

t Ln Kernel-root Square-root

10 0.99 0.99 0.99

15 0.99 0.99 0.99

20 0.99 0.99 0.99

25 1.0 0.99 0.99

30 1.0 0.99 0.99

Tabela 5.16: Valor de detmin (A) em diferentes tempos para Wi = 2 
om a malha M3.

Na Figura 13, esboçamos o grá�
o da energia 
inéti
a, norma L2 da velo
idade u,


om relação ao tempo, para os métodos Ln, Kernel-root e Square-root 
om Wi = 2,

juntamente 
om os resultados apresentados por Fattal e Kupferman [27℄, simulados


om o método Ln. Podemos observar que após a energia 
inéti
a atingir seu valor

máximo, esta tende ao estado esta
ionário, a partir de t = 8 aproximadamente. A

energia 
inéti
a está asso
iada ao movimento exe
utado pelo �uido, que, por sua vez,

é a
ionado pelo deslo
amento da tampa da 
avidade. Desta forma, o 
res
imento

da energia 
inéti
a observado no iní
io da simulação deve-se à a
eleração da tampa.

Assim, a energia 
inéti
a atinge o seu valor máximo ao �nal desta a
eleração e

posteriormente de
res
e até um valor 
onstante, no estado esta
ionário.
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Figura 13: Energia 
inéti
a 
om relação ao tempo para Wi = 2.


) Simulação para Wi = 3

Até o momento, não havíamos en
ontrado diferenças, em termos de estabilidade,

entre os métodos tratados. Entretanto, a partir deste valor de Weissenberg, Wi = 3,

observamos diferenças importantes entre os métodos, na 
apa
idade de preservação

da positividade de A e no al
an
e da 
onvergên
ia. Primeiramente, atentamos para

a Tabela 5.17, na qual temos os valores de detmin (A) em diversos tempos 
om o

emprego da malha M1. Nesta tabela, observamos que em t = 30 não temos valores

para os métodos Kernel-root e Square-root. Isto a
onte
e porque ambos os métodos

deixam de produzir resultados para t = 30. Mais espe
i�
amente, o método Kernel-

root deixa de 
onvergir a partir de t = 28, enquanto que o método Square-root perde

a 
onvergên
ia em t = 26. Já o método Ln, além da positividade que é preservada,


onsegue simular até o tempo �nal pre�xado, t = 80. Uma observação semelhante

é feita para o emprego da malha intermediária, M2, (ver Tabela 5.18), porém, o

tempo �nal, em que os métodos Kernel-root e Square-root produzem resultados, é

ainda menor, t = 17 para ambos os métodos. Em 
ontrapartida, o método Ln, mais

uma vez, mantém a positividade de A e a 
onvergên
ia numéri
a.

Os resultados para a malha mais �na, apresentados na Tabela 5.19, ainda demons-

tram a superioridade do método Ln em produzir valores para além do al
an
e dos

outros métodos. Entretanto, o emprego da malha M3 também reduziu o tempo de

simulação deste método, que perdeu a 
onvergên
ia em t = 31.
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t Ln Kernel-root Square-root

10 1.0 1.0 1.0

15 1.0 1.0 1.0

20 1.0 1.0 1.0

25 1.0 1.0 1.0

30 1.0 − −

Tabela 5.17: Valor de detmin (A) em diferentes tempos para Wi = 3 
om a malha M1.

t Ln Kernel-root Square-root

10 1.0 1.0 1.0

15 1.0 1.0 1.0

20 1.0 − −
25 1.0 − −
30 1.0 − −

Tabela 5.18: Valor de detmin (A) em diferentes tempos para Wi = 3 
om a malha M2.

t Ln Kernel-root Square-root

10 1.0 1.0 1.0

15 0.99 − −
20 0.99 − −
25 0.99 − −
30 1.0 − −

Tabela 5.19: Valor de detmin (A) em diferentes tempos para Wi = 3 
om a malha M3.

d) Simulação para Wi = 4

As observações feitas para este valor do número de Weissenberg, Wi = 4, são

semelhantes ao que 
onstatamos para Wi = 3. Conforme re�namos a malha, o

tempo de simulação dos métodos é reduzido. Novamente, o método Ln 
om as

malhas mais grossas M1 e M2, al
ançou o tempo de simulação t = 80.

Como podemos observar nas Tabelas 5.20, 5.21 e 5.22, o re�namento de malha

prejudi
a a 
onvergên
ia de todos os métodos, in
lusive do Ln que deixa de produzir

valores para a malha mais �na, M3, a partir de t = 23. Os métodos kernel-root e

square-root perdem a 
onvergên
ia, para valores próximos de t = 15, em todas as

malhas, sendo o menor valor de t, 
omo esperado, para a malha mais �na, M3.



78

t Ln Kernel-root Square-root

10 1.0 1.0 1.0

15 1.0 1.0 1.0

20 1.0 − −
25 1.0 − −
30 1.0 − −

Tabela 5.20: Valor de detmin (A) em diferentes tempos para Wi = 4 
om a malha M1.

t Ln Kernel-root Square-root

10 1.0 0.99 0.99

15 1.0 − −
20 1.0 − −
25 1.0 − −
30 1.0 − −

Tabela 5.21: Valor de detmin (A) em diferentes tempos para Wi = 4 
om a malha M2.

t Ln Kernel-root Square-root

10 0.99 0.99 0.99

15 0.99 − −
20 0.99 − −
25 − − −
30 − − −

Tabela 5.22: Valor de detmin (A) em diferentes tempos para Wi = 4 
om a malha M3.

e) Simulação para Wi = 5

O emprego de Wi = 5 nas simulações resultou em valores muito semelhantes aos

adquiridos para Wi = 4, 
omo pode ser observado na estrutura das Tabelas 5.23,

5.24 e 5.25. Porém, algo que nos 
hamou a atenção, foi a 
onvergên
ia do método

Ln, que 
onseguiu al
ançar o tempo t = 80 para a malha M3. Algo que não havia

a
onte
ido para Wi = 4. Entretanto, 
omo se pode observar na tabela 5.25, a

positividade do tensor 
onformação A, 
om o método Ln, também é perdida ainda

no iní
io da simulação, pou
o maior que t = 20.
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t Ln Kernel-root Square-root

10 1.0 1.0 0.87

15 1.0 1.0 1.0

20 1.0 − −
25 1.0 − −
30 1.0 − −

Tabela 5.23: Valor de detmin (A) em diferentes tempos para Wi = 5 
om a malha M1.

t Ln Kernel-root Square-root

10 1.0 0.99 1.0

15 1.0 − −
20 1.0 − −
25 1.0 − −
30 0.99 − −

Tabela 5.24: Valor de detmin (A) em diferentes tempos para Wi = 5 para Wi = 5 
om a

malha M2.

t Ln Kernel-root Square-root

10 0.99 0.99 0.99

15 0.99 − −
20 0.99 − −
25 − − −
30 − − −

Tabela 5.25: Valor de detmin (A) em diferentes tempos para Wi = 5 para Wi = 5 
om a

malha M3.

Outra observação importante que faremos neste item, é referente ao 
omportamento

da energia 
inéti
a, que, 
omo observado em [26℄, apresenta fortes os
ilações para

Wi = 5 (ver Figura 14). Estas os
ilações são 
ausadas por vórti
es que são gerados

no 
anto superior direito da 
avidade. Observamos que estas os
ilações persistem até

o �nal da exe
ução das simulações, em t = 80. Este fen�meno observado, deve-se ao

aumento no número de Weissenberg, que induz o problema a 
ontinuar transiente.
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Figura 14: Energia 
inéti
a 
om relação ao tempo para Wi = 5.

5.2.2.2 Pre
isão

Outra aspe
to importante neste estudo diz respeito à pre
isão ou a
urá
ia dos métodos.

Esta análise será realizada mediante o estudo dos erros relativos e ordem de pre
isão de


ada um dos métodos. Consideraremos o método mais pre
iso ou mais a
urado, aquele

que apresentar os menores erros. Os baixo erros, indi
am que as soluções adquiridas estão

relativamente próximas da solução que não varia mais 
om o re�namento de malha. Além

disso, quando possível, 
ompararemos nossos per�s de velo
idade, 
omponentes u e v,


om resultados obtidos na literatura.

A Tabela 5.26 exibe os erros relativos e a taxa de 
onvergên
ia para as 
omponentes u

e τ11 
al
uladas para Wi = 1 e tempo t = 80. Em todos os métodos, quando transpomos

da malha M1 para a malha M2, os erros relativos de ambas as 
omponentes de
res
em,

o que indi
a a 
onvergên
ia das té
ni
as. Além disso, a 
onvergên
ia dos métodos, bem


omo a veri�
ação dos resultados para Wi = 1, também é assegurada pelos resultados

apresentados na Figura 15, no qual 
omparamos nossos resultados, adquiridos 
om as

té
ni
as estudadas, para as 
omponentes u e v da velo
idade, 
om os resultados apanhados

dos trabalhos de Fattal e Kupferman [27℄ e Pan et al. [51℄, ambos 
al
ulados 
om a té
ni
a

log-
onformação. Podemos observar que nossos resultados estão em 
on
ordân
ia 
om os

resultados obtidos por Fattal e Kupferman [27℄ e Pan et al. [51℄.

Mediante um 
uidadoso estudo dos erros para Wi = 1, Tabela 5.26, 
onstatamos

que o método 
om os menores erros, tanto para a 
omponente u 
omo para τ11, é o

método Ln, seguido do método Kernel-root, que é o método 
om o segundo menor erro.
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Por 
onseguinte, o método 
om os maiores erros, ex
eto para E
(

τM2

11

)

, que �
a atrás do

método Square-root, é o método Standard.

Método E(uM1) E(uM2) O (u) E(τM1
11 ) E(τM2

11 ) O (τ11)

Standard 1.94× 10−2 9.67× 10−3 1.00 7.96× 10−1 5.59× 10−1 0.50

Ln 8.52× 10−3 1.57× 10−3 2.43 7.58× 10−1 5.44× 10−1 0.47

Kernel-root 9.97× 10−3 3.56× 10−3 1.48 7.66× 10−1 5.50× 10−1 0.47

Square-root 1.00× 10−2 3.57× 10−3 1.49 7.86× 10−1 5.62× 10−1 0.48

Tabela 5.26: Erro e taxa de 
onvergên
ia para a 
omponente u da velo
idade e 
omponente

τ11 da 
ontribuição não-newtoniana para t = 80 e Wi = 1.
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Figura 15: Es
oamento em uma 
avidade, no tempo t = 40, usando o modelo Oldroyd-B


om Re = 0.01, Wi = 1.0 e β = 0.5: a) velo
idade u sobre (0.5, y) e b) velo
idade v sobre

(x, 0.75). A malha usada foi M3.

Para Wi = 2, os erros relativos em t = 80, apresentados na Tabela 5.27, para os

diferentes métodos de integração da 
ontribuição não-newtoniana, não se 
omportam,

exatamente, 
om a mesma 
on�guração en
ontrada para Wi = 1. Entretanto, se assu-

mirmos que o método mais pre
iso será es
olhido, tomando 
omo 
ritério de avaliação

o método que mais vezes apresentou o menor dos erros, seja qual for a 
omponente ob-

servada, teremos, novamente, os mais pre
isos na ordem que se segue: Ln, Kernel-root e

Square-root. Os erros observados na Tabela 5.27, possuem um 
omportamento semelhante

ao observado na Tabela 5.26: a diminuição dos erros relativos à medida que re�namos

a malha 
omputa
ional, ex
eto para o método Ln na 
omponente u. Assim, estes valo-

res, juntamente 
om os grá�
os 
omparativos, apresentados na Figura 16, que efetuam a

veri�
ação dos resultados, apontam a 
onvergên
ia dos métodos. No entanto, a taxa de


onvergên
ia para o método Ln, para a 
omponente u da velo
idade, produz um valor

negativo, ou seja, os erros gerados pela malha M1 são menores que os erros para a malha

M2.
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Método E(uM1) E(uM2) O (u) E(τM1
11 ) E(τM2

11 ) O (τ11)

Ln 1.65× 10−2 3.80× 10−2 −1.20 7.27× 10−1 3.82× 10−1 0.92

Kernel-root 6.64× 10−2 2.69× 10−2 1.30 7.75× 10−1 5.65× 10−1 0.45

Square-root 6.38× 10−2 2.57× 10−2 1.31 7.96× 10−1 5.91× 10−1 0.42

Tabela 5.27: Erro e taxa de 
onvergên
ia para a 
omponente u da velo
idade e 
omponente

τ11 da 
ontribuição não-newtoniana para t = 80 e Wi = 2.
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Figura 16: Es
oamento em uma 
avidade, no tempo t = 40, usando o modelo Oldroyd-B


om Re = 0.01, Wi = 2 e β = 0.5: a) velo
idade u sobre (0.5, y) e b) velo
idade v sobre

(x, 0.75). A malha usada foi M3.

A partir de Wi = 3, a taxa de 
onvergên
ia e os erros 
omputados, ver Tabelas 5.28,

5.29 e 5.30 para Wi = 3, 4 e 5, respe
tivamente, são 
al
ulados em tempos menores que

os apresentados anteriormente (Tabelas 5.26 e 5.27) no qual tínhamos os erros 
al
ulados

em t = 80. Isto a
onte
e pois, 
omo observado anteriormente, nem todos os métodos

al
ançaram o tempo de simulação t = 80. Naturalmente, não podemos 
al
ular o erro

de todos os métodos se tomarmos t muito alto. Desta forma, para 
ada Wi espe
í�
o

tomaremos um t diferente, que 
orresponde ao maior tempo atingido pelo método que

primeiro perde a 
onvergên
ia. Para Wi = 3, tomaremos os resultados em t = 14,

enquanto que para Wi = 4, tomamos t = 12. Finalmente, para Wi = 5, apanhamos os

resultados em t = 11.

Nas Tabelas 5.28, 5.29 e 5.30, 
om os erros dos métodos para Wi = 3, 4 e 5, respe
-

tivamente, notamos que em todas elas, segue-se a seguinte sequên
ia dos métodos 
om

menores erros e maiores taxas de 
onvergên
ia: Ln, Square-root e Kernle-root. Essa di-

ferença entre os métodos é mais evidente 
om estes valores de Wi. Notemos que esta

é uma 
onstatação semelhante ao que foi des
rito no estudo de estabilidade, no qual o

método Ln dá indí
ios de um melhor desempenho, 
omparado aos outros métodos, para

quando tomamos altos valores de Wi. Naturalmente isto deveria a
onte
er, uma vez que
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estabilidade e pre
isão estão rela
ionadas. Assim, qualquer que seja o método numéri
o

utilizado, a perda da positividade ou a divergên
ia do método deve-se a um a
úmulo de

erros numéri
os 
om o avanço no tempo.

Método E
(

uM1

)

E
(

uM2

)

O (u) E
(

τM1

11

)

E
(

τM2

11

)

O (τ11)

Ln 2.75× 10−2 1.24× 10−2 1.15 9.72× 10−1 1.37× 10−1 2.83

Kernel-root 5.03× 10−2 2.36× 10−2 1.09 1.68 3.36× 10−1 2.32

Square-root 4.79× 10−2 2.14× 10−2 1.16 1.64 3.12× 10−1 2.39

Tabela 5.28: Erro e taxa de 
onvergên
ia para a 
omponente u da velo
idade e 
omponente

τ11 da 
ontribuição não-newtoniana para t = 14 e Wi = 3.

Método E
(

uM1

)

E
(

uM2

)

O (u) E
(

τM1

11

)

E
(

τM2

11

)

O (τ11)

Ln 3.64× 10−2 1.07× 10−2 1.76 1.01 1.02× 10−1 3.32

Kernel-root 4.80× 10−2 2.18× 10−2 1.14 2.07 4.03× 10−1 2.36

Square-root 4.80× 10−2 1.20× 10−2 1.27 2.02 3.74× 10−1 2.43

Tabela 5.29: Erro e taxa de 
onvergên
ia para a 
omponente u da velo
idade e 
omponente

τ11 da 
ontribuição não-newtoniana para t = 12 e Wi = 4.

Método E
(

uM1

)

E
(

uM2

)

O (u) E
(

τM1

11

)

E
(

τM2

11

)

O (τ11)

Ln 3.40× 10−2 9.35× 10−3 2.06 8.97× 10−1 5.67× 10−2 3.97

Kernel-root 4.95× 10−2 2.07× 10−2 1.26 2.29 4.42× 10−1 2.37

Square-root 4.85× 10−2 1.93× 10−2 1.33 2.02 4.18× 10−1 2.42

Tabela 5.30: Erro e taxa de 
onvergên
ia para a 
omponente u da velo
idade e 
omponente

τ11 da 
ontribuição não-newtoniana para t = 11 e Wi = 5.

5.2.2.3 E�
iên
ia

Como último quesito no estudo dos métodos de estabilização, apresentamos a análise

da e�
iên
ia 
omputa
ional, que resume-se em 
omparar o tempo de simulação gasto

para 
ada método, até atingirem o tempo adimensional t = 40. Assim 
omo observado

nas Tabelas 5.7 e 5.8, no problema do 
anal, o método de estabilização 
om o menor

tempo gasto para o problema da 
avidade é o método Square-root, (ver Tabelas 5.31 e

5.32). Esta diferença é fa
ilmente expli
ada pelas diversas operações que se exige nos

métodos Ln e Kernel-root, em espe
ial o esforço despendido no 
ál
ulo dos autovalores e

autovetores a 
ada passo no tempo e espaço. Outra observação importante diz respeito

ao aumento no tempo de simulação quando passamos de Wi = 1 para Wi = 2, isto é,

o aumento do número de Weissenberg a
arreta em um aumento no tempo de simulação,


onforme também observado em [14℄. Note que, na Tablea 5.31 temos os valores do
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tempo de simulação para o método Standard, ao passo que na Tabela 5.32, estes valores

não foram 
olo
ados. Conforme já 
omentado, o método Standard perde a 
onvergên
ia

para este valor deWi. De modo que não temos 
omo avaliar a e�
iên
ia deste método para

Wi = 2. Além do mais, os resultados exibidos na Tabela 5.32 para Wi = 2 
om o método

Square-root, não apresentam uma diferença tão grande, 
omo a
onte
eu na Tabela 5.31,

para Wi = 1. Isto possivelmente, deve-se ao fato de que o número de Weissenberg está

mais próximo do seu valor 
ríti
o. O que representa um problema, uma vez que, 
omo

analisado no problema do 
anal na Tabela 5.8, esta situação 
ompromete o 
orreto estudo

da e�
iên
ia do método.

M1 M2 M3

Standard 00 : 01 : 36 00 : 07 : 03 00 : 34 : 45

Ln 00 : 04 : 07 00 : 15 : 01 01 : 00 : 38

Kernel-root 00 : 03 : 01 00 : 12 : 18 00 : 55 : 55

Square-root 00 : 01 : 37 00 : 07 : 18 00 : 35 : 46

Tabela 5.31: Tempo de CPU (hor: min: seg) para Wi = 1 e t = 40.

M1 M2 M3

Ln 00 : 05 : 07 00 : 19 : 57 01 : 52 : 48

Kernel-root 00 : 03 : 51 00 : 19 : 24 01 : 46 : 48

Square-root 00 : 02 : 30 00 : 14 : 28 01 : 32 : 00

Tabela 5.32: Tempo de CPU (hor: min: seg) para Wi = 2 e t = 40.

5.2.3 Dis
ussão dos resultados

De maneira geral, 
onsiderando baixos valores de Wi os métodos de estabilização

demonstraram pou
as diferenças em termos de estabilidade e pre
isão. Fi
ando o item

e�
iên
ia 
omo o grande diferen
ial para estes valores. Mas, se 
onsiderarmos que podemos

realizar a simulação 
om o próprio Standard, para estes valores de Wi, isto não é algo

tão vantajoso assim, uma vez que o método Standard ainda é o mais e�
iente. Por outro

lado, se tivermos interessado em um aumento pequeno no valor de Wi, 1 ≤ Wi ≤ 2,

aproximadamente, já não podemos adotar o método Standard, de modo que os método

Ln, Kernel-root e Square-root, são boas sugestões para estes 
asos. Em espe
ial, o método

Square-root, que, 
omo já vimos, é o mais e�
iente dos métodos de estabilização, isto é,

o mais rápido 
omputa
ionalmente.

Entretanto, quando 
onsideramos altos valores de Wi, maiores que 2, o método 
om

o melhor desempenho nos quesitos estabilidade e pre
isão, foi o método Ln que, embora

não tenha solu
ionado todos os problemas referentes ao HWNP, foi o método que mais


ontribui para a estabilidade e 
onvergên
ia da simulação na 
avidade.
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Vale ressaltar, que não há indí
ios de equivalên
ia numéri
a entre os métodos Square-

root e Kernel-root, embora ambos se assemelhem no quesito estabilidade. A análise de

pre
isão está em 
onformidade 
om a a�rmação de que estes métodos não são equivalentes.

Queremos salientar, que estas observações, postas anteriormente, é ex
lusivamente

para o problema da 
avidade 
om as 
on�gurações adotadas neste trabalho. Portanto,

não podemos assegurar estas mesmas 
ara
terísti
as para outros problemas, parâmetros

e modelos 
onstitutivos.

Finalmente, na Tabela 5.33, resumimos o que fora 
onstatado no desenvolver deste

estudo.

Ln Kernel-root Square-root

Pre
isão

√

Estabilidade

√

E�
iên
ia

√

Tabela 5.33: Desempenho dos métodos para o problema da 
avidade 
om o modelo

Oldroyd-B.



Capítulo

6

Considerações �nais

As informações apresentadas neste trabalho servem 
omo um auxílio no estudo dos

assuntos pertinentes às instabilidades do HWNP e de algumas das prin
ipais propostas

de estabilização desenvolvidas envolvendo de
omposições matri
iais do tensor 
onforma-

ção. Além disso, esta análise serve 
omo um indi
ativo para uma es
olha mais a
ertada

de um método estabilizador, 
ompatível 
om a situação, modelo 
onstitutivo ou geome-

tria a ser utilizada. Outra 
ontribuição, foi a tentativa de es
lare
er equivalên
ias entre

de
omposições, em espe
ial as equivalên
ias entre as té
ni
as padrão e a transformação

linear deslo
ada nú
leo-
onformação, para o modelo 
onstitutivo Oldroyd-B. Além disso,


erti�
amo-nos da perfeita similaridade entre as equações para a té
ni
a log-
onformação

original e transformação logarítmi
a via nú
leo-
onformação, para todos os modelos 
ons-

titutivos 
onsiderados. Não obstante, também 
onstatamos a não equivalên
ia, no mínimo

par
ial, entre os métodos De
omposição do tipo raiz quadrada e sua versão via transfor-

mação nú
leo-
onformação.

Os próximos passos a serem investidos neste projeto dizem respeito ao emprego de

outras geometrias para teste, 
omo o es
oamento em torno de um 
ilindro ou o es
oa-

mento em uma 
ontração de razão 4:1, bem 
omo o uso de outros modelos 
onstitutivos.

Além disso, o estudo das de
omposições em es
oamento 
om superfí
ie livre também é de

interesse e uma boa sugestão para os novos rumos deste projeto.
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Apêndi
e

A

Equações em 
oordenadas


artesianas bidimensionais

A seguir, apresentamos as prin
ipais equações, desenvolvidas no de
orrer do trabalho,

em 
oordenadas 
artesianas bidimensionais.

A.1 Equações governantes

Equações de Navier Stokes em função do tensor das tensões T (2.2) e (2.3):

∂u

∂t
+
∂(uu)

∂x
+
∂(vu)

∂y
= −∂p

∂x
+
∂T11
∂x

+
∂T12
∂y

, (A.1)

∂v

∂t
+
∂(uv)

∂x
+
∂(vv)

∂y
= −∂p

∂y
+
∂T12
∂x

+
∂T22
∂y

, (A.2)

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0. (A.3)

Termos presentes nas equações (2.6) e (2.7):

∇. (uΩ) =

[

∂(uΩ11)
∂x

+ ∂(vΩ11)
∂y

∂(uΩ12)
∂x

+ ∂(vΩ12)
∂y

∂(uΩ21)
∂x

+ ∂(vΩ21)
∂y

∂(uΩ22)
∂x

+ ∂(vΩ22)
∂y

]

, (A.4)

∇uΩ =

[

Ω11
∂u
∂x

+ Ω21
∂u
∂y

Ω12
∂u
∂x

+ Ω22
∂u
∂y

Ω11
∂v
∂x

+ Ω21
∂v
∂y

Ω12
∂v
∂x

+ Ω22
∂v
∂y

]

, (A.5)

Ω∇uT =

[

Ω11
∂u
∂x

+ Ω12
∂u
∂y

Ω11
∂v
∂x

+ Ω12
∂v
∂y

Ω21
∂u
∂x

+ Ω22
∂u
∂y

Ω21
∂v
∂x

+ Ω22
∂v
∂y

]

. (A.6)
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Equações de Navier-Stokes em função da 
ontribuição não-newtoniana τ (2.8) e (2.9):

∂u

∂t
+
∂ (uu)

∂x
+
∂ (vu)

∂y
= −∂p

∂x
+

β

Re

(

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)

+
∂τ11
∂x

+
∂τ12
∂y

, (A.7)

∂v

∂t
+
∂ (uv)

∂x
+
∂ (vv)

∂y
= −∂p

∂y
+

β

Re

(

∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2

)

+
∂τ21
∂x

+
∂τ22
∂y

, (A.8)

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0. (A.9)

Equação do tensor 
onformação A (2.10):

∂A11

∂t
+
∂ (uA11)

∂x
+
∂ (vA11)

∂y
= 2

(

A11
∂u

∂x
+ A12

∂u

∂y

)

+
1

Wi
f (A)P (A)11 , (A.10)

∂A12

∂t
+
∂ (uA12)

∂x
+
∂ (vA12)

∂y
= A11

∂v

∂x
+ A22

∂u

∂y
+

1

Wi
f (A)P (A)12 , (A.11)

∂A22

∂t
+
∂ (uA22)

∂x
+
∂ (vA22)

∂y
= 2

(

A12
∂v

∂x
+ A22

∂v

∂y

)

+
1

Wi
f (A)P (A)22 . (A.12)

• Oldroyd-B, equações (2.11) e (2.12):

f (A) = 1, (A.13)

P (A)11 = 1−A11, (A.14)

P (A)12 = −A12 (A.15)

e

P (A)22 = 1−A22. (A.16)

• Giesekus, equações (2.13) e (2.14):

f (A) = 1, (A.17)

P (A)11 = α[A11 (2−A11)− A2
12 − 1] + 1− A11, (A.18)
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P (A)12 = A12[α (2− tr (A))− 1] (A.19)

e

P (A)22 = α[A22 (2−A22)− A2
12 − 1] + 1− A22. (A.20)

• FENE-CR, equações (2.15) e (2.16):

f (A) =
L2

L2 − tr (A)
, (A.21)

P (A)11 = 1−A11, (A.22)

P (A)12 = −A12 (A.23)

e

P (A)22 = 1−A22. (A.24)

• FENE-P, equações (2.17) e (2.18):

f (A) =
L2

L2 − 3
, (A.25)

P (A)11 = 1− L2 − 3

L2 − tr (A)
A11, (A.26)

P (A)12 = − L2 − 3

L2 − tr (A)
A12 (A.27)

e

P (A)22 = 1− L2 − 3

L2 − tr (A)
A22. (A.28)

A.2 De
omposições Matri
iais

A.2.1 Log-
onformação

Cál
ulo das matrizes Ω, B, e N, equações (3.10), (3.11) e (3.12), respe
tivamente:

[

M̃11 M̃12

M̃21 M̃22

]

= O

T (∇u)O. (A.29)

Então,
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N = O

[

0 Ñ12

−Ñ12 0

]

O

T , (A.30)

B = O

[

M̃11 0

0 M̃22

]

O

T , (A.31)

e

Ω = O

[

0 Ω̃12

−Ω̃12 0

]

O

T . (A.32)

A partir da equação (3.2), podemos es
rever

[

M̃11 M̃12

M̃21 M̃22

]

=

[

0 Ω̃12

−Ω̃12 0

]

+

[

B̃11 0

0 B̃22

]

+

[

0 Ñ12/λ2

−Ñ12/λ1 0

]

, (A.33)

impli
ando no seguinte sistema:























M̃12 = Ω̃12 +
Ñ12

λ2

M̃21 = −Ω̃12 −
Ñ12

λ1

, que resulta nas equações

N12 =
M̃12 + M̃21

(λ2)
−1 − (λ1)

−1 (A.34)

e

Ω̃12 =
M̃12λ2 + M̃21λ1

λ2 − λ1
, (A.35)

para Ñ12 e Ω̃12, respe
tivamente. A matriz B̃ é obtida fazendo-se

B̃11 = M̃11 (A.36)

e

B̃22 = M̃22. (A.37)

Assim, as matrizes N, B e Ω são obtidas diretamente de (A.30), (A.31) e (A.32), respe
-

tivamente.

Cál
ulo de Ψ (3.20):

Ψ11 = O11
2ln (λ1) +O12

2ln (λ2) , (A.38)

Ψ12 = O11O21ln (λ1) +O12O22ln (λ2) (A.39)
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e

Ψ22 = O21
2ln (λ1) +O22

2ln (λ2) . (A.40)

Equação 
onstitutiva para Ψ (3.32):

∂Ψ11

∂t
+
∂ (uΨ11)

∂x
+
∂ (vΨ11)

∂y
= 2 (Ψ12Ω12 +B11)+

+
f
(

eΨ
)

Wi

(

O2
11

1
λ1

+O2
12

1
λ2

)

P
(

eΨ
)

11

(A.41)

∂Ψ12

∂t
+
∂ (uΨ12)

∂x
+
∂ (vΨ12)

∂y
= Ω12 (Ψ22 −Ψ11) + 2B12+

+
f
(

eΨ
)

Wi

(

O11O21
1
λ1

+O12O22
1
λ2

)

P
(

eΨ
)

12

(A.42)

∂Ψ22

∂t
+
∂ (uΨ22)

∂x
+
∂ (vΨ22)

∂y
= −2 (Ψ12Ω12 +B22)+

+
f
(

eΨ
)

Wi

(

O2
21

1
λ1

+O2
22

1
λ2

)

P
(

eΨ
)

22
.

(A.43)

• Oldroyd-B, equações (3.33) e (3.34):

f
(

eΨ
)

= 1, (A.44)

P
(

eΨ
)

11
= 1−

(

O2
11λ1 +O2

12λ2
)

, (A.45)

P
(

eΨ
)

12
= − (O11λ1O21 +O12λ2O22) (A.46)

e

P
(

eΨ
)

22
= 1−

(

O2
21λ1 +O2

22λ2
)

(A.47)

• Giesekus, equações (3.35) e (3.36):

f
(

eΨ
)

= 1, (A.48)

P
(

eΨ
)

11
=
[

1−
(

O2
11λ1 +O2

12λ2
)] [

1 + α
(

O2
11λ1 +O2

12λ2 − 1
)]

, (A.49)

P
(

eΨ
)

12
= − (O11λ1O21 +O12λ2O22) (α− 1) (A.50)
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e

P
(

eΨ
)

22
=
[

1−
(

O2
21λ1 +O2

22λ2
)] [

1 + α
(

O2
21λ1 +O2

22λ2 − 1
)]

(A.51)

• FENE-CR, e quações (3.37) e (3.38):

f
(

eΨ
)

=
L2

L2 − (λ1 + λ2)
, (A.52)

P
(

eΨ
)

11
= 1−

(

O2
11λ1 +O2

12λ2
)

, (A.53)

P
(

eΨ
)

12
= − (O11λ1O21 +O12λ2O22) (A.54)

e

P
(

eΨ
)

22
= 1−

(

O2
21λ1 +O2

22λ2
)

(A.55)

• FENE-P, equações (3.39) e (3.40):

f
(

eΨ
)

=
L2

L2 − 3
, (A.56)

P
(

eΨ
)

11
= 1− L2 − 3

L2 − (λ1 + λ2)

(

O2
11λ1 +O2

12λ2
)

, (A.57)

P
(

eΨ
)

12
= − L2 − 3

L2 − (λ1 + λ2)
(O11λ1O21 +O12λ2O22) (A.58)

e

P
(

eΨ
)

22
= 1− L2 − 3

L2 − (λ1 + λ2)

(

O2
21λ1 +O2

22λ2
)

. (A.59)

A.2.2 De
omposição do tipo raiz quadrada

De
omposição do tipo raiz quadrada da matriz A (3.43):

[

A11 A12

A12 A22

]

=

[

Q2
11 +Q2

12 Q12 (Q11 +Q22)

Q12 (Q11 +Q22) Q2
12 +Q2

22

]

, (A.60)

Equação 
onstitutiva para Q (3.63):

∂Q11

∂t
+
∂ (uQ11)

∂x
+
∂ (vQ11)

∂y
= Q12

(

G12 +
∂u

∂y

)

+Q11
∂u

∂x
+

+
f (Q2)

2Wi

(

Q22

Q11Q22 −Q12
2

)

P (Q2)11 ,

(A.61)
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∂Q12

∂t
+
∂ (uQ12)

∂x
+
∂ (vQ12)

∂y
= G12Q22 +Q11

∂v

∂x
+Q12

∂v

∂y
+

+
f (Q2)

2Wi

( −Q12

Q11Q22 −Q12
2

)

P (Q2)12 ,

(A.62)

∂Q22

∂t
+
∂ (uQ22)

∂x
+
∂ (vQ22)

∂y
= Q12

(

−G12 +
∂v

∂x

)

+Q22
∂v

∂y
+

+
f (Q2)

2Wi

(

Q11

Q11Q22 −Q12
2

)

P (Q2)22 .

(A.63)

• Oldroyd-B, equações (3.66) e (3.67):

f
(

Q2
)

= 1, (A.64)

P
(

Q2
)

11
= 1−

(

Q2
11 +Q2

12

)

, (A.65)

P
(

Q2
)

12
= −Q12 (Q11 +Q22) (A.66)

e

P
(

Q2
)

22
= 1−

(

Q2
12 +Q2

22

)

. (A.67)

• Giesekus, equações (3.68) e (3.68):

f
(

Q2
)

= 1, (A.68)

P
(

Q2
)

11
=
[

1−
(

Q2
11 +Q2

12

)] [

1 + α
(

Q2
11 +Q2

12 − 1
)]

− α (Q12tr (Q))
2 , (A.69)

P
(

Q2
)

12
= Q12tr (Q)

[

α
(

2−Q2
11 − 2Q2

12 −Q2
22

)

− 1
]

(A.70)

e

P
(

Q2
)

22
=
[

1−
(

Q2
12 +Q2

22

)] [

1 + α
(

Q2
12 +Q2

22 − 1
)]

− α (Q12tr (Q))
2 . (A.71)

• FENE-CR, equaões (3.70) e (3.71):

f
(

Q2
)

=
L2

L2 − tr (Q2)
, (A.72)

P
(

Q2
)

11
= 1−

(

Q2
11 +Q2

12

)

, (A.73)

P
(

Q2
)

12
= −Q12 (Q11 +Q22) (A.74)

e

P
(

Q2
)

22
= 1−

(

Q2
12 +Q2

22

)

. (A.75)
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• FENE-P, equações (3.72) e (3.73):

f
(

Q2
)

=
L2

L2 − 3
, (A.76)

P
(

Q2
)

11
= 1− L2 − 3

L2 − tr (Q2)

(

Q2
11 +Q2

12

)

, (A.77)

P
(

Q2
)

12
= − L2 − 3

L2 − tr (Q2)
Q12tr (Q) (A.78)

e

P
(

Q2
)

22
= 1− L2 − 3

L2 − tr (Q2)

(

Q2
12 +Q2

22

)

(A.79)

Cál
ulo da matriz antissimétri
a G (3.80):

Q12

(

∂u

∂x
− ∂v

∂y

)

+Q22
∂u

∂y
−Q11

∂v

∂x
= G12 (Q11 +Q22) , (A.80)

que resulta em

G12 =

(

Q12
∂u

∂x
+Q22

∂u

∂y

)

−
(

Q11
∂v

∂x
+Q12

∂v

∂y

)

Q11 +Q22

. (A.81)

A.2.3 Nú
leo-
onformação

Equação de evolução para os autovalores Λ (3.99):







Dλ1
Dt

0

0
Dλ2
Dt






=

[

0 H12 (λ1 − λ2)

H12 (λ1 − λ2) 0

]

+

[

0 Ω̃12 (λ2 − λ1)

Ω̃12 (λ2 − λ1) 0

]

+

[

2B̃11λ1 0

0 2B̃22λ2

]

+







f (Λ)

Wi
P (Λ)11 0

0
f (Λ)

Wi
P (Λ)22






.

(A.82)

Equação de evolução para K (Λ) (3.115):

DK (λi)

Dt
= 2B̃iiλiJii +

f (Λ)

Wi
P (Λ)ii Jii, onde i = 1, 2. (A.83)

Equação de evolução para K (A) (3.122):

∂K11

∂t
+
∂ (uK11)

∂x
+
∂ (vK11)

∂y
= 2 (K12Ω12 + B11) +

1

Wi
H11, (A.84)

∂K12

∂t
+
∂ (uK12)

∂x
+
∂ (vK12)

∂y
= Ω12 (K22 −K11) + 2B12 +

1

Wi
H12, (A.85)
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∂K22

∂t
+
∂ (uK22)

∂x
+
∂ (vK22)

∂y
= 2 (−K12Ω12 + B22) +

1

Wi
H22, (A.86)

Cál
ulo de J para a transformação linear deslo
ada nú
leo-
onformação (3.128):

J11 = ξ (A.87)

e

J22 = ξ. (A.88)

Cál
ulo de B para a transformação linear deslo
ada nú
leo-
onformação (3.130):

B11 = B11 (K11 + ξ) +B12K12, (A.89)

B12 = B11K12 +B12 (K22 + ξ) (A.90)

e

B22 = B12K12 +B22 (K22 + ξ) . (A.91)

Cál
ulo de H para a transformação linear deslo
ada nú
leo-
onformação:

• Oldryd-B, equação (3.131):

H11 = −K11, (A.92)

H12 = −K12 (A.93)

e

H22 = −K22. (A.94)

• Giesekus, equação (3.132):

H11 = K11

(

1 +
α

ξ
K11

)

+
α

ξ
K

2
12, (A.95)

H12 =
α

ξ
K11K12 +K12

(

1 +
α

ξ
K22

)

(A.96)

e

H22 =
α

ξ
K

2
12 +K22

(

1 +
α

ξ
K22

)

. (A.97)
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• FENE-CR, equação (3.133):

H11 = − L2

L2 − tr (Λ)
K11, (A.98)

H12 = − L2

L2 − tr (Λ)
K12 (A.99)

e

H22 = − L2

L2 − tr (Λ)
K22 (A.100)

• FENE-P, equação (3.134):

H11 = ξ

[

L2

L2 − 3
− L2

L2 − tr (Λ)

(

1

ξ
K11 + 1

)]

, (A.101)

H12 = − L2

L2 − tr (Λ)
K12 (A.102)

e

H22 = ξ

[

L2

L2 − 3
− L2

L2 − tr (Λ)

(

1

ξ
K22 − 1

)]

(A.103)

Cál
ulo de J para a transformação logd nú
leo-
onformação (3.142):

J11 =
λ−1
1

ln (d)
(A.104)

e

J22 =
λ−1
2

ln (d)
. (A.105)

Cál
ulo de B para a transformação logd nú
leo-
onformação (3.143):

B11 =
B11

ln (d)
, (A.106)

B12 =
B12

ln (d)
(A.107)

e

B22 =
B22

ln (d)
(A.108)

Cál
ulo de H para a transformação logd nú
leo-
onformação:

• Oldroyd-B, equação (3.145):

H11 =
1

ln (d)

((

d−K
)

11
− 1
)

, (A.109)



97

H12 =
1

ln (d)

(

d−K
)

12
(A.110)

e

H22 =
1

ln (d)

((

d−K
)

22
− 1
)

. (A.111)

• Giesekus, equação (3.146):

H11 =
1

ln (d)

[(

d−K
)

11
− 1 + α

(

2−
(

d−K
)

11
−
(

dK
)

11

)]

, (A.112)

H12 =
1

ln (d)

[(

d−K
)

12
+ α

(

−
(

d−K
)

12
−
(

dK
)

12

)]

(A.113)

e

H11 =
1

ln (d)

[(

d−K
)

22
− 1 + α

(

2−
(

d−K
)

22
−
(

dK
)

22

)]

. (A.114)

• FENE-CR, equação (3.147):

H11 =
L2

L2 − tr (Λ)

1

ln (d)

((

d−K
)

11
− 1
)

, (A.115)

H12 =
L2

L2 − tr (Λ)

1

ln (d)

(

d−K
)

12
(A.116)

e

H22 =
L2

L2 − tr (Λ)

1

ln (d)

((

d−K
)

22
− 1
)

. (A.117)

• FENE-P, equação (3.148):

H11 =
1

ln (d)

(

L2

L2 − 3

(

d−K
)

11
− L2

L2 − tr (Λ)

)

, (A.118)

H11 =
1

ln (d)

L2

L2 − 3

(

d−K
)

12
(A.119)

e

H11 =
1

ln (d)

(

L2

L2 − 3

(

d−K
)

22
− L2

L2 − tr (Λ)

)

. (A.120)

Cál
ulo de J para a transformação raiz k-ésima nú
leo-
onformação (3.156):

J11 =
λ

1−k

k

1

k
(A.121)
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e

J22 =
λ

1−k

k

2

k
(A.122)

Cál
ulo de B para a transformação raiz k-ésima nú
leo-
onformação (3.157):

B11 =
1

k
(B11K11 +B12K12) , (A.123)

B12 =
1

k
(B11K12 +B12K22) (A.124)

e

B22 =
1

k
(B12K12 +B22K22) . (A.125)

Cál
ulo de H para a transformação raiz k-ésima nú
leo-
onformação:

• Oldroyd-B, equação (3.158):

H11 =
1

k

(

K
1−k
11 −K11

)

, (A.126)

H12 =
1

k

(

K
1−k
12 −K12

)

(A.127)

e

H22 =
1

k

(

K
1−k
22 −K22

)

. (A.128)

• Giesekus, equação (3.159):

H11 =
1

k

{(

K
1−k
11 −K11

) [

1 + α
(

K
k
11 − 1

)]

+ α
(

K
1−k
12 −K12

)

K
k
12

}

, (A.129)

H12 =
1

k

{

α
(

K
1−k
11 −K11

)

K
k
12 +

(

K
1−k
12 −K12

) (

1 + α
(

K
k
22 − 1

))}

(A.130)

e

H22 =
1

k

{

α
(

K
1−k
12 −K12

)

K
k
12 +

(

K
1−k
22 −K22

) [

1 + α
(

K
k
22 − 1

)]

+
}

. (A.131)

• FENE-CR, equação (3.160):

H11 =
L2

L2 − tr (Λ)

1

k

(

K
1−k
11 −K11

)

, (A.132)

H12 =
L2

L2 − tr (Λ)

1

k

(

K
1−k
12 −K12

)

(A.133)
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e

H22 =
L2

L2 − tr (Λ)

1

k

(

K
1−k
22 −K22

)

. (A.134)

• FENE-P, equação (3.161):

H11 =
1

k

(

L2

L2 − 3
K

1−k
11 − L2

L2 − tr (Λ)
K11

)

, (A.135)

H12 =
1

k

(

L2

L2 − 3
K

1−k
12 − L2

L2 − tr (Λ)
K12

)

(A.136)

e

H11 =
1

k

(

L2

L2 − 3
K

1−k
22 − L2

L2 − tr (Λ)
K22

)

. (A.137)



Apêndi
e

B

Dis
retização espa
ial

A metodologia utilizada para a dis
retização do 
onjunto de equações apresentadas

no de
orrer deste trabalho, Navier-Stokes (2.8) e equação 
onstitutiva (2.10) (ou equação

(2.25)), bem 
omo as equações deduzidas pelos métodos de de
omposições matri
iais,

(3.32), (3.63) e (3.122), é a metodologia Marker-And-Cell (MAC) [30℄ 
ombinada 
om o

método de projeção. O método MAC 
ara
teriza-se pelo uso de uma malha 
omposta

por 
élulas deslo
adas ("staggered grid"), nas quais as 
omponentes u e v da velo
idade

são de�nidas nas fa
es das 
élulas e as outras grandezas (representadas por φ) no 
entro

das 
élulas (ver Figura 17). Além disso, o método MAC adota um pro
edimento de


lassi�
ação das 
élulas, que, para os objetivos deste trabalho, variam apenas 
om o seu

posi
ionamento no domínio. Portanto, temos

• Células 
heias [F℄ ("Full"): representam as 
élulas 
heias de �uido.

• Células de fronteira [B℄ ("Boundary"): determinam a 
on�guração do 
ontorno

rígido.

• Células do injeto [I℄ ("in�ow"): de�nem a entrada de �uido no domínio.

• Células do ejetor [O℄ ("out�ow"): de�nem a saída de �uido no domínio.

A seguir, apresentamos a dis
retização espa
ial das equações para os tensores das

de
omposições matri
iais, bem 
omo para o tensor poliméri
o τ e tensor 
onformação

A. Porém, agora, iremos parti
ularizar alguns aspe
tos dos métodos, simpli�
ando as

equações de diferenças. A partir de agora, trataremos somente do modelo 
onstitutivo

Oldroyd-B. Além disso, não apresentamos a dis
retização espa
ial das demais equações,

equações (4.6), (4.10), (4.13) e (4.14), uma vez que o a
rés
imo do tensor poliméri
o

em nada altera a estratégia de solução das equações de quantidade de movimento e da


ontinuidade. Assim, a dis
retização das demais propriedades podem ser 
onsultadas em

[42℄.

100
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Figura 17: Representação da 
élula 
omputa
ional deslo
ada em um ponto genéri
o (i, j),
em t = tn: as 
omponentes da velo
idade são de�nidas nas fa
es da 
élula e as outras

propriedades no 
entro da 
élula.

A �m de garantirmos uma melhor representação para as equações dis
retas, faremos

uma alteração na notação das 
omponentes dos tensores. Seja Z um tensor qualquer, 
uja

representação em 
oordenadas 
artesianas bidimensionais é

Z =

[

Z11 Z12

Z21 Z22

]

. (B.1)

A partir de agora, denotaremos a matriz Z 
omo

Z =

[

Zxx Zxy

Zyx Zyy

]

. (B.2)

Além disso, 
onsideremos uma função genéri
a w = w (x, y, t) 
omo sendo a solução

exata de uma Equação Diferen
ial Par
ial qualquer, denotaremos uma solução aproximada

dessa função no ponto (xi, yj, tn) 
omo wn
i,j, representando o valor numéri
o da função

neste ponto.

Outra aspe
to importante a ser desta
ado diz respeito ao tratamento espe
ial utilizado

na dis
retização dos termos 
onve
tivos da equação de quantidade de movimento, bem


omo da 
ontribuição não-newtoniana, e por extensão das de
omposições matri
iais, que

são dis
retizados pelo esquema CUBISTA [3℄. Desse modo, não apresentaremos as dis-


retizações, ou o método empregue aos termos 
onve
tivos, mas simplesmente usaremos

a notação convx () e convy () para os termos envolvendo as derivadas par
iais ao longo

das direções x e y, respe
tivamente.

Portanto, a seguir, apresentamos as dis
retizações por diferenças �nitas das equações

dos tensores τ , A, Ψ, Q e K para o modelo 
onstitutivo Oldroyd-B, que 
ompreenderão

as 
élulas [F℄, [B℄, [I℄ e [O℄. Ademais, também apresentamos as dis
retizações de algumas
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de
omposições empregue. Por 
onveniên
ia , omitiremos o índi
e temporal das variáveis,

devendo �
ar subentendido, a menos de outra indi
ação, que as variáveis estão em um

mesmo instante de tempo.

B.0.4 Tratamento da 
ontribuição não-newtoniana em 
élulas [F℄

Com base nas equações (4.21) e (4.22), ne
essitamos dis
retizar a função F , que 
omo

já 
omentado, depende da estratégia ou de
omposição adotada. Desse modo, apresenta-

mos as equações dis
retas no espaço para todos os tensores das de
omposições, bem 
omo

para o tensor poliméri
o τ e tensor 
onformação A, em 
élulas [F℄.

• Método Padrão: dis
retização da equação (4.16), 
om τ = Z.

F xx
i,j = −

[

convx (uτxx)i,j + convy (vτxx)i,j

]

+ 2

[

∂u

∂x
|i,j
(

τxxi,j + ξ
)

+
∂u

∂y
|i,j τxyi,j

]

− 1

Wi
τxxi,j

(B.3)

F xy
i,j = −

[

convx (uτxy)i,j + convy (vτxy)i,j

]

+

[

∂v

∂x
|i,j
(

τxxi,j + ξ
)

+
∂u

∂y
|i,j
(

τ yyi,j + ξ
)

]

− 1

Wi
τxyi,j

(B.4)

F yy
i,j = −

[

convx (uτ yy)i,j + convy (vτ yy)i,j

]

+ 2

[

∂v

∂x
|i,j τxyi,j +

∂v

∂y
|i,j
(

τ yyi,j + ξ
)

]

− 1

Wi
τ yyi,j

(B.5)

• Tensor 
onformação: dis
retização da equação (4.17), para A = Z 
om f e P

tomados 
omo em (2.11) e (2.12), respe
tivamente.

F xx
i,j = −

[

convx (uAxx)i,j + convy (vAxx)i,j

]

+ 2

(

∂u

∂x
|i,j Axx

i,j +
∂u

∂y
|i,j Axy

i,j

)

+
1

Wi

(

1−Axx
i,j

)

(B.6)
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F xy
i,j = −

[

convx (uAxy)i,j + convy (vAxy)i,j

]

+
∂v

∂x
|i,j Axx

i,j +
∂u

∂y
|i,j Ayy

i,j

− 1

Wi
Axy

i,j

(B.7)

F yy
i,j = −

[

convx (uAyy)i,j + convy (vAyy)i,j

]

+ 2

(

∂v

∂x
|i,j Axy

i,j +
∂v

∂y
|i,j Ayy

i,j

)

+
1

Wi

(

1−Ayy
i,j

)

(B.8)

• Log-
onformação: dis
retização da equação (4.18), tomando Ψ = Z 
om as funções

f e P de�nidas 
omo em (3.33) e (3.34), respe
tivamente.

F xx
i,j = −

[

convx (uΨxx)i,j + convy (vΨxx)i,j

]

+ 2
(

Ψxy
i,jΩ

xy
i,j +Bxx

i,j

)

+
1

Wi

[

(

e−Ψ
)xx

i,j
− 1
]

(B.9)

F xy
i,j = −

[

convx (uΨxy)i,j + convy (vΨxy)i,j

]

+ Ωx,y
(

Ψyy
i,j −Ψxx

i,j

)

+ 2Bxy
i,j

+
1

Wi

(

e−Ψ
)xy

i,j

(B.10)

F yy
i,j = −

[

convx (uΨyy)i,j + convy (vΨyy)i,j

]

− 2
(

Ψxy
i,jΩ

xy
i,j +Byy

i,j

)

+
1

Wi

[

(

e−Ψ
)yy

i,j
− 1
]

(B.11)

A seguir, apresentamos a dis
retização das equações das 
omponentes dos tensores

Ω, B e e−Ψ
. Antes, porém, mostramos o 
ál
ulo das matrizes M̃, B̃ e Ω̃ que

auxiliam na obtenção dos tensores Ω, B e e−Ψ
.

� Matriz M̃: dis
retização da equação (3.15).

M̃xx
i,j =

(

Oxx
i,j

)2 ∂u

∂x
|i,j +Oyx

i,jO
xx
i,j

(

∂v

∂x
|i,j +

∂u

∂y
|i,j
)

+
(

Oyx
i,j

)2 ∂v

∂y
|i,j (B.12)
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M̃xy
i,j = Oxx

i,j

∂u

∂x
|i,j Oxy

i,j +Oyx
i,j

∂v

∂x
|i,j Oxy

i,j +Oxx
i,j

∂u

∂y
|i,j Oyy

i,j+

+Oyx
i,j

∂v

∂y
|i,j Oyy

i,j

(B.13)

M̃yx
i,j = Oxy

i,j

∂u

∂x
|i,j Oxx

i,j +Oyy
i,j

∂v

∂x
|i,j Oxx

i,j +Oxy
i,j

∂u

∂y
|i,j Oyx

i,j+

+Oyy
∂v

∂y
|i,j Oyx

i,j

(B.14)

M̃yy
i,j =

(

Oxy
i,j

)2 ∂u

∂x
|i,j +Oyy

i,j

∂v

∂x
|i,j Oxy

i,j+O
xy
i,j

∂u

∂y
|i,j Oyy

i,j+
(

Oyy
i,j

)2 ∂v

∂y
|i,j (B.15)

� Matrizes Ω̃ e B̃: dis
retização das equações (A.35), (A.36) e (A.37), respe
ti-

vamente.

Ω̃xy
i,j =

M̃xy
i,jΛ

yy
i,j + M̃yx

i,jΛ
xx
i,j

Λyy
i,j − Λxx

i,j

, (B.16)

onde Λxx
e Λyy

são os autovalores do tensor 
onformação A.

B̃xx
i,j = M̃xx

i,j (B.17)

B̃yy
i,j = M̃yy

i,j (B.18)

� Matrizes Ω e B: dis
retização das equações (A.32) e (A.31), respe
tivamente.

Ωxy
i,j = Ω̃xy

i,j

(

Oxx
i,jO

yy
i,j − Oxy

i,jO
yx
i,j

)

(B.19)

Bxx
i,j =

(

Oxx
i,j

)2
M̃xx

i,j +
(

Oxy
i,j

)2
M̃yy

i,j (B.20)

Bxy
i,j = Oxx

i,jM̃
xx
i,j O

yx
i,j +Oxy

i,jM̃
yy
i,jO

yy
i,j (B.21)

Byy
i,j =

(

Oyx
i,j

)2
M̃xx

i,j +
(

Oyy
i,j

)2
M̃yy

i,j (B.22)

� Matriz e−Ψ
: neste 
aso, obtemos a dis
retização deste tensor pela relação in-

versa de (3.22).
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(

e−Ψ
)xx

i,j
=
(

Oxx
i,j

)2 1

Λxx
i,j

+
(

Oxy
i,j

)2 1

Λyy
i,j

(B.23)

(

e−Ψ
)xy

i,j
= Oxx

i,jO
yx 1

Λxx
+Oxy

i,jO
yy
i,j

1

Λyy
(B.24)

(

e−Ψ
)yy

i,j
=
(

Oyx
i,j

)2 1

Λxx
i,j

+
(

Oyy
i,j

)2 1

Λyy
i,j

(B.25)

• De
omposição do tipo raiz quadrada: dis
retização da equação (3.63), 
om Q = Z.

F xx
i,j = −

[

convx
(

uQxx
i,j

)

+ convy
(

vQxx
i,j

)]

+Qxy
i,j

(

Gxy
i,j +

∂u

∂y
|i,j
)

+Qxx
∂u

∂x
|i,j

+
1

2Wi

(

Qyy
i,j

Qxx
i,jQ

yy
i,j −

(

Qxy
i,j

)2

)

[

1−
(

(

Qxx
i,j

)2
+
(

Qxy
i,j

)2
)]

(B.26)

F xy
i,j = −

[

convx
(

uQxy
i,j

)

+ convy
(

vQxy
i,j

)]

+Gxy
i,jQ

yy
i,j +Qxx

i,j

∂v

∂x
|i,j +Qxy

i,j

∂v

∂y
|i,j

+
1

2Wi

(

−
Qxy

i,j

Qxx
i,jQ

yy
i,j −

(

Qxy
i,j

)2

)

[

−Qxy
i,j

(

Qxx
i,j +Qyy

i,j

)]

(B.27)

F yy
i,j = −

[

convx
(

uQyy
i,j

)

+ convy
(

vQyy
i,j

)]

+Qxy
i,j

(

−Gxy
i,j +

∂v

∂x
|i,j
)

+Qyy
i,j

∂v

∂y
|i,j

+
1

2Wi

(

Qxx
i,j

Qxx
i,jQ

yy
i,j −

(

Qxy
i,j

)2

)

[

1−
(

(

Qxy
i,j

)2
+
(

Qyy
i,j

)2
)]

(B.28)

� Matriz antissimétri
a G: dis
retização da equação (A.81).

Gxy
i,j =

(

Qxy
i,j

∂u

∂x
|i,j +Qyy

i,j

∂u

∂y
|i,j
)

−
(

Qxx
i,j

∂v

∂x
|i,j +Qxy

i,j |i,j
∂v

∂y

)

Qxx
i,j +Qyy

i,j

(B.29)

• Nú
leo-
onformação: dis
retização da equação (3.122).

F xx
i,j = −

[

convx
(

uKxx
i,j

)

+ convy
(

vKxx
i,j

)]

+ 2
(

K
xy
i,jΩ

xy
i,j + B

xx
i,j

)

+
1

Wi
H

xx
i,j (B.30)
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F xy
i,j = −

[

convx
(

uKxy
i,j

)

+ convy
(

vKxy
i,j

)]

+ Ωxy
i,j

(

K
yy
i,j −K

xx
i,j

)

+ 2Bxy
i,j

+
1

Wi
H

xy
i,j

(B.31)

F yy
i,j = −

[

convx
(

uKyy
i,j

)

+ convy
(

vKyy
i,j

)]

+ 2
(

−K
xy
i,jΩ

xy
i,j + B

yy
i,j

)

+
1

Wi
H

yy
i,j (B.32)

onde Ωxy
é 
al
ulada por (B.19).

A seguir apresentamos o 
ál
ulo dos termos dos tensores B e H que �guram nas

equações a
ima.

� Matriz B: neste 
aso, a determinação deste tensor varia de a
ordo 
om a função

empregue, isto é,

∗ Linear deslo
ada: dis
retização da equação (3.130).

B
xx
i,j = Bxy

i,jK
xy
i,j +Bxx

i,j

(

K
xx
i,j + ξ

)

(B.33)

B
xy
i,j = Bxx

i,jK
xy
i,j +Bxy

i,j

(

K
yy
i,j + ξ

)

(B.34)

B
yy
i,j = Bxy

i,jK
xy
i,j +Byy

i,j

(

K
yy
i,j + ξ

)

(B.35)

∗ Logd: dis
retização da equação (3.143).

B
xx
i,j =

Bxy
i,j

ln (d)
(B.36)

B
xy
i,j =

Bxy
i,j

ln (d)
(B.37)

B
yy
i,j =

Byy
i,j

ln (d)
(B.38)

∗ Raiz k-ésima: dis
retização da equação (3.157).

B
xx
i,j =

1

k

(

Bxx
i,jK

xx
i,j +Bxy

i,jK
xy
i,j

)

(B.39)

B
xy
i,j =

1

k

(

Bxx
i,jK

xy
i,j +Bxy

i,jK
yy
i,j

)

(B.40)
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B
yy
i,j =

1

k

(

Bxy
i,jK

xy
i,j +Byy

i,jK
yy
i,j

)

(B.41)

Para o 
ál
ulo das 
omponentes de B, usamos as equações (B.20), (B.21) e

(B.22).

� Matriz H: novamente, a determinação da expressão para H depende da trans-

formação adotada.

∗ Linear deslo
ada: dis
retização da equação (3.131).

H
xx
i,j = −K

xx
i,j (B.42)

H
xy
i,j = −K

xy
i,j (B.43)

H
yy
i,j = −K

yy
i,j (B.44)

∗ Logd: dis
retização da equação (3.145).

H
xx
i,j =

1

ln (d)

[

(

d−K
)xx

i,j
− 1
]

(B.45)

H
xy
i,j =

1

ln (d)

(

d−K
)xy

i,j
(B.46)

H
xx
i,j =

1

ln (d)

[

(

d−K
)yy

i,j
− 1
]

(B.47)

∗ Raiz k-ésima: dis
retização da equação (3.158).

H
xx
i,j =

1

2

(

K
yy
i,j

Kxx
i,jK

yy
i,j −

(

K
xy
i,j

)2

)

[

1−
(

(

K
xx
i,j

)2
+
(

K
xy
i,j

)2
)]

(B.48)

H
xy
i,j =

1

2

(

−
K

xy
i,j

K
xx
i,jK

yy
i,j −

(

K
xy
i,j

)2

)

[

−K
xy
i,j

(

K
xx
i,j +K

yy
i,j

)]

(B.49)

H
yy
i,j =

1

2

(

K
xx
i,j

K
xx
i,jK

yy
i,j −

(

K
xy
i,j

)2

)

[

1−
(

(

K
xy
i,j

)2
+
(

K
yy
i,j

)2
)]

(B.50)

B.0.5 Tratamento da 
ontribuição não-newtoniana em 
élulas [B℄

O tratamento em 
élulas [B℄ 
onsiste em aproximar os tensores no 
entro da 
élula

por meio de extrapolação quadráti
a envolvendo o valor 
al
ulado na fa
e e duas 
élulas
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vizinhas no interior do domínio, isto é, dado um tensor genéri
o Z

ZB =
8

3
Zface + 2Zfull1 +

1

3
Zfull2, (B.51)

onde ZB é o valor extrapolado no 
entro da 
élula [B℄, Zface é o valor 
al
ulado na fa
e

e Zfull1 e Zfull2 são valores de Z em 
élulas [F℄ vizinhas à [B℄.

Este valor 
al
ulado na fa
e obtem-se por meio do emprego de simpli�
ações na equa-

ção 
onstitutiva do tensor τ ou tensor 
onformação A, que também fazemos para os ten-

sores das de
omposições matri
iais. Estas simpli�
ações o
orrem mediante às 
ondições

de não-es
orregamento e impermeabilidade, resultando em (2.35) e (2.36). Além disso,

algumas derivadas espa
iais das 
omponentes u e v também são anuladas, de a
ordo 
om

o posi
ionamento das paredes sólidas, em 
onsequên
ia destas 
ondições. Desta forma,

apli
amos a estratégia de integração temporal 
om o método RK21 às equações dos ten-

sores na fa
e, mesmo pro
edimento empregue em 
élulas [F℄. Vale ressaltar que, para

as dis
retizações apresentadas a seguir, foram empregues as mesmas simpli�
ações nas

equações 
onstitutivas adotadas em [42℄ para o 
ál
ulo na fa
e de 
élulas [B℄.

• Fronteira rígida paralelo ao eixo y

� Padrão: dis
retização da equação (4.16), 
om τ = Z.

F xx
i+ 1

2
,j
= − 1

Wi
τxx
i+ 1

2
,j

(B.52)

F yy

i+ 1

2
,j
=
∂v

∂x
|i+ 1

2
,j

(

τxx
i+ 1

2
,j
+ ξ
)

− 1

Wi
τxy
i+ 1

2
,j

(B.53)

F yy

i+ 1

2
,j
= 2

∂v

∂x
|i+ 1

2
,j τ

xy

i+ 1

2
,j
− 1

Wi
τ yy
i+ 1

2
,j

(B.54)

� Tensor 
onformação: dis
retização da equação (4.17), para A = Z 
om f e P

tomados 
omo em (2.11) e (2.12), respe
tivamente.

F xx
i+ 1

2
,j
=

1

Wi

(

1−Axx
i+ 1

2
,j

)

(B.55)

F xy

i+ 1

2
,j
=
∂v

∂x
|i+ 1

2
,j A

xx
i,j −

1

Wi
Axy

i+ 1

2
,j

(B.56)

F yy

i+ 1

2
,j
= 2

(

∂v

∂x
|i+ 1

2
,j A

xy

i+ 1

2
,j
+ Ayy

i+ 1

2
,j

)

+
1

Wi

(

1− Ayy

i+ 1

2
,j

)

(B.57)
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� Log-
onformação: dis
retização da equação (4.18), tomando Ψ = Z 
om as

funções f e P de�nidas 
omo em (3.33) e (3.34), respe
tivamente.

F xx
i+ 1

2
,j
= 2

(

Ψxy

i+ 1

2
,j
Ωxy

i+ 1

2
,j
+Bxx

i+ 1

2
,j

)

+
1

Wi

[

(

e−Ψ
)xx

i+ 1

2
,j
− 1
]

(B.58)

F xy

i+ 1

2
,j
= Ωx,y

(

Ψyy

i+ 1

2
,j
−Ψxx

i+ 1

2
,j

)

+ 2Bxy

i+ 1

2
,j
+

1

Wi

(

e−Ψ
)xy

i+ 1

2
,j

(B.59)

F yy

i+ 1

2
,j
= −2

(

Ψxy

i+ 1

2
,j
Ωxy

i+ 1

2
,j
+Byy

i+ 1

2
,j

)

+
1

Wi

[

(

e−Ψ
)yy

i+ 1

2
,j
− 1
]

(B.60)

∗ Matriz M̃: dis
retização da equação (3.15).

M̃xx
i+ 1

2
,j
= Oyx

i+ 1

2
,j
Oxx

i+ 1

2
,j

∂v

∂x
|i+ 1

2
,j (B.61)

M̃xy

i+ 1

2
,j
= Oyx

i+ 1

2
,j

∂v

∂x
|i,j Oxy

i+ 1

2
,j

(B.62)

M̃yx

i+ 1

2
,j
= Oyy

i+ 1

2
,j

∂v

∂x
|i+ 1

2
,j O

xx
i+ 1

2
,j

(B.63)

M̃yy

i+ 1

2
,j
= Oyy

i+ 1

2
,j

∂v

∂x
|i+ 1

2
,j O

xy

i+ 1

2
,j

(B.64)

∗ Matrizes Ω̃ e B̃: equações (B.16), (B.17) e (B.18) 
ál
uladas em

(

i+ 1
2
, j
)

.

∗ Matrizes Ω e B: equações (B.19), (B.20), (B.21) e (B.22) 
ál
uladas em

(

i+ 1
2
, j
)

.

∗ Matriz e−Ψ
: equações (B.23), (B.24) e (B.25) 
ál
uladas em

(

i+ 1
2
, j
)

.

� De
omposição do tipo raiz quadrada: dis
retização da equação (3.63), 
om

Q = Z.

F xx
i+ 1

2
,j
= Qxy

i+ 1

2
,j
Gxy

i+ 1

2
,j
+

+
1

2Wi







Qyy

i+ 1

2
,j

Qxx
i+ 1

2
,j
Qyy

i+ 1

2
,j
−
(

Qxy

i+ 1

2
,j

)2







[

1−
(

(

Qxx
i+ 1

2
,j

)2

+
(

Qxy

i+ 1

2
,j

)2
)]

(B.65)
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F xy

i+ 1

2
,j
= Gxy

i+ 1

2
,j
Qyy

i+ 1

2
,j
+Qxx

i+ 1

2
,j

∂v

∂x
|i+ 1

2
,j +

+
1

2Wi






−

Qxy

i+ 1

2
,j

Qxx
i+ 1

2
,j
Qyy

i+ 1

2
,j
−
(

Qxy

i+ 1

2
,j

)2







[

−Qxy

i+ 1

2
,j

(

Qxx
i+ 1

2
,j
+Qyy

i+ 1

2
,j

)]

(B.66)

F yy

i+ 1

2
,j
= Qxy

i+ 1

2
,j

(

−Gxy

i+ 1

2
,j
+
∂v

∂x
|i+ 1

2
,j

)

+

+
1

2Wi







Qxx
i+ 1

2
,j

Qxx
i+ 1

2
,j
Qyy

i+ 1

2
,j
−
(

Qxy

i+ 1

2
,j

)2







[

1−
(

(

Qxy

i+ 1

2
,j

)2

+
(

Qyy

i+ 1

2
,j

)2
)]

(B.67)

∗ Matriz antissimétri
a G: dis
retização da equação (A.81).

Gxy

i+ 1

2
,j
=

−Qxx
i+ 1

2
,j

∂v

∂x
|i+ 1

2
,j

Qxx
i+ 1

2
,j
+Qyy

i+ 1

2
,j

(B.68)

� Nú
leo-
onformação: dis
retização da equação (3.122).

F xx
i+ 1

2
,j
= 2

(

K
xy

i+ 1

2
,j
Ωxy

i+ 1

2
,j
+ B

xx
i+ 1

2
,j

)

+
1

Wi
H

xx
i+ 1

2
,j

(B.69)

F xy

i+ 1

2
,j
= Ωxy

i+ 1

2
,j

(

K
yy

i+ 1

2
,j
−K

xx
i+ 1

2
,j

)

+ 2Bxy

i+ 1

2
,j
+

1

Wi
H

xy

i+ 1

2
,j

(B.70)

F yy

i+ 1

2
,j
= 2

(

−K
xy

i+ 1

2
,j
Ωxy

i+ 1

2
,j
+ B

yy

i+ 1

2
,j

)

+
1

Wi
H

yy

i+ 1

2
,j

(B.71)

∗ Matriz B: neste 
aso, a determinação deste tensor varia de a
ordo 
om a

função empregue, isto é,

· Linear deslo
ada: equações (B.33), (B.34) e (B.35) 
al
uladas em

(

i+ 1
2
, j
)

.

· Logd: equações (B.36), (B.37) e (B.38) 
al
uladas em
(

i+ 1
2
, j
)

.

· Raiz k-ésima: equações (B.39), (B.40) e (B.41) 
al
uladas em

(

i+ 1
2
, j
)

.

Para o 
ál
ulo das 
omponentes de B, usamos as equações (B.20), (B.21)

e (B.22) 
al
uladas em

(

i+ 1
2
, j
)

.
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∗ Matriz H: novamente, a determinação da expressão para H depende da

transformação adotada.

· Linear deslo
ada: equações (B.42), (B.43) e (B.44) 
al
uladas em

(

i+ 1
2
, j
)

..

· Logd: equações (B.45), (B.46) e (B.47) 
al
uladas em
(

i+ 1
2
, j
)

..

· Raiz k-ésima: equações (B.48), (B.49) e (B.50) 
al
uladas em

(

i+ 1
2
, j
)

..

Por diferenças 
entrais de segunda ordem obtemos a úni
a derivada não-nula das


omponentes da velo
idade u, para quando tomamos a fronteira rígida paralela ao

eixo y, 
omo

∂v

∂x
|i+ 1

2
,j=

vi+1,j − vi,j
δx

, (B.72)

onde

vi,j =
1

2

(

vi,j+ 1

2

+ vi,j− 1

2

)

. (B.73)

Tomemos novamente um tensor genéri
o Z, 
omo representante de todos os tensores

aqui 
onsiderados. Então, após o 
ál
ulo de Zi+ 1

2
,j na fa
e, apli
amos a extrapolação

(B.51), ou seja,

Zi,j =
8

3
Zi+ 1

2
,j − 2Zi+1,j +

1

3
Zi+2,j . (B.74)

• Fronteira rígida paralelo ao eixo x:

� Padrão: dis
retização da equação (4.16), 
om τ = Z.

F xx
i,j+ 1

2

= 2
∂u

∂y
|i,j+ 1

2

τxy
i,j+ 1

2

− 1

Wi
τxx
i,j+ 1

2

(B.75)

F yy

i,j+ 1

2

=
∂u

∂y
|i,j+ 1

2

(

τ yy
i,j+ 1

2

+ ξ
)

− 1

Wi
τxy
i,j+ 1

2

(B.76)

F yy

i,j+ 1

2

= − 1

Wi
τ yy
i,j+ 1

2

(B.77)

� Tensor 
onformação: dis
retização da equação (4.17), para A = Z 
om f e P

tomados 
omo em (2.11) e (2.12), respe
tivamente.

F xx
i,j+ 1

2

= 2
∂u

∂y
|i,j+ 1

2

Axy

i,j+ 1

2

+
1

Wi

(

1−Axx
i,j+ 1

2

)

(B.78)

F xy

i,j+ 1

2

=
∂u

∂y
|i,j Ayy

i,j+ 1

2

− 1

Wi
Axy

i,j+ 1

2

(B.79)
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F yy

i,j+ 1

2

=
1

Wi

(

1−Ayy

i,j+ 1

2

)

(B.80)

� Log-
onformação: dis
retização da equação (4.18), tomando Ψ = Z 
om as

funções f e P de�nidas 
omo em (3.33) e (3.34), respe
tivamente.

F xx
i,j+ 1

2

= 2
(

Ψxy

i,j+ 1

2

Ωxy

i,j+ 1

2

+Bxx
i,j+ 1

2

)

+
1

Wi

[

(

e−Ψ
)xx

i,j+ 1

2

− 1
]

(B.81)

F xy

i,j+ 1

2

= Ωx,y
(

Ψyy

i,j+ 1

2

−Ψxx
i,j+ 1

2

)

+ 2Bxy

i,j+ 1

2

+
1

Wi

(

e−Ψ
)xy

i,j+ 1

2

(B.82)

F yy

i,j+ 1

2

= −2
(

Ψxy

i,j+ 1

2

Ωxy

i,j+ 1

2

+Byy

i,j+ 1

2

)

+
1

Wi

[

(

e−Ψ
)yy

i,j+ 1

2

− 1
]

(B.83)

∗ Matriz M̃: dis
retização da equação (3.15).

M̃xx
i,j+ 1

2

= Oyx

i,j+ 1

2

Oxx
i,j+ 1

2

∂u

∂y
|i,j+ 1

2

(B.84)

M̃xy

i,j+ 1

2

= Oxx
i,j+ 1

2

∂u

∂y
|i,j+ 1

2

Oyy

i,j+ 1

2

(B.85)

M̃yx

i,j+ 1

2

= Oxy

i,j+ 1

2

∂u

∂y
|i,j+ 1

2

Oyx

i,j+ 1

2

(B.86)

M̃yy

i,j+ 1

2

= Oxy

i,j+ 1

2

∂u

∂y
|i,j+ 1

2

Oyy

i,j+ 1

2

(B.87)

∗ Matrizes Ω̃ e B̃: equações (B.16), (B.17) e (B.18) 
ál
uladas em

(

i, j + 1
2

)

.

∗ Matrizes Ω e B: equações (B.19), (B.20), (B.21) e (B.22) 
ál
uladas em

(

i, j + 1
2

)

.

∗ Matriz e−Ψ
: equações (B.23), (B.24) e (B.25) 
ál
uladas em

(

i, j + 1
2

)

.

� De
omposição do tipo raiz quadrada: dis
retização da equação (3.63), 
om

Q = Z.

F xx
i,j+ 1

2

= Qxy

i,j+ 1

2

(

Gxy

i,j+ 1

2

+
∂u

∂y
|i,j+ 1

2

)

+

+
1

2Wi







Qyy

i,j+ 1

2

Qxx
i,j+ 1

2

Qyy

i,j+ 1

2

−
(

Qxy

i,j+ 1

2

)2







[

1−
(

(

Qxx
i,j+ 1

2

)2

+
(

Qxy

i,j+ 1

2

)2
)]

(B.88)
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F xy

i,j+ 1

2

= Gxy

i,j+ 1

2

Qyy

i,j+ 1

2

+

+
1

2Wi






−

Qxy

i,j+ 1

2

Qxx
i,j+ 1

2

Qyy

i,j+ 1

2

−
(

Qxy

i,j+ 1

2

)2







[

−Qxy

i,j+ 1

2

(

Qxx
i,j+ 1

2

+Qyy

i,j+ 1

2

)]

(B.89)

F yy

i,j+ 1

2

= −Qxy

i,j+ 1

2

Gxy

i,j+ 1

2

+

+
1

2Wi







Qxx
i,j+ 1

2

i, j + 1
2

Qxx
i,j+ 1

2

Qyy

i,j+ 1

2

−
(

Qxy

i,j+ 1

2

)2







[

1−
(

(

Qxy

i,j+ 1

2

)2

+
(

Qyy

i,j+ 1

2

)2
)]

(B.90)

∗ Matriz antissimétri
a G: dis
retização da equação (A.81).

Gxy

i,j+ 1

2

=

Qyy

i,j+ 1

2

∂u

∂y
|i,j+ 1

2

Qxx
i,j+ 1

2

+Qyy

i,j+ 1

2

(B.91)

� Nú
leo-
onformação: dis
retização da equação (3.122).

F xx
i,j+ 1

2

= 2
(

K
xy

i,j+ 1

2

Ωxy

i,j+ 1

2

+ B
xx
i,j+ 1

2

)

+
1

Wi
H

xx
i,j+ 1

2

(B.92)

F xy

i,j+ 1

2

= Ωxy

i,j+ 1

2

(

K
yy

i,j+ 1

2

−K
xx
i,j+ 1

2

)

+ 2Bxy

i,j+ 1

2

+
1

Wi
H

xy

i,j+ 1

2

(B.93)

F yy

i,j+ 1

2

= 2
(

−K
xy

i,j+ 1

2

Ωxy

i,j+ 1

2

+ B
yy

i,j+ 1

2

)

+
1

Wi
H

yy

i,j+ 1

2

(B.94)

∗ Matriz B: neste 
aso, a determinação deste tensor varia de a
ordo 
om a

função empregue, isto é,

· Linear deslo
ada: equações (B.33), (B.34) e (B.35) 
al
uladas em

(

i, j + 1
2

)

.

· Logd: equações (B.36), (B.37) e (B.38) 
al
uladas em
(

i, j + 1
2

)

.

· Raiz k-ésima: equações (B.39), (B.40) e (B.41) 
al
uladas em

(

i, j + 1
2

)

.

Para o 
ál
ulo das 
omponentes de B, usamos as equações (B.20), (B.21)

e (B.22) 
al
uladas em

(

i, j + 1
2

)

.
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∗ Matriz H: novamente, a determinação da expressão para H depende da

transformação adotada.

· Linear deslo
ada: equações (B.42), (B.43) e (B.44) 
al
uladas em

(

i, j + 1
2

)

..

· Logd: equações (B.45), (B.46) e (B.47) 
al
uladas em
(

i, j + 1
2

)

..

· Raiz k-ésima: equações (B.48), (B.49) e (B.50) 
al
uladas em

(

i, j + 1
2

)

..

Por diferenças 
entrais de segunda ordem obtemos a úni
a derivada não-nula das 
ompo-

nentes da velo
idade u, para quando tomamos a fronteira rígida paralela ao eixo x, dada

por

∂u

∂y
|i,j+ 1

2

=
ui,j+1 − ui,j

δy
, (B.95)

onde

ui,j+1 =
1

2

(

ui+ 1

2
,j+1 + ui− 1

2
,j+1

)

. (B.96)

Após o 
ál
ulo de Zi,j+ 1

2

na fa
e, apli
amos a extrapolação (B.51), isto é,

Zi,j =
8

3
Zi,j+ 1

2

− 2Zi,j+1 +
1

3
Zi,j+2. (B.97)

B.0.6 Tratamento da 
ontribuição não-newtoniana em 
élulas [I℄

e [O℄

Para as regiões de entrada e saída de �uidos, todos os 
ál
ulos são realizados 
om

o tensor poliméri
o τ , equações (5.2) e (2.39), respe
tivamente, independentemente do

métodos adotado. Esta abordagem é empregue, uma vez que não possuímos 
ondições de

"in�ow"e "out�ow"para os tensores das de
omposições matri
iais. Assim, 
al
ulamos o

tensor poliméri
o τ nestas regiões, e posteriormente, transferimos os valores para o tensor


onformação A, que por sua vez, permite-nos obter os tensores das de
omposições.

Na região de entrada de �uido impomos a solução analíti
a (5.2), que é 
al
ulada na

fa
e das 
élulas 
élulas [I℄. Sem perda de generalidade, 
onsideraremos a região de saída

de �uido paralela ao eixo y. Logo, as dis
retizações das equações (5.2) são dadas por

τxx
i+ 1

2
,j
=

2Wi

Re
(1− β)

(

∂u

∂y
|i+ 1

2
,j

)2

(B.98)

τxy
i+ 1

2
,j
=

1

Re
(1− β)

(

∂u

∂y
|i+ 1

2
,j

)

(B.99)

e

τ yy
i+ 1

2
,j
= 0 (B.100)
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Após 
al
ulado na fa
e de [I℄, usamos uma extrapolação linear para inserir um valor

no 
entro da 
élula, dada por

τxxi,j = 2τxx
i+ 1

2

− τxxi+1,j , (B.101)

τxyi,j = 2τxy
i+ 1

2

− τxyi+1,j, (B.102)

e

τ yyi,j = −τ yyi+1,j , (B.103)

Para a região de saída de �uido, a 
ondição adotada é Neumann homogêneo (2.39).

Novamente, sem perda de generalidade, 
onsideramos esta região paralela ao eixo y. As-

sim, as equações para a 
ontribuição não-newtoniana τ são dadas por

τxxi,j = −τxxi−1,j , (B.104)

τxyi,j = −τxyi−1,j (B.105)

e

τ yyi,j = −τ yyi−1,j (B.106)

Finalmente, após o 
ál
ulo destes tensores, nas regiões de entrada e saída de �uido,

estes são transferidos para o tensor 
onformaçãoA, que por sua vez, propor
iona o 
al
ulo

dos demais tensores das de
omposições matri
iais.



Apêndi
e

C

Cál
ulo dos tensores na tampa da


avidade

Nesta etapa do trabalho, iremos dis
utir o método de extrapolação empregue no 
ál
ulo

dos tensores na tampa da 
avidade, bem 
omo outra possibilidade que pode ser adotada

para o 
ál
ulo destes tensores, embora não empregue neste trabalho. A notação que

usaremos para as 
omponentes dos tensores são as mesmas adotadas no Apêndi
e B. A

extrapolação usada para o 
ál
ulo dos tensores na tampa, é uma extrapolação linear, na

qual, para o 
ál
ulo de um tensor nesta região, usamos apenas dois tensores de�nidos no


entro de 
elulas [F℄ próximas à 
élula a ser 
al
ulada, isto é,

Zi,j = 2Zi,j−1 − Zi,j−2, (C.1)

onde Z é um es
alar qualquer, representando as 
omponentes do tensor poliméri
o e

dos tensores das de
omposições matri
iais. A seguir, apresentamos as equações para o


ál
ulo das extrapolações 
om o tensor polimieri
o τ . Não apresentamos as equações para

os tensores das de
omposições, uma vez que o ra
io
ínio empregue para estes tensores

é análogo ao que apresentamos para τ . Desta forma, as equações para o 
ál
ulo das


omponentes τxx, τxy e τ yy são dadas, respe
tivamente, por

τxxi,j = 2τxxi,j−1 − τxxi,j−2, (C.2)

τxyi,j = 2τxyi,j−1 − τxyi,j−2 (C.3)

e

τ yyi,j = 2τ yyi,j−1 − τ yyi,j−2. (C.4)
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Outra alternativa de solução na tampa, é semelhante ao que foi adotado nas paredes só-

lidas, 
élulas [B℄ estáti
as. Entretanto, não mais temos a 
ondição de não-es
orregamento,

equação (2.35). Mas, agora, 
onsideramos as 
omponentes u e v da velo
idade 
omo de-

�nidas em (5.6).

Com esta 
on�guração, as úni
as derivadas espa
iais da velo
idade que se anularão

são

∂u

∂y
e

∂v

∂x
. As demais derivadas são obtidas da seguinte forma

∂u

∂x
= 8

(

1 + tanh

(

8

(

t− 1

2

)))

2x (1− x) (1− 2x) (C.5)

e

∂v

∂y
= −∂u

∂x
, (C.6)

resultantes da derivação, analíti
a, de u, equação (5.6), e da equação da 
ontinuidade,

equação (2.9), respe
tivamente.

Novamente, apresentamos as equações do tensor poliméri
o τ (2.25), apenas o modelo

Oldroyd-B, 
om as simpli�
ações dis
utidas a
ima. Não faremos para os tensores das

de
omposições, uma vez que o ra
io
ínio empregue para estes tensores é semelhante ao

que empreenderemos para o tensor poliméri
o τ . Assim, apresentamos as equações do

tensor poliméri
o 
om as simpli�
ações sugeridas, dadas por

∂τxx

∂t
+
∂ (uτxx)

∂x
= 2

∂u

∂x
(τxx + ξ)− τxx

Wi
, (C.7)

∂τxy
∂t

+
∂ (uτxy)

∂x
= −τ

xy

Wi
(C.8)

e

∂τ yy

∂t
+
∂ (uτ yy)

∂x
= 2

∂v

∂y
(τ yy + ξ)− τ yy

Wi
. (C.9)
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