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SANTOS, P. A. Estudo da quebra espontanea de simetria de calibre: mapas dinamicos, agdes com-
plexas, teorias de campo em rede e (im) possibilidade. 2017. 158 f. Dissertacao (Mestrado em Bacharelado
em Fisica) — Faculdade de Engenharia do Campus de Guaratinguetd, Universidade Estadual Paulista, Gua-

ratingueta, 2017.
RESUMO

Neste trabalho, fez-se uma introducao aos mapas dinamicos, um conjunto de técnicas desenvolvido por Mat-
sumoto, Umezawa, entre outros colaboradores, e a prescrigao ie na formulagao usual da teoria quantica de
campos no continuo para descrever quebra espontanea de simetria de calibre (QES). Esta técnica baseia-se
na utilizagao de representagoes unitarias nao equivalentes, para construir as diferentes fases fisicas observadas
em sistemas que apresenta QES. Introduzido o mapa dinamico, tentou-se adaptar esta colecao de técnicas
junto da prescricao ie em rede, obtendo como resultado que a primeira nao é satisfatoriamente desenvolvida
em redes finitas, entretanto no limite termodinamico o resultado aparenta estar adequado. Entao, visitou-se
o Teorema de Elitzur para as descrigoes obtidas por esta ferramenta, isto é, tentou-se demonstrar o Teorema
de Elitzur para modelos com termos complexos provenientes da prescricao ie. Uma vez que este nao forneceu
as informagoes esperadas, aplicou-se outras discusses para investigar a possibilidade da quebra espontanea
de simetria de calibre em rede. Neste texto, o ferramental adotado se baseou em uma discussao apresentada

por Splittorff.

PALAVRAS-CHAVE: Teorias de Calibre em Rede. Teorema de Elitzur. Mapa dinamico.



SANTOS, P. A. Study of the spontaneous breaking of gauge symmetry: dynamic maps, complex
actions, lattice field theories and (im) possibility. 2017. 158 f. Dissertation (MSc in Physics) — Faculdade de

Engenharia do Campus de Guaratinguetd, Universidade Estadual Paulista, Guaratinguetd, 2017.
ABSTRACT

In this work, an introduction to dynamic maps, a set of techniques developed by Matsumoto, Umezawa,
among other collaborators, and the ie prescription in the usual formulation of the quantum field theory in
the continuum to describe spontaneous breaking of gauge symmetry (QES). This technique is based on the use
of non-equivalent unitary representations to construct the different physical phases observed in systems that
apresented QES. Introduced dynamic map, it was started the adaptation fo this collection of techniques to-
gether with the prescription e in lattice, obtaining as a result that the first one is not satisfactorily developed
in finite lattice, however in the thermodynamic limit the apparent result is adequate. Then the Elitzur’s The-
orem was visited for the descriptions obtained by this tool, that is, it was attempted to demonstrate Elitzur’s
Theorem for models with complex terms from the prescription ie. As soon as the latter did not provide the
expected information, other discussions were conducted to investigate the possibility of spontaneous breaking

of lattice gauge symmetry. In this text, the tooling adopted was based on a discussion presented by Splittorff.

KEYWORDS: Lattice Gauge Theory. Elitzur Theorem. Dynamic Maps.
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1 INTRODUCAO

Teorias de calibre em rede comegaram a ser estudadas e formuladas inicialmente em 1971 [1] por Wegner.
Elas foram introduzidas como uma analogia ao modelo de rotor plano bidimensional, mas com o objetivo
de desenvolver descrigoes de sistemas que apresentassem diagramas de fase nao triviais, sem a presenga de
magnetizacado espontanea, isto é, sem parametro de ordem local. Wegner percebeu intuitivamente que um
grupo de simetria local, também denominada de simetria de calibre, impede a ocorréncia de uma magnetizagao
espontanea. Este resultado obtido de maneira heuristica seria mais tarde formulado no Teorema de Elitzur.

Em 1974, K. Wilson introduz, ou melhor, recupera teorias de calibre na rede [2-4]. Seu objetivo era
aplicar tais técnicas para o estudo da liberdade assintética dos quarks, isto é, o comportamento segundo o
qual apds uma regularizacao, a teoria se torna livre a pequenas distancias. Também tinha em mente descrever
o confinamento de tais particulas, ou seja, o fato dos quarks permanecerem isolados.

A grande relevancia da proposta de Wilson foi permitir investigagoes em regimes de energia e de escala
desconhecidos. De fato, teorias na rede atuam como um método direto para ganhar informacoes exatas e
nao perturbativas sobre as teorias de calibre, pois, por exemplo, permitem a investigagao com constantes de
acoplamento forte. Isto os levou a explicar com sucesso aspectos observados do espectro de massa de hadrons,
por exemplo.

Em 1975, baseado na formulagao de teorias de calibre em rede desenvolvida por Wilson, Elitzur demonstra
a impossibilidade da quebra esponténea de simetria local em uma rede Euclidiana [5], ou como entendido
posteriormente, demonstra que o valor esperado de um observavel local e limitado é nulo, desta forma levando
ou a impossibilidade da quebra espontanea de simetria local em rede, ou a impossibilidade da adaptagao
da técnica adotada no continuo para o estudo da quebra de simetria local em rede. Ambas as situagoes
apresentam discussoes na literatura. Por exemplo, em [6] é apresentado um modelo com simetria axial local
onde héd quebra espontanea de simetria, entretanto neste modelo se faz uso de agoes com termos complexos.

Uma outra possibilidade, por exemplo, foi desenvolvida por J. Frohlich, G. Morchio e F. Strocchi [7],
onde é proposto um modelo de quebra da simetria de calibre sem um parametro de ordem. A caracteristica
mais importante da quebra de simetria de calibre, nesta proposta, é a existéncia de uma érbita minimizante
com um grupo residual menor que o grupo de simetria inicial. Como consequéncia do Teorema de Elitzur,
surgiram também discussoes no ambito de uma formulagao mais sistematica, inclusive no continuo, sobre a
existéncia ou nao de quebra espontanea de simetria.

Em 1962, Anderson [8] propdem o mecanismo de quebra espontinea de simetria de calibre no continuo
desenvolvendo um trabalho realizado no fim dos anos 50 sobre quebra de simetria em modelos supercondu-
tores e um artigo de 1960 escrito por Nambu que discutiu suas aplicagoes em fisica de particulas. Quase
simultaneamente, em 1964, foram publicados trabalhos independentes sobre teorias de calibre capazes de
explicar a geracao de massa. Os grupos que apresentaram estes foram Brout e Englert [9]; Higgs [10]; Gural-
nik, Hagen e Kibble [11]. Estes trabalhos introduziram a ideia de quebra espontdnea de simetria de calibre
como mecanismo de geragdo de massa. Atualmente, este é denominado mais frequentemente de mecanismo
de Higgs.

O mecanismo de Higgs foi incorporado na fisica de particulas moderna por Steven Weinberg e Abdus
Salam e é parte essencial do Modelo Padrao, onde ele é utilizado para explicar a geracao de massa dos
bésons de calibre. Agora, um fato a ser destacado é que em formulagdes em rede, a impossibilidade da

quebra espontanea de simetria de calibre leva a impossibilidade do mecanismo de Higgs. Portanto, técnicas e
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interpretacoes alternativas precisam ser discutidas, tais como mapa dinamico e rearranjo dinamico de simetria.

Mapa dinamico e rearranjo dinamico de simetria sao um conjunto de técnicas apresentadas por Umezawa,
Matsumoto, Tachiki, entre outros colaboradores, sintetizadas em duas publicagoes [12,13] datadas de 1982 e
1992, respectivamente. Elas s@o uma abordagem alternativa para a descrigao dos efeitos quanticos associados
aos defeitos topologicos, uma vez que estabelecem uma origem quantica para tais defeitos, cuja existéncia
depende da quebra espontanea de simetria. Por apresentar uma formulacao sistematica onde existe a adicao
de termos complexos responsaveis pela descricao da quebra espontanea de simetria em formulagoes funcionais,
é uma construcgao interessante a ser investigada em rede.

Neste trabalho, é feita uma apresentagao sobre teorias de calibre e sua quebra espontanea no continuo como
resultado da técnica de mapa dinamico. Entéo, tentar-se-4 desenvolver estas técnicas em rede, finalizando
com uma revisao a respeito do teorema de Elitzur em relagdo aos novos termos introduzidos decorrentes da
técnica de mapa dinamico.

Este trabalho esta organizado como se segue:

e Capitulo 2. Introduzir-se-ao os conceitos basicos de teoria de campos em rede, passando pela construgao
da agao até o funcional gerador, destacando-se os elementos necesséarios para este trabalho, como o limite

do continuo;

e Capitulo 3. Apresentar-se-do os elementos e conceitos necessarios para mapas dindmicos, como a

existéncia de representagoes unitarias nao equivalentes e translagao bosonica;

e Capitulo 4. Discutir-se-4 um modelo com simetria por translagoes globais, onde entao, ter-se-a o
procedimento associado a prescrigao € como método de remogao de ambiguidade do gerador funcional,

assim como a construgao de sua contra-parte em rede;

o Capitulo 5. Ter-se-4 o desenvolvimento de um modelo com simetria global U(1) onde, entdo, a intro-
ducao da prescrigao € se dd como uma necessidade para a existéncia da quebra espontanea de simetria;

também serd esbocado seu analogo em rede;

e Capitulo 6. Generalizar-se-4 o modelo apresentando no capitulo anterior, introduzindo simetrias locais,
0 que permitird descrever quebra espontanea de simetria local por meio do mapa dinamico. Seu corres-
pondente em rede também sera construido e, assim, diferentes aproximacoes para a obtengao do mapa
dindmico serdao abordadas e discutidas. Este capitulo se encerra com uma discussao sobre o teorema
de Haag e representagoes unitdrias nao equivalentes, que quando combinados em rede irao fornecer

indicativos sobre o comportamento da técnica de mapa dindmico em rede;

e Capitulo 7. Finalmente, o Teorema de Elitzur serd enunciado e demonstrado. Entao, sua discussao a

luz dos novos termos introduzidos pela prescrigao € sera realizada.
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2 CONSTRUINDO TEORIA DE CAMPOS EM REDE

Utilizar-se-4 uma rede! [3,14,15] definida por meio de A = {z = (%, 24) € aZ*|0 < x, < a(N, — 1)} onde
a é uma constante da rede (a € R+) e N, € N é o ntimero de sitios em uma dada direcao. Uma definicao
equivalente é A = {z = a(ii,n4)|(7,nq) € Z* ¢ 0 <n,, < (N, —1)}.

Um campo ¢(z), com condigoes de contorno periddicas, é uma aplicagido de A em algum espago, tal que
o(z +aftN,) = ¢(zx), onde it é o vetor unitério na diregdo indicada por . Em outras palavras, o campo estd
definido nos pontos = pertencentes a A, com condicdo de contorno periédica?.

Em analogia com o caso continuo se pode definir um produto que carrega informagao a respeito da

estrutura dimensional da teoria,

(f,9) =) a'f(z)g(x), (2.1)

onde f e g pertencem ao mesmo espaco de ¢(x), isto é, o espago das aplicagbes de A em algum espago, com
condigoes de contorno periddicas.

O numero total de pontos na rede é denotado por

Q = NyNoN3Ny. (2.2)
A transformada de Fourier da funcao f(z) é definida por
fp) =>_a*expipxf(z), (2-3)

onde os momentos permitidos na rede sao dados por

2w

pu:mnu, nuzo,l,...,Nu—l. (24)

Estes sa0 momentos com valores na zona de Brillouin. A transformada inversa é dada por

F@) = o 3 exp —iprf(p), (2.5)

enquanto a normalizacao para a transformada de Fourier e sua inversa sao dadas por meio das relagoes

Zexp —ip(z — ') = Qd(z,2") e Zexp iz(p—p') = Q(p,p’), (2.6)

as quais implicam

LA rede pode ser compreendida de duas maneiras: primeiramente, a rede é uma estrutura artificial, sem nenhum significado
fisico, introduzida como um regulador em teoria de campos continua. Assim como o segundo ponto a ser destacado, pode ser
estudada em qualquer “temperatura”. Isto permite obter informagoes sobre regides criticas, descritas inicialmente por uma teoria
continua; por outro lado, de um ponto de vista oposto, a rede pode ser encarada como uma representacao da estrutura cristalina
de um sélido. Neste contexto, ela desempenha um importante papel a curtas distancias, porém é irrelevante em regioes criticas,
exceto como um regulador para a teoria de campos na abordagem de tais regides. A primeira interpretacao é a que serd utilizada
no texto. Finalmente, independentemente de interpretacdo, a formulagdo matemadtica é a mesma.

2Também é possivel definir campos em redes com condigdes de contorno fixas, a diferenca é que nio se terd ¢p(z+afiN,) = ¢(z),
porém nos sitios de borda o valor de ¢(z) é conhecido a priori.
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1
ey E exp —ip(z — ') = a " *(z,2') e g atexpiz(p —p') = a*Qé(p,p). (2.7)
p T

Com a operagao de derivada se pode associar os operadores de diferenca finita para a frente e para tras,

definidos respectivamente por

A f@)= 2 [f+ai) ~ f@)] o Abg(x) = ~lo(e) — g(e — a)], 28)

Os operadores® A{L e AZ apresentam algumas das propriedades que uma operacao de derivada deve ter, tal
como linearidade, porém outras nao, consulte o apéndice A para mais informacoes. Além disso, tem-se a

propriedade

que implica

(AL AL = =(F, ALALH) = (£.85), (2.10)

onde o operador d’Alembertiano em rede é

— AbAS
U=A,A, (2.11)
sendo sua atuagao na funcao dada por
1
=32/ @)~ fleai) — flo e (2.12)
Nesse contexto pode-se escrever a agao para um campo escalar livre como:
-5t [+ nieito)]. (213

Usando o operador de diferenga finita definido acima, tem-se

5= %Za4 {Z [i(¢o(x+ﬂ) - fbo(ﬂ:))} +m§¢0(x)2} : (2.14)

T p=1

Logo,

S

;Za4{22 ¢Ox+au)+ ¢0 +Z gbOerau)erquO( )} (2.15)

=1 = 1

ou, simplesmente,

5= Z{—ai% Joo(a + i) + da63(x) + §“4¢%<x>}. (2.16)

30s fndices sob escritos f e b denotam as duas possiveis diferencgas finitas em rede. f vem do termo inglés “forward”, para
frente e b do termo “back”, para tras.
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Definindo apo(z) = (2k)'/2¢(x) e A\ = 8k + mZak, onde k é uma constante, a agao fica

S=> {—2kz¢(x)¢(a: + aji) + w(x)} . (2.17)
T pn=1

Esta forma da agao é geralmente usada para o tratamento numérico da teoria de campo escalar livre periédico
em rede. Porém, pode ser estendida a diversos modelos fisicos, por exemplo, considerando que ¢(z) seja um
“spin” assumindo valores ¢(x) = %1 se tem o modelo Ising, onde entdo a acao pode ser usada para descrever

materiais ferromagnéticos [16,17]. Note também que tal acdo pode ser adaptada para descrever modelos

sigma [16,18].
Finalmente, retornando a expressao (2.13), pode-se exemplificar os passos para o célculo do propagador
da teoria:
1 [ ~
S = 52 a" | Also(@)Albo(x) + maas%(:c)]
T _u,:]
1 & o
- X3 oL o]
xT _u:l
1 M4
= 520D — WO - m%)wab%(x)] , (2.18)
T,y Lu=1
onde

(0= mf)ay = a” (0 = mf)é(x,y), (2.19)

é uma matriz indexada pelos pontos da rede. O cédlculo do propagador se procede definindo G(z,y;a) que é

a matriz inversa de (O — m3), ou seja,

Z a* (0 —md). Gy, z;a) = a=*(x, 2). (2.20)

A solucao desta equacao é obtida por meio da transformada de Fourier

G(z,z,a) = ﬁ Z exp —ip(x — 2)G(p; a), (2.21)

isto é,
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Za4a74(D—mg)(S(z,y)G(y,z;a) = a*(z,2)

y
(O-md)G(x,2z;0) = a *(x,2)
1 . ~ 1 .
g Z(D —m2)exp —ip(x — 2)G(p;a) = pre) Z exp —ip(x — z)
P P
4
1 . = 1 ) . 1 .
peve) Z exp —ip(x — z)G(p; a) [Z a—2(2 — exp —iap,, — expiap,) — mg] = g Z exp —ip(x — z)
p pn=1 p

4
% Z exp —ip(z — 2)G(p; a) {Z a~?2[1 — cos(iap,)] — mg} = % Z exp —ip(z —(2122)

p=1

Portanto,

G(p;a) = {Z a=?2[1 — cos(iap,,)] — m%} , (2.23)

4 —1
G(p:a) = “2ggen? 1 _ 2 2.24
(p;a) {; a”*4sen® E —mg (2.24)

Deste modo G(z,y;a) é uma matriz bem definida para todo x e y. E relevante destacar que usualmente
se faz a = 1 em alguns tratamentos analiticos. Também ¢é usual se optar por uma mudanca de varidveis
que elimine a constante a, assim, é possivel reintroduzir esta quando necesséario por procedimento analogo.
E comum se adotar a seguinte convengao: n, k e m referindo-se a quantidades adimensionais para sitios,
momento e massa [15], e z, p e mp para quantidades dimensionais na rede com espacamento a. Todavia,
certas referéncias também utilizardao x e p para quantidades adimensionais. Aqui, adota-se = e p como
adimensionais, pois a é feito igual a 1 como na referéncia [14]. Evidentemente o cuidado necessério é tomado
nesta transicao, a qual é necessaria para se analisar o limite do continuo.

Agora, no exemplo abaixo se mostra a reintroducdo do parametro a para uma teoria livre. Seja, a acdo

com quantidades adimensionais:

S = 3 00m) —sm)+ 2 )

1 al . T +ai) —d(x)?  m? ,
S Ly (ZM o) — 9(z) +GQ¢@>7

z€(alZ)? pn=1
(2.25)
onde o campo ¢ é adimensional e d a dimensao da rede. Fazendo, agora, as mudangas
1 m
¢0($) = Wqﬁ(an) e Mmoo = E, (226)

tem-se
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! x4+ ajl) — ¢o(x))?
s=1y (Z (G0 -+ a) = du(x) +mg¢g<x>>,

a
z€(al)? p=1

0 que no limite do continuo leva a

1
s=1 / @'z (Vo () +migd(x) (2.27)
2.1 CONSTRUINDO TEORIAS DE CALIBRE EM REDE

2.1.1 Primeiros passos

O préximo passo na construcao da agao, e por sua vez da teoria, é estudar o seu comportamento
com relagao a um conjunto de transformacoes e entao impor as condigoes relevantes. Dentre as diversas
transformagcdes possiveis, duas sdo relevantes neste contexto, a global e a local. Esta ultima também pode
ser denominada de transformacao de calibre, porém antes de iniciar esta fase vamos apresentar uma extensao
imediata da nossa agao (2.13).

Em um primeiro momento, definiu-se apenas agoes de campos escalares, ¢(x), contudo, agdes que depen-

dem de outros tipos de campos também sao possiveis, tais como:

e o campo escalar complexo ¢(z) € C;
e 0 campo vetorial real de n-componentes ¢(x) € R™;
e o campo vetorial complexo de n-componentes ¢(z) € C™;

e 0 campo de Yang-Mills A, (z) = Y~ A%, (2)T}, cujas componentes sio elementos da dlgebra de Lie de um
b

grupo compacto de Lie com geradores Ty.

Para o caso de um campo ¢(z) € C", isto é, um campo vetorial complexo, tem-se a a¢ao escrita como:

g — ;Za4{Z[Aﬁ%(@]fm,{%@n+m%[¢o(w)ﬁ¢o<x)}}

p=1

+ 85" @ {[go(@)] oo} (2.28)

onde foi adicionado um termo gg, correspondente a auto-interagao do campo.

Note que se estd utilizando uma representagao matricial para os campos. De forma semelhante ao que foi
feito anteriormente, é possivel encontrar para esta agdo uma expressio ansloga a (2.17). Para tal se utiliza a
derivada definida anteriormente, a diferenca é que agora esta atua sobre as componentes do campo vetorial

e, portanto, em cada uma das entradas da matriz coluna. Para (2.28) se tem
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s = 72 {Z (ol + 1) - ¢0($))]T[i(¢o(~”€+ﬂ)—¢0($))]+m(2)[¢0($)]T[¢0(~T)]}
Za "[go(z)]}”

4,02
a*mg

::Z{#Z&% +wmm%umm+2¢wmm}

x p=1

+ 05t Lol @)oo}

Fazendo agora as mudancas

ago(x) = (2k)2¢(z), a*mi = L _kZ)\ -8, e go = 2—;\, (2.29)
a expressio para a agao (2.28) fica
4
S=Y" {—2kZRe[¢*(w>¢(x +ap)] + ¢! (2)p(x) + Aot (2)d(x) —1]° - A} : (2:30)

A partir de agora, com o intuito de fazer a generalizacido para uma acdo invariante de calibre, trabalha-se
com o campo pertencente a C" e, posteriormente, caso haja interesse, faz-se a transicao para R™. Outro
aspecto importante é que o interesse primeiramente residird em grupos de transformacgoes unitarias, tais
como U(N) e SU(N). Isto se deve primariamente ao fato de que para um dado operador linear invertivel R,

com a seguinte atuacao

¢(x) = ¢'(z) =Ro(z) e [p(x)]" = [¢/(2)]" = [Re(2)]" = T (x)RT, (2.31)

a acao (2.30) torna-se

=3 { QkZRe (0! (z)RTRo(x + afp)] + o' (z)RT Rp(x) + N[o' (#) RT Rp(x) — 1] — )\} ,
©
e uma vez que se quer S’ = S se tem RTR = I, ou seja Rt = R~ o que é equivalente a um operador unitario
caso o mesmo atue no espago dos complexos.

E importante observar aqui que R pertencendo a U(N) tem parametros, porém ele independe da rede, isto
é, os parametros independem dos sitios. Este tipo de transformacao é denominado de transformagao global.
Pode-se generalizar a transformagao e considerd-la como uma quantidade (aplicacao) que é definida na rede,
ou seja, R : A = U(n) ou R(z). Em um primeiro momento, esta visdo heuristica de nossa generalizagio
é o suficiente, contudo, eventualmente, pode-se necessitar analisar isto mais rigorosamente. A este tipo de

transformacao se dé o nome de transformacao local ou transformacao de calibre. A atuacdo desta se dé por

$(z) = ¢'(2) = R@)p(x) e [p(2)]' = [¢/(2)]' = [R(2)d(2)] = ¢! ()R (), (2.32)

e a acao se torna
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4
S = =2k > Re[¢!(2)RI(@)R(z + ap)p(x + afp)] + Y _ 6" ()R (x) R(z)b()

z p=1

A6 @) R @) R@)é(a) - 117 - 3 A,

onde evidentemente Rf(z)R(x) = I. Observe, porém, que o termo R'(x)R(z + aji) ndo se reduz a identidade,
isso ocorre porque os Rs sao avaliados em pontos diferentes. O que se pode fazer, por exemplo, é redefinir
o produto interno de tal forma que este termo resulte em I, porém isto afetaria os demais termos que
se mantiveram invariantes. Notando que esta parte da expressao provém da derivada e apenas ela, neste
contexto, fornece o produto de fungoes avaliadas em sitios diferentes, pode-se, entao, modificar a mesma sem
que isso altere os demais termos da expressao.

Esta modificagao dar-se-a4 por meio do conceito de transporte paralelo. Contudo, antes de se prosseguir
com tal discussao em rede, introduzir-se-a a versao continua e como ela aparece para o contexto de simetrias

de calibre.
2.1.2 Transporte paralelo para teorias de calibre no continuo

Considere um conjunto de N campos escalares complexos ¢(z), i = 1,..., N, em um espaco euclidiano
continuo, que formam as componentes de um campo vetorial complexo ¢(z). Para cada ponto do espago-
tempo x o vetor ¢(x) é um elemento de um espaco vetorial V.. Neste caso, V, é isomorfo a CV. No espaco

V,; um produto escalar é definido por meio de
¢d' = oo (2.33)
A acdo

5= / ' {$(2) (07 + m?)p(x) + U(b(x)d(x))}, (2.34)

onde U é o termo de potencial, é invariante sob transformacoes da forma
o) — ¢'(x) = Ap(z), A€ SU(N), (2.35)
onde A é uma matriz N x N, independente de x satisfazendo

ATA =1, detA=1. (2.36)

A primeira condigao define o grupo U(N). A segunda condigao significa uma restrigao ao subgrupo especial de
U(N), o que é feito apenas por simplicidade. Uma classe maior de transformagoes consiste das transformagoes

de calibre

$(z) = ¢'(z) = Ax)d(x), (2.37)

onde A(z) varia com z. Elas podem ser entendidas como transformagoes passivas resultando de uma mudanga
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de base dependente de x. Evidentemente a agao nao é invariante pela transformacao de calibre. Naturalmente,
a fisica se desenvolveu de forma que a sua descricao da natureza deva ser independente da escolha de uma
base local, e necessita de um mecanismo que transporte informacao a respeito de um objeto de um ponto
a outro ponto do espaco para comparagao, isto é, a ideia de paralelismo. Estas ideias aplicadas a situacao
acima levam & necessidade de se modificar a acao de tal modo que esta seja invariante sob transformacoes
de calibre. Em analogia com a Relatividade Geral, isto pode ser feito pela introdugao de uma diferenciacao
covariante. Esta, por sua vez, resulta de um conceito denominado transporte paralelo. O transporte paralelo
ao longo de alguma curva ¢ explicado pela seguinte construgao. Seja 7,, uma curva qualquer no espago-tempo
de = até y. Ela pode ser parametrizada da seguinte maneira

t*(s), se€[0,1], t*(0)==z", t"(1)=y". (2.38)

A 7., se associa uma matriz SU(N)

Ul(ryz) : Vo =V, (2.39)

a qual define um mapa de V, para V,,. Entao o vetor

U(ryz)d(x) €V (2.40)

é definido como sendo o vetor ¢(z) transportado paralelamente ao longo de 7, até o ponto y. U(7y,) é
chamado de transporte paralelo. De modo geral, a toda curva no espago-tempo se associa um transporte

paralelo de maneira continua e diferencidavel. O transporte paralelo deve satisfazer as seguintes condigoes:
e U(0) =1, onde 0 denota a curva de comprimento zero.
e U(rpgor) =U(2)U(11), onde 75 0 7y denota a trajetéria que é composta de 71 seguida por 7.
e U(—7)=U(r)"!, onde —7 denota a trajetéria na dire¢ao oposta.

Sob uma transformacao de calibre

¢(z) = ¢ () = AMx)d(x), (2.41)

oy) = ¢'(y) = AMy)o(y), (2.42)

um transporte paralelo qualquer se transforma como

U(Tym)%U/(Tym) = A(y)U(Tyz)A_l(x)ﬂ (2‘43)

onde a dedugao desta expressdo pode ser encontrada no apéndice B, equagao (B.2).

A fim de se obter a diferenciagao covariante, deve-se subtrair vetores em pontos de uma vizinhanga infini-
tesimal, tais como = e y = = + dz. Como as bases em diferentes pontos podem ser escolhidas de maneira
arbitraria, somente se pode comparar dois vetores por meio do transporte paralelo levando os ao mesmo
ponto. Considere uma curva continua de x até x + dx e o correspondente transporte paralelo. Uma vez que

o transporte paralelo desta curva desvia da identidade apenas infinitesimalmente, pode-se escrever

U(ordea) =1 — Ay (z)dz", (2.44)
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onde A, (z) € su(N) é um elemento da algebra de Lie de SU(N), ou seja, ela é uma matriz N x N anti-

Hermitiana de trago nulo. Define-se a diferencial covariante de ¢(z) por

D¢(x) = U_1(7—90+d:r,z)¢(‘r + d(E) - ¢($), (245)
assim, obtém-se
D¢(x) = D, o(x)dzt (2.46)
com a derivada covariante
Dué(x) = (0 + Au(z))d(2). (2.47)

A, (z) é o chamado campo de calibre. Da lei de transformacao do transporte paralelo sob transformagoes

locais se obtém a lei de transformagao do campo de calibre:

A(@) = A@)Au(2)A (@) = (9uM(@))A™ ()
A(@) (O + Au() A (2), (2.48)

no apéndice B encontra-se a lei de transformacao para F},, .

A derivada covariante entao se transforma covariantemente da seguinte maneira

D, ¢'(x) = A(x) D, ¢(z). (2.49)

O objeto correspondente ao tensor de curvatura da Relatividade Geral é o “field strength”, o qual pode

ser definido através do comutador de derivadas covariantes:

Fuu() = Dy, D) = 8,4y (@) — 0, A(2) + [Au(2), A (a)]. (2.50)

O seu significado pode ser extraido da consideracao de um transporte paralelo ao longo de um paralelograma

infinitesimal de medidas dx por dy. O correspondente transporte paralelo é dado por

U(Tez) =1 — Fp(x)dat da”. (2.51)

Sob uma transformacao de calibre o field strength se transforma como

Fl(x) = Az)Fp () A (2). (2.52)

Agora, discutir-se-4 e introduzir-se-4 a notacdo indicial. Todo elemento A de uma &lgebra de Lie real

su(N) pode ser escrita como uma combinagao linear dos elementos T,

N2-1
A=) iw'T, w'eR (2.53)
a=1

As matrizes T,, as quais também sao chamadas de geradores, sao matrizes de trago nulo e Hermitianas que

satisfazem, em geral, uma normalizacdo dada por
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1
T’/‘(TaTb) = §5ab~ (254)
Os geradores satisfazem a seguinte relagao de comutagao

[Tav Tb] = Z.fcnbcTc, (2.55)

onde as constantes de estrutura f,;. em geral sao completamente antissimétricas e reais. Para o caso do

grupo SU(2), por exemplo, tem-se

T,=-% a=123, (2.56)

onde as matrizes 7, sao as matrizes de Pauli e

fabc = €abc- (257)
Para o caso do SU(3), por sua vez, tem-se
Aa
T.=5 a=1...8 (2.58)

onde ), sdo as matrizes de Gell-Mann. Note que elementos de SU(N) podem ser representados na forma

A = expiT,w, (2.59)

onde a parametrizacao em termos de w® é inica em uma regiao suficientemente pequena préxima da identi-
dade.

As componentes dos campos A, e F},, sdo definidas por

Au(z) = —igAj(z)T,, (2.60)
F(z) = —ighy, (z)T,. (2.61)

Elas se relacionam entre si por
Fﬁu =0 A} — 81/AZ + gfabcAzAi, (2.62)

onde a constante de acoplamento g foi introduzida da maneira convencional.
Agora, retorna-se rapidamente ao problema de uma formulacdo que seja invariante sob transformagoes
de calibre. Utilizando-se da derivada covariante acima definida, tem-se a seguinte agao invariante de calibre

para um campo ¢(z)

S = / 0z { D, (@) D) + m26(w) () + U(6(x)d(x)} (2.63)

A dindmica para o campo de calibre é introduzida por meio da acao de Yang-Mills,
Syar = —— [ darrE, P = L [ atere po 2.64
YM—_@ TLTL —5 mMUu? ( )

a qual contém termos de auto-interacao de ordem ctibica e quartica.
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O campo ¢(z) serviu como modelo inicial para a introducdo dos transportes paralelos e dos campos de
calibre. Todavia, o campo de calibre com a acao de Yang-Mills pode ser considerado por si préprio, ou seja,
sem estar acoplado a outros campos. Neste caso, tem-se uma teoria de Yang-Mills pura.

Os transportes paralelos determinam o campo de calibre unicamente como visto acima. Por outro lado,
dado um campo de calibre A, (z), o transporte paralelo pode ser reconstruido. Para tal, considere uma curva
Tyz Parametrizada como em (2.38) e seja 75 a correspondente curva com o parametro ¢ variando de 0 até s

somente. Variando o ponto final de 75 se obtém uma equacao diferencial

iU(TS) = —Au(c(s))%U(Ts). (2.65)

Com a condicao inicial
U(r) =1, (2.66)

sua solugao é dada pela férmula de Dyson:

Ulr,) = Pexp{—/OSA“(c(s)iiC:ds)}

= Pexp {/T A“dz“}. (2.67)

onde o simbolo P denota o ordenamento da trajetéria de acordo com o parametro s de tal modo que as
matrizes A, (c(s)) com maior valor de s estejam a esquerda daquelas com menor valor de s.

Acima, restringiu-se a discussdo para o caso de grupos de calibre SU(N). Eles pertencem aos mais im-
portantes casos para os fisicos. Todavia, ndo ha obstaculos para se discutir e desenvolver a formulagao de
teorias de calibre para outros grupos compactos. Porém, um caso interessante é o grupo abeliano U(1). Este
consiste de nimeros complexos de médulo 1,

U(1) = {exp —iar|0 < o < 27} (2.68)

Campos complexos carregados ¢(x) (o grupo de simetria U(1) local é o grupo de simetria do eletromagnetismo)

transformam-se sob o grupo de calibre U(1) de acordo com

6(x) = ¢ (x) = exp —ia(z)g(x). (2.69)

Uma vez que hd somente um gerador, a notacao em termos de componentes se torna desnecesséria, e A, (x)

denota a componente real do campo de calibre. Assim, a derivada covariante para este grupo é dada por

D, =0, —igA,(x). (2.70)
A lei de transformagao para o campo de calibre é dado por
, 1

Al (z) = Au(x) — Eaua(:c), (2.71)

e o field strength



24

F., =0,A, - 0,4, (2.72)
é invariante de calibre em contraste com o caso nao-Abeliano. Além disso, o fato de que este campo € linear
em A, implica que a acao
Sa=2 [ dap,, r 2.73
a=1 [ deELEe, (273)

nao apresenta termos de interacao e logo descreve uma teoria de campo livre. Uma vez que o campo de

calibre comuta, a férmula para transporte paralelo é dado por

U(r) = exp {ig / A,L(:z:)dx“}, (2.74)

e ela nao requer o ordenamento de trajetéria.
2.1.3 Transporte paralelo para teorias de calibre em rede

No caso continuo, como visto acima, o campo de calibre é dado pelo transporte paralelo ao longo de dis-
tancias infinitesimais. Porém, em rede, a menor distancia nao nula em uma rede hipercibica é o espacamento
da rede a. Portanto, os transportes paralelos elementares em rede sdo aqueles associados com os links (ou
bonds) b conectando os vizinhos mais préximos. Seja x um ponto na rede e x 4 afi o vizinho mais préximo na
diregao da rede dada por . O correspondente link b é uma trajetéria reta de x até x + afi. Ela é identificada
com o par ordenado de pontos e denotada por

b= (x+aji,) = (z,pn). (2.75)

O transporte paralelo associado ao link b = (x + afi, ) pode ser representado por
U®) =U(x +afi,z) = Uy € G, (2.76)
onde G é o grupo associado as transformagoes de calibre. U é usualmente chamado de variavel link e satisfaz

Uly,x) =U""(z,y). (2.77)

Agora, para um caminho arbitrario na rede

T=byo...0by0by, (2.78)

o transporte paralelo é

Ur)=Ubn)..Ub)Ub) = [ U, (2.79)

be{biti=1,...,n
que é determinado pelas varidaveis link. Portanto, pode-se considerar o conjunto de todas as varidveis link
{U(b)} como o campo de calibre na rede. Sob transformagoes de calibre as varidveis links se transformam

como
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Uz +ap,z) — U'(x + afi,z) = R(x + ap)U(z + aji, z) R (). (2.80)

Um termo de acoplamento na forma

3" $(@)U(z,y)é(x) (2.81)
(wy)

é evidentemente invariante sob transformagoes de calibre. Tendo isso em mente, utilizando o fato do trans-
porte paralelo ser necessario para se calcular a diferenca entre vetores em pontos diferentes e comparando as

expressoes (2.28) e (2.30), pode-se definir a derivada covariante para a frente em rede por

D8(a) = | LU + a)ota -+ ai) - 70(a)]. (282)

Agora, pode-se escrever a forma final da acdo invariante de calibre, a qual com a adicao dos termos de massa

e auto-interagao fica

§ = ~2k) D Relpj(@)U(x,x +ap)do(z +ap)] +8k Y _ o' (x)¢(x)

r p=1 T

3 3 atmaoo(@)) ()] + % 3 at {[s0(@)] Bo(a)]} (2.83)

Fazendo a mudanca dada em (2.29) de forma a manter uma notagédo compativel ao que foi feito anteriormente

se obtém

4
S=-2k> Y Re[¢!(2)U(z,x + afi)p(z + af)]

r p=1
+Y {ol(@)g(z) + o' (2)d(x) — 1]* = A} (2.84)
Outras quantidades que sao invariantes por transformacao de calibre, também podem ser construidas tais
como
&' (@)U (Ta2rap) 0 (@ + afd), (2.85)
ou
Tr[U(7s,2)], (2.86)

onde (7,5) ¢ uma curva fechada na rede. E fécil notar que estas quantidades sdo invariantes de calibre.
Uma diferenga relevante entre a teoria continua e a discreta é que a teoria discreta envolve o grupo (na
verdade, representagoes deste), enquanto a teoria continua envolve a &dlgebra de Lie (representagdes desta).
Isto torna a invariancia de calibre em rede explicita e simples, o que proporciona a oportunidade de se usar
grupos de calibre discretos, os quais nao tém interpretacao direta no limite do continuo.
Em analogia com o caso continuo, pode-se pensar na menor trajetéria fechada possivel em rede (no caso

continuo isto nos forneceria o field strengh). Estas pequenas trajetérias em redes consistem de quatro links
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e sao denominadas “plaquettes”, veja figura abaixo.

I+ ab T+ afl +ai

X £+ aji

Figura 2.1: “Representacio de um plaquette”.

Evidentemente, o “plaquette” consiste dos sitios

z, r+ajl, T+ai+ad, z+ab, (2.87)

orientados conforme a figura 2.1 e é usualmente denotado por

p=(z;p,v), (2.88)
onde algumas vezes a virgula é omitida. O transporte paralelo correspondente ao “plaquette” como dado
pela expressao (2.79) é

Up=Upyw = U(z, 2+ a?)U(x + ab,z + afp + a?)U(x + aft + av, ¢ + ap)U(x + afi, x), (2.89)

o qual é chamado de varidvel “plaquette”. A acao de Wilson [2] para uma teoria de calibre pura é definida

em termos das varidveis “plaquette”

SlU} = Zsp(Up)v (2.90)
p
com o termo “plaquette”
1 _
Sp(Up) = — {W (TrU(p) +TrU 1(p)) - 1} , (2.91)

onde [ é a identidade do grupo de simetria do modelo. Esta acao é a mais simples construcao que no limite
do continuo recupera a acao de Yang-Mills.

A soma sobre todos os “plaquettes” p é a soma sobre cada “plaquette” da rede com somente uma orientacao

do=> > . (2.92)

r 1<pu<v<4

A ago de Wilson é evidentemente invariante de calibre uma vez que

TrU, = TrU,. (2.93)

Além disso, é real e positiva. Existem outras possibilidades para se definir uma acdo invariante de calibre,
com apenas as variaveis links. Todavia, a agao de Wilson é escolhida por ser a mais simples.

Agora, combinando a agdo (2.84) com a acdo de Wilson (2.90) tem-se
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4
S = —2 3 S Relp! @)U,z + ap)o@+ai)] — 8 Y {ﬂL(TTU(p)—FTTU_l(p))—l

r p=1 r 1<pu<v<4

+3 {87 (@)d(z) + Ag! (x)d(x) — 1> — A} (2.94)

A acdo (2.94) é invariante de calibre e contém dinamica para o campo de calibre, logo é a acdo que se
procurava. E usualmente denominada acio de Yang-Mills-Higgs em rede.
Finalmente, é interessante apresentar a relagao entre a agdo de Wilson para SU(N) e a correspondente
acao de Yang-Mills para os campos de calibre no continuo. Para tal, seja
Au(w) = —igAlT,, (2.95)
um campo vetorial assumindo valores em uma algebra de Lie definida sob a rede e seja

2
Uz, p) = e @) =1 qA,(z) + %Au(x)Q T (2.96)

Usando

Ay(x +ajt) = A, (z) + aAlJ;Al, (x) (2.97)

e a férmula de Campbell-Baker-Hausdorff

exprexpy =expz+y+ (1/2)[z,y] + ... (2.98)

é possivel obter o seguinte resultado

Uppo = Ulz,z+ad)U(z+av,z +afp+ ad)U(z + aft + av, z + ap)U(z + aft, z)
— explad,(z)} exp{ad, (@ + a)} exp{—ad, (z + ap)} exp{—aAu(2)}
= exp{ad,(z) + aA,(z + ad) + a*/2[A,(2), Au(x + aD)] + ...}
x exp{—ad, (z + afi) — aA, () + a*/2[A,(z + afi), A, ()]}
— expla(Ay(2) + ad(@)) + PALAu() + a2 /2(A, (), Au(w)] + ..}
x exp{—a(A,(z)+ Au(x)) — aQAfLA,,(:E) +a?/2[A,(z + afi), A, ()] ...}
— exp{—a*(ALA (@) — AL AL (@) + [A(@), A (a)]) + ..., (2.99)

onde apenas os termos com até ordem dois em a sao explicitamente escritos. E interessante reconhecer

F(@) = AL A (2) — AL A, (2) + [Au(2), Ay ()], (2.100)

de modo que é conveniente escrever

Ur;,uy = exXp 7a2le, (2101)

onde G, = F,, + O(a). Isto produz
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4 4
Tr(U, + U, ") = Tr(1 — a®Gu + %wa +1+4a2G,, + %wa) = 2Tr(1) + a*Tr(F,,)% + O(d®). (2.102)

Usando agora que

> Tr(F,(x)® = % > Tr(F,(x)?, (2.103)

T, uv

obtém-se para a agao de Wilson que
s=2 ATrF,, (v) F* O(a® 2.104
= S TR (1) P (2) + O(a), (2.104)
xr
onde N é a “dimensao” do grupo de calibre. A acéo acima coincide com a acao de Yang-Mills para a pequeno
se for definido 3 = 2N/g? e se identificar g com a constante de acoplamento da teoria em rede com dimensao.

2.2 FUNCIONAL GERADOR PARA ACAO DE WILSON

Uma vez definidos os campos e a agao, o préximo passo ¢ a especificagao do funcional gerador. Lembre-se
que no contexto de redes o campo de calibre é dado pelo conjunto das varidveis de link {U(b)} = U, deste

modo, no contexto de uma teoria de calibre pura, os observaveis sao funcoes

O({U(®)}), (2.105)

das varidveis link. O valor esperado de O é dado por

(0) = % / [V (t)0exp[-S(U)], (2.106)
b

onde

Z = / [ dU ) exp[-S(U)] (2.107)
b

e S(U) é acao de Wilson dada na expressao (2.90). Agora, se campos de matéria também estiverem presentes
a expressao mais geral para um observavel serd O({U(b)}, {¢(z)}) onde {p(x)} = ¢ representa o conjunto
dos campos de matéria. As respectivas integrais (aqui, por integrais entenda uma medida de Lebesgue que

pode ser normalizada) também devem ser incluidas de forma que a expressdo para o valor esperado serd

(0) = % / [T v () [] dé(x)0 expl—S(U, ), (2.108)
b x

onde

7= / [T v ) [ dé() expl—S(U, ) (2.109)
b x

e S(U, ¢) é a agao de Yang-Mills-Higgs dada em (2.94). Nesta formulagao se deve definir dU (b), ou escolhé-lo.
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Uma escolha interessante seria aquela que respeita a invariancia de calibre, ou seja, dU (b) é uma quantidade
invariante de calibre (o termo adequado seria medida). Isto é garantido se dU for tomado como sendo uma
medida de Haar em um grupo de calibre. A medida de Haar definida em um grupo topoldgico compacto G

é a medida dU em G que obedece a invariancia

/f(U)dUz/ f(VU)dUz/ f(UV)dU para qualquer VeG. (2.110)
G G G

A medida de Haar é definida a menos de uma constante, todavia se a medida for normalizada

/ dU =1, (2.111)
G

ela passa a ser unica. A medida de Haar também satisfaz

| fwav = [ s ha. (2.112)
G G
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3 ASPECTOS DE TEORIA QUANTICA DE CAMPOS: MAPAS DINAMICOS

3.1 INTRODUCAO

Os estados ordenados que sao observados em matéria condensada e fisica de altas-energias podem ser en-
tendidos como resultado de uma dinamica quantica, portanto os sistemas macroscopico que exibem este tipo
de comportamento, tais como, por exemplo, supercondutores, ferromagnetos podem ser descritos e investi-
gados no arcabougo de uma teoria quantica. Assim, é possivel falar em sistemas quanticos macroscépicos, ou
seja, sistemas que embora apresentem comportamento classico, algumas de suas caracteristicas macroscopicas
somente podem ser compreendidas utilizando uma teoria quantica.

Observa-se também uma variedade de fenomenos fisicos onde particulas quanticas coexistem e intera-
gem com objetos macroscopicos extensos que mostram um comportamento classico, tais como vértices em
supercondutores ou superfluidos e dominios magnéticos em ferromagnetos, entre outros.

Assim, torna-se necessario estudar e entender qual é o papel e a origem quantica dos defeitos topolégicos e
das suas interacgoes com os quantas. Uma compreensao adequada de tal questao como destacado pelas ideias
introduzidas por [12,13] se faz indispensével para o correto entendimento das transigoes de fase com quebra
de simetria e da formacao de estruturas ou padroes de ordenamento, independente da area de aplicagao, por
exemplo, fisica de matéria condensada ou cosmologia.

Aqui, introduzir-se-4 e discutir-se-4 um pouco sobre os métodos apresentados nas referéncias [12,13]. A
abordagem apresentada nestas obras é uma alternativa, por exemplo, a assumir uma solugao clédssica tipo

séliton e entao quantiza-1a [19], entre outras.

3.2 PRIMEIRAS IDEIAS

A descrigao quantica de sistemas fisicos faz uso em geral de quatro elementos: os campos, cujos elementos
descritivos sao operadores cujo significado matematico s6 fica completamente estabelecido quando o espago
onde estes operam é também definido; o espago de estados (ou fase fisica), este é o espaco onde os operadores
atuam, ele depende do sistema fisico a ser descrito e das condigoes de contorno, por exemplo, temperatura
sob a qual o sistema esta submetido; a hamiltoniana, a qual fornecera a dindmica do sistema; e as relagoes
de comutacao candnicas, as quais sao relagoes essencialmente algébricas.

Evidentemente, a definicdo das relagbes de comutacao leva a definicdo das varidveis canonicas (entenda
operadores de criagdo e aniquila¢do). Contudo, a fim de se determinar a evolugao temporal do sistema se faz
necessario representar estas variaveis canonicas como operadores em um espaco de Hilbert. Neste ponto, surge
uma importante diferenca entre os modelos descritos pela mecanica quantica e os modelos descritos pela teoria
quantica de campos. Em mecénica quantica, isto é, sistemas quanticos com um numero finito de graus de
liberdade, a escolha de uma representacao nao € essencial, uma vez que todas as representacoes irredutiveis
das relagoes de comutagao candnicas sao unitariamente equivalentes entre si. FEsta udltima afirmacao, é o
contetido do teorema de Stone-von Neumann [20]. Deste modo, neste arcabougo, a questdo da escolha de
uma representacao particular para se trabalhar se reduz a simples conveniéncia.

A situacado, contudo, muda drasticamente quando se considera sistemas com um nimero infinito de graus
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de liberdade, e este, obviamente, é o caso da teoria quantica de campos, onde sistemas com um ntmero
N muito grande de constituintes sao considerados e as quantidades relevantes sao aquelas - por exemplo,
densidade n = N/V - que permanecem finitas no limite termodindmico (N — oo, V — o).

Em contraste com o que acontece na mecénica quantica, o teorema de Stone-von Neumann nao tem
validade em teoria quantica de campos, e a escolha de uma representagao particular da algebra dos campos
pode apresentar significado fisico e implicagoes fisicas. Formalmente, este é o resultado da existéncia em
teoria quantica de campos de representagoes unitarias nao equivalentes das relagoes de comutacao canonicas.

Observe que uma mudanca nas condigoes de contorno do espago de estados pode resultar em uma transigao
de uma fase para outra. Por exemplo, uma redugao na temperatura tal que esta seja inferior a temperatura
critica de uma dada amostra pode induzir nesta uma transigao do estado normal para uma fase supercon-
dutora, caso a mesma seja um metal. Contudo, tem-se uma dependéncia do arcabougo tedrico na descrigao.
Além disso, note como a condicao de contorno influencia na escolha de um espaco de estados.

De forma geral, o primeiro importante resultado é que em mecanica quantica o sistema fisico pode existir
apenas em uma unica fase. Uma vez que equivaléncia unitaria significa de fato equivaléncia fisica, nao
é possivel a existéncia e representagoes de diferentes fases fisicas. Por outro lado, em teoria quantica de
campos o sistema pode apresentar diferentes fases fisicas. Finalmente, isto indica e sugere o sentido da

investigacao a respeito de uma origem quantica para os defeitos topoldgicos.

3.3 UMA TEORIA EM DOIS NIVEIS

Agora, discutir-se-4 como a teoria quantica de campos pode ser entendida como uma teoria de dois niveis,
com dois tipos de campos relevantes: o campo livre (fisico) e o campo de Heisenberg (interacao).

Assim, considere uma abordagem perturbativa da teoria. Nesta, qualquer experimento pode ser esque-
matizado como um processo de espalhamento com basicamente trés etapas: a preparagao de um conjunto
de particulas livres! (nao-interagentes) as quais sdo preparadas para colidir algum tempo depois em alguma
regido do espago (regido do espago-tempo de interagdes), ou seja, a segunda etapa, onde as particulas inte-
ragem, e a terceira etapa, onde os produtos das colisoes sao esperados emergir da regiao de interacao como
particulas livres?.

Correspondentemente, tem-se o espacos de estados dos campos in e dos campos out®. Além disso, o que se
observa sempre em um processo ¢ a soma das energias das particulas in e a soma das energias das particulas
out. Assim, é importante destacar que a palavra livre nao significa sem interacao, mas sim que a soma da
energia total do sistema é dada pela soma das energias de cada particula observada®. A regido de interacdo é
onde a dinamica opera: dados os campos in e os estados in, a dinamica determina os campos out e os estados
out.

As particulas de entrada e as de saida somente sao bem distinguiveis e localizadas quando longe da regiao
de interagdo, em um tempo muito antes (t = —00) e muito depois (¢ = +00) da interagdo. Deste modo, os
campos in e out sao entendidos como sendo campos assintoticos. Quando entendidos com uma unidade é

adequado e util se assumir que as forgas de interagao nao agem sobre eles, em outras palavras, podem ser

I1Denominar-se-4 de particulas de entrada ou particulas in.

2Denominar-se-4 de particulas de saida ou particulas out.

30 espaco de Fock para as particulas fisicas pode ser construido pela acdo dos operadores de criacdo e aniquilacdo corres-
pondentes aos campos livres no estado de vécuo |0).

4Isto é identificado em fisica de estado sélido como quasi-particula. E a estes elementos pode ser associada uma dindmica de
campo livre.
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vistos como campos livres.

As tnicas regides acessiveis ao observador evidentemente sao aquelas muito longe (no espago-tempo) da
regiao de interagao, em outras palavras, as regides assintOticas, denominadas aqui de regides in e out. Isto
ocorre pois, ao nivel quantico, observagoes realizadas interferem com o experimento, logo uma observagao na
regiao de interacao pode modificar drasticamente a dinamica e os objetos 14 interagindo o que implicaria a
inutilizagao do resultado.

A dinamica é introduzida por meio dos campos de Heisenberg, os quais evidentemente estarao associados
a regiao de interagdo. Uma vez que esta é excluida de processos de observacao, tem-se que os campos de
Heisenberg nao sao observados. Isso implica que os resultados experimentais devem ser descritos unicamente
em termos dos campos assintéticos do modelo.

Basicamente, tem-se entao a teoria quantica de campos como uma teoria de dois niveis: o de interagao
onde a dinamica é especificada pelas equacoes para os campos de Heisenberg; e o fisico, isto é, dos campos
assintéticos e dos espagos de estados fisicos diretamente acessivel ao observador. Claro, que ambas os campos
sao fisicos, pois a interagao € fisica, entretanto, esta nao sera acessivel diretamente ao observador, o qual obtera
informacoes a respeito da interacao por meio dos estados assintéticos. Para os campos fisicos a dinamica é
determinada por equagoes de campo livre podendo ser massivo ou nao massivo. Os operadores de campo de
Heisenberg sdo genericamente denotados por ¢ (x) e os operadores de campos fisicos por ¢;,(z) ou Gyt
Assume-se que eles devem satisfazer as relagoes de comutagao ou anti-comutagao canonicas a tempos iguais.

As equagoes de campo de Heisenberg e as equagoes de campo livre sdo escritas respectivamente como

A(0)om (x) = I[¢n](r) (3.1)

A(9)¢in(z) = 0, (3.2)

onde A(9) é um operador diferencial comum a ambas equagoes, x = (t,z) e F' é algum funcional dos campos
ou(x), descrevendo a interagdo exemplo. A equagdo (3.1) é somente uma relagao formal entre os operadores
¢n(x) enquanto ndo representada em um espago vetorial. Assim, para que a descrigdo em termos dos campos
de Heisenberg adquira algum significado fisico é necessario que o mesmo seja representado no espago de estados
fisicos e, portanto, precisa-se que eles sejam escritos em termos dos campos fisicos ¢;, ().

Uma maneira interessante para se relacionar ambos é reescrevendo a equacdo (3.1) na forma integral

(equagao de Yang-Feldman):

¢ (z) = din(x) + ATH0) * I[¢m] (), (3.3)

onde * denota convolucdo e o simbolo A71(9) denota a fungdo de Green para ¢;,(z). A forma precisa
das fungoes de Green é especificada pelas condicoes de contorno, assim como o espaco de estados fisicos.
A equagao (3.3) pode ser resolvida por interacdo fornecendo uma expressdo para os campos de Heisenberg
¢ (z) em termos de poténcias dos campos ¢;,(z). Esta é a expansido de Haag no formalismo LSZ° [21,22]

ou mapa dindmico na linguagem adota pelas referéncias [12,13], que pode ser formalmente escrito como®

50 formalismo Lehmann-Symanzik-Zimmermann ou LSZ foi desenvolvido em 1955 e é nomeado em homenagem aos seus
invetores, os fisicos alemaes H. Lehmann, K. Symanzik e W. Zimmermann. O formalismo LSZ, o qual incluia a férmula de
redugdo LSZ, fornece uma maneira explicita de expressar os elementos fisicos da matriz S (amplitudes de espalhamento) das
funcées de correlagdo ordenadas no tempo de uma teoria quantica de campos. Assim, o objetivo é expressar os elementos da
matriz S em termos dos campos livres assintéticos em vez dos campos de interacdo desconhecidos.

6Uma forma fechada e rigorosa para o mapa dinidmico é obtido no formalismo de trajetéria de tempo fechado (CTP) [23].
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¢u(x) = Flz; din(z)]. (3-4)

A igualdade na equagao (3.4) deve ser entendida como uma igualdade entre elementos de matrizes computados
no espaco de Fock das particulas fisicas. Este tipo de relagdo é também conhecida como relagao fraca no
sentido que ela depende em geral do espago onde a mesma é representada. Uma condicao para a determinacao
do mapa acima é que a hamiltoniana de interacao, uma vez escrita em termos dos operadores fisicos, tenha
a forma de uma hamiltoniana livre, além de uma possivel constante.

Entao, em geral, denotando por H a hamiltoniana de interagao e por Hy a hamiltoniana livre, tem-se a

relagao fraca:

(a|H|b) = (a|Ho|b) + Wo (alb) , (3.5)

a qual determina o mapa dindamico. Na equacao (3.5), Wy é uma constante, mais especificamente um c-nimero
e |a) e |b) s@o vetores no espago de Fock das particulas fisicas.

A forma geral de um mapa dinamico é

¢H7,(37) =Xit+ Z Zzlg/QQSﬂLj('r) —+ Z/d421d422Fijk(xa 21, 22) : gbmj(zl)quk(zQ) e (36)
J i,J

onde 1,7,k sao indices para os diferentes campos fisicos, x; sdo constantes complexas ou reais, Z;; sao
constantes também complexas ou reais denominadas de fatores de renormalizacao, os dois pontos denotam
ordenamento normal, ¢;, denota tanto o campo quanto seu conjugado hermitiano, Fj;,(x, 21, 22) sao fungoes
complexas ou reais, e os termos faltando sao produtos com ordenamento normal de termos de mais alta
ordem. As funcgoes x;, Z;j, Fi;jix entre outras s@o os coeficientes do mapa dindmico e os elementos que se

deseja determinar.
3.4 METODO DE AUTO-CONSISTENCIA

A consisténcia matemadtica da técnica exige que o conjunto de campos ¢, (z) seja irredutivel. Contudo,
pode ocorrer que nem todos os elementos desse conjunto sejam conhecidos desde o inicio. Por exemplo,
pode haver campos compostos (estados ligados) ou mesmo quantas elementares cuja existéncia é ignorada
ou desconhecida em um primeiro reconhecimento. Assim, o célculo dos elementos de matriz no estado fisico
vai levar a deteccao de polos inesperados nas fungoes de Green, ou nao ter-se-a4 a forma adequada para a
hamiltoniana de interacao escrita em termos dos campos assintéticos. De forma geral, isto indica a existéncia
de quantas ignorados.

Deste modo, introduz-se novos campos correspondentes a esses quantas até entao ignorados ou desco-
nhecidos e se repete o célculo. Este procedimento é chamado de método de auto-consisténcia [12,13]. E
importante destacar que nao é necessario a principio que exista uma correspondéncia um a um entre os
elementos do conjunto {(bi,} e do {gbzn} De fato, hd campos fisicos que nao aparecem como um termo linear
no mapa dinamico de qualquer elemento do conjunto {qﬁl} Estas particulas sao ditas serem compostas, e
vao aparecer em termos lineares no mapa dinamico do produto de algumas combinagoes dos operadores de

campo de Heisenberg. Por exemplo, se n campos ¢y (x) formarem tal produto a particula composta é um

Entao, a expansdao de Haag é diretamente aplicavel a situagoes de equilibrio e ndo equilibrio.
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estado ligado de n corpos.

O espaco de Fock H para os estados fisicos na teoria quantica de campos nao é tinico uma vez que se pode
ter diversos estados fisicos diferentes, por exemplo, para um metal, a fase normal e a fase supercondutora.
O espago original H é construido pela atuacao dos operadores de criagdo e aniquilacdo no estado vacuo
|0), conforme mencionado anteriormente. Contudo, este espago construido contém vetores com um ndmero
infinito de particulas, isto implica que a base no qual foi construido é nao-numeravel. Assim, é necessério
separar um subespaco H( de ‘H para enfim representar corretamente o espaco fisico sob consideragao. Este fato
implica a existéncia de infinitos espacos de Fock unitariamente nao equivalentes entre si, em correspondéncia
com as infinitas representacoes nao equivalentes da algebra das varidveis candnicas, de modo que a escolha
de uma representagao ¢ indicada pelo sistema fisico em consideragao.

Assim, representacgOes unitariamente nao equivalentes descrevem diferentes fases fisicas. Logo, tem-se
diferentes valores esperados para certos observéveis e mesmo diferentes conjuntos irredutiveis de quantas
fisicos. Portanto, encontrar o mapa dinamico envolve escolher o espaco de Fock onde a dinamica seré realizada.

Finalmente, é interessante observar que a construcao do espago de Fock depende da escolha dos operadores
de campo fisico. Porém, este conjunto é determinado pela dinamica, a qual requer conhecimento do espaco de
Fock das particulas fisicas. Tem-se, entao, um problema de auto-consisténcia, de forma que o procedimento
adotado pode ser clareado pela seguinte “receita”: baseado em consideragoes fisicas e intuicoes se escolhe um
conjunto de campos fisicos (campos in) como candidatos; entéo, escreve-se o mapa dindmico em termos destes
campos.” Contudo, pode ocorrer do sistema de equacdes sob consideracio nido admitir solucdes consistentes,
0 que acontece caso o conjunto de campos selecionados nao seja completo; entao, adiciona-se novos campos

ou se escolhe um novo conjunto e se repetem os procedimentos. Isto justifica o nome do procedimento.

3.5 ALGUNS EXEMPLOS DE REPRESENTACOES NAO EQUIVALENTES

3.5.1 A translagao bosénica

Considerar-se-4 primeiro uma situagao em mecanica quantica. Seja a um operador “oscilador” definido

por

[a,a'] =aa’ —ala=1 e al0)=0. (3.7)

Chama-se de H[a] o espaco de Fock construido por repetidas atuacoes do operador a em [0):

(ah)"
vn!

Realizar-se-4, agora, a seguinte transformagao em a, conhecida como transformacao de Bogoliubov para

In) = 0), Hla] =4 caln)
n=1

oo
> el < o0 (3.8)
n=1

estados coerentes ou translagao bosonica:

a—a=a+0, 0cC. (3.9)

70Os coeficientes do mapa sdo mais facilmente determinados considerando elementos de matriz (3.6), deixando indeterminada
a forma do espectro de energia. As equagdes para os coeficientes do mapa sdo obtidos das equacdes de Heisenberg (3.2), que
valem para os elementos de matriz dos campos ¢ ;(x). Assim, ambos os coeficientes do mapa e o espectro de energia das
particulas fisicas s@o determinados.
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Esta é uma transformagio canoénica, uma vez que preserva a relacdo de comutagao (3.7):

[,al] = [a+6,a" + 6]
= 1. (3.10)
Note que a nao aniquila o vécuo |0):
al0) = (a+0)]0) =6|0). (3.11)

Porém, é possivel definir um novo vacuo |0(#)), o qual é aniquilado por a:

() 0(8)) = 0. (3.12)

Em termos de |0(A)) e {a,a'}, tem-se uma nova representacio (espago de Fock) das relagdes de comutacio
canonicas.

E conveniente escrever um gerador para a transformagao (3.9) da forma:

af) =U@)aU ' (0) =a+60 com U(H) = expliG(0)], (3.13)

com U unitario, assim, a nova representacao é unitariamente equivalente a anterior. A forma funcional de G
pode ser obtida por variacdo infinitesimal de seu parametro. Asssim, considere uma translacdo infinitesimal

66. Neste caso, tem-se

a(d0) = U(60)aU~1(5)
= (1+1iG(50))a(l — iG(66))
= a+i[G(59),q]
a+00 = a-+i[G(66),al. (3.14)

Portanto, 660 = ¢[G(d6),a]. Uma possibilidade para G(d6) é obtida observando a relagdo de comutacdo
candnica para a e a', de onde se encontra G(86) = id0at. U deve ser unitdrio, e isto é garantido se G for
hermitiana. Assim, acrescenta-se —id0*a a definicao de G. Note que a nova versao de G continua satisfazendo
00 = i[G(860), a]. Finalmente,

G(0) = —i(f*a — Oa’). (3.15)

O novo estado de vécuo é dado por

0(6)) = U(6)[0)
= exp{—%wﬂewp[—&a;’] |0}, (3.16)

onde se utilizou a férmula de Zassenhaus:
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HXHY) X (1Y (=(£2/2)[X.Y] (8/0) @Y. [XYIHIX.[XY]) (3.17)

comt=1, X = —0al ¢ Y = 6*a. Note entdo, que e’ * atuando no estado de vdcuo fornece o préprio estado
de vécuo. Observe ainda que |0(#)) ¢ um condensado de quantas a, onde o nimero de particulas a em |0(6))
é

(0(6)|a’al0()) = (0(0)(al — 0%)(a - 0) 0(6)) = 0. (3.18)

Agora considere um exemplo similar em teoria quantica de campos, isto é, um modelo com um nimero

infinito de graus de liberdade indexados por k:

[alg,a}] = Z(;(E - @v [aEa a(ﬂ =0,
ag |0y = by [0) = 0. (3.19)

A transformacao bosonica é realizada para cada modo individualmente,

ap — a,;(@) =ajp+ 9;@:, 07_5 e C, VE. (3.20)

Além disso, define-se o novo vacuo por

az(0)0(0)) =0 V. (3.21)

De maneira andloga, pode-se escrever uma expressao equivalente & (3.13) (o que é em parte devido ao

fato de modos com diferentes k& comutarem entre si):

ap(0) =U(0)azU ' (0) = ap + 6 com U(6) = expliG()], (3.22)

onde U é unitario. Para tal, admite-se uma translagao infinitesimal 6. Neste caso, tem-se

ap(60) = U(80)azU ' (80)
= (14+1iG(60))az(1 —iG(d0))
= ag+i[G(09),ag]
ap +060; = ap+i[G(0),az]. (3.23)

Portanto, 06 = i[G(66),az]. A solucdo para G ¢é andloga a solucao para (3.15), com a diferenca que agora
se deve ter uma integral sobre d3k de forma a eliminar o delta na relagao de comutagio candnica para az
e a;%, de onde se encontra G(d§6) = deEiéﬁgalg. Todavia, U deve ser unitario, e isto é garantido se GG for
hermitiana. Este objetivo ¢ alcangado acrescentando —i [ dgl_c’(s@z:a]; a definigao de G:

G(0) = —i / d*k(0aj; — Ozal). (3.24)

De modo que se fica com
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1 -
|0(8)) = exp [— 2/d3k|9,;|21 exp [— /d?’k(QEa;)] |0) . (3.25)
O numero de quantas com momento k é

(0(0)latagl0(8)) = (0(O)|(af — ) (ag — 62)]0(9)) = |05 (3.26)

Considere agora a projecao de |0(0)) em |0), a qual é obtida de (3.25):

(0] exp [— ;/d3E|9E|Q] exp [— /d?’k(%al)] |0)
= exp [— ;/d3E|9E|21. (3.27)

Observe que se acontecer [ d3k\9g|2 = 00, entao as duas representagoes sao nao-equivalentes. Uma situacao

exemplo onde isto ocorre é ¢ = §5(k), neste caso, a condensagao é homogénea, ou seja, a distribuicao de

(00(6))

condensados e boséns é uniforme. Para esta situagao, tem-se

/ SO = 025(F)| = oo, (3.28)

k=0

a qual é infinita, no limite de volume infinito (V' — co), uma vez que a delta é §(k) = (27)3 fcl?’a:e“;"j =
(2m) 73V

Finalmente, a equacao (3.20) define uma transformagao candnica nao unitaria, pois uma atuacao de U(6)
no vécuo leva a um estado fora do espago de Hilbert original. Assim, os espagos H[a] e H[a(6)] s@o ortogonais,
e as representagdes associadas & H[a] e & H[a(0)] sdo ditas unitariamente ndo equivalentes.
Observe que o niimero total de particulas az, N = [ d3EnE, no estado |0(6)) é infinito, contudo a densidade

permanece finita

N 1 37 19 1,

Além disso, pode-se escrever a translacdo bosonica a nivel de campos como

o(z) = p(z) + f(), (3.30)

a qual ainda é uma transformacao candnica. Entretanto, a transformacao acima é mais geral, pois é possivel
incluir casos em que f(z) ndo admite transformada de Fourier, o que permite a descrigdo de condensados
nao-homogéneos. Ao leitor interessado em conhecer outro exemplo de transformagdo unitariamente nao

equivalente, indica-se o apéndice
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3.6  EXEMPLO DE CALCULO POR AUTO-CONSISTENCIA
3.6.1 Calculo por auto-consisténcia utilizando a translagao bosonica

Ir-se-4 exemplificar o método de auto-consisténcia utilizando da translacdo bosoénica. Para tal, considere

a hamiltoniana para o modelo de van Hove?®:

H:/dSk [WEGZ*GE"'_VE(GE"_GTE) ) (3.31)

onde devido a exigéncia que H seja hermitiano, tem-se wj: e v sendo reais. aj; ¢ um operador bosonico, de

modo que satisfaz as relagoes de comutagao

[aEv a;f;'] = 6(E - 25)3 (332)

-

com todas as demais relagoes nula. O modelo somente apresenta invariancia por translagoes se v; = cd(k),

sendo ¢ um ndmero real. O estado de vdcuo é denotado por |0), pertencendo ao espaco de Hilbert #H[a] onde

az |0) =0, (3.33)

de tal modo que H[a] é uma representacao irredutivel das relagdes de comutacdo canénicas. Entretanto,
uma vez que a hamiltoniana nao se apresenta na forma livre, claramente o operador aj nao estd associado
a um estado fisico. Lembrando, o campo fisico ou assintético como entendido neste texto serd considerado
livre, assim o operador hamiltoniano que o descreve, deve ser o de um campo livre a menos de isomorfismos,
quando isso nao ocorrer, considera-se que nao se tem um campo fisico.

Todavia, existe uma representacdo onde a hamiltoniana assume a forma:

H = /d3EEEOé£OzE+W0, (3.34)
onde aj satisfaz a relagao de comutagao

g, o] = 6(k = 1), (3.35)

com todas as demais relagdes de comutagdo nulas. A hamiltoniana (3.34) pode ser obtida por meio de uma

translagao bosonica:

ap =ap + 9];;, (3.36)

a qual, quando substituida em (3.31), leva &

8Este modelo foi apresentado por van Hove em seu trabalho [24]. Ele descreve um campo escalar neutro com interagao escalar
infinita, com fontes pontuais fixas (fungdes delta de Dirac). Ele é relevante por apresentar estados estaciondrios com solugdes
analiticas. Desta forma, permitiu investigar os seguintes problemas: a origem das divergéncias que sao inevitavelmente trazidas
quando a interagdo é tratada como uma perturbacdo; e o comportamento da solugdo exata frente a solugdo obtida a partir do
método da perturbagao auxiliado pela técnica de renormalizagdo para descartar as divergéncias.

O seu principal resultado foi demonstrar que a origem das divergéncias se deve ao fato dos estados estacionédrios dos campos
interagentes nao serem combinagdes lineares dos estados associados aos campos livres. Portanto, estardao definidos em espagos
de Hilbert ortogonais.
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H = /d3k [w];(a;% —9}:»)(0% —9,;) +VE(OAE—0E+O[£ —9;;-)
= /dSE{wgaEal—é + WEGEQE — w,;a%&,; — sw,;&%a,; +rpag + I/EO(% — z/,;(eg + 9;;») . (3.37)

E possivel ver que a expressao (3.37) assume a forma de uma hamiltoniana livre se:

(—wibi +vpal =0 (3.38)
e
(—w,;@% + VE)O‘E =0, (3.39)
cuja solugao é
0p = E, para wi # 0, vk. (3.40)
Wi
Portanto,
H = /d3]¥<wga£a,§ + wEQ% — 2”}201}) , (3.41)
ou, simplesmente,
H = /d3EE]-€‘Oé£O%+Wo, (3.42)
onde Ep = wp e Wy = — fdg’%u%/w,; para wy # 0, Vk. Finalmente, (3.36) é um exemplo de mapa dinamico,

onde «aj é o operador fisico, enquanto a; é o operador de Heisenberg. Este exemplo ilustra o método de

auto-consisténcia.

3.7 REARRANJO DINAMICO DE SIMETRIA

Considere que as equagoes de campo de Heisenberg sao invariantes sob algum grupo G de transformacoes
de ¢p(x):
¢u(x) = ¢ () = glén ()], (3.43)

com g € G. A simetria é espontaneamente quebrada quando o estado de vacuo no espago de Fock H nao é
invariante sobre GG, mas somente sob seus subgrupos [12,13,21,22].

Por outro lado, quando ¢ é transformado como em (3.43), a equacao (3.4) fornece:

Gin(r) = B () = g'[bin ()], (3.44)

com ¢’ pertencendo a algum grupo de transformagoes G’ tal que
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9lou ()] = Flg'[$in(2)]]. (3.45)

Quando a simetria nao estd quebrada, tem-se G’ = G. Entretanto, quando a simetria é espontaneamente
quebrada, tem-se G’ # G, com G’ sendo o grupo de contragao de G [27]. Uma vez que G é o grupo de
invaridncia da dindmica, a equagao (3.4) exige que G’ seja o grupo sob o qual as equagdes de campo livre
sejam invariantes, ou seja, ¢, (x) é uma solugdo da equacao (3.2).

Agora, sendo (3.4) uma igualdade fraca, tem-se que G’ depende da escolha do espago de Fock H, entre
os espagos de estados unitariamente nao equivalentes fisicamente realizaveis. Portanto, encontra-se que a
simetria original da dindmica pode se manifestar como diferentes grupos de simetria para os campos ¢;, (),
dependendo das diferentes escolhas do espago de estados fisico. Uma vez que este processo esta conectado
pelas equagdes dindmicas (3.1), ele é chamado de rearranjo dindmico de simetria [12,13].

Em resumo, diferentes padroes de ordenamento podem ser entendidos como diferentes manifestacoes da
mesma invariancia dindmica bédsica. A descoberta do processo de rearranjo dindmico de simetria leva a
um entendimento unificado da geragdao dinamica de muitos padroes de ordenamentos observados. Este é
o fenémeno de geracao dinamica de ordem. A contracao do grupo de simetria é a estrutura matematica
controlando o rearranjo dindmico de simetria [27].

Pode-se perguntar, agora, quem sao os transportadores da informacao de ordenamento entre os consti-
tuintes elementares do sistema e como as correlagoes de longo alcance e a coeréncia observada nos padroes
de ordenamento sdo geradas e sustentadas. A resposta estd no fato de que QES? implica no aparecimento
de particulas bosonicas [28-30], os chamados modos ou quantas de Nambu-Goldstone. Eles se manifestam
como uma correlagao de longo alcance e assim sao responsaveis pelas mencionadas mudancas de escala, do
microscépico para o macroscopico. A condensagao bosonica coerente dos modos de Nambu-Goldstone se
torna entao o mecanismo pelo qual ordem é gerada.

Quando campos de calibre estao presentes, ou seja, em quebras de simetrias locais, os modos de Nambu-
Goldstone nao aparecem no espectro de particulas fisicas. Basicamente, isto ocorre devido a existéncia de
ghosts que irao contribuir para a matriz de espalhamento cancelando as contribuigoes dos modos de Nambu-
Goldstone. Quando discutida a QES de simetria local para U(1), serd possivel ver que determinados mapas
dinamicos contribuem com termos da forma x;, — b;,, boson e ghost respectivamente, o que ilustrara a ideia

apresentada.

9Quebra espontanea de simetria.
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4 PRESCRICAO ¢: MODELO INVARIANTE SOB TRANSLACAO GLOBAL

Neste capitulo, ir-se-a introduzir a primeira parte da prescrigao €. Esta dar-se-4 por meio de um simples
modelo, o qual permite constatar de maneira clara como diferentes solugoes podem ser distinguidas entre si

pelo uso do processo de limite denominado de prescrigao e.
4.1 CASO CONTINUO

Dar-se-4 inicio ao estudo proposto no contexto de sistemas continuos. A lagrangiana para o nosso modelo

inicial é simplesmente

L= 0" p(@)dup(r), (4.1)

onde p(x) é um campo escalar real sem massa. Esta lagrangiana é claramente invariante pela transformagéo

o(x) = o) + A, (4.2)

onde A é uma constante, e deste modo é possivel visualizar esta transformacao como uma translagao global
de campo.

Note, porém, que esta ndo é uma simetria do vdcuo. Assim, (0] p(z) |0) = const # 0 corresponde & solugao
assimétrica do modelo (solugao com quebra esponténea de simetria, QES), onde a constante estd relacionada
ao pardmetro de transformagio A, enquanto (0] p(z)|0) = 0 corresponde a solugao simétrica.

Agora, apresentar-se-4 como a informagao a respeito da quebra QES deve ser incorporada na defini¢do

do funcional gerador. Conforme a definicao usual, o funcional gerador para as fungdes de Green é dado por

207 = N / Dy exp {z / da(L+ J(x)w(x))} 7 (4.3)

onde

N = / Dy exp {z / d%ﬁ} : (4.4)

Como usual, o termo de fonte J(z) foi adicionado a agdo e denota a fonte do campo (z). Assim, apds
os célculos, a fonte deve ser feita igual a zero de modo a restaurar a dinamica original do modelo, dada pela
lagrangiana (4.1). Entretanto, observe que o papel desempenhado por J nao é o de um simples mecanismo
matematico. Na verdade, sua fungao é descrever as operagoes fisicas concretas do nosso sistema. A fonte
carrega informagao a respeito da forma do campo ¢ interagindo com um dispositivo externo descrito pelo
campo J, o campo de fonte. Uma configuracao experimental diferente, implicando uma fonte diferente, J,
seria entao descrita por um funcional gerador diferente, Z[.J;]. Todavia, observaveis ndo podem depender
do arranjo experimental especifico usado para a preparagao do sistema. Em outras palavras, nao podem
depender do termo de fonte usado em Z. Por isso, deve-se fazer J = 0 apds os célculos.

Por outro lado, a utilidade formal do termo de fonte reside no fato de que operando com a derivada

funcional com respeito a J no funcional gerador, obtém-se a média funcional (ou valor esperado) do campo
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(¢), o que na abordagem funcional corresponde ao valor esperado de vécuo do operador de campo @,

0192 10) = (2(0)) = (=75 217) (1.5

Derivadas de ordem mais alta irao fornecer as fungoes de correlagao de varios pontos.

O gerador funcional pode ser calculado através da abordagem padrao, isto é, expande-se o campo @ em
relagdo aos pontos (solugdes) que mais contribuem para o funcional gerador Z[J], ou seja, aqueles que mantém
a fase estaciondria. A condigio para a fase estacionaria 6L, com L = [ d®z(L + J¢), negligenciando termos

de superficie, é

Pp(x) = J(@), (4.6)

onde (92 = §,0"). A equagio (4.6) expressa o fato de que J(z) é a fonte do campo ¢. Além disso, observe
que esta expressao apresenta invariancia pela transformacao de translagao, deste modo o conjunto de pontos
estaciondrios formam uma reta no espago de ¢(x). Infelizmente, a contribuigdo de todos pontos desta reta
torna o gerador funcional Z[J] indeterminado, como ver-se-a abaixo.

A solucao formal (solugdo para equagdo particular) para esta expressao é dada por

po(z) = / dyG(z,y) T (4), (4.7)

com a funcao de Green G(z,y) = (x|1/9%|y) e °G(z,y) = 6*(z —y). po(x) denota uma solucio classica para
a equagao de movimento. Agora, é necessario definir alguma prescricdo de forma a evitar a singularidade da
funcao de Green, tal como, por exemplo, a prescri¢io de Feymann. Assim, pode-se expandir ¢(z) em torno

de @o(x), por meio da expressao

p(z) = ¢'(z) + po(), (4.8)
onde esta expansao pode ser tratada como uma mudanca de varidveis, que nos leva ao funcional gerador
21 =exp |5 [ sy @Glan )] (19)

a dedugao deste funcional gerador pode ser encontrada no apéndice E culminando na equacao (E.4). Note que
isto ndo muda o gerador funcional uma vez que equivale a uma mudanca das varidveis de integragao (observe
que Dy = D¢'). Além disso, o funcional gerador nesta forma se apresenta invariante pela transformacao de

translagao (4.2). Usando entao (4.5) se pode calcular (p(x)):

(5w,
= {exp[ /d4xd4yJ( )G( }/d“yG ,y)J )}

Assim, foi obtido a soluc@o simétrica para o valor esperado de vdcuo. A expressdo (4.9) ndo nos permite

(0l ()[0)

=0. (4.10)
J=0

obter a condigao de quebra de simetria ((0|@(x)|0) # 0).
A questao que apresentar-ser-4 agora é que o funcional gerador definido pela expressio (4.3) é ambiguo,

uma vez que a mesma expressao permite obter um resultado diferente de (4.10) dependendo de como o proce-
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dimento de cédlculo é feito. Para exemplificar tal fato, tome-se uma ordem diferente, isto é, comece realizando
a mudanga de varidveis (4.2) (a transformagao de translagio) no funcional gerador, e depois expanda ¢(z) em
termos das solugdes estaciondrias (4.8). O resultado final ndo deveria depender das mudangas das varidveis

de integragao, entretanto note que agora obtém-se

Z17] = exp [i)\ / d%J(w)} exp [; / d4xd4yJ(x)G(x,y)J(y)} , (4.11)

o que difere de (4.10) e leva ao resultado

060 = (-igsin)
= Low[in [t }exp[ [ atadyi@Gen 1w [aucenio)

{exp [m / Pt (@ }exp[ / dadiy) (@ )G(a:,y)J(y)]} y

_ (4.12)

J=0

Conclui-se, entao, que a ambiguidade no resultado surge devido a invariancia da agdo sob transformacoes
continuas dos campos, as quais implicam uma extensao continua do dominio de “ponto estacionario” no
diagrama de fase de Z[J] fazendo, assim, Z[J] indeterminado.

Isso sugere que para se eliminar esta ambiguidade, precisa-se introduzir um termo que quebre a simetria
reduzindo o dominio a um tnico ponto estacionario:

Llp—v) (4.13)
2
Ao final desta secao se estabelece a relagao entre o termo acima e a o termo i€ usual, porém se pode adiantar
que eles sao basicamente analogos, com o termo acima realizando o papel do potencial que perturba o sistema,
portanto atuando como um “trigger” que leva a solugdes assimétricas. Agora, o termo (4.13) introduz no
funcional gerador a informacao a respeito da condicao de contorno selecionada, isto é, a informacao associada

a solugao de interesse (neste caso a solucdo simétrica ou assimétrica):

Z[J]=N"1 /D(pexp {i/d‘lx (ﬁ + Jo + %6(@ - U)2>:| , (4.14)

onde

-1 /Dwexp {i/dﬁ‘x (E+ %E(w - U)2>] ) (4.15)

v é uma constante, e o termo de quebra de simetria é o e-termo. Toma-se o limite de € indo a 0 ao final dos

calculos. Neste caso, tem-se que a condicao de fase estaciondria junto da lagrangiana

/d% (c +Jo+ %(ga - v)2> , (4.16)

leva & equagao de ponto estaciondria:
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(0 —ie)p(x) = J(x) — iev, (4.17)

que ndo é invariante pela transformacao (4.2). Assim, o conjunto de pontos (solugdes da equagio de mo-
vimento) que levam & fase estaciondria, contém apenas um unico ponto, cuja posigdo depende de v. Sua

solugao formal (solugdo para equagdo particular) é dada por

polz) = v+ / G (2, 9)J(y), (4.18)

com a fungdo de Green agora sendo dada por G(z,y) = (0| 82171'5 0) e (02 —ie)G(z,y) = §*(x — y).
O apéndice E contém contém algumas equagoes que podem auxiliar nesta etapa. Assim, com o auxilio
deste se procede de maneira andloga a feita anteriormente, isto é, expandido-se ¢(z) em torno de ¢o(z) e se

utilizando da transformagao de translagdo, encontra-se:

Z1J] = exp {w / d%](a:)} exp B / dadiy ] ()G (@) (y)| | (4.19)

o que leva a

06 0) = (< 2l)  =e (4.20

Faca-se agora o caso oposto, isto é, utilize-se da transformacao de translagao e depois se faga a expansao
em torno de ¢g(z). Observe que neste caso a transformagao realizada induz em Z[J] o termo [iX [ d*zJ] e
ao mesmo tempo v é substituido por v — A. Fazendo entdo a expansdo conclui-se que Z[J] ndo muda sob
o=+l

Finalmente, encontra-se

(p(x)) = v, (4.22)

o que fornece a solugdo simétrica quando v = 0 e assimétrica quando v # 0. Além disso, a ambiguidade foi
removida.

A prescrigao e-termo leva também a correta regularizagao da fungao de Green, que é de fato o propagador
de Feynman quando € > 0. O papel do termo ¢ é especificar a condicao de quebra de simetria sob a qual
se deseja computar a integragdo funcional. Uma vez que ele contribui para o termo de fonte (4.17), pode
ser interpretado como uma descricao da preparagao do sistema; mais ainda, ele representa a interagao do
sistema com o processo de medida, o que por sua vez leva o sistema a uma dada representacao nao equivalente.
Finalmente, pode-se vé-lo como um pequeno campo externo que atua como “trigger” da quebra de simetria. Se
a dindmica do sistema permite a quebra de simetria, a solugao assimétrica precisa sobreviver ao desligamento

do termo e.

L Apés a transformagio de translagio ter-se-4 que Z[J] serd dado por

Z[J] = N"texp {i)\/d‘li(:r)} /DLpexp {i/d‘lz (z: +Jp+ %[@ —(v— A)]Q)] , (4.21)

onde se defini um v’ = v — X’ e se segue com o procedimento anterior. Neste caso, ter-se-4 um resultado semelhante, apenas
havendo a troca de v por v’. Observe que neste caso o denominador do gerador funcional também sente os efeitos da translagao,
pois ndo é mais invariante. Ao final do cdlculo, troca-se v’ por sua definigao.
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4.2 CASO EM REDE

Procede-se, agora, estudando a contraparte deste modelo traduzido para o contexto de uma rede eucli-
diana. Dada a defini¢do (2.8) de diferenca finita em rede?, a acdo euclidiana dele, em rede pode ser escrita

como

S =5 SALo@)?. (4.23)
Z,H
A invariancia da agdo sob a translagao
p(z) = d(x) + A (4.24)

é constatada a partir definigao da operacao de diferenca finita,
Ald(x) = Allo(x) + N = [d(z + ap) + A = ¢(x) = A = Al (). (4.25)
O funcional gerador para este modelo é dado por

N/Hd¢> x) exp <—2Af¢ ZJ ) (4.26)

T,p

com

N = / [[do(x)exp (-i Z[AM@]Q) . (4.27)

O protocolo, agora, a seguir é analogo ao feito feito no caso continuo: determina-se a solucao classica do
modelo, realizagao a expansao em torno da solugao cldssica (D.3) e, em seguida, implementa-se a translagao
(4.24). O resultado obtido foi

(¢(2)) = 0. (4.28)

Entao, troca-se a ordem das operagodes, ou seja, faz-se primeiro a translagio (4.24), seguido da expansao em

torno da solugao cléssica (D.3). Neste caso, encontra-se

(9(2)) = —A (4.29)

Portanto, de maneira analoga ao que ocorre no continuo, aqui também se tem uma ambiguidade nos resul-
tados. Evidentemente, entao, pode-se tentar fazer uso do termo e introduzido anteriormente para sanar tais
problemas. Vamos, assim, verificar como isso dar-se-4 e o que ocorre. Para tal, tem-se que agora o gerador

funcional é dado por

/qub ) exp {— Z (Al () ZJ Z (¢(x) — v)2} , (4.30)

com

2Utiliza-se aqui uma versdo sem o parametro a.
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N:/quﬁ(x)exp{—;z:[ “Zof +zeZv¢( ) — Zv2} (4.31)

X, €T

S = ;Zqus +ZJ %ZqﬁQ(z)fiequﬁ(:r)Jr%sz. (4.32)
T, T T T

Uma vez que a agao mudou, a solucao classica da equacao de movimento também sofreou alteracoes, e agora
é dada pela equagao (D.14). Por demais, a técnica é andloga, entretanto, também e necessario neste caso
expandir N (4.31) em termos da solugao clédssica da sua equagao de movimento.

Finalmente, encontra-se que a abordagem do termo e também resolve no contexto de redes o problema
de ambiguidade gerada pelo funcional gerador definido em (4.26). Além disso, toda a interpretacao do papel
do termo € apresentada no caso continuo se aplica aqui.

No final, isto fortalece a necessidade do termo ¢ numa discussao a respeito de quebra espontanea de
simetria. Para mais detalhes do procedimento de calculo na versao em rede, pode-se consultar o apéndice D.

No préximo capitulo, apresentar-se-d4 mais um modelo onde o termo € é empregado de forma a obter os

resultados adequados, e depois prosseguir-se-4 com sua adaptacao a rede.
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5 PRESCRICAO ¢ MODELO INVARIANTE SOB TRANSFORMAGAO U(1) GLOBAL

Neste capitulo, tratar-se-4 de um modelo consistindo de um campo escalar complexo ¢(x), com a lagran-

giana
L = 0"¢*(2)0ud(z) + m?|p(z)|* + U (), (5.1)

onde U é um terminal de potencial, invariante sob transformagoes globais de fase (simetria U(1))

$x) = e o(x), (5.2)

sendo o uma constante arbitrdria real. Assim, a lagrangiana esta sujeita a condigao

Lle'¢(x)] = Llg(w)). (5:3)

O campo ¢(z) é escrito como

[Y(x) +ix(x)]; (5-4)

Sl

e é assumido QES, isto é,

5= (6(x)) = V2 (9(x)) A0. (5.5)

Esta quantidade v é chamada de parametro de ordem renormalizado. Diferentemente do caso anterior, o
gerador funcional nao apresenta a ambiguidade discutida. Todavia, é possivel demonstrar que nao é possivel
obter as solucdes assimétricas sem a introducdo do termo e'. A anélise que se segue estd dividida em duas
segOes, na primeira, discute-se a respeito da versao continua e, na segunda, discute-se sobre a versao em rede.
As informagoes qualitativas apresentadas acima independem da escolha entre continuo ou rede, chamando
apenas a atencgao para o fato de que na rede nao é usual apresentar a densidade de lagrangiana, mas sim a
acao e algumas definigoes precisam ser levemente modificadas, como o processo de “integracao”, o dominio

da varidveis, entre outras.
5.1 CASO CONTINUO

Para o caso continuo, tem-se que o gerador funcional é definido como:

Z[J,J]) = N/D¢D</>* exp [i/d% (L+ T ¢+ Jo* +iel¢ —v]?) |, (5.6)

IPara ver como o termo ¢ cria a quebra espontanea de simetria, inicia-se desconsiderando o termo ¢ e realizando a mudanca
de varidveis ¢(x) — e?®¢(x) em Z[J*, J]. O resultado é Z[e'*J*,e~**J]. Portanto, quando Z[J*, J] é bem definido, Z[J*, J]
precisa ser igual Z[e'®J*, e~ J], implicando que Z[J*, J] deva depender de J e J* somente através da combinagdo J*J. Isto
significa que a simetria por transformagoes globais de fase nao é quebrada. Deste modo, é impossivel haver QES sem a defini¢ao
do termo e.

Uma vez que a introdugao de v em W[J*, J] substitui J e J* por J —iev e J* — iev*, vé-se que W[J*, J] depende de J, J*,v
e v* somente através da combinagdo (J — iev)(J* — iev*). Uma quebra esponténea da simetria por transformacoes globais de
fase é possivel devido & existéncia de termos como Jv* e J*v em (J — iev)(J* — iev*).
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com

N~t= / D$De* exp [/ d* (L + el —vf*)| - (5.7)

Em geral, v pode ser um nimero complexo, todavia, aqui por simplicidade assumir-se-4 como sendo uma
constante real. O termo € nao é invariante pela transformacao de fase considerada. E como usual, o limite
€ — 0 é tomado ao final dos célculos.

E importante, agora, ressaltar que esta nao é a tinica escolha possivel para o termo €. Em geral, qualquer
termo € que quebre a simetria da lagrangiana pode ser usado. Para este modelo, a introducao do termo
€ é equivalente a substituicao de J por J — iev onde v é uma constante. Contudo, este procedimento de
deslocamento da fonte J nao apresenta um carater tao geral quanto a prescrigao €. Isto ocorre pois o método
de deslocamento nao pode ser aplicado, por exemplo, quando o campo ¢ é fermidnico, uma vez que neste caso a
fonte é uma quantidade Grassmaniana e a constante de deslocamento, entao, seria um nimero Grassmaniano.

Define-se a notacao:

(Flo@)]) ;. = N/D¢D¢*F[¢] exp {i/d‘lx (L+ T ¢+ Jo* +ielp —v]?) |, (5.8)

€

com (F[]), = (F[¢]) 5 |1=0 e (F[]) = limeo (F[¢]).. Observe que no limite € — 0, (F'[$(x)]), se reduz
ao valor esperado de vacuo do produto ordenado temporalmente dos ¢ correspondentes a F'[¢]. Além disso,

também, define-se:

ple) = (@) — (B(), (5.10)
onde Ji(z) desempenha o papel de fonte de ¢ (z) e Jo(x) desempenha o papel de fonte de x. Agora, dar-se-4
inicio ao cédlculo das identidades de Ward-Takahashi de interesse. Utilizando-as, apresentar-se-a também,

mais uma vez, o porqué da relevancia do termo €. As identidades seguem da propriedade de invariancia de

(5.3). Para tal, inicia-se fazendo a mudanca de varidveis (5.2) no numerador de (5.6):

Z1J, T = N/D¢D¢* exp [i/d‘lz <£ + J* e + Je " +ie(e'p —v)(e " — v*)>‘| . (5.11)

Uma vez que a integral deve permanecer inalterada pela mudanca de varidveis, precisa-se ter ag—g] = 0 para

todo «, de onde entao se obtém

0Z[J)
da

- / dhx (i(T (@)8(x) — J(@)¢" (@) + e(v"d() — 0" (@), , = 0. (5.12)

Assim, tome a derivada funcional de (5.12) em relacdo a J* e faca os termos de fonte iguais a zero:
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_ +e/d4 z) —vg* ())6(2)). ,

ou, simplesmente,

=—e/d4 z) - 06" (2))6(2)). -
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(5.13)

(5.14)

Note que se nao fosse introduzido o termo € em (5.6), a expressao (5.14) teria nos fornecido o resultado

(p(x)) = 0, e a possibilidade de quebra espontanea de simetria nao teria surgido. Aqui, no entanto, tem-se

uma situagéo diferente: se a integral (5.14) permanecer finita no limite e — 0, obtém-se a solugdo simétrica,

por outro lado se ela se comporta como 1/¢ no limite, a quebra espontanea de simetria ocorre.

Substituindo (5.4) e (5.9) em (5.12) e usando

T (2)p(x) = J(2)¢"(x) = i(Ji(z)x(x) — J2(2)¢(2))

vip(z) — vt (z) = iV2ux(z),

tem-se

dir <i(J1(x)X(l‘) — Jo(z)(x)) + \/ievx(x)>€7j =0.

Enquanto a substituigao de (5.4) e (5.9) no gerador funcional (5.6) leva a

Z[J, J]

+ie <w2(a:) +x%(w) — vw\%) + 112) ] }

onde se utilizou

N/Dwaexp{i/d4 {L+J1 x) + Jo(z)x(z)

(5.17)

(5.18)

(5.19)
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J*(@)¢(x) + J(x)o" (x) Sy (x) + Jo(x)x(2) (5.20)
Y(z) 2

(¢(z) —v)(¢"(x) —v) = ¢2(96)4r><2(93)—v\/§ +v

(5.21)

Retornando as identidades de Ward-Takahashi, continua-se tomando a derivada funcional de (5.18) em

relagao a Jy, o que fornece

5 .
0 = 0 /d4x <Z(J1(CB)X(CB)*Jz(x)w(x))+\f€vx( )>

J
Ji=J2=

- / d*z <—z'w(x)5(x—z)+(i(J1(33)X(33) — Jo(2)9(x)) + V2evx (@ ( / d'yix(y) >>J JimJy=0

= W)+ VI [ ds (@), (5:22)

ou, simplesmente,

(02, = Vaeo [ d's (o)), (523)

Agora, toma-se a derivada funcional de (5.18) em relacao a J e em seguida, em relagao a Ji:

52 4 /.
0 = W /d T <2(J1 (x)x(x) = Ja(x)p(x)) + \/ﬁevx(x)>

e,J
J1=J2=0

-/ d4w<[i5(ﬂc—m)x($)] [ i)+ | - il -2 +

(11 (2)x() — a(aote) + VEaonto) ([ atuinots =) | ([ vt —m) >

E,J J1:J2:0

= = (m)x(2)) + (@(2)¢(m)), - \@eu/d“w X(@)x(2)¢(m)). - (5.24)

Utilizando (5.10), pode-se reescrever (5.24) como

o
I

— (Xm)X()) + () pm)), + (p()), (Bm)), + (B, (plm)), + (), ((m),
Ve [ dta (x(@x(@pm), ~ Vaew [ dt (ax(2), (b(m),

— (x(m)x(2)), + (p(2)p(m)), + V3ev / d'z (y(2)x(2)), ((m)),
—VZew / d'z (x(2)x(2)p(m)), — VZev / d'x (x(2)x(2)), ((m)), . (5.25)

Também foi utilizado o fato de (p(x)), = 0, além da expressao (5.23). O resultado (5.2) ainda pode ser escrito

como
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(p(=)p(m)), — (x(m)x(2)), = V2ev / d*z (x()x(2)p(m)), - (5.26)

Finalmente, (x(x)), = 0 devido a simetria sob a transformagao x — —x.
O significado da equagdo (5.23) se torna claro se a mesma for reescrita no espaco dos momentos. Para
tal, introduza a transformada de Fourier da fungao de dois pontos por

1

(X)), = Gogr [ ae A e (527)

No limite e — 0, A, (¢,0) se reduz ao propagador ndo normalizado da particula x. O termo € em Z gera
a prescricao ie para o propagador livre. Note que na presenca de interagao, novamente, o termo € gera a
prescrigao i€, como pode ser visto a partir de consideragoes vindas de métodos pertubativos, entretanto nao
¢é possivel excluir a possibilidade das interacdes substituirem ie por iea, no propagador completo, com a,

sendo uma constante de renormalizacdo de e. Assim, A, (¢, p) terd a forma:

Z
AX(G,p) = 5 X

————5 ——— + contribuicdes continuas, (5.28)
p* —my t+1€eay

onde Z, é a constante de renormalizacdo para a fun¢do de onda do campo x. Substituindo a equagdo (5.27)

em (5.23), encontra-se

(6()), = V2 (2;)461} [dta [[atpe e na e, (5.29)

(6(2)), = \/5(2;)461}/d4pAX(6,p)eipy/d4me_im (5.30)
e, portanto,
(6(2)), = V2ievA, (€,0). (5.31)
Definido, entao,
((x)), = v(e), (5.32)
obtém-se
(e) = iv2ev A (¢,0). (5.33)

Observe, que esta solugao é equivalente ao teorema de Goldstone, se

v

lim 3(c) (5.34)

nao é nulo. Isto implica (junto de (5.28)) que m% = 0:

o = lim #(€) = lim iv22ev , (5.35)
e—0 e—0

Zy _ \/if—xv, sem, =0
0, sem, # 0

2 ;
my + 1€ay



52

b= Va2, (5.36)

Se mi # 0 (como mostrado acima) se conclui que ¥ = 0, que é a solugdo simétrica. Isto ndo é nada mais
que o Teorema de Goldstone: se a simetria é espontaneamente quebrada (¢ # 0), um modo ndo massivo
existe. Este é o béson de Nambu-Goldstone; uma vez que sua massa é nula, ele manifesta uma correlagao de
longo alcance. No presente caso do modelo do campo escalar complexo, o modo de Nambu-Goldstone é um
campo elementar. Todavia, em outros modelos pode aparecer como um estado ligado, tal como os méagnons
em ferromagnetismo [31].

A equacao (5.35) mostra que v real implica © real. E possivel mostrar [32,33] que

Sl = Vae [ dy oot (5.37)

usando as equagoes (5.23) e (5.26). Como m, # 0, tem-se da equacao (5.37) que seu lado esquerdo é zero
no limite de ¢ — 0 e, portanto, © é independente de v. Isto é semelhante ao caso do ferromagnetismo, onde
uma vez que um campo magnético externo é ligado, o sistema é magnetizado independentemente da forca do
campo externo. Além disso, quando v é assumido ser complexo, pode ser demonstrado [32,33] que a fase de
v determina a fase de 0.

Define-se, agora, o propagador para o campo p no espago de Fourier por

(@) = g | dpe™ ™A e p), (5.38)

onde A,(€,p) tem uma estrutura similar a A, (e, p), ver (5.28). Também é introduzido o apropriado vértice

XXp por meio de

X(@)x(W)p(2)). = pd*qd Ay (e, ) Ay (€, 0)Ap (e, 7)ol D, 4,7)

xe {PTraETR§(p 4 g 4 ), (5.39)

Substituindo (5.27), (5.38) e (5.39) em (5.26), obtém-se

/ aipe 7T (Byfep) ~ Axlep) = ~V2er

/ d*x / d*pd*qd*r

(27T
Ay (&,p)Ax (e, 0)Ap(e, )Ty (€D, g, T)e_i(pw+qm+rz)5(p +q+r) (5.40)
ou
P (Al ~ Alep) = V2 [dttad'ra (DA (08, )

xTyxp(€: 0, @, 7)e )5 (p + g + )6 (p) (5.41)

ou, ainda,
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/d4p67ip(27m) (Ap(ﬁ,p) - AX(€7p))

i(e) / d*qd*r A (€, @)D (e, )T yxp (€50, q,7)e I 5 (g + 1), (5.42)
onde se utilizou (5.33). Fazendo a integral sobre ¢, trocando r por p se fica com

/d4pefip(zfm) (Ap(e,p) — Ay(e,p) — B(e) Ay (6, —p) A, (€, P)yxp(€; 0, —p, p)) = 0. (5.43)
Logo, tem-se
0(e)Tyyp(€0,—p,p) = A;l(e,p) — A;l(e,p). (5.44)
Dois diferentes casos podem ser distinguidos:

1. m2 = 0. Entao, uma vez que m2 = 0 também (assume-se o # 0), tem-se de (5.44)

ehg(l) Tyxp(€60,—p, p) =0.
p2=0

Esta possibilidade nao pode ser excluida sem especificar a Lagrangiana antes do requerimento de inva-

ridncia (5.3). Um modelo com esta situagdo ocorre no campo escalar livre ndo massivo.

2. mf, # 0. Neste caso (5.44) leva as seguintes relagoes:

0 lim ATy (€0, —p, p) =1

2—n2
p2=m2

17(11_{1(1) AT p(60,—p,p) =-1
p2=0

Assim, para este caso onde se tem um campo escalar complexo massivo, tem-se a segunda situacao. O

que finalmente leva p a ser instével devido ao acoplamento yxp.2
5.2 CASO EM REDE

Prossegue-se, agora, discutindo a contraparte em rede do modelo com simetria U(1) discutido na segao
anterior.

A agéo deste modelo é dada por

20 importante resultado, apresentado por [32], como consequéncia desta abordagem é que foi observado que a realizagio de
uma expansao das fungoes de Green assimétricas em termos das fungoes de Green simétricas, leva a necessidade de que cada
termo da expansao carregue uma poténcia de parametros assimétricos. Assim, a expansao seria uma série de poténcias em ev,
tal que cada termo vai a zero no limite e — 0, implicando que a expansao nao faz sentido. Isto confirmou a impossibilidade de
expandir estados assimétricos em termos de estados simétricos.
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4 m2 2
Sp = % S S Lo@NALo@)] + TS ot @)ele) + 4 (67 (2)o(x)’ (5.45)

r p=1

A transformagéo de simetria global pertencente a U(1) é implementada por

d(x) — o). (5.46)

O funcional gerador é dado por

215,07 = % / [ dé(z)do" () exp { = Sp =) (T (@)é(z) + ¢()" I (x))

x

—i€ Z ¢ (z)p(x) + i€ Z(U*(b(x) + ¢*(x)v)}, (5.47)

x

onde N é

N = /H do(z)de* (z) exp { —Sg — iez ¢*(z)p(x) + e Z(v*¢(x) + ¢*(m)v)} (5.48)

Adotar-se-a aqui as mesmas notacoes utilizadas na formulacao continua, com a diferenca que elas agora sao
definidas nos sitios da rede. Também prosseguir-se-4 de maneira andloga, logo, comega-se calculando as
identidades de Ward-Takahashi de interesse.

A primeira identidade obtida é

(0(2)) n = i€y {(V*$(x) — 00" (@))(2)) .y - (5.49)

Note que de maneira andloga ao que ocorre no modelo continuo se nao fosse introduzido o termo €, a
expressao (5.49) teria fornecido um resultado nulo, e a possibilidade de quebra espontinea de simetria nao
seria admissivel.

Substituindo (5.4), (5.9), (5.15) e (5.17) em (F.2) (lembre-se sempre que apenas se trocou o dominio de

definigdo dos campos do espago de Minkowski para a rede euclidiana) tem-se:

> ((i@(@) = L)) - iv2eox(z)) =0, (5.50)

N, J
xr

enquanto a substituigdo de (5.4) e (5.9) no gerador funcional (5.47) leva &

2107 = 5 [ Tldvtante) e { = S0 3 | he)oa) + Son(e)

xT

+ie (1/)2(;10) +x2(z) — vw\(f?) ] } (5.51)

onde se utilizou de (5.20) e uma versao modificada de (5.21) onde se excluiu o termo de v?. Retornando as
identidades de Ward-Takahashi, continua-se tomando a derivada funcional de (5.50) em relacdo a J2, o que

fornece
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(W(2)n = iV2e0 Y (X(@)X(2))c y - (5.52)

A equagao (F.5) pode ser interpretada e seu significado extraido convenientemente se a mesma for reescrita

no espaco dos momentos, o que leva a

(W(2))e n = V2ievA\(€,0), (5.53)

Zx
p%(p) +m2 +ieay

Ay (e,p) = + contribuigbes continuas. (5.54)

Finalmente, combinando os dois ultimos resultados se chega a um resultado andlogo ao caso continuo, isto

2:
X

esperado ndo nulo de vacuo é encontrado. Este nada mais é do que o Teorema de Goldstone: a simetria

é, se mi = (0, um valor esperado de vacuo nulo é obtido, a solugao simétrica. Se m 0, entao um valor
espontaneamente quebrada ({(¢(z)) # 0) leva a existéncia de um modo ndo massivo.

E interessante, agora, partir de (5.53) e observar como se desenrola o limite do continuo (logo, considera-se
o limite de N tendendo a infinito com a indo a zero, mantendo fixo o produto Na). Neste limite, tem-se que

certos elementos adquirirao a constante da rede conforme a relagao abaixo:

v = aiy, (5.55)
e — a’e, (5.56)
v = av, (5.57)
m =  amy, (5.58)

onde entenda as quantidades indexadas com 0 como suas correspondentes no continuo. Tem-se assim,

a*V2iegvga 2 A, (€, 0)
= aV/2ievA, (€, 0), (5.59)

a((2)o)e,n

)

onde A, (¢,0) contribui com a2 devido aos termos de massa e € em seu denominador. Isolando a na expressao
acima, escreve-se
a((¥(2)o), y = V2ievAy (€, 0)) = 0. (5.60)
Uma vez que a é uma constante arbitraria que se toma indo a zero de modo controlado, tem-se a seguinte
relagao
(1(2)0), = V2ievAy (€, 0), (5.61)

a qual é equivalente a (F.13). Note, que o resultado (5.61) decorre da validade de (5.60) para qualquer que
seja a, isto é, a expressao deve valer para redes com espacamento arbitrdrio. Ao leitor interessado em mais

detalhes em relacao ao cédlculos realizados nesta secao indica-se a leitura do apéndice F.
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6 PRESCRICAO e: MODELO INVARIANTE SOB TRANSFORMAGCAO U(1) LOCAL

Neste capitulo, ir-se-4 analisar um modelo de um campo escalar complexo ¢(z) interagindo com um campo

de calibre, com uma simetria de calibre local U(1). Este é o conhecido modelo tipo Goldstone-Higgs [34].

6.1 CASO CONTINUO

No caso continuo, do modelo Abeliano de Higgs-Maxwell dado pela lagrangiana

. * . 1 v
L = (0" —iegA")p* (2)(0, + ieoAL) d(z) — m?|p)* — N|o|* — ZFWFH
tem-se invariancia sob dois tipos de transformacoes:

1. Transformacoes globais de fase, da forma:

o(z) — “o(x),
Aulz) = Au(z).

2. Transformacoes locais ou de calibre, da forma:

o(z) — e NDg(a),
Au(z) — Au(x)+ 0ui(z).

Aqui, A(z) é uma funcdo do espago tempo com as propriedades

AMz) =0 para |zg| > 00 ou |ZF] — oo.

Define-se

Ir-se-4 utilizar o calibre de Lorenz:

0, Al (z) =0,

(6.1)

(6.8)

onde A% (z) é o operador de campo de calibre de Heisenberg. A QES ¢ introduzida através da condigao

(Olgs (2)|0) =0 #0,

(6.9)

onde ¥ é uma constante e ¢y () é o operador de campo de Heisenberg para ¢(z). ¥ ser constante significa

que ¢é independente de x e, portanto, preserva a invariancia do vacuo por translagao. Observe que se nao

surgir confusdo, usar-se-4 os mesmos simbolos ¢(z), A, (x) tanto para os operadores de campo de Heisenberg

quanto para os correspondentes campos que aparecem no gerador funcional.
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O gerador funcional para este modelo é dado por

Z|J K] = % /DAuDngng*DB exp i/d4x (ﬁ(x) + B(z)oHA,(z) + K* (2)¢(z) + K(z)o™ (x)
+JH(z) A, () + ie|lo(z) — v|2>] , (6.10)
N = /DANququ*DB exp [i/d% (L(z) + ie|p(z) — v]?)] . (6.11)

B(x) é um campo auxiliar’ que ndo aparece em L. Ele é introduzido para garantir que a condi¢do de fixacao

de calibre (6.8) seja satisfeita. O vinculo de calibre é implementado pela seguinte identidade:

/’DBexp {i/d‘le(;v)f)“Au(;v)] x d[0" A, (x))]. (6.12)

N&o hé termo de fonte correspondente a B(x) na equagao (6.10). Se fosse introduzido um termo Jp(x)B(z)

no gerador funcional, a condi¢ao de calibre mudaria para

0" A, () + Jp(x) =0, (6.13)

o que é diferente do calibre de Lorenz (6.8).

O termo ¢, ie|¢(x) —v|?, é incluido de maneira a induzir uma quebra espontanea da simetria global, (6.2)
e (6.3). O limite de € indo a zero é tomado ao final dos célculos, de maneira andloga a feita anteriormente.
A constante v é assumida sendo real. A notagao é semelhante a utilizada anteriormente, chama-se atencao

ao fato de termos duas fontes:

=
=
8
=
=

[

Flo()]. ;s (6.14)
(Flp(z)]) = Flop()])—k—o- (6.15)

As varias identidades de Ward-Takahashi do modelo sdo deduzidas sistematicamente realizando as mudancgas
de varigveis (6.2), (6.3), (6.4) e (6.5) na expressao (6.10), para o gerador funcional e requerendo que o mesmo

se mantenha inalterado.

6.1.1 Identidades de Ward-Takahashi Globais

A invariancia do gerador funcional sob as mudanga de varidveis (transformagoes globais), equagoes (6.2)

e (6.3), levam a identidade bésica

I Este campo auxiliar é conhecido na literatura como campo de Nakashini-Lautrup e est4 associado a um formalismo de mesmo
nome, que permite uma quantizagdo candnica covariante. Ele pode ser removido da expressdo por meio de uma integragao,
entretanto seu uso apresenta vantagens para o reconhecimento dos assintéticos da teoria, especialmente quando as técnicas
discutidas s@o generalizadas além da eletrodindmica quéantica, onde a formulacdo BRST “off-shell” é mais adequada.
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i [ dte (Kala)ota) - K@), i = VEeo [ o (x(a)), (6.16)
onde foi utilizado
K(z) = %[Kl (&) + iKa(x)]. (6.17)
Note que o resultado (6.16) é semelhante ao resultado obtido na se¢do 5.1. Atuando em (6.16) com W‘(I) e
W{Z%(y)’ obtém-se
(@) = Vaew [ dly (x(a)x(w), = VEewa(.0), (6.18)
{p(x)p(y))e = (X(@)x () = \@ev/d4z XGE)x(@)py)). - (6.19)

6.1.2 Identidades de Ward-Takahashi Locais

As mudangas de varidveis (6.4) e (6.5) no gerador funcional (6.10) fornecem a seguinte expressao para o

mesmo

ZIJ, K]y = %/DAMD(bD(b*DBeXp i/d4x(£(x)+B(m)6"AM(x)+B(x)82/\(x)

TR (@)@ g(a) + K (2)e N D¢ (1) + TH(2) A (@) + T @)\ (x)

+ielet0r @ p(z) — v|2>] . (6.20)

A invariancia do gerador funcional leva a

07

=0 = %/DAHD(;Squ*DBeXp i/d4x(ﬁ(x)+B(x)6“A#(x) + B(z)0*\(z)

+HK (2)e NP g (z) + K (z)e N D" (2) + JH (@) Ay () + J*(2) D\ ()
X i/d4m <B(m)6”8”5(a: —u)

HK* (2)e" NP g(x)ieg + K (z)e” 0N % (2)(—ieg)|d(x — u) + JH,0(x — u)

+ie|ei80)‘(z)¢(x) - v|2)

—ie[eT 1 ND ¥ (1)v(—ieg)d(x — u) 4+ v* "N (1) (ieg)d (x — u)]) } (6.21)

ou
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i/d4:1:<B( V025 (x — u) JK+Z/d4CC ieo (K™ (z)¢(z) — K(2)¢"(2))0(z — u)). ;i
+i/ x (JHO,0(x EJK+Z/d4x P(x) —vd*(2))0(z —u)), s = 0. (6.22)

Utilizando, agora,

vi(z) —vpt(x) = V2ivx(a), (6.23)
K (2)p(z) = K(z)¢™(x) = i(Ki(z)da(x) — Ka(x)¢n(2)), (6.24)
/ B (J00(@—w), o = —i / a4 (0,76 —w), , (6.25)
i/d4x (B(2)0?(x — ) sx = i/d4x (0> B(2)d(x — ) gx (6.26)
pode-se escrever (6.22) como
i (0% (u) B(u) = 0y (u) J" (u) + eo (K2 (u)dr (u) — Ki(u)a(w)), ; = ceoV20 (x(w), s - (6.27)

Todavia, devido aos calculos que ainda serao realizados abaixo é mais conveniente trabalhar com a expressao
(6.27) apresentando uma dependéncia explicita do parametro de calibre, A(z). Para tal, multiplica-se (6.27)

por [ d*zA(z), trocando a varidvel u por z,

i [ @10 B) - 0,0 (0) + lal@)n(w) — K @620, e A)
~ ceov/2v / a4 (x(2)), 1 A(@)- (6.28)

Operando com §/8K5(y) e §/6J,(y) na equagao (6.28), obtém-se:

i/d4x<605(1' —y)(z) + (82B(x) — 0" J, () + eo(Ka(z)y(z) — Ki(z)x(z))

X (i/d4zx(z)§(z - y)) >E7J7K Ji;(jo) = \/ieveo/d‘lm <X(x) (i/d4zx(z)5(z - y))> o Ji\((jco), (6.29)
ou
107 (B(2)x(y)). + €0 (¥(2)) 8(z — y) = V2eve (x(2)x(¥)). (6.30)
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i / d4a:<<—>a;:6<x — )%+ (PB(x) — 9, (2) + eo(Ka(@)u() — Ko (2)x(2))) X

(i/d4x(5(x - y)5ZA“(x)> > . Az) = ﬁeveo/d4m <X(1’) <i/d4x5(x = y)dZA”(x))> . A(z),(6.31)
&K 5 k=0 GHB 1T K=0
ou ainda
i07 (B(x) A" (y)), — 04d(x — y) = V2eveq {x(z) A*(y)), . (6.32)

onde foram feitas algumas simplificacoes e se trocou v por pu.

O gerador funcional deve ser ainda invariante pela transformacao B(z) — B(z) + A(x), o que fornece

1 . .
ZJ, K]B(2)>B(@)4A(@x) = N/DAMD(bD(b*DBeXp z/d4x(£(x)+B(x)8’ Au(x)

+A(z)0" A, (z) + K (2)d(x) + K(x)o™ (z) + JH(z)Au(x)

+ie|p(z) — v|2) (6.33)
e, portanto,
0Z[J, K
[J, K] :O:i/d4x (6(x — w)d" A, (2)), 5 » (6.34)
YO)) o
A=0

ou, simplesmente,

(0" Ay (x)), gk =0 (6.35)

)

Atuando com as derivadas funcionais 6/JK5(y) e §/d.J,(y) na equagdo (6.35), obtém-se respectivamente

(0 a,(0) (i [ atox(orpta - y>)>€,J’K
<3“A#(x) (z / AP (2)875( — y)> >E7J7K

Uma outra identidade ¢é obtida quando transformagoes de simetria locais sao realizadas nas func¢oes de Green

= (0" Au(z)x(y)), =0, (6.36)
J,K=0

— (9" A, (2)A" (y)), = 0. (6.37)

J,K=0

(02 B(x1)...07 B(xn)), ; - Note que neste caso, de maneira andloga ao da simetria local, apenas a expo-

nencial complexa da agado sente a mudanca de varidveis. Assim, tem-se imediatamente

i/d4x (02 B(x1)...02 B(wy) [0°B(x) — 0,J" () + eo(Ka(x)¢1(2) — Ki(x)d2(x))] >E’J’K Az)

= eeoV2v / d*z (02 B(x1)...02 B(xn)x(z)>€7J7K A(z). (6.38)

n



61

Fazendo n =1 e J = K = 0 na equagao (6.38), encontra-se

i03 (B(x)0; B(y)), = V2eveod? (B(x)x(y)) (6.39)

€

Finalmente, como resultado da invariancia sob (x, 4,, B) = (—x, —A,, —B), todas as demais fungdes de dois

pontos sao nulas:

(p(z)B(y))e = (p(x)x(y)) = (p(x)A*(y)) = 0. (6.40)

6.1.3 Estrutura de polos das fungoes de dois pontos

Uma vez determinado as identidades de Ward-Takahashi para as fungoes de dois pontos, pode-se estudar

as consequéncias das mesmas. Das equagdes (6.18) e (6.19), tem-se

0= hi% P(x), #0, (6.41)

onde neste caso ja se assume QES. Tem-se assim que o propagador de x contém um polo de massa zero,

{ —ip(x—
(x(@)x (), = @t / d*pe”PETVA, (p,e), (6.42)
com
Ay(p,€) = —2X 4 (contribuices continuas) (6.43)
x(p,e) = P T icay contribuicoes continuas), .
€
b= Va2, (6.44)
ax

Note que o resultado acima é a afirmagao do teorema de Godstone.

Agora, define-se

T

(B(z)x(y)). = 2n)? /d4pe_ip(z_y)ABX(p, €). (6.45)

Substituindo (6.42) e (6.45) em (6.30), tem-se

1 N 1 ip(o—
G /d4p(P2)e_1p(l y)ABx(pa €) +eo (V(z)), G /d4pe p(z—y)
i —ip(r—
= \/ieveow/d“pe PENA (p,e), (6.46)

usando que 9(€) = iv/2evA, (¢,0) em (6.46), encontra-se

z
P’ Ay (p; €) + egiv2evAe, 0 — ﬁeveoim —0, (6.47)

ou
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z z
2A . 2%i X X =0 6.48
P*Apy(p,€) + equV/2ei iea, %+ icay , (6.48)

ou ainda

6017

-, (6.49)
p? + ieay

AﬂX (p7 6) -
onde foi utilizado (6.44). Deste modo, tem-se a seguinte estrutura para a funcdo de dois pontos (B(x)x(y)):

v

. 7/ —ip(z— 60
Agora, define-se
i —ip(x—
(B@)AuW))e = G /d4pe PE Apa(p, e). (6.51)

Antes de substituir (6.51) em (6.32) observe que nao se conhece (x(z)A,(y)),, todavia sabe-se o valor de

(0, A" x(y))., dado por (6.36). Deste modo, inicia-se tomando a derivada parcial 9!/ da expressdo (6.32)

{007 (B(x)Au(y)), — 040%5(x — y) = V2eveq (x(2)0l Au(y)), = 0. (6.52)

€

Logo,

10102 (B(x)Au(y)), = (271r)4 / dppRe—ita=y) (6:53)

Substituindo (6.51) em (6.53) ter-se-4

1 —ip(x— 1 —i(x—
@) / d'pe= PV (p*p") Apa(p, €) = @i / d*pe " V)p?. (6.54)
Finalmente,
1
Apa=— (6.55)
Assim, (B(x)A,(y)) pode ser escrito como
(B(z)Au(y)) = o d* e*il’(w*y)i (6.56)
12 Y - (271')4 p p“’ .
o qual também pode ser escrito como
T i —ip(x— 1
(B()A,(0) = Oy / dipe e (6.57)
Entdo, resta apenas determinar (B(z)B(y)),. Para tal, define-se
i —ip(x—
(B(&)B). = o7 [ 4" Aps (0. (6.58)

e substituindo (6.50) e (6.58) em (6.39):

(2’

6017

in(m— v in(o—
/ Aipe ) ()2 A (p, ) = Ve o5y / dipe e (6.50)
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Portanto,

eV
—p*A — =0 6.60
P App(p;€ iV2evegp® p2 icay ) ( )

ou

z\feveov

A —
BB(pae) (p ¥+ iea ) 2
1 1 1
= 7'L’\/§E’U€gl~) {2 — 2} .
p? +iea, p*J (—ieay)
(e0?)? 1 1
X p“ t+ea,, P
Deste modo, encontra-se que (B(z)B(y)) serd dado por
) i (e (eof))z 1 1
B(z)B(y)) = lim —— [ d*pe=?@=v) -=. 6.62
(B(x)Bw) = im 5. [ e o o 7 (6.62)
Finalmente, ficou-se com as seguintes fungoes de dois pontos:
(x(x)x(y)) = lim o /d%eiiP@*WL + contribuicoes continuas. (6.63)
e—0 (27m)4 p? + i€ay,
1 : epv
B =lim |[——— [ d*pe Pl—v) 0| .64
(B)x(y) 31[ @ [ e (6.64)
1
(B()A,(v) peive L (6.65)
p?
1 1
B(z)B(y)) = li dipe—intz—v) (0 o)’ - =1 6.66
(B(@)Bw) = lim 55 / pe e P (6.66)

6.1.4 Mapa dindmico

Ir-se-4 aqui obter os mapas dindmicos [12, 33, 35] para o modelo com simetria local U(1) apresentado
acima, para mais informacoes consulte [34]. Deste modo, hd quatro campos associados aos operadores de
Heisenberg, ¥y, xu, Bu, Ay, de modo que, em geral, tem-se no méximo quatro campos assintéticos [36].
Assim, optar-se-4 por assumir a existéncia de quatro campos assint6ticos, Xin, bin, pin € Ul,.

A funcao de dois pontos (6.63) mostra que o campo x é ndo massivo; mais ainda, mostra-se que ele é um
béson de Goldstone, quando substituido em (6.18). Além disso, neste presente caso, ter-se-a4 mais um campo
nao massivo. Este aparece por meio da equagao (6.66), todavia, ele é um estado de norma negativa (ghost).
A auséncia de singularidades de corte nestas trés dltimas fungdes de correlagao sugere que o B(x) obedece
uma equagao de campo livre.

Resumindo, as equagoes de (6.63) até (6.66) implicam a existéncia de dois campos assintéticos: o campo
de Nambu-Goldstone x;,, e um campo de norma negativa (ghost) b;,,, ambos satisfazendo a equacdo de campo

livre:
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8 Xin(z) =
%bin (2)

: (6.67)
(6.68)

0
0

Agora, dar-se-4 inicio a expansao dos elementos de matrizes dos operadores de Heisenberg em termos dos
elementos dos campos assintéticos. Os coeficientes da expansao serao dados por meio das funcoes de Green
do modelo. Tem-se entao, que cada operador de Heisenberg pode inicialmente depender de todos os outros

operadores assintéticos. Logo, pode-se escrever

(@) = ap+ aixin(®) + a2pin(x) + azbi,(x) + a1, UL, (),

g(x) = bo+ biXin(®) + bapin(x) + babin(2) + b10,Uj, (2),
Br(z) = co+cXin(®)+ c2pin(z) + csbin(x) + c10,UL (),

@) = di + di0"xin(x) + d20" pin(z) + d30Hbip () + daUL, ().

Tem-se imediatamente que

a0:00:0 , b0:1~} e dg: , (673)

pois (xu) = (Bu) = (A%) =0 e (pu) = ¥ e o valor esperado de todos os campos assintéticos é nulo.

Propondo, agora, o seguinte Ansatz:

a2:b1:b3:b4202=d220, (674)

tem-se que as identidades (6.40) sdo automaticamente satisfeitas, e o sistema se reduz a

xu(z) = aiXin(®) + asbin(z) + a10,U}, (2), (6.75)
pr(r) = 0+bypin(r), (6.76)
Bu(z) = cixin(x)+ csbin(z) + €40, UL (), (6.77)
Utilizando da condigao de fixagdo de calibre d, A% = 0 na equagdo (6.78), encontra-se?
0, A% (x) = d10*Xin(z) + d30%bin () + ds0, UL ()
0 = dso,UL(2), (6.79)

levando-se a imposi¢ao da condigao de calibre sobre o campo U}} (), ou seja, 9, Ul (x) = 0. Nao é interessante

2Pode parecer estranho fixar o calibre apés assumir a quebra espontéana de simetria. No presente caso, entenda que a expressio
de fixacdo surge devido a abordagem de campo auxiliar como uma das equagoes de Heisenberg a ser satisfeita pelo operador
quantico de Heisenberg A‘I}. Segundo, a quebra de simetria aparece ndo como a auséncia da simetria original nas equacoes de
Heisenberg, mas como uma realizagdo de conjuntos de simetrias diferentes ao nivel das equacbes de Heisenberg e os estados
quéanticos, [12,13,21]. Deste modo, a expressao (6.79) é simplesmente o resultado da imposi¢ao de que o mapa dinamico satisfaz
as equagoes de Heisenberg.
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fazer dy = 0, pois como sera visto isto implicaria a auséncia de quebra espontanea da simetria de calibre.

Feitas essas consideragoes, o sistema de equagoes se reduz a

xu(z) = a1Xin(®) + azbin(2), (6.80)
pr(x) = 0+bapin(z), (6.81)
Bu(z) = cixin(z) + c3bin(2), (6.82)
Al () = d10"Xin(z) + d30"bin(2) + daUL, (). (6.83)

Usando o fato de que a funcao de dois pontos de campos assintéticos diferentes é nula, pois os mesmos

nao podem estar correlacionados, pode-se escrever:

(xe@)xa®) = ai (X (@)xXin(®)) + a3 (bin(2)bin(y)) , (6.84)
<BH(37)XH(y)> = a1 <Xm($)Xm(y)> + ascs <bm(9€)bm(y)> ) (6~85)
(Bu(z)Bu(y)) = i (Xin(@)Xin () + €5 (bin(2)bin(y)) , (6.86)

Lembrando, agora, que b, é um campo assintético livre com norma negativa (ghost), tem-se que o correlator
(bin(2)bin(y)) introduziria estados de norma negativa no correlator de (xg(z)xm(y)) se as # 0. Todavia,
tais estados ndo podem existir como pode ser observado da expressdo (6.63) e, portanto, ag = 0.

Usando (6.63) em (6.84) com

) ) — 1 ¢ 40— ip(T—Yy) !
<Xln($)in(y)> ll_r}(l) (271')4 /d pe p2 +ieax7 (687)

1
junto do fato de az = 0, tem-se a; = Z¢. Assim

Bral@xu®) = aZi (@), (6:58)

(Bu()Bu(y)) = i (Xin(2)Xin(y)) + c3 (bin(2)bin(y)) - (6.89)

Substituindo (6.64) e (6.87) em (6.88), encontra-se que ¢; = —eoﬁZ;%. Neste caso, (6.89) se transforma em
6252

(Bu(z)Bu(y)) = %x (Xin(2)Xin(9)) + 3 (bin(2)bin(y)) - (6.90)

Propondo, agora, a seguinte forma para o correlator (b;, ()b, (y)):

(bin (2)bin (9)) = lim W / d%aiﬂf*wij, (6.91)

e—0

e o substituindo em (6.90) junto de (6.66) e (6.89) se encontra que c3 ¢ igual & 60’[72;1/2. Até o presente

ponto, tem-se os mapas dindmicos sendo dados por:



Xil@) = Zixm(o),

pu(r) = 0+ bapin(x),

Bu(z) = eodZ (—xin(x) + bin(2)),

Al () = d10"Xin(z) + d30"bin(z) + daUL ().

66

O campo assintético p;, correspondente a py deve ser massivo. Portanto, a correspondente equacao de

campo livre é

(0 +m2)pin(x) = 0. (6.96)
Assim, a fungdo de correlagdo (pg(2)pm(y)) deve ser da forma
(on(@)on(w) = lim oty [[atpe e o (6.97)
=0 ( p*+m? +ica,’
enquanto a fungao de correlacdo {pin(2)pin(y)) é
? ; 1
in(2)pin(y)) = lim dpe ) o 6.98
(o) = iy s [ atpe ) (6.99)
Comparando (6.96), (6.97) junto de (6.93) tem-se que be = Zp%.
A fungao de correlagao (B (z)A% (y)) por meio dos mapas dinamicos (6.92)-(6.95) fornece
€0U egv
(Bt (@) A% (1)) = — 20108 (i ()X (1) + s (b (@i (1) (6.99)
Zx Zx
A fungao de correlagao (A% (z)xm(y)) por meio dos mapas dindmicos (6.92)-(6.95) fornece
(A (@) xu (y)) = d1 2320} (Xin(@)Xin () - (6.100)
Observando a forma de (xin(z)xin(y)) dada em (6.87), pode-se escrever a expressao acima como
(Al (@)xu (y)) = —d1 220} (Xin(2)Xin (9)) - (6.101)
Entao, tomando a derivada parcial Bﬁ, tem-se
(0 Al (2)xu (y)) = —d1 Z2050l (Xan(2)Xin (9)) (6.102)
o que comparando com (6.36) leva & d; = 0. Portanto, (6.99) se transforma em
eg?
(Bia (@) A (1) = 173420 (bin (@)bin () (6.103)
X
1/2
Substituindo (6.65) e (6.92) em (6.103) se encontra que ds = , e 0 mapa dindmico para A% (x) fica
/2
A (z) = Z2—0Mbyy, + dyUL (2). (6.104)

1}60
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Defina
o -
(Aup(@)Avn(y)) =i [ 57 exp Ay (p). (6.105)
Por outro lado,
Z

ou, substituindo a expressao para (b, (z)bin(y)) dada em (6.91),

@A) = 325 timy 5 [ e i i) (23 ) 4 @ W @)U, () (0107

egu

Definindo,

- d4p —ip(x— m
Ui @Vrinla)) =1 [ 55 exp™ 70 Al ), (6.108)

a equagao (6.107) pode ser escrita como

1 i 4, —ip(z— Zy pubv 2 Ain
(A (@) Ay (y)) = lim @ / dipe=PE=v) (_6(2)172 p2 +d, Aw(p)). (6.109)
Portanto, comparando com (6.105), pode-se escrever
Zx Pubv 2 Ain
Nv(p) = =5 =5 +do AL (). (6.110)
0 p

Resta agora, adequar (A, (x)A, 5 (y)) com a identidade (6.37), a qual por sua vez equivale a p*A,, = 0.

Assim, tem-se

A )
Py = —23p + AP AL (p) =0, (6.111)
0
ou
ZX wAin
mpu =p"AyL(p), (6.112)
4 €0

de onde, entdo, vé-se que d3 precisa ser diferente de 0.

O campo U, pode ou nao ter massa. Analisar-se-4 as duas possibilidades.

e (Caso Massivo): Neste caso, o campo vetorial Uy, (z) satisfaz a equacao de Proca:

(0* + m2)UL (x) =0, (6.113)

junto da equagao 9,U}; (z) = 0. Assim, A!" (p) é dado por

—2
in 9w my, “PuPv
AL (p) = P p— (6.114)

Entao, (6.112) fornece



—pu p’m;%p,  Zy »
- ~ 12
p?P—mZ  p?—m?  dieduv?
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(6.115)

. . d2 - . . - 1 .
e imediatamente m?2 = Z—“(eOvQ). E conveniente, portanto, substituir d4 por Z5, com Zs sendo inter-
X

pretado com uma constante de renormalizacao.

e (Caso nao Massivo): Aqui, o campo vetorial U,,, (z) satisfaz a equagao de campo livre, 8*U,,, (z) =0

e assim AJ] (p) é escrito como

in _ _g v
A,ul/(p) - = .

P2 + i€
Logo, (6.112) implica
—Dv ZX D
p? + e dZe% 28w
2
de tal modo que, d3 = _eggf .

(6.116)

(6.117)

O caso de Uy, (x) ndo massivo deve ser descartado, pois ndo é aceitdvel dy depender do momento,

2

~ . d; . ~
ficando, entéo, apenas com o caso massivo. O resultado m, = Z*(ef0?) mostra que um valor nao nulo do
X

valor esperado do campo vetorial bosonico é devido a uma condigao de QES. Isto, junto do fato dos bésons

de Nambu-Goldstone nio aparecerem no espectro de particulas fisicas [8-11,37—41] é o chamado mecanismo

de Higgs. Finalmente, o mapa dindmico ficou dado por

1
xu(x) = Z xin(x),
pr () =+ Z)?pin(2),

B (x) = €0 Zy® (—Xin(x) + bin(x)),
Zl/2
Afyla) = T Dbin + Z32UL ().

6.2 CASO EM REDE

(6.92 revisitada)
(6.118)

(6.94 revisitada)

(6.119)

No contexto de rede, tem-se que a acdo S do modelo Abeliano de Higgs-Maxwell é dada por:

5 Z {Z (D) p(@)T[D]é ()] +m? [¢(fﬂ)]T[¢(x)]} + % > @) 'g(x)]

Y, (6.120)

onde m corresponde ao termo de massa, g correspondente ao termo de auto-interacao do campo e Dﬁ a

derivada covariante, a qual é implementada por:

Dig(z) = [U(z,z + afp)p(x + aji) — d(x)],

(6.121)
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onde U(z,x + aft) é o campo de calibre e sua relacdo com o campo A, (x) é dado por

Uz + aji, z) = e @ =7, . (6.122)
Esta agao é invariante sob dois tipos de transformagoes:

1. Transformacoes globais de fase, da forma:

() — eo(x), (6.123)
U — Uspe (6.124)
2. Transformacoes locais, da forma:
px) — e @Dp(x), (6.125)
Upy — e 'eorwteilpy  eicod®) (6.126)

Aqui, A(z) é uma func@o definida na rede. Além disso, adota-se a defini¢do (6.7) para os campos ¢(z) e p(z)
com a diferenga de que agora estes passam a estar definidos sobre os sitios da rede.

A QES é introduzida através da condigao

(O¢s (2)[0) = v # 0, (6.127)

onde ¥ é uma constante e ¢p(x) é o operador de campo de Heisenberg para ¢(x). Como anteriormente,
quando nao surgir confusdo, usar-se-ao os mesmos simbolos ¢(z) e Uy, tanto para os operados de campo de
Heisenberg quanto para os correspondentes campos que aparecem no gerador funcional.

O gerador funcional para este modelo é dado por

Z|J,K] = % / [T11 U= ndé(x)dé™ () exp

- e - 3 (K @)ote) + K@) (0

+ielp(x) — v|2>1, (6.128)

com

—Sp =Y ielp(z) — vd . (6.129)

X

N = / 11U+ .ndé(x)dé" () exp

Todavia, neste caso, nao se tem o termo de campo auxiliar B(x) nem mesmo o termo de fonte para o campo
de calibre. Aos leitores interessados o apéndice G contém o procedimento pela qual estes termos podem ser

construidos. O termo de fonte do campo de calibre é dador por

7: *
- N Ju(@)(Use — UE,). (6.130)
€T,

Enquanto o termo de campo auxiliar B(z) é dado por
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i .
e B(a) AUy — U). (6.131)
z,p
Assim, os termos de fonte para o campo de calibre e o campo auxiliar podem ser inseridos no funcional gerador
(6.128) junto da medida de integracdo para o campo auxiliar. E conveniente se trocar o termo ie|lp(x) — v|?

no funcional gerador por

e (2)6(w) — ie(9* (2)0 + B(x)0), (6.132)

onde o termo v? foi descartado uma vez que sua contribui¢io no denominador e no numerador do gerador

funcional se cancelam. Logo, o funcional gerador fica dado por

x x

210K = 5 [ TIT] dVs pido(e)der ()i (e exp [— 56— 3 (K (@)ote) + K(@)o'@)

7

_Teo B(x)A,{(Ux,u - Uac,u) - % %: Ju(x)(Ux,u - Uac,p)

tied" (2)9(x) — ie(4" (a)v + qs(x)v))] , (6.133)

com N dado por

—Sp =Y (ie¢*(x)p(z) — ie(¢" (z)v + p(z)v)) | . (6.134)

xT

N = / I U= ndé(x)dé" () exp

Nio hé termo de fonte correspondente a B(r) na equacgdo (6.133). O termo e, ie|¢(x) — v|?, ou (6.132)
é incluido de maneira a induzir uma quebra espontanea da simetria global, (6.123) e (6.124). O limite de €
indo a zero é tomado ao final dos calculos, de maneira analoga ao que foi feito anteriormente. A constante v
é assumida sendo real. A notagao é analoga ao que foi adotado no caso continuo.

Novamente, as varias identidades de Ward-Takahashi do modelo sao deduzidas sistematicamente realizando-
se as mudangas de varidveis (6.123), (6.124), (6.125) e (6.126) na expressao (6.133), para o gerador funcional

e requerendo que o mesmo se mantenha inalterado.
6.2.1 Identidades de Ward-Takahashi Globais

A invaridncia do gerador funcional sob a mudanga de varidveis (transformagoes globais), equagoes (6.123)

e (6.124), levam a identidade bésica

D (Ea(@)x(@) = Ka(2)$(@), n g5 = iV2e0 Y (X(@))e nssc s (6.135)

x

onde foi utilizado

K(z) = %[Kl (&) + iKa(x)]. (6.136)
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Note que o resultado (6.135) ¢ semelhante ao resultado obtido na subsegdo 6.1.1. Atuando em (6.135) com

s 52 P
K (m) © SKi(e)oKa(y) OPém-se

(@), = iv2er 3 (x(@)x(®)). y = V2evAy (e, 0), (6.137)

Y

(p@)pW) e n — X(@)X(W) e = 1V2e0 > (X(2)x(@)P(Y)) v (6.138)

s

respectivamente.
6.2.2 Identidades de Ward-Takahashi Locais

As mudangas de varidveis (6.125) e (6.126) no gerador funcional (6.133), junto da invaridncia deste sobre

estas mesmas mudancas de varidveis levam a3

<§ ) (atiabB, +0z,01) - 3 ) (AL @O+ 02,0)
o (K" (u)g(u) — 6" (1) K () — ceo(u” $(u) — ¢>*<u>v>> —0, (6.139)
e, N, J,K
Utilizando, agora,
vip(x) —vp*(z) = V2ivx(x) (6.140)
e
K (@)p(z) — K(2)¢™(z) = i(Ki(z)x(2) — Ka(2)y (), (6.141)

pode-se escrever (6.22) como

<; 3 (AZ[AZB(U)(Uu,u " UJI,M) _ %Z (AZ[Ju(u)(Uu,u + UZ,H)])

Iz Iz

+eo (K7 (u)x(u) — KQ(’LL)’(/J(U))> = iV 2eequ(x(u))en. s K- (6.142)
e,N,J,K

Todavia, devido aos calculos que ainda serao realizados abaixo é mais conveniente trabalhar a expressao
(6.142) com a funcao dependente de calibre explicita A(z). Para tal, multiplica-se (6.142) por > A(z),

trocando a variavel u por x:

3A demonstracio da equagio (6.139) se encontra no apéndice H.
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3 <; 3 (Ag[AgB(@(Um,M + U;‘,u)1> - % > <AZ[JM($)(UI,# + U;M)

W p

+eo(K1(x)x(z) — KQ(.Z‘)’L/)(I‘))> AMx) = iv2eeq Z<X($>>€’N’J7K)\(x). (6.143)

e,N,J,K

Operando com §/6K5(y) e 6/0J,(y) em (6.143), obtém-se:

% > <AZ[AZB(x)(Ux,,L + U;;,L)]x(y)> + €0 (1(2)), n 0(x,y) = iv2even (X (@)X (Y))ey,  (6.144)

e,N

1

(BB U+ U2 O = U500 ) = A {S) U +U20))

2e
Oy

= —V2ew (x(@)(Uy,, — U;,V)>67N . (6.145)

e,N e,N

O gerador funcional deve ser ainda invariante pela transformacgiao B(z) — B(z) + A(), o que fornece?

Z <A/JZ(UU7[L - UJ?/‘)>E,N,J,K = 0 (6146)

m

Atuando com as derivadas funcionais 6 /dK5(y) e §/6.J,(y) na equacdo (6.146), obtém-se respectivamente:

Y AUy = Us X)),y =0 (6.147)
S (AL Uy = UL ) Uy = Up L)), =0, (6.148)

Uma outra identidade é obtida quando transformacces de simetria locais sao realizadas nas fungoes de

Green:

(;)n <Z (A’;I (AL, B(1)(Us,y a0 + U;,al)]) Y (A’;n (AL B(21) Uy, o, + U;‘man)}>> . (6.149)

€3] QAn

Note que neste caso apenas a exponencial sente a mudanca de varidveis. Assim, tem-se imediatamente

4A demonstracio da equacio (6.146) pode ser encontrada no apéndice H.
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| (A A B Uns s+ U2 )]) - 30 (A0, 88, B, + 05,0,

(3)Z([z >

y E 5 (A’;[AZB(x)(UW . U;#)]) _ %Z (AZ[JN(JJ)(UJJ,M + UZ,;)])

m

A@) = iV3eeov (;) 3 <l
> (A’;l (A%, B(@1)(Usy o, + U;,QJ]) .

aq

ool (@)x(x) - Ko <m>¢<x>>} >

&N, J.K

<3 (Azn (A% B(a1)(Us, a0, + UL an>1)]x<x>> A@). (6.150)

e,N,J,.K

e29)

Fazendon=1e¢ J = K =0 em (6.150) se obtém

h Z Z < (Ab [AYB(y) Uy + U;V)}) (AZ[AZB(m)(UgW + Ui’“”) > =

e,N

)

ieeovg Z <Al;[Al;B(y)(Uy,y + U;V)]X($)> . (6.151)
e,N

v
s

Finalmente, como resultado da invariancia sob (x, Uy, B) = (—x, U

»u» —DB) todas as demais fungoes de

dois pontos sao nulas:

(p(@)B(Y)) ey = (p(@)x(y))e v = (@) Uz, = Uz ),y =0 (6.152)

6.2.3 Estrutura de polos das fungoes de dois pontos

Uma vez determinadas as identidades de Ward-Takahashi para as func¢oes de dois pontos, pode-se estudar
as implicagoes das mesmas. O apéndice L contém algumas derivadas tteis para o que se segue. Das equagoes
(6.137) e (6.138), tem-se

o= lim g(a), y #0, (6.153)

onde neste caso ja se assumiu QES. Tem-se assim que o propagador de x contém um polo de massa zero,

X(@)x(®))en = % D e PEA (pe), (6.154)

Zx

A (pe) = — X
x(pc) P?(p) + ieay

+ (contribuiges continuas), (6.155)
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z
7= v2v=X. (6.156)

Note que o resultado acima é a afirmagao do teorema de Goldstone.

Agora, define-se as seguintes transformadas de Fourier para algumas das funcgoes de correlagao do modelo:

By = 71006 "V Any (), (6.157)
(B(x)Gyu). y = %Ze"’”(m‘y)ABc(p,e), (6.158)
(B(x)B(y)).y = %Ze—”’(f—ymw(p,e). (6.159)

Porém, antes de proceder é necessério fazer a seguinte aproximacao®:

(Ve + Uz ) =2 (6.160)

junto da definigao

e = Uz ) = 2Ge s (6.161)

de tal modo que as identidades (6.144), (6.145), (6.147), (6.148) e (6.151) se transformam respectivamente

em:

> <AZ[AZB($)]X(?J)> +eo V(@) y (2, y) = iv2eveq (x(2)X(Y)) - (6.162)

m e,N

6% > <AZ[AﬁB(:ﬂ)]Gy,u> e AL((2,y))en = —V2e0 (X(2)Gy), (6.163)
D (ALGuuxw), =0, (6.164)
Y (AL GuuGyu) =0 (6.165)

> < (atiabeo ) (Abasse) >

5Esta aproximacdo é o resultado de se fazer a, a constante de espacamento da rede, muito menor que 1. Ela surgiu como
necessidade em um primeiro momento de simplificar a estrutura das identidades de Ward-Takahashi. Observe ainda que nos
cédlculos apresentados nesta subsegao, essa aproximacao nao foi introduzida para todos os campos, o que seria equivalente ao se
tomar o limite do continuo. Além disso, o termo Gy, vai & ieg Ay (x) no limite do continuo.

= iv2eev ) <A3[Al;3(y)]x(x)> . (6.166)

&N e,N
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Combinando as identidades apresentadas de (6.162) até (6.166) e as definicoes das transformadas de

Fourier, é possivel encontrar as seguintes funcoes de dois pontos®:

1 ; Z
=1lim | Y e Py _ZX tribuigoes continuas. 6.167
(x(x)x(y)) lim | 7 d e 20p) + icay + contribuicoes continuas ( )
(B(2)x(y)) = lim | — Y ey ol (p) (6.168)
—0 | N4 -~ P2 (pp)[p?(p) + ieay]

(B(x)Gy,) = lim [—ize—im—y) 260)1 : (6.169)

(B(x)B(y)) = lim [ 14 3 emirtey) <—i\/§eveo _ o0’ (p) >1 . (6.170)

P?(=pu)p*(pu)[p? (p) + i€ay]
6.2.4 Mapa dinamico

Agora, é interessante estudar os mapas dindmicos para este modelo. A discussdo basear-se-a nas referéncias
[12, 33, 35], entretanto, aqui se tem uma situacao em rede de modo que um dos elementos guias é que no
limite do continuo se recupere a formulacdo adequada. Assim, propoe-se a existéncia de quatro campos
fisicos, a saber xin(2), pin(T), bin(z) e Gy (x + aji, x), baseados na existéncia de quatro campos associados
aos operadores de Heisenberg, Vi, X1, B, Gu(x + afi, x).

Inicialmente, cada operador de Heisenberg pode depender de todos os outros operadores de campo assin-

toticos:

xXu(Z) = ao+ aiXin(®) + a2pin(x) + azbi, () + ay Z A;;Gm(a: + aji, x), (6.171)
K
pr(x) = by +bixin (@) + b2pin(z) + bsbin(z) + bs Y ALGin(z + afi, ), (6.172)
M
Bu(z) = co+ ciXin(@)+ c2pin(x) + csbin () + 4 Y Al Gin(z + aji, ), (6.173)
Gu(x+ap,x) = do(ft) +diA)Xin(z) + da A}, pin () + dsAgbm(x) + dyGin(z + afi,z), (6.174)

onde os elementos de matrizes dos operadores de Heisenberg em termos dos elementos de campos assintéticos
sao dados pelas fungoes de Green do modelo. O célculo dos coeficientes do mapa dindmico é analogo ao feito
no caso continuo, assim, ele foi omitido, entretanto, aos leitores que tiverem interesse ele poder ser consultado

no apéndice J. Os trés primeiros mapas dinamicos ficam dados por

6Para mais detalhes dos calculos utilizados consulte o apéndice I.
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xu(@) = Z/%xin(2), (6.175)
pr(x) = 0+ ZYpy(2), (6.176)

O [0 (p)]? P | ey, NP
Bu(z) = eodZy {pﬂ(pu)xm(x)ﬂt{[p%p)ﬂmxw(pu) p2(pu)+,52(—p#)]} bm(a:)}.(6.177)

E possivel continuar e analisar o quarto mapa dinamico. O problema é que os coeficientes da técnica de
mapa dindmico deveriam ser constantes, o que nao é o caso aqui. Assim, ndo hé razao para continuar com
este procedimento de cédlculo, ou aproximagao, pois uma das hipéteses bésicas do método ¢é violado em rede,
quase que imediatamente.

Considerando que esta primeira aproximacao falhou em produzir os resultados esperados, segue-se ten-
tando outras aproximacgoes, ji adiantando alguns pontos, uma das aproximacoes a seguir produzird um
resultado parcialmente positivo, entretanto este sera confrontado em relacao ao Teorema de Haag para com-

preender, o porqué de algumas aproximagoes falharem, enquanto outras nao.
6.2.5 Aproximagao a < 1
Identidades de Ward-Takahashi

A aproximagao adotada, agora, é implementa uma sutil diferenca em relagao a anterior. Ela é realizada

em todos os campos, e nao apenas nos campos de calibre. Isto é feito por meio das seguintes expressoes:

B(z) — a*B(x), (6.178)
AR aATP, (6.179)

o(xr) — ap(x), (6.180)

v = av, (6.181)

e — a’e, (6.182)

Ju = d®Jy, (6.183)

Urp— U, — 2iegad,(z), (6.184)
S(z,y) — a*d(x—vy), (6.185)
Gz — iegad,(z), (6.186)

as quais serao substituidas nos geradores funcionais obtidos nas subsegoes 6.2.1 e 6.2.2. Comegando com a
identidade global (6.137) se obtém

(ap(@)), = iv2d’eav Yy (ax(x)ax(y)). x

)

a{ ((x)), } = aiv2ev Za4 (X(@)x(¥))e y - (6.187)
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Entretanto, agora,

Z a’ X@)x(¥) ey = Ax(0,€). (6.188)
Portanto,
a{ ((x)), = aiv2evA, (0, e)}, (6.189)

enquanto (6.138) fornece

(ap(x)ap(y)) .y — (ax(@)ax(y)), y = iV2a%eav Y _ (ax(2)ax(x)ap(y)), x
a2{ (p(@)p)) v = (X(@)X®))e n = 1V2e0 Y a* (x(2)x(@)p(y)). v } (6.190)

o que é natural haja visto que agora todas as somas no espaco das posicoes devem carregar termos de a*,

assim como ocorreu em (6.188). A identidade local (6.139) se torna
Z <aAZ [aAZaQB(x)]ax(y)> . + €0 (a(2)). y a*d(z,y) = ivV2a eaveg (ax(z)ax(y)). N
e €

a5{Z<AZ[AZB(w)]X(y)> T oo (B(@))ey Blay) = iﬁeveo<x<x>x<y>>ew}. (6.191)

1 e,N

Por sua vez a identidade (6.145) se transforma em

> (oBblobbaBlaad ) +aBl(dden) = ivEeaven (a@)od (i)
w e,N e,N
{ ) <A2[A23<x>my<y>> " A3<5<x, y>> = ivBeveo (x(2) Ay (1)) } (6.192)
m e,N e,N

A partir da identidade (6.146) se tem

a? {Z (Al A, (u))eﬁN} = 0. (6.193)

A identidade (6.147) se reduz a
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a3{2<AﬁAu(u)x(y>>eN} =0 (6.194)

enquanto (6.148) a

{Z (ATA( (y)>E’N} = 0. (6.195)

Do mesmo modo (6.151) levou a

Z Z <<GA" AﬁazB(y)]) (aﬁﬁ[aﬁﬁazB(w)]) > = i\/§a2eaveo<aAl;[aA’;a2B(y)]ax(x)>

e,N

{XV:Z<<AI’ [A}B( )]) (AZ[AZB@C)])> = zxfeveo< bIAL B(y)]x(a )> } (6.196)

e,N

e,N

Finalmente, (6.152) fica

@B | =] Gy | = { @A} = o (6.197)

As expressoes que serao utilizadas nos préximos tépicos sao os elementos entre colchetes, pois as relagoes

obtidas devem valer para qualquer que seja a, na aproximagao.

Estrutura de polos das fungoes de dois pontos

Determinadas as identidades de Ward-Takahashi para as fungoes de dois pontos, segue-se com a determi-
nacao de suas estruturas. Para tal, assumir-se-4 quebra espontanea de simetria. Entretanto, alguns elementos

precisam ser revistos, devido a forma em que a aproximagao é adotada. Assim, tem-se

1 —ip(z—
X@xW)en = —ya D e PETVA, (pre), (6.198)
P
onde A, (p,e) é
VA
Ay(p,e) = 5——. (6.199)
X p? +ieay

Note a presenca do fator a* no denominador da expressdo da transformada de Fourier, de maneira andloga
as transformadas de Fourier definidas neste e no préximo tépico carregardo um fator de 1/a*. Além disso,

observe que (6.199) nio carrega mais uma fun¢ao do momento na forma p?(p), mas sim o préprio momento.
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Define-se

1

B@XW)en = g2 "V Apy(pe), (6.200)
(B(@)Av(y).y = a4§V4Ze_ip(z_y)ABA(p,e). (6.201)
(B@)B()), y = a4§V4Ze_ip(z_y)ABB(p,e). (6.202)

Combinando as defini¢oes acima com as identidades construidas na subsubsecdo antetior, finalmente se

chega as seguintes funcoes de dois pontos:

1 . z
= 1l I —ip(z—y) _ X
(X(@)Xx(¥)) e, N lim |~y Ep e T (6.203)
. [ 1 —i _ 60’(7
B(x)x(y = lim |——— emwlrmy) 7 6.204
(B(o)x(y)) = lim NZ ST (6.204)
! 1
(B(x)A,(y)) = lim a4N4§ e @ y>27i (6.205)
I > L Py
. (60’[))2 1 1
B(x)B(y = lim - — . 6.206
(B(z)B(y)) 2z \ S v T (6.206)

As diferencas destas em relagoes as funcgoes obtidas no caso continuo se resumem a auséncia do fator
imagindrio, a utilizacdo do somatdrio ao invés da integral, e as diferengas de sinal, por exemplo, em (6.204)

em relacio a (6.64).

Mapa dinamico

Obtidas as fungoes de correlagoes de dois pontos (6.203) até (6.206), pode-se prosseguir com a construcao
dos mapas dindmicos, novamente basear-se-4 nas referéncias [12,33,35]. Portanto, propdem-se a existéncia
de quatro campos fisicos, a saber Xin (), pin(¥), bin(z) e Ay, (), devido a existéncia de quatro campos
associados aos operadores de Heisenberg, ¥x, xg, Br, Ay;, (7).

A funcdo de dois pontos para o campo ¥, equacdo (6.203), mostra que ele é ndo massivo, além disso
quando combinado com (6.189) é possivel notar que ele é um béson de Nambu Goldstone. Portanto, seu
campo fisico ird satisfazer uma equacao de campo livre. Neste modelo, tem-se também mais um campo fisico
livre ndo massivo b;,, que aparece por meio da equagao (6.206), entretanto ele é um ghost (estado de norma
negativa).

A expansao dos elementos de matrizes dos operadores de Heisenberg em termos dos elementos dos campos

assintoticos se da por
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xu(x) = a0+ a1Xin(z) + a2pin(2) + asbin () + a4 Z AT A, (@), (6.207)
H
pr(z) = bo+bixin(x) + bapin(x) + bsbin(x) + s Y ALA,, (), (6.208)
Iz
Br(z) = c¢o+ ciXin(@) + capin(x) + c3bin(z) + ¢4 Z A}jAMn(x), (6.209)
Aug(@) = df + di Al xin(2) + d2 Al piy (2) + dSA’;bi: (2) + dsA,,, (2), (6.210)

onde os coeficientes da expansao serao dados por meio das fungoes de Green do modelo. E possivel fazer os
coeficientes ag = ¢o =0, by = v e dj =0, pois (xu) = (Bu) = (A, ) = 0e (pu) = 0 e o valor esperado de
todos os campos assintéticos é nulo. Por meio do seguinte Ansatz, as = by = by = by = co = dy = 0, tem-se
que as identidades (6.197) ficam automaticamente satisfeitas e resolvidas. Assim, o mapa dinémico se reduz

a

xu(x) = aixin(z) + asbin(z) + ayg Z AﬁAMm(mL (6.211)
w

pu(z) = 04 bapin(x), (6.212)

BH(LL') = clxin(m) + Cgbin(l‘) + ¢4 Z A;]:Aum(x)’ (6213)
w

Aug (@) = diAlxin(x) + dsAlbin (z) + diAy,, (2), (6.214)

A expressao (6.194) combinada com (6.214) fornece

dy (A2Xin (@) + d3 (A%bin(2)) +da Y (Af A, (2)) =0. (6.215)

j2

uma vez que by, e X;n satisfazem equagoes de campo livre, a expressao (6.215) se torna

dy Y (AJA,, (x))=0. (6.216)

n
Como néo ¢ adequado escolher dy = 0, a tinica opcao plausivel ¢ > | <A£Aum(x)> = 0. Agora, novamente as
igualdades utilizadas no mapa dinamico sao fracas, o que significa que s6 valem entre os elementos de matriz.

Sabendo disso, pode-se combinar (6.216) com o mapa, o qual é entao reescrito como

xu(x) = aiXin(r) + azbin(z), (6.217)
pr(x) = 0+bapin(z), (6.218)
By(z) = cixin(®) + csbin(z), (6.219)
Aug (@) = diAlxin(x) + dsAlbin (2) + dsAy,, (2). (6.220)

O campo assintotico p;, associado a py deve ser massivo. Neste caso, sua equagao de campo livre é
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(A +m2) pin(z) = 0, (6.221)

e a fungdo de correlacao (pm(z)pm(y)) deve ser da forma

1 ; Z
=i 75 —ip(z—y) P
(o (@)pr(y)) !l—% atN4 . ¢ p*+m2 +ica, |’ (6.222)
enquanto a funcdo de correlagio {pin(x)pin(y)) é da forma
(pin(2)pin(y)) = lim ! > emnley) S N . (6.223)
e—0 | a*N* - p* +m3 +iea,

Comparando as equagdes (6.222) e (6.223) junto de (6.218) se vé que by = Z;/Q.
Agora, ir-se-4 estudar as fungoes de correlagao (x g (x)x g (v)), (Bu(z)xu (y)) e (By(x)Bg(y)), entretanto,
é importante salientar que fungoes de dois pontos de campos assintéticos diferentes é nula, pois estes nao

podem estar correlacionados. Assim, segue

<XH (I)XH (y)> = a% <X'Ln(z)Xi7l(y)> =+ a?& <bzn(z)bzn(y)> ) (6224)
(Br(x)xu(y)) = arcr (Xin(2)Xin(y)) + azcs (bin(2)bin(y)) | (6.225)
(Bu(z)Bu(y)) = ¢ (Xin(2)Xin () + 3 (bin(2)bin(y)) - (6.226)

bin, é um campo assintético livre e também um estado com norma negativa (ghost), logo sua funcdo de dois
pontos introduz ghosts em outras fungoes de dois pontos quando estiver presente. Uma vez que em (6.224)
nao se tem ghost no lado esquerdo, az deve ser feito igual a zero em (6.224), para que o lado direito concorde
com o esquerdo.

Propdem-se a seguinte estrutura para o correlator de (xin(x)Xin(y)):

1

—. (6.227)
>, Ph T+ icay

1 —ip(x—
(Xin(T)Xin(y)) = sz:e p(@=9)

Esta, junto de (6.203) e (6.224), permite concluir que a; = Z}/z. Utilizando este resultado em (6.227) junto

de a3z = 0, encontra-se

(Br(x)xu(y)) = e12y/* (xin (@) xin (y)) - (6.228)

Combinando a equagdo (6.204) e (6.227) em (6.228), obtém-se

e = Z e (6.229)

Logo, até o presente momento, os trés primeiros mapas dinamicos sao

xu(@) = Zxin(x), (6.230)
pu(x) = T+ Z)pin(x), (6.231)
Bu(z) = Z;'?eqixin() + cabin(). (6.232)



Substituindo os resultados de (6.230) até (6.232) em (6.228), fica-se com

(Bu(2)Br(y)) = Zy ' e§0* (Xin(2)Xin(y)) + 3 (bin(2)bin (y)) -

(bin(x)bin(y)) deve ter a seguinte estrutura para a sua funcgao de dois pontos

Utilizando em (6.228) as equagoes (6.206), (6.227) e (6.234), encontra-se que c3 é

., |
03feovZX .

Portanto, os trés primeiros mapas dinamicos ficam dados por

pr(x) = T+ Z)pi(x),
By(z) = eof)Z;l(Xm () + bin(x)).
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(6.233)

(6.234)

(6.235)

(6.236)
(6.237)
(6.238)

Agora, determinar-se-ao os coeficientes para o quarto mapa dinamico. Para este, pode-se analisar trés

fungdes de correlagao (A, (z)xm(Y)), (Ba(2)AL,;(y)) e (Auy()A, g (y)). Para a primeira, tem-se

(Aug(@)xu(y) =di Zi/Z <AZXm($)Xm(Z/)> .

Atuando-se em (6.239) com _, A£($)7 chega-se em

0=d1Z*> N (@) (Xin(2)Xin (1)) -

m

(6.239)

(6.240)

O termo de derivada atuando na funcdo de correlagao, no lado direito da equagao (6.240), nao é nulo, assim

d; = 0 é a tnica maneira da expressao acima ser satisfeita.

Para o segundo termo (B (x)A, ;(y)), tem-se

(Bu()Auy(y)) = dseo®Z " (bin(2) AL (1)bin (1))

P 1/2 % 1 ip(o—
— d3€0’UZX 1/2A2(y) e Z e p(z—y) <_
P

1 IR | 1 (o 12 (=0)p
ip(z—y) — ip(@=y) g o 521/ K
NZ >, i NZ D S

portanto dz = eoﬁZ)l/Q.

Finalmente, falta analisar o terceiro termo (A, ,;(2)A, ;(y)):

(6.241)
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7. _
(A (@) Ay () = 25 (A)(@)bin (@) AL (1)bin (1)) + d5 (Apy, (2) Ay (1))
egv
1
_ XAb A —ip(z—y) d2A A
60’02 ( ) (y a4N4 Ze Zﬂpa + 4< #zn(x) #zn(y)>
1 (o) Lx —PuPv
= N erlemy) DX TV 204, (2)A,. . 6.242
N Z s g T () A, () (6.242)
Define-se
1 —ip(x—1
(A (D) A 0) = =z 3 PED AL () (6:243)
p
e
1 —ip(x— m
(g () A () =~z S0 PE DAL (p, ). (6.244)
p
Combinando as equagdes (6.242), (6.243) e (6.244), tem-se
A (pye) = 02 Z Qp#p,, + d4AW(p7 €). (6.245)
€o

Utilizando a definicao (6.243) na identidade (6.195), obtém-se 3, Al (p,€) = 0. Portanto, atuar-se-4 com

pp & direita em (6.245) e, entdo, tomar-se-4 a soma sobre u, o que fornece

m Z
ZpMA P =g, 2 T (6.246)

Agora, tem-se duas possibilidades para o campo A, (), isto é, ele pode ou nao ter massa, e os dois casos

merecem ser considerados:

e (Caso Massivo): O campo vetorial A, (x) satisfaz a equagao:

(0% +m3) Ay, (2) =0, (6.247)

junto da equagao 9,4, (x) = 0. Assim, Afﬁ,(p) é dado por

-2

7 _g;u/ mv pupu

A (p) = : 6.248
uu(p) p2 — m% + p2 — m% ( )

Entéo, (6.246) fornece
2, —2

—Pv p mv Pv o ZX

2—m2  p2—m2 die%fﬂpy (6.249)

2

logo mZ = 2

d? - . 1 .
Z—“(eon). Pode-se substituir ds por Z5, com Z3 sendo interpretado com uma constante de
X

renormalizagao.
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e (Caso nao Massivo): Aqui, o campo vetorial A, (x) satisfaz a equacdo de campo livre, 82AMn (z) =

0, neste caso A é escrito como
b MV

i —Ouv
Finalmente, (6.246) implica
—Pv o ZX
P2 tie  deit” (6.251)
de tal modo que, d3 = _5252.
0

Este ultimo resultado nao é admissivel, pois o coeficiente passa a ter dependéncia do momento, e deixa de

ser constante. Logo, adota-se o campo A, (x) massivo, o que é andlogo ao Teorema de Higgs. Entretanto,
m

é importante salientar que tal resultado s6 foi possivel no contexto de uma aproximagao onde os elementos

da rede s&do muito préximos, o que neste caso é muito semelhante a retornar ao caso continuo.
6.2.6 Expansao a acoplamento fraco

A teoria perturbativa em rede ou expansao a acoplamento fraco se dd como uma expansao em torno da
configuracao U, = 1 a qual fornece o valor minimo para acao. Nos tratamentos ndo perturbativos o volume
do grupo de calibre é finito e pode ser fatorado e simplificado quando se normaliza a integral de trajetoria com
o gerador funcional para o cédlculo do valor esperado dos operadores. Entretanto, em uma teoria perturbativa
se faz aproximacoes do tipo ponto de sela da integral funcional em torno do minimo da acao U, = 1, ou
seja, o valor do plaquette é aproximado para 1. Todavia, tal técnica leva a uma descompactificagao do
dominio do campo de calibre, onde entdo, as varidveis A, (z) se tornam reais. Neste caso, é necessario se fixar
calibre. Para um modelo com simetria U(1) se pode adotar um termo de fixagao da forma (6.131), porém
é interessante analisar um pouco mais esta abordagem, para maiores informagoes os leitores sao indicados a
referéncia [42].

Um plaquete como definido em (2.89), no caso do modelo U(1) se transforma em

bp = Ou(®) + ¢u (@ + aft) — Pz + av) — ¢ (2), (6.252)

onde

ou(z) = aegApu(x). (6.253)
Nos livros-texto padrao é usual fazer ey pequeno, ou seja, a constante de acoplamento pequena, o que equivale
a fazer ¢,,(z) pequeno. Contudo, para preservar a estrutura de grupo da teoria é essencial que ¢ seja permitido
tomar todos os valores no intervalo | — 7, 7]. Neste caso, o campo A, (z) que muda com eq:

- Auw) < = (6.254)

aeqp aeqp
Todavia, sob certas circunstancias é possivel restringir a atengao para pequenos valores da variavel angular.

Para tal, considere que agdo de Wilson para o modelo U(1) é minima se
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Op = QSM(Q:) + d)u(x +aji — (bu(x + aﬁ) - qu(x))%() Vp. (6.255)

Claramente, a relagao acima é satisfeita se cada link ¢, (z) for individualmente pequeno. Esta classe é
denotada por Cy. Se todos os elementos satisfazendo (6.255) pertencessem a Cy teria-se uma justificativa
para restringir a atencao apenas para pequenos valores da varidavel angular.

Note, todavia, que é possivel haver configuragoes com varidveis angulares assumindo valores grandes
que satisfacam a relagao (6.255), isto ocorre quando um termo positivo e outro negativos contribuem com
nimeros de mesma magnitude. Esta classe é denominada de C'; e contém um grande niimero de configuragoes.
Neste caso, a aproximacao de ponto de sela nao pode ser aplicada, pois estas configuragoes podem com seus
grandes valores de varidveis angulares contribuir insignificativamente para a integral e, assim, nao podem ser
descartados.

Em uma rede infinita cada membro de C é equivalente a um membro de Cj e as configuracoes indesejadas
de C; podem ser eliminadas por uma escolha apropriada do calibre.

Considere um membro arbitrario de C. Cada plaquette U, satisfaz

Up=1+6,, [6|<1 Vp. (6.256)

Escolha um plaquette e aplique uma transformagao geral de calibre de modo que

Up=U, = e @) 01602 003 02 o —iA(2) — 1 4 dp, (6.257)

logo
elrel2elsef 145, (6.258)

onde
0, = 6u(z) — Az +ap) (6.259)
O = XNz+af)+ d(z+afy) — Mz + afi + ad) (6.260)
05 = MNz+ap—ou(x+av) —av)\(z + ab) (6.261)
05 = XMz+av) — ¢u(x). (6.262)

A(z) pode ser deixado arbitrério, entdo, define-se A(z + afi) tal que 6; seja pequeno. De maneira andloga é
possivel definir A(z + afi + aP) tal que 65 seja pequeno e A(x + a?) tal que 03 seja pequeno. Logo, é possivel

escrever

e 140 e e x 146, (6.263)

de modo que 6, seja necessariamente pequeno. Uma vez que se tenha transformado o primeiro plaquette,
pode-se mover para um plaquette vizinho e repetir o processo para os dois sitios remanescentes livres. Note
que o primeiro plaquette compartilha um link com o seu vizinho, de maneira que ao fixar os dois sitios livres
o link entre eles é necessariamente pequeno. Ao final deste procedimento se definiu uma transformacao de
calibre que tomou uma configuracao em C; e levou a Cy. Finalmente, para cada plaquette interior na rede

hé liberdade suficiente para forcar trés de seus quatro links serem pequenos, e o quarto link serd garantido
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pequeno devido a invariancia de calibre.

Na auséncia de plaquettes de borda (redes infinitas) esta abordagem é suficiente para eliminar todas as
configuragoes na classe C7. Portanto, a agao tem um unico minimo correspondente a todos os links iguais &
identidade.

Em uma rede finita, com condi¢ées de contorno peridédicas, os plaquettes de borda sao adicionalmente
restringidos por condicoes de contorno, e a técnica de fixacao de calibre nao pode ser completamente imple-
mentada. A referéncia [42] apresenta uma discussdo interessante a respeito destes detalhes.

Finalmente, este problema é apenas um exemplo de um problema mais geral em redes finitas: as condigoes
de contorno impostas afetam o procedimento de fixacao de calibre, logo esta restrigao precisa ser escolhida
de forma a evitar a introducao de inconsisténcias.

No caso do modelo com simetria U(1), condigdes de contorno periédicas ndo séo suficientemente restritivas,
de modo que uma expansao a campo fraco requer que as varidveis angulares sejam nulas. A existéncia desta
condi¢ao de contorno fixa permite tratar todos os plaquettes como interiores, e assim a fixagao de calibre
define um tnico minimo para agao, assim como no caso de rede infinita.

Agora, pode-se retornar ao termo de fixagdo de calibre (6.131), uma vez que ja se introduziu como a
aproximagao fraca dar-se-a, isto é, considerando os elementos acima levantados é possivel fazer ¢ pequeno.
Assim, (6.131) se torna

~ 5 B(z)ALA,, (6.264)
0
enquanto o termo de fonte (6.130) fica
i -
e Z Ju(x)A,, (6.265)
@

onde fl# = aA,,. Deste modo, o funcional gerador (6.133) se transforma em

Z[1K] = % / [Tz wdé(@)de (2)dB(x) exp l— Sp—) (K*(mw(w) + K (2)¢" ()
+3 B@)ALA, + D Ju(@)A, +ied* (v)p(x) — ie(¢™ (z)v + qb(m)v))] , (6.266)

com N dado por

N = / 111Uz .dé(x)ds" () exp [SE = (ied* (x)p(x) — ie(d" (x)v + zb(x)v))] . (6.267)

A préxima etapa é o calculo das identidades de Ward-Takahashi globais e locais, o que pode ser feito

utilizando os procedimentos apresentados nas subsegoes 6.2.1 e 6.2.2. Os resultados obtidos sao:
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V2evA, (€, 0), (6.268)

—~
=
|
~
8
<
=
—
=
—~~
S
f\\/
=z
Il

iV2e0 ) (x(2)X(2)p(y)) e v » (6.269)

z

=
8
~
s
—~~
<
~—~
~
o
Z

|
>
—
&
>
—~
S
~
=

Il

onde as duas identidades acima sao as globais e

Z<AZ[AzB<x>]x<y>> Feo (@), 8 y) = ivEeveo (x(@)x(@))n (6.270)

0 e, N

§<AZ[AZB<x>MU<y>>QN—A2<6<x,y>>6,N = iaae (x40 (6271)

Y (AfAW), = 0, (6.272)

DA A X)),y = O (6.273)

YA AWAW), y = O, (6.274)

ZZ<<N [AYB( )]) (AZ[AIZLB(m)]>> = iﬂeveo<Af;[AgB(y)]X(x)> ., (6.275)
e,N &N

(p(x)BW)) ey = (@)XW en = (@) Au®))ey = 0, (6.276)

sao as identidades locais. Note que o conjunto de identidades obtidas apresenta as mesmas formas funcionais
das identidades obtidas com a aproximagao a < 1 nos termos de campo de calibre, o que é natural haja
visto que esta ultima e aproximagao de campo fraco acabam sendo equivalentes. Finalmente, uma vez que se
obteve o mesmo conjunto de identidades, os demais elementos da teoria, como por exemplo o mapa dinamico,

serdo iguais, a menos de constantes que decorrem da redefinigdo da Transformada de Fourier [42].

6.3 TEOREMA DE HAAG

6.3.1 Resultados e uma breve visao

O teorema de Haag a respeito da representagao de interacao em teoria quantica de campos foi apresentado
em meados da década de 50 [43]. A sua relevancia foi rapidamente reconhecida pelos fisicos matemadticos que
trabalhavam na construcao axiomatica da teoria quantica de campos. Entre estes Wightman e Hall, em 1957,
contribuiram com uma demonstragao mais formal e geral para o teorema, de modo que é usual encontrar,
atualmente, este referido como teorema de Haag-Hall-Wightman [44].

Uma consequéncia deste teorema é que a teoria quantica de campos parece nao ser capaz de descrever
interagoes. Isto é vélido para as abordagens perturbativas usuais. Entretanto, o formalismo LSZ (nota
de rodapé 5, Capitulo 3), por exemplo, contorna este problema. Portanto, ao invés de ver este teorema

como um elemento que traz problemas para a teoria quantica de campos, ele deve sim, ser encarado como
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um portador da relevancia fisica dos conceitos matematicos que separam a teoria quantica de campos da
mecanica quantica nao relativistica. Neste contexto, surgem as representagoes unitarias nao equivalentes das
relagoes de comutacao candnicas.

Duas representagdes das relagoes de comutagao candnicas (Hi,{0i}) e (Hz,{O4}), onde {O%} é um
conjunto dos operadores que aparecem nas relagoes de comutacao canonicas, sao unitariamente equivalentes
se e somente se existe um mapa U unitario do espaco de Hilbert H; para o espago de Hilbert Hs, tal que
para cada operador O{ € {0%} exista um operador O% = U_lO{ U. A importancia da equivaléncia unitaria
é que ela garante equivaléncia fisica, isto é, as representagoes fornecem o mesmo valor esperado para os
correspondentes observaveis.

Na abordagem usual, considera-se que apenas uma das representagoes unitdrias nao equivalentes (a menos
de equivaléncias unitdrias) apresenta significado fisico, e as demais s@o nao fisicas. Neste caso, o teorema
de Haag mostra que a existéncia de representacoes unitarias nao equivalentes néo é apenas uma sofisticacao
matematica sem relevancia, mas deve sim apresentar significado fisico. E interessante se enfatizar aqui, que a
técnica de mapa dinamico faz uso das representagoes unitdrias nao equivalentes, os quais entao passam a ter
interpretacoes fisicas, uma vez que estabelecem conexao entre as diferentes fases fisicas de um sistema onde
pode ocorrer quebra espontanea de simetria. Esta conexao é natural haja visto a equivaléncia entre estas
técnicas e a expansao de Haag no formalismo LSZ.

O teorema de Haag indica ainda que a escolha de uma representagao unitariamente nao equivalente das
relagoes de comutacao canonicas depende da dinamica, o que também é compativel com o mapa dinamico.
Além disso, o teorema implica a necessidade de representacoes em espacos nao-Fock para representacao de
interagoes.

Uma representacao de Fock das relagoes de comutagao canonicas é caracterizada pela existéncia de um
estado de vdcuo que é aniquilado por todos os operadores de aniquilagdo a(f), e a partir dos quais um
conjunto de estados pode ser construido pela atuagao no vicuo com os operadores de criagdo a*(f), onde
f varre todos os elementos do espaco de funcoes complexas teste. Uma representagao construida por este
procedimento tem um operador auto-adjunto N, definido em algum dominio, cujo espectro é {0,1,2,...} e
satisfaz a relagdo de comutagao [N, a*(f)] = 1, claramente este é o operador nimero.

Para um campo livre, N contabiliza o nimero de quantas de excitagao do campo. Quando uma represen-
tagdo falha em admitir um nimero total de quantas, significa que estes sdo muitos [45]. Neste caso, tem-se
uma representacgao estranha. Seguindo o exemplo desenvolvido na subsecao C, observa-se que cada uma das
representacoes 8 = 0 e 6 # 0, a principio, consistiriam de uma representacdo de Fock, porém o cédlculo do
numero de quantas de § = 0 no espaco 6 # 0, mostra que ele é infinito, e neste caso o operador N nao estd
bem definido, uma vez que as duas representacoes escolhidas nao fornecem o mesmo valor para N. Note
ainda que o numero de quantas de 6 # 0 no estado § = 0, também fornece um ndmero infinito para N(6).
Assim, diz-se que se tem representacoes estranhas das relagoes de comutagao candnicas.

Em 1975, Bogoliubov [22] argumentou que é natural supor a utilizacdo de uma representagao de Fock,
entretanto o teorema de Haag mostra que em qualquer momento, o que se utiliza é uma representagao
estranha das relagoes de comutacao candnicas, isto é, em uma representacao em que cada estado contém um
namero infinito de particulas. Neste caso, a representacao, ou no caso o espago, ¢ denominado de nao-Fock.
E importante destacar que no modelo adotado como exemplo o surgimento da representagao estranha decorre
do numero infinito de graus de liberdade, o qual é também um elemento necessario para a construgao do

mapa dinamico.
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6.3.2 Ponto de partida e chegada

As discussoes sobre quantizagao na mecanica quantica nao relativistica envolvem um processo de escolha
de uma representacao adequada das relagoes de comutacao canonicas. Este procedimento de escolha entre
um conjunto de representacoes é denominado usualmente de problema de escolha. Normalmente, as relagoes

de comutagao candnicas tomam a forma:

[9j,qk] = 0 = [pj,pk], [qi,pr] = ;s (6.277)

ondes os indices j, k varrem os graus de liberdade do sistema. Quando o sistema apresenta um nimero finito
de graus de liberdade, a representacao mais utilizada é a de Schroedinger, a qual é construida tomando o
espaco de Hilbert como o espago L?((R)™), ou seja, o espaco de funcoes complexas de quadrado integraveis
(R)™ e definindo

g f(z1,...) = zjf(xl,..), (6.278)
pef(xl,..) = :iaixk (z1,...)- (6.279)

Um aspecto nao muito comentado a respeito da escolha acima ¢ que o conjunto de operados g; e pr sao
nao limitados, assim suas atuacoes podem levar a elementos que nao pertencam a seu dominio, deste modo
as equagoes acima somente ficam completamente definidas quando seu dominio também o é. Isto pode ser
evitado quando se adota por exemplo a representagao de Weyl, a qual é construida em termos de mapas

exponenciais, onde U;(r) = exp(irp;) e Vi(s) = exp(isqx):

Uj(r)Usk(s) = U(s)U;(r) = Vi(r)Vi(s) = Vi(s)V;(r) = 0
Uij(r)Vi(s) = Vi(s)U;j(r)exp(irsdjg). (6.280)

Admitindo que esta representagio se dé em termos de grupos de operadores unitdrios fortemente continuo
em r e s, entdo como consequéncia de um teorema de Stone, eles sao operadores auto-adjuntos, e em um
dominio denso comum, estes operadores satisfazem (6.277). Um outro aspecto conveniente da forma (6.280)
é que ela permite a utilizagdo do teorema de Stone-von Neumann [20], o qual como ja discutido anteriormente
fornece que todas as representacoes das relagoes de comutagao canonicas para um numero finito de graus de
liberdade sao unitariamente equivalentes. E, neste caso, para mecéanica quantica usual, este teorema elimina
o problema de escolha, onde entao a adogao de uma representagao se torna uma questao de conveniéncia sem
significado fisico.

Quando o sistema apresenta um numero infinito de graus de liberdade este teorema falha e incontaveis
representagoes unitdrias nao equivalentes sao possiveis. Este fato ja era conhecido na década de 30, entretanto
seria mais profundamente investigado somente 20 anos depois, na década de 50. Em 1952, tem-se uns
dos primeiros trabalhos que mostram que representacoes unitarias nao equivalentes nao sao um devaneio
matematico, mas apresentam sim, implicagoes na descricao da interagao em teoria quantica de campos.
Este trabalho foi o modelo de van Hove [24], o qual foi brevemente apresentado anteriormente aqui em um

nota de rodapé. Em 1955, Wightman e Schweber [46] mostram que o suposto comportamento patoldégico
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(representagoes unitarias nao equivalentes) ocorre na maioria dos modelos em teoria campos, e que a escolha
de representagao depende da dinamica.

Haag, também em 1955, apds estudar o trabalho de Wightman observa a auséncia de uma demonstracao
mais geral, o que ele, entao, apresenta também no mesmo ano: a primeira demonstragao do teorema de Haag.
Entretanto, apresentar-se-a aqui a versao de 1957 [44], usualmente denominada de teorema de Haag-Hall-
Wightman (HHW):

Teorema 1 (Teorema HHW): Admita dois campos escalares neutros ¢1 e ¢a, e seus respectivos momentos
conjugados m1 e ma, tal que cada par (¢;,m;) fornega uma representagdo irredutivel das relagées de comutagdo

canonicas a tempos iguais:

[6;(Z,0), 73 (T, 1)] = i6(Z — &), (6.281)
[6(Z,), 05 (&, )] = [m; (&, 1), 75 (&, 1)] = O, (6.282)

onde j =1, 2. Admita agora que transformacgées Fuclidianas dos campos (@, R) (onde @ denota translagdo e

R denota rotacdo) sdo induzidas por transformacoes U;(d, R):

l
QU

Uj(
Uj(

JR) o, (£, U (
R, (2, 6) U (

J

R) = o¢;(RT+4a,t), (6.283)
R) = m;(RT+a,t). (6.284)

Q
8]
Qy

Admita também que os campos estao relacionados por alguma transformagao unitdria V(t):

b2(Z,t) = V() oo (F, )V THt), mao(d,t) = V()m (Z, )V 1(2). (6.285)
FEntao,
Us(@,R) = V(U (@, R)V(t). (6.286)
Além disso, se existem estados |0;) normalizdveis inicos invariantes sobre transformacées Euclidianas
U@ R)[0;) =10;), (6.287)
entao

cl02) = V() ]01), (6.288)

onde |c| = 1.
Admita, agora, que os campos além de satisfazerem as hipdteses acima tem que as transformagoes de
Poincaré (a,\) (entende-se A como uma transformagao propria de Lorentz) sobre eles sao induzidas por

transformacoes unitdrias Tj(a, A):

Tj(a, N gj(x) = ¢j(Az +a), j=1,2. (6.289)

Além disso, considere que os estados |0;) sao invariantes por Poincaré:



91

Tj(a, A)(a; A)[05) = 105) , (6.290)

e que estados de energia negativa nao existem. FEntdo, os quatro primeiros valores esperados de vdcuo dos

dois campos s$Go iguais:

(02]|p2(1)...02(24)[02) = (01]P1(x1)...01(24)[01) - (6.291)

6.3.3 Implicagoes

No caso geral, apenas o resultado acima pode ser demonstrado, e nenhuma consideragao pode ser feita
para outras fungoes de n pontos de ordem superior a 4. Entretanto, se for feita a particularizagao, por
exemplo, que o campo ¢; seja livre, entao todas as fungdes de n pontos serdo iguais e ¢o também serd livre (o
inverso também é vélido). O ponto é que a conclusdo do teorema é que ambos os campos sao livres, todavia
tal resultado nao € interessante, pois o objetivo de um modelo fisico é descrever interagao, o mundo real é
interagente, logo a0 menos uma das hipéteses do teorema precisar ser descartada.

A abordagem mais usual é descartar a existéncia de uma transformacgao unitdria V(¢) relacionando os
campos. Neste caso, ter-se-a que os campos serao conectados por uma transformacao unitaria nao equivalente.
E conveniente destacar que isto nao é completamente estranho, uma vez que isto ja foi feito no capitulo de
mapa dinamico quando se implementou as transformacoes de Bogoliubov, e isto também é feito em toda
construcao de mapa dinamico.

Outra questao a ser levantada é que apesar da construgao do teorema de Haag acima depender do forma-
lismo de Wightman da teoria quéantica de campos, ele pode ser demonstrado por outros meios nao dependendo
de um formalismo particular da teoria quantica de campos, desde que alguns elementos bésicos como invari-
ancia de Poincaré sejam mantidos. Além disso, invariancia relativistica é um ingrediente essencial.

Um ponto nao aparente na construgao do teorema acima diz respeito ao infinito nimero de graus de
liberdade. Evidentemente, pelo teorema de Stone-von Neumann quando o sistema tem um ntimero finito
de graus de liberdade o teorema HHW néo se aplica, e a falha ocorre na proposicao de que |0;) sao os
unicos estados normalizados invariantes sobre transformacoes Euclidianas, pois em sistemas com um ntmero
finitos de graus de liberdade podem existir multiplos estados normalizaveis invariantes sobre transformacoes
Euclidianas.

Agora, como conclusdo € interessante observar o que se pode afirmar a respeito do teorema de Haag
em rede. O teorema de Haag é evadido quando se considera um sistema em um caixa, pois a invariancia
translacional é violada. Em rede, por sua construgdo [2], a invaridncia de Poincaré é quebrada, somente
sendo recuperada no limite termodinamico. Logo, fica claro que o teorema de Haag é também evadido
neste contexto. Considerando que este foi o forte motivador para adogdo de representacoes unitdrias nao
equivalentes, é natural que tal elemento nio seja adotado em rede”.

Finalmente, em rede o niimero de graus de liberdade é finito, pois a cada n6 desta é que se associa um par
de operadores de criagao e aniquilacao, de modo que é impossivel a construcao de transformacgoes unitarias

nao equivalentes em rede. Portanto, isto leva a técnica de mapa dinamico nao ser completamente adaptavel

7A efeito de informacdo, existem modelos em teoria quantica de campos Galileana em que o teorema de Haag é evadido
e representagoes unitdrias nao equivalentes sdo adotadas, portanto, é possivel evadir Haag e ter representacgbes unitarias nao
equivalentes, porém nestes modelos ainda se tem um ndmero infinito de graus de liberdade.
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a rede, somente obtendo alguma interpretacao no limite termodinamico onde a invariancia de Poincaré é
recuperada, assim como o numero infinito de graus de liberdade.

A titulo de informagao, os livros textos usuais de teoria quantica de campos, tais como Peskin e Schroeder,
Ryder, Weinberg nao discorrem sobre este teorema, entretanto existem algumas excegoes como o “Quantum
Field Theory for Mathematicians” do Ticciati, que apresentam esta discussao. Este tltimo, destaca uma
informacao relevante: o resultado da aplicagao da representagao de interagao é uma série perturbativa que
nao converge, o que ¢é esperado devido ao teorema de Haag, mas cujos primeiros termos levam a excelentes
resultados, assim apesar da abordagem usual parecer boa, ela pode néao ter validade. Como corolario surge
naturalmente a pergunta: como pode uma técnica baseada em falsas premissas demonstraveis produzir resul-
tados tao bons? Apesar desta pergunta ainda ndo ter resposta, existem possiveis dire¢des para a discussao,
um das ideias principais é que a dindmica venha a determinar uma representacao que permitiria a realizacao

dos célculos, para mais informagoes consulte a referéncia [47,48].
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7 TEOREMA DE ELITZUR

O importante Teorema de Elitzur [5,7,49-51] a respeito do valor esperado de observéveis ndo invariantes

de calibre em rede serd enunciado abaixo!:

Teorema 2 (Elitzur): Uma simetria de calibre nao pode ser espontaneamente quebrada: o valor esperado
de qualquer observdvel local, isto €, um observdvel que dependa apenas de um numero finito de campos
definidos em alguma regiago finita A, nao invariante de calibre, deve ser nulo para qualquer temperatura,

consequentemente nao pode ser utilizado como parametro de ordem.

Do ponto de vista fisico uma quebra de simetria global envolve um nimero macroscépico de graus de
liberdade. Por outro lado, isto ndo acontece em uma simetria de calibre. O resultado é que as flutuagoes
quanticas tendem a barrar a funcao de onda do estado fundamental ao longo de toda érbita do grupo. Isto se
traduz no teorema acima. A prova deste teorema é baseada no fato de que uma desigualdade que se mantém
para qualquer configuragao do campo continua valendo apds uma integragdo com respeito a uma medida
positiva. Com isto e com a invaridncia de calibre é possivel provar o teorema. Para compreender melhor
o significado deste resultado é interessante fazer analogias com sistemas da fisica estatistica classica, tais
como os modelos de Ising. Neste contexto, o resultado acima significa que ndo h4 andlogo de magnetizacao?;
em outras palavras, o valor esperado de “spin” é nulo mesmo na presenga de um campo externo, o qual
quebra explicitamente a simetria de calibre. Isto também explica os cuidados que se deve ter no tratamento
geral: toma-se primeiro o limite do volume tendendo ao infinito e entao se toma o limite da constante de
acoplamento do termo de fonte indo a zero. Mais ainda, estes limites nao sao comutativos, e o resultado se
deve em muito a isto. Finalmente, o teorema leva a necessidade de observaveis invariantes de calibre e nao
locais, tal como o loop de Wilson.

Apresentar-se-a, agora, uma demonstragao geral para o teorema de Elitzur para modelos com os campos
de calibre tomando valores em um grupo compacto e com campos escalares, também assumindo valores
em um conjunto limitado. Esta demonstragdo é adaptada das referéncias [15,52]. As linhas gerais de tal
demonstracdo denominar-se-4 de Analise I. Depois, prosseguir-se-4 em linhas gerais com uma demonstracao
para o modelo XY, a qual é sutilmente diferente da demonstragdo geral. As técnicas empregadas para a

discussao do modelo XY, denominar-se-4 Analise II.

7.1 ANALISE I

Seja & = Uy, ¢z, ... um conjunto de campos de uma teoria de calibre, com os campos de calibre tomando
seus valores em um grupo topoldgico compacto, e dua(®) uma medida de integracdo invariante. O valor

esperado de um observével F'(®) local e ndo invariante de calibre é dado por

L Algumas das referéncias indicadas apresentam algumas generalizaces interessantes e demonstragdes alternativas deste teo-
rema, demonstrando a sua solidez e relevancia.

25 importante compreender o significado de uma magnetizagao nula no modelo Ising, para que se entenda o significado deste
teorema. Neste contexto, existe uma descricdo que se utiliza de um pequeno campo externo h: existem duas configuracoes
fundamentais o; = +1 e 0; = —1. Nesta prescrigao elas estdo energeticamente separadas por um “gap” de 2Nh onde N é o
numero total de sitios. Quando se toma o limite termodindmico N — co, uma destas configuracoes é eliminada e a simetria se
quebra; apds isto h é tomado nulo, e se fica com uma magnetizagdo nula.



94

(F(2)) = i lm (F(@)),. (7.1)
1
(@) =7 [ exp(~S(®) + JB) F(B)dua(®). (7.2)

F nao invariante de calibre significa
[ M do.rieg) =0, (73)
zEA
onde ®, denota a configuracao de calibre transformada.

Tanto a agdo quanto a medida sdo invariantes pela transformacéo g pertencente a algum grupo de calibre
qualquer. A integral acima é realizada sobre cada g, independentemente. Deste modo, é possivel considerar
o subgrupo de transformacgoes que agem somente sobre um subconjunto finito ' do qual o observéavel local,
F (@), dependa, e que deixa invariante o subconjunto complementar ®” : ®” = &',

Realizando uma transformagao de calibre, considerando que a agao e a medida sao invariantes, e tomando

a média sobre o subgrupo das transformagoes de calibre que mantém ®” invariante, a integral (7.2) fica

(F(8) ) = —

. ’ i ’
Y / exp (—S(®) + J!, + JO") F(®! )dpn (@) [[ doa- (7.4)

zEA

O “conjunto” @’ contém um nimero finito e independente de graus de liberdade e J pode ser feito arbi-
trariamente pequeno, de tal modo que é limitado por uma quantidade =~ tdo pequena quanto se queira.
Assim,

J—0

lexp(J®') — 1] < (J) 25 0. (7.5)

Este resultado é um ponto crucial e €(J) desaparece uniformemente com J, qualquer que seja a configuragéo
do campo @’ e o ntimero total de sitios N. Em outras palavras, este limite é uniforme em A e em ®. Logo,
esta desigualdade é vélida por trés motivos: o conjunto ®’ é finito, como j& mencionado, e é independente de
N, e os campos ® assumem seus valores em um dominio compacto®.
Escrevendo

exp(J®'y) =1+ [exp(JP) — 1]

na integral (7.4), a mesma serd dividida em dois termos:

(F(®)y, = Zir ; /exp (=S(®) + JD") (1)F(®'y)dpun (P H dg.
5 zeA
Z;J / exp (—S(®) + JO") [exp(J9D") — 1]F(@))djua(®) [] do. (7.6)

TEA

O primeiro termo é identicamente nulo devido a condigao (7.3). Tomando-se o médulo de (7.6) se tem

3Este tipo de desigualdade nio é valida, por exemplo, para sistemas de “spin” com simetria global, pois a particio & = &' Ud"
nao pode ser realizada neste caso, de modo que J®’ é uma quantidade extensiva proporcional & N.
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(@)1= [exp(-S(8) 470 [exp0') ~ LIF(@')ldua(@ ) [T do. (77)

Substituindo (7.5) em (7.7) se encontra

(@) x| < (] / exp (—S(®) + J) |F(@'y)|dpin (@) [ dga (7.8)
‘ZNJ| TzEA

ou

(F@)) | < T Sun(r). (7.9

Tomando entdo os limites na ordem correta se tem

(F(®')) = lim lim (F(®'))y , =0, (7.10)

J—0 N—oo

que é a afirmacao esperada.
7.2 ANALISE II
7.2.1 Definicao da Agao e valor esperado para o modelo XY

Esta anélise serd realizada sobre o modelo XY invariante de calibre, o qual apresenta simetria SO(2), e o

vinculo ®'® = 1. Deste modo, adota-se a seguinte parametrizacio em relacio & varidvel angular ¢(x)

o) = (o)), )

com ¢(z) assumindo valores no intervalo | — 7, 7]. Neste caso, excluindo-se termos que nao modificam o valor

esperado de um observavel, tem-se como agao a expressao

=" Z {cos(=¢(x) + B(x,x + ap) + ¢(z + ajr))}

z p=1
fﬁz Z cos(B(xz,x + av) + B(x + av, x + afi + ad)
z 1<pu<v<4
+B(x +af+av,x + ajp) + B(z + af, x)). (7.12)

Note que esta acdo é invariante de calibre; além disso, a agao é real de forma que duy = [[ d®dU exp~* [&.U]

serd uma medida de integracao invariante de calibre.
O valor esperado de um observavel limitado f definido como uma funcdo dos campos em um regiao

limitada contida na rede, de tal modo que h4 periodicidade nos campos, na presenca de fonte (denotada* por

4Escolheu-se aqui utilizar uma fonte na forma —J Y~ ®(z) onde a justaposigdo entre J e ®(z) deve ser entendida como um
produto interno.
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)y (J) = ZAl(J)/duAexp{S+JZ<I>(:U)}f. (7.13)

Na equacao acima, A indica que a rede é finita e permite expressar o limite termodinamico mais facilmente;

dua é a medida de integracao dada por

I1 do(x) I1 %dﬁ(m, 2+ aji) (7.14)

x T,p

e Zn(J) é

Za(J) = /duAeXp{—S+JZ<I>(x)}. (7.15)

7.2.2 Transformacoes de calibre para o modelo XY

Uma transformacao de calibre geral para o modelo XY é dada por

- = GO

onde

(7.17)

M(g(¢(2))) = ( cosG(z)  —sinc(z) ) |

sin((z) cos((2)
Esta ultima expressao é relevante, pois a transformacao pode ser transcrita observando sua atuagao nos

campos como

d(x) = ¢ () = ¢(z) + c(x) (7.18)
B(z,z + aji) = ' (x,x + ap) = s(z) + Bz, z + aft) — ¢(x + aji), (7.19)
onde 7 = 1,2 e se trocou ( por .
7.2.3 Estimativa de (f), (J,J7) no limite termodinamico

Como definido acima, f é uma fungao associada por definicao a um observavel local. Logo, estd definida
em uma regiao fixa e limitada M C A. Utilizando as transformagoes de calibre dadas em (7.18) e (7.19),

define-se



fg=F(o(@) +snr(2), Bz, @ + ap) + car (@) — sm (@ + afi)),

onde

B ¢(z), v €M,
gM(x)_{ 0, = ¢ M,

e seu valor esperado é dado por

s (D) = 55 [dmnexp {—s+ chpm} .

Faz-se a mudanca de variaveis

o(@) + sm(x) = ¢ (2),
Bla,x +afy) + su(@) — sm(z + aft) = B'(z, z + aft),
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(7.20)

(7.21)

(7.22)

(7.23)

na expressao (7.22), onde entdo apenas f, e o termo de fonte sofrem mudangas em sua forma, os demais

termos ganham uma linha. Os termos que apenas ganharam linha o fizeram pois sao invariantes de calibre,

e imediatamente “invariantes” frente a transformacgao de varidveis escolhida. A expressao para f; é entao

f9(¢,(x)7ﬂl(z7x + aﬂ))7
enquanto a eXpresséo para a fonte é dada por

I () +T Y 6 (x),

xeM

onde

5 (z) = < cos[d/(x) = u (2)] = cos ¢/(z) ) |
Sln[¢’(g;) — gM(J;)] — sin (b/(x)

Fazendo entao uma nova mudanca de varidveis:

¢'(2) = ¢(z), Bz, x+ap) =Bz, x +af),

o valor esperado de f, se torna

(ol (J) = <feXp lJ > J‘P(SC)D (J)-
A

xeEM

Da expressao acima, obtém-se

| (foa (1) = {(FHa (D) < <|f|

exp lJ > 5@(33)] -1

xeM

> (/)
A

(7.24)

(7.25)

(7.26)

(7.27)

(7.28)

(7.29)
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Usando a desigualdade | exp(az) — 1| < exp |az| — 1 para a € R junto de

J Y 60(x)

xeM

< [J|IK],

onde K ¢ definido como o limite superior da soma >___,, 6®7(z), a expressao (7.29) fica

[ (fo)a () = (Ha ()] < [exp(IJ][K]) = 1 {[f])x (J)- (7.30)

Tomando-se o limite da rede indo para infinito e J indo a zero, nesta ordem, obtém-se | (fq) — (f)| =0
e se conclui que (fy) = (f). Isto implica que qualquer que seja a funcéo local das configuragoes, o estado é

invariante de calibre. Segue deste resultado que (@) dado por (cos ¢) e (sin ¢) é nulo.
7.3 ANALISE DA PRESCRICAO ¢ EM RELACAO AO TEOREMA DE ELITZUR

Agora, ir-se-4 analisar o modelo XY apresentado acima pelos dois métodos anteriormente descritos. En-
tretanto, o funcional gerador do modelo XY discutido nesta secao ¢é ligeiramente diferente do apresentado na
equagdo (7.13). A principal diferenca é a adigdo do termo %(@ — )2, 0 qual é o responsavel por introduzir
no funcional gerador a informagao a respeito da condi¢do de contorno (entenda aqui, informagao a respeito
da ocorréncia ou ndo ocorréncia da quebra de simetria). Assim, o valor esperado de f, observdvel limitado e

periddico, na presenga de fonte é dado por:

(F)a(Je) = ﬁ / dyin exp {JZ F@() — 5 S (®() - v>2} 7. (7.31)

zEA zEA
onde A denota a dependéncia com relagdo & rede. Nos cédlculos abaixo serd subtendido z € A, exceto se
for explicitamente mencionado o contrério. O termo de exp(—S) foi incorporado & medida dus. Assim, o

funcional gerador é dador por

2o = [ dusexp {JZ F@®(2)) % S (@() - v)?} , (732

z€A zZEA
onde N ¢ a constante de normalizagao de modo que Zx (0,¢) = 1.
Observe que ao se impor a parametrizacao (7.11) sob o termo adicionado, isto é, o termo que carrega
informacao a respeito da condicdo de contorno se encontra
1€

5 (®(2) —v)? — % Zexp {®(2)®(2) — 20(2)v + vv} — —|—z'eZ<I>(z)v. (7.33)

z z

Novamente, é conveniente escolher um termo de fonte da forma

F(®) = 3(2). (7.34)

Assim, o valor esperado de f e o funcional gerador ficam dados respectivamente por
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(fyp (Jye) = ﬁ / dpip exp {J;\ F(®(2)) + z’e% @(z)v} f (7.35)
Zp(J,€) = % /duA exp {J > F(®(2) +iey @(z)v} : (7.36)
zEN z€A

7.4 ANALISE I

Utilizando a transformagao geral de calibre definida em (7.16) se pode definir a seguinte transformagao

de calibre
> = G N :{ 1, 2FT 737)
U—=U = GUG! M(g(a)), z==x
onde
[ cos((z) —sin¢(z)
I(9(¢(2))) = ( snc(z)  cosc(z) ) (7.38)
de onde, conclui-se
((2) ={ A (7.39)
o, z=x
Define-se uma fungao
fo = F(6(2) +((2), B(z, 2 + ajp) + ((2) = ((z + afr)), (7.40)
a qual tem seu valor esperado dado por
J, ! d JY @ j P 7.41
s = gy [ dmepd T 00) iS00 [ £y (r.41)
Faz-se, entao, a seguinte mudanga de varidveis:
P'(z) = ¢(2) +((2) (7.42)
B(s5+af) = Blzz+ai)+C(2) — (e +ai). (7.43)

A medida dpup é invariante de calibre, portanto nao tem sua forma alterada, enquanto os termos que quebram

a simetria de calibre se tornam, por exemplo, para a fonte,

JZ( cos ¢(2) > - JZ( Z)j j gg;]] ) (7.44)

sin ¢(z)



ou abrindo o somatdrio:
cos ¢(z) cos[¢'(2) —
IS e )+ E )
oy’ sin ¢(z) =\ sinf¢'(2) — o
onde M = {z}. Agora, somando e subtraindo

()

seM sin ¢(z)

na expressao (7.45) tem-se

cos ¢(z) cos ¢(z) cos[¢’(z) — a]
J;( sin ¢(z) ) J262M< sin ¢(z) ) +Jz§/[< sin[¢’(z) — a] )’

ou

cos ¢'(2) cos[¢'(z) — a] — cos @' (2)
JZ( in (2) >”Z< [#(2) — 0] ~sing'(2 )

sin @' (z soar \ sin[o(z

ou ainda, usando,

tem-se

JZcb )+ Y 6 (2)

zeM

Analogamente, o termo que carrega informagéo a respeito da condigdo de contorno fica

zevZCD +zevZ(5<I>

Finalmente, apds, a mudanga de varidveis se encontra

(foha (J€) = ZA(IM/duAeXp{JZq)’(z)—i—ievZ(I)’(z)} %

exp {u +iew) 3 6@'<z>} 1o(9/(2), 8/ (2,2 + ai).

zeM

Fazendo, entao, uma nova mudanga de variaveis dada por

100

(7.45)

(7.46)

(7.47)

(7.48)

(7.49)

(7.50)

(7.51)

(7.52)

(7.53)

(7.54)
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¢'(2) = ¢(2) e B'(z,2 + ajt) = B(z, 2 + af), (7.55)

tem-se

(f)p (Jye) = ﬁ/d,“ exp{JZq)(z) +ievz<1>(z)} X (7.56)

exp {(J +iev) Y 5‘1)(2)} fo(9(2), B(2, 2 + afr)), (7.57)

zeM

ou

(J +iev) Z 0P (2)

zeM

(foha (J:€) = <f exp

> (J,€). (7.58)
A

Pode-se, agora, avaliar o termo | (fg), (J,€) — (f), (J,€)l:

_ ‘<fexp

Za(J,€)

(J +iev) Y 60(2)

zeM

‘/d,uexp {(J—i—iev)z:(b(z)} f {exp(J—l—iev) Z 0d(z) — 1}‘

zeEM

> (‘LE) - <f>A (J,e)
A

m /du exp (JZ@(Z)) exp (—zev Z) NI
exp(J + iev) Z 0b(2) — (7.59)
zeM
finalmente
[l (RO = e ‘le /dMGXp (JZ(I) ) |f] |exp(J + iev) Y 6®(z) — 1.  (7.60)
zeM

Fica-se, agora, impossibilitado de se seguir com o método de anélise proposto. Isto ocorre, como esperado,
pois o funcional gerador para este modelo nao é positivo definido e o problema se manifesta por meio do
termo 1/|Zx]. A utilizacdo do médulo na definigdo corrente do funcional gerador leva a uma violagao da
desiguldade atual, em oposicao & situacao original onde 1/|Z5| = . Uma vis@o mais geral da conexao entre

este fato e a falha da demonstracao serd apresentada apds a Anahse II.

7.5 ANALISE IT

Tomando f como cos ¢(x), tem-se



(cosd(x)), (J,€) = ﬁ /duA exp {JZ O(2) + iezfﬁ(z)v} cos ¢(x).

Realizando a transformacao de calibre dada em (7.37), fica-se com

exp {JIL(g(a))®(2) } exp {+iell(g(a)) B (2)v} cos[er + ¢()].

(cos p(x)), (J,€) = ﬁ / dpp exp {J > 0(z) +iey @(z)v} X
Definindo e utilizando as expressoes abaixo:

exp {JZ‘I)(Z) + iezq)(z)v} = A,

ZH#T z#x
exp {JI(g(a))®(2)} = 1 + {exp (JI(g())®(2)) — 1} =1+ B,

exp {+iell(g(a))(2)v} = 1 + {exp (+iell(g())®(2)v) — 1} = 14+ C,

em (7.62), tem-se

(cosp(z)), (J,€) = ZA(lj 3 {/duAA cos[a + ¢(z)]
+ / dupAB cos[a + ¢(z)] + /duAAC cosla + ¢ ()]

+ / dup ABC cos|a + qzﬁ(x)]} )

Tomando a média sobre da, tem-se

(cosp(x)), (Je) = 1 {/duAdaAB cos[a + ¢(z)]

ZA(J, 6)
+ / dupdaAC cos[a + ¢(x)]

+ / dupdaABC cos[a + ¢(z)]} .

Agora, pode-se avaliar | (cos ¢(x)), (J, €)[:

102

(7.61)

(7.62)

(7.66)

(7.67)
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1
|ZA(J, €)

+ / dpndalA||C|| cosla + 6()]

[ (cosp(z)), (Jie)| < {/duAdaAIIBIICOS[aJrsb(z)]

+ / dpuadal A||BI|C] cosla + ¢<x>]|} , (7.68)

onde

|A] = |exp JZ@(Z)+Z’€Z<I>(Z)"U = exp JZ(I)(Z) (7.69)

z#x z#T zZ#x
1Bl = [{exp (JT(g(a))®(2)) — 1}| < 0(J) =50 (7.70)
|C] = |exp (+iell(g(a))®(2)v) — 1] < |exp (+iell(ga)®(z)v)| +1 < 2. (7.71)
Assim, obtém-se
[feosola)), (0] < o} [ duadalexp | 730 0(2) | 6(7) cosla + o(a)
T 2

—|—/duAdaexp JZ@(Z) 2| cosla + ¢(2)]]

z#x
+/duAdaexp JZ‘I)(Z) 2| cosla + ¢(2)]] ¢ , (7.72)
z#x
ou definindo K = sup| cos(a + ¢(x))|,
| (cos 3()), (T, )] < ———— L 36() +2]K/d,uA exp (7300 | b (7.73)
AT Za (e

zZF#x

Novamente, chega-se aqui & impossibilidade de seguir-se com o método de anélise escolhido. Isto ocorre
também como esperado, pois o funcional gerador para este modelo nao é positivo definido e o problema se
manifesta mais uma vez por meio do termo 1/|Z,| o qual novamente é diferente de Z%\ Estabelecido isto, é
possivel delinear o ponto onde as discussoes falharam.

Estas demonstragoes acima, de modo geral, baseiam-se em encontrar relagoes da forma |H| < e(J) * supO,
onde H é alguma funcao local dos campos discutidos e O também. Assim, é necessario que os termos no
numerador e denominador se simplifiquem sem violar as desigualdades que se desenvolvem ao longo da andlise.
Isto ocorria quando |Z| = Z e assim numerador e denominador podiam se simplificar. Entretanto, isto nao
ocorre com a versao complexa.

Finalmente, a abordagem discutida é incapaz de demonstrar o teorema de Elitzur para o modelo com
termo complexo abordado aqui. Além disso, tal resultado leva a crer que falhas também irdo ocorrer para

outros modelos com a adicao do termo e. Assim, nao é possivel afirmar que o teorema De Elitzur foi evadido
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e outras abordagens devem ser procuradas, como fazer-se-4 na proxima secao, entretanto este pode ser um

primeiro indicativo da evasao do teorema.
7.6 OUTRAS ANALISES PARA SISTEMAS COM FUNCIONAL GERADOR NAO POSITIVO

Feita uma discussao dos modelos com o termo ¢, em relagao ao teorema de Elitzur, algumas perguntas
merecem ser contempladas: qualquer demonstracao do Teorema de Elitzur necessita da positividade da
medida? Existe alguma outra demonstracao que nao faca uso desta técnica? Se este for o caso, existe um
critério mais geral? Para responder a estas perguntas utilizar-se-4 um trabalho de Splittorff [6], no qual se
apresenta uma técnica para se verificar a possibilidade ou nao de QES.

Na primeira parte desta andlise, adaptar-se-a a discussao feita na referéncia [6] para o modelo XY a nossa

notacdo. Entdo, apresentar-se-ao seus argumentos gerais®.

7.6.1 Modelo XY

Adotando-se a parametrizacao (7.11) para spin com ¢(z) como varidvel angular, tem-se que a agao serd
dada por (7.12). Todavia, é conveniente se introduzir algumas constantes multiplicativas, de modo a escrever

a agao como

N d
S=K> Y cos(¢(x) — d(x + aft) — B(x + aji, )

z p=l1

N d
+gi2 Z Z cos(B(x,x + av) + B(x + ab,x + av + afi) — B(x + afi,x + aji + a¥) — B(x, x + av)), (7.74)

r p,rv=1

v
onde N é o volume®, d é o niimero de dimensdes e K e g sdo constantes. A escolha da expressio acima para a
agao se deve ao fato dela ser utilizada nas discussoes originais apresentadas por Elitzur em [5]. Para maiores
informagdes a respeito desta escolha se remete o leitor a referéncia [53]. Esta acao é evidentemente invariante
pela transformagao de calibre, equagoes (7.18) e (7.19). Além disso, é real e periddica nos campos. Uma vez

que é real, o peso e~ é positivo no funcional gerador

T d
Za(J = 0) = / [] dé(x) [ d8(x + aji, x)e=5@. (7.75)
Tz n=1

Quando consideradas as fontes, a avaliagao do valor esperado de vécuo envolve um limite duplo. Assim,
adicionando o termo de fonte J para um campo externo F'(¢, A), como feito em (7.13), pode-se escrever o

valor esperado de um operador O(¢, 8) como

5T conveniente ressaltar que a abordagem seguida em [6] parece carecer do mesmo rigor das andlises do Teorema de Elitzur
feita por outros autores, incluindo o préprio Elitzur.
SE usual omitir N na soma, ou produto sobre os sitios.
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d

1 ™
(O(¢,B)) = }lgh I\}gnoo ZIN.T) /7T 1;[ do(x) };[1 dB(x + aji, z)e S @R O(¢, B)e!F(@P) (7.76)

O operador O(¢, ) é um operador local cujo valor esperado sob uma 6rbita de calibre é zero. Local significa
que existe dependéncia apenas de um ndmero finito de sitios e links. Uma restricao adicional é que se
considera apenas fontes que sdo nulas sob uma média em uma érbita do grupo de calibre. Além disso, ela é

escolhida de maneira a quebrar explicitamente a invariancia de calibre. Assim, por exemplo, pode-se escolher

d
F(¢,8) = > cos(B(x + aji, x)). (7.77)

r p=1

A proposta acima, é a versao estudada por Elitzur em sua demonstragao. Seguindo a proposta realizada
em [6] é feita uma generalizacao, tal que, assume-se um peso e~ 3(®8) invariante de calibre, porém néo
necessariamente real e positivo. Os campos ¢ e 8 novamente sao variaveis angulares, de modo que somente se
considera fungoes destas quantidades que sdo periddicas no intervalo [—m, 7]. Mais ainda, novamente somente
se considera agoes e fungoes locais, ou seja, elementos onde os termos individuais somente apresentam conexao
com os vizinhos préximos (sitios e links).

Splittorff avalia o valor esperado de cos(¢(y) — ¢(y + a?)), onde y é um sitio fixo e v uma diregao fixa.

Novamente ressaltando, esta escolha nao é essencial. O valor esperado da fungao acima fica dado por

(cos(p(y) — Py + ap))) = }im lim Z(N,J)™!

—+0 N—=o0

8 / " A{$}d{B}e 5GP I T B cos(gy) — oy + ad)),  (1.78)

—T

onde

d
d{¢} = [Jdo(@) e {8} =]]I] B +ap.x). (7.79)

x p=1

Em ordem de se avaliar (7.79), procede-se realizando a seguinte mudanca de varidveis de (¢(x), 8(x + afi, x))

para (¢(z),l(xz + afi,x)) onde

Wz +afi,x) = ¢(x) — ¢(x + 1) — Bz + afi, ). (7.80)

A acfo é somente uma fungao de I(z + afi, ) devido a invaridncia de calibre. O Jacobiano é independente
dos campos e se cancela entre o numerador e o denominador, quando se avalia o valor esperado. Portanto,
(cos(p(y) — ¢(y + av))) fica dado por

(cos(d(y) — d(y +av))) =
lm L [d{l}e=5O [d{g}e? T cosllotaina)=s@r+e(e+ai) cos(b(y)) — p(y + ap))
TN [ d{l}e=50 [d{p}e’ T cosUlatair)=o(x) +o(eFai) :

(7.81)

Entdo, devido & escolha da fonte a expansao de e’ 2w.u oS (@tai2)=¢(@)+¢(z+ai)) o denominador leva a
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auséncia de termo linear em J, enquanto no numerador a expansio de e’ 2=z, ©08((@Fat2)=¢(@)F(+ai)) oyq

a

/ " d(@)dd(o + afi)e” Den oD L) og(b(y) — 3y + an)) = J2n° cos(U(x + afi, 7)) + O(J%). (7.82)

-7

Assim, para J pequeno se encontra

<cos(¢>(y) - ¢(y + af/))> = lim lim J/Qfd{l}e—s<l) Cos(l(y +ai, y))

J—0 N—o00 [d{i}e=50 +0(J?). (7.83)

Se =5 ¢ uma funcdo positiva e real entdo pode ser usado que | cos(I(y +aji,y))| < 1 para mostrar que para
todo N e J

J/2[d{1}e=5W cos(l(y + ajt, y)) _ J/2Z(N,J)

Ta{ie S0 SN (7.:84)

O limite N — oo no lado direito é trivial, de modo que (cos(¢(y) — ¢(y + ai))) passa a desaparecer linear-

mente com J. E o mesmo é verdade para os termos de ordem superior em J.

—s(1)

Se e néo é positivo, ndo é possivel chegar a tal conclusdo. Retornando & expressio (7.83) e realizando

a integral sobre todos os I(x + afi,z) com x # y e u # v, tem-se

J/2[™ di(y, ad) f(l afi,y), N)cos(l afi,
(cos(d(y) — oy + ap))) = lim lim 2 JoxdH:y+ a?) [y + afy ), N) cos(lly + ai,y))

2
J—0 N—oo Ja{i}e=51®) +0(J7), (7.85)

onde

Ffl(y+afi,y),N) Hdl(m + afi,z)e 5O, (7.86)

TF#Y
nFEV

O tnico requerimento imposto & funcao f(I(y + afi,y), N) é que a mesma seja periédica em I(y + afi, y).
Deste modo, a invariancia de calibre e a periodicidade nao excluem, por exemplo, solugdes da forma f(I(y +
aft,y), N) = % +cos(l(y + afi,y). Neste caso, o limite de N — oo em (7.85) ¢ infinito (note que o numerador
é maior que o denominador por um fator de N). Portanto, os limites levam & possibilidade de um valor
esperado de vacuo nao-trivial. Este exemplo ilustra que a invariancia de calibre sozinha nao é suficiente para

levar a um valor esperado de vacuo nulo.
7.6.2 Proposta Geral

Admita uma funcao de calibre, O(¢, 8), local, limitada e periddica que é nula sob uma média em sua
6rbita do grupo de calibre. Considere também uma fonte geral, F(¢, 3), limitada e periédica. Partindo da

definigdo (7.76) e expandindo até a primeira ordem em J se obtém

<O> = lim lim Jf:f H%M di(z + aﬂ,x)efs(l)g(l)

J—0 N.—m ffﬂ d{l}d{p}e=50) + ijw d{Iye—SOF(1) + (’)(J2), (7.87)



107

onde

o= [ Tl ao)Fo.006.0 (7.85)

F(l) = [ ! [[zds(z)F(¢,0). (7.89)

Agora, tém-se duas possibilidades: ou se tem um termo linear em J no denominador ou nao. Na presenga

de termo linear, provado que

i IT_dl(x + aji, x)dg(z)e 5D
N oo [T _di(z +api,x)e=SDF(I)

=0, (7.90)

pode-se largar o primeiro termo do denominador da expressao (7.87). Assim, os termos de J se cancelam e

o valor esperado de vacuo passa a ser dado por

(7.91)

Uma vez que os fatores de J se cancelaram explicitamente o valor esperado de vacuo é potencialmente
nao-nulo.

Na auséncia de termo linear em J se requer que

i f:r di(z + afi, 2)dp(z)e5"
N [T dl(r + aj )50 g(l)

=0, (7.92)

em ordem de se obter um valor esperado de vdcuo néo nulo. A propriedade (7.90) ou (7.91) que sdo caraterfs-
ticas necessérias em ordem de se obter um valor esperado de vécuo nao-nulo de (O) apresentam um significado
fisico direto: As razodes definidas representam o inverso do valor esperado de vacuo de F' e g respectivamente,
medidos na auséncia de uma fonte externa. Uma vez que F' e g sao fungoes de calibre arbitrarias, periddicas
e limitadas, pode-se formular a seguinte proposta [6]: se todo operador invariante de calibre local e limitado
tem valor esperado de vécuo finito quando medido sem fonte externa entdo a quebra espontanea de simetria

local é excluida.
7.6.3 Nosso Modelo Teste

O modelo a ser testado é o XY com um termo €. A acdo dele é dada por (7.74), que é equivalente a acdo
(7.12), as diferencas residem na escolha de constantes.

O valor esperado de um operador f é dado a menos de mais um termo de fonte para , o campo de
calibre, por (7.31):

(n 10 = 5y [ dmmexp {JZ F(@() - 5 () - v>2} s (7.31)

z€A zEA
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com o funcional gerador definido por (7.32). Assim, tem-se que o valor esperado de vicuo, a menos de

algumas constantes que foram descartadas ou reescritas, fica dado por

(fla (K, Je) = m/dlh\exp {(K+iev)z < :zizgg ) +JZcos(ﬁ(x+a,a,x))} f, (7.93)
onde Zp (K, J,¢) é
Zn(K, J,€) = % /duA exp {(K +iev) Y ( COSd’Ex; ) +73 " cos(Bla + aﬂ,x))} . (1.94)

Z(0,0,¢€ sen ¢(x

Assumindo f como cos(¢(y) — ¢(y + aP)), uma fun¢do dependente de calibre local, periddica e limitada,

comega-se a aplicar as ideias desenvolvidas anteriormente, primeiro fazendo a mudanca de variavel (7.80):

(cos(e(y) — d(y + a0))), (K, J,e) =

ST L d6(@)dl + aft, )50 exp {(K +iew) T, ( :ijg; ) I 5, cos(le + afi,x) — $(x) + oz + aﬂ))} cos(6(y) — B(y + a?))
(7.95)
7 T, dd(@)di(x + aft, 2)e=S@D exp {(K +ien) 3, ( :jjj,ig ) + I, cos(l(@ + aji, ) — ¢(x) + Sz + aﬂ))}

Expandindo a exponencial que contém os termos de fonte (até primeira ordem nestes) se obtém

) 1L, dé(@)di(z + aj, x)e 5O cos(o(y) — ¢y + ap)) + G(1)
eon() = oty ari (4.0 = T L do(@)di(z + afi, 2)e=50 + F(0) » (7.96)

onde

G(1) = / " dfgpafire SO {(K +ier) S < 08 () ) + 73 cos(l(x + afi, ) — d(a) + dla + aﬂ))} cos(d(y) — @y + an)) (7.97)

- sen ¢(x) —

F() = / " a{gya{te 50 {<K+z’ev>z ( cos ¢(z) ) + 73" cos(l(x + afi, ) — $(x) + d( +am)}v (7.98)

— sen ¢(x) —

O primeiro termo no numerador de (7.96) é avaliado por meio de

[ Tt +anae® [ T] dote) [~ dotw)doty +ap) fcos 6(u) cos oy +ap) + sen (y) sen o(y + av)] (7.99)

T x,p zH#y
rEy+aj

e, portanto, é zero. Assim, fica-se com
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(os(010) — 0+ 091 (K. ) = s P (7.100)

E conveniente se reescrever G e F como

g(1) = /_ " a{ne SV e F() = /_ " iy SO (), (7.101)

onde

Ga) = [ {4} {(K +ier) ( cos ¢(x) ) + 73 cos(i(x + afi, @) — $(x) + dla + aﬂ))} cos(¢(y) — p(y + ap)) (7.102)

sen ¢(x) —

o= [ afo) {(K Fie) Y ( covo1e) ) 'Y cos(i(a +ajt.x) — o(z) + o(a + am>} (03

sen ¢(z) "

Ir-se-4 primeiramente avaliar F'(l) considerando seu primeiro e segundo termos individualmente. O pri-

meiro termo é dado por

S do(@)cosp(z) \ _ [ 0O
(K + iev) Z/ Zl;de(b ( ™ dg(x) sen o(x) ) = ( 0 ) . (7.104)

O segundo termo pode ser avaliado por meio de

cosl:cx+au/ do(x) cos ¢p(x /dgb + ajt) cos d(x + aji)

N ERIRE

Z¢y+au

+senl(z,x + afi) /Tr do(z) sen ¢(x) /7r do(z + afi) cos p(x + afi)

-7

—senl(z,z + afi) /W do(x) cos p(x) /7T do(x + afi) sen d(x + aji)

+cosl(x,z + afi) /Tr do(x) sen ¢(x) /j do(x + aji)sen p(x + aji) |. (7.105)

—T

Finalmente, F(I) = 0 e, portanto, F(I) = 0 também. G(I) também seré avaliado considerando-se seu primeiro

e o segundo termos individualmente:
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cos ¢(x)
(K + do(
- I;;;ﬂ”/m zégg;u ¢ < Sen¢%x) )

<[ " do(y) cos b(y) / " d(y + ap) cos oy + av) + / " do(y) sen o(y) / " d(y + ajy) sen $(y + ab)

™ COS2 ™
+(K + iev) / H do(z l/_ dqb(y)( (b(y)( ) >/_ do(y + afi) cos ¢(y + av)

cos ¢(y) sen o(y

Ay
r#y+af
+ [ ) dé(y) < o fe(z)(;e(n;b ) > [ ) do(y + afi) sen ¢(y + air)
. cos? ¢(y + aji)
+(K+zev)[ Il;[y do(= l/wdd) +ap) ( cos ¢(y + afi) sen ¢(y + aft) > [wd¢ ) cos 9y
zFy+ap
T [ coso(y +aji)send(y + aji) "
+ /_ _doly + ai) ( e (s 4 o) ) /_ _d(y)sen ¢><y>] (7.106)

é a contribui¢do do primeiro termo e é claramente nula. A contribui¢ao do segundo termo é dada por

hH=J Z /_7T d{¢} l cosl(x + afi, x) cos ¢(x) cos p(x + afr) cos p(y) cos p(y + afi)

+senl(x + aft, x

—senl

) )
+ afi, z) cos ¢(x) sen P(x + aji) cos d(y) cos p(y + aji)
) )
z ) )

(z ) (

(z ) cos ¢(x) (

+cosl(xz + afi,x) sen ¢(z) sen p(x + afi) cos d(y) cos p(y + aji

+cosl(x + afi,x) cos p(x) (

+senl(z + afi, x) sen ¢(x) cos p(x + afi) sen ¢p(y) sen p(y + afi
(z ) ) sen ¢( ) ) sen ¢(

(
—senl(x + afi, z) cos ¢(

+cosl(z + afi, x) sen ¢(x) sen p(x + aji) sen p(y) sen ¢(y + afr) |, (7.107)

que somente contribui quando z = y e u = v, pois para os demais casos a integral é nula. Finalmente, o
resultado é G(I) = (2)N =1 (m)NJ cosl(z + afi, ). Assim, fica-se com a seguinte expressio para G(I) e F(l),
respectivamente:

G(l) = (2)N—1(7T)NJ/_7r d{iye W cosl(z + afi,z) e F(I)=0. (7.108)

Substituindo o resultado acima em (7.100) se obtém
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QN mNT [T _d{1}e=5D cosl(z + afi, x)
S T, de(x)d{i}e=50
N mNT [T d{1}e=3W cosl(x + afi, )

- G 7 a0 . (7.109)

(cos(@(y) — ¢y +av))), (K, J.€) =

Tomando o limite N — oo e depois J — 0 se encontra (cos(¢(y) — ¢(y + a))) = 0, de modo que nédo
hé quebra de simetria. E possivel tentar a andlise com outras funcoes, contudo o resultado serd o mesmo.
Todavia, isto nao significa que a proposta deva ser abandonada, pois na versao mais completa com simetria
de calibre se adiciona um termo de campo auxiliar, o qual por exemplo na abordagem com o grupo U(1) é

— .
e B(z)A)(Us — Uy ). (7.110)
T,
O correspondente termo para o grupo SO(2) discutido aqui seria algo da forma - | B(J;)A}i sen B(z+af, ).

A questdo é que quando implementada a transformacao (7.80) se encontra

S B(a) [sen[qs(a: +ajt) — §la +2aji) - Bla + ajt,x + 2a)] — senfd(z) — o + aft) — Bx +aji,a)]|. (7.111)

Observando a expressao acima fica evidente que ela depende de ¢ e, portanto, deve entrar na definicao de
F e G. Uma vez que que nao é adequado expandir este fator descartando termos, segue que é inadequado a

utilizagao dessa abordagem para a analise desse caso.
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8 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, foram apresentados os conceitos basicos de teoria de campos em rede, como a construgao
do gerador funcional para modelos com simetrias globais até modelos com simetria de calibre. Deu-se,
também, um destaque ao processo de tomar o limite do continuo, o qual foi importante para se avaliar a
técnica de mapa dinamico em rede.

Seguiu-se entao com uma apresentagao geral da técnica de mapa dinamico, discutindo os conceitos e os
elementos necessérios para a sua utilizagao, tais como representagoes unitdrias nao-equivalentes e a translagao
bosonica. Implementando esta ferramenta, discutiu-se um modelo com simetria de translacao global, onde se
langou mao do procedimento associado a prescricao € como método de remogao da ambiguidade do gerador
funcional. Também foi verificada a sua contra-parte em rede.

A utilizagao da prescricao € é conveniente, pois introduz um termo complexo no funcional gerador e
como apresentado na introducgao e discutido no capitulo do teorema de Elitzur, termos complexos evadem o
teorema de Elitzur e uma nova analise deve ser implementada de forma a verificar a possibilidade ou nao de
ocorréncia de quebra espontanea de simetria. No capitulo 7 deste trabalho, onde discutiu-se sobre o teorema
de Elitzur, foi apresentando seu enunciando, assim como a sua demonstracao para modelos compactos,
entretanto salienta-se que este pode ser verificado para outros modelos que nao satisfacam algumas das
hipé6teses levantadas.

Utilizou-se, entao, o teorema de Elitzur enunciado e as técnicas utilizadas em sua demonstracao para
se estudar alguns modelos com funcionais geradores nao positivos definidos, onde o elemento imaginario é
introduzido pela prescrigdo e. O resultado obtido é que foi impossivel aplicar as técnicas utilizadas no teorema
de Elitzur para este funcional gerador, e é natural concluir que ele evade o teorema de Elitzur. Neste caso,
seguiu-se com a andlise apresentada por Splittorff, onde entao, encontra-se que valor esperado de vacuo é
nulo, e novamente a quebra espontanea de simetria de calibre nao é possivel. Entretanto, ainda nao se
descarta completamente o procedimento i€, pois o funcional gerador mais completo como apresentada no
capitulo 6, apresenta um termo de fixagao de calibre, em termos de um campo auxiliar B(z), e este termo
torna as técnicas apresentadas por Splittorff inadequadas. Assim sendo ainda existe a possibilidade de quebra
espontanea de simetria.

No capitulo 6, apresentou-se o modelo com simetria U (1) local mais o termo da prescri¢ao ie. Utilizou-se
esse modelo para exemplificar a quebra espontanea de simetria local por meio do mapa dinamico. Entéao,
seguiu-se para o seu correspondente em rede, o qual é um dos pontos chaves deste trabalho: aplicar a técnica
de mapa dindmico por meio da prescrigao ie para a construcao da quebra espontanea de simetria local em
rede. Esta etapa é a que fornece o modelo analisado no Capitulo 7. A adaptagdo em rede se utilizou de
diferentes técnicas de aproximacoes para o calculo das fungoes de correlacao e do mapa dinamico, entre estas,
a aproximagao de campo fraco e de a<1l. O que se observa é que somente no limite a<1 para todos os
campos os resultados sao mais plausiveis e interpretaveis.

O capitulo 6 encerrou com uma discussao a respeito do teorema de Haag sobre representagoes de interagoes.
O ponto chave é um consequéncia deste teorema que leva a necessidade de representagoes unitarias nao
equivalentes das relagoes de comutacao candnicas e como a existéncia de infinitos graus de liberdade levam
a este tipo de representacao. Combinado estes pontos cruciais com o fato do teorema de Haag precisar da
invariancia de Poincaré para sua demonstragao, apontou-se que ele é evadido em rede. Neste caso, as teorias

em rede nao tem motivo para utilizar representacoes unitarias equivalentes, uma vez que a simetria que levou
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a elas no continuo, nao existe em rede. O que é uma justificativa adequada para que a técnica de mapa
dindmico somente se apresente razodavel em rede no limite termodinamico, uma vez que esta depende da
existéncia deste tipo de representacao.

Conclui-se assim, que apesar da técnica de mapa dindmico provavelmente nao ser adequavel de maneira
completa em rede, a prescrigao ie mais o termo de fixagao de calibre com campo auxiliar podem fornecer

uma maneira alternativa para a descrigao de quebra espontanea de simetria local em rede.
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APENDICE A - A REGRA DE LEIBNIZ EM REDE

A operacao de derivada em rede nao apresenta todas as propriedades de sua contraparte continua, uma
destas é a regra de Leibniz. Porém, antes de demonstrarmos tal fato vamos verificar o significado da regra
de Leibniz. E notério que a invariancia da agdo continua frente a variacoes de simetrias infinitesimais no
espago-tempo utiliza-se da regra de Leibniz para sua demonstracdo. Contudo, tal regra nfo existe em rede.
Tal fato jé era esperado, uma vez que a rede em sua formulacdo j4 ndo apresenta essa invariancia. Agora,
pode-se provar que independentemente da derivada construida em rede, nenhuma satisfaz a regra de Leibniz.

Considere o conjunto de fungoes em rede, f : A — C, formando um espago vetorial e qualquer derivada
na rede D (um operador linear neste espago). Definindo o operador linear D : map(A,C) — map(A, C) que

satisfaz a regra de Leibniz

com f - g denotando o produto de fungbes no mesmo ponto, isto é, f-g = f(x) - g(x) = (f - g)(z), tem-se
que D = 0. Para demonstrar esta afirmagao, faz-se uso de uma representacao, ou seja, nés identificamos a
funcdo na rede f : A — C™ como a componente = do vetor (f(z))z=1,... nn, onde N é o nimero de sitios em
uma dire¢do, e N* é o numero total de sitios na rede, e o operador linear D com a matriz N* x N* D(x,y)

ou seja,

zEA

A regra de Leibniz pode ser escrita como

Y Dl@,m)(f(m)g(m)) = g(x) Y D(w,m)f(m) + f(x) Y D(x,m)g(m). (A.3)

m m

Uma vez que esta expressao ¢é valida para qualquer que seja f e g, pode-se fazer uma escolha particular,
por exemplo, f(m) e g(m) igual a zero para todos m # j e para m = j, f(j) = g(j) = 1 assim, a equagéo
(A.3) torna-se

9(@)D(x,§) 1) + f (@) D(, )9 ()
9(@)D(w, )1 + (@) D(x, j)1
26(2,§)D(x, j)1.

>
~
8
<.
=
~
~
—
<.
=
Q
—~
<
[E TN
= =
[ |

Desta tltima linha segue D = 0. Observe que D(z,j) é um vetor, enquanto g(z) e f(x) corresponde a
componente = do vetor (f(z))g=1,... n», € finalmente o dltimo zero também é um vetor. O resultado final é
que todas as componentes da matriz D(z,y) sdo nulas, e a expressdo acima varre linha a linha desta matriz.
Concluindo D = 0 e as derivadas definidas para frente e para trds também satisfazem essa condigao. E
possivel existir para uma dada derivada subconjuntos do nosso conjunto de fungoes na rede que satisfazem

a regra de Leibniz, todavia estes nao sao de interesse por serem muito restritivos. Essa discussao nao é
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adequada para o continuo por levar a necessidade de fungoes mal definidas.



APENDICE B - ALGUNS ELEMENTOS DE TRANSPORTE PARALELO

Considere um transporte paralelo atuando em ¢(x):

Logo,

O(y) = U(rya) ().

WU (7ya) b ().

AU (rye)A™ (@) A(2)$()
(WU (rya) A" (2)¢ (2)

U'(1ye) ' ().

Portanto, a forma funcional do transporte paralelo ndo muda com uma mudanca de referencial.

Agora, admita uma transformacao de calibre atuando no transporte paralelo entre x e = 4 dz:

U(Terdaz,z)/ - A(x + dl’)U(TIerz,I)Ail(x)'

120

(B.3)

Sabendo que as expressoes acima diferem da identidade apenas infinitesimalmente e descartando termos

de ordem superior a um em dzx, tem-se

1— A (z)dz" = [Ax)+ OpA(z)da"][1 — A, (z)dx" A ()
= [A(@) — AM(z)Au(z)dz" + 0, A(z)dz" A~ (2)
= [A(@)A(z) — A@) A (@) A (2)dat + (0, A(z)) A~ (z)dzH]
= 1 A@AL@)A @) — (BuA@) A @) (B.4)
E, = 0,4, -0,A,+[A,,A)]
= O (AA AT — (B,M)A™) — O (AAL A" — (OMA™) + [AA A — (OA)A™H AA AT — (9, M)A
= [(0,M)A, — (O, N)ALJAT + A[A (0, A1) — AL(B,A™H)] — (0,A) (9, A7) + (9, A) (O, A7)
—g A (O M)A + (B, M) A AT — (9,A) A AT+ AA AT (@, M)A + (9,A) A9, A)A
—(0, M)A (9, M)A
= AF, A+ AA(OAY) — AL (0,A™ )] — (0N (0, A1) + (0, M) (B, A1) — AA, AL (O, M)A
+AA AT O M)AT + (9, M)A HALANAT = (9,A)AH (9, M)A (B.5)

Usando, agora, que
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O,(A™Yy = A" o,M)AT, (B.6)
na expressao (B.5), encontra-se que
F, () = Mz)F, A (2). (B.7)
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APENDICE C - TRANSFORMACAO DE BOGOLIUBOV
A TRANSFORMACAO DE BOGOLIUBOV: TRANSFORMACAO UNITARIA NAO EQUIVALENTE

Discutir-se-4 a transformacao de Bogoliubov para campos bosoénicos. Para tal, considerar-se-4 um exemplo

com dois modos diferentes a e b. As relagoes de comutagao canonicas para ag e by sao dadas por

[a]}"a;‘} = [bEvb;‘] = 53(7;—137» (C.1)

com todos os outros comutadores nulos. Denote por H[a,b] o espaco de Fock obtido por aplicagdes dos

operadores de criagao a% e bTE no vacuo definido por

az|0) =0 = bz |0). (C.2)

‘Hl[a,b] é uma representacao irredutivel de (C.1), ou seja, o espago H[a, b] fornece uma base para a construgao

de uma representacdo de (C.1). Considere a seguinte transformacio de Bogoliubov:

g = agcosh O — bl _sinh 0,

B = by cosh 6 — a! _sinh ;.

Tal transformagao é canonica, pois preserva as relagoes de comutagao (C.1):

log, al] =0(k—§) e [B; 81 =d(k-p), (C.5)
e todas as demais relagoes de comutagao entre os as e os s sdo nulas. Os novos vicuos sdo definidos por

ag(0)10(6)) = B(0) 0(9)) =0, (C.6)

onde o espaco de Fock H[«, 3] é construido por aplicacdes de af e T em [0(f)). Uma vez que a transformacao
de Bogoliubov é candnica, o espago H[«, 8] também é uma representagao irredutivel de (C.1).

E 1til escrever um gerador para a transformagao de Bogoliubov na forma:

onde

U(6) = expliG(0)]. (C.9)
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Para tal, considere uma transformagao com parametro infinitesimal §6, de tal modo que

ap(00) = ag —b' 00, (C.10)
Br(00) = by — a’ 067, (C.11)
por outro lado,
ag(00) = U(é@)aEU’l(M)
= (1+1iG(60))az(1 —1iG(d0))
= ap +1i[G(00),ag], (C.12)
= (1+1iG(60))bp(1 —iG(50))
= by +1i[G(d9), bz] (C.13)
e, portanto,
i[G(86), a] = —b" 56y, (C.14)
i[G(56), bg] = —a' 56 (C.15)

Uma inspe¢ao na expressao (C.14) e (C.15) junto de (C.5) leva & seguinte proposta para G(8):

G(O) = —i / d*k6zald’ . (C.16)

Porém, G(#) deve ser hermitiano de forma a garantir que U seja unitdrio, e isto é feito adicionando a definigao

de G o conjugado hermitiano de (C.16), o que leva a
GO) =i / d*k6y(agb_ —alb! ). (C.17)
Entao,

0(6)) = U(9)10) (C.18)

¢ avaliada por meio de derivadas funcionais de fy(0) = (0|U(#)|0) em relacao ao parametro 6;:
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S0 = 01U

= (0 |5z exp( /dSE@ (agb_ **bT *a*)> 10)

= (0|U(0)(—apb_p +b' ;al)[0) = (0] (—azb_p + b .al)U(0) |0)
(O U(O)b" -al]0) = — (0] apb_;U(8) [0). (C.19)

Agora, usando que U~1() = U(—0), pode-se escrever!

apb_;U(0) = UOU(-0)a;U" (=0)U(=0)b_;U~'(~0)

= U(H) (af cosh 0y + bif sinh 0f> (b_f cosh 0 + alt sinh Hf)
= U(9) <afb ~cosh? 0p + apay T cosh O sinh 0; + b 7b_pcosh 6 sinh 6 + bT par T sinh? 6 > (C.20)

Portanto,

ﬁfo( )=—{0|U(® )(aﬂa cosh 67 sinh 07 + b' ~al sinh® 0 )|o>, (C.21)
ou
%fo(ﬁ) = —6(0) cosh 0 sinh 0; fo(0) — sinh? 0y (0| U (0 ) qaa |0}, (C.22)

onde se utilizou [af,a;ﬂ] = §(0). Inserindo a relagao (C.19), por meio de dfo(8)/00; = (0] U(G)bifa;ﬂ |0), em
(C.22) se tem

4]

56;

fo(6)(1 + cosh® 6) = —3(0) cosh 07 sinh 67 fo(0), (C.23)
ou simplesmente
——fo(0) = —&(0) tanh 67 fo(0). (C.24)

A solucio da equacao diferencial funcional (C.24) com a condicao de contorno fo(0) = 1, assumindo que §(0)

é uma quantidade finita, é

fo(0) = exp{ - 5(6)/d3klncosh 0;}. (C.25)

Uma vez que o gerador U(f) contém pares de operadores ab e a'bf, precisa-se computar os elementos de

matriz f,,(0) = (0|[a;b_;]"U(6)|0). Assim, toma-se a derivada funcional de f,,(6)

INa expressio (C.18) note que G(—0) = —G(6). Enquanto que U~ (0) = UT(0) = exp[—iG ()], pois G(#) hermitiano.
Portanto, U~1() = U(-0).



s fo®) = (Ollagd_fI"(~azb_p + b7 .a)U(6)[0)
— (0l[agb_g]" T U(9)[0) + (0l[agb_]"b" -alU/(6)[0)
= —far1(0) +n2(8(0)%fn1(0),

onde se usou

lapb_; ]”bT qaq— (bT pb_p+nb"z 15(0 ))( ayap +nal” 5(6))

Agora, estudar-se-4 a férmula de recorréncia (C.26). Para tanto, a mesma serd reescrita como

Para n = 0, tem-se

F0) = 55 fo(0)
l
= 5(0) tanh 07 fo(6).

Para n =1, tem-se

f2(0) = —ﬁf1(9)+(5(6))2f0(9)

- —( 5(0) tanh 0,5(0) tanhy fo(0) + (6)5(6)36Ch2(9f)f0(9)>+(5(6))2fo(9)

= ( (0))%fo(6) tanh® 6 + (63(0))2 fo(6)(1 — sech®6;)
5(0))? fo(6) tanh® 6.

Assim, é possivel ver que a solugdo para a formula de recorréncia (C.26) é

Fn(0,1) = n![6(0)]™ exp ( —4(0) /d?’Eln cosh 6,3) (tanh 6;)".

Finalmente, |0(6)) pode ser escrito como

10(0)) = exp ( 5(0) / d*K In cosh 9;) exp <5(6) / d*F tanh zalb’ k) 0).

Esta expressao pode ser reapresentada observando que

7 1 3= ik-%
i(k) = n)? /d e

de modo que é natural se escrever
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(C.26)

(C.27)

(C.28)

(C.29)

(C.30)

(C.31)

(C.32)

(C.33)
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-, 1
6(0) = @n? x Volume no qual o sistema é confinado. (C.34)

No caso de um volume finito V', por exemplo, uma caixa de lados L;, : =1, 2, 3, com V = Ly L5L3, tem-se a
discretizacdo do momento k com as componentes sendo dadas por
- 27TTL2'

bng= "7 i=1,2,3 ni=0,£1, %2, ..., (C.35)

de maneira que o gerador ao invés de ser dado por U(6) (equacao (C.9), com G(¢) dado por (C.17)) passa a

ter uma dependéncia discreta no momento:

U(6) = exp ( —> Op(agb_g —b" Ea,g)> , (C.36)
E

onde a soma ¢ estendida sob o conjunto discreto de momentos k. Entao,

|0(9)) = exp ( — Z In cosh 912) exp (Ztanh GEaJ]%bTE) |0) . (C.37)
- =

k

Veé-se, assim, que desde que

Zlncoshf),; # 00, (C.38)
E

para um 6; nao nulo, U(f) é um operador unitario mapeando vetores de um espago de Fock em vetores do

mesmo espago. No limite do continuo se recupera uma expressao andloga a (C.32):

V Q - —
16(0)) = exp <— @y / d%lncosh&,;) exp (5(0) / d3ktanh9EaTEbTE> 0), (C.39)

onde d3k = (27)3/V, com o limite representado por

;é (2‘;)3 / 4. (C.40)

Neste limite, quando V' — oo representagoes unitariamente nao-equivalentes serao obtidas. Este resultado

implica que [0(f)) ndo pode ser expresso em termos dos vetores do espaco H[a, b] a menos que 0 = 0,V k.
Portanto, isto significa que um vetor genérico de H[w, 5] ndo pode ser escrito dos vetores de H[a, b]: 0s espagos
H[e, B8] e Hla,b] sao ortogonais entre si. Além disso, é possivel escolher dois espagos com conjuntos de 6
diferentes para a realizacao da anédlise, e encontrar-se-& que H[0] e H[0'] sdo unitariamente ndo equivalentes
no limite do volume tendendo a infinito. Uma vez que os espagos de Fock indexados por diferentes 6’s
fornecem representagoes unitariamente nao equivalentes, tem-se representacoes para as diferentes fases fisicas
do sistema.

Por fim, ressalta-se que o niimero de modos a; e b;; condensados no estado [0(9)) é:

(0(6)[aLag|0(6)) = (0(6)|bLbz|0(8)) = sinh® 6. (C.41)
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CALCULO POR AUTO-CONSISTENCIA UTILIZANDO A TRANSFORMACAO DE BOGOLIUBOV

Considere uma hamiltoniana bosénica exemplo? dada por

H= / d*klwg(alag +bLbp) + vp(agh_p + 0" Lal)]. (C.42)
A necessidade de que a hamiltoniana seja hermitiana implica w; e vj; reais. Assumir-se-4 que w]% > 1/’%. As

relagoes usuais de comutagao para os operadores bosonicos sao dadas por

- =

lag,al] = 6(k — 1), [bz, bl = 6(k 1), (C.43)

com todos os outros comutadores nulos. |0) denota o estado de vécuo pertencente ao espago H aniquilado

pelos operadores az e bz:

GE‘0> =0= bg‘0> (C.44)

H é uma representacao irredutivel das relacoes de comutacgao canédnicas (C.1) e (C.43). Porém, uma vez
que a hamiltoniana (C.42) nao se apresenta na forma de uma hamiltoniana para campos bosonicos livres, os
ag’s e bp’s nao sao os operadores que aniquilam as particulas fisicas. Entretanto, existe uma representagao
das relagoes de comutagao onde a hamiltoniana assume a forma de uma hamiltoniana de campo livre. Para

tal, considere a transformacao de Bogoliubov (transformagao inversa da considerada em (C.3) e (C.4)):

ap = agcosh O + B' sinh 6, (C.45)
b = By cosh 0 + af _sinh 0. (C.46)

Prossegue-se determinando os termos a;%al;, b;bg, agb_r e big“;*:

a%a; = a%a,; cosh? 0 + ﬁ—Eﬁiz sinh? 0 + (a%ﬁig + BT_EO[E) sinh 6 cosh 0y, (C.A47)
bLbe = BLB-cosh? 6= + a za' ~sinh?6; + (BLal - + af _B2) sinh 6 cosh 6; (C.48)
k k Kk k -k~ _k k k —k _ &k k k? :
apb_p = a%ﬁf,z cosh? O + 5;;0% sinh? O + (aEaE + 51;;6712) sinh 6 cosh 0; (C.49)
e
bT_EaE = BT_Ea’T; cosh? Op +apB_i sinh? 0 + (BT_,;B,,; + aEaE)T sinh 6 cosh 0, (C.50)

aj;a]; + bg’bﬁ e a,;b_,; + bT_Ea%:

onde se usou 0 = 6_j. Agora, calcular-se-43

2Esta hamiltoniana pode ser utilizada para descrever ondas de spin em materiais anti-ferromagnéticos. Para referéncias, o
leitor é indicado a consultar o trabalho do Anderson [25], ou o review do Kubo [26].
3E 1til lembrar que:
cosh20p = cosh? 0z + sinh? 0z, (C.51)
sinh20; = 2sinh 6 coshop. (C.52)
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a%aE + b%bg = cosh? 6 (a pog + BTBk) + sinh? @ 0z(6_ kﬂ -+« EaT E)
sinh 26;
+Tk(agﬁjg +B_pag+ Bl L+ a_18) (C.53)
e
agb_jp + b[gaT;g = (apB_g+ Bi}za;%) cosh 207 + (ozl,;ozj2 + 5;55_];) sinh 20;.. (C.54)

Substituindo os resultados (C.53) e (C.54) na expressao para a hamiltoniana (C.42), tem-se

H = /d?’lg [w,; ( cosh? 9,3(@%04,3 + Bgﬁg) + sinh? QE(B—EBT_;; +a« EaT )

sinh20; 4 .
(B + B_gag + fla] a+a_kﬁk)>
+VE<( agB_r +BT daq) cosh 20 + (agoy. +BT zB_p) sinh 20 )] (C.55)
Note, agora, que
/ P wgsinh® 0:(8_p8" -+ a_pal / &k sinh® 0881 + ajal) (C.56)

e que tal resultado é valido para qualquer elemento na expressao (C.56) desde que os termos nao operadores

satisfagam, por exemplo, wy =w_g, vp = v_j e 0 = 0_;. Portanto

H = /d3lg [w,; ( cosh? 9,;(0%04,; + 5,%5;;) + sinh? Og(a,;a% + B,;ﬁ;) + sinh 20§(a£ﬁig + B_,;a,;))
+vg ((agﬁ_,; + BT_EQTE) cosh 20} + (a,ga}f. + ﬁ;ﬁ,;) sinh 29,;)] . (C.57)

Utilizando da relacao de comutagao ﬁgﬁ% = 5;%@3 + (5(6) e a,;a;% = a%a,; + (5(6), pode-se escrever:
H = /dSE lwg ((cosh2 0 + sinh? 9,;)(@}%04,3 + 6;@;) + 26(0) sinh? 05 + sinh 29,3(04%6112 + 6_,;04,;))

+vg ((a,;ﬁ,; + BT_Ea;%) cosh 2605 + (a;a,g + B;EBE) sinh 207 + 6(0) sinh 95)] ) (C.58)

ou
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H = /d3E [(wE cosh 20 4 vy sinh 29E)(a;%a,3 + 5;%5;;) + (wy sinh 205 + v;: cosh 26;) (a%ﬁig +B_pag)
+4(0) (2w;: sinh® 0 + v sinh 95)] . (C.59)

Para que a hamiltoniana (C.59) assuma a forma de uma hamiltoniana livre, deve-se ter (wjsinh20; +

v cosh 20;) = 0, o que junto de cosh? 20; — sinh? 20; = 1 fornece

cosh 20;; = Yk ¢ sin 20; = Uk (C.60)
w2 — V2 w2 —v2
P E Tk
Logo, (wj cosh20; + v;sinh20;) = w% — 1/}%, o qual é convenientemente definido como Er. Enquanto,
(2wp sinh® 0 + v sinh 6;) = w? — v? — wy. Finalmente, a hamiltoniana fica
H = /d?’kE];(a;w% + ﬁ;ﬁg) + /d3k6(6) ( w% — u% — wE> ) (C.61)

a qual se apresenta na forma de uma hamiltoniana livre. Assim, é possivel concluir que ap e B; sdo os
operadores que aniquilam as particulas fisicas. A discussao acima ilustra o calculo por auto-consisténcia.
Além disso, as transformagoes de Bogoliubov ilustram um mapa dinamico, pois relacionam os operadores

fisicos com os operadores de Heisenberg.
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APENDICE D - MODELO COM SIMETRIA DE TRANS. GLOBAL EM REDE

SEM TERMO e

Dadas as definicgoes:

1

Sg = 3 Z[A£¢($H2,

@,p

¢(z) = ¢(z) + A

- % / H dg () exp (; > [Ale@) - Z J(x)¢<z>> ,

N = [T dota)exo (—; Z[A;iwx)]?) .

A condigao de fase estacionaria 6.5 = 0 fornece

i = Z Al g(x ) + Z a'J(x
- Z (AL AL () )+ Za4J
e imediatamente para V¢(x):

—D(x) + J(x) = 0,

cuja solucao formal é

2) = J(y)G(x -

Seguindo o procedimento se faz respectivamente a expansao e a transformagao,

¢(x) = &'(2)+ do(x),
p(z) — ¢(x)+ A

no funcional gerador (4.26):

(4.23 revisitada)

(4.24 revisitada)

(4.26 revisitada)

(4.27 revisitada)



131

= 5 / Hd¢ exp{ — 5 D [AL - Z[Af do(x)]> =Y (AL (@)][Afdo(x)]

T, T, T,

~S I @) @) -3 J(ﬂ«")%(l‘)}a (D.6)

ou ainda

- le/gdd’/("’”) eXp{ - ;EZ;[AWL - ;J(I)G(I - y)J(y)} (D.7)

onde se usou que

> AL (@)][Afgo(x) Z¢ )AL AL 6o (). (D.8)

z,p

Finalmente, parte do numerador do gerador funcional é cancelado pelo denominador, entao

Z[J] =exp{—;zJ(x)G(fv—y)J(y)}« (D.9)

Note que (D.9) é invariante pela translagao (D.5). Dando prosseguimento, calcula-se o valor esperado de ¢(z)

o qual é dado por

J=0

= exp {—;ZJ(x)G(w—y)J(y)} {—ZG(z —y)J(y)}

= 0. (4.28 revisitada)

J=0

Agora, invertendo a ordem das operagoes (D.4) e (D.5), isto é, realizando respectivamente a transformagao

de translagao (D.5) a expansao em torno da solucéo de fase estaciondria (D.4), pode-se escrever:

N/Hd‘f’ exp{ZAf¢ ZJ )ZJ(m))\} (D.10)

e, portanto,

—exp{ ZJ }exp{ —;ZJ(m)G(x—y)J(y)}. (D.11)

Deste modo, tem-se que o valor esperado de ¢(z) é
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— —\ (4.29 revisitada)
COM TERMO ¢

Agora, verificar-se-4 o caso em que se tem a adi¢ao do termo €, o qual comecga pelas defini¢oes:

/qub x)exp {— Z qub Z J(z Z (p(x) — v)g} . (4.30 revisitada)

xT

com

N = /Hdgb x) exp { Z[Af¢ e Zqﬁz + zez vp(x) — Z;ZUQ} (4.31 revisitada)

x

Sp = 5 Z Afd) 24 Z J(z %6 Z *(x) — ie Z vp(x) + %6 Z v?. (4.32 revisitada)
T, T T T

Tomando, entao, a variagao da agao dSg e impondo que esta é nula de forma a determinar as solugoes

que contribuem para a fase estacionaria, tem-se

0SE

=D ALALG(@)6g(x) + Y T (@)o() + %6 Y d(x)d(x)
—ie Zv&b(x)

) (D.12)

ou, simplesmente,

(O —ide)p(x) = J(x) — iev, (D.13)

cuja solucao formal é dada por
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—U—i—ZJ (x—y) =v+g(x), (D.14)

g(@) =Y Jy)Gz—y) e (O—ic)g(x)=J(x). (D.15)

Agora, prossegue-se fazendo respectivamente a expansao (D.4) e a transformagao (D.5):

= N/ch exp{Z[A%( )? - Z[Af¢o( )
= DI @IS0 = I ) = 3T wonle) 5 3
—%ng)g(z) —ieZqﬁ x)do(x +ieZv¢’(x)+ieZv¢o(x)
—S%)ﬂ}. (D.16)

Usando (D.14) e (D.15), tem-se

a = N/Hd‘b eXp{ ZN¢ Zg )AL [ALg(@)]

+> ¢ (@) AL [ALg(x) ZJ —ZJ () = 3 J(@)w
_%Z¢/2($)—%Zg (x —ieZg(a:)v—ieZqS’(m)g(a:)—z’eng’(x)y
S i ko) . o

ou, simplesmente,
i€
SR 71 CEER R e S SPAR)

X exp { -3 S J@)gla) - J(x)v}, (D.18)

onde foi usado que
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I
o

(D.19)

S 6 @O~ ie)g(w) ~ 3 T @)
9@~ igle) = Y I@ge) = 5 D T@(a). (D.20)

Agora, N também deve ser expandido em termos das solugbes que contribuem com fase estaciondria para sua

expressao funcional. Neste caso as solugoes serao dadas por meio de

6Sp = 5{; > A b)) + %Zqﬁ(:{;) —ie Y ve(z) + Z;Z&} = (D.21)

T, T T T

e, portanto, tem-se

(O —ie)p(x) = —iev, (D.22)

cuja solucao formal é

do(x) = v. (D.23)

Logo a expansao se dard por meio de ¢(z) = ¢'(z) + v, e N serd

N = /qus exp{Z[Af¢ “ZW } (D.24)

A forma final do gerador funcional é entao

ZJ —exp{ ZJ }exp{ - ;ZJ(x)G(x—y)J(y)}. (D.25)

Observe que (D.25) ¢ invariante pela transformacio (D.5). O valor esperado de ¢(z) fica dado por

(b)), = Z)exp{ R }exp{—;Zﬂx)G(x—y)J(y)}
- exp{ - Zmu} exp{ 3 I@6 - y)J(y>}
x{—v—;Zmz—y)J(y)}
Y J=0

- (D.26)

J=0

Prossegue-se agora fazendo respectivamente a transformagao (D.5) e depois a expansao (D.4):
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-5 Y 9(@) - >} (D.27)

onde v' = v—A. Em N também existe a troca de v por v’. Segue-se com o desenvolvimento feito anteriormente,

trocando v por v’. Logo, tem-se que o gerador funcional é dado por:

—exp{ ZJ }exp{ ZJ(:E)U'}eXp{ ;ZJ(x)G(xy)J(y)} (D.28)

Substituindo v' = v — A em (D.28), encontra-se

Z[J exp{ ZJ }exp{ - ;ZJ(x)G(xy)J(y)}. (D.29)

Isto é, o gerador funcional dado em (D.25). Imediatamente, tem-se que o valor esperado de ¢(z) é (D.26).

Logo, neste caso o termo € também ird sanar o problema.
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APENDICE E - SIMPLIFICACOES DE ALGUNS FUNCIONAIS GERADORES

A acéo para o modelo dado pela lagrangiana (4.1) muda da seguinte forma sob a mudanga de varidveis
(4.8)

1 1
/d4x <28“s003u800 + 58“30’ o+ ool + Jo + J<p0> ) (E.1)

Utilizando integracdo por partes, descartando termos de superficies e usando que 0%¢q = J, fica-se com

/d4m <;8“<p’ #ap'> +/d4x(Jcp0). (E.2)

Substituindo o resultado acima no numerador do gerador funcional (4.3), fazendo a correspondente mu-

danga na medida de integragao da teoria, e utilizando (4.7), tem-se

20 = exp | [ Bty @Gl )| NN, (8.3

ou, simplesmente,

217 = exp [; / Pudiy) (2)G(x, y)J(y)] . (B.4)

Agora, a acdo do modelo associada a lagrangiana (4.16) muda da seguinte forma sob a mudanga de

varidveis (4.8)

1€

1 1
Sy = /d4x (28%00”@0 + 53"90’%@’ + o0’ + Jo' + Jpo + 5

©F + %90’2 +iepop’ — iepov — iep’v + 226112) (E.5)

Substituindo a equagdo (4.18) com g(z) = [d*yG(z,y)J(y) e v constante, tem-se

1 1 . . .
/d4x<23“98ug + 53“(,0’ o'+ 0 gdu + Jo' + Ju+ Jg + %vz + %g2 +iegu + %@’2 +iegy’ +ievy’ — iegu

—iev? —iep’v + 2267)2> . (E.6)

Utilizando integracao por partes, descartando termos de superficies, fica-se com

L2y Eg2 +iegu + %g@'z +iegy’ +ievy’

1 1
/d4x< - 59829—1— 5(’9”90'8“(,0' — ' Pg+JY + Jv+ Jg+ 5 5

—iequ — iev? — iep'v + 1261)2) . (E.7)
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Observe, agora, que da equacdo (4.17) e (4.18), encontra-se

(0% —ie)g(x) = J(x), (E.8)
e assim, tem-se
— (0 —ie)g+¢' T =0 (E.9)
e
1 5 . 1
- 59(8 —ie)g+Jg= §Jg, (E.10)
o que leva a
Sy = /d4x <;6“<pl o' + %64,0/2 + Jv+ ;Jg) ) (E.11)

A expressao acima é a acao para o numerador do funcional gerador. Para este caso, faz-se necessario
também expandir a acdo do denominador em termos da solucao que produz fase estaciondria. Assim, a acao

do denominador é

1 . .
Sp = /d4x <28#<p8"g0 + %6902 —iepv + Z;v> , (E.12)
cuja equagao de movimento é

(0 —ie)p = —iev, (E.13)

com solugao dada por ¢y = v. Assim, a expansao da acado do denominador em termos ¢ = ¢’ + v, seguindo

os procedimentos utilizados acima, leva a agao do denominador

1 .
Sp = /d4:1: <28ug0'8“<p’ + 22690’2) ) (E.14)

Substituindo a agdo do denominador e a agdo do numerador no gerador funcional (4.14), fazendo a

correspondente mudanga na medida de integragao da teoria, e utilizando g(z) = [ d*yG(z,y)J(y), tem-se

217 = exp (w / d%J(m)) exp [; / d4xd4yJ(x)G(x,y)J(y)] . (E.15)
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APENDICE F - MODELO U(1) GLOBAL - REDE

Utilizando as definigoes:

210.0°) = 5 [ T dota)der @) exo { — S = S (T @)(@) + 6le) ()

x

— i€ Z ¢*(x)p(x) + te Z(v*¢(x) + @™ (x)v) }, (5.47 revisitada)

N = /H do(x)do* (x) exp { —Sp — iez o (z)p(x) + i€ Z(v*gb(x) + ¢*(x)v)}, (5.48 revisitada)

é possivel obter as identidades de Ward-Takahashi do modelo. E, a primeira destas é obtida implementando

a transformacao de simetria global

d(x) — ep(x). (5.46 revisitada)

no funcional gerador (5.47):

x

200 = / [ dé()ds () exp{ — 85— S (@) (x) + e ()" ()

—iey_ ¢"(@)d(x) +ieY (v P(z) + e " (x)v) } (F.1)
x T

onde se utilizou que a agdo (5.45) e o terceiro termo do gerador funcional sdo invariantes pela transformagao

global. Uma vez que o gerador funcional deve permanecer inalterado pela mudanca de varidveis (lembre-se

que o gerador funcional é definido por processo de integracao e veja a transformacao de simetria global como

uma mudanga de varidveis), precisa-se ter % = 0 qualquer que seja a. Logo
0ZJ, J*|a P . " *
OZUTel - S (il (@)0(0) — T@)" (@) — (" 6(x) — 06" (#)) oy = 0. (F2)
a=0 z

Em seguida tome a derivada funcional de (F.2) em relacdo a J* e faga os termos de fonte iguais a zero:
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0 = o S (U @)0() — J(@)6* (@) — (v D) — v ().

(Z) z J=J*=0

= D ( —id(@)d(x, 2) + [<i(T*(2)p(x) T (2) 6" (x)) — (v d(z) — vo* (x))]

x

X (— > 6w)d(y, z)) >
e,N,J
(

Yy J=J*=0
= —i(3(2) oy + ey w (D) —v9*(2)d(2)) n » (F.3)
ou, simplesmente,
(P(2))en = ier (v*¢(x) —vo™(2))(2)) v - (5.49 revisitada)

Realizando as substituicoes (5.4), (5.9), (5.15) e (5.17) em (F.2), tem-se:

Z <(J1(x)x(x) — Ja(x)(x)) — i\/ievx(x)>67N,J =0. (5.50 revisitada)

Atuando com a derivada funcional de (5.50) em relagao a Jz, encontra-se

)

0 = 3J2(2) z <(J1($)X(x) — Ja(z)(x)) — i\f?evx(g:)>€

N, J

T J1=J2=0

= > <—¢(l‘)5(l‘a 2) + (N (@)x(@) = Ja(2)9(2)) — iv2e0x(x)) (Z —X ()4 (y, Z)) >
e,N,J

T Y

J1=J2=0

= — W)y +ivV20 Y (X@)x(2))en (F.4)

x

ou, simplesmente,

((2)en = iV2e0 Y (X(@)X(2)) y - (F.5)

A transformada de Fourier discreta da funcao de dois pontos, o termo da direita da expressido acima, é

XX ey = 33 22T AN D), (F.6)

As discussoes a respeito do termo e desenvolvidas no caso continuo podem ser trazidas para a rede. Deste

modo, é possivel propor a seguinte forma para A, (e, p) :

Z
A = X contribuicoes continuas 5.54 revisitada
X(E,p) pQ(p) + mg( + iEaX + 1 1G 1 ) ( V1S1 )
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onde Z, ¢ novamente a constante de renormalizagdo para a funcdo de onda do campo x. Substituindo a

equagao (F.6) em (F.5), encontra-se

W(2)) y = \/5%61} DN e EIA (e, p), (F.7)

ou,

W(2)) = ﬁ%ev D Ay(ep)e™ Ny e (F.8)

e, portanto,

(¥(2))e n = V2ievA\(€,0). (5.53 revisitada)
Definido, entfo,
() e, n = 0(e), (F.9)
obtém-se
(e) = ivV2evA, (¢, 0). (F.10)

Observe, que esta solucao é equivalente ao teorema de Goldstone, se
0= lim lim o F.11
= ling Jim (9 (F11)

nao é nulo. Isto implica (junto de (5.28)) que m3 = 0 (desconsiderou-se o limite de N e se observou o

resultado em rede finita):

VA ZQv, sem, =0
¥ = lim 9(e) = lim iv22e0——%— = V2 X , (F.12)
e—0 e—0 m3, + ieay 0, sem, # 0
€
Z
b =V20=X, (F.13)
ax

Portanto, resultado andlogo ao continuo é obtido.
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APENDICE G - TERMO DE CAMPO AUXILIAR E FONTE EM REDE

O termo

Z Ju( - Uy ) (6.130 revisitada)
260

no limite do continuo fornece

Upp — 1 +iaegA,(x) e J(z) — a®J,(x), (G.1)

de tal modo que (6.130) se transforma em

i .
" % Z a®J, () (1 +iaegA,(r) — 1+ daeg A, ( Za4J VA, (z) = /d4xJM(x)Au(x). (G.2)
T,
Enquanto, o termo

1

—— > B(z )A (Usp— UL ) (6.131 revisitada)
26() ’ H
@
leva a
_?OZB -U;,) = 26023 < z + 2af,x + aji) — U(z + ajl, )
—U*(m+2a/},x+aﬂ)—l—U*(m—i—aﬂ,x)). (G.3)

No limite de continuo, tem-se que B(x) — a>B(x) e que Aﬁ — aAIJj, onde A/fj é implementada por

Afo(o) = 3 (6l +ai) - 6(a)). (@4)

Com tal procedimento, (G.3) pode ser reescrita como

- i a2B(z)g(1 +iaegA,(x + aft) — 1 —iaegAu(x) — 1 +iaegAu(x + aft) + 1 —iaegA,(x)), (G.5)
0
@

ou
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S0 B) - (Ao + a) — Ayl + o) = 3 a* o)A Ay (2), (G.6)

x,p

0 que é simplesmente

/ A2 B(2)9, A, (x). (@.7)

Assim, as versoes definidas em rede recuperam a estrutura esperada no limite do continuo.
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APENDICE H - DEDUCAO DAS EXPRESSOES (6.139) E (6.146)
DEDUCAO DA EXPRESSAO (6.139)

As mudangas de variaveis (6.125) e (6.126),

p(x) = eNDp(z) e (6.125 revisitada)

Uy, — e~ teoratal)y  picod(@) (6.126 revisitada)

quando implementadas no gerador funcional (6.133),

x

210,81 = 5 [ TIT] Ve dola)do” 1B exp [ -5z 3 (K" (@o(0) + K(@)o" @
- > B)A U= Vi) - o > e U= U2
+ ied” (z)p(x) — ie(@* (x)v + (b(x)v))} , (6.133 revisitada)

fornecem a seguinte expressao para 0 mesmo

~Sg - (z‘e¢*(x>¢(w)

x

2L K]y = % / AU, . dé(x)de* (2)dB(x) exp

_2L B(Z‘)Ai(eiieOMm#kaﬂ)U(l‘ + ala,x)eieoA(m) _ eieo)\(era[L)U* (Jj + aﬂ,x)eiieo)‘(z))
€0

+K*($)€ieo)\(z)¢(l‘) + K(Ji)e_ieo)\(z)(ﬁ*(]})
i —ie, xz+afl ~ ie T ie z+af * ~ —ie T
—EZJ#(x)(e A@HA T (1 4 aft, x)e0NT) — gleoMTFAR T (1 4 gy gr)eie0N@))
w

—ie(e‘ieo)‘(’”)gb* (x)v + eie‘)’\(”"%(x)v))} ) (H.1)

Utilizando o fato do grupo ser abeliano se pode escrever
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ZIJ, K]y = %/dUI’HaM(:E)qu*(x)dB(x)exp

~Sg—_ (z’e<z>*<x)¢(x>

x

e ZB Af ieo(A(z)— >\(96-&-au))U(aj + afi, ) — —ieo(>\(9v)—>\(96-4-a;1))U*(aj + aji, x))
O ) W%( )+ K (2)e N2 (2)

26 Z‘] zeo Az)— )\(z+ay))U(x+a’u x) —e —ieg(A (z)f)\(eraﬂ))U*(x_'_aﬂ’x))

—ie(e "N " (x)v + eieoqu(x)v)) : (H.2)

Além disso, é interessante reescrever o termo com o campo auxilixar B(z) realizando a operagao de diferenga

finita no termo que acompanha B(x), de forma que o novo termo de B(x) seja escrito como

2 ZB (eieo(/\(w+aﬂ)—)\(w+2aﬂ))U(m + 2@/1,‘% + a/l) _ eieo()\(w)—)\(w-&-aﬂ))U(m + a/l,ac)
€0
7eieo()\(m+aﬂ)f)\(x+2a/l))U(x + Qaﬂ,x + aﬂ) + efieo()\(x)f)\(x+aﬂ))U*($ + aﬂ,:z:)).

Portanto, a expressao (H.2) fica

20K = 7 [ dUsudd(e)ds” (@)dB (o) exp{ -0 - 3 |ieo" (0)ole)

_ZL Bx) (ez‘eoumamA<w+2aﬂ>>U(x %z aft) — DN (1 4 i )
€o

—eTteoN@Haf) = XaH20) 7+ (1 4 201, 2 + afi) + eI OA@ @RI (4 4 gy, x))

+K* (z)eieOA(m)¢(x) + K(x)efie())\(z)(b* (ZC)
) : _ A . i _ ) 77 N
5 S (1) (0 C@DNGHINY (5 4 gy, 7) — e MDA+ (3 1 i 7))

—ie(e "N ¥ ()0 + eieo)‘(“”%(x)v)] } (H.3)

Agora, a invaridncia do gerador funcional leva a
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—0= % / dU . ,,d¢(z)d¢* (2)dB(z) exp { —Sg—> [iecﬁ*(:v)cb(w)

T

_ Qi B(x) (eieo(k(r-&-aﬂ)—)\(fc-&-?aﬂ))U(x + 201,z + afi) — el’@o(MI)-Mfﬂ-&-aﬂ))U(m + aji, z)
€0
o

_e—ieo(k(a:+aﬂ)—k(a;+2aﬂ))U*(x + 2a/l,x + aﬂ) + e—ieo()\(z)—k(o:-i-aﬂ))U*(x + aﬂ7$)>

HE@)e ie““””)cﬁ( )+ K (w)e 0 M) g (z)
Z'] eteo(M=)— /\(r+a#))U(gj +aji,x) —e —ieo(A(w)— ’\(”““))U*(x + aji, x))

ie(e N 2o + o)) }

x{z[

% Z Bl ( ieo(\(a+ai) ~Nw+2000) (je) (8(z + ajt, u) — 3w + 2afi, u))U(x + 2af1, @ + aji)
€o
A ) 50 1) — 3o + ) U+ s )
—eteo Mol =A@ (_jeg) (5(x + aft, u) — 6(z + 2aji, u)) U (x + 2aji, 7 + aji)
e 0N A (_ieg) (8(a, u) — 3(x + aji, u))U* (z + afs x>)
[K*( )@ (a)ico + K (a)e N ¢* (a)(~ico)|d(a, u)

"3 ZJ <”°“ A (je0) (8(z, u) — 3z + afi, ) Uz + af, z)
0

—e 1N (—jeg) (6(x, u) — 6(x + aft, u))U* (z + af, x))

iele™ieN@) 6 (o (—ie0)3(, 1) + "N () (i), u)]] } (H4)
A=0
Realizando a soma sobre x para o termo B(z), tem-se
= Z ( u—ap)U(u+ afy,u) — B(u — 2ai)U(u,u — aft) — B(w)U(u + afi, u)
B — Ut — o)+ Bl — U (u + ot ) — Bl — 2ai)U° (w0 — af)
~BU ) + Blu— )0 (1, ai) ). (11.5)

ou

Z ( —U(u+ afi, u)AZB(u) +U(u,u — aﬂ)AfLB(u —afi)

N | =

-U*(u+ af, u)AfLB(u) +U*(u,u— a/l)AZB(u — aﬂ)), (H.6)



ou ainda

% > ( — AL[ALB(u)U (u + afi, u)] — AL [AP B(u)U* (u + af, u)])) .

Finalmente

N |

> (- AALB() W+ U2,

Para o termo de fonte J,(z) tem-se que a realizacdo da soma sobre z fornece

% Z (Ju(u)U(u +aji,u) — Ju(u —ap)U(u,u — ajt)

+J,(w) U™ (u+ aft,u) — J, (v — ap) U™ (u,u — aﬂ)),

ou

M| —

2

(Azwu)U(uma,u)] AL () (u + a, )1),

ou, simplesmente,

N |

> ( YUy + U{j“)]>

Os demais termos sao imediatos, de forma que a expressao (H.4) fica

<; Z (AZ[AZB(U)(Uu,u n U{jﬂ]) _ %Z (AZ[JM(U)(Uu,H + Uff,uﬂ)

— ieo(K™(u)g(u) — ¢* (u) K (u)) — eeo (v d(u) — ¢*(U)v)> =0,
e,N,J,K

DEDUCAO DA EXPRESSAO (6.146)

A invaridncia do gerador funcional pela transformagao B(xz) — B(x) + \(x) fornece

146

(H.7)

(H.8)

(H.10)

(H.11)

(6.139 revisitada)
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1 *
2l K] )= Ba)ytr@) = N/de,uCkb(w)dﬂﬁ (z)dB(z) exp [—SE -> (
_260 E B(m)AH(UI,H - Ux,p,) - 2¢0 E'u )‘(‘r)AH(UZ,H - Uz,,u,)

12

FE (1)) + K (2)6" (x) — 2— S (@) Uy — UZ,)

+ie|lp(z) — v|2>] (H.12)
e, portanto,
0Z[J, K| i 7 .
) =0= o S (6 w) AL (Un,y — UsiDe oy (H.13)
A=0 T p
ou, simplesmente,
S AN Uiy = Ui D) i =0 (6.146 revisitada)
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APENDICE I - DEDUCAO DA SUBSECAO 6.2.3

Dadas as definigoes

(Bx)x(¥)en = % > e PEAG, (pe), (6.157 revisitada)

p
(B(x)Gyo) y = % > e PE Apg(p,e), (6.158 revisitada)

p
(B(x)B(y))e ny = % > e P App(p,e), (6.159 revisitada)

p

e
> (AaLE@R)) o () B 9) = i Beveo (VX)) (6162 revisitada)
p 3
é ; <AZ[AZB(SC)]G;,,V>EVN — AL (3(x,9))e.nv = —V2e0 (X(2)Gyu) v » (6.163 revisitada)
Y (ALGuux(y), =0, (6.164 revisitada)
2“: (A GuuGyo), =0 (6.165 revisitada)
p

Z Z < (A” AL B )]> (AZ[AZB(:E)]>>

Prossegue-se substituindo (6.154) e (6.157) em (6.162), assim, tem-se

= i\@eeovz <Ai’,[Af’,B(y)]X(x)> . (6.166 revisitada)

&N e,N

1 —ip(x— —ip(x—
ﬁZZ[Aﬁ(w)AZ(x)]e P Ay (py€) + €od(e 426 ple=y)

_\[eveol Ze_“’(w YA, (pe), (I.1)

onde se usou a defini¢ao (F.9).
Sustituindo ¥(e) = iv/2evA, (€,0) (definido em (F.10)) em (I.1), encontra-se

~ . . Z
— P2 (pu) Ay (p, €) + eiv2ev A (¢,0) — \/ﬁeveozm =0, (1.2)
ou
Z Z
—p? A 2e1 X _ X = I
P (pu) Ay (py €) + egvv/2ei o " 20 tiean) = (1.3)
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ou ainda

B eo0p?(p)
A ) = G2 0) + ] (14

onde foi utilizado (6.156). Deste modo, tem-se a seguinte estrutura para a fungao de dois pontos (B(z)x(y)):

T — lim i e—ip(x—y) 6017P2(p)
\Blalxh) =1 [NLL zp: P2 (Pu)p? (p) +ieay] | (1.5)

Antes de substituir (6.158) em (6.163) observe que nao se conhece (x(z)Gy,u), y; todavia sabe-se que
Do <A£Gu,uX(y)>6 y = 0 (6.164). Deste modo, inicia-se tomando a diferenga finita AJ(y) da expressio

(6.163) junto da soma sobre v:

- ZZ <A” (AL B @) ALy > ~ S AL WAL @) en = V20 Y (@A (1) Cyu) - (L6)

Logo,

; ZZ <N’ A}, Ba A£<y>Gy,u>E AL WALB )y =0 (L7)

Substituindo (6.158) em (1.7) ter-se-4

— Z Z AL (@)AL () 3 AL e PV Ang(p,€) — - 30 S ALW)AL e PEY =0 (Lg)

Do apéndice L, tem-se

—7(p,) ZN TPV Apg(pe ZZN Je~ =) =, (L9)

enquanto os termos >, Af (y)e=PE Y e 3~ Af(y) AL (2)e~P(*7Y) sdo dados no apéndice L, equagdes (L.14)
e (L.19):

N4Z e L) 0,)id(p) Asa(p.) = 07 3¢V (), (1.10)
260
Apa(p.e) = =505 (L11)

. 2
(B(x)Gy,v) = lim ~i Ze‘”’("‘_y)i . (I.12)
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Entéo, resta apenas determinar (B(z)B(y)), y substituindo (L.5) e (6.159) em (6.166):

1 30 S IAL@)AL ) Y IAL WAL Y Aps(p, )

w

= i\/ieve()% Z Z[AZ(%)Aﬁ(x)]e_ip(m_y)ABX(p, €). (I.13)

A diferenga finita em = pode ser calculada usando o resultado do apéndice L (trocando p por v), Enquanto
a derivada em relagao a y pode ser calculada usando, também, o resultado do apéndice L, porém, trocando

p por —p. De tal modo que se obtém

P2 (pu) P (—pp) Apa(p, €) = —iv2eveop” (py) = 07" (p) . (I.14)
g ’ 7 (pu) [0 (p) + i€ay]’

ou

2

— iVZeve eo¥p”(p)
Aa(p: ) = —iV2eveo sy Sty ) T iean] (L.15)

Deste modo, encontra-se que (B(z)B(y)) serd dado por

(p) + ieay]

x = lim 1 e~ PE=Y) [ _iv/2eve eop”(p)
(B(@)B(y)) = 1 lN“Z ( Vacveo O )] (L16)
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APENDICE J - DEDUCAO DA SUBSECAO 6.2.4

Utilizando-se das definicoes

Xu(z) = ag + a1 Xin () + a2pin(x) + asbi,(x) + a4 Z A}:Gm(x + afi, x), (6.171 revisitada)
w
pr () = bo + biXin () + b2pin () + b3bin(x) + bs Z Al Gin(x + ajt, @), (6.172 revisitada)
o
Bp(z) = co + c1xin(z) + c2pin () + c3bin () + ¢4 Z AfLGm (x + afi, x), (6.174 revisitada)
“w

Gu(z+aj,z) =do(ft) + dlAZXm(x) + dgAme(x) + dgAZbin({L') + dsGin(x +aft,x) (6.174 revisitada)

pode-se fazer ag = ¢y = 0, byp = ¥ e dj = 0, uma vez que (xg) = (Bg) = (Gu(z + afi,z)) =0 e {(pg) = 0.
Além disso, é conveniente fazer as = by = by = by = co = d2 = 0 de modo a satisfazer (6.152), lembrando

que Uy, — Uy, = 2Gy , = 2G(x + ajfi, x). Logo, fica-se com

xa(x) = ai1xin(x) + asbin(z) + ag Z AﬁGm(:ﬂ +aji, x), (J.1)
o
pr(@) = 5+ bapin(a), (1.2)
Bu(x) = cixin(@) + csbin(z) + ¢4 Z AﬁGm(m +aji,x), (J.3)
w
Gu(z+af,z) = diAlxin(®) + dsA)bin(z) + dsGin(z + aji, ). (J.4)

A partir da expressao (6.146), tem-se

> (ALGH(z + aji, ) =0, (J.5)
"
o que combinado com (J.4) fornece
dy (A%in (@) + d3 (A%bin (7)) +da Y (A Gin(@ + afi, x)) = 0. (J.6)
n

Impondo que b;, e X;, satisfacam equacdes de campo livre! a expressio (J.6) leva &

Z <A/{Gin(m +aji,z)) =0, (J.7)

“w
uma vez que nao é adequado escolher dys = 0. Note que, as igualdades utilizadas nos mapas dindmicos sao
fracas, no sentido que s6 valem entre os elementos de matriz. Neste caso, o resultado recém obtido reduz os

mapas a

1 Esta imposicao é natural haja visto que no limite do continuo é isto o que se deseja recuperar.
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xu(T) = aiXin(®) + azbin(z), (J.8)
pu(x) = U+ Dbpin(z), (J.9)
Bu(z) = caxin(®)+ csbin(z), (J.10)
Gu(r+af,z) = diAlxin()+dsAlbin(z) + daGin(z + aji, ). (J.11)

Agora, pode-se estudar algumas fungoes de dois pontos para os campos de Heisenberg. Para tal é conve-
niente usar o fato de que as funcées de dois pontos de campos assintoticos diferentes é nula, pois os mesmos

nao podem estar correlacionados. Portanto,

(X @)xa®) = af (Xin(2)Xin(¥)) + a3 (bin(2)bin(y)) , (J.12)
Bu(z)xu(y)) = aici (Xin(®)Xin(y)) + azcs (bin(2)bin(y)) (J.13)
(Bu(x)Ba(y)) = & (Xin(@)Xin (1)) + &3 (bin(2)bin () - (J.14)

E interessante considerar que b;, seja um campo assintético livre com norma negativa (ghost), pois assim,
no limite do continuo, ele recuperaria a estrutura adequada. Neste caso, sua fungao de dois pontos introduziria
estados de norma negativa em outras fungoes de dois pontos que podem nao ter este tipo de termo. Assim,

ag deve ser feito igual a zero em (J.12). Além disso, propondo a seguinte estrutura para o correlator de

(Xin(7)Xin(y)):

(Xin () xin (y)) = % D ey M7 (J.15)

junto da equagcdo (6.167) se encontra que a1 = Z}C/Q. Combinado este tltimo resultado com ag = 0 em (J.13),

tem-se

(Br()xu () = 1 Z2* (xXin(2) xin (1)) - (J.16)

Utilizando a equagao (6.168), a qual fornece a fungao de dois pontos para os operadores de Heinseberg a

esquerda na equagao (J.16) se encontra que

Z—1/2 ~ 9
o = 2X ~2€0UP (p) (J.17)
P*(pp)
Assim, até o presente momento os trés primeiros mapas dinamicos se reduziram a
xu(@) = ZY*xin(2), (J.18)
pu(x) = T+ 22 pi (), (J.19)
Z—1/2 ~ 9
Bu(z) = w Xin(2) + c2bin (). (3.20)
P*(pu)

Substituindo os resultados de (J.18) até (J.20) em (J.14), fica-se com
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Z;1/26017p2

2
(Balo)Ba(y) - | 2t (p)] O (@)xin () + 2 (Bin(@)bin (1)) - (7.21)

Considere que (b;,(2)bin(y)) tenha a seguinte estrutura para a funcao de dois pontos

(bin (@)in () = 30 30 €7 (pgtp)) , (1.22)

o que é razodvel haja vista que b;,, deve satisfazer uma equagao de campo livre e apresenta normal negativa.
Combinando (J.22), (J.15), (6.170) em (J.21), encontra-se que c3 é

o :6052;1{ [0°(p)]? [pQ(p) L ey )HW. (7.23)

[p2 (p) + ieax]ﬁz (pu) p? (pu) ﬁz(_pu

Logo, os trés primeiros mapas dinamicos ficam dados por

Xn(r) = Z>1</2Xin(x)7 (6.175 revisitada)
pr(x) =0+ 2% pi (2), (6.176 revisitada)

= eqvZ ! pz(p) in (T [p2(p)]2 p2(p) icay i A revisitada
Fte) =ty {ﬁQ(pu)XM( )+{[P2(p)+i6ax]:52(l7u) p?(p) +52(—pu)” bin )}' (6.177 tada)
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APENDICE K - FUNCAO DE CORRELACAO - TOPICO DA SUBSECAO 6.2.5

Dadas as definigoes

1 ,
(B@)XW)en = =1 2.¢ " Apy(pi o), (6.200 revisitada)
P
1 ,
(B(x)AW))en = —3a D eI AR (p,e). (6.201 revisitada)
P
1 ,
(B(x)B(y))E’N = ANG Ze_Zp(x_y)ABB(p, €), (6.202 revisitada)
P

comega-se os calculos substituindo (6.199) e (6.200) em (6.191), o que fornece

xbAb L —ip(z— , 1 —ip(z—
ZAZAZG4N426 P y)ABX(p,e)+Z\/§eveoa4N4Ze PE=VA (0, €)
I P P

. 1 ip(a—
:zx/ieueoa4N4zp:e PEWA (pe).  (K.1)

Usando que

- - ) —ip(z—y) . .
%:AZ(x)AZ(x)e—zp(a:—y) _ zu: e - ei9Ph (—2 4 e~ 4 clapy)
= —e PNy (K.2)
m

tem-se

1 ; . 1 —ipla—y) ;
Py Z e P@=Y) | ZpiABX(p, €) +iv2eveg Ay (0,€) | = gy Z e PEY) i\ 2evep A (p €),  (K.3)
P 1 P

de onde se obtém, substituindo (6.199) e ¥ = v/2vZ, /a,,

- 6077
Bexlpe) = >, P +ieay K4
Portanto, a fun¢ao de dois pontos (B(x)x(y)) fica
. 1 i _ 6017
B - ip(z—y) - . K.5
(B(x)x(y)) = lim TN zp:e S 4 icay (K.5)

Agora, atuando com a derivada finita AZ(y) em (6.192) junto da soma em v, obtém-se
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> 5i0 ) BLIAL B A)) N+ZA£<y>AZ<6<x,y>> =B AL @AW (K0

)

entretanto, pela identidade (6.194) o termo da direita é zero:

>l (B4IALBG >]Au<y>>6w:—;A£<y>Aﬁ<5<x,y>>eN. (K.7)

)

Substituindo a definigdo (K.6) em (K.7), tem-se

1 A A A —ip(z— o—ip(e—
a4N4ZZA{j(y)AZ(m)AZ() PE=Y Aga(p,€) = 4N4ZZAf )AL (z)e~P(E=Y), (K.8)

P BV

Aplicando os elementos introduzidos em (K.2) e os ji desenvolvidos no apéndice L a respeito da diferenga

finita em (K.8), encontra-se

a4N4Z e P y)z Pu ZZPVABA p,€) = 4N4Ze_”’(“ ”Zp,,. (K.9)

Portanto,
1
ABA(pa 6) = Z ip ) (KlO)
e assim, (B(z)A,(y)) fica dado por
e~ (= y)

Substituindo as defini¢bes (6.200) e (6.202) em (6.196), fica-se com

S S TIAL @) AL (y G4N4Z T A nap.0) = ivBeo (AL 2) P S PV A (pe), (K12)

voou

ou

1 —ip(x— . 1 —ip(x—
St D¢ TS () Y (hiABB(p.6) = ivV2eveo i D eI Y (—piApy(p.e)  (K13)
p p v

v 7

ou ainda

App(p,€) = —i\/ieveoABXi(p;e). (K.14)
P



156

Substituindo a expressdo para Ap,(p,€) dada em (K.4) e realizando algumas manipulacoes algébricas,

encontra-se

(60{))2 1 1
A = — . K.15
BB (p7 6) ZX Z“ pl% ¥ iGCLX ZD pl% ( )

Logo, (B(x)B(y)) fica dado por

(B(z)B(y)) = lim

e—0

(6077)2 1 _ 1
Z, (Zupﬁ—kieax Zyp3>] ' (K.16)



APENDICE L - RESULTADOS DE DERIVADAS EM REDE

Estudar-se-a alguns termos de derivadas em rede. Assim, comegar-se-4 com o termo

SIAL (@) AL ()],

“w
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(L.1)

Isolando o termo com dependéncia em y e aplicando a primeira operacao de diferenga finita em x, tem-se

eiPY Z[AZ(x)][e—ipw _ e—ip(w—aﬂ)].
N

Aplicando-se a segunda operagao de diferencga finita, tem-se
ety Z[eﬂ‘pz — etp(@—an) _ o—ip(e—af) 4 e*ip(:v*%/l)]’
o
ou

e~ P(z—y) Z[l — 2¢PlaR) 4 gip(2ai)],
n

Usando, agora, que p(ajt) = p,,, pode-se escrever
e~ PlE=y) Z[l — 2e'Pr  ¢?Pr].
nw
Isolando e+, obtém-se

e~ p(z—y) E ePr[—2 4 ePu 4 eTiPu],
n
ou

26~ 3" eiPu[ 1 cos(p,)],
“w

ou, ainda,

2e~P(*=Y) Z e'Pr[— cos?(p,/2) — sen®(p,/2) + cos?(p,/2) — sin®(p,/2)].

De modo que se define:

Z[AZ(x)AZ(x)]e*lp(w*y) — _ﬁ2 (p'u)efip(:v—y)7
I

onde

(L.2)

(L.3)

(L.7)

(L.9)
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P (pp) = > _[2e+/% sen(p,, /2)]°. (L.10)

Agora, o termo Y Af(y)e~"(*=¥) pode ser escrito como

oo Z AL (y)etv, (L.11)
ou
e~ Z[eip@ﬁaf’) — ey, (L.12)
ou, ainda, V
e~ iP(T—y) Z e /2[iPv/2 _ g=ipe/2), (L.13)
Finalmente, tem-se
ZAf fw(z y) — efip(r*y)iﬁ(pl/% (L.14)
onde
p(py) = 226”’”/2 sen(p,/2). (L.15)

Enquanto, o termo Y, Af (y)Ab(x)e~P(*=%) apés algumas manipulagées algébricas é dado por

YAl )™ ][AL ()e ). (L.16)

v

O primeiro termo tem sua expressao dada acima. Usando-o e atuando com a diferenga finita no segundo

termo, obtém-se

> [2ie™/2 sen(p, /2)]ePV[e” T — e~ P, (L.17)

ou

22[22'6”’"/2 sen(p, /2)]e”PEY) (2)eiPe/2[_emPr/2 4 pipe/2] (L.18)

v

ou, simplesmente.

S [2e ™/ sen(p, /2) e PEY) = 2 (p, e P, (L.19)

v
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