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Resumo

Nesta dissertagao estudamos a conjectura de Smale junto com a maioria dos
resultados sobre este assunto e sua interpretacao eletrostatica. Mostramos al-
guns testes numéricos sobre a citada conjectura, para podermos analisar sua in-

terpretacao eletrostatica.



Abstract

In this dissertation we study a conjecture of Smale together with majority of results
about this topic end its electrostatic interpretation. We show some numerical tests

concerning the conjecture in order to analise its electrostatic interpretation.
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Introducao

Uma das fungoes mais importantes da matematica sao os polinomios, fungoes simples e de uma
importancia gigantesca. Os polindmios sao encontrados em quase todas areas da matemaética.
Tao importantes quanto os polinomios sao os seus zeros. Estes sao os motivos da maioria das
pesquisas envolvendo polindmios.

Os zeros de algumas classes de polinomios possuem belas interpretacoes eletrostaticas
Em 1885 Stietjes [12] mostrou uma bonita interpretagao eletrostatica para os zeros dos
polinomio ortogonais de Jacobi. Os polinomios ortogonais sao um caso a parte da teo-
ria dos polinomios, pois estes polinomios tém aplicagoes em varios tipos de problemas da
Matemaética Pura e das Ciéncias Aplicadas. Esses polinomios sao ferramentas essenciais
para solucionar problemas e vém contribuindo nos estudos relacionados a Equagoes Diferen-
ciais, Fracoes Continuas, Estabilidade Numérica, Algoritmos Rapidos e Super-rapidos. Com
aplicacoes que abrangem da Teoria dos Numeros a Teoria da Aproximacao, da Combinatéria a
Representacao de Grupos, da Mecanica Quantica a Fisica Estatistica e da Teoria de Sistemas
a Processamento de Sinais.

Nosso trabalho esté focado na conjectura de Smale, formulada em 1981, que afirma que
se um polinomio aplicado em um zero de sua derivada dividido por este zero multiplicado
pelo valor de sua derivada aplicada em um zero do polindbmio é menor que 1 ou possivelmente
(n — 1)/n. Neste trabalho, reunimos a maioria dos estudos sobre a conjectura e adicionamos
uma nova conjectura relacionada a uma bela interpretagao eletrostatica da conjectura de
Smale.

A dissertacao foi organizada da seguinte forma:

Capitulo 1: Neste capitulo tentamos mostrar como ocorre a interpretacao eletrostatica
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dos zeros de um polinomio, quais sao as propriedades que os polinomios devem satisfazer para
que isso aconteca, qual a relacao entre a equacao diferencial de Lamé e a eletrostatica e uma
interpretacao mais geral para os polinomios ortogonais.

Capitulo 2: No segundo capitulo, faremos o que realmente propoe a dissertacao, que é
formular a conjectura de Smale junto com a maioria dos resultados sobre este assunto e sua
interpretacao eletrostatica. Comentaremos ainda sobre teorema de Gauss-Lucas, que foi o
primeiro resultado que relaciona a localizacao de zeros de um polinomio e da sua derivada.

Capitulo 3: No ultimo capitulo, mostraremos alguns testes numéricos para verificarmos
se a conjectura de Smale é viavel. Foi usado o software " Mathematica” para a realizacao destes

testes.



Capitulo 1

Interpretacao Eletrostatica de zeros de

polinomios e suas generalizacoes

Neste primeiro capitulo estudaremos como ocorre uma interpretacao eletrostatica dos zeros de
um polinomio, qual propriedade o polinomio deve satisfazer, o que é uma equagao diferencial
de Lamé e sua relagao com eletrostatica e uma interpretacao mais geral para os polinomios
ortogonais. Com isto poderemos falar no capitulo seguinte sobre a conjectura de Smale. O
estudo deste capitulo foi baseado, primordialmente, nos livros de Szegé [15]|, no artigo de

Dimitrov e Van Assche [4] e na dissertagao de mestrado de Martins [9].

1.1 Interpretacao eletrostatica e equacao de Lamé

Para este estudo, inicialmente, consideremos o campo eletrostatico formado por m + 1 car-
gas positivas, fixas e com forca absoluta r; que sao distribuida uniformemente ao longo
de retas perpendiculares ao eixo real. Estas retas interceptam o eixo real nos pontos a;,
7 =0,1,2,....m, onde a9 < a1 < ... < a,,. Além disso, colocamos n cargas unitarias com
suas forgas unitdrias também distribuidas uniformemente ao longo de retas perpendiculares
ao eixo real; porém, estas cargas serao livres. Para evitar aglutinacao as cargas livres so irao
mover-se entre cargas fixas positivas consecutivas. As cargas livres interceptarao o eixo real

nos pontos xy, T, ..., T, pertencentes ao intervalo (ag, a,,). Exigimos ainda, que estas cargas
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livres pertencam ao simplex,

s

== ﬂ{aﬂ'k <@y, <o < Tpyyy-1 < Wiy DTG, T > 04,
k=1

com 1=y <po<...us < pisy1 —1=mnesonumero de intervalos [a;,,aj,+1] com cargas
respectivamente r;, e 7,41 nos pontos extremos. A energia elétrica de um sistema como o

descrito acima obedeca a lei do potencial logaritmico, com isto, sua energia é dada por

L(z) = erZIOg—uk_a' + Z log—ymk_x"
j=0 k=1 J 1<i<k<n v
= Z log |z —a;]™" + Z log |y, — ;| ™"
j=0 k=1 1<i<k<n
= —Z log |z — a;]"”7 — Z log |zy, — 4.
J=0 k=1 1<i<k<n

Agora tentaremos descobrir em que momento esta energia é minima, ou seja, quando o

sistema estd em equilibrio. Para isso definiremos a func¢do 7'(x) como,

T(x) =@ =[] ler —asl” ] lox—ail, (1.1)

onde T = (x1, T3, ..., ). E facil notar que energia do sistema serd minima se, e somente se, a
funcao T'(7) for maxima.
Podemos notar ainda que T'(Z) é uma func¢ao positiva no interior do simplex = e se

anula em seu interior. Deste modo, o maximo de T'(Z) é obrigatoriamente um ponto T =
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oT(x
(21, 3, ..., ) do interior do simplex, onde @) =0 para k = 1,2, ...,n. Entretanto,
Lk

T(f) = H {|IE1 — Clj|rj|.1'2 — aj|’"j\;1:2 — ZE1H£L’3 — aj|rj]x3 — .CElHZL'g — Tl ...

=0

x|z, — a;|" ey, — v1||Tn — 2o .. |20 — xn_ll}

= H {|ZE1 — aj|rj|x2 — (lj|Tj|.T2 - (L’1| e |Ik_1 - (lj|Tj|.Tk_1 — .I'1| Ce

=0

X|Tp—1 — Tp—2||Thr1 — a7 |Thr — 21| .- T — Tooa] T — a5V s — 2]

X|Tp — ||ty — Tpra| - |0 — 2|2 — aj|”} H |z — x4

i
Desta maneira,
T(@) = 7(@\wg) ()| ][ lox — a7, (1.2)
=0
onde 7(Z\zg) é uma fungao que nao depende de xy, w(x) := H(m — ;) e wi(x) = w(z)
: T — Ty
=1
Observemos que [w(z)]*Y) = [(2 — zp)wi(2)]“+Y pois,
w(z) == H(a: — ;) = (& — xp)wi(x).
i=1
Assim, concluimos que
W@ = (o =z (@) + 1+ e (@),
Entao, para x = xy,
O] —_ ,(+1) >
{4+ Dwy (xg) = 0V (), [>0. (1.3)

Com isto é facil notar que o sinal wy(zy) = (—1)"*. Entao, |wi(xr)| = (=1)" *wp(zp).

Portanto, podemos reescrever (1.2) como
T(x) = (=1)"*r(z\ap)wp(zr) H |z, — a7 (1.4)

J=0

Agora vamos derivar a equagao (1.4) com relacdo a xj e assim obtemos a seguinte cadeia
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de igualdades

or(z) e 9 m )
ou, T, (wk<$k) gm — aj] )
= (U@ H o = ail |z Tao\wk(%) +- 4+ |z r—mam’u}k(fk)

= 1y tr@a) [ - oo { G0t + ko) }

- ot [T o {52+ ),

=0

para k=1,2,....n.

Através de (1.3), concluimos que

T () . {B(“) Lo (zy) } . (1.6)

go = U@\ aer@) [loe— il { 08 + 5 50s

J=0

Observando a equagao (1.6) conseguimos concluir que o méximo de T'(x) é atingido nos
pontos xy tais que

A(zg)w" (xr) + 2B(x)w' (2x) = 0.

Olhando para os polinémios A(z), B(x) e w(z), notamos que A(z) tem grau m+1, B(z)
tem grau m e w(z) tem grau n. Concluimos que a expressao A(z)w”(x) + 2B(x)w'(z) é um
polinémio de grau m + n — 1. Sabemos ainda que esta tltima expressao se anula nos zeros
de w(z) pois sdo os pontos de maximo de T'(z). Portanto, existe um polindomio C'(x) de grau
m — 1 tal que,

A(z)w" (z) + 2B(z)w'(z) + C(x)w(z) = 0.

Com isto mostramos o seguinte resultado:
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Teorema 1.1. Seja T : R" — R definida em (1.1). Entdo, 0T (x)/0xr, =0, k =1,...,n, se,
e somente se, as coordenadas do vetor x sao os zeros do polinomio de grau n que € solucao
da equacao

A(x)w"(z) + 2B(2)w' (x) + C(x)w(z) = 0. (1.7)

A equagao (1.7) é conhecida como equagao de Lamé na forma algébrica. Heine [6] provou
que para cada par de polinomios A(x) e B(z) existem, no méaximo, (n+m — 1)!/(n!(m — 1)!)
polinémios C(z) com os quais a equacao de Lamé tem solugao polinomial w(z) de grau n.
Stieltjes provou que este nimero de polinomios C'(x) é exatamente (n +m — 1)!/(n!(m — 1)!)
se as solugoes da equagdo de Lamé sdo todas reais. O polinémio C(z) é conhecido como
polinémio de Van Vleck e a solugao da equagao de Lamé correspondente ao polinomio C'(x) é
chamada de polindmio de Stieltjes.

Mostraremos em seguida um resultado que fornece condigoes para que a solugao seja

Unica.

Teorema 1.2. Se a energia do campo eletrostdtico em questao tem um unico ponto de minimo
em =, entdo a equagao de Lamé (1.7) aceita um unico par de polinomios (C(zx),y(x)), onde
C(x) € um polinomio de Van Vleck e y(x) é um polindmio de Stieltjes. Reciprocamente, se
existe um unico par (C(z),y(x)) de polinomios, onde C(x) € de Van Vieck e y(x) € de Stieltjes
para a equagao (1.7), tal que os zeros do polinomio de Stieltjes pertencem a =, entdo a energia

do campo descrito tem um unico ponto de minimo.

Demonstracao:

Seja D(x) um polinomio de grau m — 1, D(z) # C(x), tal que a equagao diferencial de
Lamé admita uma solugao polinomial z(z) = (x — & )(x — &)...(z — &,) diferente da solugao
y(x) = (v — x1)(z — x2)...(x — x,) obtida por C(x) com zeros distribuidos igualmente nos

intervalos [a;, aj41]. Assim,

A(z)2"(z) + 2B(x)2'(z) + D(x)z(z) =0 (1.8)

A(x)y"(z) + 2B(2)y () + C(z)y(x) =0 (1.9)
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onde z(x) e possua zeros distintos de y( ) em (aj_1,a;).
Definimos agora, a fungao, H(z H lr — a; | 7. Entao, para z # aj, j = 0,1,...,m,
7=0
temos,
H'(z) = 2ro(x —ao)*™ Hz —a)? ... (x — ap)*™

+2ry (2 — ag)*(z — a))* o —ap)*™ .. (x — ap)*™ + ...

F2r (T — ag)?(z — 1) (T = A1) (= )P

_ . z—ay) 2r] S B(z)
— ]H) 22;1:_&] )ZA(:):)'

Agora vamos multiplicar a equacao de Lamé (1.7) por y(x), a equacao (1.8) por z(z) e

por fim vamos subtrair uma da outra, o que nos fornece o seguinte resultado:

A(@)Y (z)2(z) —y(2) 2 (2)]' + 2B(2)[y (2)2(x) — y(2)Z'(z)] = [D(x) = C(x)]y(x)z(z). (1.10)

Se multiplicarmos ambos os lados da equagao (1.10) por 1 (x) , ficaremos com
x
d / ! _ D(l") B O(l")
T VOl @)2(2) = y()2 ()]} = == () H ) (1.11)
D(z) —
Neste momento facamos zo = &y = a;_1, Tpn+1 = {ng1 = a; € consideremos % >
x

0 em (2, %i+1). Sejam x;, T;41 zeros consecutivos de y(x) em (a;, a;j41). Supondo ainda que,

z(x) nao mude de sinal em (z;, z;41) entao, de (1.11), podemos concluir que

também nao muda de sinal em (z;, x;11).
Considere os pontos T =x; +ee & =x;,1 — €, € > 0.
1) Se y(z)z(z) > 0, entdo H(x)[y' (z)z(x) — y(x)2'(x)] é crescente. Assim,
esey(r)>0=z(x) >0=9(2)2(Z) >0ey(2)z(2) <0

esey(xr) <0=z(z) <0=19(2)z(Z) >0ey(2)z(2) <0.
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2) Se y(z)z(x) <0, entdo H(z)[y' (x)z(z) — y(x)2'(x)] é decrescente. Logo,
esey(x) >0=z(z) <0=19(2)z2(%) < 0ey(T)z(z) > 0;
esey(r) <0=z(x) >0=9(2)2(Z) <0ey(x)z(z) > 0.

Com isto, em Z o sinal(yz) = sinal(y'z) e em & o sinal(yz) = —sinal(y'z). Isto quer

dizer que em 7 e Z, o sinal{H(y'z — y2')} = sinal(y'z) o que nos leva a,
o sc y(x)z(z) > 0, entdo sinal{H(y'z —yz')} > 0em 7 e sinal{H(y'z —yz')} <0 em ;
o se y(x)z(z) <0, entdo sinal{H(y'z —yz')} <0em 7 e sinal{H(y'z —yz')} >0 em z.

Portanto, das observagdes acima, concluimos que H (z)[y'(z)z(z) — y(x)z'(z)] muda de

sinal em (z;, ;1) da seguinte forma:

o Sey(r)z(x) >0, H(D)[y'(2)2(Z) — y(2)2'(2)] > 0 e H(@)[y'(2)z() — y(2)2'(2)] < 0.

Entao, H(x)[y/ (x)z(x) — y(z)z'(z)] ndo pode ser crescente, o que contradiz 1).

e Sey(x)z(r) <0, H(2)ly'(2)2(7) — y(2)2"(2)] <0 e H(@)[y'(2)2(2) — y(2)2'(2)] > 0.
Entao, H(z)[y' (x)z(x) —y(z)2'(x)] ndo pode ser decrescente, contradizendo 2) chegamos

novamente a uma contradic¢ao.

Portanto, y(z)z(x) muda de sinal pelo menos uma vez em (x;,x;4+1). Concluindo assim, que
z(x) tem pelo menos uma zero em (x;, Z;41).
Tomando agora como 1 e z,, o primeiro e dltimo zeros de y(x) em [a;, aj;1], respecti-

vamente. Mostraremos que z(z) também muda de sinal em [a;, 21| € [z, aj+1]. Lembremos
D(z) - C(z)
A(z)

Supondo, por absurdo, que z(z) ndo muda de sinal nesses intervalos. Assim Como os

que > 0.
zeros de z(x) estao no intervalo (aj, aji1), assim y(z) e z(z) tém sinais constantes em [a;, 1]
e [Ty, a;41]). Porem, y(z) e z(x) possuem o mesmo grau e os seus coeficientes dos termos de
maior grau sao positivos. Com isto temos que ambos polinomios possuem o mesmo sinal em
laj, z1] e em [z, a;+1]. Entao, de (1.11), H(z)[y' (z)z(x) — y(z)2'(x)] é uma funcdo crescente
nesses dois intervalos e além disso,

lim  H(z)[y (x)2(r) —y(2)2'(x)] =0 e  lim H(z)ly'(v)z(x) — y(x)2'(x)] = 0.

T —a.
T—a;_y T—a;
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Logo, (v'(x)z(z) — y(x)2'(z)) deve ser positiva em [a;, x;] e negativa em [x,,a;4+1]. En-
tretanto, y(x;) = 0, entdo, para x = z1, temos que sinal(y'z) = sinal(y'z — yz') > 0. Como
x1 é o menor dos zeros de y(x), temos que o sinal(y'y) < 0 para x = x1 —¢, € > 0. Além disso
temos que y(z) e z(x) possuem mesmo grau e z(z) também nao tem zeros em [a;, x1), entao

sinal(y'z) = sinal(y'y) < 0. O que nos proporciona uma contradicao.
: D(z) — C(x)
Podemos usar o mesmo argumento para x = x,,. Com isto mostramos que se W >
0 o polinémio z(x) tem, pelo menos, um zero a mais que y(z) em (a;,a;+1), 0 que nos leva a
D(z) — C(x)
A(z)

um absurdo pois z(x) é um polinomio de grau n. Portanto, deve ser negativa

em algum ponto de a;_; < z < a;.

Se repetirmos o procedimento anterior, mas trocando os papéis de (C'(z),y(z)) e (D(x), z(x)),
D(z) - C(z)
A(z)

nifica que D(x) — C(z) deve mudar de sinal pelo menos uma vez em [a;_1,a;], j = 1,2, ...,m.

concluimos que deve ser positiva em algum ponto de a;_; < x < a;. Isto sig-
Logo, D(z) — C(x) tem, pelo menos, m zeros em [ag, a,,], 0 que é impossivel, pois D(z) —C(x)

¢ de grau m — 1. Portanto, D(z) — C'(z) = 0.

1.2 Modelo Eletrostatico Geral para Zeros de Polinémios
Ortogonais

Ja que a interpretacao eletrostatica para zeros de polinomios teve inicio com os polindmios or-
togonais mostraremos, assim, um modelo eletrostatico mais geral para os zeros desses tltimos
polinomios. Esta secao foi baseada, primordialmente, no artigo ” An electrostatics model for
zeros of general orthogonal polynomials”de Ismail [8]. Entretanto, foram consultados outros
artigos que serao citados conforme forem usados.

Seja {pn(z)} uma seqiiéncia de polinémios ortonormais com respeito a funcao peso w,

com suporte em [a, b], finito ou infinito e w(x) > 0 para = € (a,b). Em outras palavras,

b
/ Pr(2)p (2)0 ()T = b,

onde 0,,, = 1 se m =n ou 6y, ,, = 0 se m # n.
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Associamos ao w(x) um potencial extremo v(z),

v(x
w(z) = e @), x € (a,b)
b
Normalizamos w da forma / w(x)dr = 1. Com isto os termos iniciais e a relacdo de
a
recorréncia serao dados por,
Tr — bg

po(z) = 2, pi(z) = _—

Pry1(z) = Pn(T) = @npn—1(2) = 2Pp(T) = Gni1Pni1(7) + bppn(T) + anpn_1(v)

onde, a,, b, sao os coeficientes da relacao de recorréncia de trés termos.
Assumiremos, agora, v como sendo duas vezes diferencidvel e convexa em [a, b]. Assim,

podemos definir A, (z) e B,(z) por

An(z) = a,w(b”)p;(b) n anw(a™)p2(a) fa /b v'(z) —v'(y)

2 d 1.12
b— 1z T —a Ty pn(y)w(y)dy, (1.12)

Pr(Y)Pr—1w(y)dy.
(1.13)

B = 2 pelOns(0) | s mOnes) [V =)

Em (1.12) e (1.13) supomos que,

Yy ———w(y), n=0,1,2,...

V() = o'(y)
r—yYy
fungoes de y existem, e que os termos limitantes em (1.12) e (1.13) também existem.

sao integraveis em (a,b), isto é, que os momentos de w(y), considerados como

De acordo com os artigos [1], [2] e [3] os polindomios ortogonais p,(z) satisfaz a rela¢ao

de recorréncia diferencial,

Pu(x) = An(@)pnr () — Bn(2)pn(z), (1.14)
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e a equacao diferencial de segunda ordem,

(@) + B (2)py, () + Sp(2)pa(w) = 0, (1.15)
onde,
e, A
Ro(z) = { (z) + An(x)} (1.16)
Sn(x) = Bl (x) — Bn(x)j:g; — B, (2)[v'(z) + Bu(x)] + aj:An(x)An_l(x). (1.17)

As representagoes (1.12) e (1.13) de A,,(x) e B, (x) encontram-se em [3] mas outra versao
estd nos artigos [1] e [2].

Para eliminarmos v’ em (1.16) e (1.17) podemos usar a expressao,

T — b,
Bn(x) 4+ Bpyi(x) =

A, (z) — ' (2).

Qn

Definimos, agora, o descriminante D,,, de um polinémio qualquer g,(x) = y2"+ ternos

de ordens menores, como,

D,=D(g,) =" [] (- ) (1.18)

1<j<k<n

onde z1, xa, ..., T, s@o zeros do polinémio g, (x).

1.2.1 Interacao entre os Zeros dos Polinomios

Assumimos, neste momento, que a fungao peso w(z) crie dois campos extremos. Um é formado
por longas faixas com o potencial no ponto z igual a v(x) dado por w(z) = e, Outro é

um campo de curta distancia que é gerado por w na presenca de n cargas unitarias com o

An(z)

an

potencial dado por In ( ) Assim o total do potencial é dado por V(x) e é a soma do

potencial de curta com o de longa distancia. Logo,

V() = o(z) + In (A”(‘”)) | (1.19)

Qn
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Lembremos que uma carga pontual localizada em ¢ cria um potencial em x de —2eln|z —

c¢|. Vamos nos referir a este potencial como potencial logaritmico. Portanto, consideremos o

sistema de n cargas unitdrias moveis em [a, b] na presenga de um potencial V(z) dado em
(1.19). Seja

X = (21,22, ..., Tp) (1.20)

onde w1, xs,...,T, sdo os pontos das particulas ordenadas em ordem decrescente. A energia

total do sistema é dada por

n

E(x)=> V() =2 Y Injz; -z (1.21)
k=1 1<j<k<n
Seja
T(z) = e ¥@, (1.22)

O seguinte resultado sera de fundamental importancia na analise do campo eletrostatico

descrito.

Teorema 1.3. Se f € C?(K), onde K é um compacto convexo de R™, e além disso H(f,T) < 0
para todo T onde V f(T) = 0, entdo existe um tnico ponto Ty € K tal que Vf(To) =0, e

portanto ele € o unico ponto de maximo local.
Segue o principal resultado da presente sec¢ao:

Teorema 1.4. Sejam w(z) > 0, = € (a,b), v(z) dado por w(z) = e e a fungio v(z) +
In(An(x)) duas vezes diferencidvel e com a sequnda derivada ndo-negativas em (a,b). Entdo
a posicao de equilibrio das n cargas unitdrias mdoveis em [a, b], na presenca do potencial V (z)
dado em 1.19 € inico e atingido nos zeros de p,(x) e, além disso, a interacao entre as particulas

obedecem o potencial logaritmico e que T(X) — 0 quando X tende para algum ponto limite
de la,b]", onde

D e—v(x))
T(X) = [H W] I (=

an 1<I<k<n

Demonstracgao:
Sejam x; > x9 > ... > x,,. Vamos supor que v”(x) > 0. Para encontrarmos uma

posigao de equilibrio, devemos encontrar um ponto de méximo de 7'(X), pois o maximo da
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T'(x) é atingido nos mesmos pontos de minimo da E(X). Mas, para facilitar, encontraremos

o maximo nao da T'(X) mas sim da In(T(X)). Logo, devemos resolver o sistema de equagoes

0 :
a—%ln(T(X)) =0, j=12..n.

Usando (1.19), (1.22) e (1.21) obtemos

a%m(—T(X)) = a%E(X)zi =D V@) +2 Y o —

1<l<k<n

Q
8
Y
ol
”M3
I

=0, j=12..n (123)

n

Seja, f(z) = H(x — x;). Podemos observar que

Jj=1

f'(x) - 22:1 HZZ (x — ) n ]
f(CC) - H?Zl(x — xj)

Entao,

L {f’(a:) 1}

—~ xj— T, oz | f(x) o —ux;
K]
iy [(£=2000)— f)
s | @@
Usando a regra de L’Hospital, obtemos,
S B, Lot am )6 T E) [ e
Zy—me e | J@) -2/ @) ot | T@) + (o = 25) (@)

- [P n ) ] ) 120

2f/(x) + (x — ;) f'(x) | 2f'(x;)

Assim, se usarmos o resultado (1.24) na equagao (1.23), teremos
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Fazendo R, (z) = — [v(m) + j/:g;], teremos
Ru(z;) + ’;((gfj; —0.

Portanto,

f//(xj)_‘_Rn(xj)f/(‘Ij) :()7 j = 1727"7n'

Para analisarmos o maximo e o minimo local, consideramos a matriz de Hessen de

In(T(x)),
_ ~ PPIn(T(x))
H = (hij),  hij= T Owow,
Temos, por (1.23), que
iln(T(X)) = —v'(7;) — Au(zy) +2 g
0z; B 7 An(zy) —~ xj — Ty
k£
Entao,
Pin(T(X)) 2 .
axZaI,J - _(Ii_xj)Q’ Z#]
Pin(T(X) 0 (Au(xi) - 1
0x;0x; = ) - Ox; (An(%)) - 2; (zi — x4)?
i

~ o - " 0 Aln(xl) /
Observe que a relacao h;; = — Z hij —v"(z;) — ——= ] dos elementos de H é

J#i

o= ()

Obviamente a matriz H é simétrica. Provemos que ela é negativa definida. Para este propoésito

verdadeiro. Denotemos

basta provar que (z, Hz) < 0 Vz = (21, 29, ..., z,) € R™. Portanto, calculamos
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n n
2
(Z,HZ) g hijziz; — g hij+gi | 2
i=1 i=1
] i J i#]
n n n n
= — hij | 23+ hijziz; — 22
= ij | #j 1,§ %0 %] 9j=;
i1 i= j=1 i—1
/ i =i /
n n
= — E E hi z + 2 E hijzizj — E gi% ]
i—=1 i=1 1<i<j<n
J iy i<
2
E hi ( z +Z +2 E hijzizj — E 95%;
1<i<j<n 1<z<g<n
2 2
Y higlzit+ ) - E 9izj
1<i<j<n j=1

onde nas igualdades entre a segunda e terceira linha, como a na de terceira e quarta usamos
a simetria de H, isto ¢, que h;; = h;;. Por hipétese do teorema g; < 0 e obviamente h; ;
também, assim, concluimos que (z, Hz) > 0 e portanto H é positiva definida, assim —H vai
ser definida negativa.

Com isto In(T'(z)), pois In(T(x)) esté redlacionado a matriz —H, ndo tem minimo
An(wy) ()
An(z;)  f'(x)

=0éum

relativo e nem ponto de cela. Entao, toda a solugao de —v'(z;) —
maximo local de [n(7T) ou de T.

Entao, ndo podemos ter mais do que um méximo local desde que T'(X) — 0 quando X
tende para um ponto limite ao longo de um caminho definido por xy > x9 > ... > z,. Assim

o sistema (1.23) tem n solugoes. Como,

Pl(x) + Ry (z)p,(x) + Sp(z)pa(z) =0

(@) + Bn(2) f,(2) + Sn(2) fu(x) = 0,

entdo os zeros i, Ta, ..., T, de f(x) = ajas...a,p,(z) sdo a solugdo do sistema (1.23), o que

completa a prova.
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Sejam,

Tip > Top > oo > Tpn

os zeros de py,(x). Em [7] Ismail calculou o maior valor de T'(z) através do descriminante de

pn(z), mostrando inicialmente que é dado por

n

H x”’ ] [Ha% 2"“]. (1.25)

Jj=1

D, =

O proéximo resultado fornece a representacao para o valor maximo de 7" em termos dos

coeficientes {a, } da relacdo de recorréncia.
Teorema 1.5. Seja Tyae € B, 0s valores mdzimos de T(X) e o equilibrio energético de um
sistema de n particulas, respectivamente. Entao

n

Tras = €Xp (—Z v(xj, ) Ha (1.26)

Jj=1

E, = Zu@m) -2 Z jIn(ay). (1.27)

Demonstracgao:

Temos que o maximo de T é atingido nos zeros de p,(x). Assim,

H (:El,n - xn,k>2~

1<i<k<n

no(—u(as)
e
Tmaa: - [ A (2.0 ]
Jj=1

Qn

Por (1.18), temos

D(pn) - 7271_2 H (xl,n - xn,k)2‘

1<i<k<n

Entao

—v(Zjn)

n e o
maz = [H A, z] ) ] 72 2 D(pn)a
Jj=1
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onde v = (ay, as, ..., a,). Por (1.25) temos que

n x n
H HAn\Fgn) n aik72n+2 .

k=1

Entao,
n ’Um n n
T . He( in)) a a 2 om H x]n 2j—2n+2
mar T A, (xjn 142.. j
]:1 an : ]:1
n n
Jj=1 Jj=1
n n
2j
= exp| — —v(xjp) Ha]
j=1 k=1
Como E,, = —In(T ez ), temos

E, = —in(Thw) =—In (exp <— Z —U(:vj,n)> Ha§j>



Capitulo 2

Interpretacao Eletrostatica da

Conjectura de Smale

Neste capitulo, mostraremos o que é a conjectura de Smale e mostraremos sua interpretacao
eletrostatica. Para isso, antes falaremos um pouco do teorema de Gauss-Lucas e sua relagao

com a conjectura.

2.1 Teorema de Gauss Lucas e sua Interpretacao Ele-
trostatica

Nesta secao estudaremos o Teorema de Gauss-Lucas. Este teorema mostra uma relacao
geométrica entre os zeros de um polinémio p(x) e as raizes de sua derivada (pontos criticos).
O teorema mostra que o fecho convexo dos zeros do polinémio p(x) contém todos os zeros do
polinomio complexo p'(x). Além disso, o Teorema de Gauss-Lucas possui uma interpretacao
eletrostatica que se assemelha com a que vamos estudar na préxima secao e sera esta inter-
pretacao que vai ser mais relevante para o trabalho em questao. Deste modo, mostraremos

qual é este teorema e sua interpretacao.

Defini¢ao 2.1 (Combinacao Convexa). Sejam z1, 2o, ..., 2z, € C. Todas as combinagoes lin-
eares da forma

Q121 + Qozo + ... + 2y,
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n
com 0 <o, <1 eg ar = 1 sao chamadas combinacdoes convexas de 2z, 2o, ..., z,. Todas as

k=1
possiveis combinagoes convexas de zy, Zo, ..., Z, formam o fecho convexo destes pontos.

Sabe-se que o fecho convexo de zi, 29, ..., 2, € 0 menor conjunto convexo que contém

21y Ry ceey Zn

Teorema 2.1. Se p(z) é um polindmio complexo de grau maior ou igual a dois, entdo todos

0s zeros de p'(x) estao dentro de um fecho convexo formado pelos zeros de p(x)

Demonstracgao:
n

Seja p(x) um polinomio complexo, p(z) = « H(I —x;), onde os pontos z;, i = 1,2,...,n,
i=1
sao os zeros de p(x) e ndo necessariamente distintos. Seja z um niumero complexo tal que
p(z) # 0. Assim,
p’(z) « ZZ:I HZ;; (Z - wj) " 1

pe) — allLG-x)  &Hr-a

Em particular, se z é um zero de p'(x) e p(z) # 0, entao teremos a seguinte seqiiéncia de
igualdades equivalentes, passando o termo negativo, da expressao final acima, para o outro

lado da igualdade e depois conjugando ambos os lados, teremos,

Z|z_x|2 Z|Z_x|2

Deste modo podemos concluir que os zeros de p/(x) s@o combinagoes convexas dos zeros
de p(z), pois, os coeficientes que acompanham os termos z; sdo positivos e a soma deles
resultam em 1.

Agora se z é tal que p(z) = p/(z) = 0, entdo z é um zero de p(z). Se denotarmos este

7€ero por x,, poderemos escrever z como sendo a seguinte combinagao convexa dos zeros de

p(x),

n—1
z = 1.z+0.2xj.
j=1

Portanto os zeros de p/(z) pertencem ao fecho convexo formado pelos zeros de p(z). =
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2.1.1 Teorema de Gauss-Lucas e Eletrostatica

Estudaremos agora a interpretagao eletrostatica do Teorema de Gauss-Lucas. Para isso, dare-
mos uma nova demonstracao do Teorema 2.1. Nesta nova demonstracao mostraremos qual é
a interpretacao eletrostatica deste teorema.

Lembramos que o Teorema de Gauss-Lucas mostra que os zeros de p/(x) estao dentro de

um fecho convexo formado pelos zeros de p(x).

1 n 1
Vimos anteriormente que ﬁ = Z , onde f(z) é um polindomio de grau n e
fz) =z

zk, k= 1,2,...n sao seus zeros. Multiplicz;ndo, os dois termos do quociente da direita, pelo

conjugado do denominador, temos

3

MO B

f(2) = (z—a)(z—w) T |z — 2|2

Quando uma carga exerce uma forca em outra que é inversamente proporcional ao
quadrado da distancia entre elas o potencial respeitara o ja mencionado ”Potencial Logar-
itmo”. Entao podemos analisar o Teorema de Gauss-Lucas através da eletrostatica.

Como foi dito anteriormente, z, k = 1,2,...n sao os zeros de f. Tomamos um ponto z
pertencente ao interior do fecho convexo formado por estes pontos. Se olharmos pra os pontos
Zr como cargas unitaria fixas, entao o potencial no ponto z terd a configuracao como ilustra

a figura.

Portanto, podera existir um ponto no interior do fecho convexo tal que a resultante de
todos os vetores sera nula e o sistema tera um ponto de minimo energético.
Por outro lado, se tomarmos um ponto z fora do fecho convexo o potencial tera a

configuragao como ilustra a seguinte figura.
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A

Podemos concluir que para todo o ponto fora do fecho convexo sempre vai existir um
direcao onde a resultante das forgas nao vao se anular, ilustrada pela figura anterior, com isto
podemos concluir que o sistema nunca terd um ponto de minimo fora do fecho convexo.

Com isto mostramos que os zeros da derivada da f estao no interior do fecho convexo
formado pelos zeros de f, pois os zeros da derivada sao os pontos de minimo do sistema citado
anteriormente.

Esta interpretacao vai se assemelhar com a que vamos estudar logo em seguida.

2.2 A Conjectura de Smale

Agora vamos estudar um dos pontos mais importante para nosso trabalho. A conjectura de
Smale é sobre o quociente de um polinomio aplicado em um zero de sua derivada pelo ponto
onde o polinomio foi aplicado multiplicado pela sua derivada aplicada em um ponto que zera o
polinomio, porém, a derivada nao se anula. Nesta conjectura tenta-se encontrar um limitante
para o quociente mencionado anteriormente. Seguimos as idéias do artigo de Smale [11] e do

livro ” Analytic Theory of Polynomials”de Rahman e Schmeisser [10].

Conjectura 2.2 (Conjectura de Smale). Seja f um polinomio de grau n tal que f(0) =0 e

1(0) # 0. Entao,
f€)
£(0)

onde K =1 ou possivelmente K = ”T’l

|1 f'(§) =0} < K, (2.1)
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Smale provou que (2.1) é sempre verdade para K = 4. O bindmio f(z) = a1z + a,2",

aia, # 0, mostra que K nao pode ser menor que . De fato, observe que para quaisquer

ay, a, € C nao-nulos e para qualquer £ € C a desigualdade

I B R I 4
[€l]ai] a1 B |aq|
é verdadeira. Por outro lado,
f/(z) =y +nanzn_1 = gn—l — _& = |€n—1| — ‘al‘ )
nay, n|ay|
Portanto,
Sl 0)] — s | n.oon

Mostraremos em seguida o resultado de Smale. Para isso precisaremos de algumas

informagoes sobre fungoes univalentes e de um lema.

Definicao 2.2. Seja f : 2 — C, onde Q C C. f € chamada univalente em €2 se para qualquer

21,22 € Q, com 21 # 23, temos que f(z1) # f(22).

Teorema 2.3 (Koebe). Seja f uma fungdo que é univalente no disc D, tal que f(0) =0 e

1(0) =1. Entao f(D) contém o disco D(0,1/4).

Lema 2.4. Seja ¢ um polinémio tal que v(0) = 0. Suponha que

min{|p(§)] : ¢'(§) = 0} = 1.

Entao, existe uma funcao analitica univalente b no disco unitdrio D e assume valores no

plano complezo C, tal que ¥(0) =0 e p(p(w)) = w para todo w € D.

Demonstragao:

Seja p € (0, 1), e considere a leminiscata ou curva de nivel

£,={z€C: lo(:)] = p}.
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Como min{|e(&)| : ¢'(€§) = 0} = 1 entdo p(0) # 0, e portanto ¢ é univalente em um
vizinhanca da origem. Em particular, para cada p pequeno, existe um componente L, de
L, junto a origem tal que ¢ transforma o interior U, de £, no disco D(0; p) em uma forma
bijetora. Quando p cresce, isto ocorre até L, se juntar a outro componente de £,. Por outro
lado, sabe-se que os pontos criticos do polinomio ¢ sao exatamente aqueles onde ocorre a
juncao de curvas de nivel.

Pelo fato de que min{|¢(§)| : ¢'(§) = 0} = 1, ndo podemos ter pontos criticos em L,
para qualquer p € (0, 1), e portanto ¢ é univalente para todo p escolhido. Deste modo, para

cada ponto w de D, existe uma correspondéncia um-para-um com o ponto z de Uy = U U,o,
0<p<1
tal que w = p(z). Com isto a transformacao

v D — U, w— z

possui a propriedade desejada.

Teorema 2.5 (Teorema de Smale). Seja um polinémio tal que f(0) =0 e f'(0) # 0. Entao

f©)

m|if'(f):0}§4

min{]|

Demonstracgao:

Sejam ¢ e A nimeros complexos diferentes de zero. Definimos

o) = ef(5). (2:2)

cf'(0)
X\

Entao, ¢(0) = ¢f(0) =0, ¢'(0) = #0, e

fe) _ 2 e
0) - p) ) S (23)

Além disso, se £ é um ponto critico de f, entao A é um ponto critico de ¢, e vice-versa. Para
z

cf' (<

1)

verificar isto basta notar que ¢'(z) = N Portanto, ¢ suficiente provar o teorema para ¢.
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Se f tiver zero com multiplicidade maior que um a conclusao do teorema é trivial. De

fato, pois vai existir um zero da f’ que também é zero da f, vamos chamar este zero da f’ de

f (&) e
, logo = 0, portanto (2.5) é satisfeito.
Consideremos entao o caso quando os zeros de f sao todos simples. Seja M = min{|f ()] :

1 /
f(&) = 0}. Entao M # 0 e escolhemos ¢ = 7 ¢ A= # Assim, por (2.2), temos que o

polinémio ¢, com p(0) =0, ¢’'(0) =1, e

min{|e(§)] : ¢(§) =0} =1,

pois, se existir &, tal que |p(§)| < 1 entao vai existir « tal que f'(a) =0 e § = Aa. Para este

a, por (2.3), temos a seguinte cadeia de implicagoes

fla)  p(Aa) fla)  pha) wha) o)

af(0) ~ Aag(0) © F10) ~ Ag(0) T ALQ@ "~ cf(0)

#f(a):%&)<%:M

Chegamos em um absurdo pois M = min{|¢(§)| : ¢(£) = 0}.

Agora, por Lema 2.4, existe uma fungao univalente ¢ tal que (0) = 0 e p(¢(w)) = w

1
para todo w pertencente a uma bola aberta D. Assim, ¢/(0) = = 1. Portanto, pelo

¢'(0)

Teorema de Koebe 2.3, a regidao A = {¢)(w) : w € D} contém um disco aberto de raio 1/4

centrado na origem. Desde que ¢ seja univalente em A e transforme A em D, segue que
1
nenhum ponto z com |z| < 1 pode ser ponto critico de . portanto, lembrando que ¢’(0) = 1

e calculando

e(§) 1
ey < g <71 =4
concluimos
min{| Hs 16 =0} < 4

]
Em seguida consideremos um caso particular quando os pontos criticos de f sao todos

reais. Para investigarmos este caso, precisamos primeiramente de um resultado técnico
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Lema 2.6. Seja g um polinomio de grau positivo e no mdzimo n e com somente zeros Teqis.

Supomos que, no intervalo |a,b], ele cresge monotonicamente de 0 até g(b) > 0. Entao,

n—1 n

It

n+1"n-—1

b
/ g(2)dz < (b— a)g(b) )

onde o lado direito € quando n = 1. Além disso, a igualdade € atingida se, e

(b—a)g(b)
2

somente se, g(z) = c(x — a)(nb — (n — 1)a — x)" *para algum c > 0.

Demonstracao:

Primeiramente, caso g tenha grau no méaximo 1,

/ g(x)dx = / (cx + d)dx = C(% - %) +d(b—a)

(b—a)(b+a)

= C# + d(b — (l)
_ (b—a)(cb+ ca+ 2d)

2
- o)) - (@)

2
(b a)glh)

2

b —a
Assim,/ g(x)dx < (Z)Qﬂ

Agora faremos o caso onde o grau de g é maior ou igual a 2. Além disso, por uma

transformagao afim, nos restringiremos ao caso onde a = 0, b = 1 e g(b) = 1. Entéo o

polinémio podera ser escrito da seguinte forma

onde k+1<n—1,a;,<0efs > 1.
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Um polinémio é monotonico em |a, b] se, e somente se, ¢'(x) > 0. Assim,

/ - U ﬁs - Un Bs
g = Hf—ZnU _1+ 21—%1_[?—3 H

Daf,

que implica em

S| 1
;ﬁZH;l—at' (2.4)

Agora consideremos o valor de g para x € (0, 1) como uma fungao de aq, ..., ax e B, ..., Ok
e que maximiza a parte inferior das condi¢oes anteriores e (2.4).
Passo 1: Para = € (0,1), os valores de g(x) aumentam quando os nimeros o, e s

diminuem. Mostraremos primeiro para o a. Escrevendo g(z) da seguinte forma, g(z) =

g1(z)ga(x), onde
r — O

gl(x) - 1— (653

e go(x) o resto dos termos de g(x). Com isto podemos notar que se aj, diminuir em médulo o
coeficiente angular de g; aumenta a assim g; aumenta, logo se diminuirmos os «,, os valores de
g(x) aumenta. Analogamente temos para os (3. Lembrando que (2.4) tem que ser mantida,
entao, podemos diminuir até que (2.4) torne-se igualdade.

Passo 2: Suponhamos que a igualdade em (2.4) seja atingida. Mantendo todos «, e (s
fixos, exceto por um par distinto de nimeros oy, e o;. Variando aj e o  tal que a igualdade
em (2.4) seja preservada. Entdo g(x) aumenta se a distancia entre oy, e o, a; > «;, diminui.

De fato, vamos agora escrever g(x) como g(z) = gs(z)gs(x), onde

gs(x) = (f:j:)m (fijﬁp

e g4(x) os termos restantes de g(z). Como queremos analisar o que ocorre com g3(z) quando
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oy, € o se aproxima, entao vamos observar a situagoes em que eles vao se aproximando até um

ponto 6 onde oy, e o se igualam. Com isto vamos comparar a funcao gs(x) com o coeficiente

r—0 m~+p
< ) . Como queremos provar que ¢g(z) aumenta, entao basta provar que

1—-06
m P m+p
_ (T T\ z—0
wo= (=) () < (555)

Primeiramente vamos denotar a fungao h(x) como,
h(z) = x—oa, 1—0\" r—a; 1 -0 p7
z—01—qy r—01—q;

assim, para provarmos a desigualdade anterior basta provar que h(x) < 1. Deste modo, temos

que

(a:—ozk 1-9 )m (w—aa' 1-0 )p ((m 4+ p)xd — (mzx + ph)ay, + oj(—pxr — mb + (m + p)ay))

z—0 1—ay z—0 l—aj
(@ = 0)(z — ap)(z — a(k))
Como a igualdade em (2.4) tem que ser preservada, conseqiientemente,

m_ P _m+p
l—ap 1l—a 1-0’

assim,

0 — —pa; — may + maogag + pozjozk.
—m — p+ ma; + pay

Agora vamos olhar para o numerador de h/(z), mas especificamente para o termo ((m+p)z —

(ma + pf)oy, + aj(—pxr — mb + (m + p)ay,)). Substituindo € neste termo obtemos,

(ajmp(1 — 7))
—m — p+ ma; + pay

< 0.

Como a parte restante do numerador de h/(z) é positiva e seu denominador também o é,
podemos concluir que A'(z) > o, assim h(z) é crescente. Como h(1l) = 1 concluimos que
h(x) <1 para todo = € [0, 1]. Portanto mostramos que g(x) aumenta se a distancia entre ay

e a; diminui.
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Analogamente temos que para (; e ;. Assim o polindmio que assumird os maiores

valores serd o polindmio com a1 =y =...=q,=ae ;1 =y = ... = [ = (.

o -(1=2) (5=5)

ondek+I<n—1,a<0,8>1e

Portanto,

L.
-1 l—a

(2.5)

Passo 3: Se variarmos « e [ tal que (2.5) fique preservada, entao g(x) aumenta quando
I(1—a)
l—a+k

aie) <o (1E122) (1L 2

Passo 4: Para o polinomio (2.6), temos

a decresce, pois =1+ . Fazendo @ — —oo temos que f=1+1 e

gi(z) < gm(x), z € (0,1), [ <m.

Portanto, temos que

/Olg(x)d$ < /Olgn_l(x)dx - /Ola;(Z:f)nldx.

Calculando a ultima integral, obtemos

/le(Z:f)n_l < (1—0>9<”21Kn21)n_2}

Assim, usando a transformacao inversa, podemos concluir que

/abg(x)dx < (b—a)glb)— 1 Knﬁl)n - 2}
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Teorema 2.7. Seja f um polinomio de graun > 2 com f(0) =0 e f'(0) # 0. Supomos que

0s pontos criticos de f sao todos reais. Entdao

mind | X, pg =0} < 2 (1m]) o <,

sendo o primeiro em 3 quando n = 2. A igualdade sao atingidas se n = 2 oun = 3 e

f7(0) =0. Paran > 3 a desigualdade a direita € estrita.

Demonstracgao:

Podemos supor que f'(0) = 1. Entao f’ é valor-real na reta real. De fato, sejam
&1y ...y €1 0s pontos criticos de f. Assim f'(z) = na,(z — &)...(x — &,—1), como f'(0) =1
temos que (—1)""'na,&...&, = 1 logo a, € R, portanto, f’(z) toma valores reais Vz € R.
Denotemos & = &, como sendo o ponto critico mais proximo da origem, este ponto existe pois,

f'(0)=1>0e f(0) =0. Substituindo x por —x quando £ < 0, temos,

' f€)
£f'(0)

| - Jgw [ 1| =|- g [ r1o

_ ’ﬁ /50 F(2)da

Sabemos que f(0) = 0 e f/(0) = 1, como £ é o primeiro ponto critico préximo da origem

entao f cresce monotonicamente de 0 até &, porém f’ decresce monotonicamente neste mesmo

intervalo. Para podermos usar o Lema 2.6 faremos a integracao de £ até 0. Assim,

e
ot 0" ;j[(z - ;) - 2”
-G

Para provarmos a ultima desigualdade do teorema, temos que provar que

n—1\"" n—1
-2< 2.
(n—2> T n—2 27)

IN

) n > 2.
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Calculos mostram que esta desigualdade é verdadeira para n = 3,4,5,6. Provaremos

(2.7) para todo n > 7. Para este propdsito, mostremos primeiramente que a seqiiéncia {a,},
n—1 n—1

onde a, = 5 é decrescente. Isto é equivalente a mostrar que a seqiiéncia {b,}, com
n _

b, = (1 + %)HH, é decrescente, pois a, = b,_s para todo n € N. Para verificarmos o fato

anterior, denotemos c,, como sendo a seqiiéncia,

1
¢, =Inb,=(n+1)In (1+—).
n

Deste modo se provarmos que ¢, é decrescente entao b, o é. A seqiiéncia ¢, sera decrescente
1

se a funcao c¢(z) = (z + 1) In(1 4+ —) for decrescente para x > 1.
x

Com isto temos,

@) = (14 1) -
" . 1
¢(z) 22z + 1)

Assim, ¢’(x) > 0 entdo /() é estritamente crescente em [1, 00), por outro lado, ¢(z) vai para
0 quando o z tende para oo, portanto ¢'(z) < 0 para todo = € [1,00), deste modo, c(z) é
decrescente.

Calculando a7 obtemos a7 =~ 2.985998. Portanto

ap,—2<ay—2<1 VneNn>T.

Portanto, para estes valores de n

n
a, —2<1<
n_

o que demonstra (2.7).
|
Nos seguintes teoremas, f terd coeficientes reais de sinal determinado, mas os pontos

criticos poderao ser complexos.
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Teorema 2.8. Seja f(z) = a1z —Y n_, ayz” um polinomio de graun > 2, com ay, ..., G, reais,

nao-negativos, e aya, > 0. Entao,

mm{kﬁ%)

a tgualdade € atingida se e somente se ay = ... = a,—1 =0

n—1

’nNOZO}S

n

Demonstracgao:
Obviamente f'(0) = ay e sinal{f'(x)} = sinal{—a,}. Entao, sinal{f'(0)}.sinal{f'(c0)} =
—sinal{aya,} = —1, para « grande. Portanto, f tem um ponto critico positivo &, pois f’'(x)

muda de sinal no lado positivo da reta real. Assim,

! _ - v—1 __ - Qy v—1 __
f(ﬁ)—al—;vavf —0:;;11)5 = 1.

Na ultima igualdade temos que o termo v aumenta cada termo do somatoério, assim se elimi-

narmos este temo o somatério todo diminui, assim,

a a
§ v z v
v E'U 1 > 51} 1 .
1 v=2 1

v=2

v , . .. . c e e . .
Porem, colocarmos o fator — no somatério do lado direito acima ele vai diminuir, assim
n

n n 1 n

E @fv—l > E 2@050—1 S E vﬂgv—l‘
2 aq n ay n aq

V=

v=2 v=2

Mas mostramos, anteriormente, que o tultimo somatério acima é igual a 1, logo podemos

concluir
n

<y Z—;’g”—l <1 ()

v=2

S|

Portanto,
CL1§ - ZZ:Q ava
Say

‘ﬂ@’:
E7'(0)
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1
Desde que, por (%), a ultima soma é um nimero do intervalo [—, 1), temos que
n

f(§) Ly _n—1
= -
E obvio que quando as = ... = a,_1; = 0 temos,
f<£> ‘_' _% n—1
el e

ai

Porem, ¢! = , pois f'(2) = a1z — na,z""'. Entao,

n

f(é-)’_‘ _a_nn—lz
’5f’(0)_1 ¢

u
O proximo caso é quando todos os zeros de f, com exce¢ao do na origem, possuam
mesmo modulos, isto é, pertencem a uma circunferéncia centrada na origem. Iniciamos com

uma definigao.

Definicao 2.3. Sejam f e g dois polinomios, tais que

definimos a func¢dao R(f,q) por

Rif.9) = autn [1T10 —wa)

R(f,g) € chamado resultante de f e g.

Lema 2.9. Seja f um polinomio de grau n com f(0) =0 e f'(0) # 0. Denote os zeros nao
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nulos de f por z1, ..., z,_1 € 08 pontos criticos por &1, ..., ,—1. Entao,

nz(&)f' )= I s -0

v 1<v<pu<n—1

Demonstragao:

Supomos que f seja moénico. Entao f(z) = zg(z), com g(z) = H(z — 2,). Agora para

v=1

algum nimero complexo w, consideremos o resultado

Flw) =R(f',g —w)

dos polinomios f’ e g — w. Da defini¢ao anterior temos que F(w) é um polindmio de grau
n — 1 em w com coeficiente de maior grau (—n)"~! e termo constante R(f’, g).

Como f'(z) = z¢'(2) + g(z), pela definigao 2.2, temos

[
_ H s zv):ﬂ<zvg< )= g(z) =

pois, g(0) = (—=z1)...(—2p_1). Assim, de acordo com a ultima férmula de Viete, os zeros

Wi, ..., w,_1 de F' satisfaz,

va = (— _)n—l H(zv —z,)

vEQ

Além disso, F'(w) se anula se e somente se f' e f'—w tem zeros em comum. Entao, para cada
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ponto critico &, o numero g(&,) é um zero de F'. Assim,

ii(ﬂ@) :ifcw@»:ff@%D:

Werm) = Uleswm) ~ L
) g A B N | O
(ﬂmwjl(ffl o
= (7)) o e -
— (1

- ()

Teorema 2.10 (Desigualdade de Hadamard). Para toda matriz A = (a; ;) € C"*", temos

n

MMMsg(Zmﬁ).

j=1

N | —

A igualdade € atingida, se e somente se, Z ag 01y = 0 para k # 1.
v=1

Teorema 2.11. Seja f um polinémio de grau n com f(0) =0 e n — 1 zeros ndo-negativos,

todos de mesmo mddulo. Entao
i | L8
££(0)

A igualdade é atingida se e somente se f(z) = a1z + apz

‘:ﬂazo}s”;?

" com aja, # 0.

Demonstracgao:
,wy,) o determinante de Vandermondian dos ntimeros com-

Denotaremos por det(wy, ...

plexos wy, ..., w,.
Como todos os zeros nao-negativos de f tém o mesmo modulo, temos
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onder >0,0, e R, v=1,2,...n—1. Assim,

H (2, — zv)(zljl — Y = det(z1, .y zno1)det(z7 Y 20 ) =

1<v<pu<n—1
= det(e™, ..., e ) det(e”, . e ),

Pela desigualdade de Hadamard temos

—1 —

H(Z )’

pn=1 v=1

[SIE
3

\det (e, ..., e10=1)||det(e7, ..., e7 1) < H (Z |16 >
v=

= (n—l) (n—l) n—1)""

Assim, denotando por &1, ..., &, os pontos criticos de f, e usando o lema 2.9 temos

I | B RS Cn ]
3)‘ < (%) 1<p<v<n—1 H -

1<p<v<n—1

(n—l)n_l 1 < (n—l)n_l
" H |2u20] n

1<p<v<n—1

G
I 7

v=1

f(&)
§f'(0)

Pela simples observacao de que

’ > 0, concluimos que

f(&) ’ —1
&f'O) ™ n

min

Mostraremos agora a igualdade. Para isso denotemos f(z) = a1z + a, 2", assim

B ap +ap " [
1_[151;]” ’_;)l_[l ay _H1+a1§ ’

porem, 2" = —ﬂ, entao
na,
n—1 n—1 n—
H f(gv)'znl_l:(n—l) !
v=1 fvfl(O) v=1 n n '

(NI
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Assim min

f(gv) ‘ n—1
PO T

|
Veremos agora a conjectura restrita a alguns casos particulares quando o polinomio é de

grau no maximo 4.

Entao

Teorema 2.12. Seja f um polinomio de grau no mdzimo 4 tal que f(0) = 0 e f'(0) # 0.
o) 1 1 1
& ire=ol<i L (25)

m"{ £0) 2

Observagao 2.12.1. Para n = 2, temos igualdade em (2.8). Para n = 3 a igualdade é

atingida se e somente se todos os pontos criticos de f tenham o mesmo mddulo. Neste caso
eziste igualdade para Conjectura de Smale com K = g se e somente se f"(0) = 0. Para o caso
que n = 4 a igualdade em (2.8) ocorre se e somente se f' te um zero ¢ # 0 de multiplicidade
trés ou se f(z) = ayz+asz?, com ajay # 0. Ainda no caso que f possui grau 4 temos igualdade

3
na conjectura de Smale (2.1) com K = 7 @penas para o binomio citado acima.

Demonstracao do Teorema (2.12):

Seja f um polinomio que satisfaz as hipéteses do teorema, entao ele serd da forma,

onde 2 <n <4, eaa, #0.

Denotemos seus pontos criticos por &, ..., &,—1. Desta forma, definimos

: 1 "oaks 1 1 <= a,
Sj:: f(/éj) _ - M__:l__—i_i a_£;,1
gjf (0) 2 £ja1 2 2 —2 ay
1 1 <—a
= =1-= —Segsl =1.2....n—1).
2 2+S:2 alfj (.] ) ) 7n )
L ¢ in |9 < -2
OgO mostraremmos que 1§I]I1SITIL171 il = 2 n.

1° Caso n = 2:
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Temos que f'(z) = 2asz + a;, assim § = —;—1 entao,
a2
1 a9 1 1
S =4+ 2= __
=Tt 3
2° Caso n = 3:

Temos que f'(z) = 3asz? 4+ 2a92 + a;, entao podemos escrever suas raizes de acordo com

seus coeficientes,

2
=66 gl=-(G+&)
Dividindo, obtemos
a_ (&+&)
a1 2616
Assim,
1 3 a 1 a9 as
— U rv—1 - 2 - U3 e
S; = 2+; lgj =5+ §J+algj_
— 1_(51-1—52) . @2
a 2 25152 6] * 35152‘
Logo,
g _ 1 Gt & 36— (G632
b2 26 3¢ 65, -
_ &
65y
g - 1 Gt & G- (Gt+&)3+26
L2 28 3G 66, =
_ &
61
Portanto,
: . SIS 1 1 1
A |55 :mm{ AR } <c=5 3

pois, ou & < & ou & < &.

3° Caso n = 4:
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Temos f'(z) = 4ay2® + 3a32* + 2a2z + a2, assim
a 2ay 3az
— = =68 — =& + 68+ 68 — = ({1 + &+ &)
4ay day 4ay
Dividindo o primeiro pelos demais, concluimos
@:_51524‘51534‘5253 @2514-524‘53 as _ 1
ax 2618283 ai 3816283 ai 4616283
Assim, usando o mesmo procedimento que foi usado no Caso 2 temos,
5 - 6618283 — 6(&16s + §183 + E263)&5 4+ 4(& + & + &) — 38 (2.9)
’ 12616265 ' '
Denotemos,
3
1 .
,y:ngv € U)]:Q’}/—f], ]:1a273
v=1
Assim,

w1 [” + |wa]® + [ws* = (27 = &) (27— &) + (27— )2y — &) + (27 — &) (27 — &) =

3

= PP -2 @+ & +8) -G+ &+ &)+ I =

j=1
3 3
= 293y +2737 — 2937 — 273y + > _ 1517 =D _I&-
j=1 j=1
Portanto,
3 3
DolwP =) 1g
j=1 j=1
Mostremos agora que,
S. ,
2 (j=1,2,3).

& 48618285
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Calculemos —,
1

S 6616283 — 6(&182 + §183 + 263)&5 + 4(81 + & + E3)EF — 3¢

& 126,626567
_ L_5152+§1€3+§2§3+§1+£2+£3_ £
267 261628361 3816283 4816283
1 1 1 1 1 1 1 1
= e e g e

287 T 268 266 28 366 | 366 | 36G | 16E&

B 1 1 1 1 1 1 1 1 1
B 5351( 2+3)+§2§1( 2 " >+§2§3( 3)
111 26-2%+6
68361 6881 126583 12£,6583
eI rin -4 -4
4618283 4468

Usando este mesmo raciocinio provamos para j = 2,3. Concluimos assim,

5 Z |wJ’2

16|§1£2£3|2

8'2

J
&

3
Z 4515253

Z &1

B :1—__( S SR )
O 16j6&6&12 16 \ 66 16412 (6612
(%)

3
J=1

Com isto podemos notar que o produto interno do vetor (|&;]72,[&3]72,[&2|72) com

(1&]72, 1&1]72, |€3)72) resulta em (). Assim pela desigualdade de Couchy-Schwarz temos,

[\

3 3
S 1gs 1
21l < 62 TGP

Logo mln |S | <

1
4

»-lkl’—‘
l\')l»—t
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2.3 Interpretacao Eletrostatica da Conjectura de Smale.

Finalmente estudaremos o que a dissertacao propoe, a interpretacao eletrostatica da conjec-
tura de Smale. Para podermos fazer esta interpretacao temos que olhar para a conjectura
de uma forma diferente, olharemos através da eletrostatica, estudaremos como os zeros da
derivada usada na conjectura se comportam se forem cargas livres. Esta nova interpretagao
da conjectura de Smale esta no artigo ”Smale’s Conjecture on Mean Values of Polynomials
and Electrostatics”de Dimitrov [5].

Para discutirmos o problema de equilibrio eletrostatico relacionado com a conjectura de

f(&)

£ 1(0)

Smale, investigaremos o maximo do produto das n — 1 quantidades , onde §; ¢ um

ponto critico de f, ao invés do minimo entre todos esses termos.

Definicao 2.4. Denotaremos como m, o espago dos polinomios de grau até n. E como m o
espago dos polinomios de grau n com f(0) =0 e f'(0) # 0, assim os polinémios pertencente

n
a7 sao da forma f(z) = Z ay2".
v=1

Teorema 2.13. Seja f(z) um polindmio pertencente a w°. Denotaremos por zg = 0, 21, ..., Zn_1

0s zeros de f(z) e seus pontos criticos por &1, &a, ..., En—1, entdo

2
et H |21 ZJ|

f(fj) ‘ _ 1 1<j<k<n-—-1
. . /O n—1 n—1
j=1 5Jf( ) n H]zj|”*2
Jj=1

Demonstracao:

Seja f(z) monico, entao

Assim,

F'(z) = (27 = 20)--(2 = 2=1) (25 — 2j41) (25 — 201) (2.10)

Por outro lado, f'(2) = n(2—&)(2—&)...(2 —&,—1). Poristo f'(z;) = n(z; —&) (2, —&)...(2j —
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&no1), para j =0,...,n — 1. Com isto,

%
=

fz0).-f (1) = (27 = &)z — &) (25 — &n1) =

<.
Il
o

I
S
3

<
Il
- O

(=1)"(& — 2) (&2 — 2j) - (€n1 — 25) =

3
|

Il
=

(=1)" (& — 20) (& — 21) - (§k — 20—1) =

i ﬁ
|
—

3

(—=1)"f (&)

I
S
o~
&

Dividindo os dois lados por &;&...&,1[f/(0)]""! temos,

JE)S () f(En) (=D _ 1 f(20)f'(z1)f (znot) (=1)" (2.11)

& Ll O an §6..&[f(0)] !

Temos ainda que, f'(z) = n(z—&)(z —&)...(2 —&,1) e dal f/(0) = (—=1)""'n& &6
(=1)"" (1) f'(22) - " (20-1)
e O

Assim, o lado direito de (2.11) torna-se . Com isto, a igualdade

(2.11), pode ser escrita da forma

_ 1)) (za)]

‘ f(ﬁl)f(fz)-..f(fn_l)(_1)n—1

Ge & POFT | P
Usando agora (2.10), temos,
n—1n—1
H H B
n—1 o
f& | 1 EhE B
jI;Jl: 5]]”(0) nnt ’212’2...Zn_1|"*1

n—1 n—1
H 2] H |25 — 2l

j=1 k=1
1 k#j

nm b |z129.. 2, 1|7t

I Iz-—a

1 1<j<k<n—1

nn—l n
[Tz
j=1
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Agora estudaremos o comportamento da seguinte funcao:

T 1z-=

1<j<k<n—1

n
2
[Tz
j=1

T(Zl,227...,zn,1) = (212)

Notemos que T' é uma generalizacao do determinante de Vandermond.
Dado um dominio limitado £ do plano complexo cujo complemento contém uma vi-
zinhanga da origem, vamos investigar,

max T2y, 22, ..y Zn_1)- (2.13)

21,22,-2n—1€E

Considere o seguinte campo eletrostatico. Dado um inteiro positivo n > 2, fixamos uma

. n . . . ~
carga negativa com forga absoluta 5 —1 localizada na origem e n—1 cargas livres sao colocadas
em z1, 29, ..., Zn—1. SUpomos que o campo eletrostatico gerado por essas cargas obedeca a lei do
potencial logaritmo que significa que todas as cargas sao uniformemente distribuidas ao longo

das linhas perpendiculares infinitas ao plano complexo. Entao a energia total deste campo é

dada por.
n—1
n—2 1 1 _
L ey Zn-1) = ———5— ) log— l ‘
(217 22y y < 1) 2 ; o9 ’Zk‘ t 1<i<;n—l Og|zz - Zk;|

Por (2.12) e por Teorema (2.13) segue que

S (217 227 et 2”—1) € ( DE2e 1)‘

Desta forma, o problema de minimizar a energia do campo é equivalente ao problema de

maximizar o determinante de Vandermond generalizado T, que é equivalente a maximizar

FEL
€117 (0)]°

sao invariantes em relacao a transformacao z — kz, para todo k € C, k # 0, sem perda de

o produto de Smale. Desde que =1,2,..,n—1, e a funcdo T'(z1, 22, ..., 2n—1),
generalidade assumiremos que todos os zeros de f estao fora de um disco aberto com raio
a > 0, isto é, |zx| > a. Entretanto, se 21, 23, ..., 2,1 pertencem a um conjunto compacto existe

pontos z7,25,....,25 | € Doo(0,a) = {2 : |z| > a} que sdo solugdes do problema (2.13) e com
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isto esses sao os pontos de equilibrio do campo eletrostatico descrito acima.
No que se segue, discutiremos o caso particular quando E é um anel em C e a quantia
de cargas livres é um nimero par, isto é, n — 1 = 2m com m € N. Seja 0 < a < b < o0.

Consideremos o anel fechado

R(a,b) ={z:a < |z] < b}.

Estamos interessados no seguinte problema,

max{7T(z1, 22, ..., Zn—1) : 2 € R(a,b),k =1,2,...,n — 1}.

Pelas observagoes acima existem pontos z; € R(a,b) para os quais o maximo ¢ atingido.

Assim,

T(z],25, s zn_q) = max{T(z1, 22, ..., 2n—1) : 2k € R(a,b),k =1,2,...,n— 1}. (2.14)

Agora, iremos analisar este problema como um problema de eletrostatica. Sabemos

que foi fixada uma carga negativa na origem com forca absoluta e colocamos n — 1 =
2m cargas livres unitédrias e positivas em R(a,b). A carga fixa comegard a atrair as cargas
livres, assim fazendo com que elas migrem para regiao limitada pela circunferéncia menor.
Entretanto, quando metade das cargas estiver perto da esfera menor a forca gerada por todas
estas cargas juntas vai superar a forga realizada pela carga fixa, assim, fazendo com que a
outra metade das cargas migrem para regiao limitada pela circunferéncia maior. Mas ainda,
temos que levar em consideracao que todas as cargas livres se repelem entre si com mesma

intensidade. Assim, estas cargas irao se separar igualmente, como ilustra as seguintes figuras.

Com esta interpretacao, parece mais natural esperar que a menor energia serd atingida

2 o (2
para a seguinte configuracao: sz = bexp <Z—7Tj> ,7=0,1,....,m—1ez, = aexp (Z (—Wk + 1)),
m m

m
m—1 m—1

k=0,1,...,m — 1. Podemos, com isto, definir o polinémio p(z) = H(z — ZJA) H(z — ZZ)
5=0 k=0

Agora, mostramos que o polinomio p(z) definido anteriormente é igual a o polinémio p =

(2™ —b™) (2™ + a™), onde, a e b sdo os limitantes do anel R(a,b).
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3

2 e
-9

Figura 2.1: Inicio Figura 2.2: Equilibrio

De fato, é facil notar que ambos os polinomios tém mesmo grau e que o termo de maior

grau de cada um deles é igual a 1, entao falta apenas mostrarmos que eles possuem as mesmas
’ . (0] ~ ,

raizes. Sabemos que sz, j=0,2,...m—1ez, k=0,2,..,m—1sdoraizes de p(z), mostremos

que esses pontos também vao ser raizes se p(z).

p(z) = ((z)"™ = b")((z)™ +a™) = (0" exp(i2mj) — b™) (0™ exp(i27j) + a™)
= (0™ =0b")(b" exp(i27j) +a™) =0
p(z) = ()™ =) (z)™ 4 a™) = (@™ expi(2rk + ) — b)) (a™ expi(27k + 7) 4+ a™)

= (a"expi(2rk +7) —bT))(—a™ +a™) =0,

onde usamos o fato exp(i27j) = 1 Com isto, temos,

p(z) = 1__[ (2 — 25) 1__[ (z—2z;)=("=b")(=z"+a™) (2.15)

e ~ . o ;. . . ~
Agora, para facilitar a notagao, uniremos os pontos z; e z; em uma tnica seqiiencia Z,

t=1,2,...,2m, onde,

Z =2 t=1,2,...m  G=z, t=m+1m+2 .. 2m,
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assim p(z) = [[27 (2 — %).

Calcularemos agora, os valores de |p(0)| e de p/(%;), pois estas quantias serao usadas para

conclusao de nossa andlise. Observamos primeiramente que, por (2.15) segue

Para calcularmos o valor de p/(Z;), primeiramente vamos calcular p/(z). Como p(z) = f:l (z—
2m

Z), entdao p(z) = (z — Z)gn(2), 1 < k < 2m, onde g,(z) = | |(Z — %), entao, p'(z) =
t=1
£k

(2 = 2)gn(2) + gn(2). Assim,
p(z) = g(3) = [ [ (2 — 2) (2.17)
Por outro lado p(z) = (2™ — 0™)(2™ + a™), entdo, p/(z) = mz™" ((z™ + a™) + (2™ — ™)),

assim

P (Z) = ma™ H(=b" — a™) se m+1<k<2m (2.18)

Agora, estamos prontos para calcular T'(Zy, Za, ..., Z2,,). Usando (2.16) e (2.17), obtemos

2m 2m
=z 2
0 ke 05
95 = s 1<j<k<2m =
T (Z17227“'7Z2m) = om = om
H Z?mfl H gimfl
j=1 j=1
2m 2m 9m
s 2 ~
1_11 H B Hp(zk)Q
I= j=1

POPT O
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Agora (2.16) e (2.18) implica em

H(mbmlbm—i-a 2H " +a™))?
j=1 J=1
(ampm)2m—1
(mb™ (O™ + a™))?>™ (ma™ (0™ + a™))*™
(ampm)?m—1
m4m(am_1bm_1)2m(bm +am)4m
(ampm)2m—1

m4m(bm + am)4m

T2<517227'-'752m) -

(amb™)
Portanto,
o _ am+bm 2\ ™
T(Zl, 29y eny sz) = (m2%) . (219)

Ao final de todo este estudo podemos formar a seguinte conjectura.

Conjectura 2.14. Seja n um inteiro positivo impar, n — 1 = 2m, m € N. Entdo os unicos
pontos extremos, a menos de uma rotagdo, 1, Z, ..., Zom que satisfaz o problema (2.14) sdo os

zeros do polindmio p = (2™ — b™)(2™ + a™). Além disso,

m pm 2\ ™
T(gl,gg,...,ggm) = <m2u)

Vab



Capitulo 3

Testes Numéricos

Neste ultimo capitulo iremos fazer alguns testes numéricos para verificarmos se a conjectura
final (2.14) é vidvel, para assim em um trabalho futuro possamos prové-la. Para os testes

numéricos usamos o software "Mathematica”.

3.1 Algoritmo do Programa

O programa usa o seguinte algoritmo. Informamos para o programa quais vao ser os raios
a e b dos limitantes e uma quantia m de pontos livres, lembrando que m é a metade dos
pontos que o programa vai usar. Informamos ainda qual vai ser o "passo”’, o numero de
direcoes que ele deve seguir e qual o serd o erro aceitavel. O programa escolhe aleatoriamente
2m — 1 pontos pertencentes ao interior da regiao limitada pelas duas circunferéncias, o ponto
restante sera fixo no ponto b este ponto é um controle. Depois das escolhas destes pontos
o programa calcula qual vai ser o valor da fungao T definida em (2.12), logo em seguida,
ele toma o primeiro ponto e desloca com a tamanho do ”passo”’fornecido anteriormente na
primeira direcao e calcula novamente o valor da funcao T e guarda este valor, o programa
repete este processo para todas as direcoes. Depois de todo este processo ele compara todos os
valores e fica com o ponto que apresentou o maior valor de T, repete este processo para todos
os pontos, menos para o fixo. Depois de todos os pontos terem passado pelo processo descrito
anteriormente o programa calcula novamente o valor de T' e compara com o valor calculado

antes dos pontos terem sido alterados de posicao, se a diferenca entre estes dois valores for
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menor que o erro aceitavel o programa ¢é interrompido e mostra qual é a nova configuragao dos
pontos junto com a inicial, se nao ele repete os processos descritos anteriormente até chegar

em uma configuragao aceitavel.

3.2 Texto do Programa

m:=8
erro:=(0.0001
passo:=0.01
direcao:=4
n:=2*m
teste:=1
Array[l, n];
Array|z, n);
Array[y, n|;

Array([ini, n|;

I[1]):=b;
2[1):=b;
y[1]:=b;
ini[1]:=b;

For[i = 2,i < n,i++, z[i] = Random[Real, {a, b}] * Exp[Random[Real, {—Pi, Pi}] * I||

For[i = 2,i < n,i++, ini[i] = 2[i]]

parada = 1;

While[teste == 1,

For[j = 2,j < n, j++,y[j] = z[j]};
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For[v = 2,v < n,v++,l[v] = z[v]];
Fori = 2,i < n,i++,

aux1l = z[i];

aux2 = Abs [Hi‘=1 [Ticssy Abs(=[t]—={d]
T, Abslzfp]] “Z-

s=1;

While[s < direcao,

0009

y[i] = 2[i] + Exp [I x 2H] « passo;

If [And [Abs[y[z]] < b, Abs[y[i]] > a, Abs [H‘—‘ TLizs s Abslolt] y[d]]] > aux2]
 J Absly[p]) "7

aux1 = y[i];

aux2 = Abs [H?:l H2=t+1 Abs[y'[tl;y[d]]]:l :
[Tp=1 Abs[y[p]] =

s=s+1];
If[And[Abs[y[i]] < b, Abs[y[i]] > a], z[i] = aux1]

I;
parada = parada + 1;

If[( Abs [m_lnd_mAbs[m[t]—m[:m] _ Abs [Ht_lnd_mAbs[zm z[dﬂD < erro, teste = 2;
1", Absfe[p] T %, Absitfp]] "

Print[” Convergiu”]);

If[parada == 10000, teste = 2; Print[’Saiu pela parada”]|];

Print |”valor inicial da f:” , Abs [1’[2‘=1 [licess Abs[im[:]_;im[d]]]]
i IT5— Abslini[p]] Z~

Print |” Valor final da f:” , Abs [Ht_l [liri1 Abs[z[t]_z[d]]]]
| 1 Abs[z[p]] 2

g:=ListPlot[Table[{Re[z[j]], Im[2[4]]}, {J, n}], PlotStyle — {Hue|.6], PointSize[0.02]}];
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h:=ListPlot[Table[{Re[ini[7]], Im[ini[j]] }, {j, n}], PlotStyle — {Hue][.6], PointSize[0.02]}];
h2:=ParametricPlot[{a * Cos|[t], a * Sin[t]}, {t, 0, 27}, PlotStyle — Hue[.9]];
h3:=ParametricPlot[{b * Cos|t], b * Sin[t]}, {t, 0, 27}, PlotStyle — Hue[.12]];

Show/[h, h2, h3, AspectRatio — Automatic]
Show[g, h2, h3, AspectRatio — Automatic]

Clear[t,d, p, 1, j, v, 8,1, 2,y, ini, parada, a, n, b, g, h, h2, h3, m, erro, passo, direcao]

Null

3.3 Testes

Nesta ultima secao realizaremos alguns experimentos numéricos usando o programa descrito

anteriormente. Segue abaixo quatro testes realizados.

Teste 1:

[ J

o [ J
[/ ]
-2 L. 3 ) - 2
[ J
° [ J
[ J
[ J
- . -
[ J

Figura 3.1: Inicio: T = 4, 38498 Figura 3.2: Fim: T = 2,46492.10°

Valor esperado (conjecturado): T = 2,64401.102!
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Teste 2:

N

Figura 3.3: Inicio: T" = 792, 487

Teste 3:

N

[\]

Figura 3.5: Inicio: T" = 1020, 13

-2

R
-

Figura 3.4: Fim: T = 134699

[ ]

[\

Valor esperado (conjecturado): T' = 1,14290.10'

[/}

[\}

[\]

[\

Figura 3.6: Fim: T = 3,11314.108

Valor esperado (conjecturado): T' = 1,54769.103°
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Teste 4:

[AEY
F
/]

[\]

[/}

o

° [ ] (]
-1 0/5 ? -1 ~0.5 0/5 ?
[ J
o a
Figura 3.7: Inicio: T" = 25818,9 Figura 3.8: Fim: T = 3,90974.107

Valor esperado (conjecturado): T' = 2,09751.10'°

Com estes testes, podemos notar, que em todos os casos, os pontos migraram para as
fronteiras, como foi previsto na conjectura. Entretanto, os pontos nao pararam onde era
previsto, o que é muito razoavel, pois a funcao 1" é relativamente complexa e deva ter varios
pontos de minimo local, com isto, os pontos convergiram para um desses minimos. Outro fato
que podemos notar é que o valor conjecturado sempre é maior do que o valor da funcao T nos
ponto em que o programa para, o que afirma a conjectura, pois esta conjectura é a respeito

do méaximo global da fungao 7.
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