UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA “JULIO DE MESQUITA FILHO”
Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas

Campus de Rio Claro

Semigrupos de Operadores Lineares e

Equacoes Diferenciais em Espacos de Banach

Mariéle de Freitas Osti

Dissertacao apresentada ao Programa de Pos-
Graduacao  Mestrado Profissional em Ma-
temética Universitaria como requisito parcial

para a obtencao do grau de Mestre

Orientador
Prof. Dr. Ricardo Parreira da Silva

Co-orientadora
Profa. Dra. Suzete Maria Silva Afonso

2013



517.38 Osti, MariéleF.

085s Semigrupos de operadores lineares e equacdes diferenciais
em espacos de Banach / Mariéle F. Osti. - Rio Claro: [s.n.],
2013
70f. il

Dissertacéo (mestrado) - Universidade Estadual Paulista,
Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas

Orientador: Ricardo Parreirada Silva

Co-Orientador: Suzete Maria Silva Afonso

1. Equacdes diferenciais. 2. Solugdes fracas. 3. Problema
de Cauchy abstrato. I. Titulo.

Ficha Catal ografica elaborada pela STATI - Bibliotecada UNESP
Campus de Rio Claro/SP




TERMO DE APROVACAO

Mariéle de Freitas Osti
SEMIGRUPOS DE OPERADORES LINEARES E EQUACOES
DIFERENCIAIS EM ESPACOS DE BANACH

Dissertacao APROVADA como requisito parcial para a obtencao do grau de
Mestre no Curso de Pés-Graduagao Mestrado Profissional em Matematica
Universitaria do Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas da Universidade
Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho”, pela seguinte banca examina-

dora:

Prof. Dr. Ricardo Parreira da Silva

Orientador

Prof. Dr. Marcone Correa Pereira
EACH/USP

Profa. Dra. Suzinei Aparecida Siqueira Marconato
IGCE/Unesp - Rio Claro

Rio Claro, 04 de Janeiro de 2013



Aos meus pais

Dorival e Marisa



Agradecimentos

Ao Professor Dr. Ricardo Parreira da Silva, pela orientacao e paciéncia.

A Professora Dra. Suzete Maria Silva Afonso, pelas sugestoes e ajuda.

Ao meu companheiro Fernando Rosa, pelo incentivo, forca e sabias palavras.

A minha familia, por todo apoio e compreensao.

A equipe do CICC - Centro Integrado de Ciéncia e Cultura, pelo apoio e ajuda.

A todos aqueles que direta ou indiretamente contribuiram para a realizacao desse
trabalho.



Felizes aqueles que se divertem
com problemas que educam a
alma e elevam o espirito.

Fenelon



Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar a teoria de Semigrupos de Operadores Line-
ares para analisar existéncia de solucao de uma equacao diferencial parcial. Inicia-se
com a introdugao de conceitos de algebra linear, andlise funcional e calculo em espacgos
normados. Em seguida, é desenvolvido fragmentos da teoria de Semigrupos de Opera-
dores Lineares e é mostrada uma condicao necesséria e suficiente para a existéncia e

unicidade de solucgoes fracas.

Palavras-chave: Semigrupos de Operadores Lineares, Solucoes Fracas, Problema de
Cauchy Abstrato.



Abstract

This work aims to present the theory of Semigroups of Linear Operators for the
analisys of the existence of solution of a partial differential equation. It begins by in-
troducing concepts of linear algebra, functional analysis and calculus in normed spaces.
Then we study part of Semigroups of Linear Operators and it is displayed a necessary

and sufficient condition for the existence and uniqueness of weak solutions.

Keywords: Semigroups of Linear Operators, Weak Solutions, Abstract Cauchy Pro-

blem.
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1 Introducao

Neste trabalho apresentamos elementos da anélise funcional como ferramenta para
o estudo de equacoes diferenciais em espacgos vetoriais abstratos.

O estudo é feito de maneira sistematica, traduzindo objetos tradicionalmente estu-
dados em cursos basicos de algebra linear e equacoes diferenciais para contextos mais
gerais.

Este estudo nos permite introduzir a teoria de semigrupos de operadores lineares e
aplica-la ao estudo de equacoes abstratas.

Na primeira parte do trabalho seré feita uma revisao sobre espacos vetoriais norma-
dos, operadores e funcionais lineares. Seguiremos estudando os semigrupos de opera-
dores lineares e sua aplicacao aos problemas de existéncia de solucao de uma classe de
equacoes diferenciais.Tal solu¢ao tem sido objeto de pesquisa de mateméticos, fisicos e
engenheiros desde os tempos do surgimento do Célculo Diferencial.

Em seguida, demonstramos o Teorema de Hille-Yosida, que foi muito importante
para o avanco dessa teoria.

Por fim, mostramos uma condi¢ao necesséria e suficiente para a existéncia e unici-

dade de solucoes fracas.



2 Introducao a Analise Funcional

Neste capitulo, apresentamos os resultados de algebra linear e andlise funcional
necessarios para o desenvolvimento da teoria de semigrupos. Embora elementar, alguns
resultados sao apresentados de forma distinta do que tradicionalmente se apresenta
em cursos basicos e, por isso mesmo, optamos por provar a maioria dos resultados

apresentados.

2.1 Espaco Vetorial

Definicao 2.1. Um espago vetorial sobre um corpo K é um conjunto nao vazio X
munido de duas operagoes, X x X > (z,y) — z+y € X e Kx X > (a,z) — ax € X,
satisfazendo as seguintes propriedades:

Al z+y=y+zx, Ve,y € X;

A2: 2+ (y+2)=(z+y) + z Vo,y,2 € X;

A3: d0e X talquex +0 =2z, Vr € X;

A4: Ve e X, 3 —ze X tal que z + (—z) = 0;

M1: a(pz) = (af)x, YV € X, Ya,p € K;
M2: lrxr =z, Vr € X;

M3: alz+y) =ar+ay, Va € K Vo, y € X;
M4: (a+ p)xr=ax+ fz, Vo, € K, Vo € X.

Os elementos de X sao chamados vetores de X.

Definicao 2.2. Um subespaco de um espago vetorial X é um subconjunto nao
vazio Y C X tal que se y;,y2 € Y e o, 8 € K entao ay; + Sy, € Y.

Note que, neste caso, Y munido das operacoes induzidas por X é, por si s6, um

espaco vetorial.

Definicao 2.3. Uma combinacao linear dos vetores zq,xs,...,z,, de X é uma

expressao da forma ajx1 + asxs + ... + Ty, COM Ay, ..., Qyy € K.
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Para qualquer subconjunto nao vazio M C X, o conjunto de todas as combinagoes
lineares (finitas) de elementos de M é chamado o subespago gerado por M e é denotado
por (M).

Definicao 2.4. Seja M um subconjunto do espago vetorial X. Dizemos que M
é linearmente independente se, dado qualquer subconjunto finito {xy, zo, ..., 25} C M,
a equacao Ty + asxs + ... + agrr = 0 com ay, ..., € K possui somente a solucao

trivial a; = ap = ... = a = 0. Caso contrario, M é dito ser linearmente dependente.

Definicao 2.5. Um subconjunto linearmente independente B C X é uma base do

espago vetorial X se X = (B).

Definicao 2.6. Dizemos que o espaco vetorial X possui dimensao finita se existir
um inteiro positivo n e um conjunto linearmente independente com n vetores de X, tal
que qualquer subconjunto de n + 1 ou mais vetores de X for linearmente dependente.
O ntimero n é chamado a dimensao de X e é denotado por dim X = n. Por definicao,
dim{0} = 0. Se X néao for de dimensdo finita, entdo dizemos que X é de dimensédo

infinita.

Proposicao 2.1. Seja X um espaco vetorial. Entao dim X = n se, e somente se,

existir uma base de X constituida por n vetores de X.

Demonstracao:

Se dim X = n, existe um subconjunto B = {x1,zs, ..., z,} C X linearmente inde-
pendente e qualquer subconjunto {y1,vys, ..., Yn, Ynst1} C X € linearmente dependente.

Mostremos que B é uma base.

Seja y € X. Entao, a equagdo a1z1 + ... + T, + o,y = 0 nos coeficientes
a1, Qa, ..., A, 11 POssuUl uma solugao nao trivial.

Mostremos por absurdo que a1 # 0. Se @, 1 = 0, temos:

a1+ ... +a,r,+0.y =0= a; = ... = o, = 0, pois B é linearmente independente.

O que implica {z1, 9, ...,2,,y} linearmente independente, o que é absurdo. Logo,

Qpt1 7& 0.
Portanto,
— __o Q2 _ __ _Qn
y=—tw - 2wy — .- 2wy, € (B).

Reciprocamente, seja B = {x1, xs, ..., ,,} uma base de X.

Seja C'= {y1,Y2, s Yns1} C X.

Afirmacao: C' é linearmente dependente.

Note que para cada 7, existem escalares «; 1,2, ..., @; , tais que y; = Z;;l QG ;.
Mostremos que a equacao S1y1+Bayo+ ...+ Bnr1Ynr1 = 0 admite solugao nao-trivial.
De fato,

511/1 =+ /823/2 + ...+ Bﬂ+1yn+l = 0 = 51 Z Oél}jxj + ...+ Bﬂ+1 Z Oén+1’jxj = O =
j=1 j=1
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n+1 n+1
4 (Z 6]'0[3',1) xry+ ...+ (Z @-Ozjﬂ) z, =0&
7j=1

J=1

n+1

Z Bjaj,l =0
j=1

n+1

Z ﬁjaj,n =0
j=1

Como o sistema linear homogéneo de n-equagoes nas (n+1) variaveis (51, Ba, ..., Bnt1)
sempre admite solugao nao-trivial, segue o resultado.

n

Nosso interesse principal sao os espacos vetoriais de dimensao infinita. Para estender

a tais espacos propriedades dos espacos de dimensao finita estudados em algebra linear,

necessitamos do Lema de Zorn. Assim introduzimos os seguintes conceitos.

Definicao 2.7. Um conjunto parcialmente ordenado é um conjunto M munido
de uma ordem parcial, isto é, uma relacao binaria, denotada por <, que satisfaz as
condicoes:

(i) @ < a paratodoa € M, (Reflexiva)

(ii) Sea<beb<a,entdo a=b, (Anti-simétrica)

(iii) Sea<beb<c,entdo a <c.  (Transitiva)

E evidente que o conjunto parcialmente ordenado M pode conter elementos a e b
para os quais nem a < b nem b < a. Neste caso a e b sao chamados de elementos
incomparaveis. Em contraste, dois elementos a e b de M sao chamados de elementos

comparéaveis, se satisfizerem a < b ou b < a (ou ambos).

Definigao 2.8. Dado um conjunto M parcialmente ordenado, um subconjunto

C C M é totalmente ordenado quando quaisquer dois elementos de C' sao comparaveis.

Definicao 2.9. Um limitante superior de um subconjunto W do conjunto parci-

almente ordenado M é um elemento v € M tal que x < u para todo z € W.

Definicao 2.10. Um elemento maximal de M é um elemento 5 € M tal que se

[ < x para algum x € M, entao § = x.

Lema 2.1. (Lema de Zorn) Seja M # () um conjunto parcialmente ordenado.
Se todo subconjunto totalmente ordenado C' C M possuir um limitante superior, entao

M terd pelo menos um elemento maximal.
Como consequéncia podemos provar o seguinte resultado:

Teorema 2.1. Todo espaco vetorial X # {0} possui uma base.
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Demonstracao:

Consideremos M = {B C X : B é linearmente independente}. Como X # {0},
existe € X, nao nulo, e desta forma o conjunto {z} é linearmente independente, o
que implica {z} € M, ou seja M # ().

Em M, consideramos a seguinte ordem parcial: A < B< A C B.

Mostremos que tal relacao é, de fato, uma ordem parcial em M.

i) A C A, isto é, A< A, para todo A € M,

i) ACBeBCA=B=A,istoé, A<B e B< A= A=B;

i) ACBCC=AcCC,istoé, A< BeB<(C=A<C.

Seja C' € M totalmente ordenado.

Entao A = Ugece B é um limitante superior de C. De fato:

i) A € M pois;

Sejam x1, o, ...,Tx € A e ay,as, ..., € K tal que a7 + asxs + ... + apxy = 0.

Para cada i = 1,2,....k existe B; C C tal que x; € B;. Como C é totalmente
ordenado podemos supor que By C By C ... C By, logo 1,29, ...,x, € By que é

linearmente independente, entao ay; = as = ... = a;, = 0.

i1) Note que, se B C C' entao B C A, logo B < A.

Portanto, pelo Lema de Zorn, existe um elemento maximal 5 de M. Note que, pela
definicao de M, 8 é um subconjunto linearmente independente de X.

Afirmamos que X = ().

Para provar a afirmacao, suponha que ela nao vale, isto é, existe z € X tal que
z ndo pertence a (3). E facil ver que Y = S U {z} ¢ linearmente independente, pois
se 2,T1,Ta, ..., T € fU{z} sdo tais que az + ayxy + oxs + ... + oy = 0 = az =
—Q1T] — Qg — ... — QL.

Se a = 0 entao aq, o, ...,ap = 0, pois [ é linearmente independente.

Se a # 0entdo z = =%y — Rxy — ... — gy = 2 € (B) o que é absurdo.

Entao Y € M, 5 <Y e § # Y, mas isso contradiz a maximalidade de 8. O que é

absurdo.

Logo, z € (B) e X = (/).

2.2 Espacos Vetoriais Normados

Definicao 2.11. Seja X um espago vetorial sobre K (K =R ou C). Uma norma

em X é uma aplicacao : X — R que satisfaz as seguintes propriedades:

i) [[z||>0,paratodox € X e ||z |=0< 2 =0;

ii) Para todo a € K e para todo z € X vale || az ||=| o ||| = [|;

iii) Para todo z,y € X vale |z +y [|[<[| 2 [[+ [y | (desigualdade triangular).
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Um espaco vetorial X munido de uma norma || . || é chamado de espaco normado

e sera denotado por (X, | . ||)-

Definigao 2.12. Sejam (X, || . |1), (X,

normas || « |1, || « ||2 sdo equivalentes se existirem constantes c;, ¢y > 0 tais que

2) espagos normados. Dizemos que as

allz|hiLllx]2< e ||x]1, paratodoz e X.

Observagao 1. Se (X, x), (Y,

um espago normado quando munido da norma |

(@) =l = llx + Ty lly.

y) forem espagos normados entao X x Y sera
|xxy: X xY — R dada por

Definicao 2.13. Sejam (X, || . ||x), (Y,| « ||y) espacos normados. Uma fungao
f: X — Y é continua em zy € X se, para todo ¢ > 0 existir 6 > 0, tal que se
| & — o |[x< 4, entdo || f(z) = f(zo) [y<e.

A funcao f é continua se for continua em todo ponto x € X.

Proposigao 2.2. Seja (X, ||+ ||) um espago normado. Entao as operagoes
i) soma de vetores X x X — X, (x,y) — x + v,

ii) multiplicacao por escalar K x X — X (o, z) — az, e

iii) norma || . [} X — R, z || z ||.

Sao fungoes continuas.

Demonstracao:
i) Mostremos que a soma é continua em (zg,yo) € X x X.

Dado € > 0, tomando § = ¢ temos que se (z,y) € X x X é tal que || (z,y) —
(o, %0) lxxx < 6 = Jlz+y—(wo+w)lx < [lz—azlx+yv—wlx =
H (1:73/) - (xoayo) ||X><X < E.

i1) Mostremos que a multiplicagdo por escalar é continua em (ag, o) € K x X.

Dado ¢ > 0, queremos determinar 6 > 0 de forma que:
|az—agzo || < |ex—apz || + | a0z —aozo || = |a—ao [l 2 || +[ao [ =20 || <
< la—ag[(le—zoll + [ 2o )+ a0l z =0l =

= le—zo [ (a=ao|+]ao )+ |a-aoll[zo] < (0 +[aol)+0]lzoll < &

Portanto, se
0"+ (lag |+ [z [N —e =0,

ou seja,

(lao |+ 2o l) £/ (o |+ | @ ]])? +4e

d= 5

escolhemos

(oo [+ 1Tz ) + /(Lo [+ [ o [)* +4e

"= 9

> 0.
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Dessa forma, considerando ¢ satisfazendo 0 < § < &', segue que || (o, z)— (v, To) ||xxx
<d= |la—ay|+||z—z||<d=la—ap|<de | x—x||< 0= ar—apx ||< ¢,

como queriamos.

i71) Mostremos que a norma é continua em z, € X.
Dado ¢ > 0, tomando 6 = € temos que se || x — z ||< 6 entdo ||| z || — || zo [||<
| z—xo ||[<d=ce.
]

Definigao 2.14. Uma sequéncia (z,,) no espago normado X é de Cauchy se para

todo € > 0 existir ng € N tal que m,n > ng =|| z,, — z, [|< .

Definigao 2.15. Uma sequéncia (z,) no espa¢o normado X converge para x € X
se, para todo € > 0 existir ng € N tal que n > nyg = z, —z ||< e.

Notacao x,, — x ou limzx, = x.

E imediato que toda sequéncia convergente é de Cauchy, porém nem toda sequéncia

de Cauchy converge.

Definicao 2.16. Um espago normado X é dito completo se toda sequéncia de

Cauchy converge em X.

Definicao 2.17. Um espaco normado completo X é chamado de espaco de Banach.

2.3 Operadores Lineares

Em todo texto, X denotard um espago vetorial sobre um corpo K(= R ou C).

Defini¢cao 2.18. Dizemos que uma aplicacao 7' : D(T) C X — X é um operador
linear se D(T") é um subespago vetorial de X e para quaisquer z,y € D(T) e a € K,

T(ax+y) =aTx+Ty. (2.1)

Denotaremos por:

D(T) o dominio de T,

R(T)={y € X; 32 € D(T) com y = Tz} a imagem de T,
N(T)={x € D(T); Tz =0} o nucleo de T

Teorema 2.2. Seja T : D(T) C X — X um operador linear. Entao:
i) A imagem R(T) é um subespago vetorial de X.

ii) Se dim D(T) = n < oo, entdo dim R(T) < n.

iii) O ntcleo N(7T) é um subespaco vetorial de X.
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Demonstracao:

i) Sejam y;,y2 € R(T'). Mostremos que ay; + By, € R(T) para quaisquer escalares
o, € K. Desde que y1,y2 € R(T), temos y; = Tzy e yo = Txo, para algum x1, 9 €
D(T).

Portanto,

ayy + Py = aTxy + fTxes = T(axy) + T(Sxs),

como axy + Bry € D(T), que é um subespaco vetorial de X, T(axy) + T(Bxs) =
T(axy + Pxg) € R(T).

i1) Escolhemos n + 1 elementos y1, Yo, ..., Yn+1 de R(T') de forma arbitraria. Entao
y1 =Tz, ..., Yns1 = Txpyq para zy, ..., x,11 em D(T). Se dim D(T') = n, esse conjunto

X1, ..., Tpr1 deve ser linearmente dependente. Considere a combinagao linear,
a1y + ... + Ap1Ynt1 = 0,
em que g, ..., a1 Sao escalares. Como 7' é linear, segue que
A1y + oo+ p1Ynir = T(owy + o+ 1) = 0 = gy + ...+ a1 € N(T),

0 que mostra que ¥, ..., Yp+1 € um conjunto linearmente dependente. Sendo que este
subconjunto de R(T) foi escolhido de forma arbitraria, nés concluimos que R(T') nao
tem subconjuntos linearmente independentes de n+1 ou mais elementos. Pela definicao,

isso significa que dim R(7") < n.

i71) Tomemos quaisquer z1,z9 € N(T'). Entao Txy = Txy = 0. Como T é linear,

para quaisquer «, § € K, temos
T(axy + fxg) = aTxy + Tz = 0.

Isso mostra que auy + Sxg € N(T') e portanto N(T') é um subespago vetorial de X.
[

Recordemos que um operador 7' : D(T) C X — X é injetivo se, para quaisquer

x1 # 19 € D(T), tivermos Txy # T'xy. Neste caso podemos definir um operador
T-': R(T) — D(T)
Yo —> To, onde yo = T'xg.

Chamado de operador inverso a T que claramente satisfaz as relagoes:

T~ 'Tx =z para todo z € D(T),

TT 'y =y paratodo y € R(T).

Teorema 2.3. Seja T : D(T) C X — X um operador linear. Entao:

i) O inverso T~! : R(T) — D(T) existe se, e somente se, N(T') = {0}.

ii) Se 7! existir, 77! ser4 linear.

iii) Se dim D(T) = n < oo e T~ ! existir, entao dim R(T') = dim D(T) = n.
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Demonstracao:
i) Suponha que Tx =0 = x =0, isto ¢, N(T') = {0} e seja Tx; = Txs.
Desde que T seja linear,

T(ZL’l — 1]2) == Tﬂfl — TIQ == 0,

entdo x1 — w9 € N(T) = {0}, logo x; = x5 e T ¢é injetiva.
Portanto, existe 7! : R(T) — D(T).

Reciprocamente, se 7! existir, entdo Tzy = Ty = 21 = T9. Se x5 = 0, obteremos
T(.’L’l) =0= T(O) =z, =0,

o que mostra que N(T') = {0}.

ii) Assumindo que 7! existe, mostremos que 7! & linear.
O dominio de T~ é R(T) e é um espago vetorial pelo Teorema 2.2 7).

Sejam y1,y2 € R(T). Entao existem x1, x5 € D(T) tais que
y1 =Ty e yos = Txy, isto é ,xlzT_lyl exng_lyg.
Portanto se «, § € K, temos da linearidade de T que
ayr + Bys = oTxy + BTy = T(axy + fxs).
Entao,
T Hayy + By2) = T T () + Bag) = awy + By = oT 'y + ST ys.

Portanto, 7! é linear.

i11) Pelo Teorema 2.2 4i) temos dim R(7") < dim D(T') e dim D(7") < dim R(T’) pelo
mesmo teorema aplicado a T—!. Dai, segue que, dim R(T') = dim D(T).

2.4 Operadores Lineares Limitados

Definicao 2.19. Sejam X um espa¢o normado e T : D(T) € X — X um
operador linear. Dizemos que T é limitado se existir um ntmero real ¢ tal que para
todo x € D(T),

[Tz |<cllz]. (2.2)
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Note que a desigualdade em (2.2) mostra que um operador linear limitado aplica
conjuntos limitados de D(T") em conjuntos limitados de X.

Note ainda que a utilizacao da palavra "limitada"é diferente do que usualmente se
tem em Calculo, em que uma func¢ao limitada é aquela cuja imagem é um conjunto

limitado.

Sendo T" um operador limitado, uma pergunta surge naturalmente: qual é o valor
otimo de ¢ tal que (2.2) ainda seja valida para todo x € D(T) diferente do vetor nulo?

Note que, pela divisao,

| Tz |
I |l

<eg,

o valor de ¢ deve ser, pelo menos, tao grande quanto o supremo da expressao a esquerda
assumida sobre D(T') —{0}. Portanto, a resposta a nossa pergunta é que o valor 6timo

de ¢ em (2.2) é tal supremo. Esse namero é denotado por || T ||, ou seja,

Tx
| T ||= sup H H, (2.3)
zeD(T) H z H
x#0
chamado a norma do operador 7. Quando D(T) = {0}, definimos || T ||= 0.
Substituindo ¢ =|| T || em (2.2) obtemos
T [ < T [} 1] (2.4)

Lema 2.2. Seja T : D(T) C X — X um operador linear limitado. Uma féormula

alternativa para a norma de T' é:

| T ||= sup [[Tz]. (2.5)
zeD(T)
[lz]l=1
Demonstracao:

Mostremos que (2.3) e (2.5) sdo equivalentes.

Segue que
T(x T
e O g [ (2
z€D(T) | 2 | z€D(T) |zl yeD(T)
[|z[|#0 [|]|#0 llyll=1

Teorema 2.4. Seja T : D(T) C X — X um operador linear. Entao:
i) T é continuo se, e somente se, T é limitado.

ii) Se T é continuo em um tunico ponto, ele é continuo.
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Demonstracao:
i) Para T'= 0 a afirmagao é trivial.
Seja T # 0, entao || T' ||# 0. Suponhamos, primeiramente, que T é limitado. Dados

xo € D(T) e € > 0, tal que para todo x € D(T) com ||z —x ||[< § = T entao

| T = T [|=[| T(x = xo) <[ T ([l 2 — 2o |<[| T 0 = e.

Como xy € D(T) ¢é arbitrario, segue que 7' é continuo.
Reciprocamente, supondo que 7" seja continuo em um ponto xy € D(T), para e = 1
existe um ¢ > 0 tal que
| To = Tao 1< 1, (2.6

para todo x € D(T') sempre que || z — xq ||< 4.
Se 0 # x € D(T) definimos y = zo + ”%Hx. Como ||y — xo ||= 9 e T é linear, temos
)

) 1
1> Ty = Tay ||=| Ty — o) = HT (—)H = Te= T < L ).
: : el e ;

Ou seja, || T ||< 4 || 2 |, para todo = € D(T).

1) A continuidade de T' em um ponto implica que 7" é limitado na segunda parte

da demonstracdo do item ), o que implica a continuidade de T" por 7).
n
O proximo resultado auxiliar nos sera ttil para a caracterizagao dos espacos vetoriais

de dimensao finita em termos da continuidade dos seus operadores lineares.

Lema 2.3. Seja {z1,xs,..,2,} um conjunto linearmente independente de vetores
do espaco vetorial normado X de dimensao finita. Entao existe uma constante C' > 0

tal que para quaisquer oy, 1 < ¢ < n, tem-se
| oz + oo+ e, |>C(|ar |+ | an ]). (2.7)

Demonstracao:
Sejam a, ag, ..., ay, € K arbitrérios e considere S =| oy | +...4+ | ay, |-
Se S =0, entdo todos os «; = 0 sdo nulos e a desigualdade (2.7) é verdadeira.

Suponhamos que S > 0. Note que se dividirmos (2.7) por S, obtemos a desigualdade
| Bivr + oot Baa |2 C e Y | B =1,
j=1

_ (o5} I Qn
com = Ty .. = .
&t [+ +om]? s Pn laa [+ +[own]

Assim, para provar (2.7), basta provar que existe C' > 0 tal que

| Bizs + o+ Bz | > C (2.8)
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para quaisquer (1, ..., 3, € R tal que Z;L=1 | B; | = 1.

Suponha que a desigualdade (2.8) seja falsa. Entao, existe uma sequéncia (ym),,cn

em X tal que
=Bz + .+ BV,

yo = B2z, + ...+ Pz,
Y = 5§m)x1 + ..+ ﬁq(lm)a:n

Assim 0, ‘ﬂj ‘ =1e || ym || converge para 0 quando m tende para infinito.
Os indices sobrescritos estao de acordo com os indices da sequéncia (y,),,cy € 08
subescritos com a coordenada do elemento na sequéncia.

Assim, para cada j fixado na sequéncia, obtemos

(57 = (4,5, .
(867 = (9,52, .)

(Bim) = (B, 89, ...)
Como >77 B](m)‘ <1, para todo j = 1,2, ...,n. Assim, (6](@))

= (ﬁ](-l),ﬁj@), ) é limitada.

Pelo Teorema do Bolzano-Weierstrass, toda sequéncia limitada possui uma sub-

B](-m)’ = 1, tem-se

sequéncia convergente. Logo, a sequéncia limitada <5£m)> = (5%1),59),...) possui
uma subsequéncia convergente.
(m)

Sejam (31 o seu limite e <y1 )meN a correspondente subsequéncia de (Ym),,en-

m . N . . .
Da mesma forma, (ﬂé )> posui uma subsequéncia convergente, sendo 5 o seu limite

e (yém)> a correspondente subsequéncia de (y@) .
meN . meN .
Com esse mesmo argumento, para j = 3,...,n obtemos uma nova sequéncia de

(ym)meN da seguinte forma

(yi™) = (v, y?, ...) de (ym)

com termos
() = niPaey 05w + 4V

4®) =Pz + P2y + .. + 0P,

Logo,
UREDNAED SULES
j=1 =1
com n\™ — By, nS™ — By, ..y ™ — B, ou seja nj(-m) — B; quando m — oo.
Assim, quando m — oo, Yy — y = >y Bjxj, com Y30 | B | = 1, logo nem

todos os 3; sao nulos e como o conjunto {xy, ..., x,} é linearmente independente, temos
que y # 0.
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Por outro lado, 3™

— g, entao ’yﬁlm)H —|| v ||, pela continuidade de norma.

Como || ym ||—> 0 e (yflm)> é subsequéncia de (y,,), temos que Hyflm)

‘ — 0.
Portanto, pela defini¢do de norma, temos || y || = 0 & y = 0. Contradigao, pois

y # 0.

Teorema 2.5. Em um espaco normado X de dimensao finita, todo operador linear

é limitado.

Demonstracao:

Sejam dimX = n, {ey,...,e,} uma base de X, x = Y | {e; e T um operador linear

b))

Pelo Lema 2.3, temos

o1& |_
=1

Logo, || T(z) [[< a [l z ||, onde a = %maxlgkgn IT(ex) |-

Assim,

I T ()

Z@-T(e»

<D G NT(e) 1< mazicren | Tler) | ) 16|
i=1 =1

el = —IISBII

Portanto, T' é limitado.

Definicao 2.20. Dois operadores T; e Ty sao iguais, escrevemos 17 = T5, se eles
possuirem o mesmo dominio, ou seja, se D(T7) = D(T5), e se Tix = Tyx para todo
x € D(Tl) = D(Tg)

A restrigdo de um operador 7 : D(T) C X — X a um subconjunto B C D(T)
sera denotada por T'|p.

Uma extensao de T' para o subespaco X D M D D(T') é um operador linear
T: M —s X tal que T|D(T) =T.

Teorema 2.6. (Extensdo Linear Limitada) Sejam X um espaco de Banach e
T:D(T) C X — X um operador linear limitado. Entao, 7' tem uma tnica extensao
linear T : D(T) — X com T linear satisfazendo || T ||=|| 7" ||, onde D(T) representa
o fecho do conjunto D(T).

Demonstracgao:
Seja x € D(T), entdo existe uma sequéncia (z,),ey C D(T) tal que =, — =

quando n — co. Como T é linear e limitado, temos:

| Twn = T [|[=| T(@n — @) |<IT | 20 = 2 || -
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Isto mostra que (T'x,) é de Cauchy, pois como (x,) é convergente segue que (z,) é

de Cauchy em X e portanto (T'x,) C X converge, digamos
Tz, —yeX.

Definimos 7" por:
Tz =vy.

Mostramos que esta definicao é independente da escolha particular de uma sequén-
cia no D(T') convergindo para o z. Suponha que z,, — x e z, — x, (z,) e (2,) sao
sequéncias em D(T). Entao v,, — z, onde (v,,) é a sequéncia (x1, z1, T2, 29, ... ).

Portanto, T'(v,,) converge.

E as duas subsequéncias (T'(z,)) e (T(z,)) de (T'(v,,)) devem ter o mesmo limite.

Logo T é unicamente determinada para todo = € D(T).

Mostremos que m é um subespaco vetorial.

Sejam z,y € D(T).

i) 0 € D(T), pois 0 € D(T) ¢ D(T);

i) x + ay € D(T). Sabemos que existem z, — z, &, € D(T) € 4, — Y, Yn €
D(T). Logo, T, + ay, — & + oy, @, + ay, € D(T). Portanto, T(z + ay) =
T(x) + aT(y).

Note ainda que 7' ¢é linear, poisse z,y € D(T), entdo existem sequéncias (), (yn) C

D(T), tais que z, — x, y, — Yy €

T(z+ay) = hm T(xn+ozyn) = hm (Tmn—FaTyn) = lim Tz,+a lim Ty, = Tz+aTy

n—oo n—o0

e Tx = Tx para todo x € D(T). Ou seja, T é uma extensdo de T.

Sabemos que
| Ton IS T [l 2 |l, Vn €N,

pois T' é limitado. Além disso, Tx,, — Tz, quando n — co. Entdo, como z —|| z ||

define uma aplicacao continua, obtemos
| Tz (<[ T[]} ]| -

Portanto, T é limitado e || T ||<|| T ||. Certamente, | T ||>|| T ||, pois sendo a

norma definida por um supremo, esta nao pode decrescer numa extensao,

| T = sup || Tz > sup | T ||= sup || Ta =] T
z€D(T) zeD(T) D(T)
llzll=1 llell=1 ||z|| 1
Logo, | T = | T'|.
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2.5 Operadores Lineares Fechados

Definicao 2.21. Um operador linear 7' : D(T) C X — X ¢ dito fechado se o
seu grafico
G(T) = {(x,Tx); x € D(T)}

for um subespaco fechado de X x X.

Equivalentemente, T é fechado se (z,) C D(T) é tal que z, — z e Tz, — y
quando n — oo, implica que x € D(T) e Tx =y.

Definicao 2.22. Seja f: D(f) C X — X uma aplicagio aberta, isto é, a imagem
f(A) de qualquer aberto A C D(f) é um subconjunto aberto de X.

Teorema 2.7. (Teorema da Aplicagdo Aberta) Seja T': X — Y uma aplicagao
linear sobrejetiva entre espacos de Banach. Entao, 7' é continua se, e somente se, é

uma aplicacao aberta.

Teorema 2.8. (Teorema do Grafico Fechado) Se X for um espago de Banach

entao o operador linear T': X — X sera fechado se, e somente se, for limitado.

Demonstracao:
E claro que se T ¢ limitado entdo G(T') ¢ fechado.
Para a reciproca observemos que por hipotese, G(T') é fechado em X x X e portanto
é um espaco de Banach.
Considere as projecoes
P:GT)— X

(x,Tz) —

P2 : G(T) — X
(x,Tx) — Tx.
Note que P; é linear e limitado, pois
| Fi(x, Tx) [<[| = || + || T |=] (2, Tx) || .
Ainda P, é bijetiva com inversa
Pt X — G(T)

x+— (x,Tx)

limitada pelo Teorema da Aplicacao Aberta.
Logo,
Te=PoP 'z

¢é limitada. -
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2.6 Espacos normados de Operadores e Espaco Dual

Seja X um espago normado e consideremos o conjunto £(X) de operadores lineares
limitados de X . Queremos mostrar que £(X) possui uma estrutura natural de espago
normado.

Primeiramente, introduzimos a estrutura de espago vetorial em L£(X) definindo a
soma de dois operadores T, T, € L(X) por

(Tl + TQ)ZL' = Tll' + TQ[L’
e o produto de 7" € L(X) por um escalar por
(aT)x = oTx.

Teorema 2.9. O espago vetorial £(X) é um espago normado com norma definida

por
Tx
17 1= sup L2 g 72 . (2.9)
966)5 || || Hmﬁ)_(l

Teorema 2.10. Se X é um espaco de Banach, entdo £(X) é um espaco de Banach.

Demonstracao:

Consideremos uma sequéncia de Cauchy arbitraria (7,,) em £(X) e mostremos que
(T,,) converge para um operador T' € L(X).

Como (7},) é de Cauchy, para todo € > 0 existe um N tal que

| T — Tw lI< e,

sempre que m,n > N.

Para quaisquer x € X e m,n > N obtemos
| Thw = T [|[=]| (Tn = T)z <[ T = T [l w < e 2 ] - (2.10)

Entao, para cada x fixo, a sequéncia (7,z) é de Cauchy em X. Como X é de
Banach, (7,,z) converge, digamos T,x — y € X. Claramente, o limite y depende da
escolha de x € X. Isto define um operador T': X — Y, onde y = T'z. O operador T

¢ linear pois

T, (ax+52) = im T, (ax+L2) = lim(aT,z+0T,2) = alim T,z+1im T,z = aT,x+T,z.

Provemos que 7' é limitado e T,, — T em L(X), isto é, | T, — T ||— 0.

Desde que (2.10) se mantenha para todo m > N e T, — Tz, podemos fazer
m — oo. Usando a continuidade da norma, obtemos por (2.10) para todo n > N e
todo z € X

| Tow = T |= |

T,z — lim meH = lim || T —Thrl||[<el x| . (2.11)
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Isto mostra que (7,, —T") com n > N é um operador linear limitado.
Como T, é limitado, T'=T,, — (T, — T') é limitado, isto é, T" € £(X). Além disso,

se em (2.11) tomarmos o supremo sobre todos os x de norma 1, obtemos
| T, —T|<e.

Assim, || T, — T ||— 0.

Definicao 2.23. Um funcional linear limitado f é um operador linear limitado
com imagem no corpo escalar do espago normado X em que esta o dominio D(f).

Portanto, existe um nimero real ¢, tal que para todo x € D(f),

| f@)|<cllz].

Além disso, a norma de f é

f(2)

1 fll= swp L@
zeD(T) || T ||
x#0

ou

I fll= sup | f(z)].
z€D(T)
ll=l|=1

Definicao 2.24. Seja X um espaco normado. O conjunto de todos os funcionais

lineares limitados em X constituem um espaco normado com norma definida por

1 £ 1= sup L) = g | @) | (2.12)
s el s,

que é chamado o espago dual (topologico) de X e é denotado por X*.

Definigao 2.25. Seja (X, d) um espa¢o métrico. Dizemos que A C X é nunca

denso em X se intA = ().

Teorema 2.11. (Teorema da Categoria de Baire) Se (X, d) for um espago métrico
completo entao X nao poderd ser escrito como uma reuniao enumeravel de conjuntos

nunca densos em X.
O proximo teorema é uma consequéncia do Teorema da Categoria de Baire.

Teorema 2.12. (Principio da Limitagao Uniforme) Seja (7},) € £(X) uma sequén-

cia de operadores lineares limitados tal que para cada =z € X, existe ¢, € R tal que,
| Tnx ||[< ¢y, paratodon € N. (2.13)
Entdo a sequéncia das normas (|| 7}, ||) ¢ limitada, isto é, existe um ¢ tal que,

| T ||[< ¢, paratodon e N. (2.14)
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Demonstracao:

Para cada k € N, seja Ay = {x € X tal que || T,z ||< k, para todo n € N}.

Mostremos que A, é fechado.

De fato, seja € A;. Logo, existe uma sequéncia (xj) em A convergindo para x.
Isto significa que para todo n fixo || T,z; ||< k. Portanto || T,z ||< k, visto que T,, é
continuo, bem como a norma em z. Portanto, x € A, e A, é fechado.

Por (2.13), cada © € X pertence a algum A;. Portanto,

Como X é completo, o Teorema de Baire implica que algum A; contém uma bola
aberta, ou seja,
By = B(xo;1r) C Ag,, com r > 0. (2.15)

Seja x € X arbitrario, x # 0. Tome

r

— (2.16)
2| 2|

2 =x9+

Entdo || z — zo ||< r, isto é, z € By. Por (2.15), By C Ag,. Portanto || T,z ||< ko,
para todo n. Igualmente || T,z ||< ko, ja que x¢ € By. De (2.16) obtemos

2| |
z=— (z — ).
Deste modo,
21 x 21 x 4
o = 220y oy < 2L e T ) < 2 ) s para todon €

Portanto, para todo n,

4
I T ll= sup || Tow [[< ~ko,
Jall=1 r

que é da forma (2.14) com ¢ = 2k

2.7 Extensao de Funcionais Lineares

Definicao 2.26. Sejam X um espaco vetorial e p : X — R uma aplicacao
satisfazendo as seguintes propriedades:

i) Para todo x,y € X, p(x +y) < p(z) + p(y).

ii) Para o escalar A > 0 ez € X, p(Ax) — X p(z).

Diz-se que p é um funcional sublinear.
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Lema 2.4. Seja S um subespaco proprio do espaco vetorial real X (isto é, S # {0}
e S# X) esejazg € X —S. Considere o subespaco gerado

N ={(SU{x})

e suponha que f seja um funcional linear definido em S e p seja um funcional sublinear

definido em X. Além disso, suponha que
f(z) < p(x), paratodoz € S.

Entao, f pode ser estendido a um funcional linear F' (F|s = f) definido em N tal
que
F(z) <p(x), paratodoz e N.

Demonstracao:
Como f (z) < p(z)em S, dados z1,29 € S

flor =) = fla1) = fla2) Splor —2) =

=p(x1+ 20 — 22 — 20) < p (21 + 20) + p(—T2 — T0) -

Logo,
—p(—r2 —x0) — [ (22) < p(21 +20) — f(21) (2.17)

Supondo que z; esteja fixado e x5 seja arbitrario, segue que o conjunto de ntiimeros

reais
{=p (=22 — o) — f (22), 22 € 5}
é limitado superiormente, assim possui supremo. Seja entao
a=sup{—p(—x2 —x0) — [ (22), w2 € S}.
Analogamente, podemos garantir a existéncia de

b=inf{p(x1+z9) — f(z1), z1 € S}.

De (2.17), segue que
a<b

e entao existe ¢y € R tal que
a<cy<h.

Por (2.17), para qualquer y € S,obtemos

—p(=y—m0) = f(y) <p(y+z0) — f(y). (2.18)
Como xy ¢ S, dado x € N, digamos que

T =y + Ao,
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onde o escalar A e o elemento y € S sao unicamente determinados. Devido & unicidade
desta representacao, a aplicacao
F:N—R

dada por
F(y + Azo) = f(y) + Aco, (2.19)

estd bem definida. Além disso, F' é um funcional linear. De fato:

i) Dados o escalar 8 e y + Axg € N, temos
F(By + Axo)) = F(By + BAxo) = [(By) + (AB)co = B(f(y) + Aco) = BF(y + Axy).

1) Dados y; + Ao, Yo + Aoxp € N, temos

F((y1 + Mwo) + (y2 + Aaxo)) = Fyr + 2 + (A + A2)zo) = f(y1 +y2) + (A + A2)co =

= f(y1) + Aco + f(y2) + Aaco = F(yr + Aizo) + F(y2 + Aawo)
e entao, F' é um funcional linear. Além disso, dado y € S,
F(y) = F(y + 0zo) = f(y) + 0co = f(y),
donde segue que F' é extensao de f. Resta mostrar que

F(z) < p(x), para todo x € N.

Para tal, consideremos trés casos. Dado x € N, x = y + Axg, onde y € S. Estuda-

remos os casos em que A =0, A >0 ou A <O0:
1) Considere A = 0. Neste caso, F(z) = F(y + 0x¢) = f(y) < p(y) = p(x).
2) Considere A > 0. Trocando y por £, tem-se por (2.18),

wen(ten) -1 (2). ot

Yy (] 1 1
< = — Z)< = S
co <P ()\ + xo) / (A) < /\p(y + Azo) /\f(y) e portanto,

Aco < p(y + Azo) — f(y).

Da tltima desigualdade, obtemos

Fy) 4+ Aeo < p(y + Ax).

Por conseguinte,
F(z) < p(z).

3) Considere A < 0. Novamente de (2.18), trocando y por ¥, vem por (2.19) que

+(43) 1) <o
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Dali,
1 1
3 ply + Azo) — Xﬂy) < ¢p.

Multiplicando ambos os lados da desigualdade por A < 0, obtemos
1 1
(A) Py + Aro) = A3 f(y) = Aco, onde

Py + Azo) — f(y) = Aco.

Da tltima desigualdade, obtemos

p(x) > f(y) + Aco.
De (2.19), segue que
p(x) > F(x),
e o lema fica demonstrado.

Teorema 2.13. (Hahn Banach analitico) Sejam X um espago vetorial real e p
um funcional sublinear em X. Além disso, seja f um funcional linear definido em um

subespaco Z de X que satisfaz:
f(z) < p(x), paratodo x € Z.

Entao, f tem uma extensao linear fde Z para X satisfazendo:

f(z) < p(x), paratodo x € X.

Isto 6, f é um funcional linear em X, que satisfaz f(a:) <p(x)em X e f(a:) = f(z),
para todo z € Z.

Demonstracao:

Seja,
S:{finCX—”R; D7 > Dy, ﬂDfo, f(x)ép(x) VxeDf}.

A seguir é introduzida uma ordem parcial em S da seguinte maneira: dados ]?1 e
f2 € Sa
f1'<f2 = D]?2 DD]?l (S f2|Df1 :fl'
A relacao binaria < é uma ordem. De fato, dados ]?1, jé, f;;, € S, temos:
i) fi < fi, pois D; D Dy e f1|Df1 = f1 (reflexiva).

ii) Se fl =< jé, e ]?2 =< f;,, segue que

Dy, > D5 e fap, =/ e
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Dy 5 Dj, e fislp, = fo
Entao,
D]?3 D) D]?Q D) DJ;1
Dy 2 D5 e filogcny, = foloj, = fi

isto &, fi < f3 (transitiva).

iii) Se fi=fo, e fa= f1, temos

Dy, > D; e fap, =fi e
Dy 2> Dg, e filp, = fo

Logo, Dz = D+ e fl|D~ =D; = f, entdo f1 = fo (anti-simétrica).
fi fo fa fi
Assim, S é parcialmente ordenado por <.

A seguir sera demonstrado que S é indutivamente ordenado, ou seja, todo subcon-

junto totalmente ordenado de S possui um limitante superior em S.

Seja H = {fg}, onde 8 é um subconjunto totalmente ordenado de S e demonstre-

mos a existéncia de um limitante superior para H, o qual denotaremos por f.

Seja fcujo dominio é dado por Dy = UfﬁeH Dfﬁ, onde Dfﬁ é o dominio de ﬁg € H.

Se
T € U sza’
facH
existe um [ tal que
T € D}};'
Definimos entao ]""vpor:
f(@) = fal@).

Afirmamos que festé bem definida. Com efeito, se
T € Dfﬁl e ITc D]’;ﬁQ,

segue que

f@)=fa(2) e f(x)= fa(x).

Sendo H totalmente ordenado segue que ]?/31 < ]752 ou ng < ]751, ou seja, ]‘N'ﬂl estende
fs, ou vice-versa. Em ambos os casos, temos

fou(2) = fa,(2)

e entao festé bem definida.
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D}“ é um subespaco vetorial de X. De fato:
i) Como fe S, Dy=MC Dj C Dy, logo Dj # 0.

ii) Dados um escalar A e x € D~

P existe algum [ tal que x € Dﬁ;’ e como ng é

subespaco vetorial, Az € D]';B C Dy.
iii) Dados z,y € Dy = UB Dfﬁ, existem f31, [ tais que
T € Df/:r ey € DJ:B .
e, sendo H totalmente ordenado segue que

fa, < fs, ou fsz, < fs,, entdo D]?Bl - Dfﬁg ou DJ;B2 - Dfﬁl'

Suponha, sem perda de generalidade, que D]?ﬁ C DJ?/B , logo
1 2
T,y € D]?B2
e, como Dfﬁ é subespaco de X, seque que
2
rt+ye D]?ﬁQ - Df'

Assim, o dominio de fé um subespaco de X.

Além disso, fé uma aplicacao linear. De fato:

i) Dados um escalar \ e x € Dj;, existe [ tal que x € Dfﬁ’ logo A\x € D]?B e como

fs € um funcional linear, segue que

fO) = fs(Ax) = Afs(a) = Af(x).

ii) Dados z,y € Dy, existem b1, B2 tais que = € Dfa ey € Dfs . Sendo H
1 2
totalmente ordenado, fg, < fg, ou fg, < fs,, ou seja, fs, estende fz, ou vice-versa,
logo D}}al C Dfﬁz ou Dﬁg C D]-;ﬁl.
Suponhamos que Dy C D37 , entao
fﬁl fﬂz

fla+y) = fale+y) = fo(2) + fay) = fz) + f(y).

Assim, fé uma aplicacao linear.
Além disso, dado x € DJ-;, existe [ tal que x € ng’ entao
f(x) = fs(x) < p(x).
‘Portanto, dado fg, € H tem-se Dy = U/B D}“ﬁ D Dfﬁo e, por defini¢ao, f’Dfﬂo = 3,
assim

Jo = T
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Entao fé um limitante superior para H em S, logo S é indutivamente ordenado.
Do Lema de Zorn, segue que existe [’ € S tal que F' é um elemento maximal para S.

Como F € S, F' ¢ um funcional linear que estende f com a propriedade de que

F(z) < p(x), paratodo z € Dp.
n

Teorema 2.14. (Hahn Banach Generalizado) Sejam X um espaco vetorial real

ou complexo e p um funcional sublinear em X, tal que para todo x,y € X,

p(z+y) < p@) +ply)

e para todo escalar «
plax) = |a|p(z).
Além disso, seja f um funcional linear que é definido num subespaco Z de X e

satisfaz,
|f(z)] < p(x), para todo x € Z.

Entao f tem uma extensao linear fde Z para X satisfazendo:

|f(z)] < p(z), para todo x € X.

Teorema 2.15. (Hahn Banach em espagos normados) Seja f um funcional linear
limitado definido num subespaco Z de um espaco normado X. Entao, existe um

funcional linear limitado f em X que é extensao de f a todo X com a mesma norma

I f =1 £ 1Lz,

onde

I lx=sup [ f(@) ], | fllz= sup | f(x)|
X Z

re re
=l=1 llzll=1

e || f|lz= 0 no caso trivial Z = {0}.

Demonstracgao:
Se Z = {0}, entdo f = 0. De fato, sendo f linear, temos

F(0) = F(0+0) = £(0) + £(0) = f(0) = 0.

Considere f X — K dada por f(x) = 0, para todo x € X. Entao, ﬂDf =0e

A= f 1= 0.
Portanto, || f ||x=I| f ||z

Seja Z # {0}. Para utilizarmos o Teorema de Hahn Banach Generalizado, precisa-

mos definir o funcional sublinear p. Note que para todo x € Z, temos

| f (@) <Azl
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uma vez que f é um funcional linear limitado.
Se tomarmos p(z) = || f ||z || = ||, para todo x € Z, entao p serda um funcional

sublinear, e ainda teremos

| f(z) [< pl).

Mas podemos definir p em todo X e, neste conjunto, p é sublinear, pois pela desi-

gualdade triangular

ple+y) = fllzlz+yll <N FlIA=l+1yl)=

= fllzl =+ 1 f 120w 1 = plx) + py)

plax) = || [zl ax | =11 £l alll =l =] plz).

Entao, para quaisquer z,y € X e a € K, pelo Teorema de Hahn Banach Generali-

zado, existe um funcional linear f em X que é uma extensao de f e satisfaz

| Fla) 1< p@) = || £ Il |l

O que implica
| fllx=sup | f(z)| < fll,
ex

€T
ll=l|=1

Como numa extensao a norma nunca diminui, entdo temos também || f ||, >

I f 1l

Portanto,
I lx=Il S llz -

Teorema 2.16. Sejam X um espac¢o normado e xy # 0 um elemento de X. Entao

existe um funcional linear limitado fdeﬁnido em X tal que

Ifl=1 e flwo)=1laoll-

Demonstracao:
Consideremos o subespaco Z de X gerado por zg, isto é, se x € Z, entao existe

a € K tal que x = axy. Definimos um funcional linear f: Z — R pondo
f:Z—K, r— f(x) = flaxy) == af(xg) =a| x| . (2.20)

Afirmamos que || f ||= 1.
f(z) = flax) = af(xg) = a || =g ||, para todo a € K.
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De fato, por defini¢do de operador linear limitado, || f || = sup | f(z) | e, por
reX
llzll=1

(2.20), temos
| f(@) [=] flawo) [=| af(wo) [=] a || f(zo) |=[ e[l zo [[=]] o =]} 2 I

para todo x € Z.

Entao

| fll= sup | f(z) | = sup [z [=1.
ex (4

x x
[l=]|=1 ll=]|=1

Pelo Teorema de Hahn Banach analitico, existe uma extensao ]?de fem X tal que

I Flx=1fllz= 1. (2.21)

Da definicao de extensao, resulta que ﬂDf = f. Logo,

fxo) = flzo) =l 2o || - (2.22)
De (2.21) e (2.22) fica provado o teorema.
n
Corolario 2.1. Para todo  num espaco normado X temos
| f(2) |
| 2 ||= sup :
rex< LSl
[l.£110
Se xq for tal que f(zy) = 0 para todo f € X*, entdo z¢ = 0.
Demonstracao:
Se f € X* entao | f(x) |<|| f ||| z ||, para todo =z € X.
Portanto, || f ||# 0 = |Jﬂ(f$H)| <|| z ||, para todo z € X.
Para z fixo e || f || 0, temos
sup SOy (2.23)
rex- Lf
Para esse # € X fixado, do Teorema 2.16 segue que existe g € X* tal que g(z) =
|z e gl|=1. Portanto,
rex- Lf gl
Portanto, de (2.23) e (2.24), segue que
| f(z) |
| 2 [|= sup
rex= LSl

I £1170
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Se xg é tal que f(xy) = 0 para todo f € X*, entdo xo = 0. Com efeito,

| f (o) | 0]
xo ||= sup ——— = sup —— = 0.
s A e A
Il F11£0 Il F11£0

Logo, z¢ = 0.



3 Calculo em Espacos Normados

3.1 Séries de Operadores Lineares Limitados

Definicao 3.1. A convergéncia de uma série
> A, Ay € L(X), (3.1)
n=1

é definida exatamente como no caso numeérico. Dizemos que (3.1) converge para A €

L(X) se a sucessao (S,), p=1,..., das somas parciais

N
n=1

for convergente para A. Nesse caso a série (3.1) é dita convergente e A é a soma de
(3.1).

Definicao 3.2. A série (3.1) é chamada de absolutamente convergente quando a

S A (3.9)

série

for convergente.

Se m > n temos
| S = S I= Ansr + oo + A [|[<I] At |+ ] A |l

logo a sequéncia (S,,) é de Cauchy, e portanto, toda série absolutamente convergente é

convergente e

D A<D A
n=1 n=1

A série de Neumann

[+ A+ A+ .. =) A",
n=0

35
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onde I é operador identidade de X também denotado por A = I, é absolutamente
convergente se || A ||< 1. Designando sua soma por S temos, multiplicando termo a

termo por A,
AS=SA=5-1.

Portanto,

(I-A)S=SI-A) =1,
isto é,
S=(I—-A)""
Logo, se | A||< 1 o operador I — A é inversivel e
T+ A+ A2+ . =(1-A),
como no caso numérico.

Teorema 3.1. Seja A € L(X), onde X é um espago de Banach. Se || A ||< 1,

entdo (I — A)™" existe e & um operador linear limitado.

Demonstracgao:
Seja S, = A" Parap <g¢,como || A|<le| A" ||<[|A|",VneN,

iA’“ < Z A<

k:p+1 k:p-‘rl

H Sq - Sp ||:

q—p 0
SYNAFITAIPSY AN A=
i=1 =0

- (=) 141

Assim, || S; — S, ||—> 0 quando p — oo, implicando que (S,), oy ¢ Uma sequéncia
de Cauchy no espaco de Banach £(X).
Seja S € L(X) o limite de (S,,)

nen- Note que, para todo n € N,

n+1 n+1

Sppr = AP =T4) A=
k=0 k=1

=T+AY A*=T+AS,=1+S,A
k=0
Fazendo n — oo na igualdade acima, concluimos que

S=I1+SA=1+AS.

Assim,
I=S(1—-A)=(-A)S,

0 que mostra que (I — A) é inversivel e S°° A" = S (I — A)~",



A Fung¢ao Exponencial 37

3.2 A Funcao Exponencial

Definicio 3.3. Se A for um ntumero real qualquer, a funcdo exponencial e :

R — R podera ser definida por

A n
e = lim (1+t—) ,

n—o0 n
por
tA\ "
et = lim (1 — —) ,
n—oo n
ou ainda, por
A tA  t?A? A"
et =14+—+ + ...+ + ...
1! 2! n!

e seu campo de definicao é todo o eixo real.
Agora se A € L(X) entdo para cada t > 0 fixo, a série

= (tA)"
Z<n')

n=0

é convergente em L(X), pois é absolutamente convergente. Isto é facil de ver ja que,

2 (tA)"
Z% (n!)

o0

< Z [tmAlT Al

n!
n=0

Assim escrevemos

et = f: (tA)" e L(X).

n!

n=0
Notemos que et € L(X) e | et || < eIl

3.3 Derivacao das Funcoes Vetoriais

Definicao 3.4. Seja f : (a,b) — X uma fungio definida no intervalo (a, b) e com
valores em um espago de Banach X (real ou complexo). Diz-se que f é diferenciavel

no ponto tg € (a,b) se existir, em X, o limite

dito derivada de f no ponto t,.

Diz-se que f ¢é diferenciavel em Q C (a,b) se f for diferenciavel em todo ponto de
Q.
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Definicao 3.5. Seja f : (a,b) — X uma fungao definida no intervalo (a, b) e com
valores em um espago de Banach X (real ou complexo). Diz-se que f é diferenciavel a

direita no ponto tg € (a,b) se existir, em X, o limite

F(to) = lim f(t) — f(to) ~ lim f(to+h) — f(to)

t%tar t— 1ty h—0+ h

)

dito derivada a direita de f no ponto .

Propriedades:

i) Se f for diferenciavel no ponto tg, entao

f@t) = f(to) = (t = to) f'(to) + v,
onde a = a(t, ty) satisfaz a condigao

t,1
lim M
t—to t — &

=0.

Em particular, se f for diferenciavel no ponto ¢y, entao f sera continua nesse ponto.

ii) Se f for uma funcdo constante, isto é, se f(t) = xq, para todo t € (a,b), onde

xo é um ponto de X, entdo f é diferencidvel em todo ponto de (a,b) e
f'(t) =0 para todo t € (a,b).
iii) Se f e g forem diferenciaveis no ponto ty, entao f + g é diferenciavel em ¢, e

(f +9)(to) = f'(to) + g'(to).

iv) Se « for uma fungao numérica definida em (a,b) e diferenciavel no ponto ty €

(a,b) e f:(a,b) — X for diferenciavel em tg, entao f sera diferenciavel em ¢, e

(7.f)'(t0) = 7'(t0) f(to) + v(to) f'(to)-
Em particular, se v for uma constante, (vf) (o) = v.f'(to).

Teorema 3.2. Se f : (a,b) — X for continua em (a,b), derivavel a direita em

(a,b) e fi =0 em todo ponto de (a,b), entdo f serd constante em (a,b).

Demonstracao:
Seja ¢ € (a,b) e ¢ > 0. Como f'(c) = 0, segue que para ¢t > c suficientemente

proximo de ¢, tem-se
() = fle) [[< et = o). (3-3)
Seja [c,tp) 0 méaximo subintervalo de [c,b) onde (3.3) é valida. Deve-se ter ¢ty = b.

Com efeito, suponha-se que ty < b. Como f! (ty) = 0 tem-se

I F(#) = f(to) [|< e(t = to), (3-4)
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para t > t, e suficientemente proximo de ty. Seja t > ¢, um ponto onde (3.4) é valida.
De (3.3) e (3.4) vem,

IF8) = Fl) I f(#) = Fto) |+ 1l F(to) = f(e) [|[< e(t —to) +(to — ¢) <e(t — o),

isto é, (3.3) é valida para todo t > t; e suficientemente proximo de ty, 0 que contraria a
defini¢ao de . Logo, to = b e temos || f(t) — f(c) ||< e(t —¢) para todo t € [¢,]). Pela
arbitrariedade de ¢, f(t) = f(c) para todo t € [c,b). Como ¢ é um ponto arbitrario de
(a,b), f & constante em (a,b).

Definigao 3.6. Dizemos que a fun¢ao f : [a,b] — X é continuamente diferencia-
vel (ou de Classe C') se f for diferenciavel em [a,b] e f': [a,b] — X for uma fungao

continua.

Lema 3.1. (Lema de Dini) Se f : (a,b) — X for continua em (a,b) e admitir
uma derivada a direita f), continua em (a,b), entdo f sera continuamente diferenciavel

em (a,b).

Demonstracao:

A funcao f% é integravel em (a,t), para todo t € (a,b), considerando

o(t) = / f.(r)dr.

vemos que g é diferenciavel em (a,b) e ¢’ = f| em (a,b). Mas, entdo, g/ = f, isto
é, (f —g). = 0 em todo ponto de (a,b) e, como f e g sdo continuas, f — g é uma
constante, pelo Teorema 3.2. Logo, f é diferenciavel em (a,b) e sendo f' = f! e, por
hipotese, f| continua em (a,b) segue que f é continuamente diferenciavel em (a, b).

Teorema 3.3. Se f e g forem duas fun¢oes definidas em (a,b), com valores em um
espago de Banach e diferenciaveis em um ponto ¢y € (a,b), entdo fg sera diferenciavel

no ponto tg e

(f9) (to) = f'(to)g(to) + f(to)g (to)-

Proposi¢ao 3.1. Seja u : (a,b) — X, onde X é um espago de Banach. Se v/
existir e for uniformemente continua em (a,b), entao
u(t+h) —u(t)

. o
Hm h = u(t)

uniformemente em (a, b).

Demonstracgao:



Integracao das Funcgoes Vetoriais 40

Como ' é uniformemente continua em (a,b), entdo dado € > 0, existe hy > 0 tal

que
| W' (t+h) —u'(t) |[<e, 0<h<hg, paratodot € (a,b), com t+ h € (a,b).

Logo,

u(t + h}i —u(t) u’(t)‘ _ ‘% /Oh[u’(t +h) — u'(t)]dh‘ < %/Oh | W/ (t+h)—u'(t) | dh < e,

0 < h < hg e para todo t € (a,b), t+ h € (a,b), isto é, w converge uniforme-

mente para u'(t) em (a,b).

3.4 Integracao das Funcoes Vetoriais

Definigao 3.7. Seja f : (a,b) — X uma fun¢ao continua, onde X é um espago
de Banach (real ou complexo). Dada uma partigdo 7 de [a, b], isto é, n + 1 ntimeros

reais, to, ..., t,, satisfazendo a condicao
a=to<t1 <..<t,=b

e n nameros reais §;,i = 1,...,n,& € (t;_1,t;), fica definida a soma de Riemann de f

por:
ox(f) =D (i = tia) f(&).
i=1
Evidentemente o,(f) € X.

Seja

|7 |= fg%);{ti —ti-1}.

Com o0s mesmos argumentos do caso numeérico, demonstra-se que o,(f) tem um
limite z € X, quando | 7 |— 0. De modo mais preciso: dado ¢ > 0 existe § > 0 tal
que

[ ox(f) =z |<e,

para toda partigao 7 tal que | 7 |< 0.

Como no caso numeérico, dizemos que z é a integral de f em [a,b] e escrevemos

b
x = lim o,(f) :/ f(t)de.

|7|]—0

Propriedades:

i) Se K for uma constante e f integravel em [a, b], temos:

/ab K f(t)dt = K/abf(t)dt.
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ii) Se f e g forem funcoes continuas e integraveis em [a, b], temos:

[ o= [ soas [ oo

iii) Se a < ¢ < b, entao

/abf(t)dt:/acf(t)dt+/cbf(t)dt
[ e < [ a

/abf “WH < max || £(0) | (0 )

para [ continua em [a, b].

A demonstracao é andloga a do caso real e serd omitida.

Definicao 3.8. A combinagao linear av, +- - - +awvy chama-se combinagao convexa

de v,--- ;o € R" quando ay +---+ar=1leaq; >0parai=1,--- k.

Teorema 3.4. (Teorema da Média) Temos

/f — (b a7,

onde Z € convf(a,b), isto é, T pertence ao fecho do conjunto das combinagdes convexas

dos elementos do conjunto de valores de f em (a,b).

Demonstracgao:
Com efeito,
1 (ti —tis1) f(&) =1 — it
a0 = I 3 e = i S )
Mas,
b—a >0 e Z b—a -= 1
onde

%a /ab f(t)dt € convf(a,b).

Corolario 3.1. Para todo t € [a, b] temos,

lim% /t F(r)dr = f(8). (3.5)

h—0
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Demonstracao:

Com efeito, dado € > 0 tem-se || f(7) — f(t) ||< e para | T —t |< §, para 0 suficien-
temente pequeno, uma vez que, por hipotese, f é continua e portanto uniformemente
continua.

Logo, para h suficientemente pequeno,

I3[ smar— s = |3 [ o - sienas

1 h 1 t+h
<i [ Wrm-senar<g [ edr=c,

<

Teorema 3.5. (Teorema Fundamental do Calculo) Se F for diferenciavel em [a, b]
e F'(t) = f(t), t € |a, b], entao

/ f(r)dr = F(b) — F(a).

Teorema 3.6. Sejam A um operador linear fechado de X, isto é, um operador
linear fechado com dominio e imagem contidos em X e f uma funcao continua em

[a, b], com valores em D(A) e tal que Af é continua em [a, b]. Entao

/bf(t)dt € D(A)

A/abf(t)dt _ /ab AF(t)dt.

Demonstracao:
Consideremos a particdo a =ty < t; < ... < t, =bde [a,b], onde t; = a+i(b—a)/n
e seja & € (t;_1,t;). Entdo,

n

Tn =Y (ti—ti1)f(&) € D(A), n=1,2,...

i=1
pois f(&) € D(A),i=1,...,n e D(A) é um subespago de X. Como, por hipotese, f e

Af sao continuas, temos

b
Ty — / f(t)dt, quando n — oo

n

b
Az, = Z(t’ —t;i1)Af(&) — / Af(t)dt, quando n — oo.
i=1 a

Logo,
/f(t)dteD(A) o A/ f(t)dt:/ Af(t)dt

pois A é fechado, por hipotese.
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3.5 Integrais Improprias

A integral impropria de uma funcao continua f : [a,00) — X é definida exata-

mente como no caso numeérico:

/OO f@dt = tim [ ft,

p—oo J .

quando esse limite existe. Nesse caso dizemos que a integral

/a " Ft

é convergente. Dizemos que é absolutamente convergente se existir o limite
P
li t) || dt.
i [ 70
E imediato que toda integral absolutamente convergente é convergente.
Permanece valido para as integrais impréprias o seguinte teste.
Teste de Weierstrass. Seja [ : [a,00) x A — X, A um subconjunto aberto em

C, continua em ¢ € [a,o0), para cada A € A e M : [a,00) — R continua e positiva em
t € [a,00). Se || f(t,A) || < M(t) para todo (t,\) € [a,00) x A e

/a T M@t

/a )t

converge absolutamente para cada A pertencente ao conjunto A e a convergéncia é

converge, entao

uniforme nesse conjunto.

Teorema 3.7. (Teorema de Weierstrass) Sejam a,b € R tais que a < b e seja f
uma funcao continua de [a,b] em R. Entao, existem ntmeros z,,, x, € [a,b] tais que
para todo x € [a,b], f(zm,) < f(x) < f(z,). Em particular f é limitada.

Este teorema afirma que qualquer fun¢ao continua de um intervalo [a,b] em R é

limitada e que, além disso, tem um méaximo e um minimo.



4 Semigrupos de Operadores Lineares

Uma das mais importantes aplicacoes de semigrupos de operadores lineares ocorre
na andlise de problemas de Equacoes Diferenciais Parciais.

Esta teoria teve seu grande avanco com a demonstracao do Teorema de Hille-Yosida,
que é o principal resultado deste capitulo.

Existem diversas classes de semigrupos, porém abordaremos os semigrupos unifor-

memente continuos e, principalmente, os semigrupos de classe Cj.

4.1 Semigrupos uniformemente continuos

Nesta secdo estudaremos propriedades da funciao E(t) = ¢4 com A € L(X), e a

relagio de E(t) = e com o conceito de semigrupos uniformemente continuos.

Definicao 4.1. Seja X um espago de Banach. Uma familia de operadores lineares
limitados, {S(t) : ¢t > 0} C £(X), é um semigrupo de operadores lineares limitados de
X em X se:

i) S(0) =1, onde I é o operador identidade de L£(X).

ii) S(t+s) = S(t)S(s) para quaisquer ¢, s € RT.

Dizemos que o semigrupo S é uniformemente continuo se

iii) tl_i>%l+ | S(t) — I ||= 0. Neste caso dizemos que I é o limite uniforme de S(t)

quando ¢t — 0%.

Como foi visto no capitulo 3, a fun¢ao exponencial E(t) = e, onde A é um nimero

real e t € uma variavel real, pode ser definida pela formula

Mt =>" <t3)n. (4.1)

n=0

Quando A € Ret > 0, a exponencial E(t) = e ¢ a tinica funcio E : Rt — R
que tem as seguintes propriedades:

i) B(0) = 1;

ii) E(t+s) = E(t)E(s);

iii) lim F(t) = 1.

i) lip, B

44
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Ver [5].

Como vimos, a definicdo de exponencial pode ser estendida no caso em que A :
X — X é um operador linear limitado de um espaco de Banach X e o seguinte

Teorema caracteriza os semigrupos uniformemente continuos como tais exponenciais.

Teorema 4.1. Uma funcao F : RT — L£(X) satisfaz as condigoes

i) E(0) =1,

ii) E(t+s)= E(t)E(s);

iii’) || E(t) — I ||— 0 quando t — 0;

se, e somente se, F(t) = e, onde A € L(X) e e ¢ definida por (4.1).

Demonstracao:
Seja A € L(X) e consideramos

Como, para cada t > 0,

4 ¢ uma aplicagdo de R* em £(X). Trivi-

converge na topologia uniforme de £(X), €'
almente e' satisfaz ).
Pois, €% = I;

Tome E(t) = ¢4 e E(s) = ¢4, com A € L(X).

n th gk Sn—szn—k)

‘A sA L (tA) SN (sA)F it
) - et = 3-SR 5 (5ot

resulta que e satisfaz ).

Além disso, de
b A" o (A"
¢ _Z n! _[+; n! ’

n=0

segue que

e = 1= <

<

2. (tA) ! =, (tA) 1
iy | < e 02

=L (tA)"
zel-
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m

<l tAl SELA[ et <t Al et

= (tA
>

Assim,
le =1 ]— o,

quando t — 07T, isto ¢, ' satisfaz iid').
Reciprocamente, vamos supor que E : RT — £(X) satisfaca i), i) e iii’). De-
monstremos, em primeiro lugar, que || E(t) || € uma fun¢ao limitada em todo intervalo

limitado. Dado € > 0 existe por i7i') um 6 > 0 tal que
| E(t) — I ||< e, para todo t, tal que 0 <t <4,

e, como

W E@) | =1L I<I E@) = L],

tem-se
| E(t) |<1+e= M, para todo t, tal que 0 <t < 4.

Além disso, para cada real t > 0, existe um inteiro nao negativo n, tal que t = nd+r,

onde 0 < r < §. Por ii) temos, entdo,
I E@) [I=]l E(nd +r) [|=[| E@)"E@) || E@)" || - | E(r) < M" =

= MM" < MMs = Me",

onde w = 6~'In M > 0. Portanto, se t € [0,T], entdo || E(t) ||< Me", isto é, || E(t) ||

é limitada em [0,7]. Observemos a seguir que E é continua. De fato, se h > 0,
1 E(t+h) = E@) =1 EQER) = 1) <[ E@) |- | E(h) =1 [—0
quando h — 0 e, se 0 < h <,
1 Et—h) = EQ@) =] EC-hn = E®m)[I<| EE¢=h) || E(h)=T[—0

quando h — 0 porque || E(t — h) || é, como foi mostrada, limitada em [0,¢]. Da

continuidade de E resulta sua integrabilidade no sentido de Riemann e

li 1
hlg(l)h

/ ' E(t)dt = E(0) = I,

se tomarmos € = 1 e h = p temos,

1 P
HI— -/ B(t) dtH <1,
P Jo

sempre que p < 0.
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Segue dai que podemos determinar um p > 0 tal que

1 P
HI— -/ E(t)dtH <1
0

p

Portanto, pelo Teorema 3.1, existe a inversa da expressao abaixo em L(X).

I— (I —p ! /OpE(t)dt> =p ! /Op E(t)dt.

Consequentemente,
P
/ E(t)dt
0

também é um operador inversivel.

Além disso,

%/OpE(t)dt:%/OPE(t—l—h)dt—%/opE(t)dt:

/hﬁh E(t)dt — %/OpE(f)dt =
1 /pp+hE(t)dt—%/OhE(t)dt—%/hpE“)dt:

1 p+h 1 h
— 2| Ewd--| E
; /p (1)t~ /0 ()dt,

% _ (% /p " Bty - . /0 hE(t)dt) ( /0 pE(t)dt) N

Fazendo h — 0, na igualdade acima concluimos que:

m% — }115%% [/pp+hE(t)dt = /OhE(t)dt] (/OPE(t)dt> o

E(p) — 1] ( /0 pE(t)dt) o

Seja A o limite uniforme de % quando h — 0,. Como E(t) € L(X), entao
A€ L(X) e E(t) é derivavel a direita no ponto 0,

SRS

I
|
:\b
5
=
+
>

onde

dTE(0)
= A.
dt
Ainda mais, por i7), para todo h > 0,
E —F E(h)—1
(t+ h})b (t) _ B <th

como o segundo membro da igualdade converge para F(t)A, resulta que F é derivavel
a direita em todo t > 0,
dTE(t)
dt

= E(b)A.
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E,
Et—h) - E®) _ [ = E(h)]
! E(t—h)—-E(t) . E(t—h)[I — E(h)]
ns0 ~h ~ 0 ~h

como o segundo membro da igualdade converge para F(t)A, resulta que E é derivavel

a esquerda em todo t > 0,

E(t—h) - E(t) _ dE(1)

]1113(1) - i = E(t)A
n — +
d i(t) _ AE(t) e d Z(t) = d z(t)7para todo ¢ > 0.

Consideremos, por fim, a fun¢ao
o(t) = E(t)e=94, t > 0.

Temos

do(t) dE(t)
e dt

A B(t) A = E(t) Ae94 — E(t) A4 = 0,
Consequentemente ¢ é constante em RT. Mas ¢(0) = I = E(0). Logo,
E(t)e(*t)A = I, para todo t > 0,

onde E(t) = e, como queriamos demonstrar.

n
Definicao 4.2. O operador linear A definido por
S(h)—1
D(A) = {a: € X;lim Lx existe }
h—0 h
. S(h)—1 dtS(t)x
Az = }lllir(l) = lt=0, para todo = € D(A),
¢ dito gerador infinitesimal do semigrupo S(t).
. . S(h) -1
No que segue vamos denotar por A, o operador linear limitado — h > 0.

Corolario 4.1. Seja {S(t) : t > 0} um semigrupo uniformemente continuo em X e
A seu gerador infinitesimal. Entao D(A) = X.

Demonstracao:

Como convergéncia uniforme implica em convergéncia forte, de

lim % —[S(p) - 1] ( /0 ’ S(t)dt) o

h—0



Semigrupos uniformemente continuos 49

Segue que para todo x € X existe

lim B =Dz [(5(@ s ( /0 ' S(t)dt> 1] ..

h—0 h

Portanto, pela definigao 4.2, D(A) = X.
]

A seguir enunciaremos um corolario que da a condi¢ao necessaria e suficiente para
que um operador linear seja gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente

continuo.

Corolario 4.2. Um operador linear A é gerador infinitesimal de um semigrupo uni-

formemente continuo {S(t) : t > 0} se, e somente se, A é um operador linear limitado,

ou seja, A € L(X).

Demonstracgao:

Seja A um operador linear limitado em X. Do Teorema 4.1 temos que,

S(lf) _ etA _ Z (t:')n

define um semigrupo uniformemente continuo.
Mostremos que A é o gerador infinitesimal deste semigrupo. De fato, notemos que

t—0F.

(tA)"
HM - AH g e sl Al < | T <oy a e aan
t —~ n!
Assim,
|SO= - al <hanrer -1y (1.2
o que implica lim;_,o+ S(tz_l = A.

Portanto, A é o gerador infinitesimal do semigrupo uniformemente continuo {S(¢) : ¢ > 0}.

Reciprocamente, suponha que A é o gerador infinitesimal do semigrupo uniforme-

mente continuo {S(t) : ¢t > 0}. Ja que existe B € £(X) tal que S(t) = eB! temos por
Bh __ T
(4.2), que limy,_,o eT — BH =0.

Portanto, Bx = Az para todo x € D(A) = X, pelo Colorario 4.1, isto é, A = B €
L(X).
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Considerando a demonstragao do Teorema 4.1, dado um semigrupo uniformemente

continuo {S(¢) : t > 0} e seu gerador infinitesimal A concluimos que,

d
£S(t) = AS(t) = S(t)A para todo ¢t > 0.

Logo, se A € L(X) é gerador infinitesimal do semigrupo uniformemente continuo
{S(t) : t > 0}, entao a funcao u(t) = S(t)x ¢é solugao do problema de Cauchy homo-

géneo.

d
Eu(t) = Au(t), t>0 (4.3)
u0) = =z
pois,
iu(t) = iS(t)x = AS(t)x = Au(t) e u(0)=S5(0)z = Iz ==x.
dt dt

4.2 Semigrupos de Classe ()

Nesta se¢ao analisaremos os semigrupos de classe Cj, também chamados semigrupos
fortemente continuos. Mostraremos que a teoria dos semigrupos de classe Cj se aplica

na solugao do problema de Cauchy (4.3) quando o operador linear A é nao limitado.

Definicado 4.3. Uma familia de operadores lineares limitados {S(¢) : t > 0} C
L(X) é um semigrupo de classe Cj em X se:

i) S(0) =1, onde I é o operador identidade de L£(X).

ii) S(t+s) = S(t)S(s),para todo t,s € RT.

iii) tl_i)rél+ | (S(t)—1)z ||=0, paratodox € X. Neste caso dizemos que x ¢ o limite

forte de S(t)z quando t — 0*.

Corolario 4.3. Todo semigrupo de classe Cj é fortemente continuo em R, isto é,
se t € R entao
lim S(s)x = S(t)x, para todo z € X.

s—1
Demonstracao:
Com efeito, seja t € RT. De h > 0 vem,

| S+ h)x = SH)z ||=[ S@OLS(h) — Iz |<|| SE) || - | (S(h) = Dz [|— 0
quando h — 0 e, de 0 < h < t,
| St =h)z—=S@)x ||=[| SE—h)I = Sh)z [<| SE—=h) ||| (S(h) =)z [|—0
quando h — 0%. Logo,

lim S(s)x = S(t)x, Ve X.

s—t
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Observacgao 2. A definicao 4.2 se estende de modo anédlogo aos semigrupos de classe

Co.

Proposicao 4.1. Se {S(t) : t > 0} for um semigrupo de classe Cj, entao || S(t) ||
serd uma fung¢ao limitada em todo intervalo limitado [0, 7.

Demonstracao:
Com a continuidade forte do semigrupo em t = 0, mostremos que existem constantes
0>0e M >1 tais que

| S(t) ||< M, para todo t € [0, 4].

Com efeito, se isto ndo acontecesse existiria uma sucessao (t,), t, — 01, tal que
|| S(tn) ||> n, para todo n € N. Mas entao, pelo Teorema da Limitagido Uniforme,
deve existir um x € X tal que S(¢,)r — oo quando n — oco. Mas isto contradiz a
continuidade forte de S(¢) em ¢t = 0. Logo, existem constantes § > 0 e M > 0 tais que
| S(t) ||< M, para todo t € [0,0]. Desde que S(0) = I, entdo M > 1.

Seja t € [0,T]. Entao, t = nd + r, para algum inteiro nao negativo n e algum real

r, tal que 0 < r < d. Pela propriedade de semigrupo,
1S [I=[1 S(nd +r) [I=]l S@)"S(r) <] S©) "] S(r) < M™ =
= MM" < MM5 = Me"t,
onde w = §'In M > 0. Segue o resultado || S(t) |< Me*T, isto é, || S(t) || é uma

fungao limitada em [0, 7.

n
Proposicao 4.2. Sejam {S(t) : ¢ > 0} um semigrupo de classe Cy e A o gerador
infinitesimal de S(?).

i) Se x € D(A), entdao S(t)r € D(A), Vt>0e %S(t)a: = AS(t)x = S(t)Az. (4.4)

ii) Se x € D(A), entao S(t)x — S(s)x = /t AS(T)x dr = /t S(r)Az dr.  (4.5)

t t
iii) Se x € X, entao / S(t)x dr € D(A) e S(t)x —x = A/ S(t)x dr.  (4.6)
0 0

Demonstracao:
Seja t > 0 fixado. Para todo h > 0,

S(t+ h;)L -5 _ S(h;L— L stz = 4,812 = S() Apa.

Se z € D(A), o membro da direita desta igualdade, A,S(t)x, tem um limite quando

h — 0, pois Apx tem um limite e S(¢) é continuo, 0 mesmo acontecendo, portanto,
com os outros dois. Logo, S(t)x € D(A) e
d+

St = AS(t)r = 5(H) Ax. (4.7)
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Por outro lado, para 0 < h < t temos,
S(t—h)—S(t) S(t—h)—S({t—h+h) S(t—h)—[S(t—h)S(h)]

r = xr = Tr =

—h —h —h
S(t—h)[I=S(h)]  S(t—h)[S(h) -1

= Tr = Tr =

“h h
= S(t — h)Apx = S(t — h)(Apz — Az) + S(t — h) Az,

Mas pela Proposicao 4.1 || S(t—h) || é limitada para 0 < h < t e, como z € D(A), o
primeiro termo do membro da direita desta igualdade tende a zero quando h — 0, além
disto, pela continuidade forte de S(¢) e pelo Corolario 4.3, S(t — h)Ax — S(t)Ax.
Logo,

pa
—S(t)r = S(t)Ax. (4.8)
Portanto,
d
ZS(te = AS()e = S(1) Av. (4.9)

Integrando (4.9) de s a t temos:

/5 t %S(T)x dr — / CAS(r)r dr = / " S(r) A dr.
S(r)alt = / CAS(r)r dr = / ' S(r) Az dr.

S(t)z — S(s)x = / " AS(r)e dr = / " S(r) Az dr.

s

Observando que, para todo z € X,

Ay /Ot S(r)z dr = %/Ot(sm ~ D)S(r)x dr = %/hHhS(T)x dr — %/Ots(f)x dr

1 t+h 1 h
:E/t S(r)x dT—E/O S(T)x dr,

e pelo Colorario 3.1, quando A — 0, o membro da direita desta igualdade tende a
S(t)x — x, pela continuidade forte de S(t).
Assim,

A/t S(t)x dr = S(t)xr — .

Definicao 4.4. Sejam XY espagos de Banach com X C Y. Diremos que X é

denso em Y, quando todo ponto de Y for limite de sequéncias em X.

Proposicao 4.3. i) O gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C é um
operador linear fechado e seu dominio é denso em X.
ii) Um operador linear A, fechado e com dominio denso em X, é o gerador infini-

tesimal de, no maximo, um semigrupo de classe Cj.
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Demonstracao:
i) Sejam {S(t) : t > 0} um semigrupo de classe Cjy e A seu gerador infinitesimal.
Colocando, para cada x € X e h > 0,

1 [h
:Bh:—/ S(t)x dt,
h Jo

tem-se, por i) da Proposicao 4.2, que z;, € D(A), e como z;, — x quando h — 0,
assim pelo Corolério 3.1
1 h
lim— [ S(r)zdr = S(0)x =z,

h—0 h 0

resulta que x € D(A). Logo, D(A) = X, isto é, D(A) é denso em X.
Seja (z,),n € N, uma sequéncia de elementos de D(A) tal que z,, — v e Az, — y

quando n — oco. Por ii) da Proposigao 4.2 temos,
h
S(h)x, — x, = / S(t)Az,dt. (4.10)
0

Mas pela Proposigao 4.1, existe um M tal que || S(t) ||< M para todo t € [0, h]
logo, se t € [0, h], entdo,

3

3

1S Az, = SOy <[ S@) || - || Azn =y [[< M || Azn =y ],

onde S(t)Az, tende a S(t)y uniformemente em [0, ] no limite, quando n — oco. Entao,

tomando o limite em (4.10) temos que

h
S(h)x —x = / S(t)y dt,
0
bem como

h h

Como o segundo membro dessa igualdade tende a y quando A — 0, resulta que

M = l/hs(t)y dt.

x € D(A) e Ax = y. Logo A é um operador fechado.

i1) Mostraremos que se A for um operador linear fechado, com dominio denso em
X, e gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cj, entao ele sera gerador, apenas
de um semigrupo de classe Cj.

Suponhamos que A seja gerador infinitesimal dos semigrupos {Si(t) : t > 0} e
{Sa(t) : t > 0} de classe Cy. Se 0 < s <t < oo, para cada z € D(A), a funcdo

o(s)x = S1(t — 5)Sa(s)z

é diferenciavel no intervalo 0 < s <t e, por 7) da Proposigao 4.2, temos

d%d)(s)iv = S1(t — s)ASy(s)x — Si(t — s)ASy(s)x = 0.
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Segue pelo Teorema 3.2, que ¢(s)x é constante para 0 < s < t. Temos entdo,
Si(t)x = ¢(0)x = ¢(t)x = Sa(t)x, para todo x € D(A),

onde
Si(t)xz = Sa(t)z, para todo z € X,

pois D(A) é denso em X e Si(t), S2(t) € L(X).

4.3 Geracao de Semigrupos

Demonstraremos nesta secao o Teorema de Hille-Yosida, o qual determina as condi-
¢Oes necessarias e suficientes para que um operador linear A seja o gerador infinitesimal

de um semigrupo de classe Cj.

Definicao 4.5. Sejam X um espa¢o de Banach e A : D(A) € X — X um
operador linear fechado de X.
O conjunto {\ € C: (A\[ — A) : D(A) — X & inversivel e (A\] — A)~! € L(X)}, re-

presentado por p(A) é chamado de conjunto resolvente de A.
Definigao 4.6. O conjunto o(A) = C\ p(A) é chamado de espectro de A.

Defini¢do 4.7. O operador linear (A —A)~!, X\ € p(A), representado por R(\, A),

é chamado de resolvente de A.

Para simplificar a escrita, quando nao houver possibilidade de confunsao escrevere-

mos simplesmente (A — A) no lugar de (A — A).

Para motivarmos as proximas definicoes, consideremos o caso particular em que
X = C. Todo operador linear A de X é da forma Azxz = ax, onde a € C. Nesse caso
particular temos R(\, A) = (A —a)~ L.

Temos ainda que,

d
Ee(af)\)ii — (CL . A)e(af)\)t

entao,
ele= Mt _ 1 = / ie(“_’\)tdt = (a— )\)/ el Mg,
o di 0
Fazendo x — oo e supondo que Re\ > Rea, temos:

(a—N)z ‘: exReaemee)\

| e — 0,

e portanto,
—1=(a—N\) / eVt = R(\, A) = / ela= Ntz
0 0
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Tal representagdo do operador resolvente é natural quando A € £(X).

Ver [8].

E natural indagar se tal representacio é valida quando A nao é limitado
Teorema 4.2. Seja {S(t) : t > 0} um semigrupo de classe Cj com gerador

infinitesimal A. Se Re\ > w, onde w é dado na prova do Teorema 4.1, entdo \ € p(A),
existe a integral

/ e MS(t)xdt, para todo z € X,
0

R\, A)z = / e MS(t)xdt, para todo z € X. (4.11)
0
Demonstracao:

Seja Re\ > > w, entao

e S (t)a [|< Me™ N || o ||< Me ™ || 2 || .

/ Sty — 1
0 H—w

e a fungao e S (t)x é continua, segue pelo Teste de Weierstrass que a integral

Além disso, como

Ry (x) / e MS(t)xdt, Rel > w, Vo € X
0

¢ convergente.

Além disto, R é linear e limitado.

De fato:
| & H / e-”su)xdtHs [ reswelars [ a0 ar <
0 0 0
- M)
< HxH/O ¢ szl
Temos,

ApRy(z) = (%) /OOO e MS () xdt = /Ooo e MS(t) (%) rdt =

1 [ 1 [
= —/ e MS(t + h)xdt — —/ e MS(t)zdt.
A A
Seja s =t + h,

1/ e MM G (§)ads — l/ e MS(t)xdt =
h, I

0
6)\h 0 Ah h

1 oo
e MS(t)zdt — < e MS(H)xdt — — / e MS(t)xdt =
hJo hJo h Jo
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A o0 A [h
= ( ) / e MS(xdt — — [ e MS(t)adt =
n ; I

0

h h
Portanto, AR)(x) = AR)(x)—x, entdo (A—\)Ry(x) = —z, entdo (A—A)Ry(z) = x.

Segue que,

A1 A rh
= ( ) Ry(x) — —/ e MS(t)xdt — ARy(x) — x, quando h — 0.
0

Ry(xz) € D(A), para todo z € X e (A — A)Ry(z) = =. (4.12)

Por outro lado, de z € D(A) vem, levando em conta que, pela Proposi¢ao 4.3, A é
fechado e que, pela Proposicao 4.2, S(t)Az = AS(T)z,

Ry\(Ax) :/ e MS(t) Azdt =
0

- / AeMS(tyzdt = A / e MG (t)wdt = ARy (x).
0 0
Dai e de (4.12) seque que
Ry(A— A)x = z, para todo z € D(A),

que mostra que

Ry=(\—A)"=R(\A),

o que completa a demonstracao.

Teorema 4.3. (Hille-Yosida) Para que um operador linear A, definido em D(A) C
X e com valores em X, seja o gerador infinitesimal de um semigrupo {S(t) : t > 0} de
classe Cy tal que || S(t) ||< e é necessario e suficiente que:

i) A seja fechado e seu dominio seja denso em X.

ii) Exista w € R tal que para cada real A > w se tenha A € p(A) e

1

I BOLA) < =g

Demonstracgao:

Necessidade:

Seja A o gerador infinitesimal do semigrupo {S(t) : t > 0} de classe Cy, com
IS() [|< .

A Proposi¢ao 4.3 demonstra a necessidade de 7).

Pelo Teorema 4.2, se A > w entao A € p(A),

RO\ A)z = / M (1)t (4.13)
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Logo,

| RO\ A)e ||= H / e‘”S(t)xdtHg / | e MS()zdt |- / M| Stz || dt <
0 0 0

[e.o] [e.9] 1
< [CeMertfola= [ et = o o).
0 0 (A —w)

Portanto,

1
(A—w)

I B(A A) <

Isto é, a condicdo i7) é necessaria.

Suficiéncia:

A demonstragao da suficiéncia consiste em definir By = A2R(\, A) — A\I, com \ > w
e mostrar que limy ., P2z = S(t)z, onde S(t) é um semigrupo de classe Cy cujo
gerador infinitesimal é A.

Notemos que B) € L(X), pois R(\, A) € L(X) por defini¢ao.

Para isto, vamos dividir a demonstragao em cinco etapas:

i) Vamos mostrar que para = € D(A),

lim Byr = Ax. (4.14)

A—00

Como por definicao,

RO\ A)A — A) = 1,

temos,

AR(N, A) — T = R(\, A)A,

entao para x € D(A),
1
FARG, Az =z [|=] BRY, Az [[<]| RO, A) (|| Az ||< 53— || Az [[— 0

quando A — oo.
Por hipotese, || R(\, A) [|[< (A —w)™! com A > w.

Entao, |
| AR, Az — 7 1< 5= || Av |
Portanto,
lim || AR(A, A)z —z ||= 0.
A—00
Assim,

lim AR(\, A)z = z, para todo x € D(A).

A—00

Mas, como por hipotese,

FAROA A) [<[AT(A—w)™
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Observando que

A
lim —— =1 4.15
et (415)
temos para A suficientemente grande,
| AR(A, A) [|< 2.
De fato,
A
—li<eel-c< <e—+1,tome € = 1.
(A —w) —w

Segue que,
lim AR(A\, A)z = z, para todo = € X,

A—00

uma vez que D(A) é, por hipotese, denso em X.

De fato, seja z € X, como D(A) = X, existe x) € D(A) tal que )y — x.
| AR(X, Az — z ||=|| AR(A, A)z — AR(N, A)zy + ARN, A)zy —ay+ oy — 2 ||<

<PAR A)(@ — ) [ + | AR, Aoy —2a [ + [ 23 — 2 [|<
<2 ||IL’—JI)\ || + || )\R(/\,A)]?)\—l‘)\ || + || I\ — T ||—>0
quando A — oo.
Logo || AR(N\, A)x — z ||— 0.
Levando em conta que By = AR(\, A)A, para cada z € D(A) temos
lim Byxr = /\lim AR(N, A)Ax = Ax.
—00

A—00

i1) Mostrar que dado v > w existe A(7) tal que || e!®* ||< e!7, para todo A > A(7).
Da definicao de B) e das hip6teses temos,

e

tBy =] otV R(AA)=AT) =] ot VZR(AA) ,—t(A]) [

< (=2 H et)\2R()\,A) HS e(f)\t)et)PHR()\,A)H <

1 (A2t) —At(A—w)+(A2t) _
< e(—/\t)e)\Ztio_w — M T — ¢ Gy — Mw(A—w) Tt
Mas,
. WA
lim = w.
A—00 )\ — W

Logo, se v > w existe A(7) tal que wA(A —w)™! < ~, para todo A > \(7) e assim,
| B> [|< e, para todo A > A(7). (4.16)

iii) Mostrar que o semigrupo €' tende fortemente para um operador linear limi-
tado quando A\ — co. Por simplicidade, usaremos a notagao Sy(t) = e!P».
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Como para cada A > w e cada u > w, R(\, A) comuta com R(u, A), segue que

B\B, = B, B). Levando em conta que,
S)\(t) = etBA,

segue que B,S\ = S\B,. Logo,

t
d
Sy(t)x — S, (t)x = ePra — ePry = / d—[e(t*T)B“eTB*QJ]dT =
o dr

¢
—_ / etBu (B)\ o Bu>efTBu+TB>\xdT —
0
¢
= / e=TBuemBN(By — B, )adr =
0

_ /Ot S, (t — 7)S\(7)[Bx — B,z dr,

onde, levando em conta (4.16),

t
I Sx(t)z = Su(t)z [|< /0 1St =) [HF Sx(7) [[[| Bxz = By || dr <

t t
< / =™ || Byr — By || dr —/ e"dr || Byxx — By ||=
0 0

=te" || Bxx — Bz ||, YA, p> A7), 7> w.

Mas, por (4.14), temos || Bxx—B,z ||— 0, quando A, t — oo, para todo z € D(A).
Portanto Sy (¢)z é uma sequéncia de Cauchy em X.

Logo, para todo z € D(A), S\(t)x converge uniformemente em relagdo a t em cada
intervalo finito [0, 77 e isto é valido para todo x € X, pois D(A) é por hipotese denso
em X e S)(¢) é limitado quando A — co. Segue pelo Teorema da Limita¢do Uniforme,
que existe um operador linear limitado S(t) tal que,

lim Sy(t)z = S(t)z, para todo = € X, (4.17)

A—00

e a convergéncia é uniforme nos intervalos limitados, pois te” || Byz — B,z |[— 0,
para todo t € [0, 7.

iv) Mostrar que {S(¢) : ¢ > 0} é um semigrupo de classe Cj.
Como, para cada A > w, {S\(¢) : t > 0} é um semigrupo, temos,

S(0)z = lim Sy(0)z =z ==, e

A—00
Sy(t+s)r = /\lim Sy(t+s)r = /\lim Sa(t)Sx(s)x = S(t)S(s)z,

paracadax € X et,s > 0.
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Além disso, S(t)z é o limite uniforme de S\(t)z, portanto continuo. Consequente-

mente, {S(¢) : ¢ > 0} é um semigrupo de classe Cj.

v) Resta demonstrar que o gerador infinitesimal de {S(¢) : t > 0} ¢ A. Temos, para
A > A(y) e todo x € D(A),

| Sx(t)Brz — S(t) Az [|=|| Sx(t)Baz + Sa(t) Az — S\(t) Az — S(t) Az ||<
< || Sx(t)Brz — Sa(t)Az || + || Sx(t)Az — S(t) Az ||<
<[ SA@) (Il By = Az [ + || Sx(t) Az — S() Az ||<
< e || Bax — Az || + || Sa(t)Az — S(t)Ax |,

como, por (4.14), para todo z € D(A), Byxx — Az, quando A — oo e por (4.17)

SA(t)B)\$ — S(t)AZL‘

Essa desigualdade mostra que S, (t)Byx converge para S(t) Az, uniformemente em
relagdo a t, em todo intervalo [0,7] e para todo z € D(A). Logo, passando ao limite

ambos os membros da igualdade, quando A — oo,

t d t
S,\(t)a:—x:/ — S\ (7)xdr :/ Sx\(7)Bazdr
o dr 0
temos,
t
St)yr —x = / S(t)Azdr, para todo z € D(A).
0
Portanto, se por hipotese B é o gerador infinitesimal de S(t), temos,

_ ¢
Bx = lim SWr—a = lim ! Sx(T)Azdr = Ax,

t—0+ t =0+ t Jo

para cada z € D(A).

Logo D(A) C D(B) e B|pay = A. Mas, por hipotese, A € p(A), se A > w e, como
B ¢ o gerador infinitesimal de S(t) segue pelo Teorema 4.2 que A € p(B) para cada A
suficientemente grande. Logo, se A é suficientemente grande temos A € p(A) N p(B).

Para tais valores de A\ temos,

(M —A)(D(A)) = X, (M - B)(D(B)) = X,
e como B D A temos,
(M = B)(D(A)) = X, (M - A)(D(4)) = X,

onde,
D(A) = (M — B)"'X = D(B).

Logo A = B e, assim, A é o gerador infinitesimal de {S(¢) : ¢ > 0}, o que completa

a demonstragao.



5 Problema de Cauchy Abstrato

5.1 Equacao Nao Homogénea

Sejam A o gerador infinitesimal de um semigrupo {S(¢) : t > 0} de classe Cy, f :

Rt — X uma funcao continua e consideremos o problema de Cauchy abstrato

Definicdo 5.1. Uma fungio u : RT — X é chamada de solugao forte de (5.1) se
u for continua para ¢ > 0, continuamente diferenciavel para ¢t > 0, u(t) € D(A) para
todo t > 0 e u satisfizer (5.1).

Seja u uma solugao forte de (5.1) e coloquemos g(s) = S(t — s)u(s), 0 < s < t.

Temos:

I

g (s) = (S(t—s)) u(s) + S(t — s)u'(s)
g (s) = —=5(t — s)Au(s) + S(t — s)[Au(s) + f(s)]
g/(s) = —S(t —s)Au(s) + S(t — s)Au(s) + S(t — s) f(s)

/

g (s) =St —s)f(s)

onde, integrando de 0 a t, 0 <t < oo,

/Ogl(s)ds:/o S(t—s)f(s)ds
o(s)l = / S(t — 5)f(s)ds
g(t) — g(0) = / S(t — ) f(s)ds

S(t —t)u(t) — S(t —o)u(o) = [ S(t—s)f(s)ds

Tu(t) — S(t)z = /O S(t — 8)f(s)ds

61
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u(t) = S(t)x + /0 S(t—s)f(s)ds. (5.2)

Esta é chamada formula da variacao das constantes, que é uma condi¢ao necessaria
para que u seja solugao forte de (5.1).

Entretanto como f ¢ continua, a funcao 0 < s <t 3 s — S(t — s)f(s) é conti-
nua e, portanto, a formula (5.2) tem sentido. Neste caso chamamos u uma solucao
generalizada (mild solution) de (5.1). Toda solugao forte é desta forma.

As solucoes generalizadas nao sao necessariamente solucoes fortes, isto é facilmente
visto tomando y € X tal que S(t)y ¢ D(A),t > 0e f(t) = S(t)y. Nesse caso,

u(t) = S(t)x + /Ot S(t—s)S(s)yds

u(t) = S(t)x + /OtS(t — 5+ s)yds

t
u(t) = S(t)x +/ S(t)yds
0
u(t) = S(t)x +tS(t)y
¢ uma solugao generalizada que nao é uma solucao forte porque essa funcao nao é dife-
renciavel, pois S(t)y ¢ D(A) para ¢t > 0. Portanto, para que uma solugio generalizada
seja uma solucao forte é necesséario que A ou f satisfacam condi¢des adicionais, algumas
das quais serao estudadas aqui.
Como consequéncia imediata de (5.2) temos:

Proposi¢gdo 5.1. O sistema (5.1) tem no maximo uma solugao forte.

Teorema 5.1. O sistema (5.1) tem uma solugao forte para todo z € D(A) se, e

somente se, a funcao v dada por

ot) = /0 S(t — s)f(s)ds (5.3)

for continuamente diferenciavel para todo t > 0.

Demonstracao:

Quando (5.1) tem uma solugdo forte para z € D(A), a funcao v é, por (5.2),

e diferenca de duas funcoes continuamente diferenciaveis em todo ¢ > 0 é continuamente
diferenciavel em todo ¢ > 0.

Reciprocamente,

Ap(t) = 2=
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Apo(t) = % /0 S(t — )S(h) f(s)ds — % /0 S(t — s)f(s)ds =
- 1/ S(t+ h— s)f(s)ds — 1/ S(t— 8)f(s)ds =
:%/Ot+h5(t+h—s s——/ S(t+h—s)f s——/St—s
(”h]z_“( ) —%/t S(t+ h— s)f(s)ds.
Assim,
o(t+h)—o(t) 1 [
Apo(t) = h — /t S(t+h—s)f(s)ds. (5.4)

Se v é continuamente diferenciavel em todo ¢ > 0, entao o segundo membro de (5.4)
tem um limite quando h — 0%, para todo ¢t > 0, o0 mesmo acontecendo, portanto, com

0 primeiro, isto é,

h—0t h—0t h—0t+

lim Apv(t) = lim vit+h) = o) lim 1 /t+h S(t+h—s)f(s)ds.

Logo, no limite quando A — 0" temos,

Portanto, v(t) € D(A). Além disto, v(0) = 0. Assim, se z € D(A), a funcao wu(t)
dada por
u(t) = S(t)z + v(t)
¢ solugao forte de (5.1).

Corolario 5.1. Se v(t) € D(A) para todo t > 0 e Av é continua, entao o problema
(5.1) tem solugao forte para todo x € D(A).

Demonstracao:
De (5.4) temos,

u(t + h})b —o0) _ o+ %/t S(t+ h— 5)f(s)ds.

Aplicando o limite quando h — 0%, para todo ¢t > 0, temos,

h—0t h—0t h—0t

lim SEHED =00 p A + tim l/t+h5(t+h—s)f(s)ds

v (t) = Av(t) + f(1).

Mas, por hipotese, f(t) e Av(t) sdo continuas. Logo %v(zﬁ) é continua.
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Pelo Lema de Dini, é continuamente diferencidvel para ¢ > 0. Pelo Teorema 5.1 o

sistema (5.1) tem uma solu¢ao forte que é dada por

u(t) = S(t)x + /0 S(t—s)f(s)ds.

Proposicao 5.2. Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cj,
f:RT — X uma funcao continua e suponhamos que f satisfaca uma das seguintes
condicoes:

i) f é continuamente diferenciavel em todo ¢t > 0;

ii) f(t) € D(A) para todo t > 0 e Af é continua.

Entéo, para todo € D(A), o sistema (5.1) tem solugao forte.

Demonstracao:
i) Por (5.3),

para h > 0,

. t+h t
v(t+h})l (t) :%/0 S(u)f(tJrh—U)du—%/o S(u)f(t —u)du =

t t+h ¢
:%/0 S(“)f(”h_“)d“ﬂ%/t S(U)f(tJrh—U)du—%/o S(u)f(t —u)du =

1 t 1 t+h
= E/ Su)[ft+h—u)— f(t —u)|du+ E/ S(u)f(t+ h — u)du.
0 t
Por hipotese f é continuamente diferenciavel para todo t > 0, portanto,

v(t+h) —v(t)

hli{(r)h h -
t t+h
= hlirgl+ % /0 Su)[ft+h—u)— f(t —u)|du+ hﬁj& % /t S(u)f(t+h — u)du.
hli}rg+ olt + h})L —v(®) = /Ot S(u)f'(t —w)du + S(t)f(0), é continua.

Assim v(t) é continuamente diferenciavel, logo pelo Teorema 5.1, o sistema (5.1)

tem uma solucao forte.

i1) Por hipotese f(s) € D(A), 0 < s <, entao pela Proposicao 4.2, S(t — s)f(s) €
D(A) ¢ TS = 5)f(9) = AS(t = 5) () = S(t — )AFs).
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Por hipotese Af é continua e {S(¢) : ¢ > 0} ¢ um semigrupo de classe Cp, portanto é
uma familia de operadores lineares limitados, entao pelo Teorema 2.4, S(t) é continuo,
onde S(t — s)Af(s) = AS(t — s) f(s) é continuo.

Também, por hipotese, f(s) é continua, logo S(t — s)f(s) é continuo.

A por hipotese é um gerador infinitesimal, pela Proposicao 4.3 segue que A é um

operador linear fechado. Entao pelo Teorema 3.6,

ot) = /Ot S(t — )f(s)ds € D(A) para todo t > 0.

Av(t) = A/O S(t—s)f(s)ds = /0 AS(t — s)f(s)ds.

Concluimos que v(t) € D(A) para todo t > 0 e Av é continua, entao pelo Corolario

5.1, o sistema (5.1) tem uma solucao forte, para todo x € D(A).

5.2 Semigrupos Fortemente Continuos, Solucoes Fra-

cas e Féormula da Variacao das Constantes

Nesta se¢ao estendemos um pouco mais a nogao de solugao para (5.1). Uma defi-
nigao de solugao fraca para (5.1) é dada, e é mostrado que uma condi¢ao necessaria e
suficiente para a existéncia e unicidade de solugoes fracas para todos os dados iniciais
em X, é que A gere um Cy semigrupo em X e, neste caso, a solugao é dada pela formula
da variacao das constantes.

No que segue A é um operador linear fechado e densamente definido em um espaco
de Banach X com dual denotado por X*.

Definicao 5.2. O adjunto de A é o operador A* : D(A*) C X* — X* definido

por:
D(A*) ={p € X*: a aplicacao D(A) > z — ¢(Az) possui uma extensao continua ¢ € X}
A*¢ = ¢, para todo ¢ € D(A*).

Observacao 3. Note que para x € D(A), (x, A*¢) = (z,9) = (Ax, ), onde estamos

usando a nota¢do ¢(x) = (x, p).

Definicao 5.3. Uma funcao f : [a,b] — R é chamada absolutamente continua

em [a, b] se dado € > 0, existe um ¢ > 0 tal que

Z | f(z)) — flzi) |< e
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. ! . . . . .
para cada escolha de sub-intervalos [z;, z;] de [a, b] dois a dois disjuntos satisfazendo

n

Z|x;—xi|<5.

i=1

Teorema 5.2. Se f é absolutamente continua em [a, b], entdo f tem derivada em

quase todos os pontos de [a, b].
Este resultado pode ser encontrado em [7].

Definicao 5.4. Seja f : (0,7] — X uma funcao continua. Uma funcao u €

C(0,7; X) & uma solugao fraca de

{ duft) = Au(t) + f(¢), t € (0,7]

u0) =z, z€X (5:5)

se, e somente se, para todo v € D(A*) a fun¢do (u(t),v) for absolutamente continua

em [0,7], u(0) =x e

% (u(t), ) = (u(t), A0) + (F(1), v) (5.6)

para quase todos t € [0, 7].
Teorema 5.3. Para cada x € X (x é o valor inicial) existe uma tnica solugao
fraca u(t) de (5.5) satisfazendo u(0) = z se, e somente se, A for o gerador infinitesimal

de um semigrupo fortemente continuo {7'(¢) : t > 0} de operadores lineares limitados
em X, e neste caso u(t) ¢ dado por (5.2).

A demonstracao é baseada em repetidas aplicacoes do seguinte Lema.

Lema 5.1. Se z,z € X sao tais que para todo v € D(A*), (z,v) = (x, A*v), entao
x€ D(A) e z= Ax.

Demonstracao:

Seja G(A) C X x X o grafico de A, o qual é fechado por hipotese. Se (x,z) nao
pertence ao G(A) segue pelo Teorema de Hahn-Banach, segunda forma geométrica, que
existem v, v* € X*, tais que (Az,v)+(x,v*) = 0 para todo x € D(A) e (z,v)+(z,v*) #
0. Assim, v € D(A*), v* = —A*v e (z,v) # (x, A*v), 0 que é uma contradigao.

Demonstragao: (do Teorema 5.3)

Seja A o gerador do semigrupo fortemente continuo {7'(¢) : ¢ > 0}. Existe uma
constante M tal que || T'(¢t) ||< M para t € [0, 7].

Notemos que se z € X e v € D(A*) entao (T'(t)x,v) é diferenciavel em relacao a t
com derivada (T'(t)x, A*v).

De fato, para z € D(A),

@ v — ti TEEPE) = (T@z.0) o ATOTR) = T(H)rv)

E h—0 h h—0 h
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(T(6)(T(h) — I)w,v) _ < (T(h) - DT®) | v>
h h |

lim
h—0

= lim
h—0

= (AT (t)x,v) = (T(t)x, A*v).

Para x € X existe uma sequéncia D(A) 3 z, — x, e portanto

lim (kT (t + h) — T(t))z,v) = lim lim (A~ (T(t + h) — T(t))x,,v)

h—0 h—0n—oo
T . -1 .
= lim fl}gé(h (T(t+ h) —T(t))zn,v)
= lim (T'(t)x,, A™v) = (T(t)z, A*v).
n—oo

Seja u dado por (5.2). E facil ver que u € C*(0,7;X), além disso, para todo
ve DAY et e|0,T],

(u(t),v)y = (T(t)z,v) —I—/O (T(t—s)f(s),v)ds.

Uma vez que (t,x) — T'(t)x é continua em [0, 7] x X segue pelo Teorema Funda-
mental do Calculo,
d t

G e = 560 = a0+ [ LTe= )0 -

dt

— (F(t),0) + / (T(t - 8)f(s), A*0)ds,

portanto, (u(t),v) é diferenciavel para ¢t € (0,7) e satisfaz (5.6).
Em seguida vamos provar que u(t) é a unica solugao fraca de (5.5) satisfazendo
u(0) = x.

Seja u(t) outra solugdo fraca e definimos w = u — w. Entdo,

Logo,

(w(t),v) = </Otw(s)ds,A*v>

t

para todo v € D(A*), t € [0,7]. Pelo Lema anterior, z(t) = / w(s)ds € D(A) e
0

w(t) = L2(t) = Az(t).

T at
Portanto, z(t) satisfaz a equagao homogénea
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logo, z(t) = 0.

Portanto, w(t) = 0, isto é, u = u.

Reciprocamente, suponha que A é tal que (5.5) seja vélido e para cada z € X
exista uma tnica solucdo fraca u(t) satisfazendo u(0) = z. Para t € [0,7] defina
T(t)xr = u(t) — up(t), onde ug é a solugio fraca de (5.5) satisfazendo uy(0) = 0.

Para t > 7 escrevemos t = nT + s, onde n é um inteiro nao negativo e s € [0,7) e
podemos estender a defini¢ao acima colocando T'(t)x = T'(s)T(7)"x.

Primeiramente observamos que a aplicagao linear 6 : X — C'(0, 7; X) definida por
0(z) = T(-)x possui grafico fechado.

De fato, seja z,, — z e 0(x,) — vy, isto &,

sup || T(t)x, —y(t) ||[— 0, quando n — oo.
tel0,7]

Portanto, para ¢* € X* temos

| (% y(t) = T(t)x) [<[ (" y(t) = TB)an) | + [ (@7, T2 = T(t)z) [<

<Ie® llx=[ly(®) = T()an Ix + | ¢ |

quando n — oo, logo

X+ X+ T(t) ||£(X)|| Tp — X ||X—> 0,

(", y(t) = T(t)x) =0, para todo ¢ € X",

isto é, y(t) — T'(t)x = 0.

Portanto a aplicagdo  — T'(-)z é continua. As outras propriedades de semigrupo
decorrem trivialmente da defini¢ao de T'(t), ou seja, {T'(¢t) : t > 0} é um semigrupo
fortemente continuo.

Seja B o gerador de T'(t) e € D(B). Entao da defini¢do de T'(t) como diferenga

de solugoes fracas e da observacgao sobre a formula de derivagao de (T'(t)z,v) temos

(T(t)x, A%v) = %(T(t)x, vy = (BT(t)x,v) parat > 0 e v € D(A").

Em particular para t = 0
(x, A*v) = (Bx,v), para todo v € D(A").

Segue pelo Lema anterior que z € D(A) e Bx = Az. Entao, D(B) C D(A) e
Bx = Az, para todo z € D(B).
A prova do Teorema estara completa ao mostrarmos que D(A) C D(B).

Seja x € D(A), portanto, pelo Lema vemos que para cada ¢ € [0, 7] as integrais

f(f T(s)zds e fot T(s)Axds pertencem a D(A).

De fato,
d
%(T(t)x,v) = (T(t)x, A*v), para todo v € D(A*),
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temos,

(T(t)x — z,v) = /0 t(T(s)x,A*v)ds - < /0 t T(s)xds,A*v>, e,
T =z+A /Ot T(s)ads. (5.7)

T(t)Ax = Ax + A/tT(S)Al‘dS. (5.8)

Considere a funcao,

2(t) = /O tT(s)Axds—A /0 tT(s)xds.

Segue de (5.7) que z € C(0,7; X). Claramente 2(0) = 0. Seja v € D(A*).
Note que para todo v € D(A*)

d

E<U(t)7v> = (u(t), A"v) + (f(t),v), u(0)==x
d

g uo(t),v) = (uo(t), A™v) + (f(t),v), uo(0) =0

e portanto, para T'(t)x = u(t) — ug(t),

Portanto,
L0 = 2 { [ 1) Azds, )+ Ste - T)2,0)
(et 0) = - i s)Axds, v o (@ x,v
= (T'(t)Az,v) — (T (t)z, A™v)
t
G2 (A (x +/ T(S)A:vds) ,v> —(T(t)z, A*v)
0
= (2(1), A™v)
Mas segue de nossas hipdteses que a equagao %z(t) = Az(t), z(0) = 0, tem apenas

a solucao fraca zero. Assim,

/Ot T(s)Azxds = A/Ot T(s)xds, t € [0,7].

Portanto, por (5.7),
1
lim —[T'(t)x — x] = Ax

t—0t ¢
e, entdo, z € D(B).
Portanto, D(A) C D(B) e o Teorema esta completo.
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