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�������� 	
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 �� ������ ����
��
 ���
� 	� ��
�� K � 	� ����	��� ��� ����� X

�	���� �� �	�� ���
�� ��� X×X � (x, y) �−→ x+y ∈ X � K×X � (α, x) �−→ αx ∈ X�

������������ �� ���	����� �
��
�������!

A1 : x+ y = y + x� ∀x, y ∈ X"

A2 : x+ (y + z) = (x+ y) + z� ∀x, y, z ∈ X"

A3 : ∃ 0 ∈ X ��
 �	� x+ 0 = x� ∀x ∈ X"

A4 : ∀ x ∈ X, ∃ − x ∈ X ��
 �	� x+ (−x) = 0"

M1 : α(βx) = (αβ)x, ∀x ∈ X, ∀α, β ∈ K"

M2 : 1x = x� ∀x ∈ X"

M3 : α(x+ y) = αx+ αy� ∀α ∈ K, ∀x, y ∈ X"

M4 : (α + β)x = αx+ βx� ∀α, β ∈ K, ∀x ∈ X�
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������� �� X ��� �$������ ����
�� �� %�

�������� 	
	
 �� �	������� �� 	� ������ ����
��
 X � 	� �	�����	��� ���

����� Y ⊂ X ��
 �	� �� y1, y2 ∈ Y � α, β ∈ K ����� αy1 + βy2 ∈ Y �

���� �	�� ����� ����� Y �	���� ��� ���
�� �� ���	����� ��
 X �� ��
 �� �&� 	�
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��
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�
 ��� ���������� 
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 ��� ����
�� x1, x2, ..., xm �� X � 	��

�'�
����� �� ��
�� α1x1 + α2x2 + ...+ αmxm� ��� α1, ..., αm ∈ K�
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 ��	 M

� ���	���	��	 ���	�	��	��	 
	� ���
 ������	� 
���
�����
 ����
 {x1, x2, ..., xk} ⊂ M �

� 	�����
 α1x1 + α2x2 + ... + αkxk = 0 �
� α1, ..., αk ∈ K �
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������� α1 = α2 = ... = αk = 0! $�
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	 X = 〈B〉!
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���� X �


�� ���	�
�
 ����� 
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���

�� ���	��
 �

����
 n 	 �� �
�����
 ���	���	��	 ���	�	��	��	 �
� n �	�
�	
 �	 X� ���

��	 ������	� 
���
�����
 �	 n+ 1 
� ���
 �	�
�	
 �	 X )
� ���	���	��	 �	�	��	��	!

* �+�	�
 n � ������
 � ���	�
�
 �	 X 	 � �	�
���
 �
� dimX = n! �
� �	�����
�

dim{0} = 0! "	 X ��
 )
� �	 ���	�
�
 ������ 	���
 ���	�

 ��	 X � �	 ���	�
�


�������!

���������� 	
�
 "	�� X �� 	
���
 �	�
����! ,���
 dimX = n 
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	(�
��� ��� ��
	 �	 X �
�
����-�� �
� n �	�
�	
 �	 .!

�������������

"	 dimX = n� 	(�
�	 �� 
���
�����
 B = {x1, x2, ..., xn} ⊂ X ���	���	��	 ���	/

�	��	��	 	 ������	� 
���
�����
 {y1, y2, ..., yn, yn+1} ⊂ X � ���	���	��	 �	�	��	��	!
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��	�

 ��	 B � ��� ��
	!

"	�� y ∈ X! ,���
� � 	�����
 α1x1 + ... + αnxn + αn+1y = 0 �

 �
	���	��	


α1, α2, ..., αn+1 �


�� ��� 

����
 ��
 �������!
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��	�

 �
� ��
���
 ��	 αn+1 �= 0! "	 αn+1 = 0� �	�

0

α1x1+ ...+αnxn+0.y = 0⇒ α1 = ... = αn = 0� �
�
 B � ���	���	��	 ���	�	��	��	!

* ��	 ������� {x1, x2, ..., xn, y} ���	���	��	 ���	�	��	��	� 
 ��	 � ��
���
! 1
 
�

αn+1 �= 0!

�
�����
�

y = − α1

αn+1
x1 − α2

αn+1
x2 − ...− αn

αn+1
xn ∈ 〈B〉!

2	����
���	��	� 
	�� B = {x1, x2, ..., xn} ��� ��
	 �	 X!

"	�� C = {y1, y2, ..., yn+1} ⊂ X!

3������
0 C � ���	���	��	 �	�	��	��	!

4
�	 ��	 ���� ���� i� 	(�
�	� 	
�����	
 αi,1, αi,2, ..., αi,n ���
 ��	 yi =
∑n

j=1 αi,jxj!
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 ��	 � 	�����
 β1y1+β2y2+...+βn+1yn+1 = 0 �����	 

����
 ��
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�

β1y1 + β2y2 + ...+ βn+1yn+1 = 0⇔ β1

n∑
j=1

α1,jxj + ...+ βn+1

n∑
j=1

αn+1,jxj = 0⇔
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�� ' �� ���&���� M ������

�	 ��
 �
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	�
���  ���
�
� �	���
�
 ��
 ≤� ��	 �
���(
$ 
�

�������	�)

��
 a ≤ a �


 ���� a ∈M � *+	,	-��
.

���
 /	 a ≤ b 	 b ≤ a� 	���� a = b� *#�������'�
��
.

����
 /	 a ≤ b 	 b ≤ c� 	���� a ≤ c� *0

������
.

1 	���	��	 ��	 � ���&���� �

��
��	��	 �
�	�
�� M ���	 ����	
 	�	�	���� a 	 b

�


 �� ��
�� �	� a ≤ b �	� b ≤ a� �	��	 �
�� a 	 b ��� ��
�
��� �	 	�	�	����

������

��	��� 2� ����

��	� ���� 	�	�	���� a 	 b �	 M ��� ��
�
��� �	 	�	�	����

����

��	��� �	 �
����$	
	� a ≤ b �� b ≤ a *�� 
� ��.�

�������� 	
�
 3
�� �� ���&���� M �

��
��	��	 �
�	�
��� �� �� ���&����

C ⊂M ' ���
��	��	 �
�	�
�� ��
��� ��
����	
 ���� 	�	�	���� �	 C ��� ����

��	���

�������� 	
�
 %� �����
��	 ���	
��
 �	 �� �� ���&���� W �� ���&���� �

���


��	��	 �
�	�
�� M ' �� 	�	�	��� u ∈M �
� ��	 x ≤ u �


 ���� x ∈ W �

�������� 	
��
 %� 	�	�	��� �
-��
� �	 M ' �� 	�	�	��� β ∈ M �
� ��	 �	

β ≤ x �


 
���� x ∈M � 	���� β = x�

���� 	
�
 ����� �� ����
 /	&
 M �= ∅ �� ���&���� �

��
��	��	 �
�	�
���

/	 ���� �� ���&���� ���
��	��	 �
�	�
�� C ⊂M ������
 �� �����
��	 ���	
��
� 	����

M �	
� �	�� �	��� �� 	�	�	��� �
-��
��

���� ����	������
 ���	��� �
��

 � �	�����	 
	����
��)

������� 	
�
 0��� 	��
�� �	��
�
� X �= {0} ������ ��
  
�	�



������� ��	�
���� ��

���� ��

��������	
���

������	
	��� M = {B ⊂ X : B � 
��	�
�	��	 ���	�	��	��	}� ���� X �= {0}�
	����	 x ∈ X� ��� ��
�� 	 �	��� ��
�� � �������� {x} � 
��	�
�	��	 ���	�	��	��	� �

��	 ���
��� {x} ∈M � �� �	�� M �= ∅�
�� M � ������	
���� � �	�����	 �
�	� ��
���
� A ≤ B ⇔ A ⊂ B�

����
	��� ��	 ��
 
	
���� �� �	 ����� ��� �
�	� ��
���
 	� M �

i) A ⊂ A� ���� �� A ≤ A� ��
� ���� A ∈M �

ii) A ⊂ B 	 B ⊂ A⇒ B = A� ���� �� A ≤ B e B ≤ A⇒ A = B�

iii) A ⊂ B ⊂ C ⇒ A ⊂ C� ���� �� A ≤ B 	 B ≤ C ⇒ A ≤ C�

 	�� C ∈M ����
�	��	 �
�	�����

����� A = ∪B∈CB � �� 
�������	 ���	
��
 �	 C� !	 �����

i) A ∈M �����

 	��� x1, x2, ..., xk ∈ A 	 α1, α2, ..., αk ∈ K ��
 ��	 α1x1 + α2x2 + ...+ αkxk = 0�

"�
� ���� i = 1, 2, ..., k 	����	 Bi ⊂ C ��
 ��	 xi ∈ Bi� ���� C � ����
�	��	

�
�	���� ���	��� ����
 ��	 B1 ⊂ B2 ⊂ ... ⊂ Bk� 
��� x1, x2, ..., xk ∈ Bk ��	 �


��	�
�	��	 ���	�	��	��	� 	���� α1 = α2 = ... = αk = 0�

ii) #��	 ��	� �	 B ⊂ C 	���� B ⊂ A� 
��� B ≤ A�
"�
������ �	
� $	�� �	 %�
�� 	����	 �� 	
	�	��� ������
 β �	 M � #��	 ��	� �	
�

�	&����� �	 M � β � �� ��'�������� 
��	�
�	��	 ���	�	��	��	 �	 X�

(&
����� ��	 X = 〈β〉�
"�
� �
�)�
 � �&
������ �����*� ��	 	
� ��� )�
	� ���� �� 	����	 z ∈ X ��
 ��	

z ��� �	
�	��	 � 〈β〉� + �,��
 )	
 ��	 Y = β ∪ {z} � 
��	�
�	��	 ���	�	��	��	� ����

�	 z, x1, x2, ..., xk ∈ β ∪ {z} ��� ���� ��	 αz + α1x1 + α2x2 + ... + αkxk = 0 ⇒ αz =

−α1x1 − α2x2 − ...− αkxk�

 	 α = 0 	���� α1, α2, ..., αk = 0� ���� β � 
��	�
�	��	 ���	�	��	��	�

 	 α �= 0 	���� z = −α1

α
x1 − α2

α
x2 − ...− αk

α
xk ⇒ z ∈ 〈β〉 � ��	 � �'��
���

����� Y ∈ M � β ≤ Y 	 β �= Y � ��� ���� ����
���- � ������
����	 �	 β� . ��	 �

�'��
���

$���� z ∈ 〈β〉 	 X = 〈β〉�

��� ������� 	
���
�
� ��������

��
��
�� �����  	�� X �� 	����� )	��
��
 ��'
	 K /K = R �� C)� 0�� ��
��

	� X � ��� ��
������ ‖ � ‖: X −→ R ��	 �������- �� �	�����	� �
��
�	���	��

�� ‖ x ‖≥ 0� ��
� ���� x ∈ X 	 ‖ x ‖= 0⇔ x = 0�

��� "�
� ���� α ∈ K 	 ��
� ���� x ∈ X )�
	 ‖ αx ‖=| α |‖ x ‖�
���� "�
� ���� x, y ∈ X )�
	 ‖ x+ y ‖≤‖ x ‖ + ‖ y ‖ /�	�����
���	 �
�����
�
1�



������� ��	�
���� ��

���� ��

�� ����	
 ���

��� X �����
 �� ��� �

�� ‖ � ‖ � ������
 �� ����	
 �

���


� ��
� ���
���
 �

 (X, ‖ � ‖)�

�������� 	
�	
 ����� (X, ‖ � ‖1)� (X, ‖ � ‖2) ����	
� �

���
�� �����
� ��� ��

�

��� ‖ � ‖1� ‖ � ‖2 ��
 ������������ �� ������
�� �
�������� c1, c2 > 0 ���� ���

c1 ‖ x ‖1≤‖ x ‖2≤ c2 ‖ x ‖1, ��
� �
�
 x ∈ X.

�
�������� �
 �� (X, ‖ � ‖X)� (Y, ‖ � ‖Y )  

�� ����	
� �

���
� ����
 X × Y ��
�

�� ����	
 �

���
 �����
 �����
 �� �

�� ‖ � ‖X×Y : X × Y −→ R ���� �



‖ (x, y) ‖X×Y=‖ x ‖X + ‖ y ‖Y �

�������� 	
��
 ����� (X, ‖ � ‖X)� (Y, ‖ � ‖Y ) ����	
� �

���
�� ���  ��	�


f : X −→ Y � �
��!��� �� x0 ∈ X ��� ��
� �
�
 ε > 0 ������
 δ > 0� ��� ��� ��

‖ x− x0 ‖X< δ� ����
 ‖ f(x)− f(x0) ‖Y< ε�

"  ��	�
 f � �
��!��� ��  

 �
��!��� �� �
�
 �
��
 x ∈ X�

���������� 	
	
 ���� (X, ‖ � ‖) �� ����	
 �

���
� #���
 �� 
��
�	$��

�� �
�� �� ���

�� X ×X −→ X� (x, y) �−→ x+ y�

��� ����������	�
 �

 ������
 K×X −→ X� (α, x) �−→ αx� �

���� �

�� ‖ � ‖: X −→ R� x �−→‖ x ‖�
��
  ��	$�� �
��!�����

�������������

i) %
��
��
� ��� � �
�� � �
��!��� �� (x0, y0) ∈ X ×X�

���
 ε > 0� �
����
 δ = ε ���
� ��� �� (x, y) ∈ X × X � ��� ��� ‖ (x, y) −
(x0, y0) ‖X×X < δ ⇒ ‖ x + y − (x0 + y0) ‖X ≤ ‖ x − x0 ‖X + ‖ y − y0 ‖X =

‖ (x, y)− (x0, y0) ‖X×X < ε�

ii) %
��
��
� ��� � ����������	�
 �

 ������
 � �
��!��� �� (α0, y0) ∈ K×X�

���
 ε > 0� ���
��
� ����
����
 δ > 0 ��  

�� ���&

‖ αx−α0x0 ‖ ≤ ‖ αx−α0x ‖ + ‖ α0x−α0x0 ‖ = | α−α0 |‖ x ‖ + | α0 |‖ x−x0 ‖ ≤

≤ | α− α0 | (‖ x− x0 ‖ + ‖ x0 ‖)+ | α0 |‖ x− x0 ‖ =

= ‖ x− x0 ‖ (| α− α0 | + | α0 |)+ | α− α0 |‖ x0 ‖ ≤ δ(δ + | α0 |) + δ ‖ x0 ‖ < ε.

'

����
� ��

δ2 + (| α0 | + ‖ x0 ‖)δ − ε = 0,


� �����

δ =
−(| α0 | + ‖ x0 ‖)±

√
(| α0 | + ‖ x0 ‖)2 + 4ε

2
,

���
����
�

δ′ =
−(| α0 | + ‖ x0 ‖) +

√
(| α0 | + ‖ x0 ‖)2 + 4ε

2
> 0.



���������� 	
������ ��

����� ��	
�� ��
����	�
�� δ ���������
�� 0 < δ < δ′� ����� ��� ‖ (α, x)−(α0, x0) ‖K×X

< δ ⇒ | α−α0 | + ‖ x−x0 ‖< δ ⇒| α−α0 |< δ � ‖ x−x0 ‖< δ ⇒‖ αx−α0x0 ‖< ε�

��
� ���	��
���

iii) ����	�
�� ��� � 
�	
� � ��
��
�� �
 x0 ∈ X�

���� ε > 0� ��
�
�� δ = ε ��
�� ��� �� ‖ x − x0 ‖< δ �
��� |‖ x ‖ − ‖ x0 ‖|≤
‖ x− x0 ‖< δ = ε�

�������� 	
��
 �
� �����
��� (xn) 
� ������ 
�	
��� X � �� ����� �� ��	�

���� ε > 0 �!����	 n0 ∈ N ��" ��� m,n ≥ n0 ⇒‖ xm − xn ‖< ε�

�������� 	
�

 �
� �����
��� (xn) 
� ������ 
�	
��� X ��
#�	�� ��	� x ∈ X

��� ��	� ���� ε > 0 �!����	 n0 ∈ N ��" ��� n ≥ n0 ⇒‖ xn − x ‖< ε�

$������ xn → x �� lim xn = x�

% �
������ ��� ���� �����
��� ��
#�	��
�� � �� ����� � ��	�
 
�
 ���� �����
���

�� ����� ��
#�	���

�������� 	
��
 �
 ������ 
�	
��� X � ���� ��
�"��� �� ���� �����
��� ��

����� ��
#�	�� �
 &�

�������� 	
��
 �
 ������ 
�	
��� ��
�"��� X � ���
��� �� ������ �� '�
����

��� �����	
��� �
������

(
 ���� ��!��� X ��
���	) �
 ������ #���	��" ��*	� �
 ��	�� K(= R �� C)�

�������� 	
��
 ����
�� ��� �
� ��"������ T : D(T ) ⊂ X −→ X � �
 ���	���	

"�
��	 �� D(T ) � �
 ��*������ #���	��" �� X � ��	� ��������	 x, y ∈ D(T ) � α ∈ K�

T (αx+ y) = αTx+ Ty. +,��-

��
���	�
�� ��	.

D(T ) � ��
�
�� �� T �

R(T ) = {y ∈ X; ∃ x ∈ D(T ) ��
 y = Tx} � �
���
 �� T �

N(T ) = {x ∈ D(T ); Tx = 0} � 
/�"�� �� T �

������� 	
	
 0�1� T : D(T ) ⊂ X −→ X �
 ���	���	 "�
��	� (
���.

�� 2 �
���
 R(T ) � �
 ��*������ #���	��" �� &�

��� 0� dimD(T ) = n <∞� �
��� dimR(T ) ≤ n�

���� 3 
/�"�� N(T ) � �
 ��*������ #���	��" �� &�



���������� 	
������ ��

��������	
���

i) ����� y1, y2 ∈ R(T )� 	
��
��
� ��� αy1 + βy2 ∈ R(T ) ��
� ��������
 ������
��

α, β ∈ K� ����� ��� y1, y2 ∈ R(T )� ���
� y1 = Tx1 � y2 = Tx2� ��
� ����� x1, x2 ∈
D(T )�

�

����
�

αy1 + βy2 = αTx1 + βTx2 = T (αx1) + T (βx2),

�
�
 αx1 + βx2 ∈ D(T )� ��� � �� ��������
 ���

��� �� X� T (αx1) + T (βx2) =

T (αx1 + βx2) ∈ R(T )�

ii) ���
����
� n + 1 �������
� y1, y2, ..., yn+1 �� R(T ) ��  

�� �
���
!
��� ���"


y1 = Tx1, ..., yn+1 = Txn+1 ��
� x1, ..., xn+1 �� D(T )� �� dimD(T ) = n� ���� �
�����


x1, ..., xn+1 ���� ��
 �����
����� ����������� #
�����
� � �
������"
 �����
�

α1y1 + ...+ αn+1yn+1 = 0,

�� ��� α1, ..., αn+1 �"
 ������
��� #
�
 T � �����
� ����� ���

α1y1 + ...+αn+1yn+1 = T (α1x1 + ...+αn+1xn+1) = 0⇒ α1x1 + ...+αn+1xn+1 ∈ N(T ),


 ��� �
��
� ��� y1, ..., yn+1 � �� �
�����
 �����
����� ����������� ����
 ��� ����

����
�����
 �� R(T )  
� ���
����
 ��  

�� �
���
!
��� �$� �
����%�
� ��� R(T ) �"


��� ����
�����
� �����
����� ������������� �� n+1 
� ���� �������
�� ���� ��&���"
�

���
 �����&�� ��� dimR(T ) ≤ n�

iii) '
���
� ��������
 x1, x2 ∈ N(T )� ���"
 Tx1 = Tx2 = 0� #
�
 T � �����
�

��
� ��������
 α, β ∈ K� ���
�

T (αx1 + βx2) = αTx1 + βTx2 = 0.

(��
 �
��
� ��� αx1+βx2 ∈ N(T ) � �

����
 N(T ) � �� ��������
 ���

��� �� X�

)��

���
� ��� �� 
��
��

 T : D(T ) ⊂ X −→ X � �������
 ��� ��
� ��������


x1 �= x2 ∈ D(T )� ����
�
� Tx1 �= Tx2� *���� ���
 �
���
� ��&��
 �� 
��
��



T−1 : R(T ) −→ D(T )

y0 �−→ x0� 
��� y0 = Tx0�

#�����
 �� 
��
��

 ����
�
 � ' ��� ���
������ ����� �+ �� 
����,��-

T−1Tx = x ��
� �
�
 x ∈ D(T )�

TT−1y = y ��
� �
�
 y ∈ R(T )�


�����	 ���� ���� T : D(T ) ⊂ X −→ X �� 
��
��

 �����
� ���"
-

�� . ����
�
 T−1 : R(T ) −→ D(T ) �/���� ��� � �
����� ��� N(T ) = {0}�
��� �� T−1 �/����
� T−1 ��
! �����
�

���� �� dimD(T ) = n <∞ � T−1 �/����
� ���"
 dimR(T ) = dimD(T ) = n�



���������� 	
������ 	
�

���� ��

��������	
���

i) ������	 
�� Tx = 0⇒ x = 0� 
��� �� N(T ) = {0} � ���	 Tx1 = Tx2�

����� 
�� T ���	 �
��	��

T (x1 − x2) = Tx1 − Tx2 = 0,

����� x1 − x2 ∈ N(T ) = {0}� ���� x1 = x2 � T � 
����
�	�

����	���� ��
��� T−1 : R(T ) −→ D(T )�

���
����	������ �� T−1 ��
��
�� ����� Tx1 = Tx2 ⇒ x1 = x2� �� x2 = 0� ���������

T (x1) = 0 = T (0)⇒ x1 = 0,

� 
�� �����	 
�� N(T ) = {0}�

ii)  ����
��� 
�� T−1 ��
���� ��������� 
�� T−1 � �
��	��

! ���"�
� �� T−1 � R(T ) � � �� ���	#� �����
	� ���� $�����	 2.2 i)�

���	� y1, y2 ∈ R(T )� %���� ��
���� x1, x2 ∈ D(T ) �	
� 
��

y1 = Tx1 e y2 = Tx2, 
��� � , x1 = T−1y1 e x2 = T−1y2.

����	��� �� α, β ∈ K� ����� �	 �
��	�
�	�� �� T 
��

αy1 + βy2 = αTx1 + βTx2 = T (αx1 + βx2).

%�����

T−1(αy1 + βy2) = T−1T (αx1 + βx2) = αx1 + βx2 = αT−1y1 + βT−1y2.

����	���� T−1 � �
��	��

iii) ���� $�����	 2.2 ii) ����� dimR(T ) ≤ dimD(T ) � dimD(T ) ≤ dimR(T ) ����

����� ������	 	��
�	�� & T−1� �	"� ����� 
��� dimR(T ) = dimD(T )�

��� �����	
��� �
������ �
�
��	
�

��
��
�� ����� ���	� X �� ������ 	�
���� � T : D(T ) ⊂ X −→ X ��

���
���
 �
	��
� �
����� ��� T � �
�
���� �� ��
��

 �� 	���
� 
��� c ��� ��� ��
�

���� x ∈ D(T )�

‖ Tx ‖≤ c ‖ x ‖ . �����



���������� 	
������ 	
�

���� ��

���� ��� 	 
���
�	�
	
� �� ����� �����	 ��� �� ����	
�� ����	� �����	
� 	����	

��������� �����	
�� 
� D(T ) �� ��������� �����	
�� 
� X�

���� 	��
	 ��� 	 ������	��� 
	 �	�	��	 ������	
	�� 
�������� 
� ��� ���	������ ��

��� ��  !�����" �� ��� ��	 ������ �����	
	 � 	����	 ���	 ��	
�� � �� ��������

�����	
��

#��
� T �� ����	
�� �����	
�" ��	 ���
���	 ���
� �	���	������$ ��	� � � �	���

%���� 
� c �	� ��� ����� 	��
	 ���	 �!��
	 �	�	 ��
� x ∈ D(T ) 
�������� 
� ����� ����&

���� ���" ���	 
������"

‖ Tx ‖
‖ x ‖ ≤ c,

� �	��� 
� c 
��� ���" ���� �����" ��� 
�	�
� ��	��� � ������� 
	 �'������� ( ������
	

	�����
	 ��)�� D(T )−{0}� *���	���" 	 �������	 ( ����	 ���
���	 � ��� � �	��� %����

� c �� ����� � �	� �������� +��� �,���� � 
����	
� ��� ‖ T ‖" �� ���	"

‖ T ‖= sup
x∈D(T )
x�=0

‖ Tx ‖
‖ x ‖ , ���-�

�.	�	
� 	 ����	 
� ����	
�� T � /�	�
� D(T ) = {0}" 
�0����� ‖ T ‖= 0�

#�)�������
� c =‖ T ‖ �� ����� �)�����

‖ Tx ‖≤‖ T ‖‖ x ‖ . ���1�

���� ���� #��	 T : D(T ) ⊂ X −→ X �� ����	
�� ����	� �����	
�� 2�	 �%����	

	�����	���	 �	�	 	 ����	 
� T �$

‖ T ‖= sup
x∈D(T )
‖x‖=1

‖ Tx ‖ . ���3�

����	
���
���

4�������� ��� ���-� � ���3� ��� �����	�������

#�
�� ���

‖ T ‖= sup
x∈D(T )
‖x‖�=0

‖ T (x) ‖
‖ x ‖ = sup

x∈D(T )
‖x‖�=0

∥∥∥∥T ( x

‖ x ‖
)∥∥∥∥ = sup

y∈D(T )
‖y‖=1

‖ Ty ‖ .

������� ���� #��	 T : D(T ) ⊂ X −→ X �� ����	
�� ����	�� +����$

�� T � ����5��� ��" � ������� ��" 6 � �����	
��

��� #� T � ����5��� �� �� ,���� �����" ��� � ����5����



���������� 	
������ 	
�

���� ��

��������	
���

i) ���� T = 0 � ������	
 � ��
�
���

���� T �= 0� ���	
 ‖ T ‖�= 0� ���
����
�� ��
��
�������� ��� T � �
�
���
� ���
�

x0 ∈ D(T ) � ε > 0� ��� ��� ���� �
�
 x ∈ D(T ) �
� ‖ x− x0 ‖< δ = ε
‖T‖ � ���	


‖ Tx− Tx0 ‖=‖ T (x− x0) ‖≤‖ T ‖‖ x− x0 ‖<‖ T ‖ δ = ε.

�
�
 x0 ∈ D(T ) � ���
�� �

� ��!�� ��� T � �
��"��
�

#��
��
�������� ���
��
 ��� T ���� �
��"��
 �� �� �
��
 x0 ∈ D(T )� ���� ε = 1

�$
��� �� δ > 0 ��� ���

‖ Tx− Tx0 ‖≤ 1, %&�'(

���� �
�
 x ∈ D(T ) ������ ��� ‖ x− x0 ‖≤ δ�

�� 0 �= x ∈ D(T ) ����
�
� y = x0 +
δ

‖x‖x� �
�
 ‖ y − x0 ‖= δ � T � �
����� ���
�

1 ≥‖ Ty − Tx0 ‖=‖ T (y − x0) ‖=
∥∥∥∥T ( δ

‖ x ‖x
)∥∥∥∥ =

δ

‖ x ‖ ‖ Tx ‖⇒‖ Tx ‖≤
1

δ
‖ x ‖ .

)� ����� ‖ Tx ‖≤ 1
δ
‖ x ‖� ���� �
�
 x ∈ D(T ).

ii) * �
��
��
���� �� T �� �� �
��
 
���
�� ��� T � �
�
���
 �� ��!���� �����

�� ���
������	
 �
 
��� i)� 
 ��� 
���
�� � �
��
��
���� �� T �
� i)�

) ��+$
�
 ��������
 ��$
�
�� �
� ��� ,�
� ���� � ��������
-��	
 �
� �����
� ���
�
�
�

�� �
����	
 ��
�� �� ����
� �� �
��
��
���� �
� ���� 
�����
��� �
�������


��	 ���� ���� {x1, x2, .., xn} �� �
�����
 �
��������� 
����������� �� ���
���

�
 �����
 ���
�
�� �
����
 X �� �
����	
 ��
��� .��	
 �$
��� ��� �
������� C > 0

��� ��� ���� ���
����� αi� 1 ≤ i ≤ n� ���/��

‖ α1x1 + ...+ αnxn ‖≥ C (| α1 | +...+ | αn |) . %&�0(

��������	
���

����� α1, α2, ..., αn ∈ K ���
�� �

� � �
��
���� S =| α1 | +...+ | αn |�
�� S = 0� ���	
 �
�
� 
� αj = 0 �	
 ���
� � � ���
!������� %&�0( � �������
���

���
����
� ��� S > 0� 1
�� ��� �� �
�
�
��
� %&�0( �
� S� 
����
� � ���
!�������

‖ β1x1 + ...+ βnxn ‖≥ C �
n∑

j=1

| βj |= 1,

�
� β1 =
α1

|α1|+...+|αn| , ..., βn = αn

|α1|+...+|αn| �

*��
�� ���� ��
��� %&�0(� ����� ��
��� ��� �$
��� C > 0 ��� ���

‖ β1x1 + ...+ βnxn ‖≥ C %&��(



���������� 	
������ 	
�

���� ��

���� ����	��
� β1, ..., βn ∈ R ��� ��

∑n

j=1 | βj | = 1


������� ��
 � �
	��������
 ��
�� 	
�� ���	�
 ������ 
��	�
 ��� 	
���� �� (ym)m∈N

� X ��� ��


y1 = β
(1)
1 x1 + ...+ β(1)

n xn

y2 = β
(2)
1 x1 + ...+ β(2)

n xn

ym = β
(m)
1 x1 + ...+ β(m)

n xn

!		��
∑n

j=1

∣∣∣β(m)
j

∣∣∣ = 1 
 ‖ ym ‖  ��"
��
 ���� 0 ������ m �
��
 ���� ��#����


$	 %��� 
	 	�&�
	 ����	 
	��� �
 � ����  �� �	 %��� 
	 �� 	
���� �� (ym)m∈N 
 �	

	�&
	 ����	  �� �  ����
���� �� 
�
�
��� �� 	
���� ��


!		��� ����  ��� j #���� �� 	
���� ��� �&�
��	(
β
(m)
1

)
=
(
β
(1)
1 , β

(2)
1 , ...

)
(
β
(m)
2

)
=
(
β
(1)
2 , β

(2)
2 , ...

)
(
β(m)
n

)
=
(
β(1)
n , β(2)

n , ...
)

'���
∑n

j=1

∣∣∣β(m)
j

∣∣∣ = 1� �
�(	

∣∣∣β(m)

j

∣∣∣ ≤ 1� ���� ���� j = 1, 2, ..., n
 !		���
(
β
(m)
j

)
=
(
β
(1)
j , β

(2)
j , ...

)
) ��������


*
�� +
��
�� �� ,��-���(.
�
�	���		� ���� 	
���� �� �������� ��		�� ��� 	�&(

	
���� ��  ��"
��
��

 /���� � 	
���� �� ��������
(
β
(m)
1

)
=
(
β
(1)
1 , β

(2)
1 , ...

)
��		��

��� 	�&	
���� ��  ��"
��
��



�
��� β1 � 	
� �����
 

(
y
(m)
1

)
m∈N

�  ���
	����
��
 	�&	
���� �� �
 (ym)m∈N


0� �
	�� ������
(
β
(m)
2

)
��	�� ��� 	�&	
���� ��  ��"
��
��
� 	
��� β2 � 	
� �����




(
y
(m)
2

)
m∈N

�  ���
	����
��
 	�&	
���� �� �

(
y
(m)
1

)
m∈N




'�� 
		
 �
	�� �����
���� ���� j = 3, ..., n �&�
��	 ��� ��"� 	
���� �� �


(ym)m∈N �� 	
�����
 ����� (
y(m)
n

)
=
(
y(1)n , y(2)n , ...

)
�
 (ym)

 �� �
���	 (
y(1)n

)
= η

(1)
1 x1 + η

(1)
2 x2 + ...+ η(1)n xn(

y(2)n

)
= η

(2)
1 x1 + η

(2)
2 x2 + ...+ η(2)n xn

/���� (
y(m)
n

)
=

n∑
j=1

η
(m)
j xj 


n∑
j=1

∣∣∣η(m)
j

∣∣∣ = 1

 �� η
(m)
1 −→ β1� η

(m)
2 −→ β2� ...� η

(m)
n −→ βn� �� 	
�� η

(m)
j −→ βj ������ m→∞


!		��� ������ m → ∞� y
(m)
n −→ y =

∑n
j=1 βjxj�  ��

∑n
j=1 | βj | = 1� ���� �
�

����	 �	 βj 	�� ����	 
  ��� �  ������� {x1, ..., xn} ) ���
���
��
 ���
�
��
��
� �
��	

��
 y �= 0




���������� 	
������ 	
�

���� ��

��� ����� �	
�� y
(m)
n −→ y� �
���

∥∥∥y(m)
n

∥∥∥ −→‖ y ‖� ���	 ��
��
��
	
� 
� 
���	�
���� ‖ ym ‖−→ 0 �

(
y
(m)
n

)
� ��������
��	 
� (ym)� ����� ���

∥∥∥y(m)
n

∥∥∥ −→ 0�

����	
��� ���	 
��
���� 
� 
���	� ����� ‖ y ‖ = 0 ⇔ y = 0� ��
��	
����� ����

y �= 0�

������� ��	� �� �� ���	�� 
���	
� X 
� 
���
��� �
��	� ��
� ����	
�� ��
�	�

� �����	
��


�����
������

���	� 
��X = n� {e1, ..., en} ��	 �	�� 
� X� x =
∑n

i=1 ξiei � T �� ����	
�� ��
�	�

�

������

‖ T (x) ‖=
∥∥∥∥∥T
(

n∑
i=1

ξiei

)∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

ξiT (ei)

∥∥∥∥∥ ≤
n∑

i=1

| ξi |‖ T (ei) ‖≤ max1≤k≤n ‖ T (ek) ‖
n∑

i=1

| ξi | .

����  ��	 2.3� �����

n∑
i=1

| ξi |≤ 1

C

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

ξiei

∥∥∥∥∥ =
1

C
‖ x ‖ .

 �!�� ‖ T (x) ‖≤ α ‖ x ‖� �

� α = 1
C
max1≤k≤n ‖ T (ek) ‖�

����	
��� T � �����	
��


������� ����� "��� ����	
���� T1 � T2 ��� �!�	��� �����#���� T1 = T2� �� ����

�����$��� � ����� 
��$
��� �� ���	� �� D(T1) = D(T2)� � �� T1x = T2x �	�	 ��
�

x ∈ D(T1) = D(T2)�

� ��������� 
� �� ����	
�� T : D(T ) ⊂ X −→ X 	 �� �����
��
�� B ⊂ D(T )

���% 
�
��	
	 ��� T |B�
&�	 �'��
��� 
� T �	�	 � ������	�� X ⊃M ⊃ D(T ) � �� ����	
�� ��
�	�

T̃ : M −→ X �	� ��� T̃ |D(T ) = T.

������� ���� (�'��
���  �
�	�  ����	
	) ���	� X �� ���	�� 
� *	
	�+ �

T : D(T ) ⊂ X −→ X �� ����	
�� ��
�	� �����	
�� �
���� T ��� ��	 ,
��	 �'��
���

��
�	� T̃ : D(T ) −→ X ��� T̃ ��
�	� �	���-	.�

� ‖ T̃ ‖=‖ T ‖� �

� D(T ) �������
�	

� -��+� 
� ��
��
�� D(T )�


�����
������

���	 x ∈ D(T )� �
��� �'���� ��	 �����
��	 (xn)n∈N ⊂ D(T ) �	� ��� xn −→ x

��	

� n→∞� ���� T � ��
�	� � �����	
�� �����/

‖ Txn − Txm ‖=‖ T (xn − xm) ‖≤‖ T ‖‖ xn − xm ‖ .



���������� 	
������ 	
�

���� ��

���� �����	 
�� (Txn) 
 �� �	����� ���� ���� (xn) 
 ����������� ����� 
�� (xn) 


�� �	���� �� X � ����	��� (Txn) ⊂ X ��������� ���	���

Txn −→ y ∈ X.

�������� T̃ ����

T̃ x = y.

�����	��� 
�� ���	 �������� 
 ������������ �	 ������	 �	������	� �� ��	 ��
� �!

��	 �� D(T ) ����������� �	�	 � x" #�����	 
�� xn −→ x � zn −→ x� (xn) � (zn) ���

��
� ���	� �� D(T )" $���� vm −→ x� ���� (vm) 
 	 ��
� ���	 (x1, z1, x2, z2, ...)"

%���	���� T (vm) ��������"

$ 	� ��	� ��&��
� ���	� (T (xn)) � (T (zn)) �� (T (vm)) ����� ��� � ����� ������"

'��� T̃ 
 ����	����� ��������	�	 �	�	 ���� x ∈ D(T )"

��������� 
�� D(T ) 
 �� ��&���	�� ������	�"

#�(	� x, y ∈ D(T )"

i) 0 ∈ D(T )� ���� 0 ∈ D(T ) ⊂ D(T ))

ii) x + αy ∈ D(T )" #	&���� 
�� �*����� xn −→ x, xn ∈ D(T ) � yn −→ y, yn ∈
D(T )" '���� xn + αyn −→ x + αy, xn + αyn ∈ D(T )" %���	���� T̃ (x + αy) =

T̃ (x) + αT̃ (y)"

+��� 	���	 
�� T̃ 
 ����	�� ���� �� x, y ∈ D(T )� ����� �*����� ��
� ���	� (xn), (yn) ⊂
D(T )� �	�� 
�� xn −→ x� yn −→ y �

T̃ (x+αy) = lim
n→∞

T (xn+αyn) = lim
n→∞

(Txn+αTyn) = lim
n→∞

Txn+α lim
n→∞

Tyn = T̃ x+αT̃y

� T̃ x = Tx �	�	 ���� x ∈ D(T )" ,� ��(	� T̃ 
 ��	 �*������ �� T "

#	&���� 
��

‖ Txn ‖≤‖ T ‖‖ xn ‖, ∀n ∈ N,

���� T 
 �����	��" -�
� ������ Txn −→ T̃ x� 
�	��� n→∞" $����� ���� x �−→‖ x ‖
����� ��	 	����	��� ����.��	� �&�����

‖ T̃ x ‖≤‖ T ‖‖ x ‖ .

%���	���� T̃ 
 �����	�� � ‖ T̃ ‖≤‖ T ‖" ����	������ ‖ T̃ ‖≥‖ T ‖� ���� ����� 	

����	 ������	 ��� �� �������� ���	 ��� ���� ��������� ���	 �*�������

‖ T̃ ‖= sup
x∈D(T )
‖x‖=1

‖ T̃ x ‖≥ sup
x∈D(T )
‖x‖=1

‖ T̃ x ‖= sup
x∈D(T )
‖x‖=1

‖ Tx ‖ :=‖ T ‖ .

'���� ‖ T̃ ‖ = ‖ T ‖"



���������� 	
������ ��
����� ��

��� �����	
��� �
������ �����	
�

�������� 	
	�
 �� �����	�� 
����� T : D(T ) ⊂ X −→ X 
 	��� �����	� �� �

��� ������

G(T ) = {(x, Tx); x ∈ D(T )}
��� �� ��������� �����	� 	� X ×X�

������
���������� � 
 �����	� �� (xn) ⊂ D(T ) 
 ��
 ��� xn −→ x � Txn −→ y

����	� n→∞� ���
��� ��� x ∈ D(T ) � Tx = y�

�������� 	
		
 �� � f : D(f) ⊂ X −→ X ��� ��
����!� ������� ���� 
� � ������

f(A) 	� ���
���� ������ A ⊂ D(f) 
 �� ������ ���� ������ 	� X�

���
��� 	
�
 "������� 	� #�
����!� #�����$ �� � T : X −→ Y ��� ��
����!�


����� ����� ����� ����� ������� 	� %������ ���!�� T 
 ����&��� ��� � ������� ��� 


��� ��
����!� �������

���
��� 	
�
 "������� 	� '����� (����	�$ �� X ��� �� ������ 	� %�����

���!� � �����	�� 
����� T : X −→ X ���� �����	� ��� � ������� ��� ��� 
�����	��

�������
�����

) �
��� ��� �� T 
 
�����	� ���!� G(T ) 
 �����	��

*��� � ���&����� ���������� ��� ��� ���+����� G(T ) 
 �����	� �� X×X � ��������


 �� ������ 	� %������

,����	��� �� ��� ��-��

P1 : G(T ) −→ X

(x, Tx) �−→ x

�

P2 : G(T ) −→ X

(x, Tx) �−→ Tx.

.��� ��� Pi 
 
����� � 
�����	�� ����

‖ Pi(x, Tx) ‖≤‖ x ‖ + ‖ Tx ‖=‖ (x, Tx) ‖ .

#��	� P1 
 �� ����� ��� �������

P−1
1 : X −→ G(T )

x �−→ (x, Tx)


�����	� ��
� ������� 	� #�
����!� #������

/����

Tx = P2 ◦ P−1
1 x


 
�����	��



������� ���	�
�� 
� �����
���� � ������ 
��� ��

��� �����	� 
	���
	� 
� �����
	��� � �����	 ����

���� X �� �	
��� 
������ � ��
	�������	 � ��
��
�� L(X) �� �
�������	 ��
����	

��������	 �� X � �������	 ��	���� ��� L(X) 
�		�� ��� �	������� 
������ �� �	
���


�������

����������
��� �
���������	 � �	������� �� �	
��� �������� �� L(X) ���
�
�� �

	��� �� ���	 �
�������	 T1, T2 ∈ L(X) 
��

(T1 + T2)x = T1x+ T2x

� � 
������ �� T ∈ L(X) 
�� �� �	����� 
��

(αT )x = αTx.

������� ��	� � �	
��� �������� L(X) � �� �	
��� 
������ ��� 
���� ���
���


��

‖ T ‖= sup
x∈X
x�=0

‖ Tx ‖
‖ x ‖ = sup

x∈X
‖x‖=1

‖ Tx ‖. ���� 

������� ��
�� �� X � �� �	
��� �� !�
��"� �
�#� L(X) � �� �	
��� �� !�
��"�

����
��������

$�
	�������	 ��� 	���%
��� �� $���"& ��'���(��� (Tn) �� L(X) � ��	�����	 ���

(Tn) ��
���)� 
��� �� �
������ T ∈ L(X)�

$��� (Tn) � �� $���"&� 
��� ���� ε > 0 �*�	�� �� N ��� ���

‖ Tn − Tm ‖< ε,

	��
�� ��� m,n > N �

���� ����	���� x ∈ X � m,n > N �'����	

‖ Tnx− Tmx ‖=‖ (Tn − Tm)x ‖≤‖ Tn − Tm ‖‖ x ‖< ε ‖ x ‖ . ���+, 

-
�#�� 
��� ���� x �*�� � 	���%
��� (Tnx) � �� $���"& �� X� $��� X � ��

!�
��"� (Tnx) ��
���)�� ��)���	 Tnx −→ y ∈ X� $������
��� � ������ y ��
�
�� ��

�	���"� �� x ∈ X� .	�� ���
� �� �
������ T : X −→ Y � �
�� y = Tx� � �
������ T

� ��
��� 
��	

Tn(αx+βz) = limTn(αx+βz) = lim(αTnx+βTnz) = α limTnx+β limTnz = αTnx+βTnz.

�������	 ��� T � �������� � Tn −→ T �� L(X)� �	�� �� ‖ Tn − T ‖−→ 0�

/�	�� ��� ���+, 	� ��
��
"� 
��� ���� m > N � Tmx −→ Tx� 
�����	 0����

m → ∞� 1	�
�� � ��
��
������ �� 
����� �'����	 
�� ���+, 
��� ���� n > N �

���� x ∈ X

‖ Tnx− Tx ‖=
∥∥∥Tnx− lim

m→∞
Tmx

∥∥∥ = lim
m→∞

‖ Tnx− Tmx ‖≤ ε ‖ x ‖ . ���++ 



������� ���	�
�� 
� �����
���� � ������ 
��� ��

���� �����	 
�� (Tn − T ) 
�� n > N � �� ����	��� ����	� �����	���

���� Tn � �����	��� T = Tn − (Tn − T ) � �����	��� ���� �� T ∈ L(X)� ���� ������

�� �� ������ ���	���� � ������� ����� ����� �� x �� ����	 �� �������

‖ Tn − T ‖≤ ε.

������ ‖ Tn − T ‖−→ 0�

�������� 	
	�
 �� ���
���	� ����	� �����	�� f � �� �����	�� 
����� 
���
�	�

��� ������ �� ����� ����
�� 	� ������ �����	� X �� ��� ��
� � 	������ D(f)�

���
��
�� ����
� �� ������ ���
 c� 
�
 ��� ���� 
�	� x ∈ D(f)�

| f(x) |≤ c ‖ x ‖ .

�
�� 	����� � ����� 	� f �

‖ f ‖= sup
x∈D(T )
x�=0

| f(x) |
‖ x ‖

��

‖ f ‖= sup
x∈D(T )
‖x‖=1

| f(x) | .

�������� 	
	�
 ���� X �� ������ �����	�� � ������
� 	� 
�	�� �� ����������


������� 
���
�	�� �� X ����
�
��� �� ������ �����	� ��� ����� 	����	� ���

‖ f ‖= sup
x∈X
x�=0

| f(x) |
‖ x ‖ = sup

x∈X
‖x‖=1

| f(x) |  !�"!#

��� � �$���	� � ������ 	��
  
���
%����# 	� X � � 	���
�	� ��� X∗�

�������� 	
	�
 ���� (X, d) �� ������ ��
����� &�'���� ��� A ⊂ X � �����

	���� �� X �� intA = ∅�

������ 	
��
  (������ 	� )�
������ 	� *����# �� (X, d) ��� �� ������ ��
����

����
�
� ��
+� X �+� ��	��� ��� �����
� ���� ��� �����+� �������,�
 	� ������
��

����� 	����� �� X�

� ��%���� 
������ � ��� �������-���� 	� (������ 	� )�
������ 	� *�����


������ 	
�	
  ��������� 	� .���
��+� /�������# ���� (Tn) ∈ L(X) ��� ����-�0

��� 	� �����	���� 
������� 
���
�	�� 
�
 ��� ���� ��	� x ∈ X� ����
� cx ∈ R 
�
 ����

‖ Tnx ‖≤ cx, ���� 
�	� n ∈ N.  !�"1#

2�
+� � ����-���� 	�� ������ (‖ Tn ‖) � 
���
�	�� ��
� �� ����
� �� c 
�
 ����

‖ Tn ‖≤ c, ���� 
�	� n ∈ N.  !�"3#



�������� 	� 
���
���
� �
������ ��

��������	
���

���� ���� k ∈ N� 	
�� Ak = {x ∈ X ��
 ��
 ‖ Tnx ‖≤ k� ���� ���� n ∈ N}�
��	��
��	 ��
 Ak � �
������

�
 ����� 	
�� x ∈ Ak� ����� 
��	�
 ��� 	
������� (xj) 
� Ak ����
������ ���� x�

 	�� 	����!�� ��
 ���� ���� n !�� ‖ Tnxj ‖≤ k� �������� ‖ Tnx ‖≤ k� ��	�� ��
 Tn �

����"���� #
� ���� � ����� 
� x� ��������� x ∈ Ak 
 Ak � �
������

��� $��%&'� ���� x ∈ X �
��
��
 � �
��� Ak� ���������

X = ∪∞
k=1Ak.

(��� X � ����

��� � )
��
�� �
 *���
 ���
��� ��
 �
��� Ak ������ ��� #�
�

�#
���� �� 	
���

B0 = B(x0; r) ⊂ Ak0 , ��� r > 0. $��%�'

+
�� x ∈ X ��#���,���� x �= 0� )��


z = x0 +
r

2 ‖ x ‖x. $��%-'

.��/� ‖ z − x0 ‖< r� �	�� �� z ∈ B0� ��� $��%�'� B0 ⊂ Ak0 � �������� ‖ Tnz ‖≤ k0�

���� ���� n�  ���
�
��
 ‖ Tnx0 ‖≤ k0� �, ��
 x0 ∈ B0� �
 $��%-' �#�
��	

x =
2 ‖ x ‖

r
(z − x0).

�
	�
 �����

‖ Tnx ‖= 2 ‖ x ‖
r

‖ Tn(z−x0) ‖≤ 2 ‖ x ‖
r

(‖ Tnz ‖ + ‖ Tnx0 ‖) ≤ 4

r
‖ x ‖ k0, ���� ���� n ∈ N.

��������� ���� ���� n�

‖ Tn ‖= sup
‖x‖=1

‖ Tnx ‖≤ 4

r
k0,

��
 � �� ����� $��%0' ��� c = 4k0
r

�

��� �����	
� �� 
��������	 �������	

��
��
�� ����� +
��� X �� 
	��1� �
�����
 
 p : X −→ R ��� ��
���1/�

	���	��2
��� �	 	
�����
	 ������
���
	3

�� ���� ���� x, y ∈ X, p(x+ y) ≤ p(x) + p(y)�

��� ���� � 
	��
�� λ ≥ 0 
 x ∈ X� p(λ�) 4 λ p(x)�

��25	
 ��
 p � �� ��������
 	�#
��
���



�������� 	� 
���
���
� �
������ ��

���� ���� ���� S �� 	�
�	���
 ������
 �
 �	���
 ���
���� ���� X ��	�
 �� S �= {0}
� S �= X� � 	��� x0 ∈ X − S� �
�	����� 
 	�
�	���
 �����


N = 〈S ∪ {x0}〉

� 	��
��� ��� f 	��� �� ��� �
��� ������ ��!���
 �� S � p 	��� �� ��� �
��� 	�
������

��!���
 �� X� "��� ��		
� 	��
��� ���

f(x) ≤ p(x), ���� �
�
 x ∈ S.

#��$
� f �
�� 	�� �	������
 � �� ��� �
��� ������ F (F |S = f) ��!���
 �� N ���

���

F (x) ≤ p(x), ���� �
�
 x ∈ N.

���	
��
���	�

�
�
 f (x) ≤ p (x) �� S� ���
	 x1, x2 ∈ S

f (x1 − x2) = f (x1)− f (x2) ≤ p (x1 − x2) =

= p (x1 + x0 − x2 − x0) ≤ p (x1 + x0) + p (−x2 − x0) .

%
�
�

−p (−x2 − x0)− f (x2) ≤ p (x1 + x0)− f (x1) . ���&'�

���
��
 ��� x1 �	���� !(��
 � x2 	��� ��
���)��
� 	���� ��� 
  
�����
 �� �*���
	

����	

{−p (−x2 − x0)− f (x2) , x2 ∈ S}
� �������
 	�����
������� �		�� �
		�� 	�����
� ���� ���$


a = sup {−p (−x2 − x0)− f (x2) , x2 ∈ S} .

"���
�������� �
���
	 �������� � �(�	�+� �� ��

b = inf {p (x1 + x0)− f (x1) , x1 ∈ S} .

,� ���&'�� 	���� ���

a ≤ b

� ���$
 �(�	�� c0 ∈ R ��� ���

a ≤ c0 ≤ b.

-
� ���&'�� ���� �������� y ∈ S�

���
	

−p (−y − x0)− f (y) ≤ p (y + x0)− f (y) . ���&.�

�
�
 x0 /∈ S� ���
 x ∈ N � �����
	 ���

x = y + λx0,



�������� 	� 
���
���
� �
������ ��

���� � ���	
	� λ � � �
����
� y ∈ S ��� ����	���
� ��
�����	���� ������ � ������	��

���
	 ��������
	���� 	 	�
��	���

F : N −→ R

�	�	 ���

F (y + λx0) = f(y) + λc0, ������

��
� ��� ������	� �
 � ������ F  �� !������	
 
���	�� �� !	
�"

i) �	��� � ���	
	� β � y + λx0 ∈ N � 
����

F (β(y + λx0)) = F (βy + βλx0) = f(βy) + (λβ)c0 = β(f(y) + λc0) = βF (y + λx0).

ii) �	��� y1 + λ1x0, y2 + λ2x0 ∈ N � 
����

F ((y1 + λ1x0) + (y2 + λ2x0)) = F (y1 + y2 + (λ1 + λ2)x0) = f(y1 + y2) + (λ1 + λ2)c0 =

= f(y1) + λ1c0 + f(y2) + λ2c0 = F (y1 + λ1x0) + F (y2 + λ2x0)

� ��
��� F  �� !������	
 
���	�� �
 � ������ �	�� y ∈ S�

F (y) = F (y + 0x0) = f(y) + 0c0 = f(y),

����� ��#�� $�� F  �%
����� �� f � &��
	 ���
�	� $��

F (x) ≤ p(x), �	�	 
��� x ∈ N.

'	�	 
	
� ������������ 
�(� �	���� �	�� x ∈ N � x = y + λx0� ���� y ∈ S� )�
��	*

����� �� �	��� �� $�� λ = 0� λ > 0 �� λ < 0"

1) +�������� λ = 0� ,��
� �	��� F (x) = F (y + 0x0) = f(y) ≤ p(y) = p(x)�

2) +�������� λ > 0� -���	��� y ��� y
λ
� 
��*�� ��� ����.��

c0 ≤ p
(y
λ
+ x0

)
− f

(y
λ

)
, ����

c0 ≤ p
(y
λ
+ x0

)
− f

(y
λ

)
≤ 1

λ
p(y + λx0)− 1

λ
f(y) � ���
	�
��

λc0 ≤ p(y + λx0)− f(y).

�	 /

��	 ����#�	
�	��� ��
����

f(y) + λc0 ≤ p(y + λx0).

'�� �����#���
��

F (x) ≤ p(x).

3) +�������� λ < 0� ,��	���
� �� ����.�� 
���	��� y ��� y
λ
� ��� ��� ������ $��

−p
(
−y

λ
− λ

λ
x0

)
− f

(y
λ

)
≤ c0.



�������� 	� 
���
���
� �
������ ��

����
1

λ
p(y + λx0)− 1

λ
f(y) ≤ c0.

��	
��	�
���� ����� �� 	���� �� �������	���� ��� λ < 0� ��
����

(λ)
1

λ
p(y + λx0)− λ

1

λ
f(y) ≥ λc0, ����

p(y + λx0)− f(y) ≥ λc0.

�� �	
��� �������	����� ��
����

p(x) ≥ f(y) + λc0.

�� ������� ����� ���

p(x) ≥ F (x),

� � 	��� �
� ������
�����

������� ��	
� ��� � !���
 ���	�
�
�� "�#�� X �� ����$� %�
����	 ���	 � p

�� &��
����	 ���	����� �� X� '	(� ������ ��#� f �� &��
����	 	����� ������� �� ��

�������$� Z �� X ��� ��
��&�)*

f(x) ≤ p(x), ���� 
��� x ∈ Z.

+�
,�� f 
�� ��� �-
���,� 	����� f̃ �� Z ���� X ��
��&�)����*

f̃(x) ≤ p(x), ���� 
��� x ∈ X.

.�
� (� f̃ ( �� &��
����	 	����� �� X� ��� ��
��&�) f̃(x) ≤ p(x) �� X � f̃(x) = f(x),

���� 
��� x ∈ Z�

�����
�������

"�#��

S = {f̃ : D
˜f ⊂ X −→ R; D

˜f ⊃ Df , f̃ |Df
= f, f̃(x) ≤ p(x) ∀x ∈ D

˜f}.

' ������ ( ��
����)��� ��� ����� ���
��	 �� S �� ������
� �������* ����� f̃1 �

f̃2 ∈ S�

f̃1 ≺ f̃2 ⇔ D
˜f2
⊃ D

˜f1
� f̃2|D

˜f1
= f̃1.

' ��	�$,� ���/��� ≺ ( ��� ������ �� &�
�� ����� f̃1, f̃2, f̃3 ∈ S� 
����*

�� f̃1 ≺ f̃1� ���� D ˜f1
⊃ D

˜f1
� f̃1|D

˜f1
= f̃1 ���0�-�%���

��� "� f̃1 ≺ f̃2� � f̃2 ≺ f̃3� ����� ���

D
˜f2
⊃ D

˜f1
� f̃2|D

˜f1
= f̃1 �



�������� 	� 
���
���
� �
������ ��

D
˜f3
⊃ D

˜f2
� f̃3|D

˜f2
= f̃2.

�����	

D
˜f3
⊃ D

˜f2
⊃ D

˜f1

D
˜f3
⊃ D

˜f1
� f̃3|D

˜f1
⊂D

˜f2
= f̃2|D

˜f1
= f̃1


��� �	 f̃1 ≺ f̃3 
�����
�
����




� �� f̃1 ≺ f̃2	 � f̃2 ≺ f̃1	 �����

D
˜f2
⊃ D

˜f1
� f̃2|D

˜f1
= f̃1 �

D
˜f1
⊃ D

˜f2
� f̃1|D

˜f2
= f̃2.

����	 D
˜f1
= D

˜f2
� f̃1|D

˜f2
= D

˜f1
= f̃2	 ����� f̃1 ≡ f̃2 
���
��
����
����

���
�	 S � ����
������� �������� ��� ≺�

� ����
� ���� ����������� ��� S � 
����
������� ��������	 �� �� �	 ���� ��!����

 ���� ���������� �������� �� S �����
 �� �
�
����� �����
�� �� S�

�� � H =
{
f̃β

}
	 ���� β � �� ��!��� ���� ���������� �������� �� S � ����������

��� � �"
��#��
� �� �� �
�
����� �����
�� ���� H	 � ���� ����������� ��� f̃ �

�� � f̃ �� � ���$�
� � ���� ��� D
˜f =

⋃
˜fβ∈H D

˜fβ
	 ���� D

˜fβ
� � ���$�
� �� f̃β ∈ H�

��

x ∈
⋃
˜fβ∈H

D
˜fβ
,

�"
��� �� β ��� ���

x ∈ D
˜fβ
.

%�&�
��� ����� f̃ ���'

f̃(x) = f̃β(x).

�&������ ��� f̃ ���� !�� ��&�
��� (�� �)�
��	 ��

x ∈ D
˜fβ1

� x ∈ D
˜fβ2
,

����� ���

f̃(x) = f̃β1(x) � f̃(x) = f̃β2(x).

����� H ���������� �������� ����� ��� f̃β1 ≺ f̃β2 �� f̃β2 ≺ f̃β1 	 �� �� �	 f̃β1 �������

f̃β2 �� �
��������� �� ��!�� �� �����	 �����

f̃β1(x) = f̃β2(x)

� ����� f̃ ���� !�� ��&�
���



�������� 	� 
���
���
� �
������ ��

D
˜f � �� �����	
�� 
�����
� �� X� �� �
���

�� ���� f ∈ S� Df = M ⊂ D
˜fβ
⊂ D

˜f � ���� D
˜f �= ∅�

��� �
��� �� ���
�
� λ � x ∈ D
˜f � ������ 
���� β �
� ��� x ∈ D

˜fβ
� � ���� D

˜fβ
�

�����	
�� 
�����
�� λx ∈ D
˜fβ
⊂ D

˜f �

���� �
��� x, y ∈ D
˜f =

⋃
β D ˜fβ

� ������� β1� β2 �
�� ���

x ∈ D
˜fβ1

� y ∈ D
˜fβ2

�� ����� H ���
������ �����
�� ����� ���

f̃β1 ≺ f̃β2 �� f̃β2 ≺ f̃β1 , ����� D
˜fβ1
⊂ D

˜fβ2
�� D

˜fβ2
⊂ D

˜fβ1
.

 �	��!
� ��� 	���
 �� �����
���
��� ��� D
˜fβ1
⊂ D

˜fβ2
� ����

x, y ∈ D
˜fβ2

�� ���� D
˜fβ2

� �����	
�� �� X� ����� ���

x+ y ∈ D
˜fβ2
⊂ D

˜f .

"����� � ���#��� �� f̃ � �� �����	
�� �� $�

"��� ������ f̃ � ��
 
	���
��� ����
�� �� �
���

�� �
��� �� ���
�
� λ � x ∈ D
˜f � ������ β �
� ��� x ∈ D

˜fβ
� ���� λx ∈ D

˜fβ
� ����

f̃β � �� �������
� ����
�� ����� ���

f̃(λx) = f̃β(λx) = λf̃β(x) = λf̃(x).

��� �
��� x, y ∈ D
˜f � ������� β1, β2 �
�� ��� x ∈ D

˜fβ1
� y ∈ D

˜fβ2
�  ���� H

���
������ �����
��� f̃β1 ≺ f̃β2 �� f̃β2 ≺ f̃β1 � �� ��%
� f̃β1 ������� f̃β2 �� 
���&
���
�

���� D
˜fβ1
⊂ D

˜fβ2
�� D

˜fβ2
⊂ D

˜fβ1
�

 �	��!
��� ��� D
˜fβ1
⊂ D

˜fβ2
� �����

f̃(x+ y) = f̃β2(x+ y) = f̃β2(x) + f̃β2(y) = f̃(x) + f̃(y).

"����� f̃ � ��
 
	���
��� ����
��

"��� ������ �
�� x ∈ D
˜f � ������ β �
� ��� x ∈ D

˜fβ
� �����

f̃(x) = f̃β(x) ≤ p(x).

'���
���� �
�� f̃β0 ∈ H ���&�� D
˜f =

⋃
β D ˜fβ

⊃ D
˜fβ0

�� 	�� ��(������ f̃ |D
˜fβ0

= f̃β0 �


����

f̃β0 ≺ f̃ .



�������� 	� 
���
���
� �
������ ��

����� f̃ � 	
 ��
��
��� �	������ �
�
 H �
 S� ���� S � ���	���

���� �����
���

�� ��

 �� ����� ���	� �	� ������ F ∈ S �
� �	� F � 	
 ���
���� 

��

� �
�
 S�

��
� F ∈ S� F � 	
 �	�����
� ����
� �	� ������� f ��
 
 ��������
�� �� �	�

F (x) ≤ p(x), �
�
 ���� x ∈ DF .

������� ��	
� � 
!� "
�
�! #����
��$
��% &�'

 X 	
 ���
(� ������
� ��
�

�	 ��
����� � p 	
 �	�����
� �	)����
� �
 X� �
� �	� �
�
 ���� x, y ∈ X�

p(x+ y) ≤ p(x) + p(y)

� �
�
 ���� ���
�
� α

p(αx) = |α| p(x).
*��
 ������ ��'
 f 	
 �	�����
� ����
� �	� � ��+���� �	
 �	)���
(� Z �� X �

�
����
$�

|f(x)| ≤ p(x), �
�
 ���� x ∈ Z.

����� f ��
 	

 �������� ����
� f̃ �� Z �
�
 X �
����
$����,

|f̃(x)| ≤ p(x), �
�
 ���� x ∈ X.

������� ��	�� � 
!� "
�
�! �
 ���
(�� ���

���% &�'
 f 	
 �	�����
� ����
�

��
��
�� ��+���� �	
 �	)���
(� Z �� 	
 ���
(� ���

�� X� ������ ������ 	


�	�����
� ����
� ��
��
�� f̃ �
 X �	� � �������� �� f 
 ���� X ��
 
 
��

 ���



‖ f̃ ‖X=‖ f ‖Z ,

����

‖ f̃ ‖X= sup
x∈X
‖x‖=1

| f̃(x) |, ‖ f ‖Z= sup
x∈Z
‖x‖=1

| f(x) |

� ‖ f ‖Z= 0 �� �
�� �����
� Z = {0}�
����
��������

&� Z = {0}� ����� f = 0� �� �
��� ����� f ����
�� ��
��

f(0) = f(0 + 0) = f(0) + f(0)⇒ f(0) = 0.

��������� f̃ , X −→ K �
�
 ��� f̃(x) = 0� �
�
 ���� x ∈ X� ������ f̃ |Df
= 0 �

‖ f̃ ‖=‖ f ‖= 0�

-���
���� ‖ f̃ ‖X=‖ f ‖Z �

&�'
 Z �= {0}� -
�
 	����$
�
�� � .����

 ��  
!� "
�
�! #����
��$
��� ������
/

�� ��+��� � �	�����
� �	)����
� p� 0��� �	� �
�
 ���� x ∈ Z� ��
��

| f(x) |≤‖ f ‖Z‖ x ‖,



�������� 	� 
���
���
� �
������ ��

��� ��� 	�� f 
 �� ���
����� ������ ���������

�� �������� p(x) = ‖ f ‖Z ‖ x ‖� ���� ���� x ∈ Z� ����� p ���� �� ���
�����

���������� � ����� �������

| f(x) |≤ p(x).

��� ������� ������ p �� ���� X �� ����� 
�������� p 
 ���������� ���� ���� �����

 ������� ����� ����

p(x+ y) = ‖ f ‖Z‖ x+ y ‖ ≤ ‖ f ‖Z(‖ x ‖ + ‖ y ‖) =

= ‖ f ‖Z‖ x ‖+ ‖ f ‖Z‖ y ‖ = p(x) + p(y)

�

p(αx) = ‖ f ‖Z‖ αx ‖ = ‖ f ‖Z | α |‖ x ‖ =| α | p(x).
!����� ���� 	����	��� x, y ∈ X � α ∈ K� ���� "������ �� #�$� %���
$ &��������

����� �'���� �� ���
����� ������ f̃ �� X 	�� 
 ��� �'������ �� f � ��������

| f̃(x) |≤ p(x) = ‖ f ‖Z‖ x ‖.

( 	�� �����
�

‖ f̃ ‖X = sup
x∈X
‖x‖=1

| f̃(x) | ≤ ‖ f ‖Z .

)��� ���� �'������ � ����� ���
� �������� ����� ����� ����
� ‖ f̃ ‖X ≥
‖ f ‖Z �

*��������

‖ f̃ ‖X=‖ f ‖Z .

������� ��	
� ����� X �� ����+� ������� � x0 �= 0 �� �������� �� X� !����

�'���� �� ���
����� ������ �������� f̃ ������� �� X ��� 	��

‖ f̃ ‖ = 1 e f̃(x0) = ‖ x0 ‖ .

�����
�������

)����������� � �������+� Z �� X  ����� ��� x0� ���� 
� �� x ∈ Z� ����� �'����

α ∈ K ��� ��� x = αx0� ��	
��
� �� ��
��

�� ��
��� f : Z −→ R �

�


f : Z −→ K, x �−→ f(x) = f(αx0) := αf(x0) = α ‖ x0 ‖ . ������

�	����
� ��� ‖ f ‖= 1�

f(x) = f(αx) = αf(x0) = α ‖ x0 ‖� ���� �
�
 α ∈ K�



�������� 	� 
���
���
� �
������ ��

�� ����� 	�
 ���
���� �� �	�
���
 ��
��
 ��������� ‖ f ‖ = sup
x∈X
‖x‖=1

| f(x) | �� 	�


������� �����

| f(x) |=| f(αx0) |=| αf(x0) |=| α || f(x0) |=| α |‖ x0 ‖=‖ αx0 ‖=‖ x ‖,

	�
� ���� x ∈ Z�

�
���

‖ f ‖= sup
x∈X
‖x‖=1

| f(x) | = sup
x∈Z
‖x‖=1

‖ x ‖= 1.

���� ���
��� �� ���
 ��
��� �
�� ����� �!���� "�� �!��
��� f̃ �� f �� X ��� #"�

‖ f̃ ‖X=‖ f ‖Z= 1. ����$�

�� ���
���� �� �!��
���� 
��"��� #"� f̃ |Df
= f � %�&��

f̃(x0) = f(x0) =‖ x0 ‖ . ������

�� ����$� � ������ ��� 	
�'��� � ���
����

��������� ��	� ��
� ���� x 
"� ��	��� 
�
���� X �����

‖ x ‖= sup
f∈X∗
‖f‖�=0

| f(x) |
‖ f ‖ .

(� x0 ��
 ��� #"� f(x0) = 0 	�
� ���� f ∈ X∗� �
��� x0 = 0�


���
��������

(� f ∈ X∗� �
��� | f(x) |≤‖ f ‖‖ x ‖� 	�
� ���� x ∈ X.

��
��
��� ‖ f ‖�= 0 ⇒ |f(x)|
‖f‖ ≤‖ x ‖� 	�
� ���� x ∈ X.

��
� x �!� � ‖ f ‖�= 0� �����

sup
f∈X∗

| f(x) |
‖ f ‖ ≤‖ x ‖ . ������

��
� ���� x ∈ X �!���� �� ���
��� 2.16 ��&"� #"� �!���� g ∈ X∗ ��� #"� g(x) =

‖ x ‖ � ‖ g ‖= 1� ��
��
���

sup
f∈X∗

| f(x) |
‖ f ‖ ≥ | g(x) |‖ g ‖ =‖ x ‖ . ����)�

��
��
��� �� ������ � ����)�� ��&"� #"�

‖ x ‖= sup
f∈X∗
‖f‖�=0

| f(x) |
‖ f ‖ .



�������� 	� 
���
���
� �
������ ��

�� x0 � ��� 	
� f(x0) = 0 ���� �
�
 f ∈ X∗� ����
 x0 = 0� �
� �����
�

‖ x0 ‖= sup
f∈X∗
‖f‖�=0

| f(x0) |
‖ f ‖ = sup

f∈X∗
‖f‖�=0

| 0 |
‖ f ‖ = 0.

�
�
� x0 = 0�



� ������� �	 
��
��� ���	
���

��� �����	 
� ����

���	 ����
��	 �����

�	

�������� 	
�
 � �������	��
� �� 
�� ���
�

∞∑
n=1

An, An ∈ L(X), �����

� ����
�� ���������� ���� �� ���� �
���
��� �
����� �
� ����� �������� ���� A ∈
L(X) �� � �
������ (Sp), p = 1, ...� ��� ����� ����
�
�

Sp =

p∑
n=1

An

��� ����������� ���� A�  ���� ���� � ���
� ����� � �
�� ����������� � A � � ���� ��

������

�������� 	
�
 � ���
� ����� � �!����� �� �"��#
������� ����������� �
���� �

���
� ∞∑
n=1

‖ An ‖ ���$�

��� ������������

%� m > n �����

‖ Sm − Sn ‖=‖ An+1 + ...+ Am ‖≤‖ An+1 ‖ +...+ ‖ Am ‖,

#��� � ���
	��
� (Sn) � �� &�
�!'� � ��������� ���� ���
� �"��#
������� ����������� �

����������� � ∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

An

∥∥∥∥∥ ≤
∞∑
n=1

‖ An ‖ .

� ���
� ��  �
����

I + A+ A2 + ... =
∞∑
n=0

An,

�(



������ �� �	��
����� ��
�
��� �����
��� ��

���� I � ���	
��	 �������
�� �� X �

��
 �����
�� ��	 A0 = I� � 
������

����

�����	����� �� ‖ A ‖< 1� ������
��� ��
 ��

 ��	 S ��
��� 
��������
��� ��	
� 


��	
� ��	 A�

AS = SA = S − I.

��	�
����

(I − A)S = S(I − A) = I,

���� ��

S = (I − A)−1.

����� �� ‖ A ‖< 1 � ���	
��	 I − A � ����	����� �

I + A+ A2 + ... = (I − A)−1,

��
� �� �
�� ��
�	����

������� ��	� ���
 A ∈ L(X)� ���� X � �
 ���
�� �� �
�
��� �� ‖ A ‖< 1�

��� � (I − A)−1
�!���� � � �
 ���	
��	 ����
	 ��
��
���


�����
������

���
 Sn =
∑n

k=0 A
n� �
	
 p ≤ q� ��
� ‖ A ‖< 1 � ‖ An ‖≤‖ A ‖n� ∀ n ∈ N�

‖ Sq − Sp ‖=
∥∥∥∥∥

q∑
k=p+1

Ak

∥∥∥∥∥ ≤
q∑

k=p+1

‖ A ‖k≤

≤
q−p∑
i=1

‖ A ‖i‖ A ‖p≤
∞∑
i=0

‖ A ‖i‖ A ‖p=

=

(
1

1− ‖ A ‖
)
‖ A ‖p .

"���
� ‖ Sq − Sp ‖−→ 0 #�
��� p→∞� �
����
��� #�� (Sn)n∈N � �

 ��#�$���


�� %
���& �� ���
�� �� �
�
�� L(X)�

���
 S ∈ L(X) � ��
��� �� (Sn)n∈N� '��� #��� �
	
 ���� n ∈ N�

Sn+1 =
n+1∑
k=0

Ak = I +
n+1∑
k=1

Ak =

= I + A
n∑

k=0

Ak = I + ASn = I + SnA.

(
)���� n→∞ �
 ���
��
�� 
��

� �������
�� #��

S = I + SA = I + AS.

"���
�

I = S(I − A) = (I − A)S,

� #�� 
���	
 #�� (I − A) � ����	����� �
∑∞

n=0A
n = S (I − A)−1

�



� ������ �	
�����
�� ��

��� � ����	
 ��

�������

�������� 	
	
 �� A ��� �	 
�	��� ���
 ���
����� � ��
��� ����
�
���
 etA :

R −→ R ������ ��� ���
��� ���

etA = lim
n→∞

(
1 +

tA

n

)n

,

���

etA = lim
n→∞

(
1− tA

n

)−n

,

�� ��
��� ���

etA = 1 +
tA

1!
+

t2A2

2!
+ ...+

tnAn

n!
+ ...

� ��� ��	�� �� ���
���� � ���� � ���� ���
�

����� �� A ∈ L(X) �
��� ���� ���� t > 0 ���� � �����

∞∑
n=0

(tA)n

n!

� ��
�����
�� �	 L(X)� ���� � � ��
���	�
�� ��
�����
��� !��� � ����
 �� ��� "� ����

∞∑
n=0

∥∥∥∥(tA)nn!

∥∥∥∥ ≤ ∞∑
n=0

| t |n‖ A ‖n
n!

= et‖A‖.

����	 �������	��

etA :=
∞∑
n=0

(tA)n

n!
∈ L(X).

#���	�� ��� etA ∈ L(X) � ‖ etA ‖≤ e|t|‖A‖�

��� �������	
 ��� ������� ���
�����

�������� 	
�
 ��"� f : (a, b) −→ X �	� ��
��� ���
��� 
� �
�����
� (a, b) � ��	

��
���� �	 �	 ������ �� $�
��% X &���
 �� ��	�
���'� (�)*�� ��� f � ������
�����



� ��
�� t0 ∈ (a, b) �� �������� �	 X� � 
�	���

f ′(t0) = lim
t→t0

f(t)− f(t0)

t− t0
,

���� �������� �� f 
� ��
�� t0�

(�)*�� ��� f � ������
�����
 �	 Ω ⊂ (a, b) �� f ��� ������
�����
 �	 ���� ��
�� ��

Ω�



��������	 
�� �
����� ���	����� ��

�������� 	
�
 ���� f : (a, b) −→ X ��� 	�
��
 ���
��� 

 �
������
 (a, b) � �
�

���
��� �� �� �����
 �� ��
��� X ����� 
� �
�����
�� ��� �� !�� f " ��	���
��#��� $

������� 

 �

�
 t0 ∈ (a, b) �� �������% �� X% 
 ������

f ′
+(t0) = lim

t→t+0

f(t)− f(t0)

t− t0
= lim

h→0+

f(t0 + h)− f(t0)

h
,

���
 �������� $ ������� �� f 

 �

�
 t0�

�
��
��������

�� �� f 	
� ��	���
��#��� 

 �

�
 t0% �
��


f(t)− f(t0) = (t− t0)f
′(t0) + α,



�� α = α(t, t0) �����	�� � �

����


lim
t→t0

α(t, t0)

t− t0
= 0.

&� ����������% �� f 	
� ��	���
��#��� 

 �

�
 t0% �
��
 f ���# �

�'
�� 
���� �

�
�

��� �� f 	
� ��� 	�
��
 �

���
��% ���
 "% �� f(t) = x0% ���� �
�
 t ∈ (a, b)% 

��

x0 " �� �

�
 �� X% �
��
 f " ��	���
��#��� �� �
�
 �

�
 �� (a, b) �

f ′(t) = 0 ���� �
�
 t ∈ (a, b).

���� �� f � g 	
��� ��	���
��#���� 

 �

�
 t0% �
��
 f + g " ��	���
��#��� �� t0 �

(f + g)′(t0) = f ′(t0) + g′(t0).

��� �� γ 	
� ��� 	�
��
 
��"���� ���
��� �� (a, b) � ��	���
��#��� 

 �

�
 t0 ∈
(a, b) � f : (a, b) −→ X 	
� ��	���
��#��� �� t0% �
��
 γf ���# ��	���
��#��� �� t0 �

(γf)′(t0) = γ′(t0)f(t0) + γ(t0)f
′(t0).

&� ����������% �� γ 	
� ��� �

���
��% (γf)′(t0) = γf ′(t0)�

���
��� 	
�
 �� f : (a, b) −→ X 	
� �

�'
�� �� (a, b)% �����#��� $ ������� ��

(a, b) � f ′
+ = 0 �� �
�
 �

�
 �� (a, b)% �
��
 f ���# �

���
�� �� (a, b)�

�������
�����

���� c ∈ (a, b) � ε > 0� (
�
 f ′
+(c) = 0% ��)�� !�� ���� t > c ������
����
��

��*���
 �� c% ��� ��

‖ f(t)− f(c) ‖≤ ε(t− c). �����

���� [c, t0) 
 �#���
 ��+�
������
 �� [c, b) 

�� ����� " �#����� ���� �� ��� t0 = b�

(
� �	���
% ���

�� �� !�� t0 < b� (
�
 f ′
+(t0) = 0 ��� ��

‖ f(t)− f(t0) ‖≤ ε(t− t0), ���,�



��������	 
�� �
����� ���	����� ��

���� t > t0 � ��	
���
����
� ������� �� t0� ���� t > t0 �� ���
� ���� ����� � �������

�� ����� � ����� ����

‖ f(t)− f(c) ‖≤‖ f(t)− f(t0) ‖ + ‖ f(t0)− f(c) ‖≤ ε(t− t0) + ε(t0 − c) ≤ ε(t− c),

��
� �� ����� � ������ ���� 
��� t > t0 � ��	
���
����
� ������� �� t0� � ��� 
��
����� �

��	�� !� �� t0� "�#�� t0 = b � 
���� ‖ f(t)− f(c) ‖≤ ε(t− c) ���� 
��� t ∈ [c, b)� $���

��%�
��������� �� ε� f(t) = f(c) ���� 
��� t ∈ [c, b)� &��� c � �� ���
� ��%�
����� ��

(a, b)� f � 
���
��
� �� (a, b)�

�������� 	
�
 ��'���� ��� � (�� !� f : [a, b] −→ X � 
��
�������
� ��(����
��)

��� ��� �� &����� C1� �� f (�� ��(����
����� �� [a, b] � f ′ : [a, b] −→ X (�� ��� (�� !�


��
*����

��
� 	
�
 �"��� �� ����� �� f : (a, b) −→ X (�� 
��
*��� �� (a, b) � ����
��

��� �������� + �����
� f ′
+� 
��
*��� �� (a, b)� ��
!� f ���� 
��
�������
� ��(����
�����

�� (a, b)�

��
����������

, (�� !� f ′
+ � ��
�#����� �� (a, t)� ���� 
��� t ∈ (a, b)� 
�����������

g(t) =

∫ t

a

f ′
+(τ)dτ,

����� ��� g � ��(����
����� �� (a, b) � g′ = f ′
+ �� (a, b)� -��� ��
!�� g′+ = f ′

+� ��
�

�� (f − g)′+ = 0 �� 
��� ���
� �� (a, b) �� 
��� f � g �!� 
��
*����� f − g � ���


���
��
�� ���� .������ 3.2� "�#�� f � ��(����
����� �� (a, b) � ����� f ′ = f ′
+ �� ���

/���
���� f ′
+ 
��
*��� �� (a, b) ��#�� ��� f � 
��
�������
� ��(����
����� �� (a, b)�

�����
� 	
	
 �� f � g (���� ���� (�� 0�� ��	����� �� (a, b)� 
�� ������� �� ��

���� � �� 1���
/ � ��(����
������ �� �� ���
� t0 ∈ (a, b)� ��
!� fg ���� ��(����
�����

�� ���
� t0 �

(fg)′(t0) = f ′(t0)g(t0) + f(t0)g
′(t0).

���������� 	
�
 ���� u : (a, b) −→ X� ���� X � �� ���� � �� 1���
/� �� u′

����
�� � (�� ���(�������
� 
��
*��� �� (a, b)� ��
!�

lim
h→0

u(t+ h)− u(t)

h
= u′(t)

���(�������
� �� (a, b)�

��
����������



��������	
 ��� 
������ ���
����� ��

���� u′ � ��	
�������
� ���
���� �� (a, b)� ��
�� ���� ε > 0� ��	�
� h0 > 0 
��

���

| u′(t+ h)− u′(t) |< ε, 0 < h < h0, ���� 
��� t ∈ (a, b), ��� t+ h ∈ (a, b).

�����∣∣∣∣u(t+ h)− u(t)

h
− u′(t)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣1h
∫ h

0

[u′(t+ h)− u′(t)]dh

∣∣∣∣ ≤ 1

h

∫ h

0

| u′(t+h)−u′(t) | dh < ε,

0 < h < h0 � ���� 
��� t ∈ (a, b), t + h ∈ (a, b)� 	�
� �� u(t+h)−u(t)
h

�������� ��	
�����

���
� ���� u′(t) �� (a, b)�

��� �����	
��
 �
� ������� ���
	�
��

�������� 	
�
 ���� f : (a, b) −→ X ��� 
�� �� ���
����� ���� X � �� ���� �

�� !����" #���� �� ��������$� %��� ��� ���
	 �� π �� [a, b]� 	�
� �� n + 1 �&�����

���	�� t0, ..., tn� ���������	
� � ��	
�
��

a = t0 < t1 < ... < tn = b

� n 	������ ����� ξi, i = 1, ..., n, ξi ∈ (ti−1, ti)� ��� 
��	�
� � ���� 
� �����		 
� f

����

σπ(f) =
n∑

i=1

(ti − ti−1)f(ξi).

���
�	����	�� σπ(f) ∈ X�

����

| π |= max
1≤i≤n

{ti − ti−1}.
��� �� ������ ������	��� 
� ���� 	�������� 
���	�������  �� σπ(f) ��� ��

!����� x ∈ X�  ��	
� | π |−→ 0� "� ��
� ���� �������� 
�
� ε > 0 �#���� δ > 0 ��!

 ��

‖ σπ(f)− x ‖< ε,

���� ��
� �����
�� π ��!  �� | π |< δ�

���� 	� ���� 	�������� 
������  �� x � � �	�����! 
� f �� [a, b] � ����������

x = lim
|π|→0

σπ(f) =

∫ b

a

f(t)dt.

�����������	


�� �� K ��� ��� ��	���	�� � f �	����$��! �� [a, b]� ������∫ b

a

Kf(t)dt = K

∫ b

a

f(t)dt.



��������	
 ��� 
������ ���
����� ��

��� �� f � g ����� �	
���
 ��
��
	�
 � �
��������
 �� [a, b]� ����
�∫ b

a

(f + g)(t)dt =

∫ b

a

f(t)dt+

∫ b

a

g(t)dt.

���� �� a ≤ c ≤ b� �
���∫ b

a

f(t)dt =

∫ c

a

f(t)dt+

∫ b

c

f(t)dt.

��� ∥∥∥∥∫ b

a

f(t)dt

∥∥∥∥ ≤ ∫ b

a

‖ f(t) ‖ dt.

�� ∥∥∥∥∫ b

a

f(t)dt

∥∥∥∥ ≤ max
a≤t≤b

‖ f(t) ‖ (b− a).

���� f ��
��
	� �� [a, b]�

� ����

������ � �
����� � �� ��
� ���� � 
��� ��������

������	
 ��
� � �����
���� ��
��� αv1+ · · ·+αvk � ���!
� �����
���� ��
��"�

�� v1, · · · , vk ∈ R
n #	�
�� α1 + · · ·+ αk = 1 � αi ≥ 0 ���� i = 1, · · · , k.

��
���� ���� $%������ �� &����' %���
∫ b

a

f(t)dt = (b− a)x̃,

�
�� x̃ ∈ convf(a, b)� �
�� �� x̃ �����
�� �� ��� � �� ��
(	
�� ��
 �����
����
 ��
��"�


��
 �����
��
 �� ��
(	
�� �� ������
 �� f �� (a, b)�

���
������	
�

)�� �������

1

b− a

∫ b

a

f(t)dt =
1

b− a
lim
|π|→0

n∑
i=1

(ti − ti−1)f(ξi) = lim
|π|→0

n∑
i=1

ti − ti−1

b− a
f(ξi).

&�
�
ti − ti−1

b− a
> 0 e

n∑
i=1

ti − ti−1

b− a
= 1,

�
��
1

b− a

∫ b

a

f(t)dt ∈ convf(a, b).

�
�
����
 ���� *��� ���� t ∈ [a, b] ����
�

lim
h→0

1

h

∫ t+h

t

f(τ)dτ = f(t). $+�,'



��������	
 ��� 
������ ���
����� ��

��������	
���

��� ����	�
 ���� ε > 0 	��
�� ‖ f(τ)− f(t) ‖≤ ε ���� | τ − t |< δ
 ���� δ �������


	����	� �������
 ��� ��� ���
 ��� ����	���
 f � ���	���� � ���	��	� �����������	�

���	�����

����
 ���� h �������	����	� �������
∥∥∥∥1h
∫ t+h

t

f(τ)dτ − f(t)

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥1h
∫ t+h

t

(f(τ)− f(t))dτ

∥∥∥∥ ≤
≤ 1

h

∫ t+h

t

‖ f(τ)− f(t) ‖ dτ ≤ 1

h

∫ t+h

t

εdτ = ε.


�����	 ���� � ������ !�������	�" �� �#"��"�$ %� F ��� ���������#��" �� [a, b]

� F ′(t) = f(t), t ∈ [a, b]
 ��	&�∫ b

a

f(τ)dτ = F (b)− F (a).


�����	 ���� %�'�� A �� �������� "����� ������� �� X
 ��	� �
 �� ��������

"����� ������� ��� ������� � ������ ���	���� �� X � f ��� ���(&� ���	���� ��

[a, b]
 ��� ��"���� �� D(A) � 	�" ��� Af � ���	���� �� [a, b]� )�	&�∫ b

a

f(t)dt ∈ D(A)

�

A

∫ b

a

f(t)dt =

∫ b

a

Af(t)dt.

��������	
���

������������ � ���	�(&� a = t0 < t1 < ... < tn = b �� [a, b]
 ���� ti = a+ i(b−a)/n

� ��'� ξi ∈ (ti−1, ti)� )�	&�


xn =
n∑

i=1

(ti − ti−1)f(ξi) ∈ D(A), n = 1, 2, ...

���� f(ξi) ∈ D(A), i = 1, ..., n � D(A) � �� ��*����(� �� X� ����
 ��� ����	���
 f �

Af �&� ���	�����
 	����

xn −→
∫ b

a

f(t)dt, ������ n→∞
�

Axn =
n∑

i=1

(ti − ti−1)Af(ξi) −→
∫ b

a

Af(t)dt, ������ n→∞.

����
 ∫ b

a

f(t)dt ∈ D(A) � A

∫ b

a

f(t)dt =

∫ b

a

Af(t)dt

���� A � �������
 ��� ����	����



��������	 �
�������	 ��

��� �����	
�� �
�	��	�
�

� �����	
� ��
	�
	�
 �� ��
 ������ �������
 f : [a,∞) −→ X � ������
 ��
�
�

����� ���� �� �
�� ����	����∫ ∞

a

f(t)dt = lim
ρ→∞

∫ ρ

a

f(t)dt,

��
��� ���� ������ ������� ����� �
�� �� ���� ��� 
 �����	
�∫ ∞

a

f(t)dt

� ���!�	������ "� ���� ��� � 
#�����
����� ���!�	����� �� ������	 � ������

lim
ρ→∞

∫ ρ

a

‖ f(t) ‖ dt.

$ �����
�� ��� ���
 �����	
� 
#�����
����� ���!�	����� � ���!�	������

%�	�
���� !&���� 

	
 
� �����	
�� ��
	�
	�
� � �������� ������

����� �� ��������	��
 '�(
 f : [a,∞) × Λ −→ X) Λ �� ��#���(���� 
#�	�� ��

C) �������
 �� t ∈ [a,∞)) 

	
 �
�
 λ ∈ Λ � M : [a,∞) −→ R �������
 � 
�����!
 ��

t ∈ [a,∞)� '� ‖ f(t, λ) ‖ ≤ M(t) 

	
 ���� (t, λ) ∈ [a,∞)× Λ �∫ ∞

a

M(t)dt

���!�	��) ����� ∫ ∞

a

f(t, λ)dt

���!�	�� 
#�����
����� 

	
 �
�
 λ 
�	�������� 
� ���(���� Λ � 
 ���!�	�*���
 �

�����	�� ����� ���(�����

������	 

�
 +,��	��
 �� -���	��	
��. '�(
� a, b ∈ R �
�� ��� a ≤ b � ��(
 f

��
 ������ �������
 �� [a, b] �� R� /����) ������� �0��	�� xm) xn ∈ [a, b] �
�� ���



	
 ���� x ∈ [a, b]) f(xm) ≤ f(x) ≤ f(xn)� /� 

	�����
	 f � �����
�
�

/��� ���	��
 
�	�
 ��� ��
����	 ������ �������
 �� �� ����	!
�� [a, b] �� R �

�����
�
 � ���) 
��� �����) ��� �� �&���� � �� �������



� �������	
� �� 
	����
��� ��������

��� ��� ���� ����	
��
�� ��
������� �� �����	���� �� ���	���	�� 
����	�� ���		�

�� ���
��� �� �	��
���� �� �������� ����	������� ��	������

��
� 
��	�� 
��� ��� �	���� ������ ��� � ������
	���� �� ���	��� �� ��

�� �����!

��� " � �	������
 	���

��� ���
� ���#
�
��

�$��
�� ����	��� �
����� �� �����	����! ��	"� ���	��	���� �� �����	���� �����	�

�����
� ���
#���� �! �	������
���
�! �� �����	���� �� �
���� C0�

��� �����	
��
 
����	������� ������
�


%��
� ����� ��
���	���� �	��	������� �� ������ E(t) = etA ��� A ∈ L(X)! � �

	�
���� �� E(t) = etA ��� � ������
� �� �����	���� �����	�����
� ���
#�����

�������� 	
�
 &�'� X �� ������ �� (����)� ��� ���#
�� �� ���	���	�� 
����	��


���
����! {S(t) : t ≥ 0} ⊂ L(X)! " �� �����	��� �� ���	���	�� 
����	�� 
���
���� ��

X �� X ��*

�� S(0) = I! ���� I " � ���	���	 ����
����� �� L(X)�

��� S(t+ s) = S(t)S(s) ��	� ��������	 t, s ∈ R
+�

��+���� ��� � �����	��� S " �����	�����
� ���
#��� ��

���� lim
t→0+

‖ S(t) − I ‖= 0� %��
� ���� ��+���� ��� I " � 
���
� �����	�� �� S(t)

������ t→ 0+�

,��� ��� ���
� �� ���#
�
� 3! � ������ �$��������
 E(t) = etA! ���� A " �� �-��	�

	��
 � t " ��� ��	����
 	��
! ���� ��	 ��.���� ��
� �/	��
�

etA =
∞∑
n=0

(tA)n

n!
. 01�23

4����� A ∈ R � t ≥ 0! � �$��������
 E(t) = etA " � -���� ������ E : R+ −→ R

��� 
�� �� ������
�� �	��	�������*

�� E(0) = 15

��� E(t+ s) = E(t)E(s)5

���� lim
t→0+

E(t) = 1�

11



��������	
 ����	������
� �	�
���	
 ��

��� ����

	
�
 �
�
�� � ����
��
 �� ���
����
�� �
�� ��� ������
�� �
 ���
 �� ��� A :

X −→ X � �� 
�����
� �
���� �
�
���
 �� �� �����
 �� ������ X � 
 �� �
���

!�
���� ��������
"� 
� ���
 ���
� ��
#
�������� �
��$��
� �
�
 ��
� ���
����
�
��

������� ��	� %�� #����
 E : R+ −→ L(X) ���
�#�" �� �
��
�&��


� E(0) = I'



� E(t+ s) = E(t)E(s)'




�� ‖ E(t)− I ‖−→ 0 �����
 t→ 0+'

��� � �
����� ��� E(t) = etA� 
��� A ∈ L(X) � etA � ����
�� �
� (��)*�


������������

+�,� A ∈ L(X) � �
��
�����
�

etA =
∞∑
n=0

(tA)n

n!
.

	
�
� ���� ���� t ≥ 0�
∞∑
n=0

(tA)n

n!

�
���� � �� �
�
�
 
� ��
#
��� �� L(X)� etA � ��� ���
����
 �� R
+ �� L(X)� !�
�
-

������� etA ���
�#�" i)�

.

�� e0A = I'

!
�� E(t) = etA � E(s) = esA� �
� A ∈ L(X)�

E(t)E(s) = etAesA =
∞∑
n=0

(tA)n

n!

∞∑
k=0

(sA)k

k!
=

∞∑
n=0

(
n∑

k=0

tkAk

k!

sn−kAn−k

(n− k)!

)
=

=
∞∑
n=0

(
n∑

k=0

tksn−k

k!(n− k)!

)
An =

∞∑
n=0

(
n∑

k=0

n!

k!(n− k)!
tksn−k

)
An

n!
=

=
∞∑
n=0

(t+ s)n
An

n!
=

∞∑
n=0

((t+ s)A)n

n!
= e(t+s)A = E(t+ s),

������� ��� etA ���
�#�" ii)�

/��� �
��
� ��

etA =
∞∑
n=0

(tA)n

n!
= I +

∞∑
n=1

(tA)n

n!
,

�� �� ���

‖ etA − I ‖=
∥∥∥∥∥

∞∑
n=1

(tA)n

n!

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥tA
∞∑
n=1

(tA)n−1

n!

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥tA

∞∑
n=1

(tA)n−1

(n− 1)!

∥∥∥∥∥ ≤



��������	
 ����	������
� �	�
���	
 ��

≤‖ tA ‖
∥∥∥∥∥

∞∑
m=0

(tA)m

m!

∥∥∥∥∥ ≤ t ‖ A ‖‖ etA ‖≤ t ‖ A ‖ et‖A‖.

������

‖ etA − I ‖−→ 0,

�	
��
 t→ 0+� ���
 �� etA �
����
� iii′)�

������
�
������ �
�
� �	�
� �	� E : R+ −→ L(X) �
����
�
 i)� ii) � iii′)� ���

�
������
�� �� �������
 �	�
�� �	� ‖ E(t) ‖ � 	�
 �	���
 �����
�
 �� �
�
 ������
�


�����
�
� �
�
 ε > 0 ������ �
� iii′) 	� δ > 0 �
� �	�

‖ E(t)− I ‖≤ ε, �
�
 �
�
 �� �
� �	� 0 ≤ t ≤ δ,

�� �
�


|‖ E(t) ‖ − ‖ I ‖|≤‖ E(t)− I ‖,
������

‖ E(t) ‖≤ 1 + ε = M, �
�
 �
�
 �� �
� �	� 0 ≤ t ≤ δ.

���� ����
� �
�
 �
�
 ��
� t ≥ 0� ������ 	� ������
 ��
 ���
���
 n� �
� �	� t = nδ+r�


��� 0 ≤ r < δ�  
� ii) ���
�� ����
�

‖ E(t) ‖=‖ E(nδ + r) ‖=‖ E(δ)nE(r) ‖≤‖ E(δ)n ‖ · ‖ E(r) ‖≤Mn+1 =

= MMn ≤MM
t
δ = Mewt,


��� w = δ−1 lnM > 0�  
��
��
� �� t ∈ [0, T ]� ����
 ‖ E(t) ‖≤Mewt� ���
 �� ‖ E(t) ‖
� �����
�
 �� [0, T ]� !"������
� 
 ���	�� �	� E � �
��#�	
� �� �
�
� �� h > 0�

‖ E(t+ h)− E(t) ‖=‖ E(t)(E(h)− I) ‖≤‖ E(t) ‖ · ‖ E(h)− I ‖−→ 0

�	
��
 h→ 0 �� �� 0 < h ≤ t�

‖ E(t− h)− E(t) ‖=‖ E(t− h)(I − E(h)) ‖≤‖ E(t− h) ‖ · ‖ E(h)− I ‖−→ 0

�	
��
 h → 0 �
��	� ‖ E(t − h) ‖ �� �
�
 �
� �
���
�
� �����
�
 �� [0, t]� �


�
����	��
�� �� E ���	��
 �	
 ������
"����
�� �
 ������
 �� ����
�� �

lim
h→0

1

h

∫ h

0

E(t)dt = E(0) = I,

�� �
�
��
� ε = 1 � h = ρ ���
��∥∥∥∥I − 1

ρ

∫ ρ

0

E(t) dt

∥∥∥∥ < 1,

������ �	� ρ < δ�



��������	
 ����	������
� �	�
���	
 ��

����� ��	 
�� ����
�� �����
���� �
 ρ > 0 ��� 
��∥∥∥∥I − 1

ρ

∫ ρ

0

E(t)dt

∥∥∥∥ < 1.

��������� ���� �����
� 3.1� ������ � ������� �� ��������� ������ �
 L(X)�

I −
(
I − ρ−1

∫ ρ

0

E(t)dt

)
= ρ−1

∫ ρ

0

E(t)dt.

�����
�����
����� ∫ ρ

0

E(t)dt

��
��
 � �
 �������� ������	����

���
 ������

E(h)− I

h

∫ ρ

0

E(t)dt =
1

h

∫ ρ

0

E(t+ h)dt− 1

h

∫ ρ

0

E(t)dt =

=
1

h

∫ ρ+h

h

E(t)dt− 1

h

∫ ρ

0

E(t)dt =

=
1

h

∫ ρ

h

E(t)dt+
1

h

∫ ρ+h

ρ

E(t)dt− 1

h

∫ h

0

E(t)dt− 1

h

∫ ρ

h

E(t)dt =

=
1

h

∫ ρ+h

ρ

E(t)dt− 1

h

∫ h

0

E(t)dt,

����
E(h)− I

h
=

(
1

h

∫ ρ+h

ρ

E(t)dt− 1

h

∫ h

0

E(t)dt

)(∫ ρ

0

E(t)dt

)−1

.

�� ���� h→ 0+ �� ��������� �!�
� !��!��	
�� 
��"

lim
h→0

E(h)− I

h
= lim

h→0

1

h

[∫ ρ+h

ρ

E(t)dt−
∫ h

0

E(t)dt

](∫ ρ

0

E(t)dt

)−1

=

[E(ρ)− I]

(∫ ρ

0

E(t)dt

)−1

.

��#� A � ������ ���	�
�� ��
E(h)−I

h
��
��� h → 0+� ���� E(t) ∈ L(X)� �����

A ∈ L(X) � E(t) � ��
������ � ��
���
 �� ����� ��

d+E(0)

dt
= A.

����
 �
��� ��
 ii)� �


 ���� h > 0�

E(t+ h)− E(t)

h
= E(t)

E(h)− I

h

���� � ������� ����
� �
 ���
��
�� �����
�� �


 E(t)A� 
�����
 ��� E � ��
������

� ��
���
 �� ���� t ≥ 0�
d+E(t)

dt
= E(t)A.



��������	
 ����	������
� �	�
���	
 ��

��
E(t− h)− E(t)

−h = E(t− h)
[I − E(h)]

−h

lim
h→0

E(t− h)− E(t)

−h = lim
h→0

E(t− h) [I − E(h)]

−h
���� � �	
��
� �	���� 
� �
���
�
	 ����	�
	 ���� E(t)A� �	����� ��	 E � 
	�����	�

� 	���	�
� 	� ��
� t ≥ 0�

lim
h→0

E(t− h)− E(t)

−h =
d+E(t)

dt
= E(t)A.

d+E(t)

dt
= AE(t) 	

d−E(t)

dt
=

d+E(t)

dt
, ���� ��
� t > 0.

�����
	�	���� ��� ��� � ������

φ(t) = E(t)e(−t)A, t ≥ 0.

�	���

dφ(t)

dt
=

dE(t)

dt
e(−t)A − E(t)Ae(−t)A = E(t)Ae(−t)A − E(t)Ae(−t)A = 0.

����	��	��	�	��	 φ � ��������	 	� R
+ !�� φ(0) = I = E(0) "�
��

E(t)e(−t)A = I, ���� ��
� t ≥ 0,

��
	 E(t) = etA� ���� ��	�#���� 
	�������� 

�������� 	
�
 $ ��	��
�� ���	�� A 
	���
� ���

D(A) =

{
x ∈ X; lim

h→0

S(h)− I

h
x 	%���	

}

Ax = lim
h→0

S(h)− I

h
x =

d+S(t)x

dt
|t=0, ���� ��
� x ∈ D(A),

� 
��� 
	��
�� ������	����� 
� �	��
���� S(t) 

&� ��	 �	
�	 ����� 
	����� ��� Ah � ��	��
�� ���	�� ������
�
S(h)− I

h
� h > 0 

��
���
�� 	
�
 '	(� {S(t) : t ≥ 0} �� �	��
���� �������	�	��	 ����#��� 	� X 	

A �	� 
	��
�� ������	����� ����� D(A) = X 

�������
�����

���� ����	�
)���� �������	 ������� 	� ����	�
)���� ����	� 
	

lim
h→0

S(h)− I

h
= [S(ρ)− I]

(∫ ρ

0

S(t)dt

)−1

.



��������	
 ����	������
� �	�
���	
 ��

����� ��� �	
	 ��
� x ∈ X ������

lim
h→0

(S(h)− I) x

h
=

[
(S(ρ)− I)

(∫ ρ

0

S(t)dt

)−1
]
x.

��
�	���� ���	 
������� 4.2� D(A) = X�

� �����
 ������	
���� �� ��
���
�� ��� 
� 	 ���
���� �������
�	 � ��������� �	
	

��� �� ���
	
�
 ����	
 ���	 ��
	
�
 ����������	� 
� �� �����
��� �����
�������

���������

��������� ��	�  � ���
	
�
 ����	
 A ! ��
	
�
 ����������	� 
� �� �����
��� ���"

��
������� �������� {S(t) : t ≥ 0} ��� � ������� ��� A ! �� ���
	
�
 ����	
 �����	
��

�� ���	� A ∈ L(X)�


���
��������

���	 A �� ���
	
�
 ����	
 �����	
� �� X� #� $��
��	 4.1 ����� ����

S(t) = etA =
∞∑
n=0

(tA)n

n!


���� �� �����
��� �����
������� ���������

%���
���� ��� A ! � ��
	
�
 ����������	� 
���� �����
���� #� �	��� ������� ���

t→ 0+�

∥∥∥∥S(t)− I

t
− A

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥
∑∞

n=0

(tA)n

n!
− I

t
− A

∥∥∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥tA2

∞∑
n=2

tA(n−2)

n!

∥∥∥∥∥ ≤ t ‖ A ‖2 e‖A‖t.

������ ∥∥∥∥S(t)− I

t
− A

∥∥∥∥ ≤‖ A ‖‖ eAt − I ‖ &��'(

� ��� ������	 limt→0+
S(t)−I

t
= A�

��
�	���� A ! � ��
	
�
 ����������	� 
� �����
��� �����
������� �������� {S(t) : t ≥ 0}�

)����
��	������ �����*	 ��� A ! � ��
	
�
 ����������	� 
� �����
��� �����
��"

����� �������� {S(t) : t ≥ 0}� +� ��� ������ B ∈ L(X) �	� ��� S(t) = eBt ����� ��


&��'(� ��� limh→0

∥∥∥∥eBh − I

h
− B

∥∥∥∥ = 0�

��
�	���� Bx = Ax �	
	 ��
� x ∈ D(A) = X� ���� ,���
�
�� ��-� ���� !� A = B ∈
L(X)�



��������	
 �� �
�

� C0 ��

������	
���� � �	����

���� �� �	�
	�� 4.1� ���� �� �	���
��� �����
�	�	�
	

���
���� {S(t) : t ≥ 0} 	 �	� �	
���
 �����
	����� A ���������� ��	�

d

dt
S(t) = AS(t) = S(t)A ��
� 
��� t ≥ 0.

����� �	 A ∈ L(X) � �	
���
 �����
	����� �� �	���
��� �����
�	�	�
	 ���
����

{S(t) : t ≥ 0}� 	�
�� � ������ u(t) = S(t)x � ������� �� �
���	�� �	 ������ ���� 

�!�	�"

⎧⎨⎩
d

dt
u(t) = Au(t), t > 0

u(0) = x
#$"%&

�����

d

dt
u(t) =

d

dt
S(t)x = AS(t)x = Au(t) 	 u(0) = S(0)x = Ix = x.

��� �����	
��
 �� ���

� C0

'	�
� �	��� �������
	��� �� �	���
���� �	 �����	 C0� 
����� �������� �	���
����

��

	�	�
	 ���
�����" (��

�
	��� ��	 � 
	�
�� ��� �	���
���� �	 �����	 C0 �	 ������

�� ������� �� �
���	�� �	 ������ #$"%& ������ � ��	
���
 ���	�
 A � ��� ����
���"

�������� 	
�
 )�� ������� �	 ��	
���
	� ���	�
	� ����
���� {S(t) : t ≥ 0} ⊂
L(X) � �� �	���
��� �	 �����	 C0 	� X �	*

�� S(0) = I� ���	 I � � ��	
���
 ��	�
����	 �	 L(X)"

��� S(t+ s) = S(t)S(s), ��
� 
��� t, s ∈ R
+"

���� lim
t→0+

‖ (S(t)− I)x ‖= 0, ��
� 
��� x ∈ X. '	�
	 ���� ��+	��� ��	 x � � ����
	

��

	 �	 S(t)x ������ t→ 0+"


�������� 	
�
 ���� �	���
��� �	 �����	 C0 � ��

	�	�
	 ���
���� 	� R
+� ��
� ��

�	 t ∈ R
+ 	�
��

lim
s→t

S(s)x = S(t)x, ��
� 
��� x ∈ X.

�������������

��� 	�	�
�� �	,� t ∈ R
+" -	 h > 0 .	��

‖ S(t+ h)x− S(t)x ‖=‖ S(t)[S(h)− I]x ‖≤‖ S(t) ‖ · ‖ (S(h)− I)x ‖−→ 0

������ h→ 0 	� �	 0 < h < t�

‖ S(t− h)x− S(t)x ‖=‖ S(t− h)(I − S(h))x ‖≤‖ S(t− h) ‖ · ‖ (S(h)− I)x ‖−→ 0

������ h→ 0+" �����

lim
s→t

S(s)x = S(t)x, ∀ x ∈ X.



��������	
 �� �
�

� C0 ��

��������	
 �� � �����	
� 4.2 �� ��
���� �� ���� ������� ��� ���������� �� ������

C0�


�
�
���	
 ���� �� {S(t) : t ≥ 0} ��� �� ��������� �� ������ C0� ��

� ‖ S(t) ‖
���� ��� ���	
� ����
��� �� 
��� ��
������ ����
��� [0, T ]�

���
������	
�

��� � ���
�������� ���
� �� ��������� �� t = 0� ���
����� ��� ����
�� ����
��
��

δ > 0 � M ≥ 1 
��� ���

‖ S(t) ‖≤M, ���� 
��� t ∈ [0, δ].

��� ����
�� �� ��
� �
� ����
������ ����
���� ��� ������
� (tn), tn → 0+� 
�� ���

‖ S(tn) ‖≥ n� ���� 
��� n ∈ N� ��� ��

�� ����  ������ �� !���
�	
� "��������

���� ����
�� �� x ∈ X 
�� ��� S(tn)x → ∞ ������ n → ∞� ��� ��
� ���
����# �
���
�������� ���
� �� S(t) �� t = 0� !���� ����
�� ����
��
�� δ > 0 � M ≥ 0 
��� ���

‖ S(t) ‖≤M � ���� 
��� t ∈ [0, δ]� $���� ��� S(0) = I� ��

� M ≥ 1�

��%� t ∈ [0, T ]� &�

�� t = nδ + r� ���� ����� ��
���� �
� ����
��� n � ����� ����

r� 
�� ��� 0 ≤ r < δ� '��� ����������� �� ����������

‖ S(t) ‖=‖ S(nδ + r) ‖=‖ S(δ)nS(r) ‖≤‖ S(δ) ‖n‖ S(r) ‖≤Mn+1 =

= MMn ≤MM
t
δ = Mewt,

���� ω = δ−1 lnM ≥ 0� ����� � �����
��� ‖ S(t) ‖≤ MewT � ��
� (� ‖ S(t) ‖ ( ���
���	
� ����
��� �� [0, T ]�


�
�
���	
 ���� ��%�� {S(t) : t ≥ 0} �� ��������� �� ������ C0 � A � �������

�����
������ �� S(t)�

�� Se x ∈ D(A), ��

� S(t)x ∈ D(A), ∀ t ≥ 0 e
d

dt
S(t)x = AS(t)x = S(t)Ax. )*�*+

��� Se x ∈ D(A), ��

� S(t)x− S(s)x =

∫ t

s

AS(τ)x dτ =

∫ t

s

S(τ)Ax dτ. )*��+

���� Se x ∈ X, ��

�

∫ t

0

S(τ)x dτ ∈ D(A) e S(t)x− x = A

∫ t

0

S(τ)x dτ. )*�,+

���
������	
�

��%� t > 0 ������ '��� 
��� h > 0�

S(t+ h)− S(t)

h
x =

S(h)− I

h
S(t)x = AhS(t)x = S(t)Ahx.

�� x ∈ D(A)� � ���-�� �� �����
� ���
� ���������� AhS(t)x� 
�� �� ����
� ������

h → 0� ���� Ahx 
�� �� ����
� � S(t) ( ���
.���� � ����� ����
������� ���
��
��

��� �� ��
��� ����� !���� S(t)x ∈ D(A) �

d+

dt
S(t)x = AS(t)x = S(t)Ax. )*�/+



��������	
 �� �
�

� C0 ��

��� ����� �	
�� �	�	 0 < h < t �
����

S(t− h)− S(t)

−h x =
S(t− h)− S(t− h+ h)

−h x =

[
S(t− h)− [S(t− h)S(h)]

−h
]
x =

=
S(t− h) [I − S(h)]

−h x =
S(t− h) [S(h)− I]

h
x =

= S(t− h)Ahx = S(t− h)(Ahx− Ax) + S(t− h)Ax.

�	� �
�	 ���������� 4.1 ‖ S(t−h) ‖ � �����	
	 �	�	 0 < h < t 
� ���� x ∈ D(A)� �

����
��� �
��� 
� �
���� 
	 
��
��	 

��	 ���	�
	

 �
�

 	 �
�� ��	�
� h→ 0� 	���


����� �
�	 ��������
	

 ����
 

 S(t) 
 �
�� ��������� 4.3� S(t − h)Ax −→ S(t)Ax�

�����
d−

dt
S(t)x = S(t)Ax.  !�"#

����	����

d

dt
S(t)x = AS(t)x = S(t)Ax. �����

���	
���
� (4.9) 
	 s � t �	����∫ t

s

d

dt
S(τ)x dτ =

∫ t

s

AS(τ)x dτ =

∫ t

s

S(τ)Ax dτ.

S(τ)x|ts =
∫ t

s

AS(τ)x dτ =

∫ t

s

S(τ)Ax dτ.

S(t)x− S(s)x =

∫ t

s

AS(τ)x dτ =

∫ t

s

S(τ)Ax dτ.

���	����
� ��	� ���� ��
� x ∈ X�

Ah

∫ t

0

S(τ)x dτ =
1

h

∫ t

0

(S(h)− I)S(τ)x dτ =
1

h

∫ t+h

h

S(τ)x dτ − 1

h

∫ t

0

S(τ)x dτ =

=
1

h

∫ t+h

t

S(τ)x dτ − 1

h

∫ h

0

S(τ)x dτ,

	 �	�� ��������� ���� ����
� h → 0� � �	���� 
� 
��	��� 
	��� �
���
�
	 �	�
	 �

S(t)x− x� �	�� ��������
�
	  ���	 
	 S(t)�

!�����

A

∫ t

0

S(τ)x dτ = S(t)x− x.

�������� 	
	
 "	#�� X�Y 	���$�� 
	 %����& ��� X ⊂ Y � '��	��� ��	 X (


	��� 	� Y � ����
� ��
� ����� 
	 Y  �� �����	 
	 �	��)����� 	� X�

���
������ 	
�
 �� � 
	��
�� ��*���	����� 
	 �� �	��
���� 
	 �����	 C0 ( ��

��	��
�� ���	��  	�&�
� 	 �	� 
��+��� ( 
	��� 	� X�

��� ,� ��	��
�� ���	�� A�  	�&�
� 	 ��� 
��+��� 
	��� 	� X� ( � 
	��
�� ��*��-

�	����� 
	� �� ��.���� �� �	��
���� 
	 �����	 C0�



��������	
 �� �
�

� C0 ��

��������	
���

i) ����� {S(t) : t ≥ 0} �� 	��
���
� �� ���		� C0 � A 	�� ������� 
���
��	
����

���������� 
��� ���� x ∈ X � h > 0�

xh =
1

h

∫ h

0

S(t)x dt,

����	�� 
�� iii) �� ���
�	
��� 4.2� ��� xh ∈ D(A)� � ���� xh −→ x ������ h → 0�

�		
� 
��� �������
� ���

lim
h→0

1

h

∫ h

0

S(τ)xdτ = S(0)x = x,

��	���� ��� x ∈ D(A)� ����� D(A) = X� 
	��  � D(A)  ���	� �� X�

���� (xn), n ∈ N� ��� 	���!��
� �� ��������	 �� D(A) ��� ��� xn −→ x � Axn −→ y

������ n→∞� ��� ii) �� ���
�	
��� 4.2 ����	�

S(h)xn − xn =

∫ h

0

S(t)Axndt. "#��$%

&�	 
��� ���
�	
��� 4.1� �'
	�� �� M ��� ��� ‖ S(t) ‖≤ M 
��� ���� t ∈ [0, h]�

����� 	� t ∈ [0, h]� ������

‖ S(t)Axn − S(t)y ‖≤‖ S(t) ‖ · ‖ Axn − y ‖≤M ‖ Axn − y ‖,

���� S(t)Axn ����� � S(t)y ��
(��������� �� [0, h] �� �
�
��� ������ n→∞� )�����

������� � �
�
�� �� "#��$% ����	 ���

S(h)x− x =

∫ h

0

S(t)y dt,

*�� ����
S(h)x− x

h
=

1

h

∫ h

0

S(t)y dt.

���� � 	������ ���*�� ��		� 
�������� ����� � y ������ h → 0� ��	���� ���

x ∈ D(A) � Ax = y� ���� A  �� �
������ (��+����

ii) &�	�������	 ��� 	� A (�� �� �
������ �
���� (��+���� ��� ���,�
� ���	� ��

X� � ������� 
���
��	
��� �� �� 	��
���
� �� ���		� C0� ����� ��� 	��� �������� �
���	

�� �� 	��
���
� �� ���		� C0�

��
��+���	 ��� A 	��� ������� 
���
��	
��� ��	 	��
���
�	 {S1(t) : t ≥ 0} �

{S2(t) : t ≥ 0} �� ���		� C0� �� 0 ≤ s ≤ t <∞� 
��� ���� x ∈ D(A)� � (�����

φ(s)x = S1(t− s)S2(s)x

 �
(�����
�-�� �� 
����-��� 0 ≤ s ≤ t �� 
�� i) �� ���
�	
��� 4.2� ����	

d

ds
φ(s)x = S1(t− s)AS2(s)x− S1(t− s)AS2(s)x = 0.



������� �� 	�
���
��� ��

����� ���	 
�	���
 3.2� ��� φ(s)x � �	���
��� �
�
 0 ≤ s ≤ t� 
��	� ����	�

S1(t)x = φ(0)x = φ(t)x = S2(t)x, �
�
 �	�	 x ∈ D(A),

	���

S1(t)x = S2(t)x, �
�
 �	�	 x ∈ X,

�	�� D(A) � ����	 �� X � S1(t), S2(t) ∈ L(X)�

��� �����	
 �� ��
�����
�

���	����
���	� ����
 ����	 	 
�	���
 �� �������	���
� 	 ��
� ��������
 
� �	����

���� ���������
� � �� ������� �
�
 ��� �� 	���
�	� ����
� A ��!
 	 ���
�	� �� �������
�

�� �� ��������	 �� ��
��� C0�

�������� 	
�
 ��!
� X �� ���
�	 �� "
�
�# � A : D(A) ⊂ X −→ X ��

	���
�	� ����
� $��#
�	 �� X�

% �	�!���	 {λ ∈ C : (λI − A) : D(A) −→ X � ��&���'&�� � (λI − A)−1 ∈ L(X)}� ���
�������
�	 �	� ρ(A) � �#
�
�	 �� �	�!���	 ���	�&���� �� A�

�������� 	
�
 % �	�!���	 σ(A) = C \ ρ(A) � �#
�
�	 �� �������	 �� A�

�������� 	


 % 	���
�	� ����
� (λI−A)−1� λ ∈ ρ(A)� ���������
�	 �	� R(λ,A)�

� �#
�
�	 �� ���	�&���� �� A�

(
�
 ������ �
� 
 ������
� ��
��	 ��	 #	�&�� �	���)����
�� �� �	�$����	 �����&����

�	� ������������ (λ− A) �	 ���
� �� (λI − A)�

(
�
 �	��&
��	� 
� ��*+��
� �� ������� �	��������	� 	 �
�	 �
������
� �� ���

X = C� 
	�	 	���
�	� ����
� A �� X � �
 $	��
 Ax = ax� 	��� a ∈ C� ,���� �
�	

�
������
� ���	� R(λ,A) = (λ− a)−1�


��	� 
���
 ����

d

dt
e(a−λ)t = (a− λ)e(a−λ)t

����	�

e(a−λ)t − 1 =

∫ x

0

d

dt
e(a−λ)tdt = (a− λ)

∫ x

0

e(a−λ)tdt.

-
.���	 x→∞ � ���	��	 ��� Reλ > Rea� ���	�/

| e(a−λ)x |= exReae−xReλ −→ 0,

� �	��
��	�

−1 = (a− λ)

∫ ∞

0

e(a−λ)tdt⇒ R(λ,A) =

∫ ∞

0

e(a−λ)tdt.



������� �� 	�
���
��� ��

��� �������	
���
 �
 
�����
� ���
���	
� � 	�
���� ���	�
 A ∈ L(X)�

��� ����

� 	�
���� �	����� �� 
�� �������	
���
 � ������ ���	�
 A 	�
 � ����
��
�

������� ��	� ���� {S(t) : t ≥ 0} �� ��������
 �� ������ C0 �
� �����
�

�	 	�
������ A� �� Reλ > ω! 
	�� ω � ���
 	� ��
�� �
 ��
���� 4.1! �	
�
 λ ∈ ρ(A)!

�"��
� � �	
����� ∫ ∞

0

e−λtS(t)xdt, ���� 

�
 x ∈ X,

�

R(λ,A)x =

∫ ∞

0

e−λtS(t)xdt, ���� 

�
 x ∈ X. #$�%%&


�����
������

���� Reλ ≥ μ > ω! �	
�


‖ e−λtS(t)x ‖≤Me(ω−Reλ)t ‖ x ‖≤Me(ω−μ)t ‖ x ‖ .

'��� ����
! �
�
 ∫ ∞

0

e(ω−μ)tdt =
1

μ− ω
,

� � (�	��
 e−λtS(t)x � �
	
)	��! ����� ���
 ���
� �� *�����
���� ��� � �	
�����

Rλ(x) =

∫ ∞

0

e−λtS(t)xdt, Reλ > ω, ∀x ∈ X

� �
	�����	
��

'��� ���

! Rλ � ��	��� � ����
��
�

+� (�

,

‖ Rλ ‖=
∥∥∥∥∫ ∞

0

e−λtS(t)xdt

∥∥∥∥ ≤ ∫ ∞

0

‖ e−λtS(t)x ‖ dt ≤
∫ ∞

0

Me(ω−Reλ) ‖ x ‖ dt ≤

≤M ‖ x ‖
∫ ∞

0

e(ω−Reλ)dt =
M ‖ x ‖
Reλ− ω

.

���
�!

AhRλ(x) =

(
S(h)− I

h

)∫ ∞

0

e−λtS(t)xdt =

∫ ∞

0

e−λtS(t)

(
S(h)− I

h

)
xdt =

=
1

h

∫ ∞

0

e−λtS(t+ h)xdt− 1

h

∫ ∞

0

e−λtS(t)xdt.

���� s = t+ h!

1

h

∫ ∞

h

e−λ(s−h)S(s)xds− 1

h

∫ ∞

0

e−λtS(t)xdt =

=
eλh

h

∫ ∞

0

e−λtS(t)xdt− eλh

h

∫ h

0

e−λtS(t)xdt− 1

h

∫ ∞

0

e−λtS(t)xdt =



������� �� 	�
���
��� ��

=

(
eλh − 1

h

)∫ ∞

0

e−λtS(t)xdt− eλh

h

∫ h

0

e−λtS(t)xdt =

=

(
eλh − 1

h

)
Rλ(x)− eλh

h

∫ h

0

e−λtS(t)xdt −→ λRλ(x)− x, ������ h→ 0.

	�
������ ARλ(x) = λRλ(x)−x� 
���� (A−λ)Rλ(x) = −x� 
���� (λ−A)Rλ(x) = x�

�
��
 ��
�

Rλ(x) ∈ D(A), ��
� ���� x ∈ X 
 (λ− A)Rλ(x) = x. ������

	�
 ���
� ����� �
 x ∈ D(A) �
�� �
����� 
� ����� ��
� �
�� 	
�������� 4.3� A �

 
�!��� 
 ��
� �
�� 	
�������� 4.2� S(t)Ax " AS(T )x�

Rλ(Ax) =

∫ ∞

0

e−λtS(t)Axdt =

=

∫ ∞

0

Ae−λtS(t)xdt = A

∫ ∞

0

e−λtS(t)xdt = ARλ(x).

#�$ 
 �
 ������ �
��
 ��


Rλ(λ− A)x = x, ��
� ���� x ∈ D(A),

��
 ����
� ��


Rλ = (λ− A)−1 = R(λ,A),

� ��
 �����
�� � �
�����
�����

������� ��	� �%���
&'������ 	�
� ��
 �� ��

���
 ���
�
 A� �
(���� 
� D(A) ⊂
X 
 ��� ����

� 
� X� �
)� � �

���
 ��(���
����� �
 �� �
���
��� {S(t) : t ≥ 0} �


�����
 C0 ��� ��
 ‖ S(t) ‖≤ eωt � �
�
��*
�� 
 ��(��
��
 ��
+


� A �
)�  
�!��� 
 �
� ���$��� �
)� �
��� 
� X�



� ,-���� ω ∈ R ��� ��
 ��
� ���� 

�� λ > ω �
 �
�!� λ ∈ ρ(A) 


‖ R(λ,A) ‖≤ 1

(λ− ω)
.

����
��������

.
�
������
+

�
)� A � �

���
 ��(���
����� �� �
���
��� {S(t) : t ≥ 0} �
 �����
 C0� ���

‖ S(t) ‖≤ eωt�

/ 	
�������� 4.3 �
�����
� � �
�
������
 �
 i)�

	
�� 0
�

�� 4.2� �
 λ > ω 
���� λ ∈ ρ(A)�

R(λ,A)x =

∫ ∞

0

e−λtS(t)xdt. ����1�



������� �� 	�
���
��� ��

�����

‖ R(λ,A)x ‖=
∥∥∥∥∫ ∞

0

e−λtS(t)xdt

∥∥∥∥ ≤ ∫ ∞

0

‖ e−λtS(t)xdt ‖=
∫ ∞

0

e−λt ‖ S(t)x ‖ dt ≤

≤
∫ ∞

0

e−λteωt ‖ x ‖ dt =
∫ ∞

0

e−(λ−ω)tdt ‖ x ‖= 1

(λ− ω)
‖ x ‖ .

���	
�	��

‖ R(λ,A) ‖≤ 1

(λ− ω)
.

�
	� �� 
 �������� ii) � ����

���
�

���������
�

� �����
	�
��� �
 
��������
 ���
�
	� �� ������ Bλ = λ2R(λ,A)−λI� ��� λ > ω

� ��
	�
� ��� limλ→∞ etBλx = S(t)x� ���� S(t) � �� 
�������� �� � 


� C0 ��!�

���
��� �����	�
��
 � A�

"�	���
 ��� Bλ ∈ L(X)� ���
 R(λ,A) ∈ L(X) ��� ���������

�
�
 �
	�� #
��
 ��#���� 
 �����
	�
��� �� ����� �	
�

�

i) $
��
 ��
	�
� ��� �
�
 x ∈ D(A)�

lim
λ→∞

Bλx = Ax. %&�'&(

)��� ��� ���������

R(λ,A)(λ− A) = I,

	���
�

λR(λ,A)− I = R(λ,A)A,

��	�� �
�
 x ∈ D(A)�

‖ λR(λ,A)x− x ‖=‖ R(λ,A)Ax ‖≤‖ R(λ,A) ‖‖ Ax ‖≤ 1

λ− ω
‖ Ax ‖−→ 0

��
��� λ→∞�

��� *��+	�
�� ‖ R(λ,A) ‖≤ (λ− ω)−1 ��� λ > ω�

,�	���

‖ λR(λ,A)x− x ‖≤ 1

λ− ω
‖ Ax ‖ .

���	
�	��

lim
λ→∞

‖ λR(λ,A)x− x ‖= 0.

�

���

lim
λ→∞

λR(λ,A)x = x, �
�
 	��� x ∈ D(A).

-

� ���� ��� *��+	�
��

‖ λR(λ,A) ‖≤| λ | (λ− ω)−1.



������� �� 	�
���
��� ��

������	
�� 
��

lim
λ→∞

λ

λ− ω
= 1, ������

����� �	�	 λ ������
����
�� ��	
���

‖ λR(λ,A) ‖≤ 2.

�� �	��� ∣∣∣∣ λ

(λ− ω)
− 1

∣∣∣∣ < ε⇔ 1− ε <
λ

λ− ω
< ε+ 1, ���� ε = 1.

����� 
���

lim
λ→∞

λR(λ,A)x = x, �	�	 ���� x ∈ X,

��	 ��� 
�� D(A)  � ��� !��"����� ��
�� �� X�

�� �	��� ��#	 x ∈ X� ���� D(A) = X� �$���� xλ ∈ D(A) �	% 
�� xλ −→ x�

‖ λR(λ,A)x− x ‖=‖ λR(λ,A)x− λR(λ,A)xλ + λR(λ,A)xλ − xλ + xλ − x ‖≤

≤‖ λR(λ,A)(x− xλ) ‖ + ‖ λR(λ,A)xλ − xλ ‖ + ‖ xλ − x ‖≤
≤ 2 ‖ x− xλ ‖ + ‖ λR(λ,A)xλ − xλ ‖ + ‖ xλ − x ‖−→ 0


�	
�� λ→∞�

&��� ‖ λR(λ,A)x− x ‖−→ 0�

&��	
�� �� ��
�	 
�� Bλ = λR(λ,A)A� �	�	 �	�	 x ∈ D(A) �����

lim
λ→∞

Bλx = lim
λ→∞

λR(λ,A)Ax = Ax.

ii) '����	� 
�� �	�� γ > ω �$���� λ(γ) �	% 
�� ‖ etBλ ‖≤ etγ� �	�	 ���� λ > λ(γ)�

�	 ���
�()� �� Bλ � �	� !��"����� ������

‖ etBλ ‖=‖ et(λ2R(λ,A)−λI) ‖=‖ et(λ2R(λ,A)e−t(λI) ‖≤

≤ e(−λt) ‖ etλ2R(λ,A) ‖≤ e(−λt)etλ
2‖R(λ,A)‖ ≤

≤ e(−λt)eλ
2t 1

(λ−ω) = e(−λt)e
(λ2t)
(λ−ω) = e

−λt(λ−ω)+(λ2t)
(λ−ω) = eλtω(λ−ω)−1

.

����

lim
λ→∞

ωλ

λ− ω
= ω.

����� �� γ > ω �	
��� λ(γ) ��� 
�� ωλ(λ− ω)−1 < γ� ���� ���� λ > λ(γ) � ���
��

‖ etBλ ‖≤ etγ, ���� ���� λ > λ(γ). ������

iii) ������� 
�� � ���
����� etBλ ����� ���������� ���� �� �������� �
���� �
�
�

���� 
����� λ→∞� ��� �
���
�
����� �������� � ������� Sλ(t) = etBλ �



������� �� 	�
���
��� ��

���� ���� 	�
� λ > ω � 	�
� μ > ω� R(λ,A) 	��
�� 	�� R(μ,A)� ���
� �
�

BλBμ = BμBλ� �����
� �� 	���� �
��

Sλ(t) = etBλ ,

���
� �
� BμSλ = SλBμ� �����

Sλ(t)x− Sμ(t)x = etBλx− etBμx =

∫ t

0

d

dτ
[e(t−τ)BμeτBλx]dτ =

=

∫ t

0

etBμ(Bλ − Bμ)e
−τBμ+τBλxdτ =

=

∫ t

0

e(t−τ)BμeτBλ(Bλ − Bμ)xdτ =

=

∫ t

0

Sμ(t− τ)Sλ(τ)[Bλ − Bμ]x dτ,

��
�� �����
� �� 	���� �������

‖ Sλ(t)x− Sμ(t)x ‖≤
∫ t

0

‖ Sμ(t− τ) ‖‖ Sλ(τ) ‖‖ Bλx− Bμx ‖ dτ ≤

≤
∫ t

0

e(t−τ)γeτγ ‖ Bλx− Bμx ‖ dτ =

∫ t

0

etγdτ ‖ Bλx− Bμx ‖=

= tetγ ‖ Bλx− Bμx ‖, ∀ λ, μ > λ(γ), γ > ω.

���� ��� ������� ����� ‖ Bλx−Bμx ‖−→ 0� �
��
� λ, μ→∞� ���� ��
� x ∈ D(A)�

�������� Sλ(t)x � 
�� ���
��	 � 
� ��
	!" �� X�

����� ���� ��
� x ∈ D(A), Sλ(t)x 	������� 
� #��������� �� ����$%� � t �� 	�
�

 �������� &� �� [0, T ] �  ��� � �'� 
� ���� ��
� x ∈ X� �� � D(A) � ��� ! �(���� 
����

�� X � Sλ(t) � � � ��
� �
��
� λ→∞� )��
� ���� *������ 
� � � ��$%� +� #�����

�
� �, ��� 
� �����
�� � ���� � � ��
� S(t) ��� �
��

lim
λ→∞

Sλ(t)x = S(t)x, ���� ��
� x ∈ X, ����-�

� � 	��������	 � � 
� #���� ���  ��������� � � ��
��� �� � tetγ ‖ Bλx − Bμx ‖−→ 0�

���� ��
� t ∈ [0, T ]�

iv) ������� �
� {S(t) : t ≥ 0} � 
� ��� ��
�� 
� 	����� C0�

����� ���� 	�
� λ > ω� {Sλ(t) : t ≥ 0} � 
� ��� ��
��� ������

S(0)x = lim
λ→∞

Sλ(0)x = Ix = x, �

Sλ(t+ s)x = lim
λ→∞

Sλ(t+ s)x = lim
λ→∞

Sλ(t)Sλ(s)x = S(t)S(s)x,

���� 	�
� x ∈ X � t, s ≥ 0�



������� �� 	�
���
��� ��

���� ��		
� S(t)x � 
 �����
 ����
��
 �
 Sλ(t)x� �
�����
 �
�����
� �
�	
��
��
�

�
��
� {S(t) : t ≥ 0} � �� 	
������
 �
 ���		
 C0�

v) �
	�� �
�
�	���� ��
 
 �
���
� ������
	���� �
 {S(t) : t ≥ 0} � A� �
�
	� ����

λ > λ(γ) 
 �
�
 x ∈ D(A)�

‖ Sλ(t)Bλx− S(t)Ax ‖=‖ Sλ(t)Bλx+ Sλ(t)Ax− Sλ(t)Ax− S(t)Ax ‖≤

≤ ‖ Sλ(t)Bλx− Sλ(t)Ax ‖ + ‖ Sλ(t)Ax− S(t)Ax ‖≤
≤‖ Sλ(t) ‖ . ‖ Bλx− Ax ‖ + ‖ Sλ(t)Ax− S(t)Ax ‖≤

≤ etγ ‖ Bλx− Ax ‖ + ‖ Sλ(t)Ax− S(t)Ax ‖,
�
�
� �
� ��� �!� ���� �
�
 x ∈ D(A), Bλx −→ Ax� �����
 λ→∞ 
 �
� ��� "!�

Sλ(t)Bλx −→ S(t)Ax.

#		� �
	��������
 �
	��� ��
 Sλ(t)Bλx �
�$
��
 ���� S(t)Ax� ����
��
�
��
 
�

�
��%&
 � t� 
� �
�
 ���
�$��
 [0, T ] 
 ���� �
�
 x ∈ D(A)� '
�
� ��		���
 �
 �����


��(
	 
	 �
�(�
	 �� ��������
� �����
 λ→∞�

Sλ(t)x− x =

∫ t

0

d

dτ
Sλ(τ)xdτ =

∫ t

0

Sλ(τ)Bλxdτ

�
�
	�

S(t)x− x =

∫ t

0

S(τ)Axdτ, ���� �
�
 x ∈ D(A).

)
�����
� 	
 �
� *��+�
	
 B � 
 �
���
� ������
	���� �
 S(t)� �
�
	�

Bx = lim
t→0+

S(t)x− x

t
= lim

t→0+

1

t

∫ t

0

Sλ(τ)Axdτ = Ax,

���� ���� x ∈ D(A)�

'
�
 D(A) ⊂ D(B) 
 B|D(A) = A� ,�	� �
� *��+�
	
� λ ∈ ρ(A)� 	
 λ > ω 
� �
�


B � 
 �
���
� ������
	���� �
 S(t) 	
��
 �
�
 �

�
�� 4.2 ��
 λ ∈ ρ(B) ���� ���� λ

	����
��
�
��
 �����
� '
�
� 	
 λ � 	����
��
�
��
 �����
 �
�
	 λ ∈ ρ(A) ∩ ρ(B)�

)��� ���	 $��
�
	 �
 λ �
�
	�

(λI − A)(D(A)) = X, (λI − B)(D(B)) = X,


 �
�
 B ⊃ A �
�
	�

(λI − B)(D(A)) = X, (λI − A)(D(A)) = X,


��
�

D(A) = (λI −B)−1X = D(B).

'
�
 A = B 
� �		��� A � 
 �
���
� ������
	���� �
 {S(t) : t ≥ 0}� 
 ��
 �
���
��

� �
�
�	���%&
�



� �������	 
� �	�
�� �����	��

��� �����	
 �	
 �


�����

����� A � ����	�� 
���

��
��� 	� �� ���
����� {S(t) : t ≥ 0} 	� ������ C0� f :

R
+ −→ X ��� ������ ���
���� � ����
	������ � �������� 	� ������ ���
��
�{

d
dt
u(t) = Au(t) + f(t), t > 0

u(0) = x
���� 

�������� 	
�
 !�� ������ u : R+ −→ X " �����	� 	� ������� ���
� 	� ���� ��

u ��� ���
���� ���� t ≥ 0� ���

������
� 	
������
#$�� ���� t > 0� u(t) ∈ D(A) ����


�	� t > 0 � u ��

��%�� ���� �

���� u ��� ������� ���
� 	� ���� � ����&����� g(s) = S(t − s)u(s)� 0 ≤ s ≤ t�

'����(

g
′
(s) = (S(t− s))

′
u(s) + S(t− s)u

′
(s)

g
′
(s) = −S(t− s)Au(s) + S(t− s)[Au(s) + f(s)]

g
′
(s) = −S(t− s)Au(s) + S(t− s)Au(s) + S(t− s)f(s)

g
′
(s) = S(t− s)f(s)

��	�� 
�
�����	� 	� 0 � t� 0 < t <∞�∫ t

0

g
′
(s)ds =

∫ t

0

S(t− s)f(s)ds

g(s)|t0 =
∫ t

0

S(t− s)f(s)ds

g(t)− g(0) =

∫ t

0

S(t− s)f(s)ds

S(t− t)u(t)− S(t− o)u(o) =

∫ t

0

S(t− s)f(s)ds

Iu(t)− S(t)x =

∫ t

0

S(t− s)f(s)ds

)�
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u(t) = S(t)x+

∫ t

0

S(t− s)f(s)ds. �����

��	
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 �������� ���������


�
�
 ��� u �� 
 ������� ���	� �� ���!��

��	��	
�	� ���� f � ���	"��
� 
 ������ 0 ≤ s ≤ t � s �→ S(t − s)f(s) � ���	"#

��
 �� ���	
�	�� 
 ������
 ����� 	�� ���	���� $��	� �
�� �

�
��� u ��
 �������

%����
��&
�
 ����� ����	���� �� ���!�� '��
 ������� ���	� � ���	
 ����
�

(� �����)�� %����
��&
�
� ��� ��� ������
��
���	� �����)�� ���	��� ��	� � �
������	�

���	� 	��
��� y ∈ X 	
� ��� S(t)y /∈ D(A)� t > 0 � f(t) = S(t)y� $���� �
���

u(t) = S(t)x+

∫ t

0

S(t− s)S(s)yds

u(t) = S(t)x+

∫ t

0

S(t− s+ s)yds

u(t) = S(t)x+

∫ t

0

S(t)yds

u(t) = S(t)x+ tS(t)y

� ��
 ������� %����
��&
�
 ��� ��� � ��
 ������� ���	� ������ ���
 ������ ��� � ����#

���������� ���� S(t)y /∈ D(A) �
�
 t > 0� *��	
�	�� �
�
 ��� ��
 ������� %����
��&
�
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 ���!� 	�� �� ��/��� ��
 ������� ���	��

�
��
�� 	
�
 . ���	��
 ���!� 	�� ��
 ������� ���	� �
�
 	��� x ∈ D(A) ��� �

�����	� ��� 
 ������ v �
�
 ���

v(t) =

∫ t

0

S(t− s)f(s)ds ���0�

��� ���	���
���	� ������������� �
�
 	��� t > 0�

�
�����������

1�
��� ���!� 	�� ��
 ������� ���	� �
�
 x ∈ D(A)� 
 ������ v �� ��� ������

v(t) = u(t)− S(t)x,

� ��������
 �� ��
� ����)�� ���	���
���	� �������������� �� 	��� t > 0 � ���	���
���	�

������������� �� 	��� t > 0�

2�������
���	��

Ahv(t) =
S(h)− I

h
v(t) =

S(h)− I

h

∫ t

0

S(t− s)f(s)ds



������� ��� 	�
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Ahv(t) =
1

h

∫ t

0

S(t− s)S(h)f(s)ds− 1

h

∫ t

0

S(t− s)f(s)ds =

=
1

h

∫ t

0

S(t+ h− s)f(s)ds− 1

h

∫ t

0

S(t− s)f(s)ds =

=
1

h

∫ t+h

0

S(t+ h− s)f(s)ds− 1

h

∫ t+h

t

S(t+ h− s)f(s)ds− 1

h

∫ t

0

S(t− s)f(s)ds =

=
v(t+ h)− v(t)

h
− 1

h

∫ t+h

t

S(t+ h− s)f(s)ds.

������

Ahv(t) =
v(t+ h)− v(t)

h
− 1

h

∫ t+h

t

S(t+ h− s)f(s)ds. �	
��


� v � ������������� ������������� �� ���� t > 0� ����� � ������� ������ �� �	
��

��� �� ������ ������ h→ 0+�  ��� ���� t > 0� � ����� ������������  �������� ���

�  �������� ���� ��

lim
h→0+

Ahv(t) = lim
h→0+

v(t+ h)− v(t)

h
− lim

h→0+

1

h

∫ t+h

t

S(t+ h− s)f(s)ds.

!���� �� ������ ������ h→ 0+ ������

Av(t) = v
′
(t)− f(t).

"�������� v(t) ∈ D(A)
 ���� ������ v(0) = 0
 ������ �� x ∈ D(A)� � ���#�� u(t)

����  ��

u(t) = S(t)x+ v(t)

� ����#�� ����� �� �	
$�


��������� ��	� 
� v(t) ∈ D(A)  ��� ���� t ≥ 0 � Av � ����%���� ����� �  �������

�	
$� ��� ����#�� �����  ��� ���� x ∈ D(A)
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&� �	
�� ������

v(t+ h)− v(t)

h
= Ahv(t) +

1

h

∫ t+h

t

S(t+ h− s)f(s)ds.

� ������� � ������ ������ h→ 0+�  ��� ���� t > 0� ������

lim
h→0+

v(t+ h)− v(t)

h
= lim

h→0+
Ahv(t) + lim

h→0+

1

h

∫ t+h

t

S(t+ h− s)f(s)ds

v
′
(t) = Av(t) + f(t).

'���  �� (� )����� f(t) � Av(t) ��� ����%����
 !��� d+

dt
v(t) � ����%���
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���� ���	 
� ��
�� � ��
��
�	��
�� 
�����
������ �	�	 t > 0� ���� ������	 5.1 �

������	 ����� ��� ��	 ����� � ����� !�� � 
	
	 ���

u(t) = S(t)x+

∫ t

0

S(t− s)f(s)ds.

���������� 	
�
 "�#	 A � $��	
�� �
%
������	� 
� �� ����$���� 
� ��	��� C0�

f : R+ −→ X ��	 ��
� � ��
�&
�	 � ����
'	��� !�� f �	����	�	 ��	 
	� ��$��
���

��

��(��)

�� f � ��
��
�	��
�� 
�����
������ �� ��
� t ≥ 0*

��� f(t) ∈ D(A) �	�	 ��
� t ≥ 0 � Af � ��
�&
�	�

+
� �� �	�	 ��
� x ∈ D(A)� � ������	 ����� ��� ����� � ������


������������

i) ��� ���,��

v(t) =

∫ t

0

S(t− s)f(s)ds.

"�#	 u = t− s� �
� ��

v(t) =

∫ 0

t

S(u)f(t− u)(−du) =
∫ t

0

S(u)f(t− u)du,

�	�	 h > 0�

v(t+ h)− v(t)

h
=

1

h

∫ t+h

0

S(u)f(t+ h− u)du− 1

h

∫ t

0

S(u)f(t− u)du =

=
1

h

∫ t

0

S(u)f(t+ h− u)du+
1

h

∫ t+h

t

S(u)f(t+ h− u)du− 1

h

∫ t

0

S(u)f(t− u)du =

=
1

h

∫ t

0

S(u)[f(t+ h− u)− f(t− u)]du+
1

h

∫ t+h

t

S(u)f(t+ h− u)du.

��� '��-���� f � ��
��
�	��
�� 
�����
������ �	�	 ��
� t ≥ 0� ����	
���

lim
h→0+

v(t+ h)− v(t)

h
=

= lim
h→0+

1

h

∫ t

0

S(u)[f(t+ h− u)− f(t− u)]du+ lim
h→0+

1

h

∫ t+h

t

S(u)f(t+ h− u)du.

lim
h→0+

v(t+ h)− v(t)

h
=

∫ t

0

S(u)f ′(t− u)du+ S(t)f(0), � ��
�&
�	.

.���� v(t) � ��
��
�	��
�� 
�����
������� ��$� ���� ������	 5.1� � ������	 �����

��� ��	 ����� � ������

ii) ��� '��-���� f(s) ∈ D(A)� 0 ≤ s ≤ t� �
� � ���	 �������� � 4.2� S(t− s)f(s) ∈
D(A) �

d

dt
(S(t− s)f(s)) = AS(t− s)f(s) = S(t− s)Af(s)�
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� �	�����
 �����
 � ������� �� �������	 ��


�	

��
��
 ��

��� ���	
��� Af 
 ���
���� � {S(t) : t ≥ 0} 
 �� ��������� �� ������ C0� ���
��
� 


��� ������� �� ���������� �������� ����
����� ��
�� ���� ������� 2.4� S(t) 
 ���
�����

���� S(t− s)Af(s) = AS(t− s)f(s) 
 ���
�����

����
�� ��� ���	
���� f(s) 
 ���
����� ���� S(t− s)f(s) 
 ���
�����

A ��� ���	
��� 
 �� ������� �����
������� ���� ���������� 4.3 ����� ��� A 
 ��

�������� ������ ��������  �
�� ���� ������� 3.6�

v(t) =

∫ t

0

S(t− s)f(s)ds ∈ D(A) ���� 
��� t > 0.

Av(t) = A

∫ t

0

S(t− s)f(s)ds =

∫ t

0

AS(t− s)f(s)ds.

!��������� ��� v(t) ∈ D(A) ���� 
��� t > 0 � Av 
 ���
����� ��
�� ���� !����"���

5.1� � ���
��� #��$% 
�� ��� ������� ���
�� ���� 
��� x ∈ D(A)�

��� �����	
��
 ��	������� ������
�
� ���
���
 �	��

��
 � ��	�
�� �� ��	����� ��
 ���
�����


&��
� ����� ��
������� �� ����� ���� � ����� �� ������� ���� #��$%� '�� ���(

����� �� ������� ����� ���� #��$% 
 ����� � 
 ���
���� ��� ��� �������� ������"��� �

�������
� ���� � �)��
*���� � ��������� �� �����+�� ������ ���� 
���� �� ����� ��������

�� X� 
 ��� A ���� �� C0 ��������� �� X �� ���
� ����� � ������� 
 ���� ���� �	�����

�� ,������� ��� ����
��
���

&� ��� ����� A 
 �� �������� ������ ������� � ��������
� ������� �� �� ������

�� -����� X ��� ���� ����
��� ��� X∗�

�������� 	
�
 . ��/��
� �� A 
 � �������� A∗ : D(A∗) ⊂ X∗ −→ X∗ �������

���0

D(A∗) = {ϕ ∈ X∗ : � ���������D(A) � x �−→ ϕ(Ax) ������ ��� �)
����� ���
���� ϕ̃ ∈ X∗}

A∗ϕ = ϕ̃� ���� 
��� ϕ ∈ D(A∗)�

�
�������� �
 &�
� ��� ���� x ∈ D(A), 〈x,A∗ϕ〉 = 〈x, ϕ̃〉 = 〈Ax, ϕ〉� ���� ��
����
������ � ��
���� ϕ(x) = 〈x, ϕ〉�

�������� 	
�
 '�� ������ f : [a, b] −→ R 
 ������� ������
����
� ���
����

�� [a, b] �� ���� ε > 0� �)��
� �� δ > 0 
�� ���

n∑
i=1

| f(x′
i)− f(xi) |< ε



��������	
 �	�����
�� �	
��
�	
� �	�����
 �����
 � ������� �� �������	 ��


�	

��
��
 ��

���� ���� ���	
�� �� ��
��������
	� [xi, x
′
i] �� [a, b] �	�� � �	�� �������	� �����������	

n∑
i=1

| x′
i − xi |< δ.

������� ��	� �� f � �
�	
�������� �	������ �� [a, b]� ����	 f ��� �������� ��

����� �	�	� 	� �	��	� �� [a, b]�

���� ����
���	 �	�� ��� ���	�����	 �� � !�


���
��� ���� ���� f : (0, τ ] −→ X ��� ���"�	 �	������� #�� ���"�	 u ∈
C(0, τ ;X) � ��� �	
�"�	 ����� ��{

d
dt
u(t) = Au(t) + f(t), t ∈ (0, τ ]

u(0) = x, x ∈ X
�����

��� � ��	�
�� ��� �
�
 ���� v ∈ D(A∗) 
 ��
��� 〈u(t), v〉 ��� 
������
	�
�� ��
��
�


�	 [0, τ ]� u(0) = x �
d

dt
〈u(t), v〉 = 〈u(t), A∗v〉+ 〈f(t), v〉 �����

�
�
 ��
�� ����� t ∈ [0, τ ]�

������� ��	� �
�
 �
�
 x ∈ X �x � � �
��� �
���
�� ������ �	
 �
��
 �������

��
�
 u(t) �� ����� �
����
 �
�� u(0) = x ��� � ��	�
�� ��� A ��� � !��
��� �
"
�����	
�

�� �	 ��	�!���� �����	�
�� ��
��
�� {T (t) : t ≥ 0} �� ����
����� ��
�
��� ��	��
���

�	 X� � 
���� �
�� u(t) � �
�� ��� ���#��

$ ��	�
���
��� � �
��
�
 �	 �������
� 
����
�%�� �� ��!��
�� &�	
�


��� ���� '� x, z ∈ X ��� �
�� ��� �
�
 ���� v ∈ D(A∗)� 〈z, v〉 = 〈x,A∗v〉� �
���
x ∈ D(A) � z = Ax�

����
��������

'�(
 G(A) ⊆ X × X � !�)"�� �� A� � ��
� � ���*
�� ��� *��+����� '� (x, z) 
��

�����
�� 
� G(A) ��!�� ���� ,����	
 �� -
*
./


�*� ��!�
�
 ���	
 !��	�����
� ���

������	 v, v∗ ∈ X∗� �
�� ��� 〈Ax, v〉+〈x, v∗〉 = 0 �
�
 ���� x ∈ D(A) � 〈z, v〉+〈x, v∗〉 �=
0� $���	� v ∈ D(A∗), v∗ = −A∗v � 〈z, v〉 �= 〈x,A∗v〉� � ��� � �	
 ��
��
������

����
�������� ��� ������� ��	�

'�(
 A � !��
��� �� ��	�!���� �����	�
�� ��
��
�� {T (t) : t ≥ 0}� 0����� �	


��
��

�� M �
� ��� ‖ T (t) ‖≤M �
�
 t ∈ [0, τ ]�

1���	�� ��� �� x ∈ X � v ∈ D(A∗) �
��� 〈T (t)x, v〉 � ������
��)��� �	 ���
��� 
 t

��	 �����
�
 〈T (t)x,A∗v〉�
2� �
��� �
�
 x ∈ D(A)�

d

dt
〈T (t)x, v〉 = lim

h→0

〈T (t+ h)x, v〉 − 〈T (t)x, v〉
h

= lim
h→0

〈(T (t)T (h)− T (t))x, v〉
h

=



��������	
 �	�����
�� �	
��
�	
� �	�����
 �����
 � ������� �� �������	 ��


�	

��
��
 ��

= lim
h→0

〈T (t)(T (h)− I)x, v〉
h

=

〈
lim
h→0

(T (h)− I)T (t)

h
x, v

〉
=

= 〈AT (t)x, v〉 = 〈T (t)x,A∗v〉.
���� x ∈ X ���	
� ��� 	�
������ D(A) � xn −→ x� � ���
��
�

lim
h→0
〈h−1(T (t+ h)− T (t))x, v〉 = lim

h→0
lim
n→∞

〈h−1(T (t+ h)− T (t))xn, v〉
= lim

n→∞
lim
h→0
〈h−1(T (t+ h)− T (t))xn, v〉

= lim
n→∞

〈T (t)xn, A
∗v〉 = 〈T (t)x,A∗v〉.

���� u ���� ��� ������ � �����  �� 
�� u ∈ C1(0, τ ;X)� ��!� ��		�� ���� 
���

v ∈ D(A∗) � t ∈ [0, τ ]�

〈u(t), v〉 = 〈T (t)x, v〉+
∫ t

0

〈T (t− s)f(s), v〉ds.

"��  �# 
�� (t, x) �−→ T (t)x ! ���
$��� �� [0, τ ]×X 	�%�� ���� &������ '����(

���
�� �� )�������

d

dt

∫ t

0

〈T (t− s)f(s), v〉ds = 〈f(t), v〉+
∫ t

0

d

dt
〈T (t− s)f(s), v〉ds =

= 〈f(t), v〉+
∫ t

0

〈T (t− s)f(s), A∗v〉ds,

���
��
�� 〈u(t), v〉 ! ���������� �� ���� t ∈ (0, τ) � 	�
�	��# ������

*� 	�%����  ���	 ��� �� 
�� u(t) ! � +���� 	���,-� ����� �� ����� 	�
�	��#����

u(0) = x�

���� u(t) ��
�� 	���,-� ����� � ��.����	 w = u− u� *�
-��

d

dt
〈w(t), v〉 = d

dt
〈u(t)− ū(t), v〉 = d

dt
〈u(t), v〉 − d

dt
〈ū(t), v〉 =

= 〈u(t), A∗v〉+ 〈f(t), v〉 − 〈ū(t), A∗v〉 − 〈f(t), v〉 = 〈u(t)− ū(t), A∗v〉 = 〈w(t), A∗v〉.∫ t

0

d

dt
〈w(s), v〉ds =

∫ t

0

〈w(s), A∗v〉ds =

= 〈w(t), v〉 − 〈w(0), v〉 =
〈∫ t

0

w(s)ds, A∗v
〉
.

/�%��

〈w(t), v〉 =
〈∫ t

0

w(s)ds, A∗v
〉

���� 
��� v ∈ D(A∗), t ∈ [0, τ ]� ���� /��� ��
������ z(t) =

∫ t

0

w(s)ds ∈ D(A) �

w(t) = d
dt
z(t) = Az(t)�

���
��
�� z(t) 	�
�	��# � �
��,-� 0���%����{
ż(t) = Az(t)

z(0) = 0
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�	

��
��
 ��

����� z(t) = 0�

��	
��
�� w(t) = 0� 
�
� �� u = u�

���
�	������
�� ������� ��� A � 
�� ��� ����� ���� ���
�� � ��	� ���� x ∈ X

��
�
� ���  �
�� ����!"� #	��� u(t) ��

�#�$���� u(0) = x� ��	� t ∈ [0, τ ] ��%��

T (t)x = u(t)− u0(t)� ���� u0 � � ����!"� #	��� �� ����� ��

�#�$���� u0(0) = 0�

��	� t ≥ τ ���	������ t = nτ + s� ���� n � �� 
�
�
	� �"� ����

�� � s ∈ [0, τ) �

������� ��
����	 � ��%�
!"� ��
�� ��������� T (t)x = T (s)T (τ)nx�

�	
��
	����
� �&��	����� ��� � ���
��!"� �
���	 θ : X −→ C(0, τ ;X) ��%�
�� ��	

θ(x) = T (·)x �����
 �	�%�� #�������

'� #�
�� ���� xn −→ x � θ(xn) −→ y� 
�
� ��

sup
t∈[0,τ ]

‖ T (t)xn − y(t) ‖−→ 0, ������ n→∞.

��	
��
�� ��	� ϕ∗ ∈ X∗ 
����

| 〈ϕ∗, y(t)− T (t)x〉 |≤| 〈ϕ∗, y(t)− T (t)xn〉 | + | 〈ϕ∗, T (t)xn − T (t)x〉 |≤

≤‖ ϕ∗ ‖X∗‖ y(t)− T (t)xn ‖X + ‖ ϕ∗ ‖X∗‖ T (t) ‖L(X)‖ xn − x ‖X−→ 0,

������ n→∞� ����

〈ϕ∗, y(t)− T (t)x〉 = 0, ��	� 
��� ϕ ∈ X∗,


�
� �� y(t)− T (t)x = 0�

��	
��
� � ���
��!"� x �−→ T (·)x � ���
(���� )� ��
	�� �	��	
������ �� ���
�	���

����		�� 
	
�
�����
� �� ��%�
!"� �� T (t)� �� ����� {T (t) : t ≥ 0} � �� ���
�	���

#�	
����
� ���
(����

*��� B � ��	���	 �� T (t) � x ∈ D(B)� +�
"� �� ��%�
!"� �� T (t) ���� �
#�	��!�

�� ����!,�� #	���� � �� �&��	��!"� ��&	� � #-	���� �� ��	
��!"� �� 〈T (t)x, v〉 
����

〈T (t)x,A∗v〉 = d

dt
〈T (t)x, v〉 = 〈BT (t)x, v〉 ��	� t ≥ 0 � v ∈ D(A∗).

+� ��	

����	 ��	� t = 0

〈x,A∗v〉 = 〈Bx, v〉, ��	� 
��� v ∈ D(A∗).

*���� ���� .��� ��
�	
�	 ��� x ∈ D(A) � Bx = Ax� +�
"�� D(B) ⊆ D(A) �

Bx = Ax� ��	� 
��� x ∈ D(B)�

) �	��� �� /��	��� ��
�	� ������
� �� ���
	�	��� ��� D(A) ⊆ D(B)�

*��� x ∈ D(A)� ��	
��
�� ���� .��� ����� ��� ��	� ���� t ∈ [0, τ ] �� 
�
��	�
�∫ t

0
T (s)xds �

∫ t

0
T (s)Axds ��	
����� � D(A)�

'� #�
��
d

dt
〈T (t)x, v〉 = 〈T (t)x,A∗v〉, ��	� 
��� v ∈ D(A∗),
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�	

��
��
 ��

������

〈T (t)x− x, v〉 =
∫ t

0

〈T (s)x,A∗v〉ds =
〈∫ t

0

T (s)xds, A∗v
〉
, �,

T (t)x = x+ A

∫ t

0

T (s)xds. 	
��


T (t)Ax = Ax+ A

∫ t

0

T (s)Axds. 	
��


��������� � �������

z(t) =

∫ t

0

T (s)Axds− A

∫ t

0

T (s)xds.

����� �� 	
��
 ��� z ∈ C(0, τ ;X)� ���������� z(0) = 0� ���� v ∈ D(A∗)�

���� ��� ���� ���� v ∈ D(A∗)

d

dt
〈u(t), v〉 = 〈u(t), A∗v〉+ 〈f(t), v〉, u(0) = x

d

dt
〈u0(t), v〉 = 〈u0(t), A

∗v〉+ 〈f(t), v〉, u0(0) = 0

� ��������� ���� T (t)x = u(t)− u0(t)�

d

dt
〈T (t)x, v〉 = 〈T (t)x,A∗v〉.

 ��!"��

z(t) :=

∫ t

0

T (s)Axds− A

∫ t

0

T (s)xds
(5.7)
=

∫ t

0

T (s)Axds+ x− T (t)x.

#��������

d

dt
〈z(t), v〉 = d

dt

〈∫ t

0

T (s)Axds, v

〉
+

d

dt
〈x− T (t)x, v〉

= 〈T (t)Ax, v〉 − 〈T (t)x,A∗v〉
(5.8)
=

〈
A

(
x+

∫ t

0

T (s)Axds

)
, v

〉
− 〈T (t)x,A∗v〉

= 〈z(t), A∗v〉.

$�� ����� �� ������ %��&����� ��� � ������� d
dt
z(t) = Az(t), z(0) = 0� ��� ������

� ������� ���'� (���� )�����∫ t

0

T (s)Axds = A

∫ t

0

T (s)xds, t ∈ [0, τ ].

#�������� ��� 	
��
�

lim
t→0+

1

t
[T (t)x− x] = Ax

�� ������ x ∈ D(B)�

#�������� D(A) ⊆ D(B) � �  ������ ���* '��������
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