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RESUMO

Estudamos, neste trabalho, algumas propriedades dinamicas do Modelo do Acelerador
de Fermi, em trés versoes distintas: uma versao conservativa e duas versoes dissipativas.
A primeira versao dissipativa com amortecimento proporcional a velocidade da particula e
a segunda versao dissipativa com amortecimento proporcional ao quadrado da velocidade.
Nas versoes dissipativas, a forca de dissipacao é introduzida via arrasto viscoso e age ao
longo de toda a trajetéria da particula. O modelo de Fermi é um modelo unidimensional
que consiste de uma particula classica de massa m que move-se com velocidade constante e
sofre colisoes elasticas com duas paredes rigidas. Uma delas ¢ fixa ao passo que a posicao
da outra é dependente do tempo. A descricao da dinamica dos modelos é feita todas
as vezes que a particula colide com a parede movel, de modo que o conhecimento dos
valores da velocidade da particula e do tempo no instante da colisao descrevem toda a
dinamica. O mapeamento que descreve a dinamica é bidimensional, nao linear e, para
os casos dissipativos obtidos via solucao de equacoes diferenciais. Analisamos os modelos

numericamente e apresentamos e discutimos nossos resultados.



ABSTRACT

Some dynamic properties of the one-dimensional Fermi Accelerator Model under the
presence and absence of frictional force are studied. We have considered three different
versions, namely: a conservative and two dissipative versions. The first dissipative version
consists in considering the damping to be proportional to the particle’s velocity while the
second one assumes the damping to be proportional to the square particle’s velocity. For
the dissipative versions, we have introduced dissipation via a drag force, like a gas, that
act during all trajectory of the particle. The Fermi accelerator model consists of a classical
particle of mass m that is confined in and suffers elastic collisions with two walls. One of
them is fixed while the other is time dependent. The description of the dynamics of either
models is made all the times the particle bounces the moving wall. It is made via a two
dimensional non linear mapping. For the dissipative cases the mapping is obtained via
differential equations. We investigate both models analytically and numerically, present

and discuss our results.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Um grande desafio na investigagao de sistemas nao lineares é explicar os fenomenos
muitas vezes inesperados que tais sistemas apresentam. Comportamento cadtico, por
exemplo, aparece com grande freqiiéncia em tais sistemas, tanto na presenga quanto na
auséncia de dissipagao [1, 2, 3|. Para o caso dissipativo, a propriedade de contracao de area
leva o sistema a produzir um conjunto de diferentes comportamentos assintoticos, como
pontos fixos, ciclos limite e atratores cadticos. Também existem sistemas com mais de um
atrator [4] onde, frequentemente, o interesse estd centrado na determinagao das bacias de
atracao de cada atrator, cujas fronteiras podem ser continuas ou fractais. Para o caso nao
dissipativo, a estrutura caracteristica de sistemas Hamiltonianos é observada, com espaco
de fases misto, no sentido de que ilhas Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM) aparencem,
juntas com curvas invariantes spanning, separando diferentes porgoes do espaco de fases
e mares de caos [5, 6, 7, 8. As ferramentas utilizadas no estudo de ambos os casos,
dissipativo e nao dissipativo, sao amplamente aplicaveis em diferentes campos da fisica
como astrofisica, fisica dos plasmas, fluidos, aceleradores e movimento planetario. Estes
modelos unidimensionais permitem também comparacoes diretas de predicoes tedricas
com resultados experimentais. Além disso, sistemas nao lineares tais como o modelo
Fermi-Ulam e recentemente, uma versao com guias de onda [9], sdo exemplos de modelos
dinamicos cujas propriedades de escala podem ser investigadas préximas da transicao de
integravel para nao integravel.

Neste trabalho, nds revisitamos o Modelo do Acelerador de Fermi, buscando entender
e descrever algumas de suas propriedades dinamicas. Os estudos sobre o Modelo Unidi-
mensional do Acelerador de Fermi comegaram em 1949 [10], quando Enrico Fermi tentou
descrever um mecanismo de aceleracao dos raios cosmicos no meio interestelar. Este me-
canismo simula as interagoes desses raios com campos magnéticos oscilantes. Um sistema
dinamico que corresponde ao modelo original proposto por Fermi, foi depois proposto por

Ulam [11]. Este modelo consiste de uma particula cldssica confinada e colidindo elastica-



mente entre duas paredes rigidas. Uma das paredes é assumida como sendo fixa enquanto
que a outra move-se periodicamente no tempo. Tal modelo ficou conhecido como Modelo
Fermi-Ulam [12, 13, 14] e, desde entdo, vem sendo estudado em muitas outras diferen-
tes versoes. Dentre algumas das modificagoes sofridas e estudadas no modelo, podemos
citar a inclusao de campos externos, colisoes inelasticas, coeficientes de amortecimento
e também efeitos quanticos [15, 16, 17, 18, 19, 20, 21]. Uma versdo alternativa do mo-
delo, na presenga de campo gravitacional, também chamada de bouncer [22], consiste de
uma particula colidindo em uma plataforma vertical mdvel, sob um campo gravitacional
constante. A propriedade mais importante do modelo bouncer e que se opoe ao modelo
Fermi-Ulam, é que ele mostra, para uma combinacao especifica de parametros de controle
e condigoes iniciais, o fenomeno de crescimento ilimitado de energia da particula. Este
resultado contraditério, foi mais tarde discutido e explicado por Lichtenberg et al. [23].
Recentemente, uma versao hibrida dos modelos Fermi-Ulam e bouncer [24], foi estudada.
O modelo considera o movimento de uma particula classica em um campo gravitacional,
com o movimento confinado entre duas paredes rigidas, uma delas fixa e a outra movendo-
se periodicamente no tempo. Este modelo recupera os resultados do modelo Fermi-Ulam
no limite de campo externo zero e mostra propriedades do modelo bouncer para campo
gravitacional intenso. Além disso, para um certo conjunto de parametros de controle, pro-
priedades que sao caracteristicas individuais do modelo Fermi-Ulam e do modelo bouncer,
podem aparecer juntas e coexistir na versao hibrida do modelo.

Considerando a introducao de dissipacao, uma conseqiiéncia imediata é que a dinamica
do modelo é drasticamente afetada. Sabemos que existem muitas diferentes maneiras de se
introduzir forgas de amortecimento no sistema. Uma delas é considerar colisoes inelasticas
da particula com uma das paredes ou com as duas. Assim, a particula sofre uma perda
fracional de energia a cada colisao. Como conseqiiéncia, o sistema nao preserva medida
do espaco de fases, cuja estrutura mista é destruida. Em especial, é possivel observar
diferentes comportamentos assintoticos a medida que o coeficiente de amortecimento é
variado. Dentre eles, efeitos de transiente [25], pontos fixos atrativos [26] e atratores caé-
ticos [27]. Uma importante propriedade que pode ser extraida da presenca de dissipagao
na dinamica do modelo é a ocorréncia de crises de fronteira [28]. Apds as crises, o atrator
cadtico nao existe mais. Ele é substituido por um transiente cadtico que é descrito por
uma lei de poténcia [29]. Outra diferente opgao de se introduzir forga de amortecimento
no sistema é considerar que a particula move-se na presenca de uma forca de arrasto. Este
tipo de dissipagao age ao longo de toda a trajetoria da particula, ao contrario das colisoes
inelasticas, onde ela atua somente no instante de cada impacto.

O principal objetivo deste trabalho é caracterizar os efeitos de uma forga dissipativa

no Modelo Fermi-Ulam. A forca de amortecimento é introduzida no sistema via um movi-



mento relativo de uma particula dentro de um fluido, como um gas. Recentemente, Leonel
and McClintock [30], mostraram que, para uma for¢a de amortecimento proporcional a
velocidade da particula, o sistema produz determinantes das matrizes Jacobianas que ora
contraem a area do espaco de fases e ora preservam area do espaco de fases. Em nossa
aproximagcao, entretanto, assumimos que a forga dissipativa é proporcional ao quadrado
da velocidade da particula. Uma conseqiiéncia deste tipo de for¢a de amortecimento é
ter o determinante da matriz Jacobiana do sistema apresentando somente a propriedade
de contracao de drea do espaco de fases. Adicionalmente, o sistema exibe um nimero ar-
bitrariamente grande de pontos fixos atrativos e érbitas periddicas. Este grande ntimero
de orbitas periddicas produz uma complexa estrutura de bacia de atracao, cujos limites
percorrem quase todo o espacgo de fases. Em particular, sao observados muitos atratores
de baixo periodo. E importante salientar que estudos de sistemas dinamicos considerando
um “single rotor”[31], tem mostrado que, no caso de sistemas Hamiltonianos, o sistema
exibe um vasto numero de orbitas periddicas estaveis e cada uma delas converge para um
ponto fixo atrativo quando uma pequena quantidade de dissipacao é aplicada. Além disso,
¢é esperado que a complexidade de tal modelo possa ser extendida para sistemas de alta
dimensao, como por exemplo, o “double rotor”[32], onde sdo encontrados mais de 1000
atratores periddicos de baixo periodo. O modelo Fermi-Ulam dissipativo também é um
modelo que exibe grande numero de atratores periddicos coexistentes. Neste trabalho,
vamos estudar as principais propriedades quantitativas e qualitativas observadas neste

sistema.



Capitulo 2

MODELO FERMI-ULAM
CONSERVATIVO

2.1 Resumo

Neste Capitulo, estudaremos o modelo Fermi-Ulam. Discutiremos uma forma de des-
crever o modelo via mapeamento discreto. Construiremos os mapeamentos para as versoes
completa e simplificada do modelo. Analisaremos os resultados encontrados no espago de
fases das duas versoes e caracterizaremos o comportamento cadtico do sistema pela ob-

tencao dos expoentes de Lyapunov.

2.2 Motivacoes

De acordo com estudos realizados por Enrico Fermi em 1949 [10], os raios césmicos
podem ser acelerados no espacgo interestelar por interagoes com estruturas magnéticas
oscilantes, um mecanismo que pode ser aproximado e consequentemente modelado como
a colisao de uma particula com uma fronteira rigida que se move no tempo.

Quando Enrico Fermi realizou este estudo, ele nao utilizou equacoes matematicas para
descrever a dinamica do modelo. Seu estudo concentrou em analisar o comportamento
dindmico do sistema apenas de forma qualitativa. Foi entdao que Stanislaw Ulam [11],
propos um sistema dinamico que corresponde a esséncia do modelo original proposto por
Fermi. Desse modo, ele pode equacionar a dinamica do sistema e estudar numericamente
o modelo de forma mais detalhada. Este modelo, que é conhecido como modelo Fermi-
Ulam [12, 13, 14], também chamado de modelo bouncing ball, consiste de uma particula

classica confinada entre duas paredes rigidas e colidindo elasticamente com elas. Uma
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das paredes é assumida como sendo fixa ao passo que a outra move-se periodicamente
no tempo. Por ser um modelo relativamente simples, unidimensional e que produz re-
sultados extremamente interessantes, serviu de instrumento de estudo de muitos fisicos e
matematicos, que acrescentaram uma variedade de modificagoes no modelo e estudaran
suas propriedades. Ainda nos dias de hoje o modelo Fermi-Ulam tem despertado muito
interesse uma vez que muitas de suas propriedades dinamicas podem ser descritas por leis
de poteéncia, etc.

Um modelo também ja bastante conhecido, que é uma modificagao do modelo de
Fermi, é o chamado modelo bouncer. Ele foi proposto em 1977, por Pustylnikov [22], e
consiste de uma particula classica que é submetida a um campo gravitacional constante. A
particula sofre colisdes com uma plataforma movel e, ao contrario do modelo Fermi-Ulam,
dependendo das condigoes iniciais e parametros de controle, permite crescimento ilimitado
de energia pela particula (um fenémeno conhecido como aceleragio de Fermi). FEsta
aparente contradicao entre os dois modelos foi posteriormente explicada por Lichtenberg
et al. [23].

A estrutura do espaco de fases de um sistema caracteriza os possiveis comportamentos
dinamicos daquele sistema. Este, por sua vez, pode apresentar graus distintos de organi-
zacao e conter hierarquias de arranjos. A dinamica deterministica do modelo Fermi-Ulam
fornece uma hierarquia de comportamentos que é observada no espaco de fases de tipo
misto, como a existéncia de ilhas de estabilidade (ilhas Kolmogorov-Arnold-Moser - KAM)
circundadas por um mar de caos que é caracterizado por um expoente de Lyapunov posi-
tivo. Tais expoentes informam se uma orbita apresenta ou nao sensibilidade as condigoes
iniciais. Se duas 6rbitas vizinhas divergem exponencialmente uma da outra com o tempo,
entao as orbitas apresentam sensibilidade as condi¢oes iniciais e sao classificadas como
caoticas. O interior das ilhas KAM consiste de uma regiao proibida para uma orbita
pertencente ao mar de caos. Conseqiientemente, uma érbita que esta vinculada ao in-
terior de uma ilha KAM jamais sai da ilha, da mesma forma que uma Orbita que estd
imersa no mar de caos jamais penetra na ilha KAM. Este mar de caos é limitado por uma
curva invariante do tipo spanning, que leva esse nome por delimitar o espaco de fases. A
existéncia das curvas invariantes spanning ¢ que garante que o crescimento de energia do
sistema sera limitado. A curva invariante spanning de mais baixa energia ou a primeira
curva invariante spanning divide o espago de fases em duas regioes distintas: a regiao lo-
calizada abaixo da primeira curva, onde existem ilhas KAM envoltas por um mar cadtico
e a regiao localizada acima da primeira curva, onde sao observadas curvas invariantes e,
eventualmente, pequenas regioes caodticas.

Neste Capitulo, encontramos as equacoes do movimento para o modelo de Fermi.

Discutimos uma simplificacdo no modelo, a qual chamamos de versao simplificada. Cons-

11



truimos os espagos de fases para as duas versoes, onde observamos a existéncia de ilhas
KAM, mares de caos e curvas invariantes spanning e verificamos o por qué deste modelo
ser chamado de Conservativo. Finalmente, na tultima secao, caracterizamos e avaliamos
numericamente os expoentes de Lyapunov para a secao correspondente no mar de caos
localizado abaixo da primeira curva invariante spanning do espaco de fases dos modelos

completo e simplificado.

2.3 O Modelo Completo

O modelo do acelerador de Fermi consiste de uma particula classica de massa unitaria,
confinada ao interior de duas paredes rigidas, sendo uma delas fixa e a outra dependente do
tempo, sofrendo colisoes elasticas. A parede fixa estd localizada em x = [ e a parede movel
tem a equagao da posi¢ao dada por x,, = € cos(wt), onde € é a amplitude de oscilagao do

movimento, w é a freqiiéncia angular e ¢t é o tempo. A Figura 2.1 ilustra o modelo.

Figura 2.1: Esquema ilustrativo do modelo Fermi-Ulam.

A regiao compreendida no intervalo de = € [—¢,¢€] é chamada de zona de colisdo.
Aqui, [ é a distancia da parede fixa até a posicao central da zona de colisao. A velocidade
da parede movel v, é dada pela derivada da sua posi¢ao em relagao ao tempo, ou seja,
vy = (dx,,/dt), que fornece v,, = —ewsin(wt). Considera-se que a velocidade da parede
movel nao seja afetada pela colisao.

Algumas grandezas, neste modelo, sao irrelevantes para a dinamica do sistema. E
o caso da distancia [ e da freqiiéncia angular w. E facil ver que [ é dinamicamente
irrelevante, pois, se a aumentarmos ou diminuirmos, a dinamica do problema continua a
mesma, exceto que o tempo de voo entre os choques sofre uma corregao que é diretamente
proporcional a [. Para exemplificar a irrelevancia da freqiiéncia angular w, pensemos
numa fita de videocassete rodando um filme qualquer, no modo normal, em um televisor.

Se acelerarmos a fita fazendo com que ela rode mais rapidamente, vamos ver o filme todo
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(embora na pratica este procedimento nao seja muito vidvel), mas num intervalo de tempo
muito menor do que se estivesse sendo exibida no modo normal. Se ao contrario, fizermos
com que a fita seja passada mais lentamente, como em modo de camera lenta, também
vamos ver o filme todo do mesmo jeito, s6 que agora num intervalo de tempo muito maior.
Nao importa se a fita serd passada mais rapido ou mais lentamente, o seu contetdo, ou o
filme, sera completamente exibido. O que muda, na realidade, é o tempo de exibicao. A
freqiiéncia angular w comporta-se como o filme do nosso exemplo e podemos dizer que ela
é equivalente a uma mudanca na escala temporal, ou seja, (t* = wt). Uma vez irrelevantes,
podemos definir novas variaveis para as equacoes da posicao e da velocidade da parede
movel no intuito de reduzirmos o niimero de parametros de controle do sistema. Definimos,
assim, as seguintes varidveis adimensionais: X, = (x,/l), € = (g/1), Viy = [vw/(wl)]
e ¢ = (wt), onde ¢ é a fase da parede modvel imediatamente apds sua colisao com a
particula. Em outras palavras, vamos dividir ambos os lados da equacao da posicao da
parede movel por [ e ambos os lados da equacao da velocidade da parede mével por wi.

Desta forma, a equacao da posicao da parede movel pode ser escrita como

Xu(t) = €ecos(o), (2.1)

e da velocidade da parede mével como
Vi(t) = —esin(¢). (2.2)

Salientamos que, a partir de agora, todas as equagoes que obtivermos serao definidas
nestas novas variaveis.

E importante observar que, nestas novas varidveis, as Egs. (2.1) e (2.2) tornaram-se
adimensionais. Vamos verificar esta adimensionalidade analisando as dimensdes de cada
grandeza. Em X, = z,/[, onde a dimensao de z,, e [ sdo ambas espago e portanto
se cancelam. Da mesma forma ocorre com ¢ = ¢/l, sendo £ a amplitude de oscila¢ao
do movimento da parede mével, que tem a mesma dimensao de [. Para V,, = v, /(wl).
Finalmente, em ¢ = wt.

A dinamica do modelo pode ser descrita pelo uso de um mapeamento discreto, bidimen-
sional, ndo linear, escrito nas variaveis (V, ¢), onde V' e ¢ correspondem, respectivamente,
a velocidade da particula e a fase da parede mével imediatamente apds a colisao. Antes
de descrever o mapeamento, precisamos classificar as colisdes da particula com a parede
movel em dois casos distintos:

(1) A particula sofre mais de uma colisao com a parede mével antes de sair da zona
de colisao, em = € [—¢,€]. A este tipo de colisao daremos o nome de Colisao Muiltipla.

(2) A particula sofre uma tnica colisdo com a parede mével e abandona a zona de

colisao. A este tipo de colisao daremos o nome de Colisao Simples.
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2.3.1 Colisoes Multiplas

Vamos agora construir o mapeamento para o caso em que a particula colide sucessivas
vezes com a parede mével antes de deixar a zona de colisao. O mapeamento é definido
como uma aplicacao T'(V;,, ¢n) = (Vat1, ¢ni1), que nos permite determinar os valores des-
sas variaveis no instante t,,,1 (imediatamente apds a proxima colisdo), uma vez conhecidos
os valores dessas varidveis no instante t,, (imediatamente apds a colisdo anterior).

Considerando, como condicao inicial, a situacao em que a particula, no instante t = ¢,,,
tem posicao dada por X,(t,) = X,(t,) = ecos(wt,). A particula estd com velocidade
inicial V,, > 0, uma vez que esta viajando no sentido positivo do eixo x.

A fase do movimento da parede no instante da colisao é calculada a partir da fase no
instante da colisao anterior corrigida em funcao do tempo decorrido entre estas colisoes
(te), Gni1 = ¢n + wt.. O instante de colisao é obtido da condicao de que X, (t) = X, (¢).
Sabemos que a velocidade da particula do nosso modelo, entre colisoes, é sempre cons-
tante, conseqiientemente sua aceleracao é nula. Assim podemos, de forma mais genérica,
utilizar a equagao da posi¢ao da cinemdtica, x — xg = vo(t — to) + (1/2)a(t — t)?, para
encontrarmos a posicao da particula no instante de colisao com a parede moével. Con-
siderando a aceleragao nula, o segundo termo depois da igualdade da equacao acima se
torna zero, reduzindo nossa equagdo a r — xg = vo(t — tp)). Isolando x, encontramos
x = xo+vo(t —1,). Esta é a equagao da posi¢ao que estavamos procurando. Combinando

esta equacao com os dados do nosso problema, obtemos que
Xw(tnﬂ) = Xp(tnﬂ) = Xp<tn) + Vate, (2-3>

onde X, (t,+1) é a posigdo da parede mével no instante da colisao (n+ 1) com a particula,
X, (t,) é a posicao da particula no instante da colisao n e V,, é a velocidade da particula

no intervalo t. entre as colisoes. Combinando as equagoes anteriores, encontramos
€ cos(¢y, + wt.) = ecos(¢y) + Vite. (2.4)

O valor da fase na proxima colisao é, entao, dada por

¢n+1 - ¢n + ¢cu (25)

onde ¢. é a mudanca de fase do movimento da parede movel ocorrida no intervalo entre
colisoes sucessivas t., ¢, = wt..

A velocidade da particula na proxima colisao, V,, 1, sera dada pelo principio da conser-
vacao de energia e momentum no referencial da parede mével. A seguir, vamos detalha-
damente descrever como se da o processo de obtencao da velocidade da particula através
deste principio. A Figura 2.2 mostra, de forma esquematica, como é feita a mudanca de

referenciais.
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Figura 2.2: Esquema ilustrativo da mudanca de referenciais. O plano xy representa o referencial
inercial, ou seja, a parede fiza. O plano x'y' representa o referencial nao inercial,

ou seja, a parede movel.

Na Figura 2.2, o vetor ﬁ representa a posicao da particula vista do referencial inercial
(parede fixa), o vetor 7’ representa a posicao da particula vista do referencial ndo inercial
(parede mével) e o vetor 7 é a distancia entre os dois referenciais. Da soma de vetores,
temos que R=7 + 7. Derivando esta equacdo no tempo, encontramos a velocidade

da particula V,, medida no referencial inercial, dada por

V, =V, +V,, (2.6)

onde V' é a velocidade da particula vista do referencial nao inercial e V,, é a velocidade
da parede medida no referencial inercial. Identificando o instante imediatamente anterior
ao choque pelo indice j e o instante imediatamente posterior ao choque pelo indice k,

podemos reescrever a Eq. (2.6) nestes dois instantes,
VZD/J - ‘/p,j - vaj, (27)

No sistema nao inercial, a velocidade da particula depois da colisao é a mesma de

antes da colisdo (condic¢ao de colisdes eldsticas), porém com o sentido contrario, ou seja

Vor=—Vor (2.9)

p,

Substituindo a Eq. (2.7) na Eq. (2.9), encontramos que, V,, = —(V,; — Vi, ;), ou ainda
o = Vi + V. (2.10)

Tendo nesse sistema nao inercial encontrado a velocidade da particula depois da colisao,

voltamos novamente ao referencial inercial da parede fixa, combinando a Eq. (2.8) com a
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Eq. (2.10), obtendo que
Voo = =V + Vi + Vi g (2.11)

Podemos reescrever esta expressao com novos indices, substituindo o indice (k) que
caracteriza o instante imediatamente posterior ao impacto pelo indice (n 4 1), que carac-
teriza o impacto (n + 1), uma vez que o mapeamento sempre considera as velocidades
imediatamente apds o impacto com a parede movel. O lado direito da expressao sera
modificado levando-se em conta que a velocidade com que a particula alcanca a parede
movel imediatamente anterior ao impacto (indice j), é igual a velocidade da particula
imediatamente apds o impacto anterior (indice n) e que a velocidade da parede imediata-
mente anterior ao impacto é igual a sua velocidade imediatamente apds ao impacto e que

¢ calculada no instante do impacto (n + 1). Assim,
Vont1) = = Vo) + 2Vi,(nt1)- (2.12)

Podemos agora escrever o mapeamento que descreve a dinamica do modelo para colisoes

multiplas da particula com a parede mével, dado pelas Eqgs. (2.5) e (2.12), a seguir

T, - { Vor1 = =V, — 2esin(¢p41) (2.13)

(,anrl = (bn + (bc TTLOd(ZTl') 7

onde o indice “M” denota colisdes miltiplas. Aqui, ¢. é obtido numericamente pela

solucao da equagao,

G(¢e) = €cos(¢y, + @) — €cos(py) — Vaude = 0, (2.14)

que foi definida pela Eq. (2.4). A solugao da Eq. (2.14) é a menor raiz ¢, no intervalo
¢e € (0,27]. A interpretacao fisica para o caso da Eq. (2.14) nao admitir nenhuma
solugao neste intervalo, é que a particula nao sofreu colisoes multiplas com a parede

movel e abandonou a zona de colisao.

2.3.2 Calculo da Matriz Jacobiana para Colisoes Miiltiplas

Vamos agora calcular a matriz Jacobiana, que é a matriz cujos coeficientes sao dados

pelas derivadas parciais em relagao as equagoes do mapeamento. Esta matriz é escrita

8an«l»l 8an«l»l
J = oV Odn
n Opn41 Obn+t1 ’

OVn Odn

CcOo1mo
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Calculando os coeficientes, temos

8Vn+1 1 8¢n+1
v 1 — 2ecos(¢py1) v,
8Vn+1 . a¢n+1
96, 2€ cos(¢n+1) — 5.
6¢n+1 _ a¢c

oV, ov,,’

a¢n+1 . a¢c

96n oo,

onde os termos (0¢./0V,,) e (0¢./0p,) sao obtidos derivando-se implicitamente a Eq.
(2.14). Assim,

agbc — ¢C

ov, —V, — esin(¢p11),
0p.  esin(@pq1) — esin(epy,)
0¢n Vi, —esin(dny1).

O determinante desta matriz Jacobiana (.J,,) ¢ dado por

V,, + esin(¢y,)
Vn+1 + € Sin<¢n+1) .

det(J,) = (2.15)

De posse do determinante da matriz Jacobiana, podemos verificar por que este modelo do
acelerador de Fermi é chamado de conservativo. Para isso, vamos analisar como se da a

evolucao das areas do espago de fases do modelo, como mostra a Figura 2.3. A evolugao

B
4

dV o
f’? =
.--'"'-’- e!'-'-""'-; -

b o Al

dV. [ [
ddp

n

o

¢

Figura 2.3: Fxemplo de como se dd a evolucao de uma drea infinitesimal do espaco de fases do
modelo de Fermi. Na figura, dA = dV x d¢.

das dreas, como é dada pelo Teorema de Liouville [33], é dada pelas diferenciais a seguir,
d(Apiq) = det(J,) d(A,).
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A equagao acima nos diz que a area no instante (n+ 1), tem que ser igual ao determinante
da matriz Jacobiana vezes a drea num dado instante original (n). Substituindo o valor do

determinante de J,,, obtemos que

V,, + esin(¢y,)
Vas1 + €sin(¢n1)

d(Ani1) = d(A,).

A evolucao das areas, por definicao, é dada pela evolucao da velocidade da particula e da

fase da parede movel no instante da colisao. Reorganizando os termos, ficamos com

d(Vai1) d(@ns+1) (Vagr + €sin(@ns1)) = (Vo +€sin(¢n)) d(Va) d(¢n).

Chamando o termo do lado esquerdo do sinal da igualdade de (dy,+1) e o termo do lado

direito do sinal de igualdade de (dpu,), obtemos,

d,unJrl = d,uln .

Podemos observar que todos os termos com indice (n + 1) ficaram do lado esquerdo da
equagao enquanto que os termos com indice (n) ficaram do lado direito. Este resultado
nos mostra que a evolucao das areas se da exatamente da mesma forma e que, portanto,
se preservam. Em outras palavras, a drea no instante (n + 1) é a mesma que no instante
(n), ou seja, houve conservagao de area do espago de fases. E importante enfatizar que o
formato da drea no instante inicial da evolucao nao tem necessariamente o mesmo formato
da drea no instante final da evolugdo. Como veremos na se¢ao (2.3.3), onde as colisdes com
a parede maével sao simples, o mesmo determinante para a matriz Jacobiana é encontrado,

confirmando assim, a conservagao da area do espago de fases.

2.3.3 Colisoes Simples

Passemos agora a construcao do mapeamento para o caso em que a particula sofre
uma unica colisao com a parede mével.

Num instante inicial ¢,,, supomos novamente que a posicao da particula seja a mesma
que a posigao da parede moével, X, (t,) = X, (t,), e que sua velocidade inicial seja positiva,
V, > 0, uma vez que a particula estd se deslocando no sentido positivo ao longo do
eixo x. A particula viaja em direcao a parede fixa, colide elasticamente e é refletida
em direcao a parede moével. Para obter a fase da parede mével na préxima colisao,
precisamos determinar o tempo que a particula gasta para percorrer este caminho, saindo
de X,(t,) = Xw(ts) e viajar até x = [, ser refletida e viajar novamente até a préxima

colisao. A Figura 2.4 mostra o trajeto percorrido pela particula.
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Figura 2.4: Trajeto percorrido pela particula saindo da zona de colisdo, colidindo elasticamente

com a parede fixa, sendo refletida e entrando novamente na zona de colisao.

Considerando a velocidade constante V,, com que a particula viaja para a direita,
temos que V,, = [(I — ecos(¢,))/ta], onde t4 é o intervalo de tempo que a particula gasta
viajando para a direita. Isolando t;, encontramos
b= [ — ecos(gbn).

Va
Considerando, agora, a velocidade constante V, com que a particula viaja para a esquerda,
com V, = =V, dado o choque eléstico, temos que V,, = [(I — €)/t.], onde t. é o tempo que
a particula gasta viajando para a esquerda, até alcancar a zona de colisao. Isolando ¢,
encontramos

; _l—e
e — Vn

De volta a zona de colisao, a particula colide com a parede mével no instante em que
Xu(t) = X,(t) e, para que esta condigdo seja satisfeita, vamos utilizar a equacao da
posigao dada pela Eq. (2.1). Considerando: o tempo de viagem da particula para a
direita (t4), do instante do choque com a parede mével (t,) até o choque com a parede
fixa, incluindo o tempo para abandonar a zona de colisao; o tempo de viagem da particula
para a esquerda (t.), da parede fixa até a entrada na zona de colisdo; e o intervalo de
tempo (t.) entre a entrada na zona de colisdo e a préxima colisdo, podemos substituir

estes valores na Eq. (2.1) e obtermos,
ecoslw(ty, +tqg+te +t.)] = € — Vpte. (2.16)

O sinal da velocidade é negativo porque a particula estd viajando para a esquerda, no
sentido negativo do eixo x antes de colidir com a parede mével. O valor da fase ¢, 1 no
instante do choque (n + 1), serd dado pelo argumento da fungao cosseno da Eq. (2.16),
ou seja

¢n+1 = ¢n + de + ¢e + gbc mOd(27T)a (217)
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onde ¢g = wty, ¢ = wt,, ¢, = wt, € ¢, = wt.. O mod(2m) denota que a fase estd limitada
ao intervalo [0, 27).
A velocidade da particula, no momento da colisao com a parede médvel, novamente

serda dada pelo principio da conservagao de energia e momentum no referencial da parede

moével discutido na se¢ao anterior. Assim, da Eq. (2.12), temos que V11 = =V, + 2V,,.
Considerando como anteriormente que V, = —V,, devido ao choque elastico, obtemos a
equacao,

Vg1 = Vi, + 2V,,. (2.18)

Conhecemos, também, o valor de V,(t,) no instante t,, dado pela Eq. (2.2). Analoga-
mente, no instante t.,.1, a Eq. (2.2) fica V,, = —esin(¢,, + ¢g + ¢ + ¢.). Note que o
argumento da funcao seno desta equagao é o proprio ¢, 1. Considerando que a veloci-
dade da particula para a esquerda é negativa e substituindo na Eq. (2.18) estes valores

encontrados, a velocidade da particula na préxima colisao é entao dada por
Vi1 = Vi — 2esin(¢p11), (2.19)

ou seja, a velocidade da particula imediatamente apés o choque com a parede mével.
Assim, as Egs. (2.17) e (2.19) formam o mapeamento geral para o caso (2.3.3), dado

por

(2.20)

T . { Vo1 = Vi — 2esin(¢p41)
v Pni1 = On + Ga+ P + b mod(27)

onde o indice “S” denota colisdes simples.
Para obtermos ¢., precisamos encontrar uma raiz para a Eq. (2.16), que é uma equagcao
transcendental. Desse modo, ¢. nao pode ser obtido analiticamente de forma explicita,

mas apenas numericamente. Desta forma, a Eq. (2.16) nos da que

F(¢e) = €cos (¢n + ¢pa + b + ¢c) — €+ Vo = 0. (2.21)

A funcao F(¢.) pode admitir mais de uma raiz no intervalo ¢. € [0, 27), mas a colisao
entre a parede movel e a particula é representada pela raiz de menor valor dentro deste

intervalo.
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2.3.4 Calculo da Matriz Jacobiana para Colisoes Simples

Os coeficientes da matriz Jacobiana (J,,), para este caso, sao dados por

8Vn+1 - 8¢n+1
. 1 —2ecos(ppy1) o
MWV OPni1
8¢n - 2e COS(¢TL+1) a¢n )
Opny1  €cos(gp) —1  e—1 n 0P,
ov, V2 v,2 oV,
aanJrl o € Sln<¢n) a¢c
7 A

Os termos (9¢./0V,,) e (0¢./0¢,) sdo obtidos derivando-se implicitamente a Eq. (2.21) e

sao dados por

a¢c esin(¢n+1) [%ﬁ;})# + ‘E/Zéi| - ¢c
ov, V,, — esin(¢y,41) ’
9. esin(¢p41) [1 + %E?")}

ob, Vo — esin(oy,41)

Encontrados os coeficientes, agora podemos obter o determinante da matriz Jacobiana

(Jn) que, depois de algum algebrismo, nos da que

Vi, + esin(¢y,)
Vg1 +esin(gni1)

det(J,) = (2.22)

Pela mesma analise da evolucao das areas do espaco de fases discutida na secao anterior,
podemos concluir que o determinante da matriz Jacobiana para o caso das colisoes simples
também conserva drea do espaco de fases do modelo completo do acelerador de Fermi.
Por esta razao, este modelo é chamado de Modelo Conservativo.

A matriz Jacobiana também constitui um dos requisitos para se obter os expoentes de
Lyapunov de um determinado sistema e este sera o assunto da secao 2.5.

Finalmente, um mapeamento geral, incluindo as equagoes do mapa (2.13), da secdo

2.3.1 e as equagoes do mapa (2.20), da secao (2.3.3), pode ser escrito da seguinte forma

- { Vi = V7 = 2esin(éni1) (229

Gni1 = On + AT, mod(2m)

onde o termo V¥ = —V,, e o termo AT, = ¢., com ¢. obtido da Eq. (2.14), para o
caso das Colisoes Multiplas. No caso das Colisoes Simples, o termo V* = V,, e o termo

AT, = ([(1 = ecos(¢n))/Va] + [(1 — €)/ V] + é¢), com ¢, obtido da Eq. (2.21).
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2.3.5 Resultados Numéricos para o Modelo Completo

A Figura 2.5 mostra o espaco de fase para o modelo completo do acelerador de Fermi.

Figura 2.5: Espaco de fase para o modelo completo do acelerador de Fermi. O parametro de

controle usado na construcio da figura foi e =5 x 1073,

Na construgao da Figura 2.5 foram usadas 400 condigdes iniciais iteradas a partir das
equagoes do mapa (2.23), de modo que a fase e a velocidade iniciais foram divididas em
20 incrementos igualmente espagados nos intervalos de ¢q € [0,27] e V € [0.01,0.25].
O procedimento para saber se houve ou nao colisao sucessiva da particula com a parede
movel consiste em encontrar, numericamente, raizes (ou zeros) para as fungoes G(¢.) e
F(¢.), dadas pelas Eqgs. (2.14) e (2.21), respectivamente. Se a fun¢do G(¢.) admitir
solugao no intervalo de ¢, € (0, 27|, entdo houve colisao miltipla com a parede mével e
as equagoes do mapa (2.13) sao iteradas. Caso contrario, uma raiz para a funcao F(¢,.) é
encontrada e as equagoes do mapa (2.20) sao iteradas. Em seguida, uma nova raiz para
G(¢.) é procurada e todo o processo se repete até que o nimero de itaragoes estabelecido
no inicio da simulacao seja atingido.

No espaco de fase da Figura 2.5 podemos observar que a regiao de mais baixa energia
é limitada por uma curva invariante do tipo spanning. Nesta regiao existem ilhas KAM

que por sua vez estao envoltas por um mar de caos. As ilhas KAM tém a caracteristica de
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nao permitirem o transito livre de uma orbita entre seu interior e o mar de caos. Assim,
a evolucao de uma condicao inicial que esteja em seu interior jamais sai de 14, da mesma
forma que uma Orbita pertencente ao mar de caos jamais penetra na ilha KAM. A regiao
que estd acima da primeira curva invariante spanning é a regiao de mais alta energia
e apresenta basicamente pequenas ilhas KAM separadas por outras curvas invariantes
spanning e podem, eventualmente, possibilitar o surgimento de pequenos mares de caos

entre as curvas.

2.4 O Modelo Simplificado

O estudo numérico de equagoes transcendentais, como as obtidas no modelo completo
do acelarador de Fermi, Eqs. (2.14) e (2.21), sdo eventualmente muito complicadas e
exigem grande esforco computacional. Conseqiientemente, um tempo de simulagao para
obtencao dos resultados bastante elevado. Buscando minimizar estas dificuldades, uma
versao simplificada do modelo foi proposta [1] e tem sido muito utilizada na literatura
pois, como veremos, produz resultados muito semelhantes aos do modelo completo. Esta
simplificacao, além de acelerar as simulagoes numéricas, mantém a nao linearidade do
problema e muitas de suas propriedades dinamicas.

No modelo simplificado do acelerador de Fermi considera-se que as duas paredes estao
fixas, uma em x = 0 e a outra em z = 1, ja considerando varidveis adimensionais. Ao
colidir com uma das paredes (com a parede em x = 0, por exemplo), a particula sofre
uma troca de energia e momentum como se a parede estivesse se movendo. As equagoes
transcendentais no modelo completo sao obtidas no momento em que a particula colide
com a parede mével. Uma vez que a parede em x = 0 no modelo simplificado ¢ assumida
como sendo fixa, as equagoes produzidas no ato da colisao nao sao mais transcendentais,
reduzindo-se significantemente o tempo das simulagoes numéricas.

O espaco de fases para o modelo simplificado do acelerador de Fermi é bastante similar
ao do modelo completo, apresentando a mesma hierarquia de comportamentos com ilhas
de KAM, mar de caos e curvas invariantes spanning. Existe apenas uma pequena dife-
renca na regiao perto das velocidades aproximadamente iguais a zero, que discutiremos
detalhadamente nesta secgao.

Para a construcao do mapeamento, supomos que a particula parte da posicao de x = 0
e viaja em direcao a parede em x = 1. A velocidade inicial da particula é V5 > 0, pois
estd se deslocando na direcao positiva do eixo x. O tempo gasto pela particula neste
trajeto é, entao, (1/V5). A particula colide elasticamente com a parede em z = 1 e tem
sua velocidade invertida. Para percorrer o trajeto de volta, a particula gasta um tempo

correspondente a (1/Vp). Portanto, para completar uma viagem partindo de z = 0, colidir
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em = = 1 e retornar em = = 0, a particula gasta um tempo total de (2/V5). Logo, a fase
na proxima colisao serd dada pela soma da fase inicial ¢y com o tempo total gasto para
completar o trajeto, ou seja, ¢ = [P + (2/V0)].

A velocidade inicial da parede em x = 0 é dada por V = —esin(¢), em analogia ao
modelo completo. Pelo principio da conservagao de energia e momentum e pela Eq. (2.12),
encontramos a expressao da velocidade da particula na préxima colisao, que é dada por
Vi = Vo — 2esin(¢y). Para evitar que V; assuma valores negativos, o que corresponderia a
particula viajar em uma regiao externa as paredes, impomos que a velocidade da particula
seja sempre positiva, introduzindo arbitrariamente na expressao da velocidade V; uma
funcao maodulo. Eliminadas as divergéncias, o mapeamento para o modelo simplificado do

acelerador de Fermi pode ser escrito como

T { Vn+1 = |Vn — 2e Sin<¢n+1)| (224>

Gnt1 = b + Vln mOd(Zﬂ-)

A matriz Jacobiana para este modelo simplificado tem coeficientes dados por

ag"zl = sign[V, — 2esin(¢n41)][1 — 2ecos(¢n+1)]a§—€,:1,
8;/;:1 = sign[V,, — 2esin(¢,41)][—2¢ cos(qbnﬂ)]%,
Obpy1 2

ov, ¥

a¢n+1 -1

0o, '

e o determinante da matriz é
det(J,) = sign[V,, — 2esin(¢,11)].

Este determinante nos da exatamente a idéia do conceito de médulo. Se a expressao de
V11 for maior que zero, entao o sinal da expressao dentro do médulo é (+1), ao passo
que, se for negativa, a expressao dentro do médulo é (—1). Assim, fica assegurado que a
particula ficard confinada na regido entre as paredes e o determinante de (.J,,) pode ser
escrito como,

det(J,) = £1. (2.25)

Pelo teorema de Liouville [3], que diz que se o determinante da matriz Jacobiana de um
sistema ¢ igual a 1 ou —1, entao o sistema é conservativo. Logo, o modelo simplificado do

acelerador de Fermi também conserva area do espaco de fase.
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2.4.1 Resultados Numéricos para o Modelo Simplificado

Para construirmos o espaco de fases do modelo simplificado, iteramos as equacoes
do mapa (2.24) utilizando 400 condigdes iniciais divididas em 20 incrementos igualmente
espagados nos intervalos de ¢y = [0,27] e Vy = [0.01,0.25] (os mesmos utilizados no
modelo completo). Cada condigao inicial foi iterada 500 vezes. A Figura 2.6 mostra o

espago de fase para o modelo simplicado do acelerador de Fermi.

Figura 2.6: Espaco de fase para o modelo simplificado do acelerador de Fermi. O parametro de

controle usado na construcio da figura foi e =5 x 1073,

Podemos observar que o espaco de fase para o modelo simplificado é muito semelhante
ao do modelo completo, apresentando ilhas KAM circundadas por um mar de caos na
regiao de mais baixa energia, limitada pela primeira curva invariante spanning e ilhas
KAM separadas por outras curvas invariantes spanning na regiao de mais alta energia
(acima da primeira curva). A diferenca notada se limita a regiao com velocidades proximas

de zero e se deve a introducao do modulo na equacao da velocidade do mapeamento.

2.5 Os Expoentes de Lyapunov

Vimos, nas secoes anteriores, que o espaco de fase do modelo do acelerador de Fermi
apresenta uma regiao cadtica limitada pela primeira curva invariante spanning, na regiao
de mais baixa energia. Sabemos que o que determina um comportamento cadtico é a

perda de previsibilidade de condic¢oes iniciais muito proximas e que uma tnica condi¢ao
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inicial iterada naquela regiao cadtica do espaco de fase do modelo de Fermi é suficiente
para preencher toda a regiao acessivel. Os expoentes de Lyapunov sao bons indicadores
de caos e muito utilizados na caracterizacao de tais sistemas. Eles indicam se uma orbita
¢é sensivel ou nao as condicoes iniciais, ou seja, se elas se separam uma da outra com
o passar do tempo. Nosso objetivo, nesta secao, ¢ utilizar o calculo do expoente de
Lyapunov para caracterizar o comportamento cadtico encontrado no espacgo de fase do
modelo conservativo do acelerador de Fermi.

Para obter os expoentes de Lyapunov, precisamos verificar se duas érbitas que partindo
de condicoes iniciais vizinhas divergem exponencialmente uma da outra com o passar do
tempo. Se tal divergéncia ocorre, entao as érbitas sao classificadas como caodticas. Se duas
orbitas permanecerem proximas ou divergem apenas linearmente, entao nao sao sensiveis
as condigoes iniciais e, conseqiientemente, nao sao cadticas.

Vamos agora efetuar os calculos para obtencao dos expoentes de Lyapunov. Iniciare-
mos com um mapeamento unidimensional e generalizaremos para mapas bidimensionais.

Seja o mapa unidimensional,
Xn = F(X,). (2.26)

Considerando o mapeamento discreto unidimensional representado por F'(X) e Xy uma
condicao inicial, podemos definir a distancia relativa entre duas trajetorias, na n-ésima

iteracao, pela razao,
d _ [FO(Xo +6) — FO (X))
€ €

, (2.27)
onde € ¢é arbitrariamente pequeno. Considerando o limite em que € — 0, podemos definir,

FM™ (X, — F(X,
lim (Xo+¢€) (Xo)

e—0 €

= |F'™(X,)| = e, (2.28)

Tomando logaritmo de ambos os lados da Eq. (2.28) e reorganizando os termos, obtemos

que o expoente de Lyapunov, para mapeamentos unidimensionais, é dado por,

1 n
A=— In|F"™(X,)]. (2.29)
n
Considerando o caso em que n — 00, a expressao para o calculo do expoente de Lyapunov
¢é dada por,
1 n
A=l — In|F'(X;)]. 2.30
i D 0] (2:30)

Em mapas bidimensionais, como é o caso do modelo de Fermi, os expoentes de Lya-
punov sao dados por
. 1 ; .
A; = lim —In|AYf,  com j=1,2. (2.31)
n

n—0o00 4
=1
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O termo Aé- representa os autovalores da matriz M = H?Zl Ji(Vi, ¢;) e J; é a matriz
Jacobiana do mapeamento avaliada na 6rbita (V;, ¢;). E importante salientar que a im-
plementagao direta de um algoritmo computacional para avaliar a Eq. (2.31), implica
em profundas limitagoes para se obter a matriz M. Mesmo no limite de pequenos (n),
as componentes de M podem assumir muitas ordens de grandeza diferentes para dérbitas
caoticas e atratores peridédicos, tornando impraticavel a implementacao do algoritmo. Em
outras palavras, o cdlculo da matriz M pode gerar problemas com “overflow” do ponto
de vista numérico. Para evitar tais problemas, vamos utilizar um algoritmo chamado de
Algoritmo de Triangularizacao, proposto por Eckman em 1985 [34].

O algoritmo consiste em escrever J a partir do produto de uma matriz Triangular (T')

por uma matriz Ortogonal (0), tal como,
J=0T,

onde J ¢é a matriz Jacobiana.

Uma matriz é dita ser ortogonal quando sua transposta ¢ igual a sua inversa, ou seja,
o l=0"
Usando estas defini¢coes, podemos reescrever a matriz M como
~1
M = Jn Jn—l Jn—2 R J2 Jl = Jn Jn—l PERES) J2 61 @1 Jla

onde Ty = ©;71J;. Um produto de J,0; define uma nova J,. Em um préximo passo, é

possivel mostrar que
M = Jn Jn—l g eeey Jg @2 62_1 JQ, Tl-

O mesmo procedimento pode ser usado para obter 7, = O, ' J,' e assim por diante.
Usando este procedimento, o problema é reduzido a avaliar os elementos da diagonal

principal de T: T}; e Tyy. Para tanto, devemos encontrar as expressoes de 0, '.J; = T7,

( COS(@) SID(Q) ) <j11 jlg > _ < T11 T12 )
—sin(f)  cos(0) \ Ju oo 0 Ty )

Desenvolvendo o produto das matrizes acima, encontramos

dadas por

J11 cos() + jog sin(6) J12 cos(6) + jaa sin(0) (T T
—jn Sln(@) + j21 COS(Q) —jlg sm(é’) + j22 COS(Q) 0 T22
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Como é uma igualdade de matrizes, podemos escrever

—j11 8in(0) + jog cos(f) = 0,
—j11 8in(0) = —ja;1 cos(h),
sin(0) _ E

cos(0)  Ji

Sabemos que,

sin(0) — cateto oposto

hipotenusa ’
cateto adjacente

cos(f) =
() hipotenusa

Para melhor visualizar quem sao o cateto oposto e o cateto adjacente das razoes trigono-

métricas acima, vamos utilizar a ilustracao contida na Figura 2.7.

4
jzl /,f‘
2
HI ’_’,.,-"‘
,-'"’./ cO
.

i-‘"f‘\/ 4 -
' CA Jn

Figura 2.7: No triangulo retangulo da figura, encontramos quem sao o cateto oposto (CO) e
o cateto adjacente (CA) usados na obtengao do sin(6) e do cos(6) e aplicamos o

Teorema de Pitdgoras para encontrarmos a hipotenusa (HI).

Da Figura 2.7, podemos concluir que

sin(0) = _Jam
Vit +ia
cos(f) = J1

) 9 ‘
Vi1t Ja
Dessas expressoes, podemos agora reescrever os autovalores da matriz T', ou seja

, o Jh t+ s
T11 = j11 cos(0) + jor sin(0) = ———, (2.32)
(]11 + ]21)

_ J11J22 — J12J21 (2'33>

T22 — j22 COS(0> + j12 Sln(@) (]2 + j2 ) .
11 21
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Encontrados os autovalores T, e Ty da matriz Triangular, podemos encontrar nu-
mericamente os expoentes de Lyapunov para uma orbita cadtica do espaco de fases do
modelo de Fermi.

Em sistemas Hamiltonianos, os expoentes de Lyapunov aparecem aos pares, com sinais
contrérios (Robert C. Hilborn) [35]. O expoente que determina se uma drbita é cadtica é o
expoente de Lyapunov positivo, pois, pela Eq. (2.28), vemos que com A positivo, o valor
da distancia d vai aumentando exponencialmente, caracterizando uma separacao entre as
orbitas vizinhas cada vez maior. Esta perda de previsibilidade das condicoes iniciais é
o que define uma érbita cadtica. A Figura 2.8 mostra a convergéncia dos expoentes de

Lyapunov, para o modelo completo de Fermi, em funcao do ntimero de iteragoes.

Figura 2.8: Convergéncia dos expoentes de Lyapunov para o modelo completo do acelerador de

Ferma.

Foram usadas cinco condicoes iniciais diferentes, iteradas 5 x 107 vezes na regiao de
mais baixa energia do espago de fases, correspondente a regiao do mar de caos. Este
valor do numero de iteracoes foi escolhido por possibilitar a visualizacao de uma boa
convergencia das curvas. As condigoes iniciais utilizadas na construcao da figura foram
Vo =1x107% ¢ =1 x 107* e cinco valores de ¢, no intervalo ¢ € [0,27). Para estes
parametros de controle, o expoente de Lyapunov positivo encontrado foi A = 0.78 +0.02.
O erro +0.02 representa o desvio padrao das cinco séries temporais. Utilizamos, em nossas
simulagoes, a representacao numérica de dupla precisao no compilador FORTRAN.

Também calculamos os expoentes de Lyapunov para o modelo simplificado do acelera-
dor de Fermi. Como mostra a Figura 2.9, uma boa convergéencia dos resultados foi obtida,

como funcao do nimero de colisoes.

Figura 2.9: Convergéncia dos expoentes de Lyapunov para o modelo simplificado do acelerador

de Fermi.
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Os parametros de controle usados foram e = 1 x 1074, 1, = 1 x 10~* e cinco valores de ¢,
no intervalo ¢ € [0,27). Os cinco valores estao mostrados na figura, em cores diferentes.
Cada condicao inicial foi iterada 5 x 10® vezes, utilizando-se precisao dupla. O expoente
de Lyapuvov obtido foi A = 1.69 £ 0.04. O erro £0.04 esta representado pelo desvio
padrao das 5 condigoes iniciais iteradas.

Nossos resultados mostram que os pares de expoentes de Lyapunov encontrados pos-
suem mesmo modulo e sinais contrario, cuja soma € nula. Este fato era esperado uma vez
que o modelo do acelerador de Fermi, tanto completo quanto simplificado, é descrito por

um sistema Hamiltoniano e tem medida da area do espaco de fases preservada.
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Capitulo 3

MODELO DO ACELERADOR DE
FERMI COM FORCA DE
ARRASTO VISCOSO DO TIPO
Frox—-V

3.1 Resumo

Neste Capitulo, o modelo do acelerador de Fermi é estudado em uma versao dissipativa.
A introducao de dissipacao é feita via arrasto viscoso, a qual assumimos ser proporcional
a velocidade da particula. A particula perde energia & medida que atravessa o fluido e a
dinamica do modelo é completamente descrita conhecendo seus estados. Cada estado é
determinado apds a particula colidir com a parede mével. Conhecendo a nova velocidade
da particula v e o instante £ em que ocorre a colisao, construiremos o mapeamento que
descreve a dinamica do modelo. Uma versao simplificada é apresentada e, finalmente,

discutiremos nossos resultados numéricos para as duas versoes.

3.2 Motivacoes

No Capitulo 2, apresentamos detalhadamente o modelo do acelerador de Fermi unidi-
mensional na auséncia de dissipacao. Construimos o mapeamento para as versoes com-
pleta e simplificada do modelo, obtivemos o espaco de fases para as duas versoes e mos-
tramos que a regiao cadtica de mais baixa energia, que é limitada pela primeira curva

invariante spanning do espaco de fases, é caracterizada por um expoente de Lyapunov
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positivo.

Sabemos que existem muitas maneiras de se introduzir uma forga de dissipa¢cao num
determinado sistema. No modelo de Fermi, especificamente, uma destas maneiras é consi-
derar que a particula sofre colisoes inelasticas com as paredes, fazendo com que a particula
sofra uma perda fracional de energia a cada colisao com as paredes. Resultados na lite-
ratura mostram, entre outras propriedades importantes, que este tipo de dissipacao leva
o sistema a apresentar um fenoémeno conhecido como Crise de Fronteira [28]. Uma das
conseqiiéncias de um evento de crise de fronteira é a destruicao repentina de um atrator
caotico. Esta destruicao é causada por um cruzamento de variedades estaveis e instaveis
oriundas de um mesmo ponto de sela.

Neste capitulo, vamos nos concentrar na introducao de dissipacao no modelo de Fermi
via um arrasto viscoso. Vamos considerar que a forca de dissipacao é proporcional a ve-
locidade da particula e que a particula perde energia a medida que atravessa o fluido.
Os célculos que mostraremos neste Capitulo foram inspirados pelo artigo de Leonel e
McClintock [30]. Trabalho, este, que serviu de motivagao para elaborarmos o presente
projeto de mestrado e continuarmos a pesquisar as mais diferentes e interessantes pro-
priedades que uma forca de arrasto gasoso pode acarretar na dinamica do modelo. No
decorrer do Capitulo, vamos mostrar as principais mudancas sofridas no sistema causadas
pela introducao da forca de arrasto. Vamos mostrar que existem diferencas nos resultados
obtidos para a versao completa e para a versao simplificada. Em especial, mostraremos
que a estrutura mista do espaco de fases, para a versao completa, é inteiramente destruida
e que o determinante da matriz Jacobiana indica que o sistema apresenta contragao de
area. Por outro lado, na versao simplificada, as ilhas KAM sobrevivem a forca de arrasto
e observa-se, para algumas regioes do espaco de fases, preservacao de area.

Mostrar os resultados do trabalho de Leonel e McClintock se faz necessario pois eles
serao a base dos céalculos do nosso mapeamento e constituirao uma poderosa fonte de
pesquisa para as comparagoes que serao feitas entre os resultados obtidos neste modelo,
ja conhecido, e no novo modelo proposto por esta dissertagao de mestrado, cujos resultados

originais serao mostrados no Capitulo 4.

3.3 O Modelo Completo

A dinamica do modelo de Fermi com introducao de dissipacao segue a mesma linha de
raciocinio utilizada na construcao do mapeamento do Capitulo 2. Uma particula classica
estd colidindo entre duas paredes rigidas, uma estd fixa em = = [ e a outra move-se
no tempo, regida pela equagao da posigao ,(t) = ecos(wt). Aqui, € é a amplitude de

oscilagao do movimento e w é a freqiiéncia angular. A particula colide elasticamente com
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as paredes e esta na presenca de uma forga de arrasto viscoso, um gas, proporcional a
velocidade da particula. A descricao da dinamica do modelo é feita todas as vezes que a
particula colide com a parede moével. Em conexao com a teoria das equagoes diferenciais
ordindrias (EDQO’s), a parede mével faz o papel de uma superficie de se¢ao de modo que
o conhecimento dos valores da velocidade da particula v e o tempo no instante da colisao
t, descrevem toda a dindmica. O mapa T, é entao dado por T'(v,, t,) = (Vni1,tns1)-
Vamos supor que num instante ¢t = ¢,, e depois de sofrer uma colisao com a parede
mével, a particula tenha velocidade v = v, e sua posi¢ao seja dada por z,(t,) = € cos(wt,,).
A velocidade e a posicao da particula sao completamente especificadas pela solucao da
segunda lei de Newton, Y F = m a. A forca de dissipa¢do que atua no sistema é F' =
—n'v, onde 1’ é o coeficiente de viscosidade. A aceleragao é dada por a = dv/dt. Logo,

substituindo estes valores na segunda lei de Newton, obtemos,

poem[2]. o

Reorganizando os termos da Eq. (3.1) e definindo o termo n'/m = n, podemos integré-la

e obter a velocidade da particula apds a colisdo (n), que é dada por
v, (t) = v,e M), (3.2)

Considerando que v,(t) = [dz,(t)/dt], vamos nela substituir a expressao de v,(t) encon-
trada na Eq. (3.2), reorganizar os termos e integrar a equagao. Desta forma, a posi¢ao
da particula num instante apds a colisao (n), que ocorre no instante ¢,, é igual a posicao
da particula no instante ¢,, coincidente com a posicao da parede neste mesmo instante,
somada ao deslocamento da particula obtido pela integracao da Eq. (3.2), no intervalo de

(t, —t,) =0 até (t —t,). Assim, obtemos a equacao da posigao da particula, dada por,

z,(t) = e cos(wt,) + %[e"(t”t") — et (3.3)

z,(t) = € cos(wt,,) + U—n[l — et (3.4)
Ui

A regiao onde a particula sofre colisao com a parede moével é denominada zona de
colisao e estd compreendida no intervalo de x € [—¢,¢|. Se a particula sofrer mais de
uma colisao com a parede madvel antes de sair da zona de colisao, entao dizemos que a
particula sofreu Colisao Muiltipla. Se ao contrario, a particula sofrer apenas uma colisao
com a parede movel e em seguida abandonar a zona de colisao, entao dizemos que a
particula sofreu Colisdo Simples. Vamos analisar, separadamente, cada um dos casos

acima.
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3.3.1 Colisoes Multiplas

A condicao para que ocorra colisdo da particula com a parede mével é z,,(t) = z,(t). A
posi¢ao da parede mével no instante da colisao com a particula é x,,(t,+1) = € cos(w(t, +
te]), onde t. é o intervalo de tempo entre as duas colisoes, t. = (t,+1 — t,,). Igualando este

resultado a Eq. (3.4), obtemos a equagao transcendental que chamaremos de g(t.),
g(t.) = ecos(wlt, +t.]) — e cos(wt,) — U—n[l — e ], (3.5)
n

O t. que tem significado fisico, de ser o intervalo entre as colisdes, é a menor raiz da
Eq. (3.5) no intervalo t. € (0,27 /w]. Note que o zero foi excluido do conjunto solucao
desta equagao pois é um ponto fixo que indica a atual colisao (t,) e queremos encontrar a
proxima (t,41). Apds o impacto com a parede mével, a velocidade da particula é obtida da
conservacao de energia e momentum no referencial da parede mével. Como ja discutimos
esta mudanca de referenciais no Capitulo 2, nao vamos discuti-la aqui novamente. Vamos
apenas utilizar a Eq. (2.12) e substituir o valor de (v, ), que é a velocidade da particula
imediatamente antes do choque, pelo valor encontrado na Eq. (3.2), substituindo o ()
por (tns1),

Vpyp1 = —Vpe e — 2ew sin(wity, 41). (3.6)

A nova fase é dada pela soma da fase no instante ¢,, e no instante da colisao com a parede
movel, t..
Assim, o mapa completo para colisoes multiplas deste modelo dissipativo do acelerador

de Fermi pode ser escrito como,

il = —Upe e — 2ewsin(wt,,
T { Una1 Upe w sin(wty, 1) | (3.7)

tni1 = tn + Lo
O indice “CM” denota Colisoes Miiltiplas.

Se ¢(t.) nao admitir solu¢do no intervalo t. € (0,27/w|, podemos concluir que a
particula parte da zona de colisdo sem sofrer colisdoes multiplas com a parede modvel e,
entao, o caso em que a particula sofre apenas uma colisao com a parede movel é aplicado.

Vamos agora proceder uma mudanca de variaveis no intuito de reduzirmos o niimero
de parametros do sistema. Podemos definir V,, = [v,/(wl)], 6 = (n/w), € = (¢/]) e
¢n = (wty,), que sao as novas variaveis adimensionais. Assim, o mapeamento para colisoes

multiplas para este modelo dissipativo do acelerador de Fermi pode ser escrito como,

Vn = _Vn —0%e 2esi n
Ton, - { 41 e esin(¢ni1) 7 (3.8)
(anrl - (z)n + (,bc
onde ¢, é obtido da solucao da equacao transcendental,
Vi,
G(¢e) = €cos(¢y + ¢e) — € cos(py) — —[1 — e0%]. (3.9)

o

34



3.3.2 Calculo da Matriz Jacobiana para Colisoes Multiplas

Em conseqiiéncia da introducao da forca de arrasto, o determinante da Matriz Jaco-
biana encontrado difere daquele obtido no modelo Conservativo, calculado no Capitulo
2.

Vamos aos cédlculos dos coeficientes da Matriz Jacobiana (Joay).

Vast  _ sp _ 5 90c\ ss On+1
aVn = e Vn 5 8Vn € 26 COS(¢7L+1) avn )
8Vn+1 _ . % ,5¢C_ aqbn—i—l

96, = V., ( ) 3¢n) e 2¢ cos(Ppi1) —3¢n ,

astn—o—l _ a¢c

ov, ov,’

aCbn—ﬁ—l o 8¢c

96n 06

onde os termos (0¢./0V,,) e (0¢./0¢,) sao obtidos derivando-se implicitamente a Eq.
(3.9). Assim,

o6, (1 — o)

oV, — O(—esin(gny1) — Ve 09e)’
0. esin(¢p41) — esin(¢y,)
0o, —esin(¢y 1) — Ve 0%

O determinante da Matriz Jacobiana (Jcys) é, entdo, dado por

Vy, + esin(¢y,)

det(Jonr) = e %%
¢ ( CM) © Vn+1 + esin(¢n+1)

(3.10)

O determinante da Eq. (3.10) nos diz que o sistema contrai area do espago de fases.

3.3.3 Colisoes Simples

Vamos, agora, obter o mapeamento para o caso em que a particula sofre uma tnica
colisao ou a tultima das colisoes multiplas com a parede mével e entao abandona a zona
de colisao. Em seguida, duas situagoes podem ocorrer:

(i) A forga de arrasto dissipa parte da energia da particula e, depois de colidir com a
parede fixa, ela é refletida em direcao a parede movel até sua entrada na zona de colisao.

(ii) A forga de arrasto dissipa toda a energia da particula, que alcanga o repouso.
Entretanto, se isto acontecer, a dinamica do modelo é interrompida, tornando-se trivial,
pois v, = 0. Por esse motivo, nao precisaremos descrevé-la. Além do mais, a dinamica
para o caso (ii) é completamente contemplada pela dinamica do caso (i), a qual vamos

descrever a partir de agora.
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Considerando que a particula, apds o iltimo impacto no instante t,, parte com a
velocidade v,, em direcao a parede fixa, ela percorre uma distancia até retornar ao ponto
imediatamente antes de sua entrada na zona de colisao dada por 2] — ¢ — € cos(wt,,) e

considerando a integragao feita a partir da Eq. (3.2), obtemos
2] — e = ecos(wty,) + U—n[l — e T,
n

Nosso objetivo € isolar o intervalo de tempo que esta no argumento da funcao exponencial
nesta equacao. Ele representa o intervalo de tempo total gasto pela particula para per-
correr todo o trajeto mencionado anteriormente. Reorganizando os termos, encontramos,
—ntr _ N
e =1— —[2] — ¢ — ecos(wt,)].
Un

Aplicando “In” em ambos os lados desta equacgao, obtemos,

ty = ! In[l-— E(Ql — e —ecos(wty))] (3.11)
Ui Up

O indice “T” denota intervalo de tempo total. A Eq. (3.11) é vélida desde que o argumento
ao qual ¢ aplicado o logaritmo, seja maior que zero. Obrigatoriamente, temos que v,, >
n[2l — e — ecos(wt,)]. Se v, < n[2l — e — ecos(wty,)], podemos concluir que a forga
de arrasto dissipou toda a energia da particula, que por sua vez, atingiu seu estado de
repouso, que é o caso (ii) citado anteriormente. Se a Eq. (3.11) for satisfeita, entao
temos que encontrar a equacao da velocidade da particula, considerando o tempo total
do seu trajeto. Conhecemos a equacao da velocidade da particula dada pela Eq. (3.2).

Substituindo a Eq. (3.11) no lugar do intervalo (t —t¢,,) da Eq. (3.2), obtemos,
Up(tn + tr) = v, — 20l + ne[l + cos(wt,,)].

Devemos agora promover uma mudanca do sinal da velocidade posto que houve um choque

elastico com a parede fixa. Assim, obtemos
Vp(tn + tr) = —vy, + 20l — ne[l + cos(wt,)]. (3.12)

O instante em que a particula sofre uma colisao com a parede mével é obtido da
condicao x,,(t, +tr +t.) = x,(t, +tr +t.), onde t. representa o intervalo de tempo desde
a reentrada na zona de colisdao, até a colisao. A posicao da parede movel no instante
da colisao com a particula é z,(t, + tr + t.) = e cos|w(t, + tr + t.)]. Adaptando a Eq.
(3.4) para o caso das colisoes simples, encontramos a posigao da particula no instante da
colisdo com a parede moével, x,(t, +tr +t.) = € + [v,(t, + t7)/n] x [ — e <], Igualando
as duas equagoes, ou seja, Ty (t, + tr + t.) = x,(t, + tr + t.), encontramos a equagao

transcendental, f(t.), que fornece o tempo no instante da colisao, dada por,

_ Up(tn + tT>

; [1— e e, (3.13)

f(t.) = ecoslw(ty, +tr +t.)] —¢
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com vy(t, + tr) dado pela Eq. (3.12) e t. dado pela menor solucao de f(t.) no intervalo
de t. € [0, (27 /w)).

Podemos agora utilizar o intervalo de tempo ¢. na Eq. (3.2) partindo da velocidade
de reentrada da particula na zona de colisao, para encontrar a velocidade da particula
imediatamente antes da colisao e entao utilizando a Eq. (2.12), encontrar o mapeamento
completo para colisoes simples deste modelo dissipativo do acelerador de Fermi, escrito
como,

T { Uny1 = —0p(ty + tr)e™ e — 2ew sin(wt4 1) | (3.14)
tny1 =t +1r + L,
O indice “CS” denota Colisoes Simples.

Eliminando as veridveis irrelevantes a dinamica do sistema, (w, [ e 1), podemos definir
novas varidveis adimensionais mais convenientes. Assim, definimos, V,, = [v,/(wl)], § =
(n/w), € = (/1) e ¢, = (wt,,). Usando estas novas varidveis, o mapeamento para colisdes

simples deste modelo dissipativo do acelerador de Fermi pode ser escrito como,

Vn =-V n —0¢e 2€ sl n
Tos - { +1 p(Pn + 97)e €sin(dp1) 7 (3.15)
i1 = On + o1 + @0
onde ¢, € obtido da solucao da equacao transcendental,
Vi(on
F(¢0) = ecoslon + bp + ¢ — e — 2T O _ sog (3.16)

J

Finalmente, um mapeamento geral, incluindo o caso das colisdes miltiplas e das coli-

soes simples, pode ser escrito por

T { Va1 = V;e*t;d)c — 2¢ Sin(¢n+1) (317>

Gni1 = dn + AT, mod(2m)

Para Colisoes Multiplas, V! = —V,, e AT, = ¢., com ¢. obtido pela menor solucao da
fungao G(¢.) pertencente ao intervalo ¢. € (0, 27|, dada por,

G(¢.) = ecos(¢n + @) — €cos(oy,) + ‘;"* (1 — e™9%). (3.18)

Para Colisoes Simples, V¥ = V,, — 25 + de(1 + cos(¢y,)) e AT, = ¢r + ¢.. O termo ¢r é
dado por

1 )
— CIn|1-
ér 50 Vn[

O termo ¢, é a menor solucao da fungao F'(¢.) pertencente ao intervalo ¢, € [0, 27), dada

2 —¢—ecos(¢Pn)]|- (3.19)

por,
F(¢c) = ecos(¢n + o7 + dc) — €+ %"(1 — e %), (3.20)
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3.3.4 Calculo da Matriz Jacobiana para Colisoes Simples

Procedimento anélogo é adotado no célculo da Matriz Jacobiana (Jcg), para o caso
das Colisoes Simples.

Calculando os coeficientes da Matriz (Jeog), obtemos,

OVt —5¢ 2 52 2 99 Obn+1
RALL RS- e 14 (- 252 — 5% — _9 Pni1
A e [ + (= Va0 + 26% — 6% — 0%ccos(¢n)) o €cos(pi1) v
aVn+1 Y0 . agbc a(an—&-l
- e |- SV, =2 1 ) TOnit

90, e [ desin(¢py,) — 0(V,, — 20 + de(1 + cos(¢n)))a¢n] € cos(Pn+1) 96,
@an—l—l . 8¢T + a¢c

ov, OV, IV,
8qﬁn-i-l o 8¢T a¢c

R TR T

onde os termos (0¢r/0V;,) e (0¢pr/0¢,) sao obtidos derivando-se a Eq. (3.19) e sao dados

port,

dor —2+ €+ ecos(dy)
oV, — Vo(V, — 25+ 8e(1 + cos(py)))’
dor esin(¢op)

0pn Vi — 26+ be + decos(¢y,)’

Os termos (0¢./0V,,) e (0¢./0¢,) sao obtidos derivando-se implicitamente a equagao
transcendental (3.20). Logo,

06 _ esin(n 1) 501 4 520
Vo (Vo= 20+ 3¢(1+ cos(dn)))e 2% — esin(9ns1)’
o6, esin(dnn) (1+52) —esino,)(e — 1)

Iy, e=0%[V,, — 20 + de(1 + cos(¢n))] — esin(pni1)

Finalmente, o determinante da Matriz Jacobiana (Jcg) é dado por,

 se. | Vot esin(ey) 0
det(Jos) = e {VnH—FESiD((anJ [1 Vn(2 e —ecos(on))] - (3.21)

No Capitulo 2, vimos que os determinantes das Matrizes Jacobianas da versao com-
pleta, sao iguais a [(V, + esin(¢y,))/ (Vi1 + €sin(¢n11))], Egs. (2.15) e (2.22). Vimos,
também, que este determinante preserva area do espaco de fases. Analisando os determi-
nantes encontrados nesta versao completa e dissipativa do acelerador de Fermi, entretanto,
vemos facilmente que a area do espaco de fases nao é preservada. Em outras palavras,

existem termos além dos encontrados no modelo conservativo e, por essa razao, a area do
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espago de fases para este modelo apresenta contragao. E importante lembrar, no entanto
que, se aplicarmos o limite em que o coeficiente de arrasto 6 — 0, vemos pelas Eqgs. (3.10)

e (3.21) que os resultados do caso conservativo sao completamente recuperados.

3.3.5 Resultados Numéricos para o Modelo Completo

Vimos na secao anterior que a matriz Jacobiana para o modelo completo dissipativo
do acelerador de Fermi possui propriedade de contracao de drea e que a forca de arrasto
dissipa a energia da particula a medida que o tempo evolui. Na evolucao de uma condicao
inicial, duas situagdes distintas podem ocorrer: (1) a particula pode ser capturada por
um ponto fixo (ou ciclos) e entao converge exponencialmente para ele com a velocidade de
aproximacao dependendo da intensidade do coeficiente de arrasto; (2) A particula perde
toda sua energia, alcangando o repouso apds ter toda sua energia dissipada pela forga de
arrasto.

Nesta secao, vamos discutir o comportamento para altos valores da velocidade da
particula. Considerando a primeira equagao do mapeamento (3.17), para colisoes simples,
encontramos que

Vi1 2V, — 20 — 2esin(pp1), (3.22)

onde consideramos que a velocidade V' > 2¢ e que a forca de dissipagao § é pequena.
Com a aproximacao de que § é pequeno, o produto de também torna-se pequeno quando
comparado com a velocidade. Analisando a velocidade média da particula, encontramos
que V,, = (2¢/At), onde At representa o préprio ¢.. Assim, vemos que o valor maximo
que ¢. pode assumir é ¢. = (2¢/V},). No limite em que V > 2¢ e § < €, a exponencial
e % — 1. Voltando a Eq. (3.22), podemos reescrevé-la de acordo com as iteragoes,

comecando com n = 0, ficando

Vi = Vo — 20— 2esin(¢),
Vo = Vi —20 — 2esin(¢o).

Substituindo o valor de V; em V5, econtramos

Vo = Vo —40 — 2e[sin(¢y) + sin(¢s)].
Vs = Vo — 20 — 2esin(¢s3).

Substituindo o valor de V5 em V3, encontramos
V3 = Vo — 6 — 2¢[sin(¢y) + sin(¢pg) + sin(¢ps3)].

Podemos entao escrever uma expressao geral para a velocidade como

V,=Vo—2nd — QEZsin(@). (3.23)

i=1
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A Eq. (3.23) nos diz que a velocidade da particula decresce, na média, linearmente com
o aumento do nimero de iteragoes.

Considerando que ¢ foi uniformemente distribuido no intervalo de ¢ € [0, 27), podemos
esperar que, a medida que a velocidade decresce, a particula va oscilando senoidalmente

por um pequeno intervalo de “n”, como mostra a Figura 3.1.

{a)
25— |

()

Figura 3.1: Velocidade V' em funcdo do niumero de iteragoes n para o modelo Fermi-Ulam sob a
acao de uma for¢a de arrasto viscoso ' o« —V . As condi¢des iniciais usadas foram
Vo = 3 e ¢g = 0 bem como os parametros de controlee = 1x1073 e§ = 1x107°. Em
(a), mostra-se o decaimento da velocidade com o aumento do nimero de iteragoes
e em (b), o comportamento oscilatorio de V. em fun¢ao de uma pequena escala em

[1yeb)

n

A Figura 3.1(a) mostra o decaimento linear da velocidade da particula persistindo
mesmo para um grande numero de iteragdes passados e a Figura 3.1(b) mostra, em es-
cala ampliada, o comportamento oscilatério da trajetéria da particula realizado em um
pequeno intervalo de “n”. Na construcao da figura foram usadas como condigoes iniciais
Vo = 3 e ¢o = 0. Os parametros de controle usados foram e = 1 x 1073 e § = 1 x 1075,
Um ajuste linear nos dé o coeficiente linear —2 x 1075, que estd em pleno acordo com a
Eq. (3.23).

Quando o coeficiente de arrasto § — 0, o segundo termo da Eq. (3.23) desaparece.

As curvas invariantes, entao, tornam-se estaveis e a velocidade da particula nao decresce
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com a evolugao da dinamica. Este resultado estd de acordo com o obtido do determinante
da matriz Jacobiana no limite em que 6 — 0. Neste limite, encontramos a condicao de
preservacao de medida do espaco de fases e os resultados para o modelo Fermi-Ulam nao
dissipativo sao totalmente recuperados.

Vamos agora descrever a aproximacao para o ponto fixo atrativo em fun¢ao do niimero
de iteragoes. Para isso, supomos que a particula é capturada por uma regiao de atracao
equivalente a primeira ilha KAM do caso nao dissipativo, por exemplo. Enfatizamos que
outras regioes também poderiam ser consideradas, além da primeira ilha. Para investigar
a aproximacao assintotica da particula para um ponto fixo atrativo, definimos uma série
de condicoes iniciais e permitimos que o sistema evolua no tempo. Estabelecemos um
critério de convergéncia para definir a aproximagao assintética para o ponto fixo atrativo.
O critério consiste em checar a distancia da particula ao ponto fixo. Definimos um circulo
de raio r. = 107 e iteramos cada série de condicoes iniciais. Se a particula estiver perto o
bastante do ponto fixo, salvamos, em um arquivo de saida, o niimero de colisoes gasto para
a particula chegar ao ponto fixo e iniciamos a iteragao de uma condicao inicial diferente.
Depois de evoluir um conjunto de M condicoes iniciais diferentes, a média n, é dada por
Ny = % Zf‘il n;. O comportamento do nimero médio de iteracoes em funcao da distancia

ao ponto fixo e do coeficiente de arrasto ¢, estd ilustrado na Figura 3.2.

Figura 3.2: (a) Comportamento do nimero médio de colisoes com a parede mdovel, n,, em fung¢ao
da proximidade do ponto fizo atrativo para a versao completa deste modelo Fermi-
Ulam dissipativo. As trajetdrias convergem para o ponto fixo. (b) O transiente n,

em funcao do coeficiente de arrasto §.

A Figura 3.2(a) mostra o comportamento do nimero médio de colisbes com a pa-

rede mével, n,, em funcao da série de trajetérias que se aproximam do ponto fixo. O
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eixo horizontal representa a distancia da trajetéria ao ponto fixo, definida como r =
V' (Vi = V*)2 + (¢, — ¢*)2. As coordenadas do ponto fixo estdo representadas por (V*, ¢*).

Foi usada uma série de 500 condigdes iniciais no intervalo (Vp, ¢p) = ([0.325,0.33], 7). Cada

curva na Figura 3.2(a) estd ajustada pela fungao n,(r) = A+ Bln(r). Parad =1 x 1074,
obtemos A = —14.6(1) x 103 e B = —3.22(1) x 103. Para o caso onde § = 5 x 10~%, temos
que A = —29.72(2) x 10> e B = —6.376(2) x 103. Finalmente, para § = 1 x 107>, os
coeficientes sao A = —149.1(3) x 10° e B = —31.77(3) x 10%. Resultados como estes da
Figura 3.2(a) nos permitem concluir que as trajetérias aproximam-se exponencialmente
do ponto fixo com a evolucao do nimero de iteracoes. Investigando como se da a evolugao
da trajetdria para o ponto fixo em funcao do coeficiente de arrasto ¢, encontramos o resul-
tado mostrado na Figura 3.2(b), onde evoluimos a simulagao para valores de 7. < 107°.

Podemos, entao, descrever tal comportamento como
ng o 6" (3.24)

Um ajuste em lei de poténcia como mostrado na Figura 3.2(b) nos da que p = —1.000(2).
E f4cil ver que, no limite em que § — 0, a Eq. (3.24) nos da que n, — oo. Note,
entretanto, que neste limite de ¢, a preservacao de medida do espaco de fases pode ser re-
cuperada. Assim, concluimos que duas diferentes situagdes podem ocorrer: (i) a particula
pode exibir comportamento periédico ou quase-periédico ou (ii) a particula pode exibir
comportamento cadtico. O resultado n, — oo pode ser interpretado como indicando que

a convergéncia para um ponto fixo atrativo nao ocorreu.

3.4 O Modelo Simplificado

Como discutimos no Capitulo anterior, no modelo simplificado considera-se que as
duas paredes do modelo estao fixas e que ao colidir com uma delas, a particula sofre uma
troca de momentum e energia como se a parede estivesse se movendo.

Considerando que as duas paredes estao fixas, podemos imediatamente ver que as coli-
soes sucessivas permitidas no modelo completo nao podem ocorrer no modelo simplificado.
Sendo assim, usaremos as equagoes do mapa (3.17) para colisdes simples, incorporando,
naturalmente, as simplificacoes necessarias. Assim, o mapeamento para o modelo simpli-

ficado pode ser escrito como:

Vi1 = |V — 20 — 2esin(¢p11)]

T: .
Gni1 = ¢p — 310 [ - ‘2/_ﬂ mod(2)

(3.25)

Novamente, o médulo na equacao da velocidade do mapa (3.25) foi incluido arbitraria-

mente para evitar que a particula ganhe velocidades negativas e viaje para fora da regiao
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entre as paredes. A fase ¢,,1 é real somente se V,, > 26. Se V,, < 29, podemos concluir
que a particula nao tem energia suficiente para sofrer colisao e atinge o respouso.
Obtendo, agora, as expressoes para os coeficientes da matriz Jacobiana do mapeamento

(3.25), encontramos,

a‘/n+1
ov,,
861)/;“ = sign[V,, — 25 — 2esin(¢y41)] |:—2€ cos(Gna1)

8¢n+1 N 2
oV, V2 =26V,
8¢n+1

9,

= sign[V,, — 2 — 2esin(¢y,41)] {1 — 2€co8(Ppi1) %] ,

a¢n+1:|
Opn |

onde a funcao signfu] = 1 se [u] > 0 e signfu] = —1 se [u] < 0.
Efetuando os célculos para encontrarmos o determinante da matriz Jacobiana para

este modelo dissipativo e simplificado do acelerador de Fermi, obtemos
det(J,) = sign[V,, — 2§ — 2esin(¢p,41)],

ou ainda,

det(J,) = +1. (3.26)

Este resultado nos diz que, ao contrario do modelo completo, aqui é possivel de se observar

regioes do espaco de fases onde a propriedade de preservacao de area é observada.

3.4.1 Resultados Numéricos para o Modelo Simplificado

No mapa (3.25), quando iteramos a equagao da velocidade, obtemos novamente a
expressao dada pela Eq. (3.23), obtida para o modelo completo. Assim, podemos es-
perar que, para altas energias, a velocidade da particula decresca linearmente na média,
enquanto oscila senoidalmente na descida. Embora a equacao da velocidade para altas
energias do modelo simplificado seja a mesma do modelo completo, os dois modelos apre-
sentam resultados diferentes. Como veremos, no modelo simplificado, ilhas KAM estaveis
sobrevivem a introducao da forca de arrasto e sao observadas no espaco de fases. A Figura
3.3 mostra o comportamento da velocidade da particula em funcao do nimero de iteracoes.
Podemos observar que, para altas energias, a velocidade da particula decresce linearmente
e um ajuste linear nos da um coeficiente de —1.9990(7) x 107, como ¢ sugerido na Eq.
(3.23). A regiao ampliada na Figura 3.3(a) mostra a passagem da particula perto de uma
ilha KAM. A Figura 3.3(b) mostra a curva KAM (linha de cor preta) e a evolugao de uma

condicao inicial perto dela (os circulos conectados por uma linha vermelha pontilhada). A
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Figura 3.3: (a) A velocidade V' mostrada como fungao do nimero de iteragoes n. A parte am-
pliada mostra como V' wvaria com n perto de uma ilha KAM. Foram usados 0s pa-
rametros de controle e =1 x 1072, § = 1 x 107° e as condicdes iniciais Vo) = 1 e
¢o = 0. (b) Detalhes de uma trajetoria passando perto da ilha KAM, mostrando V

em funcao da fase ¢.

abertura observada na amplia¢ao da Figura 3.3(a) tem a mesma amplitude AV observada
na Figura 3.3(b).

A Figura 3.4 mostra as regioes estdaveis que sao preservadas nesta versao dissipativa e
simplificada do modelo de Fermi.

E mostrado o espaco de fases onde as ilhas KAM sobrevivem a introducgao da forca
de dissipacao. As ilhas KAM estao circundando pontos fixos atrativos de periodo 1,
localizados no centro das elipses. Os pontos fixos nao estao mostrados na figura.

No regime de altas energias, a velocidade da particula, na média, decresce linearmente
a medida que o nimero de iteragoes evolui. Quando passa por uma ilha KAM, ela faz o
contorno da ilha e entao segue em um transiente cadtico no dominio de baixas energias
para um determinado nimero de iteragoes. Entretanto, nenhum comportamento cadtico
estavel é detectado. O transiente é o ntimero de iteracoes médio que a particula gasta
vagando em seu comportamento dinamico, até atingir o equilibrio (neste caso V' = 0).
A Figura 3.4 nao mostra os efeitos do transiente. Para isso, foi necessario evoluir as
simulacoes por um tempo longo, da ordem de 107 iteracoes para cada condicdo inicial.
No caso nao dissipativo, a particula pode assumir baixos valores de velocidade quando

estd na regiao chamada de mar cadtico. No nosso modelo, a particula também pode
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Figura 3.4: Regides estdveis no espago de fases deste modelo dissipativo e simplificado do acele-

rador de Fermi. Os parametros usados foram e =1 x 1072 e § =1 x 107°.

assumir baixos valores de velocidade, desde que V,, > 2J. Caso contrario, nao terd energia
suficiente para retornar a parede e sofrer nova colisao. Ela atingird o repouso e a dinamica
do modelo serd interrompida. Para as ilhas KAM que circundam os pontos fixos atrativos,
a particula nao assume valores de velocidade tais que V,, < 2. Dentro das ilhas KAM, a
fase ¢ é real para todos os valores de velocidade e, portanto, a propriedade de preservacao
de area se aplica.

Vamos agora discutir este aparente paradoxo em que existem, por construcao, forcas
de dissipacao no modelo e por outro lado preservacao de area no espaco de fases. Em
primeiro lugar, a definicao de um sistema dissipativo nao ¢ tao evidente quanto parece
a primeira vista. Poderiamos dizer que dissipagao implica que a area do espaco de fases
nao é conservada sob tempo de evolucao. Alternativamente, poderiamos dizer que “dis-
sipagao” denota que atrito estda presente. No modelo em questao, entretanto, temos por
construcao uma forca friccional presente mas, encontramos que o determinante da matriz
Jacobiana é uma unidade. Por que, entao, este resultado nao contradiz a afirmacao de que
nao existem atratores no modelo estudado? A resposta estd relacionada com o Teorema de
Recorréncia de Poincaré [36]. Este Teorema, que é uma conseqiiéncia do Teorema de Liou-
ville, afirma que, para um espaco de fases delimitado, quase todas as trajetorias retornam
arbitrariamente préximas de onde elas sairam. E importante enfatizar que este resultado
¢é verdadeiro independentemente se a trajetoria em consideracao é regular ou cadtica. Os

resultados encontrados para o modelo discutido neste capitulo mostram que, para altas
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energias, a velocidade da particula, na média, decresce linearmente com o aumento do
numero de iteragoes. Eventualmente, a particula entra na regiao correspondente ao mar
cadtico (para o caso nao dissipativo) e observamos que V' — 0. Assim, é fécil concluir que
o espaco de fases é ilimitado para as proximas colisoes, pois t — oo. Na presente versao
dissipativa nao existe um mecanismo para acelerar a particula a altas energias. Assim, o

Teorema de Recorréncia de Poincaré nao é satisfeito.
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Capitulo 4

MODELO DO ACELERADOR DE
FERMI COM FORCA DE
ARRASTO VISCOSO DO TIPO
Fx —V?

4.1 Resumo

Neste Capitulo, estudaremos algumas propriedades dinamicas do modelo unidimensio-
nal do acelerador de Fermi na presenca de uma forca de arrasto proporcional ao quadrado
da velocidade da particula. O problema ¢é descrito pelo uso de um mapa bidimensional,
nao linear, obtido via solucao de equacoes diferenciais. Construiremos os mapeamentos
para as versoes completa e simplificada do modelo e apresentaremos nossos resultados

numéricos.

4.2 Motivagoes

No Capitulo 2, descrevemos o modelo do acelerador de Fermi Conservativo, construi-
mos os mapeamentos para as versoes completa e simplificada e analisamos numericamente
os resultados para as duas versoes. Vimos que este modelo possui espaco de fases do tipo
misto, com ilhas KAM circundadas por um mar de caos e curvas invariantes spanning,
que funcionam como barreiras que limitam o ganho de energia pela particula. A primeira
curva invariante spanning divide o espaco de fases em duas regioes distintas: a de mais

baixa energia (abaixo da primeira curva) e a de mais alta energia (acima da primeira
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curva). Esta divisao foi estabelecida por Lieberman e Lichtenberg [11]. O mar de caos foi
caracterizado por um expoente de Lyapunov positivo que mostrou uma boa convergéncia
a medida que o ntimero de iteracoes evoluia.

No Capitulo 3, descrevemos o modelo do acelerador de Fermi acrescentando uma nova
modificagao. Introduzimos nele uma forca de dissipagao, na forma de um arrasto viscoso,
de modo que a particula perdia energia a medida que atravessava o fluido. Consideramos
esta forca de dissipagao proporcional a velocidade da particula. Construimos os mapea-
mentos completo e simplificado e analisamos os resultados numeéricos. E esperado que a
introducao da forca de arrasto iria provocar mudancas nos resultados obtidos para este
modelo Dissipativo e o modelo Conservativo. Mas o que vimos foi mais do que isso. Vimos
que o arrasto viscoso produziu mudancas entre as versoes completa e simplificada do mo-
delo. Na versao completa, o espaco de fases apresentou propriedades de contracao de area
e teve destruida toda a estrutura mista do espaco de fases encontrada no modelo Con-
servativo. Na versao simplificada, algumas regioes do espaco de fases foram preservadas,
as ilhas KAM. Esta diferenca nos resultados entre as versoes completa e simplificada foi
explicada usando o Teorema de Recorréncia de Poincaré [36]. Evidenciamos o decaimento
linear da velocidade da particula em funcao do niimero de iteracoes e o comportamento da
evolucao de uma condicao inicial ao passar perto de uma ilha KAM. Este comportamento
foi detalhadamente mostrado na Figura 3.3 do Capitulo anterior.

Neste Capitulo, vamos estudar o modelo do acelerador de Fermi em uma nova versao
dissipativa. A introducao da forga de dissipacao dar-se-a4 também via arrasto viscoso, mas
desta vez, vamos considerar a forca de dissipacao proprorcional ao quadrado da velocidade
da particula. Construiremos os mapeamentos para as versoes completa e simplificada do
modelo e analisaremos os resultados numéricos. Nosso interesse em estudar este modelo
consiste em checar se os resultados obtidos no Capitulo 3 serao novamente encontrados

aqui e se as conclusoes para os dois modelos poderao ser generalizadas.

4.3 O Modelo Completo

O modelo de Fermi é um modelo unidimensional que consiste de uma particula classica
de massa unitaria (m = 1), confinada entre duas paredes rigidas sendo que uma delas
estd fixa e a outra move-se periodicamente no tempo. Em nossa aproximacao, vamos
considerar que o movimento da particula se da ao longo do eixo z. A particula colide
elasticamente com as paredes. A parede fixa estd localizada em x = [ e a parede modvel
é regida pela equagao da posi¢ao dada por z,,(t) = ecos(wt), onde € é a amplitude de
oscilagao do movimento e w é a freqiiéncia angular. A velocidade da parede mével é dada

por v, (t) = —cwsin(wt).
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A dinamica do sistema é descrita por um mapeamento discreto nao linear nas variaveis
(v,t), onde v e t sdo respectivamente a velocidade da particula apds a colisdo com a perede
movel e o tempo. A particula se encontra na presenca de uma forca de arrasto viscoso, um
gas, que assumimos ser diretamente proporcional ao quadrado da velocidade da particula,
F = —nv?, onde 1 é o coeficiente de viscosidade. O sinal negativo do lado direito da
equagao denota que a forga é sempre contraria ao movimento da particula. Assim, o mapa
T é dado por T(v,,t,) = (Vni1,tns1). Para construir o mapeamento, vamos supor que
num instante t = t,,, a particula esteja na posicao x,(t,) = €cos(wt,) com velocidade
v = v,. A Segunda Lei de Newton, > F' = ma, descreve completamente a solugdo do
problema, especificando a velocidade e a posicao da particula num determinado instante.
Desta forma, temos que Y F = —n/v?. Sabemos, por defini¢do, que a aceleragao, em
qualquer instante, é a taxa com que a velocidade esta variando naquele instante. Em
outras palavras, a aceleracao é a derivada da velocidade em rela¢ao ao tempo, a = (dv/dt).

Substituindo as expressoes conhecidas na Segunda Lei de Newton, encontramos

—nv? = m(ji—:. (4.1)

Reorganizando a Eq. (4.1) de modo a isolar as varidveis velocidade do lado esquerdo da

dv__ (”_) dt. (4.2)

v? m

equagao, ficamos com

Chamando o termo ('/m) de apenas 1 e substituindo na Eq. (4.2), temos

d
- (4.3)

V2

Podemos agora aplicar a integral de ambos os lados da Eq. (4.3), obtendo
dv
Aqui, —n pode ficar do lado de fora do integrando porque tem valor constante.

Efetuando o célculo da integral da Eq. (4.4), encontramos

1
—— = —p(t—t,) +C, 45
0 n(t—tn) (4.5)
onde C' é uma constante de integragao. Para calcularmos o valor de C, fazemos t = t,,,
no qual v(t,) = v, e obtemos que C' = —(1/v,). Substituindo estes valores na Eq. (4.5),
podemos conhecer a equagao que descreve a velocidade da particula v, no instante ¢, dada

por
Un,

- van(t —t,) + 1 (4.6)

up(1)
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A velocidade da particula também pode ser escrita, em notacao de calculo, como a taxa
com que a posicao da particula z, estd variando com o tempo ¢ em um dado instante, ou

seja, v, € a derivada da posi¢ao z, em relagao ao tempo ¢,

dx,(t)
up(t) = %. (4.7)
Igualando as Eqgs. (4.6) e (4.7) e reorganizando os termos, temos
d,(t) = n dt (4.8)
o) = van(t —t,) + 1] ‘

Podemos novamente efetuar a integragdo de ambos os lados da Eq. (4.8), ficando

/ dz,(t) = / (W 0 f"tn)H)dt. (4.9)

Para resolver esta integral, definimos u = v,n(t — t,) + 1 e tomamos a derivada de u

em relacdo ao tempo, obtendo (du/dt) = (v, n). Reorganizando os termos, ficamos com

du = (v,n)dt e dt = [du/(v,n)]. Desta forma, a integral da Eq. (4.9), pode ser reescrita

/da:p(t) :/ [(%”) (i—%)} . (4.10)

Simplificando os termos v, e retirando do integrando o termo constante, obtemos

/dxp(t) :%/(%“) (4.11)

Resolvendo a Eq. (4.11), encontramos a seguinte equacao

CcOo1mo

1
z,(t) = =In|u| + C, (4.12)
Ui
onde ¢’ é uma constante de integracao. Substituindo o valor de v na Eq. (4.12), obtemos
1
z,(t) = = In[v,n(t — t,) + 1] + C". (4.13)
n

Para calcularmos o valor da constante de integracao C’, fazemos t = t,, e encontramos
que z,(t,) = C’. Como o valor de z,(t,) = € cos(wt,), temos que C’ = ¢ cos(wt,). Logo,
substituindo o valor de C" na Eq. (4.13) e reorganizando os termos, obtemos a equagao

que descreve a posicao da particula num dado instante ¢, dada por
1
xp(t) = e cos(wty,) + — In(v,n(t —t,) + 1). (4.14)
U]

Para prosseguirmos com os calculos, vamos considerar dois casos de colisoes da parti-
cula com a parede movel. Sao eles:

(1) Colisoes Muiltiplas - Caso em que a particula colide mais de uma vez com a parede
moével e abandona a zona de colisao, definida no intervalo = € [—¢, €].

(2) Colisoes Simples - Caso em que a particula colide apenas uma vez com a parede

movel e abandona a zona de colisdo.
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4.3.1 Colisoes Multiplas

Assim como no Capitulo 3, a condicao para que ocorra colisao da particula com a
parede mével é x,(t) = x,(t). A posicdo da parede mével no instante da colisdo com
a particula é x,(t,+1) = ecos(wlt, + t.]), onde t. é o intervalo de tempo entre as duas
colisoes, t. = (tp41 — t,). Igualando este resultado a Eq. (4.14), obtemos a equagao

transcendental que chamaremos de g(t.).
1
g(t.) = ecos(wty,) + —In [v,nt. + 1] — e cos|w(t,, + t.)], (4.15)
n

A solucao desta equacao fornece o tempo entre colisdes da particula com a parede mével e
esse intervalo de tempo t. é dado pela menor solucao de g(t.) no intervalo de t. € (0, 27 /w].
Obtida a solucao da Eq. (4.15), o instante do préximo choque serd dado pela soma do

instante da colisao n (t,) e o intervalo de tempo entre colisoes (t.),
toit = by + Lo (4.16)

Neste instante, a velocidade da parede é v, (t,41) = —cwsin(wt,y1). A velocidade da
particula é obtida no referencial da parede movel, no instante da colisao, como discutimos
na subse¢ao 2.3.1, do Capitulo 2. Assim, vamos utilizar a Eq. (2.12) e substituir o
valor de (v,;), que é a velocidade da particula imediatamente antes do choque, pelo valor
encontrado na Eq. (4.6), substituindo o (¢) por (¢,+1), ficando com

Unp,

Upnt1 = —

Com as Eqgs. (4.16) e (4.17), podemos obter o mapeamento para o caso das colisoes

multiplas, conforme

o { Upt1 = —% — 2ewsin|w(t, + t.)] 7 (4.18)

tn+1 =t, +t.

com t. obtido numericamente pela solugao de g(t.) = 0, onde g(t.) é dada pela Eq. (4.15)
e pertence ao intervalo (0,27 /w]. O indice “M” denota colisoes multiplas.
Definindo variaveis adimensionais, temos que V,, = [v,/(wl)], § = (nl), € = (¢/l) e

¢n = (wt,). Logo, nestas novas varidveis, o mapeamento pode ser escrito como,

Ty - 1 Ve =~ — 250l (4.19)
¢7L+1 = ¢n + (bc IIlOd(ZTF)
com ¢, obtido da solugao da equacao transcendental,
1
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no intervalo (0, 27].
Se a Eq. (4.20) admitir alguma raiz em ¢, € (0, 27, entao diz-se que a particula sofreu
colisao miultipla. Caso contrario, a particula saiu da zona de colisao, sem sofrer colisao

multipla.

4.3.2 Calculo da Matriz Jacobiana para Colisoes Miiltiplas

Os elementos da matriz Jacobiana do mapeamento para colisoes multiplas sao,

8Vn+1 _ -1 -2 a¢c o
8stn—s—l
— 2€co8(Ppy1) I
8‘/n-l—l o ) 8¢c . 8qbn-l—l
9o, Vo(Vidpe +1)77 <Vn5 6%) 2¢e cos(p 1) 96,
8¢n+1 _ a¢c
ov, ov,’
a(anrl o a¢c
%n 6.

As derivadas implicitas, (0¢./0V,) e (0¢./0¢,) sao dadas por,

a¢c _¢c
av, (Vibbe + 1) x (e Sin(¢ppn ) + ﬁ)
0. esin(¢y,) — esin(p,y1)

ol <e sin(¢n41) + %)

Encontrados os coeficientes, podemos obter o determinante da matriz Jacobiana, (.J,),
que depois de alguma algebra, pode ser escrito como,

1 X{ Vi, + esin(¢,) }

) = 5012 Ve + esin(onin) )

(4.21)

Podemos claramente ver, na Eq. (4.21), que o determinante da matriz Jacobiana para o
caso das colisoes multiplas, nao preserva area do espaco de fases. Se fizermos a andlise
da evolugao das areas e compararmos este determinante com os determinantes do modelo
Conservativo, Eqgs. (2.15) e (2.22), que preservam area do espago de fases, veremos que
um termo a mais aparece na equacio, o termo [1/(V,d¢. + 1)2]. Assim, podemos concluir
que o determinante da Eq. (4.21), implica em contragao de &rea. Entretanto, no limite
em que § — 0, o mapeamento preserva area do espaco de fases e os resultados do modelo

Conservativo sao recuperados.
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4.3.3 Colisoes Simples

O mapeamento para o caso em que a particula sofre uma tnica colisao ou a ultima das
colisoes multiplas com a parede mével e entao abandona a zona de colisao deve ser obtido
considerando-se que dois eventos distintos podem ocorrer. O primeiro deles é que a forga
de arrasto dissipa parte da energia da particula e apds colidir com a parede fixa, a particula
¢é refletida em direcao a parede movel até sua entrada na zona de colisao. No segundo
evento, a forca de arrasto dissipa completamente a energia da particula, que atinge o
repouso, interrompendo a dinamica do modelo. Assim, para descrever o comportamento
do sistema, vamos considerar o caso em que a forca de arrasto dissipa apenas parte da
energia da particula.

A particula estd na zona de colisdo na posicao x,(t,) = € cos(wt,) no momento em
que inicia-se a dindmica do modelo (¢,). Ela viaja em direcao & parede fixa e colide com
ela. Em seguida, é refletida em direcao a parede moével e viaja até sua entrada na zona de
colisao. O trajeto percorrido pela particula ¢ dado pela soma das distancias percorridas
em sua jornada para a direita (I — € cos(wt,)) e para a esquerda (I — ¢) (se necessario,
retorne a ilustracao da Figura 2.4 para uma melhor visualizacao do trajeto percorrido
pela particula). A distancia total do trajeto da particula é dada por 2] — ¢ — £ cos(wt,,).

O primeiro passo para a construgao do mapeamento é obter o tempo de voo da par-
ticula para a direita, ao qual chamaremos de (¢;). Da equagao da posi¢ao dada pela Eq.

(4.14), temos que
1
xp(t) = e cos(wt,) + p In(v,n(t —t,) +1).

A posicao da particula, neste trajeto, é z,(t4) = . Podemos entao substituir esta expres-

sao de x,(t) na equagao acima para obtermos,
1
| = ecos(wty,) + — In(v,ntyg + 1).
Ui
Reescrevendo de forma mais apropriada, encontramos,
In (v,nty + 1) = n(l — e cos(wty,)).
Tomando exponencial de ambos os lados, obtemos,
(Un"?td + 1) _ en(l—acos(wtn))'

Isolando t; do lado direito da equacao,

n(l—ecos(wty)) __ 1
ty= "< . (4.22)
Up

Este é o tempo de voo da particula para a direita.
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Para obtermos a velocidade da particula no seu trajeto para a direita, basta substi-
tuirmos a Eq. (4.22) na equacao da velocidade dada pela Eq. (4.6). Assim,

Un

vp(tn +t4) = onli—e cos(@tn)

(4.23)

O segundo passo para a construcao do mapeamento consiste em obtermos o tempo de
voo da particula para a esquerda. Mas antes de obtermos o tempo de voo, vamos obter a
velocidade da particula no seu trajeto para a esquerda.

Ap6s colidir com a parede fixa, a particula sofre inversao no sentido da velocidade e

sai para a esquerda com velocidade (v,),
Ue(tn + td) = —’Up(tn =+ td),

ou seja,

Veltn +ta) = iy

(4.24)

A equacao da posicao, enquanto a particula esta viajando para a esquerda, serd entao
dada por,
1
zp(t) =1+ Eln [Ve(tn +ta) nt +1]. (4.25)

Ao entrar na zona de colisdo, a posi¢do da particula é x,(t.) = €. Substituindo este

resultado na Eq. (4.25), obtemos,

5:l—|—%ln[ve(tn+td) nte+ 1].
Reescrevendo temos,

In[ve(t, +ta) nte + 1] =n(e —1).

Nosso objetivo é isolar o tempo (Z.) que esta no argumento do (“In”). Para isso, vamos

tomar exponencial de ambos os lados da equagao acima. Assim,
Ue<tn + td) n te + 1= en(s—l)'

Reescrevendo, temos,
677(5—[) — 1

T veltatta)
Substituindo o valor de v.(t, + t4) dado pela Eq. (4.24) e reescrevendo de forma mais

(4.26)

e

apropriada, obtemos,
en(l—scos(wtn)) _ en(a—s cos(wtn))
t, = . (4.27)
UpM

A partir das relagoes dos tempos para a direita (t4) e para a esquerda (t.), podemos obter

o tempo total (¢7) do trajeto percorrido pela particula, que é dado pela soma t7 = t4+t..
Assim, substituindo temos,
Qen(l—scos(wtn)) _ en(a—s cos(wtn)) __ 1
tr = . (4.28)
Uph)
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Substituindo a Eq. (4.28) na equacdo da velocidade da particula dada pela Eq. (4.6), ob-
temos a velocidade total da particula [v,(t7)] na entrada da zona de colisao. Considerando
que ao colidir com a parede fixa a particula sofre uma inversao no sinal da velocidade,

temos que,

2en(l—¢ecos(wtn)) _ en(e—ecos(wtn))’

Up(tT) = (429)

Desta forma, a Eq. (4.29) nos da a velocidade da particula imediatamente antes de sua
entrada na zona de colisao. Para fins de simplificacdo, vamos dizer que v,(tr) = v4, onde
o indice “A” denota antes da entrada na zona de colisdo. Assim,

_fUn

va = 2en(l—ecos(wtn)) _ en(e—ecos(wtn))’ (430)
Com isso, a equagao da posicao da particula, em seu trajeto total, é dada por,
1
zp(tn +tr +tc) :5+51n(21A nte+1). (4.31)

A colisao entre a particula e a parede mével ocorrerd quando z,(t) = x,(t). Sabendo que
no instante da colisdo a posigao da parede maével é x,,(t, + tr +t.) = € cos|w(t, +tr +1.)]

e de posse da Eq. (4.31), podemos substituir na expressao acima e obtermos,
1
ecoslw(ty, +tr+t.)) =+ —In(va nt.+1).
n

Assim, podemos definir uma fungao f(t.), onde (¢.) fornece o instante da colisao entre a

particula e a parede movel, dada por
1
f(te) =ecoslw(t, +tr+t.)] —e——In(vant.+1). (4.32)
Ui

O tempo de colisao (t.) estd limitado ao intervalo [0, (27 /w)].
A solugao de f(t.) = 0 fornece o instante do choque. Assim, o instante do préximo
choque sera dado por

tngt = tn 4 tp + Lo (4.33)

A velocidade da parede, neste instate, é v,(t,11) = —ewsin(wt,1). A velocidade da
particula é obtida no referencial da parede mével no instante do choque. Considerando a

Eq. (2.12), o mapeamento para o caso das colisdes simples pode ser escrito como

Ty - { Upa1 = U — 2ew sin(wt, 1) ’ (4.34)

tn-‘,—l =t, +tr +t.

onde v,* = [—va/(va 1 t. 4+ 1)] € 0 termo (tr) é dado pela Eq. (4.28).

Definindo varidveis adimensionais como V,, = [v,/(wl)], € = (¢/1), § = (nl) e ¢,, =

(wt,,), o mapeamento para colisdes simples pode ser reescrito como
T, - Vi1 = Vi,° — 2esin(dpni1)

Gni1 =n+ér+o.  mod(2rm)

25

(4.35)



onde

-V
Vn* - —Au
VA6¢C +1
_Vn
VA - 9e0(1—ecos(dn)) _ pd(e—ecos(dn))’
266(176cos(¢n)) o 6(5(676605((1)”)) -1
(bT = )

V.0
e o termo ¢, ¢é obtido da solucao de F(¢.) = 0, onde F(¢.) é dado por

F(¢.) = €cos(¢n, + o1 + @) — € — % In (Vado. + 1), (4.36)

com ¢, pertencente ao intervalo [0, 27].
Um mapeamento geral que descreve a dinamica do modelo pode entao ser escrito da

seguinte forma:

T { Vi1 = Vo5 — 2esin(gp1) (4.37)

Gni1 = dn + AT, mod(27)

onde as expressoes V,,* e AT, sao dadas de acordo com o tipo de colisao que ocorre,
conforme a seguir:

(i) Colisoes Multiplas: Neste caso, V,,* = [=V,,/(V,,0¢. + 1)] e AT,, = ¢.. O termo ¢,
¢ obtido a partir da solucao da equagao transcendental, G(¢.) = 0, onde G(¢.) ¢ dada
por

G(¢.) = €cos(ppy1) — ecos(oy,) — %ln (Voo + 1), (4.38)

com ¢. € (0,27]. Note que ¢. = 0 foi excluido do conjunto solugao, pois representa um
ponto fixo da Eq. (4.38).
(i) Colisdes Simples: Neste caso, V,,* = [-V4/(Vad¢. + 1)], onde

_Vn
(265(1—5005((;5”)) _ 65(e—eCOS(¢n)))’

Vy =

e AT, = ¢r + ¢.. Aqui, o termo ¢ é dado por

266(176cos(¢>n)) . 65(67€COS(¢n)) -1

¢T = Vn(s Y

e ¢. é obtido da solugdo da equacao transcendental, F'(¢.) = 0, onde F'(¢.) é dada por
1
F(¢e) = ecos(¢ppi1) — € — 5 In (Vadoe + 1), (4.39)
com ¢, € [0, 27].
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4.3.4 Calculo da Matriz Jacobiana para Colisoes Simples

O proximo passo do nosso estudo consiste em obter os elementos da matriz Jacobiana

do mapeamento (4.35).

sendo que,

ov,*
v,
ov,*
Opn
OV
oV,
OV
In

O
ov,
d¢r
Opn

Sao eles,
Vo V" O
v, oV 2¢ cos(¢ni1) 8—‘/}1’
8Vn+1 . 8Vn* - a¢n+1
don Oy 2€ cos(Pn+1) 9on
% _ 8¢T 8¢c
oV, 9V, oV’
8¢n+1 o 8¢T 8¢C
o6n T 06, 00,
— | 1 aVA VA aVA a(bc
L (Vaddet1) <3Vn) T Vadde+ 12 (avn 00 Va0 avn)] ’
- 1 OVy Va oV 8¢c>}
- 56e+ Vad 7
(Vadop. + 1) (0%) + (Vabe + 1)2 X (a% Gc+Va o,

1
2e0(1—ccos(dn)) — 65(66605(¢n)):| ’

Va

| (266(176 cos(pn))

— ed(e—ecos(on)) )2:| X

[56 Sin(gbn)ze‘s(l*ecos(d)n)) — Je Sin<¢n)e5(efecos(¢n))] 7
1+ 65(6_5005(¢n)) _ 265(1—ecos(¢n))
|: Vn25 :| )
{25(—: sin(gf)n)e‘s(l_“os(‘z’”)) — e sin(gbn)e&(ﬁ—fcoswn))}
V50 :

Encontrando agora os termos das derivadas implicitas, temos

M 0 c )
g esin(¢n11) a%: - (vAJZCH) %
OVn —esin(bnr) ~ wagrm |

[ ¢ be v,
b esin(g,11) (1 + ﬁ) + et e
a¢n —€ Sin(¢n+1) — m

De posse de todos os coeficientes necessarios, podemos calcular o determinante da matriz

Jacobiana (.J,,) para o caso das colisdes simples, que é dado por

det(J,,)

1 1

| (Vadd 1172 X (263 (1—ccos(dn)) — edle—ecos(on)))2
57
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x K Vi & €sin(6) )} . (4.40)

Vo1 + €sin(gpy1)

Mais uma vez, o determinante da matriz Jacobiana nos diz que a area do espaco de fases
do mapeamento para colisoes simples sofre contracao. Pelo estudo da evolucao das areas
podemos facilmente ver que, quando comparamos o determinante dado pela Eq. (4.40)
com os determinantes do modelo Conservativo, Eqs. (2.15) e (2.22), dois termos apare-
cem a mais na equagdo. Sao eles: [1/(Vadg. + 1)2] e [1/(2e0(1=ccos(@n)) _ gdle—ecos(én)))2],
Assim como no mapeamento para colisoes multiplas, vemos também no mapeamento para
colisoes simples que o sistema nao preserva area do espaco de fases. Entretanto, quando
aplicamos o limite em que 6 — 0, recuperamos novamente os resultados do modelo Con-
servativo e o sistema volta a preservar a area do espaco de fases.

No Capitulo 3, modelo de Fermi Dissipativo, com (F' o« —V), versdo completa, ob-
servamos que o mapeamento para colisoes multiplas produziu determinante da matriz
Jacobiana que contrai area do espaco de fases, ao passo que, o mapeamento para colisoes
simples produziu determinante que preserva area do espago de fases em algumas regioes.
Entretanto, esta diferenca nao foi observada nos determinantes dos mapeamentos para
colisoes multiplas e colisoes simples do modelo de Fermi Dissipativo, com (F oc —V?),
versao completa, estudada neste Capitulo. Em ambos os casos, o sistema contrai drea do
espago de fases, o que nos permite concluir que os resultados para (F' o< —V') nao podem
ser generalizados para (F o« —V?). Os dois modelo produzem resultados diferentes e, a

seguir, vamos apresentar nossos resultados numéricos para este Capitulo.

4.3.5 Resultados Numéricos para o Modelo Completo

Nesta secao, discutiremos nossos resultados numéricos para a versao completa do mo-
delo.

O espago de fases para este modelo de Fermi Dissipativo em sua versao completa foi
obtido pela iteracao das equagdes do mapa (4.37), a partir de diversas condigoes iniciais.

O espaco de fases mostrado na Figura 4.1(a) foi construido através da iteragao de 70
condicoes iniciais. Cada condicao inicial foi iterada 10° vezes. O intervalo para a fase
¢o € [0,27] foi dividido em 7 incrementos igualmente espagados. Foram usadas também
10 divisoes para a velocidade inicial Vj, no intervalo V, € [1 x 1072,0.5]. Os parametros
de controle utilizados foram e =1 x 1072 e § =1 x 1074,

O que se observa, no espago de fases da Figura 4.1(a), é que toda a estrutura mista
do espago de fases conhecida do modelo Conservativo, com ilhas KAM, curvas invariantes
spanning e mares cadticos, foi totalmente destruida, dando lugar a um grande ntimero de
pontos fixos atrativos. Na Figura 4.1(b), é mostrada, em diferentes cores, a classificagao

das dérbitas periddicas encontradas no espago de fases da Figura 4.1(a). Cada cor repre-
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Figura 4.1: (a) Espaco de fases para este modelo Completo e Dissipativo de Fermi. Os parame-
tros de controle usados na figura foram e = 1072 ¢ § = 107%. (b) Classificacio das

orbitas periodicas mostradas em (a).

senta uma orbita de determinado periodo. Por exemplo, os trés pontos fixos atrativos na
cor preta representam orbitas de periodo 1. Ja os pontos fixos na cor rosa, representam
uma 6rbita de periodo 18. A maior 6rbita encontrada para esta combinagao de parametros
de controle foi a de periodo 66, mostrada na cor vermelha.

E importante salientar que as simulagoes do espaco de fases deste modelo foram evo-
luidas para um tempo suficientemente longo, da ordem de 10° vezes, para que os efeitos
de transiente fossem desconsiderados.

Devido ao elevado grau de complexidade e nao linearidade das equagoes obtidas neste
modelo completo e dissipativo do acelerador de Fermi, decidimos nao prosseguir com as
simulagoes numéricas nesta versao completa. Em vez disso, optamos por descrever uma
versao simplificada do modelo, como fizemos nos Capitulos 2 e 3 e, a partir desta versao,
dar prosseguimento nas simulagoes. Agindo desta forma, tornaremos o procedimento
computacional mais rdapido e eficiente, do ponto de vista numérico, reduzindo o tempo
gasto nas simulagoes que, mesmo nos computadores mais modernos, ainda é muito longo.
Além disso, estaremos seguros de que esta simplificacao produzird resultados bastante
semelhantes aos do modelo completo e manterd inalteradas as principais caracteristicas e

propriedades do sistema.
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4.4 O Modelo Simplificado

Nesta secao vamos descrever o modelo simplificado e todos os detalhes necessarios a
construcao das equagoes do mapeamento.

O modelo em questao consiste de uma particula classica confinada entre duas paredes
rigidas e sofrendo colisoes elasticas com elas. A particula estd sofrendo os efeitos de uma
forca de arrasto cuja magnitude é assumida como sendo do tipo F' = —nv?, onde 1 é o
coeficiente de viscosidade e v é a velocidade da particula. Noés assumimos que as duas
paredes do modelo estao fixas, uma delas em z = [ e a outra em x = 0. Entretanto, ao
colidir com a parede localizada na origem, por exemplo, a particula sofre transferéncia
de energia e momentum como se a parede estivesse se movendo de acordo com a equagao
Ty (t) = € cos(wt), onde € é a amplitude de oscila¢do e w ¢ a freqiiéncia de oscilagao. Assim,
nao se torna mais necessario resolver equacoes transcendentais, reduzindo o tempo das
simulagoes numéricas e a nao linearidade do problema é mantida.

O problema é descrito em termos de um mapeamento bidimensional T'(v,,t,) =
(Unt1,tny1). Para construir o mapa, supomos que num instante ¢ = t,,, a particula estd
na posicao x = 0, com velocidade v = v, > 0. Resolvemos a segunda Lei de Newton,
—n v?> = m (dv/dt) e consideramos os efeitos de colisdes eldsticas com as duas paredes.
Definimos varidveis adimensionais, como V,, = [v,/(wl)], 6 = (nl), € = (/1) e ¢,, = (wty,),

e encontramos o mapeamento, que ¢ dado por

Vit = ‘Vn* — 2e Sin(¢n+1)’

b Pny1 = O + 2 [e\i;61] , A

mod(27)

onde o termo V,,* = [V,,/(2¢° — 1)]. Ressaltamos que, aqui, velocidades negativas sao proi-
bidas, pois sao equivalentes a particula viajar além da regiao entre as paredes. Para evitar
que este fato ocorra, introduzimos arbitrariamente o médulo na equacao da velocidade do
mapa (4.41).
Eliminadas as divergéncias, podemos agora calcular os elementos da matriz Jacobiana
do mapeamento, que sao dados por
Vi1
oV,

aavfzﬂ = sign[V,,* — 2esin(¢,41)] X [—26 cos(Ppi1)
_ 2e? — 2

a¢n+1
oV, V26
a¢n+1
Opn

= sign[V,,* — 2esin(¢,41)] ¥ [ ! %] ;

Qe —1) 2¢ co8(Pn+1) oV,

a¢n+1 :|
Opn |’

= 1,

onde a funcao sign(u) =1 se (u) > 0 e sign(u) = —1 se (u) < 0.
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Depois de uma cuidadosa investigacao, encontramos que o determinante da matriz
Jacobiana ¢é dado por,

det(J) = sign[V,* — 2esin(dni1)] [ﬁ} | (4.42)

O determinante dado pela Eq. (4.42) nos diz que o sistema contrai area do espago de
fases, um resultado que também difere do encontrado no modelo simplificado do Capitulo

3. Mais um indicio de que os resultados dos dois modelos nao podem ser generalizados.

4.4.1 Resultados Numéricos para o Modelo Simplificado

Nesta secao, vamos apresentar e discutir alguns dos nossos resultados numéricos.
Comecaremos discutindo o comportamento da particula para grandes valores de velo-

cidade. Considerando a primeira equagao do mapa (4.41), encontramos que

Vi = (26;/—0_1)—2651n(¢1),
v .

Vo = (200 E 0 ?;:?Sﬁf; — 2esin(¢s),
Vo _ 2esin(¢1)  2esin(¢2)

Vs = — 2esin(¢s3).

(29 —1)3 (29 —1)2 (2¢°—1)

Finalmente, uma expressao geral para a velocidade da particula pode ser escrita como

n .
V, = (265‘/—_01)n - ze; % (4.43)
Vemos, na Eq. (4.43), que o segundo termo depois do sinal de igualdade pode ser des-
prezado, pois contribui com uma oscilagao muito pequena, com amplitude méxima de 2¢
(lembrando que € é pequeno). Além disso, trata-se de uma soma de senos, que na média
se cancelam. Se expandirmos o primeiro termo depois da igualdade em poténcias de 4,
obtemos

4
V, =2V, x [1 —2n6 + (n +2n?)6* + (—n —2n? — 3”3) 53} +

12 2 3

Se considerarmos que n ¢ relativamente grande, podemos concluir que os maiores ter-

1 2
+Vo x {(—371 + énz +2n% + —n4) 5+ 0(55)] : (4.44)

mos, dentro de cada parénteses, dominam sobre os outros. Assim, podemos desprezar as

poténcias menores dentro de cada parénteses e reescrever a Eq. (4.44) como

Vo 2V % [1 —2nd + 2n*6° — (§n3) & + (§n4> o + 0(55)} : (4.45)
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A série de poténcias mostrada na Eq. (4.45) é a prépria definicdo de exponencial,
Vi, =V e 2, (4.46)

Vamos confirmar nossa aproximacao numericamente.
A Figura 4.2 mostra o comportamento da velocidade V' em fun¢ao do nimero de

iteracoes n.

Figura 4.2: Comportamento da velocidade V' em fungdo do nimero de itera¢oes (n). Os para-

metros de controle usados foram e = 1072 e § = 10~%.

E mostrado, na figura, o decaimento exponencial da velocidade da particula com o
aumento do nimero de iteragoes. Os parametros de controle e condicoes iniciais usadas
na construcao da figura foram ¢ = 1072, § = 107* e V;, = 3. Um ajuste exponencial do
tipo Y = AeP? nos dd que A = 3.02(1) e B = —1.997(1) x 10~*. Chamamos a atengao
para o valor de B dado pelo ajuste exponencial. Se observarmos na Eq. (4.46), veremos
que o valor de B corresponde ao valor de (—26§). O valor de ¢ utilizado foi § = 1 x 1074,
portanto (—2d = —2 x 107*). O valor obtido para B foi B = —1.997(1) x 107, que ¢
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aproximadamente (—2d). Logo, nossos resultados confirmam que a particula aproxima-se
exponencialmente de um ponto fixo, como foi previsto pela Eq. (4.46).

Agora vamos supor que a particula é capturada por uma regiao de atragao, a medida
que evolui no tempo. Ela se aproxima desta regiao, que pode ser a bacia de atracao de
um ponto fixo atrativo. Vamos descrever o comportamento de aproximacao da particula,
em funcao do ntimero de iteragoes.

Nos entao definimos uma série de diferentes condicoes iniciais e permitimos que o
sistema evolua no tempo. Precisamos estabelecer um critério de convergéncia para checar
se a particula estd préxima o bastante de um determinado ponto fixo atrativo. Este
critério consiste basicamente em checar a distancia da particula ao ponto fixo. Assim,
definimos um raio critico, 7. = 107%, e evoluimos as condicoes iniciais. Se a particula
estd suficientemente perto do ponto fixo atrativo, numa distancia menor que r., entao
salvamos, em um arquivo de saida, o nimero de iteracao correspondente gasto até chegar
a tal condi¢ao e evoluimos uma nova condicao inicial. A evolucdo de um ensemble de
diferentes condigoes iniciais nos permite difinir um nimero de iteracoes médio, dado por
e = 1/M M n.

A Figura 4.3(a) mostra o comportamento do nimero médio de iterages 7, em fun-
¢ao da proximidade da particula a um ponto fixo atrativo, para uma série de diferentes
trajetorias.

Cada curva mostrada em cor diferente corresponde a um valor de § na Figura 4.3(a).

O eixo na horizontal denota a distancia r, dada por r(n) = \/(V,, — V*)2 + (¢, — ¢*)2,

onde as coordenadas do ponto fixo sao dadas por V* e ¢*. A média foi feita usando 500
diferentes condigoes iniciais no intervalo (Vp, ¢o) = ([0.325,0.33], 7).

Cada curva da Figura 4.3(a) foi ajustada de acordo com a funcao n, = A + Bln(r).
Assumimos como parametro de controle fixo, € = 1072 e obtemos que, para § = 107%,
A = —4.680(4) x 10* e B = —9.9991(4) x 10*. Usando § = 5 x 107°, obtemos, A =
—9.379(8) x 10" e B = —1.99984(4) x 10*. Finalmente, para 6 = 107°, encontramos
que A = —4.702(3) x 10° e B = —9.996(3) x 10°. Assim, concluimos que as trajetérias
aproximam exponencialmente de um ponto fixo atrativo, a medida que o numero de
iteracoes evolui.

A Figura 4.3(b) mostra a evolugao das trajetérias em dire¢ao a um ponto fixo atrativo,
em funcdo do coeficiente de arrasto 6. Concluimos que este comportamento pode ser

descrito por

Ty o 6", (4.47)

Um ajuste em lei de poténcia, como mostrado na Figura 4.3(b), nos dé que p = —0.9993(7),
que é aproximadamente (—1). Assim, no limite de 6 — 0, a Eq. (4.47) nos d4 que i, — 00,

confirmando que a nao convergéncia para o ponto fixo é observada.
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Figura 4.3: (a) Comportamento da média T, para diferentes trajetorias, em fungao de r. (b)
Comportamento da média i, em funcdo de §. O parametro de controle usado foi
e=10"2.

Cada circulo de cor preta na Figura 4.3(b), corresponde a uma trajetéria com valor de
0 diferente. Assim, vemos que, quanto menor o valor de §, maior o nimero de iteragoes
gasto pela particula para convergir a um ponto fixo atrativo. Podemos entao concluir
que, além da particula aproximar exponencialmente de um ponto fixo, a velocidade de
aproximacao depende da intensidade do coeficiente de arrasto.

Os resultados mostrados nas Figuras 4.2 e 4.3 foram publicados, em nosso artigo, no
American Institute of Physics - AIP Proceedings [37], em 2007.

Nosso préximo passo é obter o espaco de fases para este modelo simplificado e dissi-
pativo do acelerador de Fermi.

Vimos, no modelo completo mostrado na secao 4.3, que seu espaco de fases apresenta
contracao de area. No modelo simplificado também nao é diferente. A Figura 4.4 mostra
o espaco de fases do modelo simplificado.

Podemos observar, na Figura 4.4(a), que houve destruigao da estrutura mista encon-
trada no espaco de fases do modelo Conservativo. Um grande nimero de pontos fixos
atrativos surge, cuja classificagao das érbitas é mostrada na Figura 4.4(b). Os parametros
de controle usados na construcao da figura foram ¢ = 1072 e § = 107%, os mesmos do

modelo Completo. Os pontos fixos mostrados nas cores vermelha, azul claro e rosa, na
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Figura 4.4: (a) Espaco de fases para esta versao dissipativa e simplificada do acelerador de

Fermi. (b) Classificagao das drbitas periddicas mostradas em (a).

Figura 4.4(b), sdo pontos fixos de periodo 1. Uma érbita de periodo 4 é mostrada na cor
amarela e uma de periodo 2 é mostrada na cor laranja. Para esta combinagao especial
de parametros de controle, a érbita de maior periodo encontrada foi a de periodo 140,
mostrada na cor verde.

Os pontos fixos atrativos de periodo 1, mostrados no espaco de fases da Figura 4.4,
sao obtidos analiticamente nesta secao.

Para se obter um ponto fixo de periodo 1, é necessario utilizar a seguinte condicao,

Viii =V, =1V,
qbn-&-l = Cbn = ¢

Aplicando estas condigoes no mapa (4.41), obtemos

Vi1 = gor—qy — 2esin(¢) =V

T: bt = 6+ 2 [%—61} — ¢

(4.48)

Vamos utilizar a segunda equagao do mapa (4.48), para obtermos uma expressao para V.

Assim, temos

PP Kl § (RS
= mm
Vo ’
onde m = 1,2, 3, .... Reescrevendo, temos
e —1 B
s = M
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Isolando V, ficamos com
ed—1

omm

V=

: (4.49)

comm=1,23,....
Agora vamos utilizar a primeira equagao do mapa (4.48) para encontrarmos uma ex-

pressao para (¢). Assim, temos que

V

o1 2esin(¢) = V.

Reescrevendo temos,
1 .
\% m — 1) =2¢ sm(qﬁ).
Isolando (sin(¢)), obtemos
_ V/(1-¢
sin(¢) = - (2@5 — 1) .

Aplicando (arcsin) de ambos os lados da equacao acima e substituindo a expressao de V'
obtida na Eq. (4.49), temos que

e [0
¢ = + arcsin L(Smﬂ(265 = 1)] : (4.50)

comm=1,2,3, ...

Portanto, as Egs. (4.49) e (4.50) nos dao as coordenadas dos pontos fixos atrativos de
periodo 1, mostrados no espacgo de fases da Figura 4.4, sendo que, para m = 1, obtemos
o primeiro ponto fixo de periodo 1, o que esta em vermelho, m = 2 o segundo ponto fixo
de periodo 1, que esta de azul claro e assim por diante.

Para as outras orbitas, de periodos maiores que 1, foi possivel determinar apenas
numericamente os pontos fixos, devido ao elevado grau de complexidade e nao linearidade

das equagoes.

4.4.2 Histograma de Freqiiéncias e Bacias de Atracao

Geralmente, sistemas dinamicos dissipativos nao lineares exibem um rico e variado
comportamento, incluindo um grande niimero de atratores periédicos. Na tentativa de
estimar o numero de atratores ou pontos fixos atrativos presentes no nosso modelo, nés
evoluimos duas diferentes simulagoes, considerando duas diferentes grades de condigoes
inicias. Os resultados sao mostrados na Figura 4.5, num histograma de freqiiéncias apre-
sentado em escala logaritmica.

Primeiramente, consideramos 10* condicoes iniciais, numa grade de 100 x 100, uni-

formemente distribuida nos intervalos de ¢ € (0,27] e V' € [¢,0.5]. Depois, evoluimos
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Figura 4.5: Numero de atratores periodicos e a indicacdo dos periodos que aparecem com maior
freqiiéncia neste modelo dissipativo e simplificado do acelerador de Fermi, usando
e =102 e § = 107%. As colunas em vermelho mostram os resultados para 10*
condi¢coes iniciais ao passo que as colunas em azul, mostram os resultados para

25 x 10* condicdes iniciais.

uma simulacao para 25 x 10* condicoes iniciais numa grade de 500 x 500 para os mesmos
intervalos de V e ¢. Os parametros de controle usados foram ¢ = 1072 e § = 10~*. Cada
condicao inicial de cada uma das duas simulacoes realizadas foi evoluida até 107 iteracoes,
para se evitar os efeitos de transiente.

E f4cil ver na Figura 4.5 que os pontos fixos de baixo periodo (aqueles com periodo
< 10), sdo mais incidentes que os pontos fixos de altos periodos. Quanto maior o periodo,
mais raramente ele é encontrado. Salientamos que o nimero de pontos fixos observados
em um sistema depende da grade de condicoes iniciais usada. Este fato é evidente na
Figura 4.5. Para 10* condicoes iniciais, a maior érbita periédica encontrada foi de 693,
a0 passo que, para 25 x 10* condicoes iniciais, a mais longa érbita periddica detectada foi
a de periodo 810. Portanto, concluimos que, quanto maior a grade de condicoes iniciais,
maior o nimero de pontos fixos encontrados no sistema.

O grande ntimero de pontos fixos atrativos encontrados no espago de fases do nosso
modelo, despertou profunda curiosidade e interesse em construir a bacia de atragao para
as 6rbitas de tais pontos fixos. Foi o que fizemos. A Figura 4.6 mostra a bacia de atragao
dos pontos fixos mostrados na Figura 4.4.

No6s mantivemos as mesmas cores usadas nas érbitas do espago de fases da Figura

4.4(b). Podemos ver que a maior bacia de atragao mostrada na Figura 4.6 estd na cor
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Figura 4.6: Bacia de atrag¢ao para os pontos fixos indicados na Figura 4.4. Na construgao da
figura, foram iteradas 109 condicoes iniciais, considerando uma grade de 1000 x 1000
nos intervalos de ¢ € (0,27] e V € [¢,0.5]. Os parametros de controle usados foram
e=10"2ed=10""

vermelha e corresponde a principal orbita do espago de fases, de periodo 1. Em geral,
todas as bacias de orbita P, aquelas mostradas em azul claro e rosa, sao relativamente
extensas, quando comparadas com as de outros periodos. Podemos dizer que as bacias de
atracao das dérbitas periddicas de alto periodo, requerem uma maior grade de resolucao no
plano das condicoes iniciais. Os parametros de controle usados foram € = 1072 e § = 107,
Foram usadas condigdes iniciais nos intervalos de V' € [¢,0.5] e ¢ € (0,27]. Cada intervalo
foi dividido em 1000 partes iguais, conduzindo a um total de 10° condicoes iniciais. Cada
condicao inicial foi iterada 10° vezes.

Em sistemas com muitos atratores, como os encontrados aqui, a estrutura de suas
bacias de atracao ¢ muito complexa. Nos esperamos que a complexidade de tais bacias
de atracao corresponda a uma propriedade tipica de sistemas com muitos atratores coe-
xistentes. Além disso, nossos resultados sugerem que, em vez de uma bacia de fronteira
lisa, a introducao de pequena quantidade de dissipacao conduz a uma aparente bacia de

atracao com fronteira fractal.
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Os resultados apresentados nas Figuras 4.4, 4.5 e 4.6 foram recentemente aceitos para
publicacdo no Brazilian Journal of Physics [38]. A previsao de publicacao é para margo

deste ano.
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Capitulo 5

CONCLUSOES FINAIS E
PERSPECTIVAS

Neste trabalho, estudamos o modelo do Acelerador de Fermi em trés versoes dis-
tintas: Versao Conservativa, Versao Dissipativa, com a forca proporcional a velocidade
da particula e outra Versao Dissipativa, desta vez com a forca de dissipacao proporcional
ao quadrado da velocidade da particula. Nas versoes dissipativas, a forca de dissipacao
foi introduzida via arrasto viscoso, de modo que a particula perdia energia (velocidade)
a medida que atravessava o fluido. Estudamos os comportamentos e propriedades dos
trés sistemas utilizando o formalismo de sistemas dinamicos discretos. Os modelos foram
descritos por mapeamentos e investigados numericamente. Em todos eles, uma versao
completa e outra simplificada foram apresentadas. A versao completa descreve o modelo
original proposto por Fermi em que uma particula classica estd confinada e colidindo
elasticamente entre duas paredes rigidas. Uma das paredes estd fixa e a outra move-se pe-
riodicamente no tempo. O mapeamento para a versao completa dos modelos dissipativos
¢é constituido por equacoes diferenciais que descrevem a velocidade da particula e a fase da
parede movel no proximo choque. O instante do choque com a parede movel é determi-
nado por duas equacoes transcendentais, que tornam o procedimento computacional mais
“caro” numericamente. Cada uma das equagoes transcendentais satifaz um caso diferente
de colisao da particula com a parede mével. Um deles é o caso das colisdes multiplas, em
que a particula pode colidir multiplas vezes com a parede mével antes de sair da zona de
colisao. O outro, é o caso das colisoes simples, em que a particula s6 colide uma vez com
a parede movel antes de deixar a zona de colisao. A versao simplificada dos modelos foi,
entao, proposta para minimizar as dificuldades analiticas e numéricas encontradas na ver-
sao completa. Na versao simplificada, considera-se que as duas paredes do modelo estao
fixas, mas que ao colidir com uma delas, previamente escolhida, a particula troca energia

e momentum com a parede como se ela estivesse se movendo. Assim, a necessidade de se
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resolver equacgoes transcendentais foi eliminada e o procedimento numeérico se tornou mais
rapido. Além do mais, a versao simplificada ainda possui a enorme vantagem de manter a
nao linearidade do problema, preservando suas principais caracteristicas e propriedades.

No modelo de Fermi Conservativo, encontramos um espaco de fases com estrutura
mista, constituida de Ilhas KAM, envoltas por mares cadticos e curvas invariantes span-
ning, cuja principal fungao é limitar o ganho de energia da particula. A primeira curva
invariante, divide o espaco de fases em duas regioes distintas: a de mais baixa energia
(abaixo da primeira curva) e a de mais alta energia (acima da primeira curva). O mar de
caos da regiao de mais baixa energia do espaco de fases foi caracterizado por um expo-
ente de Lyapunov positivo, que atingiu boa convergéncia para tempos longos de iteracoes.
Tanto a versao completa quanto a versao simplificada do modelo de Fermi Conservativo
apresentaram determinante da matriz Jacobiana que preservam area do espaco de fases e
este fato foi evidenciado pela andlise da evolucao de uma area infinitesimal do espaco de
fases.

No modelo de Fermi, versao dissipativa, com F' o< —V, a introducao da forca de arrasto
provocou mudancas nos observaveis dinamicos do sistema. As equagoes do mapeamento
ficaram mais complicadas e as versoes completa e simplificada do modelo apresentaram
resultados diferentes. Na versao completa, o determinante da matriz Jacobiana revelou
que o sistema apresentava contracao de area do espaco de fases. A conseqiiéncia disto
foi a total destruicao da tipica estrutura global do espago de fases encontrado no modelo
Conservativo. Ja na versao simplificada, o determinante da matriz Jacobiana mostrou
que o sistema apresentava preservagao de area em algumas regioes do espago de fases.
Essas regioes preservadas foram as ilhas KAM, que sobreviveram a introducao da forca
de arrasto. Determinamos o comportamento linear médio de decaimento da velocidade
da particula e mostramos os detalhes da passagem de uma trajetéria perto da ilha KAM.
Mostramos também que, no limite de § — 0, o sistema recupera todos os resultados do
modelo Conservativo, confirmando que o mapeamento foi construido de forma correta e
confidvel.

Nosso interesse em estudar o modelo de Fermi em uma versao dissipativa, com F'
—V2, foi saber se os resultados obtidos nas duas versoes poderiam ser generalizados. E
chegamos a conclusao de que nao podem. Descobrimos que o determinante das matrizes
Jacobianas das versoes completa e simplificada do modelo, com F oc —V?2, contraem &rea
do espaco de fases. Os espagos de fases das duas versoes apresentaram um grande ntimero
de pontos fixos atrativos que foram classificados de acordo com suas 6rbitas. Observamos
que o numero de atratores encontrados no sistema depende da combinacao de parametros
de controle usados. Estimamos o numero de atratores observados no nosso modelo e

apresentamos os resultados num histograma de freqiiéncias. Concluimos que, quanto
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maior a grade de condigoes iniciais usada, maior o nimero de atratores encontrados, de
periodos mais longos. As equacoes do mapeamento se tornaram altamente nao lineares
e, por esse motivo, decidimos evoluir a maior parte de nossas simulagoes numéricas no
modelo simplificado. Construimos a bacia de atracao dos atratores observados no espaco
de fases do nosso modelo e, o que encontramos, foi uma rica e complexa estrutura de bacia
de atracao, cujas fronteiras sugerem uma fractalidade.

Em continuidade aos nossos trabalhos, esperamos calcular um expoente de incerteza
[31] que possa confirmar ou nao a fractalidade da fronteira da nossa bacia de atracao. Tal
expoente mede a instabilidade de uma condigao inicial ligeiramente perturbada, capaz de

mudar, com extrema facilmente, de uma bacia de atracao para outra.
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