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RESUMO

Reagbes quimicas frequentemente exibem caracteristicas de sistemas dindmicos néo lineares
devido a variabilidade das grandezas ao longo do tempo, com as taxas dos componentes
variando de maneira irregular durante o processo. Partindo do modelo de Michaelis-
Menten, que ilustra a nao linearidade intrinseca nas reacoes enzimaticas, esta tese investiga
a dindmica nao linear, o caos e o controle do comportamento cadtico de um sistema de
reagoes quimicas com quatro componentes em um reator continuo de tanque agitado (em
Inglés, Continuous Stirred-Tank Reactor, CSTR). Foram aplicados dois controladores
baseados na teoria de realimentagdo linear 6tima, o LQR (Linear Quadratic Regulator) e
o método proposto por Rafikov e Balthazar (CRL), ambos assegurando a estabilizacao
assintotica do sistema nao linear em malha fechada, conforme demonstrado por uma
fungao de Lyapunov associada a soluc¢ao da equagao de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB),
o que garante estabilidade e supressao do caos. Os resultados numéricos mostram que, sem
controle, o sistema apresenta oscilagoes cadticas com amplitudes variando aproximadamente
entre 70-140 para x;, 50-120 para x,, 0-80 para x3 e 10-30 para z4. Com o uso do
controlador LQR e tolerancia de 0,1, o tempo médio de convergéncia foi de 81,0 u.t.,
reduzindo as oscilagoes a um ponto estavel, enquanto o CRL apresentou desempenho
muito superior, estabilizando o sistema em apenas 2,4 u.t. para a mesma tolerancia. Os
experimentos confirmam a eficicia de ambos os métodos em estabilizar o comportamento
caodtico, direcionando as oscilacoes para estados estacionarios estaveis, embora o CRL
tenha se mostrado mais eficiente e rapido, inclusive na presenca de incertezas paramétricas,
para a matriz de entrada de controle B = [1 0 0 0]”. Esses resultados reforcam o potencial
do uso combinado de técnicas de controle 6timo e robusto no tratamento de sistemas

quimicos multicomponentes com comportamento cadtico.

Palavras-chave: dindmica nao linear; caos; controle; sistema de reacdo quimica; supressao

de caos.



ABSTRACT

Chemical reactions often exhibit characteristics of nonlinear dynamical systems due to the
variability of quantities over time, with component rates fluctuating irregularly during
the process. Starting from the Michaelis-Menten model, which illustrates the intrinsic
nonlinearity in enzymatic reactions, this thesis investigates the nonlinear dynamics, chaos,
and control of the chaotic behavior of a chemical reaction system with four components
in a Continuous Stirred-Tank Reactor (CSTR). Two controllers based on optimal linear
feedback theory were applied: the Linear Quadratic Regulator (LQR) and the method
proposed by Rafikov and Balthazar (CRL). Both ensure the asymptotic stabilization of the
nonlinear closed-loop system, as demonstrated by a Lyapunov function associated with the
solution of the Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) equation, thereby guaranteeing stability
and chaos suppression. Numerical results show that, without control, the system exhibits
chaotic oscillations with amplitudes varying approximately between 70-140 for x;, 50-120
for x5, 0-80 for x3, and 10-30 for z4. With the LQR controller and a tolerance of 0.1, the
average convergence time was 81.0¢.u., reducing the oscillations to a stable point, while
the CRL achieved far superior performance, stabilizing the system in only 2.4 ¢.u. for the
same tolerance. The experiments confirm the effectiveness of both methods in stabilizing
chaotic behavior, driving oscillations toward stable steady states, although the CRL proved
to be more efficient and faster, even in the presence of parametric uncertainties, for the
control input matrix B = [1 0 0 0]7. These results highlight the potential of combining
optimal and robust control techniques to address multicomponent chemical systems with

chaotic behavior.

Keywords: nonlinear dynamics; chaos; control; chemical reaction system; chaos suppres-

sion.
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1 INTRODUCAO

Reatores desempenham um papel central em numerosos processos quimicos em
diversas industrias, incluindo plantas petroquimicas, industria farmacéutica, sintese de
polimeros e producao de fertilizantes. O projeto de um reator envolve o calculo do balanco
de massa entre reagentes e produtos, compreensao da cinética de reacao, consideragao de
temperatura, pressao e outros fatores criticos para alcancar reducao de custos e otimizacao
de processos industriais modernos (Salmi; Mikkola; WArna, 2019). Avancos recentes em
modelagem matemaética, computacao e teoria de controle facilitaram o desenvolvimento de
modelos cinéticos mais sofisticados, possibilitando a construcao e operagao de reatores
altamente eficientes (Zendehboudi; Rezaei; Lohi, 2018).

Reacbes quimicas frequentemente exibem caracteristicas de sistemas dinamicos
nao lineares devido a natureza inconstante das variaveis envolvidas ao longo do tempo,
com as taxas dos componentes apresentando variagoes irregulares durante o processo.
Além disso, evidéncias experimentais apoiam a existéncia de comportamento cadtico
em sistemas de reagao quimica, especialmente em processos reversiveis e autocataliticos
envolvendo intermedidrios e produtos reativos (Katsanikas; Agaoglou; Montoya, 2022).
Este comportamento é andlogo ao observado em sistemas mecénicos (Vicente; Chavarette;
Roéfero, 2019). Portanto, o desenvolvimento de sistemas de controle e estabilizagdo para

esses processos torna-se crucial no contexto de reatores quimicos.

A estabilizacao de sistemas nao lineares que exibem comportamento complexo ou
caotico tem sido objeto de andlise nos ultimos anos. Especificamente, o uso de controladores
nao lineares para regular reatores quimicos é uma tarefa classica para engenheiros de
processos. O controle de reatores tem sido alcangado com sucesso usando linearizadores
entrada-saida (Alshammari; Mahyuddin; Jerbi, 2018), controladores preditivos (Zhang;
Wu; Gao, 2017), controladores adaptativos (Vaidyanathan; Lien, 2017), controladores fuzzy
(Bahita; Belarbi, 2018), controladores PID lineares (Baruah; Dewan, 2005), redes neurais
e controladores 6timos (Bahita; Belarbi, 2003).

Cada uma dessas estratégias apresenta vantagens e limitacoes. Os linearizadores
entrada-saida exigem modelagem precisa e podem perder desempenho diante de incertezas.
Os controladores preditivos oferecem robustez e boa performance em regimes complexos,
embora demandem elevado custo computacional. Abordagens adaptativas e fuzzy sao
flexiveis, mas a implementacao pratica tende a ser mais complexa e sensivel a escolha de
parametros. Os controladores PID, por sua vez, destacam-se pela simplicidade e ampla
utilizagao industrial, embora apresentem desempenho limitado em sistemas fortemente

nao lineares ou cadticos. J& os métodos baseados em redes neurais sdo promissores, porém
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exigem grande quantidade de dados para treinamento, além de apresentarem desafios

quanto a interpretabilidade.

Entre as abordagens mencionadas, destaca-se a teoria de controle 6timo, consi-
derando cendrios sem restrigoes externas. O aprimoramento da operacao do reator e a
necessidade de implementar trajetorias operacionais 6timas, caracterizadas por produtivi-
dade maxima e custos operacionais reduzidos, deram origem ao problema de rastreamento
de trajetéria (Yong-Quan; Hong-Xing, 2014), no qual abordagens de controle étimo tém
demonstrado sucesso (Ghadipasha et al., 2017). Na abordagem de controle étimo, técnicas
hamiltonianas tém sido aplicadas a processos nao lineares (Nik; Shateyi, 2013), exigindo o
desenvolvimento de equagoes para incorporar restrigoes nao lineares e formular uma funcao
objetivo apropriada. Para obter um controle para a tarefa desejada, a teoria de controle
6timo comumente utiliza o principio do méximo (ou minimo) de Pontryagin (1908-1988)
para encontrar a estratégia de controle mais favoravel (Kamalapurkar et al., 2018). Esta
abordagem apresenta uma estratégia viavel para transicionar um sistema dinamico de
um estado para outro, especialmente quando ha restricoes nas variaveis de estado e nos

controles de entrada.

Os projetos de controle englobam estratégias voltadas para estabilizar um sistema
instavel em um ponto de equilibrio ou em uma érbita periédica. Nos tltimos anos, tem
sido observado um interesse significativo no controle de sistemas nao lineares que exibem
comportamento instavel, levando a discussao de diversas técnicas. Entre as estratégias de
controle de feedback, uma das mais populares é o método de Ott-Grebogi-Yorke (OGY),
introduzido na década de 1990 por Ott et al. (Ott; Grebogi; Yorke, 1990). O método
OGY baseia-se no principio de que pequenas perturbagoes podem exercer um impacto
significativo na dindmica cadtica de um sistema. A ideia central envolve a introducao de
uma pequena perturbacao controlada, por meio de um sinal de feedback, para estabilizar
ou controlar a érbita cadtica desejada. Movimentos periddicos instaveis sao identificados
examinando pontos proximos entre duas iteragoes sucessivas no mapa de Poincaré do

sistema.

Outro método para estabilizar sistemas cadticos foi proposto por Sinha et al. (Sinha;
Henrichs; Ravindra, 2000), que utiliza a transformada de Lyapunov Floquet. Este método
permite direcionar o movimento cadtico para uma trajetéria peridédica desejada ou ponto
fixo linearizando as equagoes que descrevem o erro entre as trajetorias atual e desejada.
Outra técnica, proposta por Rafikov e Balthazar (Rafikov; Balthazar, 2007), visa encontrar
condi¢des que garantam a aplicagdo de controle linear em sistemas nao lineares. Neste
enfoque, o controle e a sincronizacao de sistemas cadticos sao alcangados por meio do
uso de um controlador de realimentacao linear. A proposta delineia explicitamente uma
metodologia para minimizar o funcional para a equagao de Hamilton-Jacobi-Bellman

usando uma funcao de Lyapunov adequada.
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Existem dois tipos de problemas na teoria do controle. No primeiro, a funcao de
controle u(t) é determinada como uma fungao do tempo. Em outras palavras, a funcao
de controle 6tima define uma trajetoria 6tima correspondente a uma condicao inicial
especifica do sistema. No segundo tipo, a fun¢ao de controle u(t,z) depende tanto do
tempo quanto das variaveis de estado. Esse tipo de controle é denominado controle de
feedback ou sintese de controle e pode ser aplicado a qualquer condicao inicial. Quando as
variaveis do sistema se desviam do regime desejado, o controle 6timo estabiliza a trajetoria
em torno da trajetoria desejada e minimiza a funcdo que representa os desvios quadraticos
dessa trajetéria. Essa técnica de controle tem sido aplicada com sucesso em diversas areas,
incluindo sistemas de transporte (Chavarette et al., 2011b), controle de vibragao nao linear
(Chavarette et al., 2011a) e outros (Chavarette et al., 2009).

Além dessas abordagens, o controle LQR também desempenha um papel signifi-
cativo na estabilizacdo de sistemas cadticos. O LQR é um método amplamente utilizado
na teoria de controle que otimiza o desempenho de sistemas lineares sujeitos a ruidos ou
perturbagoes, minimizando uma funcao quadratica do estado e da entrada do sistema. Sua
aplicacdo em sistemas nao lineares, incluindo aqueles com comportamento cadtico, pode
proporcionar estabilidade robusta e melhor controle sobre o comportamento dindmico do
sistema (Faruk et al., 2013).

Nesta aplicacdo metodolégica, sao utilizados controladores para a concentragao
no tanque de um reator CSTR com quatro variaveis de estado, proposto por Killory et
al. (Killory; Rossler; Hudson, 1987). Primeiramente, o controlador LQR ¢é utilizado no
projeto de controle 6timo. O modelo do CSTR ¢ extraido e, devido as nao linearidades,
é linearizado. Assim, obtém-se as equacoes de espacgo de estados para o reator CSTR.
Na sequéncia, aplica-se o controle CRL, desenvolvido por Rafikov e Balthazar (Rafikov;

Balthazar, 2007), e realiza-se a comparagao com o LQR.

O objetivo principal deste trabalho é propor a aplicagdo de controle linear 6timo
para estabilizar e regular o comportamento cadtico de reagdes quimicas em um reator
CSTR, modelado como um sistema dindmico com quatro componentes. Para isso, sao
analisadas duas estratégias de controle: os controles LQR e CRL, escolhidos por sua
formulagao sistematica, simplicidade de implementacao e capacidade de lidar com incertezas

paramétricas.
Como objetivos secundarios, busca-se:

e Avaliar o desempenho do LQR e do CRL na estabilizacao do sistema em diferentes

condigoes iniciais e paramétricas;

e Investigar a robustez das estratégias frente a perturbacoes constantes e variagoes

nos parametros cinéticos;

e Comparar o tempo de estabilizacdo e a supressao de transientes entre os dois



Capitulo 1. INTRODUCAO 20

métodos;

e Verificar a eficacia dos controladores na presenca de comportamento hipercadtico,

caracterizado por multiplos expoentes de Lyapunov positivos;

e Validar os resultados por meio de simula¢oes numéricas e andlise da dinamica do

sistema no espago de fases.

De forma mais sistematizada, os objetivos gerais e especificos desta pesquisa sao

apresentados na segao 1.2.

A pesquisa é essencial e estd em ascensao, devido a necessidade de desenvolver
e aplicar métodos que regulem o comportamento cadtico no modelo nao linear derivado
do CSTR de reagdes quimicas com quatro varidveis de estado. Sistemas cadticos sao
dinamicos e se destacam pela alta sensibilidade as condigoes iniciais. Essa sensibilidade
elevada infunde instabilidade ao sistema nao linear, resultando em uma resposta suscetivel a
perturbacoes imprevisiveis. Esse traco caracteristico dos sistemas caéticos é frequentemente
conhecido como ‘efeito borboleta’, conceito formulado por Edward Lorenz em 1963 através
de equacoes matematicas. Na pratica, controlar tais sistemas envolve o desenvolvimento de
estratégias de controle de feedback de estado para estabilizar o sistema proximo a pontos
de equilibrio instaveis. Nesse cenario, diversas técnicas de controle podem ser aplicadas,
cada uma com suas particularidades e resultados especificos. A demanda por controle
de sistemas dinamicos cadticos esta crescendo nas areas aplicadas, especialmente quando
esses sistemas representam fendmenos naturais que exigem sistemas de controle cada vez

mais robustos.

Os resultados numéricos foram obtidos através do software MATLAB® R2023a.

1.1 METODOLOGIA DA PESQUISA

Este trabalho apresenta um estudo rigoroso sobre a estabilidade, o controle e o
comportamento cadtico de sistemas dinamicos nao lineares, com énfase em um sistema
derivado de um CSTR, representado por quatro variaveis de estado que descrevem sua
dindmica. As equagdes que o governam refletem os comportamentos caracteristicos de

sistemas de reagao e sao expressas na forma de Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDOs).

A metodologia adotada concentrou-se em quatro etapas: (i) apresentagdo da mode-
lagem matematica do sistema néo linear de quatro estados oriundo do CSTR; (ii) anélise
da estabilidade e do comportamento dinamico, incluindo a identificacdo de possiveis bifur-
cagoes e o calculo de expoentes de Lyapunov; (iii) implementacao de controladores para

estabilizacao do sistema; (iv) utilizagdo de métodos numéricos e simulagoes no MATLAB.
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1.1.1 Modelagem Matematica

A modelagem matemaética do sistema dindmico nao linear foi previamente de-
senvolvida por Killory et al. (Killory; Rossler; Hudson, 1987) e, posteriormente, por R.
Aguilar-Loépez (Aguilar-Lopez, 2018), que expandiu o modelo dindmico original de 1987 ao
incluir a variavel de controle u. Essa modificacdo permitiu que o modelo representasse um
sistema com controle por realimentacao, tipico em um CSTR. O controle u foi associado
a diferenca entre as concentragoes internas e as concentragoes de entrada do sistema,
representando um método de ajuste para estabilizar ou suprimir o comportamento cadtico,

e constitui a base para este estudo.

Em 1987, Killory, Rossler e Hudson formularam um modelo de reagao quimica de
quatro variaveis que descreve a dindmica de um sistema nao linear complexo. O modelo
original consistia nas seguintes equagoes diferenciais que governam a evolugao temporal

das concentragoes de quatro estados x1, xo, x3 € x4:

. T1T9 T1X3
= do+ ksrs — k —k
1 0+ 84 1ZE1+K 2I1+K
. T2
= k k koxy — k
T 3T1 + KaTo + K9y 5$2 T K
‘fg = d1 + k'6.fC1$3 — k}7$3 (11)
. T34
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Essas equagoes descrevem as interagoes complexas entre as concentragoes de re-
agentes e produtos em um sistema de reacao quimica. No Capitulo 2, sao apresentadas
as informagoes referentes ao significado fisico das variaveis de estado x; e dos parametros

dz‘,k’i e K.

Além disso, esse modelo foi objeto de uma anélise aprofundada no trabalho de
Martinez e Chavarette (Martinez; Chavarette, 2025b), que explora seu comportamento
hipercadtico em cenarios com incertezas nos parametros do sistema. Tal abordagem
evidencia a sensibilidade do modelo frente a pequenas perturbagoes e reforca sua relevancia
como estudo de caso em estratégias avancadas de controle de sistemas dinamicos nao

lineares.

Em 2018, R. Aguilar-Loépez estendeu esse modelo ao incorporar uma variavel de
controle u, permitindo a implementacao de um controle por realimentacao em um CSTR.
A nova formulagao do sistema introduz termos de controle, ajustando as equagoes para
representar a diferenga entre as concentracoes internas e as concentracoes de entrada. O

novo sistema ¢é descrito pelas seguintes equacoes:
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Aqui, u representa a varidavel de controle que pode ser manipulada para influenciar
o comportamento do sistema, controlando a entrada e saida dos estados x1, xo, x3 € x4.
Este controle é vital para aplica¢oes praticas onde o comportamento cadtico do sistema
deve ser estabilizado ou suprimido. A adicao do termo de controle u permite a utilizacao de
estratégias de controle de realimentagao, possibilitando o ajuste dinamico das concentragoes

em resposta as variagoes observadas no processo.

A inclusao da variavel de controle u transforma o modelo original em um sistema
controlavel, permitindo a implementacao de estratégias de controle por realimentacao. Essa
modificacdo é particularmente relevante em aplicacoes praticas, como em reatores continuos
(CSTR), onde o comportamento cadtico pode comprometer a estabilidade e a eficiéncia
do processo. O controle u atua diretamente sobre as diferencas entre as concentragoes

internas e as concentracoes de entrada, possibilitando ajustes dindmicos em tempo real.

Os modelos apresentados, fundamentados nos balancos de massa e energia do
CSTR e nas equacgoes cinéticas da reagao quimica, ja foram validados na literatura
e serao utilizados diretamente nas simulacoes e andlises desta pesquisa. Além disso,
R. Aguilar-Lépez (Aguilar-Lopez, 2018) propos uma estratégia de controle nao linear
baseada na formulacdo de Euler-Lagrange, inserida no contexto da teoria de controle
6timo, com o objetivo de suprimir o comportamento caético do sistema. Os resultados
obtidos demonstraram a eficacia da abordagem na estabilizagdo do modelo, eliminando
oscilagoes indesejadas e reforcando sua relevancia como plataforma de testes para diferentes

metodologias de controle.

Diante disso, a presente tese da continuidade a essas investigacoes, explorando
novas estratégias de controle, como o Regulador Linear Quadratico (LQR) e o Controle por
Realimentagao Linear (CRL), aplicadas ao mesmo sistema dindmico. A andlise comparativa
dessas abordagens visa contribuir para o desenvolvimento de técnicas mais robustas e

eficientes no controle de sistemas nao lineares complexos.

1.1.2 Andlise de Estabilidade

Na segunda fase da pesquisa, a andlise de estabilidade é conduzida de forma deta-
lhada. A estabilidade local é determinada através da linearizacdo do sistema ao redor dos
pontos de equilibrio, com o uso da fungdo eig do MATLAB para o calculo dos autovalores
da matriz Jacobiana. Além disso, a estabilidade de Lyapunov é investigada utilizando a

fungao lyap para resolver equacoes de Lyapunov na forma padrao. Adicionalmente, uma
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analise de bifurcacao é conduzida para determinar regides no espaco de parametros onde
ocorrem mudancgas qualitativas no comportamento do sistema. Essa analise baseia-se no
mecanismo de feedback, também conhecido como realimentacdo, um processo em que uma
parte da saida de um sistema é retornada e usada para influenciar a entrada do sistema,
com o objetivo de ajustar o comportamento do sistema. As fungdes oded5 e odel5s sao
utilizadas para integrar as equacoes diferenciais e tratar a rigidez do sistema durante essas
analises. O comportamento cadtico é investigado com a anélise dos expoentes de Lyapunov,
sendo o método de Wolf aplicado para o calculo. A obtencao de um expoente de Lyapunov
positivo confirma a presenca de caos no sistema. A dindmica cadtica é ainda examinada

por meio de mapas de Poincaré e diagramas de fase.

1.1.3 Controle de Sistemas Dindmicos

Controladores sao projetados com o objetivo de estabilizar o sistema em torno dos

pontos de equilibrio desejados. As abordagens consideradas incluem:

A técnica de controle LQR ¢ implementada por meio da fungdo 1qr do MATLAB,
com foco no projeto de ganhos 6timos para a minimizacdo de uma funcao de custo
quadratica. Sao analisados cenarios sem incertezas e com incertezas paramétricas, de modo

a avaliar a robustez do controlador frente a variagoes nos parametros do sistema.

A estratégia de controle por realimentacao linear de estados é implementada
considerando que os estados medidos ou inferidos do sistema sao utilizados diretamente no
calculo da agao de controle. Essa abordagem caracteriza mecanismos de feedback, nos quais
informacdes do préprio sistema influenciam sua dindmica. A analise do comportamento
considera dois cendrios: (i) auséncia de incertezas e (ii) presencga de incertezas paramétricas,

possibilitando a avaliagao da robustez do controlador.

Por fim, a robustez dos controladores é analisada por meio de variagbes nos
parametros do sistema. As simulagoes investigam como pequenas incertezas afetam o
comportamento dindmico, utilizando tanto o controle LQR quanto o CRL. Essa analise
também considera a ocorréncia de bifurcagoes e sua influéncia sobre a estabilidade estrutural

do sistema.

1.1.4 Simulacdo Numérica e Resultados

Realizam-se simulag¢oes numéricas extensivas utilizando o MATLAB. As func¢oes
ss e step sao empregadas para modelar e analisar as respostas temporais dos estados
do sistema. Estas simulag¢oes permitem visualizar de forma clara as transi¢oes dinamicas
do sistema, incluindo sua resposta a perturbagoes e agoes de controle. Os resultados sao
apresentados por meio de graficos temporais, diagramas de fase e mapas de Poincaré,

facilitando a identificacdo de comportamentos cadticos e de estabilidade.
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1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivos Gerais

o Estudar a dindmica nao linear do sistema extraido do CSTR de reag¢oes quimicas,
composto por quatro variaveis de estado, proposto por Killory et al. (Killory; Rossler;
Hudson, 1987) e R. Aguilar-Lépez (Aguilar-Lépez, 2018).

« Controlar/estabilizar as oscilagoes cadticas do sistema.
o Analisar a influéncia dos parametros incertos na estabilidade do sistema.

o Compreender as condigoes sob as quais os padroes de comportamento do sistema
podem mudar qualitativamente, através do estudo de bifurcagoes e estabilidade

estrutural.

1.2.2 Objetivos Especificos

o Obter o modelo matematico do reator CSTR considerado, destacando as equagoes

diferenciais que descrevem sua dindmica nao linear.

o Determinar e analisar os pontos de equilibrio do sistema, avaliando suas condi¢oes de

estabilidade e identificando a presenca de comportamentos cadticos ou hipercadticos.

e Simular computacionalmente os diversos comportamentos dinamicos do sistema,
justificando a ocorréncia de caos e caracterizando o regime dindmico por meio de
ferramentas adequadas (ex.: expoentes de Lyapunov, retratos de fase, mapas de

Poincaré).

o Aplicar técnicas de controle baseadas nos métodos LQR e no controle por realimenta-
¢ao linear proposto por Rafikov e Balthazar (Rafikov; Balthazar, 2007), investigando

sua eficacia na estabilizacao do sistema.

o Analisar a estabilidade do sistema sob variagdes de parametros, avaliando a robustez

e o desempenho dos controladores frente a incertezas.

» Investigar como as incertezas paramétricas afetam bifurcagdes e estabilidade estrutu-
ral, buscando quantificar e minimizar tais efeitos de modo a melhorar a previsibilidade

e o controle do processo quimico.

o Utilizar o software MATLAB para realizar simulagoes computacionais abrangendo
desde a obtencdo do modelo, analise da dindmica do sistema e caracterizagao do caos,

até a implementacao e avaliacao da robustez das estratégias de controle propostas.
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1.3 DELIMITACAO DA PESQUISA

Esta pesquisa se concentra exclusivamente no estudo do sistema derivado do CSTR
de reagoes quimicas, caracterizado por quatro variaveis de estado com miiltiplos parametros.
O escopo inclui simulagoes computacionais, desenvolvimento de estratégias de controle e
avaliacao da eficiéncia do controlador diante da introducao de incertezas nos parametros
do sistema. Resultados experimentais e pesquisas empiricas nao serao abordados nesta

investigacao.

1.4 CONTRIBUICAO CIENTIFICA

Através dos resultados obtidos, esta tese contribui com os seguintes aspectos:

o Investigacao do comportamento dindmico de um sistema de reacao quimica derivado

de um CSTR, com quatro variaveis de estado.

o Aplicacao de estratégias de controle para lidar com a imprevisibilidade dos pardmetros

incertos no sistema.

« Contribuicao para o entendimento das complexidades dos sistemas de reagdo quimica

nao lineares e cadticos.

o Fornecimento de insights valiosos para aplicagoes praticas em controle de processos

quimicos.

» Potencial destas estratégias para aplicacao em sistemas de reagoes quimicas multi-
componentes com multiparametros e contribuicao para o desenvolvimento e controle

de processos industriais utilizando reatores de fluxo continuo.

o Demonstracao do desempenho satisfatério dessas metodologias através de experi-

mentos numéricos.

1.5 ORGANIZACAO DO TRABALHO

Esta tese esta organizada em seis capitulos, além de um apéndice, conforme descrito

a seguir:

o Capitulo 1 - Introducgao: Sao apresentados a metodologia, os objetivos, as delimi-

tagoes e contribuigoes da pesquisa.
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« Capitulo 2 - Reag¢des Quimicas: E realizada uma revisao sobre o modelo de
Michaelis-Menten, reatores quimicos e o balango de massa para um CSTR, culmi-
nando na apresentacao do modelo principal de estudo, advindo de um CSTR com

quatro estados.

o Capitulo 3 - Conceitos de Dindmica Nao Linear, Caos e Controle: Sao
discutidos os conceitos de sistemas dinamicos de tempo continuo e de controle, que

constituem a base tedrica utilizada no desenvolvimento desta tese.

« Capitulo 4 - DinAmica e Caos do Sistema de Reacdo Quimica: E analisada

a dindmica do sistema nao linear e seu comportamento hipercaético.

o Capitulo 5 - Controle para o Sistema de Reacao Quimica: Sao aplica-
dos e comparados o controle LQR e o controle com realimentagao linear (CRL),
desenvolvido por Rafikov e Balthazar (Rafikov; Balthazar, 2007).

« Capitulo 6 - Conclusoes: Sao apresentadas as conclusoes finais sobre os resultados

obtidos, bem como sugestoes de trabalhos futuros.

« Apéndice A - Producdo Académica: E apresentado o registro da producio
académica desenvolvida ao longo do periodo de 2024 a 2025, incluindo publicacoes,

apresentacoes em eventos e demais contribuicoes cientificas.
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2 Reacoes Quimicas

A compreensao e o controle das reagoes quimicas constituem elementos fundamentais
nao apenas para a quimica tedrica, mas também para uma ampla gama de aplicagoes
industriais e bioldgicas. Desde os modelos classicos até os fendmenos mais complexos
e nao lineares, a investigacao das rea¢oes quimicas revela uma diversidade significativa
de comportamentos dindmicos e fendmenos nao triviais. Este capitulo aborda diversos
aspectos das reagoes quimicas, iniciando com o modelo de Michaelis-Menten, que descreve
a cinética enzimatica essencial a compreensao de processos bioldgicos fundamentais. Na
sequéncia, é introduzido um modelo quimico com quatro variaveis de estado, aplicado a
um reator tanque agitado continuamente, com énfase no balan¢o de massa fundamental e
na modelagem detalhada do sistema, evidenciando a complexidade e a versatilidade desses
reatores em contextos industriais e laboratoriais. A variedade de fendomenos observados em
reacoes quimicas reflete ndo apenas a complexidade intrinseca dos sistemas, mas também

as oportunidades para o avango do entendimento e da aplicacao das ciéncias quimicas.

De acordo com L.H.A. Monteiro (Monteiro, 2019), em 1864, C.M. Guldberg (1836-
1902) e P. Waage (1833-1900) propuseram a lei que governa a variagdo temporal da
concentracao de uma substancia numa reacao quimica. A Lei de Guldberg- Waage, também
conhecida como Lei da Acdo das Massas, estabelece que a velocidade com que varia a
concentragao de uma determinada substancia é proporcional ao produto das concentra-
¢Oes molares dos reagentes, elevadas a expoentes iguais aos respectivos coeficientes do

balanceamento dessa reacao.

Contudo, é importante destacar que essa relagao ¢é estritamente valida apenas para
reacoes elementares, nas quais o mecanismo ocorre em uma unica etapa. Em reagoes mais
complexas, compostas por miiltiplas etapas intermediarias, os expoentes na equacao de
velocidade nao necessariamente coincidem com os coeficientes estequiomeétricos, pois a

velocidade é determinada pelo mecanismo detalhado da reagao.

Para a variagdo da concentracao dos reagentes (A e B) e dos produtos (C' e D) na

reacao:

aA+bB — ¢C + dD
em que:
1) Para A : 44 — _qk[A]2[B]’
2) Para B: 4Bl — _pk[A]*[B]’
3) Para C: 4 — ck[A)*[B)’
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4) Para D: DL = qk[A]*[B]®

¢é dada por:

1d[A] _ ld[B] _ ld[c] _ }d[D] — k[A]a[B]b

a dt b d ¢ dt d dt

sendo a, b, c e d os menores nimeros inteiros positivos que fazem o balanceamento da

reacao e k é um parametro que descreve a velocidade com que uma reacao quimica ocorre e
que independe das concentracoes. Este parametro ¢é influenciado pelas condigoes especificas
do sistema, como temperatura, pressao, concentracao dos reagentes, catalisadores, entre

outros fatores.

Nem todas as reagoes quimicas ocorrem em uma Unica etapa elementar. Muitas
delas seguem mecanismos mais complexos, envolvendo miiltiplas interagoes entre reagentes,
produtos e catalisadores. Um caso especialmente relevante é o das reacoes enzimaticas,
que frequentemente seguem o modelo de Michaelis-Menten. A préxima secao apresenta

esse modelo e sua importancia na descricao da cinética de reacoes catalisadas por enzimas.

2.1 MODELO DE MICHAELIS-MENTEN

Enzimas sao substancias fundamentais que aceleram reagoes bioquimicas, regulando
sua velocidade sem serem consumidas no processo. O modelo classico da a¢ao enzimética
foi proposto em 1913 por L. Michaelis (1875-1940) e M. L. Menten (1879-1960). Eles
formularam um conjunto de reagoes que descrevem a interagao entre uma enzima FE, um

substrato S, um complexo enzima-substrato C', e um produto P:

S+E 5 ¢
C 2 S+E (2.1)
c B o piE

Neste esquema, a enzima F combina-se com o substrato S para formar o complexo
C, com taxa de formacao k;. O complexo C' pode dissociar-se novamente em S e F,
com taxa ks, ou prosseguir para a formacao do produto P, liberando a enzima E, com
taxa k3. Conforme indicado por L.H.A. Monteiro (Monteiro, 2019), ao aplicar a lei de

Guldberg-Waage, obtém-se:

a[s] _

— = —hlSIE] + kO]

df] = —k[S|[E] + ka[C] + ks[C]
d[C]

= B[S)[E] = k[C] — ks[C]
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d[P]
— 2.2
UL = ko) 22)
Assumindo que, em ¢t = 0, S[0] = [Syl, [F(0)] = [Eo], [C(0)] =0 e P[(0)] = 0.
Somando a segunda e a terceira equagoes, obtém-se d([j? + M = (. Portanto,

[E(t)] + [C(t)] = [Eo]. Conclui-se que a variagdo da concentracdo do produto (2.2) é

calculada por:

t
[P(t)] = ks / O(s)ds
0
Assim, o conjunto de quatro equagoes diferenciais que representam o modelo de Michaelis-

Menten pode, de fato, ser reduzido para duas equagoes:

dc[lf] = Iy [Bo)[S] + (k1 [S] + k2)[C]
dc[lf] = k[Eo][S] = (k[S] + k2 + k3)[C] (2:3)

Para simplificar a analise do sistema, adota-se a hipdétese de estado estacionario,
também denominada hipétese de Briggs-Haldane (Briggs; Haldane, 1925). Essa abordagem
pressupde que a concentragao do intermediario [C] varia de forma suficientemente lenta
d[C]

dt

amplamente empregada em bioquimica, por representar adequadamente a cinética de

para ser considerada aproximadamente constante, ou seja, ~ (). Tal hipotese é

diversas reagoes enzimaticas sob condi¢oes experimentais, além de permitir a reducao do

sistema a uma forma mais tratavel, sem comprometer a fidelidade ao comportamento

observado.
d[C] I ~ ,
Supondo i ~ (0 em (2.3), a variagao da concentragao de S é governada por:
d[S] _ ks [ Eo][S]
— == . (2.4)
dt [S] + (ko + k3)/kq
ko + K d
Denomina-se K,, = 22_ 5 a constante de Michaelis-Menten. Como 6[5] < 0,
1
ki | E
conclui-se que, para t — oo, tem-se [S] — 0 e, consequentemente, [C] ~ i [Si [+ 0}25—1 o

0.

2.1.1 Significado fisico dos parametros

De acordo com Voet et al. e T. Brown, (Voet; Voet; Pratt, 2000; Brown, 2018),

0 pardmetro vU,q, = k3[Ep] representa a taxa maxima de reacdo e é o valor assint6tico

d|S
da taxa de consumo do substrato _c[lt} quando [S] — oco. Isso reflete a situagao em que
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toda a enzima disponivel esta saturada pelo substrato, ou seja, o complexo C' atinge sua

concentragdo maxima.

A constante K, é o valor da concentragao de substrato [S] que faz com que a taxa
de reagao seja metade do valor maximo, Um% Este parametro é frequentemente usado
para caracterizar a afinidade da enzima pelo substrato: valores menores de K,, indicam
maior afinidade, pois a enzima atinge metade de sua capacidade maxima em concentragoes

mais baixas de substrato.

Essas relagoes podem ser melhor visualizadas no grafico da Figura 1 da taxa de

d[S]

reagao — em funcao de [S], que apresenta uma curva hiperbdlica. Em particular:

e Para [S] < K,,, a taxa de reagao é aproximadamente proporcional a [S], e o sistema

opera no regime de primeira ordem em relacao ao substrato.

e Para [S] > K,,, a taxa de reagdo aproxima-se de v, caracterizando o regime de

saturacao enzimatica, independente de [S].

A Figura 1 ilustra o gréifico da taxa de reagao v em relacdo a concentracao [S] e a
Figura 2 de [S] em relagao a t, para os parametros k; = 0,1; ko = 0,2; k3 = 0,3;[Ep] =1 e
[So] = 10.

Figura 1 — Grafico da taxa de reagao v em relagao a concentragao [S].
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Fonte: Préprio autor.

2.2 REATORES CONTINUOS DE TANQUE AGITADO

Um CSTR ¢é um tipo de reator quimico onde os reagentes sao alimentados e
misturados de forma continua em um tanque, enquanto o produto é retirado do sistema

continuamente. E amplamente usado na industria devido a sua simplicidade de operacao
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Figura 2 — Grafico da concentracao [S]| em relagao ao tempo.

10 T T

Concentragéo [S]
[4)]

Fonte: Préprio autor.

e controle, sendo especialmente adequado para reagoes que necessitam de uma mistura
eficiente dos reagentes. Este capitulo apresentara brevemente o balango de massa para
um CSTR e a cinética de Michaelis-Menten, fornecendo uma base fundamental para a

compreensao e a modelagem desses sistemas reacionais (LibreTexts, 2023).

A animagao (ver Figura 3) ilustra a operagdo de um reator de tanque agitado
continuamente (CSTR). Os reagentes sao alimentados continuamente no reator através
de portas na parte superior. O contetiido do tanque é bem misturado pelo dispositivo de

agitacdo da unidade. Os produtos sao removidos de forma continua.

No estudo da cinética quimica, reagoes isotérmicas em reatores do tipo batelada
ou BSTR (Batch Stirred Tank Reactor) ocorrem em recipientes fechados mantidos a
temperatura constante. Embora tais reagoes sejam comuns em ambientes laboratoriais, a
maioria dos processos industriais emprega reatores CSTRs. Nesses reatores, os reagentes sao
continuamente alimentados ao sistema, onde ocorrem as reagdes quimicas. Simultaneamente,
uma corrente de saida é extraida com vazao igual & da corrente de entrada, de modo a

manter o volume constante no interior do reator.

Os CSTRs possibilitam a produgao continua do produto desejado, eliminando a
necessidade de esvaziamento e reabastecimento periédico do tanque. A Figura 4 apresenta
diagramas esquematicos de um reator em batelada e de um CSTR. Os fluxos molares das
espécies 7 na entrada e saida do CSTR sao representados por Fj e Fj, respectivamente,
com unidades de mol/s. Como o contetido dos reatores é constantemente agitado, assume-se

que a composicao no interior do reator é espacialmente uniforme.
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Figura 3 — Animagao do CSTR

Fonte: University of Michigan Chemical Engineering (2023)

Figura 4 — Diagramas de: a) um reator em batelada e b) um CSTR.

(a) (b) F

Fonte: LibreTexts (2023)

2.3 BALANCO DE MASSA PARA UM CSTR

Para um reator CSTR operando em regime nao estacionério, as equagoes de balango
de massa para a espécie 5 podem ser formuladas considerando as taxas de fluxo molar de
entrada (Fjo) e saida (F}), bem como o niimero de mols da espécie j presente no interior
do tanque (N;).
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[ acumulagao da espécie j] = [ fluxo entrada da espécie j| — [ fluxo saida da espécie j|

+][ geragdo da espécie j| (2.5)

A equacgao de balanco de massa para a espécie 7 em um CSTR pode ser escrita

CcOomao:

AN,
L =Fo - F+ RV (2.6)

em que:

dN; L . L
e —Z ¢ a taxa de variagao do niimero de mols da espécie j no tanque (mol/s);

e Fj ¢ a taxa de fluxo molar de entrada da espécie j (mol/s);
e [; é a taxa de fluxo molar de saida da espécie j (mol/s);

e R, é a taxa de reacao da espécie j no tanque (mol/(l - s));

e I/ é o volume do reator (I).

A taxa de reagao R; corresponde a velocidade com que a espécie j é consumida
ou formada pelas reagoes quimicas no sistema. Essa taxa depende das concentragoes das
espécies presentes no reator e da cinética das reagoes envolvidas. Para fins de simplificacao,
assume-se que as reagoes sao homogéneas e ocorrem de forma uniforme em todo o volume do
reator, que é perfeitamente agitado. Assim, as concentracoes das espécies sao consideradas

uniformes em todo o sistema.

Considera-se o caso geral em que a taxa de saida do tanque é proporcional a
concentragao da espécie j presente no reator. Se C; é a concentracao da espécie j no

tanque (mol/l), e F é o fluxo volumétrico constante através do tanque (I/s), entao:

Além disso, a concentracao C; estd relacionada ao nimero de mols N; e ao volume

V' do tanque pela relacao:

C,=+L (2.8)

v
Substituindo F; e C; na equagao de balanco de massa (2.6), obtém-se:
dN; F
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Para um reator contendo multiplas espécies j, a equacao de balanco de massa aplica-se
individualmente a cada componente. Dessa forma, é possivel formular um sistema de
equacgoes diferenciais que descreve o comportamento dindmico do reator ao longo do

tempo.

dN
Em regime estacionario, tem-se — = 0. Entao a equagao assume a forma:

dt

FoV V2
D4 R— (2.10)

N; =%

2.3.1 Conversao fracionaria em CSTRs

A conversao fracionaria em CSTRs refere-se a fragao ou porcentagem de um reagente
que ¢é consumido durante a reacao quimica dentro do reator. E uma medida de eficiéncia
do reator em relacao ao consumo do reagente original, indicando o quanto foi efetivamente

utilizado no processo reacional.

Para um reagente A, a conversao fracionaria X4 é:

_ Fao— Fa

X
4 Fao

(2.11)

em que Fyg é o fluxo molar de entrada do reagente A (mol/s) e F4 é o fluxo molar de

saida do reagente A (mol/s).

Essa féormula representa a fragdo do reagente A que foi consumido. Em um CSTR,
a mistura é continua e perfeitamente agitada, de modo que a composicdo dentro do reator

¢ a mesma que a composi¢ao na saida.

A conversao fracionaria é um parametro importante no projeto e operacao de
reatores, pois permite avaliar a eficiéncia do reator em termos do consumo de reagentes e

determinar se as condigOes operacionais sao adequadas para atingir a conversao desejada.

Por exemplo, considera-se uma reagao irreversivel de primeira ordem A — B, cuja
lei de velocidade é dada por ry = —k[A], em que r4 representa a taxa de reacdo da
espécie A, k é a constante de velocidade, e [A] corresponde a concentragao da espécie
quimica A. Define-se a conversao fracionaria X4 da espécie A, e determina-se a equagao

correspondente para um reator CSTR.

Em um CSTR, a equagdo de balango de massa para a espécie A em regime

estacionario é:

Faoo—Fa+714V =0 (2.12)
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Substituindo r4 = —k[A] em (2.12)

Fao— Fa = kV[A] (2.13)

Para um reator CSTR, a concentracao de A na saida, [A], é igual a concentracao da
espécie A no interior do reator. Dessa forma, [A] pode ser expressa em termos do fluxo
molar de safda Fy e do fluxo volumétrico F, conforme: [A] = £4, com Fy = Fao(1 — Xa).
Substituindo [A] e F4 na equagao de balango de massa (2.12) e realizando a simplifica¢ao

algébrica, obtém-se:

_kV
- F+kV

Essa equacao mostra que a conversao X 4 depende da constante de velocidade k, do volume

Xa (2.14)
do reator V e do fluxo volumétrico F'.
Passo a passo para determinar para [A]:

1. Expressar F4 em termos de X a: Fa = Fao(1 — X4);

F
2. Substituir X4 (2.14 a Fyu: Fp = Fagl————);
ubstituir X4 ( ) na expressao para Fa: Fu AO(F n k:V)’
F
3. Calcular [A] usando a expressdo de Fiu: [A] = £4 — [A4] = FAZV

Portanto, a concentracao da espécie A na saida do CSTR ¢ dada por :

Fao

A= rw

(2.15)
Essa equacdo mostra que a concentracao de A 2 na saida do reator depende do

fluxo molar de entrada F4y, do fluxo volumétrico F', da constante de velocidade k e do

volume do reator V.

2.4 MODELO DE UM CSTR COM 4 ESTADOS

Componentes do Diagrama:

1 Essa analise esta de acordo com o desenvolvimento apresentado em (Fogler, 2009), sendo uma aplicagio

direta da andlise de balango molar.

Nas se¢oes iniciais desta tese, a notagao [.] foi utilizada para se referir & concentracao das diversas
espécies quimicas (por exemplo, [A], [B], [C], [D], [S], etc.), seguindo a convengéo padrao de quimica para
representar concentragoes molares. No entanto, a partir das se¢oes subsequentes, a notagao sem colchetes
foi adotada para simplificar a leitura e a notacao das equagoes diferenciais e do modelo matematico.
Ambas as notagoes sdo equivalentes em termos de significado, representando as concentragoes das
espécies quimicas. A notacao sem colchetes foi escolhida especialmente nas se¢oes envolvendo sistemas
dindmicos e controle, onde a simplicidade e a clareza sao prioritarias.
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Figura 5 — Modelo de um CSTR com controle por realimentacao.

w

NS X,
RS N g

Xi,in Xi,aut X3

—L u

Xi,(}ut (Valor medido)

Fonte: Adaptado de Aguilar-Lépez (2018)

1. Entrada de Reagentes (F' e X ;,):

e [: Uma vazao continua de reagentes (X, ;,) ¢ introduzida no reator através de uma

valvula de controle (C'), que regula a taxa de entrada.

e X, n: Representa a composi¢ao dos componentes na corrente de entrada.
2. Volume do Reator (V):

e O reator tem um volume V' onde ocorre a reagao quimica.

e O fluido no reator é bem misturado, garantindo uma concentragdo uniforme em todo o

volume do reator.
3. Agitador (w):

e O agitador, indicado por uma seta com velocidade angular w, garante a mistura eficiente

do conteudo do reator, mantendo uniformidade na concentracao e temperatura.
4. Saida de Produtos (F'):

e A taxa de fluxo de saida é igual a taxa de fluxo de entrada, assumindo um sistema em

estado estacionario. O produto resultante da reacao é continuamente removido do reator.

e Composicao de Saida (X, .u): A composicao dos componentes na corrente de saida é

medida (X; oy, valor medido).
5. Controle de Realimentacao:

e Medida da Saida (X oue), measured: A composicao da saida ¢ medida e esta informagao

é enviada a um controlador.
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e Controlador (u): Com base nas medidas de composigao da saida, o controlador ajusta a
valvula de controle (C') para regular a entrada dos reagentes e, consequentemente, a taxa

de reagao e composicao dos produtos.
6. Variaveis de Estado ou Componentes (X7, Xo, X3, Xy):

e X;: No diagrama, X, Xs, X3, e X, representam os diferentes componentes envolvidos

no processo, seja como reagentes ou produtos.
Funcionamento do Reator:
1. Entrada de Reagentes:

e Os reagentes entram no reator com uma taxa de fluxo F' e uma concentracao X ;,. A

valvula controla a quantidade de fluxo de entrada.
2. Mistura e Reacao:

e Dentro do reator, os reagentes sdo bem misturados ® pelo agitador (representado por w),

garantindo uma concentragao uniforme.

e As reagOes quimicas ocorrem dentro do volume V', resultando em novos produtos e

consumo de reagentes.
3. Saida de Produtos:

e A mistura de produtos e reagentes nao convertidos sai do reator com uma taxa de fluxo

F, igual a da entrada, mantendo o balang¢o de massa.
e A concentragao dos produtos na saida é indicada como X7, X5, X3, Xj.
4. Controle de Processo:

e Um controlador recebe a concentracao medida de X; e ajusta a operacao do reator para

manter as condigoes desejadas, como a concentragao do produto, a taxa de reagao, etc.

2.4.1 Modelo dindmico
2.4.1.1 Modelo quimico e matematico

A analise das reagoes quimicas em um reator é essencial para determinar a multi-
plicidade de estados estacionarios, as instabilidades na saida e outros comportamentos
presentes no processo desejado. Para selecionar faixas operacionais étimas que maximizem
a produtividade do reator, a seguranca do processo e os custos operacionais, levando em
consideracao restrigoes termodinamicas e cinéticas, muitas vezes é necessario empregar um

sistema de controle que mantenha as variaveis em pontos de ajuste selecionados. A operagao

3 Em reatores agitados, essa mistura é promovida pela acdo do agitador, que cria correntes no liquido e

ajuda a espalhar os componentes por igual. No entanto, o grau de mistura ideal depende de varios
fatores, como a velocidade de rotacao do agitador, o design do reator e as propriedades dos reagentes,
que juntos garantem a uniformidade e eficdcia do processo reacional. (JCT Mixing Equipment, 2025)
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de um CSTR, representado na Figura 5, envolve um fluxo de entrada multicomponente F
que alimenta as reac¢oes quimicas no reator e um fluxo de saida multicomponente composto
por um conjunto de varidveis de estado (X;). Essas varidveis podem ser medidas para

gerar acoes de controle u, que, neste caso, operam a valvula de controle C.

Na Figura 5, quando o controlador u compara as concentragoes dos componentes
multiplos na saida com um valor predeterminado e aciona a valvula de controle C' para fazer
ajustes na entrada, um sistema fechado, também conhecido como sistema de realimentacao,
é formado. A funcao principal da valvula de controle C' é compensar o tempo de residéncia
dos reagentes no reator quimico manipulando a taxa de fluxo de entrada para alcancar a

taxa de reacao desejada.

Neste estudo, o modelo quimico e matemaético proposto por Killory et al. (Killory;
Rossler; Hudson, 1987) serviu de base para o projeto (design) e avaliagao do processo de

controle.

O modelo representa um sistema dindmico com quatro estados (X, Xo, X3 e X})
com base no principio de conservacao de massa. As reagoes quimicas ocorrem sob condigoes
homogéneas perfeitas e isotermas em um tanque bem agitado, conforme Figura 5. As
reacoes de Xy para X; e X,, e de X, para X, apresentam relagoes cinéticas de primeira
ordem. O reagente X; atua como catalisador na producao do composto X3; as duas reacoes
de X, sao catalisadas por X5 e X3; e a reacao de X, também é catalisada por X3. Além
disso, todas as espécies quimicas envolvidas no sistema seguem o modelo cinético de
Michaelis-Menten (Killory; Rossler; Hudson, 1987).

As formulagoes (2.16) a (2.20) (ver Figura 6) representam as vias cinéticas envolvidas

110 Processo.

X; = X7 = Xo+ X35 (2.16)

X1 Xy — Xo (2.17)

Xo — 2X5 — produto (2.18)

X35 — 2X; — produto (2.19)

Xy — 2X; — X5+ produto (2.20)

em que X/, ¢ = 1,2,3,4 representa os correspondentes complexos quimicos ativados
considerados em um estado pseudo-estacionario. Esse processo quimico envolve multiplas
vias cinéticas que descrevem as transformacoes dos componentes envolvidos. A seguir,

analisam-se individualmente essas etapas:

e A primeira via cinética descreve a transformacao de X; em X, e X3 através de
um intermedidrio ativado X7. Isso sugere uma reacao unimolecular em que X; é convertido

em X7, que entao se decompoe para formar X, e Xj.
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e A segunda via cinética envolve o equilibrio entre X; e X4, seguido pela conversao
de X4 em Xs. Isso indica que X; e X, estao em equilibrio, com X, agindo como um
intermediario na formacao de Xs.

e A terceira via cinética descreve a conversao de X, em um intermedidrio ati-
vado 2XJ, que eventualmente leva a formacao do produto final. Isso sugere uma reacao

unimolecular seguida por uma reagao bimolecular para formar o produto.

e A quarta via cinética é semelhante a terceira, mas envolve X3 em vez de X5. O

componente X3 é convertido em 2X3, que entdao leva a formagao do produto final.

e A quinta via cinética descreve a conversao de X, em 2X}, que eventualmente
leva a formacao de X3 e do produto final. Isso sugere uma reacao unimolecular seguida
por uma reacao bimolecular para formar X3 e o produto final.

Entao, essas vias cinéticas descrevem as diferentes etapas envolvidas no processo

quimico, desde a formagcao de intermediarios ativados até a formacao do produto final, e

destacam as reac¢oes unimoleculares e bimoleculares que ocorrem ao longo do caminho.

Figura 6 — Diagrama ilustrando as interacoes e transformagoes entre as espécies quimicas
e os intermediarios ativados.
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Fonte: Préprio autor

Observacao 2.1. No diagrama da Figura 6, € representado o intermedidrio ativado X7,
o qual se decompoe nas espécies Xo e X3 com velocidades ki e kY, respectivamente. No
entanto, em virtude da aplicacdo da hipotese de estado quase-estaciondrio, essas constantes
foram incorporadas nas expressoes finais das tazxas efetivas do modelo. Por esse motivo,

ndo sao apresentadas explicitamente na Tabela 1. Adicionalmente, a constante cinética
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associada a conversao de X4 em Xs, representada no diagrama como kj, também nao
esta listada na Tabela 1. Essa etapa faz parte da sequnda via cinética e foi incorporada
diretamente na expressio da taza efetiva correspondente, sendo omitida da tabela por

sequir o mesmo principio de simplificacao adotado para os intermedidrios ativados.

Tabela 1 — Taxas de reagdo para diferentes reacoes quimicas envolvendo as espécies
X1, Xs, X3 e Xy, com as taxas de reagdo expressas em termos das concentragoes
x1, T2, T3 € x4 e das constantes k; e K.

Reacao Taxa
X — 2X4 l{fgxl
X; — produto  kyz129/ (21 + K)
X; — produto  ksxixs/(x; + K)

X1 — X2 kg.’l?l

X2 — 2X2 k4$2

Xy — produto  ksxe/(v2 + K)
X3 — 2X;3 k6[L’11’3

X3 — produto  krxs

X4 — 2X4 /{101'4

X4 — X1 k8£C4

X4 — X2 k9$4

X4 — produto  kiyjwszy/(zs + K)

Fonte: Killory, Rossler e Hudson (1987)

Conforme R. Aguilar-Lépez (Aguilar-Lépez, 2018), o modelo cinético (2.16)-(2.20)
e as reagoes descritas na Tabela 1 sao estendidos para a operacao continua do reator,
mostrando oscilagoes complexas (cadticas). Esse modelo matemaético, representado por
um conjunto de equagdes diferenciais ordinarias nao lineares de primeira ordem, descreve
os balancos de massa para cada um dos compostos quimicos em termos de suas respec-
tivas concentragoes de massa. O sistema de equagoes (2.21) descreve especificamente os
balangos de massa para os componentes (X7, X9, X3, Xy) em termos das concentragdes

(xla X2,T3, $4)'

Balanco de Massa:

T = do + kgl’4 - kl x:il_f_c;{ - kQ;iI_f% + (l’l,m - $1)u

To = ksxy + kaxo + koxg — k5—22= + (294, — T2)U

.2 321 422 94 5ot K (o, 2) (2.21)
r3 = d1 + ]fﬁ]?lxg — k?7fL’3 -+ (ZL’3’m — l’g)U

gy = (ko — ks —ko)xy — k2 + (Tgim — Ta)u

em que x = [x1, T9, T3, 4] € 0 vetor de concentragao de massa, e o vetor & = [&1, T, I3, L4]

representa a taxa de variacdo dessas componentes em relacao ao tempo *

4O sistema modelado refere-se a um reator continuo do tipo CSTR, com volume constante e escoamento
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Tabela 2 — Tabela de unidades

Parametro/Variavel = Unidade
T1,To, T3, T4 mol /L
Ty, To, T3, T4 mol/(L - s)
kv, ko, k11 L/(mol - s)
k37]€4,k5,]€6,]€7,l€8,]€9,k10 1/8
K mol /L
L1iny L2in, L3in, L in mol/L
u 1/s
do, dy mol /(L - s)
Condigoes Iniciais Unidade
x10 = x1(0) mol /L
T = 22(0) mol /L
x50 = 23(0) mol/L
x40 = 24(0) mol/L

Fonte: Préprio autor

Em harmonia com esta se¢ao, adota-se as seguintes unidades para os parametros e
variaveis do sistema, conforme indica a Tabela 2. Essas unidades foram escolhidas para
manter consisténcia com a abordagem tradicional de modelagem quimica em reatores
homogéneos, especialmente em estudos de laboratorio ou pequena escala. No entanto, dife-
rentes referéncias utilizam sistemas de unidades especificos, adaptados as suas necessidades

de aplicacao. Por exemplo:
Na referéncia Faruk et al. (Faruk et al., 2013):
e kmol/m? para concentragoes molares.
e m3/(kmol - s) para constantes de taxa bilineares.
e 57! para as constantes de taxa de primeira ordem e diluicdo.
e kmol/(m? - s) para taxas de reacio e perturbacoes.
Na referéncia de M. Kumar e R.S. Singh (Kumar; Singh, 2016):
e kg/m? para concentragoes de massa.
e m3 /s para fluxos volumétricos.
e 5! para taxas de reacdo e diluicdo.

Na referéncia de Ivanovic-Sasic et al. (Ivanovic-Sasic et al., 2011):

ideal, como ilustrado na Figura 5. A varidvel u = F//V onde F é a vazao volumétrica de entrada e V'
o volume do reator, representa a taxa de diluicdo e é usualmente adotada como varidvel de controle
nesse tipo de processo. Os termos (z; 4, — ®;)u expressam a renovacgdo continua das espécies (entradas
e saldas simultineas de reagentes e produtos), caracteristica desse tipo de reator. Ressalta-se que
essa modelagem nao se aplica, por exemplo, a reatores batelada, que ndo operam com fluxo continuo

(Fogler, 2009).
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e Concentracoes molares: mol - dm=3.

e Constantes de taxa de reacao de primeira ordem: min~!.

e Constantes de taxa de reacao bilineares: mol=! - dm? - min~".

e Taxas de reacao: mol - dm=3 - min~!.

e Taxa de fluxo como pardmetro de controle (jo): min~".

No Capitulo 4, sao apresentados os valores nominais das variaveis e parametros
listados na Tabela 2. Contudo, seguindo a abordagem adotada por diversos autores que
investigam a dinamica, o comportamento cadtico e o controle de sistemas quimicos, opta-se
por nao explicitar as unidades associadas as variaveis e aos parametros. Essa pratica,
amplamente difundida na literatura especializada, permite concentrar a analise na estrutura
matematica do modelo e em suas propriedades dinamicas, sem vinculo direto com unidades

fisicas especificas.

A escolha de um modelo contendo quatro espécies quimicas, envolvendo reacoes
autocataliticas e cinética do tipo Michaelis-Menten, viabiliza a investigacao de fenémenos
cadticos e hipercadticos. Esse nimero de variaveis é considerado o minimo necessario
para que o sistema apresente dindmicas oscilatérias complexas, incluindo o surgimento de
caos de ordem superior, caracterizado pela presenca de miltiplos expoentes de Lyapunov

positivos.

Embora, na pratica, mais espécies estejam envolvidas — especialmente interme-
diarios assumidos em estado pseudo-estacionario —, é comum que sistemas quimicos
e biologicos apresentem elevada complexidade, com miultiplas espécies e interagoes nao
lineares. A reducao para um modelo com quatro variaveis constitui, portanto, uma abor-
dagem estratégica para o estudo da génese do comportamento cadtico em sua forma
mais elementar. Parte-se da premissa de que, se o caos (ou hipercaos) pode emergir
nesse cenario minimamente estruturado, é plausivel que se manifeste com ainda maior
intensidade em sistemas reais mais complexos, caracterizados por multiplos mecanismos

de retroalimentagao e nao linearidades (Killory; Rossler; Hudson, 1987).

Nos capitulos seguintes, é investigada a dindmica nao linear do sistema descrito
em (2.21), incluindo a anélise de fendmenos como bifurcagoes, érbitas periédicas e com-
portamento cadtico, tais como sensibilidade as condigoes iniciais e presenca de atratores
estranhos. Por fim, sdo desenvolvidas e aplicadas técnicas de controle voltadas a estabiliza-
¢ao do comportamento do sistema reacional, especialmente em contextos nos quais o caos

se apresenta como indesejado.
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3 Conceitos de Dinamica Nao Linear, Caos e

Controle

Este capitulo tem como objetivo apresentar um resumo adaptado e essencial dos
conceitos fundamentais da teoria matematica da dindmica néo linear, aplicada ao estudo do
caos e do controle em sistemas de reagao quimica. Nao se busca aqui uma exposicao extensa
de equagdes ou classificagbes matematicas, uma vez que tais informacoes encontram-se
detalhadas nas referéncias citadas. Grande parte das andlises é conduzida por meio de
simulagoes numéricas, utilizando funcoes consolidadas em ambiente computacional, com

foco em interpretagoes qualitativas.

Assim, o contetido preliminar abordado limita-se ao escopo necessario para atender
aos objetivos propostos. Existem diversas obras abrangentes sobre sistemas dinamicos,
entre as quais se destacam os trabalhos de (Monteiro, 2019; Naifeh; Balachandran, 1995;
Savi, 2017; Strogatz, 2018; Villate, 2019; Wiggins, 2003), utilizados como base tedrica

neste estudo.

3.1 SISTEMAS DINAMICOS

Um sistema pode ser definido com um conjunto de objetos agrupados por alguma
interacao ou interdependéncia, de modo que existam relagoes de causa e efeito nos
fendmenos que ocorrem com os elementos desse conjunto. Um sistema é dinamico quando
algumas grandezas que caracterizam seus objetos constituintes variam com o tempo. G.
W. Leibniz (1646-1716) foi o primeiro a usar a palavra dindmica nesse contexto. Os
sistemas dinamicos sao usados para modelar e fazer previsoes de sistemas fisicos, quimicos,

biol6gicos, financeiros, ete, (Monteiro, 2019).

Consideram-se sistemas descritos por um conjunto finito de n varidveis reais:
X1, T3, ..., Ty, cujas evolugdes temporais sao dadas por equagoes diferenciais ordinarias de

primeira ordem:

dx

d7tl = fl({]jl,.’L'Q,...,fﬂn,t)

dx

d7t2 = fQ(xl,xQ,...,xn,t)

dx

=2 = f3($17$27"'7$n7t) (31)

dt
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dzn
dt

- fn(xbx% v 7xn7t)

ou, na notacgao vetorial

d

= J,) (3.2)

emque fj: Bx Ry - A(j=1,2...,n),sendo B C R", A C IR, com

_l‘l(t) | [ fl(xlaw%“'axn’t) ]
,Ig(t) fQ(ZL’l,l’Q,...,ZL'n,t)
w(t) = | x3(t) | e f(x,t) = | fa(z, 22, . 20, 1) (3.3)
L l‘n(t) ] L fn(iCl,l'Q,---,iUn,t) |

As varidveis dependentes x; sao conhecidas como varidveis de estado. As fungoes
f; definem o campo de velocidades de um sistema, ou também chamado de campo vetorial,
em que a velocidade instantanea ‘jl—f = f. A funcdo f é um campo vetorial. A dimensdo
do espago equivale ao niimero de equacoes de primeira ordem necessarias para descrever
o sistema, que é igual a quantidade de variaveis de estado. Por exemplo, um plano é o

espago de fases para um sistema descrito por duas equagoes de primeira ordem.

Chama-se de retrato de fases o conjunto de curvas obtidas pela evolucao temporal

do sistema a partir de condigoes iniciais nas quais as fungoes f; sao definidas.

Pode-se dizer que uma solucao x(t) para o sistema (3.1) corresponde a um caminho,

dz
dt

ponto, com o campo de velocidades f(z,t). Newton chamou a solugao x(t) de fluzo.

a uma trajetoria no espago de fases percorrida com velocidade que coincide, em cada

As variaveis x1, zo, ..., T, podem ser, por exemplo:
e 0 nimero de individuos em populagoes interagindo em um ecossistema;

e as concentracoes de reagentes em um esquema de reagao quimica descrito pela cinética

de reagao;
e . ..

Observagoes:

e as equagoes diferenciais sao ordinarias, nao ha derivadas parciais.

e Fxisténcia e unicidade da solugdo do sistema: De acordo com o Teorema de Cauchy-

Lipschitz (também conhecido como Teorema de Picard-Lindelof), o sistema

{ @ = [ (3.4)

ZL‘(to) = ZTo
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possui solugdo tnica em um intervalo contendo ¢y, desde que a funcao f(x,t), continua por
partes em t, satisfaca a condicao de Lipschitz: || f(y,t)— f(z,t)|| < L|ly—z||, Yy, 2 € R",Vt €
[to, T, para alguma constante L > 0. Essa condi¢do garante que pequenas variagoes nas

condicoes iniciais nao resultem em multiplas solucoes, assegurando a unicidade da trajetoria

do sistema.
e Se cada uma das fungbes fi, fo,..., fn em (3.1) é uma funcao linear das variaveis
dependentes 1, o, ..., x,, entao o sistema de equacoes ¢é dito linear; caso contrario, nao
linear.

de . . 4 ~
e quando % = f(x,t), como por exemplo o sistema (3.1), o sistema ¢ chamado nao
autonoémo. Quando ‘Cil—f = f(x), ou seja, quando f nao depende explicitamente de ¢, o

sistema é chamado de autonomo.

3.1.1 Sistemas conservativos e dissipativos

Um sistema é conservativo se, durante a sua evolucao temporal, ha preservacao
de volume no espacgo de fases. Assim, num sistema conservativo, os pontos em um dado
volume se movem, com o passar do tempo, de tal modo que, em um instante posterior, o
volume ocupado por esses pontos permanecem inalterado. Num sistema dissipativo, esse
volume se contrai com o passar do tempo.

Seja

dx
a f(z) (3.5)
um sistema autonomo.

O divergente do campo vetorial f é dado por:

(3.6)

De acordo com L.H.A. Monteiro (Monteiro, 2019), quando o divergente do campo
vetorial f é: V- f = 0 (nulo) o sistema é conservativo; é dissipativo se V - f < 0; se

V- f>0,ele é expansivo.

Mostra-se que a dissipatividade de um sistema dinamico pode ser inferida a partir
dos expoentes de Lyapunov, cujos valores indicam se as trajetérias no espago de fase se

aproximam ou se afastam de um ponto de equilibrio ou de uma orbita estavel.

3.2 ESTABILIDADE DE SISTEMAS DINAMICOS

Nesta secao, introduz-se a nocao de estabilidade de uma solucdo estacionaria,

representada por um ponto de equilibrio no espaco de fases. Na secao 3.5, apresenta-se o
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conceito de estabilidade estrutural de um sistema de equagoes diferenciais. Inicia-se com

as defini¢coes de estabilidade segundo Lyapunov.

3.2.1 Ponto de equilibrio e estabilidade no sentido de Lyapunov

Uma importante solugdo de um sistema é a chamada solucao trivial, ou mais
comumente chamada de ponto de equilibrio, que denota-se por x* = (zf,z5,...,z}). Na
solugao de equilibrio, o campo vetorial se anula, isto é, f(z*) = 0. De forma precisa,

define-se:

Definicdo 3.1 (Ponto de Equilibrio). O ponto z* € IR"™ é um ponto de equilibrio do

. oA ~ de ok
sistema dindamico dado na Equagdo (58.5) se 5 =0 em x = z*.

Qualquer ponto x que nao seja ponto de equilibrio é chamado de ponto ordindrio
ou ponto reqular. Quando se escolhe uma condicao inicial que coincide com um ponto
de equilibrio, isto é, x(0) = z*, entdo o sistema ai permanece indefinidamente, ou seja,

ok fo dr
x(t) = * para todo t, pois 7 = 0.

A classificacao a seguir de estabilidade deve-se a Lyapunov. Ela se baseia na

evolugao temporal da distdncia correspondente a z(t) e o ponto x*. Usando a métrica

euclidiana, ||lu—v|| = \/(ul —v1)2 4+ (ug — v2)? 4+ ... + (up, — v,)?, em que u e v sao vetores

num espaco n-dimensional. Entao, formalmente, define-se:

e r* como um ponto de equilibrio (neutramente ou marginalmente) estdvel se, e somente
se, dado € > 0, existe d(e) > 0 tal que para ||z(0) —z*|| < d(¢), entdo ||z(t) — z*|| < ¢, para
todo t > 0. Assim, h4 uma vizinhanca de raio § em torno do ponto de equilibrio tal que,
para qualquer condigao inicial pertencente a essa vizinhanga, a trajetoria correspondente

a essa condic¢ao inicial nunca se afasta mais do que uma distancia e. Entretanto,

e se existe z(0) tal que, independente de quao préximo z(0) esteja de z*, a trajetéria
correspondente deixa a vizinhancga de raio ¢ num determinado tempo t finito, entao o

ponto é instdvel.

e r* ponto de equilibrio assintoticamente estdvel se, e somente se, existe € > 0, tal que
para ||z(0) — z*|| < J, entdo ||x(t) — x*| — 0, para ¢ — oco. Nesse caso, conforme o tempo
passa, a trajetéria que parte de qualquer x(0) se aproxima cada vez mais do ponto de

equilibrio, ou seja, lim;_,, z(t) = x*.

Existem dois métodos de Lyapunov que permitem a analise de estabilidade para
sistemas nao lineares (Monteiro, 2019; Wolf et al., 1985).

1. Primeiro método de Lyapunov ou Método Indireto: Fundamenta-se no uso de
linearizacao das fung¢oes componentes do sistema por série de Taylor em torno de um ponto
de equilibrio e analisa-se o sistema linear resultante. Permite o emprego de técnicas de

projetos de controladores para sistemas lineares sob a condi¢ao de que o comportamento
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do sistema permanece linear em uma vizinhanca do ponto de equilibrio. Porém, o resultado

é valido numa vizinhanga desconhecida do ponto de equilibrio (Ver subsegao 3.3).

2. Sequndo método de Lyapunov ou Método Direto: Faz uso de uma funcao escalar
auxiliar para analisar a estabilidade do sistema sem a realizacdo de aproximacoes. A
principal vantagem deste segundo método é que as conclusoes sao validas para conjuntos
que podem ser bem determinados em torno do ponto de equilibrio. Em contrapartida,

pode ser complicado encontrar uma funcgao escalar adequada para a realizacao da analise.

3.2.2 Sistemas lineares e classificacdo no plano de fases

Na anélise de sistemas lineares bidimensionais, as possiveis solugoes sao responsaveis
em formar diferentes padroes geométricos no plano de fases. Sendo assim, identificar esses

padroes permite descobrir de forma rapida a natureza as solugoes.

Sendo o foco principal deste trabalho a analise de sistemas nao lineares, neste topico
aborda-se de forma rapida alguns conceitos tteis de sistemas lineares que sao aplicados no

estudo da dinamica nao linear.

Seja um sistema linear que tem a origem como ponto de equilibrio, e a representacao

do sistema de EDO’s auténomas de (3.5) da seguinte forma:

dx
A )
o x (3.7)

em que A é uma matriz constante, nao singular, de ordem n, e x um vetor pertencente a

R™. A solugao analitica desse sistema é dada por:

z(t) = zoe™ (3.8)

As solugoes expressas em (3.8) do sistema (3.7) sdo obtidas utilizando-se a proprie-

dade da exponencial matricial, sendo e4! avaliada da seguinte forma (Savi, 2017):

eAt—I+Ai+A2ﬁ+ al oy —iﬁA’“ (3.9)
B 1! 2! n! Sk '

em que I é a matriz identidade. Uma exposi¢do mais detalhada da expansao em série da

matriz exponencial e pode ser observada em L.H.A. Monteiro (Monteiro, 2019).

Calcular a expressao (3.9) pode ser extremamente trabalhoso. Uma forma simples

consiste em realizar uma mudanca de coordenadas de forma que a solugao final é dada por:

z(t) = PeP' Pz, (3.10)
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A matriz P de ordem n é escolhida de forma que a operacio P'AP = D = diag(\;),
em que A; sdo os autovalores de A. A matriz A diagonaliza-se nessa operacao quando
P for a matriz formada pelos autovetores linearmente independentes de A. Dessa forma,

considera-se que a solucao do sistema (3.7) é dada por:

x(t) = eMv (3.11)

Substituindo (3.11) em (3.7) e realizando algumas manipulagoes obtém-se o seguinte

sistema linear homogéneo de equagoes

(A= X)v =0 (3.12)

em que \ sdo os autovalores da matriz A , v = (vq, v, ..., v,) 0 autovetor associado a cada
autovalor e I a matriz identidade de ordem n. As solugdes nao triviais de (3.12) existem

quando:

det(A— X)) =0 oup(A) = a,\" + ap N+ ...+ aA+ag=0 (3.13)

O polindémio (3.13) é chamado de polindmio caracteristico e suas raizes sao os
autovalores da matriz A. Se o sistema de Equagao (3.5) é bidimensional (n = 2), o

polinémio (3.13) tem como solugao a seguinte expressao:

)\12:

)

T:I:\/m_T:I:\/E
2 2

em que 7 € o trago da matriz A e A seu determinante. Com base nos pardmetros 7 e A,

(3.14)

que determinam os autovalores em (3.14), é possivel classificar os padroes dindmicos em

regioes conforme descrito a seguir. Segundo J.H. Poincaré (1854-1912):

e Sela: Um ponto de equilibrio recebe esta designacao se A < 0. Este ponto é classificado

como instavel e possui autovalores reais e de sinais opostos.

e No: Quando A > 0 e D > 0. Os autovalores neste caso sao reais e de mesmo sinal. Se

7> 0 o noé é instavel e se 7 < 0 o nd é dito assintoticamente estdvel.

e Foco: Quando A > 0 e D < 0. Os autovalores sdo pares complexos conjugados. Se 7 > 0

o foco é instdvel e se 7 < 0 o foco é assintoticamente estdvel.
e (Centro: Quando 7 = 0. Esse ponto é classificado como marginalmente estdvel.

e No improprio: Quando A > 0 e D = 0. Nesse caso existem autovalores repetidos e o

ponto pode ser estdvel se 7 < 0.

Na Figura 7 apresentam-se as regioes de estabilidade dos pontos de equilibrio, como

também o formato geométrico das solug¢oes no plano de fases. Em um ponto de sela as
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Figura 7 — Geometria das solugoes e classificacao dos pontos de equilibrio de um sistema
bidimensional em funcao de 7, A e D no espaco 7 x A.
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|
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?)Fuuus mstivels
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o={a+d2

o

Pontos | de sela

Fonte: Villate (2019)

Tabela 3 — Classificacao dos pontos de equilibrio de sistemas lineares

Autovalores A\

Tipo de ponto Equilibrio

2 reais, sinais opostos
2 reais, positivos
2 reais, negativos
2 complexos, parte real positiva
2 complexos, parte real negativa
2 imaginarios
1 real, positivo
1 real, negativo

ponto de sela
no repulsivo
no atrativo
foco repulsivo
foco atrativo
centro
no improprio
noé improprio

instavel
instavel
estavel
instavel
estavel
estavel
instavel
estavel

Fonte: Villate (2019)

solugbes aproximam-se em uma direcao e se afastam por outra. Em pontos do tipo nos e

focos estaveis as solugbes se aproximam assintoticamente do ponto quando ¢ — oo, sendo

que no ultimo as solugoes se aproximam em formas de espirais. Para solucoes instaveis

desses pontos, o mesmo padrao ocorre quando t — —oo. No ponto denominado centro, as

solugoes nao sao atraidas nem repelidas para o ponto e seu comportamento dinamico é

descrito por curvas fechadas no retrato de fases.

Em funcao dos autovalores obtidos, a Tabela 3 resume a classificagao dos pontos

de equilibrio.
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3.3 APROXIMACAO DE SISTEMAS DINAMICOS GERAIS - LI-
NEARIZACAO

Conforme M.A. Savi (Savi, 2017), um procedimento bastante instrutivo para avaliar
a dindmica de um sistema nao linear, em particular para avaliar a estabilidade de uma dada
solucao, é a linearizacao do sistema dindmico em torno de uma solugao conhecida. Neste
contexto, lineariza-se o sistema em torno de uma soluc¢ao, efetuando-se uma mudanca de
coordenadas, a partir da qual estuda-se a evolugdo do sistema nas vizinhancas da solucao
Z(t). Assim,

r=2x(t)+vy, x,y € R" (3.15)

em que y é uma pequena variacao da solugao. Substituindo (3.15) em (3.5) e aplicando-se

linearizacao por meio da série de Taylor a expansao pode ser descrita por

f(@) = f(@(t) +y) = f(@(1) + DF@E0))y + O(lyll*), (3.16)

em que Df é a derivada de f, também chamada de matriz Jacobiana de f, ||.|| é a norma

euclidiana em IR". Usando-se o fato de que #(t) = f(%(t)), a Equagdo (3.16) torna-se

y = Df((t))y + O(lyll*). (3.17)

O intuito ¢é analisar o comportamento das solugdes arbitrarias proximas a . Isso é

realizado através do estudo do sistema linear associado

y=DfE))y (3.18)

Como Z(t) é uma solucao de equilibrio, Z(t) = x*, entao Df(z(t)) = Df(z*) é uma
matriz com entradas constantes, ou seja, um sistema linear. Uma notagao mais apropriada

para a matriz Jacobiana avaliada no ponto de equilibrio é dada por

of  Ofr of1
oz Oxy = Oxn
Of2 0f2  Ofs
J=Df(Et)| =J@)=|% %= 7 %m (3.19)
y=0 : : : :
Ofn  Ofn Ofn
oz Oxo T Oz
y=Jy (3.20)

A solugao analitica da Equagao (3.20) pode ser escrita a partir do ponto inicial,

yo € IR", em t = 0, da seguinte maneira (Wiggins, 2003; Strogatz, 2018):
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y(t) = e’yq (3.21)

Conclui-se, portanto, que, a principio, a analise local de um sistema nao linear
reduz-se a andlise de um sistema linear, cujas propriedades basicas ja foram definidas.
Assim, considera-se a soluc¢ao y(t) assintoticamente estével quando a parte real de todos os
autovalores da matriz Jacobiana é negativa. O teorema a seguir estabelece a estabilidade
assintotica das solugdes nas vizinhangas do ponto de equilibrio do sistema nao linear

correspondente (Wiggins, 2003).

Teorema 3.1. Suponha que todos os autovalores de J tenham partes reais negativas.
Entao, a solugao de equilibrio © = x* do campo vetorial nao linear dado em (3.5), é

assintoticamente estdvel.

A demonstracao deste teorema pode ser consultada em (Wiggins, 2003), capitulo 2.

3.3.1 Dois Teoremas Locais para Sistemas N3o Lineares
3.3.1.1 Teorema de Hartman-Grobman

D. M. Grobman (1922-2007) e P. Hartman (1915-2015) provaram independen-
temente, por volta de 1960, que, na vizinhanca de um ponto de equilibrio hiperbdlico,
um sistema nao linear de dimensao-n apresenta um comportamento qualitativamente
equivalente ao do sistema linear correspondente. Um ponto de equilibrio é hiperbdlico
quando todos autovalores, calculados a partir da versao linearizada das equagoes originais,

tém parte real nao nula.

Portanto, o teorema de Hartman-Grobman garante que a estabilidade de um ponto
de equilibrio hiperbdlico é preservada quando se lineariza o sistema em torno desse ponto, de
modo que o retrato de fases, na sua vizinhanca, é topologicamente orbitalmente equivalentes,

L.2isto é, quando um é uma “versao distorcida” do outro.

1 Dois sistemas sdo topologicamente equivalentes se existe um homeomorfismo entre eles. Seja h uma

funcdo bijetora, e que relaciona dois sistemas. Se h é continua, invertivel e sua inversa h~! é continua,
entdo h é chamada de homeomorfismo (ou de isomorfismo topoldgico). Um homeomorfismo é chamado
difeomorfismo se h e h=1 sdo diferenciaveis em todos os pontos (Monteiro, 2019).

Quando os retratos de fases dos sistemas dindmicos % = f(z)e % = ¢(y) podem ser relacionados por
um homeomorfismo h(x) = y que preserva o sentido do movimento (a orientagdo) no espago de fases,
entdo esses sistemas sdo topologicamente orbitalmente equivalentes. Isso significa que as trajetérias
de um sistema podem ser continuamente deformadas até se tornarem iguais as trajetorias do outro
sistema. Deformagbes continuas envolvem esticamentos e alongamentos, mas nao cortes ou emendas.
Dois retratos de fases que apresentam a mesma estrutura orbital sdo qualitativamente equivalentes.

Consequentemente eles representam comportamentos dindmicos similares (Monteiro, 2019).
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3.3.1.2 Teorema das variedades hiperbdlicas

Seja um sistema de equagoes diferenciais nao lineares (3.5), com campo vetorial
f de classe r (ou seja, f é r vezes diferenciavel). Seja P um ponto de equilibrio de f e
considere a matriz jacobiana calculada nesse ponto, a partir da versao linear. Os autovalores
correspondentes a essa matriz podem ser separados em trés grupos: o, 0; e 0., dependendo
do sinal da parte real desses autovalores. As letras e, i, ¢ sdo, respectivamente, as iniciais

de estavel, instavel, central. Assim:

A€o, se Re(\) <0
A€o, se Re(A)>0
A€o, se Re(A\)=0

sendo que A € C. O subespacgo gerado pelos autovetores cujos autovalores pertencem a
0. ¢ chamado de subespaco estavel E°; aquele gerado pelos autovetores cujos autovalores
pertencem a o; é chamado de subespaco instdvel E*; e aquele correspondente a o, de
subespaco central E°. Nota-se que esses subespagos referem-se a versao linear do sistema

de equagoes diferenciais.

O teorema das variedades® hiperbélicas, provado de forma completa por A. F. Kelley
(1931-1), em 1967, afirma que, para um sistema nao linear de classe r, existe uma variedade
estavel W€, invariante local, r vezes diferenciavel, tangente ao subespaco E° no ponto de
equilibrio P. Essa variedade possui a mesma dimensao n, de E€ e é inica. Ha também
uma variedade instavel W¢, invariante local, r vezes diferenciavel, tangente ao subespaco
E’ em P. Essa variedade possui a mesma dimensao n; de E' e é tinica. Além disso, W€ e
W* apresentam as mesmas propriedades assintéticas de E¢ e E*, respectivamente. Assim,
solugoes com condicao inicial em W€ aproximam-se de P para t — o0; solucoes com

condicao inicial em W afastam-se de P para t — oo.

3.3.2 Pontos de equilibrio hiperbdlicos e a relacao entre o sistema nao linear

e o linearizado

Se os autovalores do campo vetorial linear associado possuem partes reais diferentes
de zero, entao a estrutura da érbita nas proximidades do ponto de equilibrio do campo

vetorial nao linear é a mesma do campo vetorial linear.

Definicao 3.2. Seja x = x* um ponto de equilibrio do sistema dado em (8.5). Entao, x* é
chamado de ponto de equilibrio hiperbélico se nenhum dos autovalores de A = J(z*) tiver

parte real nula, isto €, a; # 0 V7.

3 Variedades (manifolds) de um dado sistema dindmico sdo superficies presentes no espaco de estados

que tem como propriedade a de que érbitas que nelas se iniciam, nelas permanecem ao decorrer do
tempo (Savi, 2017).
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O estudo da estabilidade de um sistema nao linear por meio de linearizacao em
torno do(s) ponto(s) de equilibrio(s) se resume a um estudo da natureza das raizes do
polindémio caracteristico associadas a matriz Jacobiana e resultado da operagao descrita
em (3.13).

De forma analoga ao sistema bidimensional, os pontos de equilibrio hiperbdlicos
de sistemas tridimensionais ou de ordem superior apresentam padroes geométricos das
solugoes na vizinhancga do ponto semelhantes ao caso de sistemas bidimensional, cuja
relagao pode ser entendida pelo conceito das variedades e seus subespacos associados.
Sendo assim, um ponto de equilibrio é chamado de sela “saddle point” se pelo menos um
dos autovalores, mas nao todos, possuir parte real maiores que zero. Se todos autovalores
tiverem parte real negativa, os pontos de equilibrio sao chamados de atratores, “sinks”,
cuja natureza é estavel. Se todos autovalores sao positivos, os pontos sdo chamados de
repulsores, “sources”, que sao de natureza instaveis. De forma geral, os pontos de equilibrio

hiperbdlicos podem ser classificados em atratores, repulsores ou selas (Wiggins, 2003).

3.4 DINAMICA CAOTICA

A teoria do caos é uma area interdisciplinar que combina estudo cientifico e
engenharia, focada nas leis dos sistemas dinamicos. Nao ha uma definicao consensual para
caos, refletindo a complexidade e a natureza diversificada do conceito (Monteiro, 2019). O
caos em sistemas dindmicos é caracterizado por comportamento irregular e aperiodico,
juntamente com uma alta sensibilidade as condi¢oes iniciais. Esta sensibilidade implica que
solucoes geradas por condigoes iniciais ligeiramente diferentes divergem exponencialmente
ao longo do tempo, tornando previsoes de longo prazo extremamente dificeis (Viana,
2023). Essa caracteristica fundamental destaca a importancia de entender as condigoes que
levam ao comportamento cadtico para otimizar a previsibilidade e o controle dos sistemas

dinamicos.

Seja um sistema dindmico F': D — D. De acordo com L.H.A. Monteiro (Monteiro,
2019), entende-se que F' depende sensivelmente das condigoes iniciais se hd um nimero
e > 0, tal que para qualquer condic¢ao inicial xy e para “qualquer” nimero ¢ > 0, existe
pelo menos um ponto j, com |z — zo|| < 6, tal que ||[F®) (2}) — F®)(z0)| > €. Assim,
nao importa o valor de zp nem o raio J, pode sempre se encontrar um ponto z(, no interior

da bola aberta * de raio § cuja 6rbita separa-se da érbita de 2 de pelo menos e.

A analise do comportamento frente a pequenas variagoes nas condigoes iniciais
revela a sensibilidade do sistema. A partir dessa sensibilidade, é possivel definir o tempo

de predicao, caracterizado pelo inverso do expoente de Lyapunov, como um limite para

4 Uma bola aberta de raio § centrada em zy é o conjunto de todos os pontos z tais que a distancia

|z — xo|| é menor que 6. Em notagao matemética, B(zg,0) = {x € D : ||z — x| < 6}.
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previsoes confiaveis (Viana, 2023). Apesar da imprevisibilidade de longo prazo associada
ao caos, ¢ possivel conservar, evitar, estabilizar ou até controlar esse comportamento em

condigoes especificas.

Esses comportamentos sao fundamentais para distinguir o caos de outras formas de
dindmica complexa. Métodos como a Transformada Rapida de Fourier (FFT), o diagrama
de plano de fase, o diagrama de bifurcacao, o expoente de Lyapunov e o Mapa de Poincaré
sao utilizados para detectar e analisar o movimento cadtico em diferentes graus de liberdade.
O Mapa de Poincaré é particularmente 1til para visualizar a estrutura de um sistema
dindmico ao projetar o comportamento continuo em uma sec¢ao transversal, revelando
padroes que ajudam a entender a transi¢ao repentina de movimentos periédicos para

movimentos nao peridédicos em qualquer sistema dinamico (Lynch, 2004).

3.4.1 Secao e mapa de Poincaré

A secio de Poincaré é uma técnica que utiliza um plano para interceptar trans-
versalmente as trajetérias no espago de estados de um sistema continuo. De acordo com
L.H.A. Monteiro (Monteiro, 2019), essa abordagem reduz a complexidade do estudo de
um sistema de dimensdo N para um sistema de dimensao N-1. O mapa de Poincaré é
uma funcao discreta que mostra as posigoes sucessivas onde o fluxo do sistema intercepta
a se¢ao, permitindo a analise da estabilidade de trajetérias de periodo T. Apesar de sua
utilidade, o mapa de Poincaré é geralmente aplicado a calculos numéricos e métodos
analiticos aproximados devido a dificuldade de obter formas exatas analiticas. A andlise
dos pontos no mapa de Poincaré pode revelar o comportamento do sistema dinamico: um
ponto tnico indica comportamento pontual, um nimero finito de pontos sugere comporta-
mento periédico, e uma grande quantidade de pontos dispersos indica dindmica caética. E
importante escolher a se¢do de Poincaré com cuidado, pois uma escolha inadequada pode

resultar em uma representacao insuficiente dos pontos reais do sistema.

3.4.2 Atratores estranhos

O termo atrator estranho foi introduzido por D. P. Ruelle (1935-1) e F. Takens
(1940-2010) em 1971, em um estudo sobre a transi¢cao do escoamento laminar para o
turbulento em fluidos. A palavra “estranho” caracteriza atratores que nao correspondem a
formas convencionais como pontos de equilibrio, ciclos-limite ou toros e que, além disso,
apresentam uma estrutura geométrica complexa, frequentemente com detalhes em escalas

infinitamente pequenas, conhecida como fractal (Monteiro, 2019).

Conforme M.A. Savi (Savi, 2017), a estranheza estd relacionada a geometria do
atrator, especialmente a sua dimensao fractal, enquanto o caos se refere ao comportamento

dindmico — como a sensibilidade a condi¢Oes iniciais e a imprevisibilidade. Embora
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atratores cadticos geralmente sejam estranhos, a presenca de dimensao fractal ndo é uma
condigdo necessaria para o caos, mas sim uma caracteristica frequentemente observada em

sistemas cadticos.

Um expoente de Lyapunov positivo pode ser utilizado como condicao suficiente
para a existéncia de caos determinista, desde que as solugoes do sistema sejam limitadas
no espaco de estados. Dessa forma, é possivel identificar se um atrator é simultaneamente
estranho e cadtico com base na andlise do maior expoente de Lyapunov, complementando

a caracterizagao geométrica e dinamica do sistema.

3.4.3 Expoentes de Lyapunov

Os sistemas dinamicos nao lineares podem exibir uma variedade de comportamentos
dindmicos, como pontos de equilibrio, movimento peridédico e caos. Uma ferramenta crucial
para compreender essas solugoes é o calculo dos expoentes de Lyapunov. Esses expoentes
fornecem informacoes sobre como pequenas perturbac¢oes nas condic¢oes iniciais de um
sistema se amplificam ou se reduzem ao longo do tempo. Eles descrevem a taxa de

divergéncia ou convergéncia de trajetérias préximas no espaco de fase do sistema dinamico.

O comportamento dindmico local de um sistema pode variar em diferentes dire¢oes
do fluxo no espaco de fase. Por exemplo, condi¢bes iniciais que sdo préximas podem
se aproximar em uma direcao e se afastar em outra conforme evoluem temporalmente
(Savi, 2017). A sensibilidade as condigoes iniciais é particularmente evidente em atratores
caoticos. Os expoentes de Lyapunov sao cruciais aqui, pois quantificam essa sensibilidade.
Para um sistema com n dimensoes, existem n expoentes de Lyapunov (Alligood; Sauer;
Yorke, 1996), cada um indicando a taxa média de divergéncia ou convergéncia exponencial

entre trajetérias inicialmente muito préximas no espago de fase (Strogatz, 2018).

Considerando uma hiperesfera de condigoes iniciais no espago de fase n-dimensional,
com raio inicial infinitesimal r¢, inicialmente em x (). Ap6s um tempo t, tais condigdes
iniciais seguem o fluxo das equagoes diferenciais e o raio da hiperelipse na direcao 5 do

espaco de fase pode ser escrita como:

T (t — to) = T(]eAj(t_tO) (322)

Pode-se ainda reescrever a equagio (3.22) na forma:

1 i(t—1
A, = lim m[”( 0) } (3.23)
t—00 (t — tO) )

O Teorema de Liouville (Naifeh; Balachandran, 1995) estabelece que o volume
no espago de fase de um sistema Hamiltoniano (conservativo) se mantém constante ao

longo do tempo, enquanto em um sistema dissipativo esse volume se contrai. Considerando
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o volume V(™ (t) da hiperesfera de condigoes iniciais mencionada anteriormente em um

instante t,

VO(t) = r(t)ro(t) .. .ra(t) = f[lrj(t) (3.24)

Substituindo (3.22) em (3.24), escreve-se o volume da hiperesfera em funcao dos

expoentes de Lyapunov da seguinte maneira:

n

V(1) = pneos= At (3.25)

Portanto, para um sistema dissipativo,

j=1
ou seja, a soma de todos os expoentes de Lyapunov deve ser menor que zero.

E possivel caracterizar um atrator de acordo com os expoentes de Lyapunov, da

forma:

e ponto de equilibrio: todos os expoentes sao negativos, o atrator converge para um ponto

especifico;

e alrator periodico: o maior expoente ¢é zero, e os demais negativos, sendo o expoente nulo

na direcdo da trajetoéria;

e atrator quase-periddico: os dois maiores expoentes sao nulos, dando origem a formacao

da superficie toroidal;

e atrator cadtico: o maior expoente de Lyapunov é positivo, associado a direcao divergente
entre as trajetérias inicialmente préximas. O segundo maior expoente é nulo, referente a
direcao de propagacao da trajetéria. Entretanto, os demais expoentes sao menores que

zero, e a soma de todos ¢é negativa;

e atrator hipercactico: somente possivel em sistemas de quatro ou mais dimensoes, é
caracterizado por dois ou mais expoentes de Lyapunov positivos (Strogatz, 2018; Alligood;
Sauer; Yorke, 1996; Ott, 2002; Wiggins, 2003).

A Tabela 4 apresenta a relacao entre os sinais dos expoentes de Lyapunov e os tipos
de conjuntos limites em sistemas dinamicos de quatro dimensoes. Essa classificacao foi
extraida de H. Li et al. (Li et al., 2023), que propdem um método geral para a determinagao

do espectro de expoentes de Lyapunov em sistemas de ordem fracionaria.

Como observado por Wolf et al., “Em sistemas dissipativos continuos de quatro
dimensoes, existem trés tipos possiveis de atratores estranhos, cujos espectros de Lyapu-

nov sao: [+, +,0,—|,[+,0,0,—] e [+, 0, —, —]. Para um dado sistema, uma mudanga nos
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Tabela 4 — Relacao entre o espectro de Lyapunov e a natureza dos atratores em sistemas
dinamicos de ordem quatro.

LEs Tipo de comportamento dinamico
[+,+,0,—] Hiperchaos
[+,0, —, =] Caos
[0,0,0,0] Quase-periddico
[0, —, —, —] Periédico

parametros geralmente altera o espectro de Lyapunov e pode também modificar tanto o

tipo de espectro quanto o tipo de atrator.” (Wolf et al., 1985)

O calculo dos expoentes de Lyapunov podem ser realizados por meio de algoritmos
computacionais. Existem na literatura diversos algoritmos para o célculo dos expoentes de
Lyapunov (Lima, 2022). Dentre eles, destaca-se o algoritmo desenvolvido por Wolf et al.

(Wolf et al., 1985), que serd utilizado nesta tese.

3.4.4 Dimensao fractal - conjectura de Kaplan-Yorke

Conforme M.A. Savi (Savi, 2017), a conjectura de Kaplan-Yorke ® estabelece uma
relagdo entre o espectro dos expoentes de Lyapunov e a dimensao do atrator. Para definir
essa dimensao, considera-se o espectro de Lyapunov ordenado de forma decrescente. A
dimensao de Lyapunov ¢ definida da seguinte forma:

Dgy =7+ @ (3.27)
[Aj1]
em que j ¢é definido a partir das seguintes condicoes,

Jjt+1

J
S>A>0 e Y A<O (3.28)
1=1 =1

Uma dimensao de Kaplan-Yorke nao-inteira geralmente indica um comportamento
cadtico no sistema. Isso sugere que o atrator nao é um objeto simples como um ponto fixo

ou um ciclo limite, mas sim um atrator estranho com uma estrutura complexa.

Se o sistema modela um fenémeno fisico, a dimensao de Kaplan-Yorke pode fornecer
entendimentos sobre a complexidade do comportamento do sistema. Para um sistema
fisico real, como um reator quimico, isso pode refletir a complexidade na dindmica das

reacoes e das interacoes entre os componentes.

5 também conhecida como dimensdo de Lyapunov
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3.5 BIFURCACOES E ESTABILIDADE ESTRUTURAL

Alteragoes qualitativas na dindmica de um sistema devido a variacao de parametros
sao conhecidas como bifurcagoes (Strogatz, 2018; Ott, 2002). Essas mudancas podem afetar
a estabilidade e originar ou extinguir um ponto fixo (Strogatz, 2018). As bifurcagoes podem
ser locais, ocorrendo préximas a um ponto fixo ou ciclo limite (trajetoria periddica), ou
globais, quando nao préximas. O diagrama de bifurcagao é representado no plano pelo
pardmetro versus a varidvel, com o pardmetro sendo a variavel independente (Strogatz,
2018).

As bifurcagoes podem ser classificadas mais especificamente conforme sua influéncia
na dindmica. A bifurcacao tipo sela-né é uma das mais simples e comuns, criando e
destruindo pontos fixos (Strogatz, 2018; Alligood; Sauer; Yorke, 1996). Bifurcacoes trans-
criticas alteram a estabilidade de um ponto fixo com variagoes no parametro de controle.
Ao contrario das bifurcagoes sela-no, os pontos fixos permanecem existindo para todos os

valores do parametro nas bifurcages transcriticas (Strogatz, 2018).

Bifurcagoes tipo forquilha ocorrem em sistemas com alguma simetria espacial, onde
pontos fixos tendem a aparecer e desaparecer em pares (Strogatz, 2018). Nas bifurcagoes
de dobramento de periodo, o ponto fixo perde estabilidade e novas orbitas com o dobro do
periodo surgem (Alligood; Sauer; Yorke, 1996). Uma bifurcacao de Poincaré-Andronov-
Hopf, ou simplesmente bifurcacio de Hopf (E.F.F. Hopf (1902-1983)), acontece quando
a estabilidade de um ponto fixo é alterada e uma oOrbita periédica de baixa amplitude

emerge (Wiggins, 2003).

O conceito de estabilidade estrutural esta relacionado a ideia de robustez de um
determinado sistema dindmico. Para o modelo de um sistema dinédmico se aproximar a
realidade de forma consistente ele nao deve ser sensivel a perturbagoes. Assim, diz-se que
um sistema dinamico possui estabilidade estrutural se modelos préoximos, que diferem
apenas por pequenas perturbagoes, possuem qualitativamente a mesma dindmica (Savi,

2017).

Neste contexto, um sistema possui estabilidade estrutural se ele é topologicamente
equivalente a uma versao perturbada do sistema. Com isso, a perturbacdo do sistema nao

altera a estrutura topolégica do espago de fase (Savi, 2017).

Do ponto de vista formal, deve-se definir o que é perturbagdo para, por fim, tirar
conclusoes acerca da estabilidade estrutural de um sistema dinamico. A seguir, apresenta-se

a definicao de perturbacao e de estabilidade estrutural.

Definicao 3.3 (Estabilidade estrutural). Seja um sistema dinamico © = f(z), z € IR", e
um sistema perturbado descrito por y = g(y), y € IR™. A perturba¢io entre esses sistemas

pode ser caracterizada por uma variagdo de parametros, representados pelo conjunto u, de
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modo que f(x) = f(z,n) e g(y) = f(z, i). Define-se uma perturbag¢io do sistema como

1 (x) =gl <e

ou, em termos dos parametros,
Il —all < e.

Diz-se que um sistema € estruturalmente estdvel se existe ¢ > 0 tal que f e g sejam

topologicamente equivalentes.

Desta forma, a topologia de um espago de fase nao se altera para perturbagoes

pequenas, definidas pelo valor de e.

3.6  CONTROLE DE CAOS

Convenciona-se chamar de controle de caos as técnicas que visam suprimir tal

comportamento do sistema dindmico em estudo (Monteiro, 2019).

No ambito do controle de sistemas dindmicos, o termo “controle” refere-se ao
conjunto de procedimentos utilizados para guiar as variaveis de saida de um sistema em
direcao a uma referéncia especifica e estabiliza-las na proximidade dessa referéncia. Em
relacao ao controle de caos, o processo geralmente segue duas fases distintas. Primeiramente,
ha a fase de aprendizagem, que envolve o reconhecimento de érbitas periédicas instaveis
e a determinacao dos parametros tanto do sistema quanto do controlador. Em seguida,
ocorre o estagio de implementacao do controle, onde perturbacoes sdo aplicadas ao sistema

com o objetivo de estabilizar uma 6rbita periddica desejada (Savi, 2017).

A eficacia do controlador é sustentada pelo principio do feedback. Em um sistema
de controle com realimentagao, também conhecido como sistema de malha fechada com
feedback, estabelece-se uma comparacao entre o sinal de entrada de referéncia e o sinal de
saida. A diferenca resultante dessa comparacao é utilizada como meio de controle. Nesses
sistemas, o sinal de controle gerado pela diferenca entre o sinal de entrada e o sinal de
realimentacao ajusta continuamente a saida do sistema para minimizar o erro e alcangar o
valor desejado. Uma das principais vantagens desse método é sua capacidade de tornar
o sistema menos sensivel a perturbacoes externas e variagoes nos parametros do sistema

(Ogata, 2010).

No campo da teoria de controle, existem dois tipos fundamentais de problemas. O
primeiro tipo envolve a busca por uma fungao de controle étimo u(t) como uma fung¢ao do
tempo, destinada a encontrar uma trajetoria ideal que corresponda a uma condicao inicial
especifica do sistema. Ja o segundo tipo concentra-se na determinacao de uma func¢ao de

controle 6timo wu(z,t), que depende tanto do tempo quanto das varidveis de estado do
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sistema, podendo ser aplicada independentemente da condigao inicial (Rafikov; Balthazar,
2007).

O ponto de partida para o controle de caos teve inicio, em 1990, com Ott et al.
(Ott; Grebogi; Yorke, 1990), que propuseram o método conhecido como OGY, um método
para eliminar comportamento cadtico, forgando o sistema a seguir uma determinada érbita
periédica, que é instével na auséncia de controle. L.H.A. Monteiro (Monteiro, 2019) diz que
o método OGY permite encontrar uma lei de controle, dependente do tempo, que estabiliza
o sistema numa orbita peridédica previamente escolhida. Desde entao, diversos métodos de
controle tém sido desenvolvidos para uma ampla gama de aplicagoes, incluindo Controle
Realimentado, Controle por Alimentagao Direta, Controle por Razao, Controle em Cascata,
Controle Seletivo e Override, Controle por Faixa Dividida, Controle Adaptativo, Controle
Neural, Controle Nebuloso, e Controle SDRE, entre outros (Lima, 2022).

Em particular, nessa tese, sao usados o projeto de controle LQR e o controle 6timo
desenvolvido por Rafikov e Balthazar, apresentados a seguir. Um estudo mais completo
sobre o controle LQR, controle linear por realimentacao e método OGY, encontra-se em
K. Ogata, Rafikov e Balthazar, M.A. Savi e R.L. Viana (Ogata, 2010; Rafikov; Balthazar,
2007; Savi, 2017; Viana, 2023).

3.6.1 Teoria do controle regulador quadratico linear - LQR

O controle LQR é uma técnica fundamental de controle 6timo amplamente utilizada
na teoria de controle de sistemas lineares. O objetivo do LQR ¢é projetar um controlador
que minimize uma funcao de custo quadratica, composta pela soma ponderada dos estados
e controles do sistema ao longo do tempo. Este método é particularmente eficaz para
sistemas lineares e invaridveis no tempo, onde as equacoes dinamicas do sistema sao
representadas por modelos lineares e as restrigdes de controle sao lineares. O LQR oferece
um equilibrio entre desempenho 6timo e simplicidade computacional, tornando-o uma
ferramenta valiosa em uma ampla gama de aplicagoes de controle, desde sistemas de
engenharia até robdtica e economia. Neste contexto, o LQR é uma ferramenta poderosa

para otimizar o comportamento de sistemas dinamicos sob controle.

Conforme apresentado por K. Ogata (Ogata, 2010), o problema do regulador

quadratico linear 6timo (LQR) para o sistema:

& = Az + Bu, (3.29)

em que z representa o vetor de estados (n x 1), u o vetor de controle (r x 1), A é uma
matriz de dimensoes n X n e B uma matriz n X r, consiste em determinar a matriz de

ganhos K associada ao vetor de controle 6étimo
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u(t) = —Kx(t), (3.30)

de modo a minimizar o indice de desempenho definido por:

J— /0 (27 Qu + " Ru) dt, (3.31)

no qual @ é uma matriz hermitiana definida positiva (ou semidefinida positiva) ou real
simétrica, e R é uma matriz hermitiana definida positiva ou real simétrica. Neste problema,

considera-se que o vetor de controle u(t) nao possui restricoes de amplitude.

A lei de controle linear dada pela equagao (3.30) é a lei de controle 6timo. Portanto,
se os elementos nao conhecidos da matriz K forem determinados para minimizar o indice
de desempenho, entdo u(t) = —Kz(t) serd étimo para qualquer estado inicial z(0). O

diagrama de blocos mostrando a configuracao 6tima esta indicado na Figura 8.

Figura 8 — Sistema regulador 6timo.

i{) %=Ax+Bu —X>

Fonte: Ogata (2010)

O problema de otimizagao pode ser resolvido substituindo a Equagao (3.30) na
Equagao (3.29), obtendo-se:

&t =Ar — BKz = (A — BK)z. (3.32)

Nas deducgoes seguintes, supoe-se que a matriz A — BK seja estavel, ou seja, que

seus autovalores possuam partes reais negativas.

Substituindo a Equacao (3.30) na Equacao (3.31), obtém-se:

J= /0 " (27 Qu + o KTRK ) di = /0 T aT(Q+ KTRE ) dt. (3.33)

Definindo: y
27 (Q + K"RK)x = —%(xTPx), (3.34)

em que P é uma matriz hermitiana definida positiva ou simétrica real, obtém-se:

?"(Q+ K"RK)x = —i" Px — 2" Pi = 2" [(A— BK)"P + P(A— BEK)|z.  (3.35)
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Comparando ambos os lados da tltima expressao, e considerando que a igualdade

deve ser satisfeita para todo z, conclui-se que:

(A—BK)'P+ P(A—-BK)=—(Q + K"RK). (3.36)

Se A — BK for uma matriz estavel (isto é, se todos os seus autovalores possuirem

6

partes reais negativas), entao, pelo Teorema de Lyapunov®, existird uma matriz P definida

positiva que satisfaga a Equagao (3.36).

O procedimento consiste, portanto, em determinar os elementos de P a partir da
Equagao (3.36) e verificar se ela é definida positiva. Vale destacar que mais de uma matriz
P pode satisfazer essa equacao. No entanto, apenas aquelas que forem definidas positivas

sao consideradas, garantindo a estabilidade do sistema.

O indice de desempenho J pode ser escrito como:

o

J= /0 T 2T(Q + KTRK )z dt — —aTPa| = — lim 27 (£)Pa(t) + 27(0)Pz(0).  (3.37)

0 t—o00

Como todos os autovalores de A — BK possuem partes reais negativas, segue que
lim x(t) = 0. Assim:

t—o00

J = 27(0) Px(0), (3.38)
mostrando que o indice de desempenho J depende da condigao inicial z(0) e da matriz P.

Para a obtencao da solugao do problema de controle quadratico 6timo, supoe-se
que R seja uma matriz hermitiana definida positiva ou real simétrica. Nessas condicoes,

pode-se escrever:

R=T"T, (3.39)

em que T é uma matriz nao singular. A Equacao (3.36) pode, entao, ser reescrita como:
(AT — K"BTYP+ P(A— BK)+Q+ K'T'TK = 0. (3.40)
Isso permite expressar:

ATP+ PA+|TK — (T 'BTP)TITK — (T")'BT"P] - PBR'BTP+Q =0. (3.41)

A minimizagdo de J em relagao a K requer a minimizacao da expressao
o' [TK — (T")'BT"PI'I[TK — (T") "' BT P|x, (3.42)
que, por ser nao negativa, atinge o minimo quando

TK =(T")"'B"P, (3.43)

6 Teorema de Lyapunov: Se M ¢é estavel, entdo 3P > 0e Q > 0 tais que M7 P + PM = —Q.
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0 que resulta em
K=R'B"P. (3.44)

A Equacao (3.44) fornece a matriz 6tima K. Assim, a lei de controle étima, quando

o indice de desempenho é dado pela Equagao (3.31), assume a forma linear:

u(t) = —Kz(t) = —R'BT Px(t). (3.45)

A matriz P na Equacdo (3.45) deve satisfazer a Equagao (3.36) ou, de forma

equivalente, a equacao algébrica de Riccati reduzida:

PA+ AP - PBR'B'"P+Q =0. (3.46)

A Equacao (3.46), conhecida como equagao de Riccati algébrica, corresponde a
solucao da equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) no caso particular de sistemas
lineares com funcao de custo quadratica. A solucdo V(z) = 27 Px pode ser interpretada
como fung¢ao de Lyapunov, assegurando nao apenas a estabilidade assintética, mas também

a optimalidade da trajetéria em malha fechada.
As etapas do projeto podem ser resumidas como segue:

1. Resolver a Equacao (3.46) para a matriz P. Se existir uma matriz P definida positiva, o

sistema sera estavel, ou equivalentemente, a matriz A — BK sera estavel.

2. Substituir a matriz P encontrada na Equacao (3.44). A matriz K resultante serd a

matriz otima.

O diagrama da Figura 8 representa o sistema de controle de realimentacao de
estado 6timo obtido pelo método LQR:

a) A caixa retangular inicial representa o sistema dindmico a ser controlado, descrito por
= Az + Bu, em que x é o vetor de estado, A a matriz de dindmica, B a matriz de

entrada e u o sinal de controle.

b) A seta descendente associada & caixa com —K representa a realimentagao do estado.
O vetor de estado x é multiplicado pela matriz de ganho — K, obtida pelo método LQR,

resultando no sinal de controle w.

¢) A caixa quadrada com —K realiza a multiplicacdo do vetor de estado pelo ganho de

realimentacao, produzindo o sinal de controle 6timo wu.

d) A seta de retorno a caixa inicial representa a aplicagao do sinal de controle u ao sistema,

fechando o ciclo de realimentacéao.

3.6.2 Controle de realimentacao linear - CRL

Considera-se um sistema controlado dado por:
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t=Ar+g(x)+U (3.47)

em que x € IR" é um vetor de estado, A € IR™*™ é uma matriz constante, g(z) é um vetor

constituido de fungoes continuas, e U é o vetor de controle que pode ser definido como:

Em diversos problemas em diferentes areas do conhecimento, a lei de controle
U é escolhida de modo que o sistema seja movido de uma situacdo nao controlada ou
cadtica para um ponto de equilibrio ou para uma 6rbita periédica ou nao periédica/cadtica
desejada. Define-se 4 como o vetor funcao que descreve a trajetéria pretendida. Dessa
forma, a parcela @ do vetor de controle U, que mantém o sistema em estado de controle

na trajetoria desejada, é dada por (Chavarette, 2005):

i =1— AT — g(%) (3.49)
O vetor de controle u;, que estabiliza o sistema em torno da trajetoria desejada, é

dado por:

u; = Bu (3.50)
em que B € IR™™ é uma matriz constante.

Definindo:

y=x—1=1 (3.51)

como o desvio da trajetéria do sistema (3.47) em relagao a trajetéria desejada, e conside-

rando as equagoes (3.48)-(3.50), chega-se a equacao em desvios:

y=Ay+g(x) — g(Z) + Bu (3.52)

A parte ndo linear do sistema (3.52) pode ser expressa como:

9(x) = 9(z) = Gz, 7)(x — ) (3.53)

em que G(z, %) é uma matriz limitada, cujos elementos dependem de = e . Admitindo

(3.53), o sistema (3.52) toma a seguinte forma:

y=Ay+ G(z, %)y + Bu (3.54)
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Assim, Rafikov e Balthazar (Rafikov; Balthazar, 2007) formularam o seguinte

teorema:

Teorema 3.2. Se existem as matrizes ) € R™*™ e R € R™™ definidas positivas, sendo

Q) simétrica, tais que a matriz
Q=Q—G"(x,#)P — PG(x, ) (3.55)
seja definida positiva para toda matriz G(x, &) limitada, entdo o controle com realimentagdo
u=—-R'B"Py (3.56)

¢ otimo para transferir o sistema nao linear (3.54) de qualquer estado inicial ao estado
final
lim y(t) =0 (3.57)

t—o00

minimizando o funcional de desempenho

J= / (yT Oy + uT Ru)dt (3.58)
0
em que a matriz simétrica P é solugao da equacgdo diferencial de Riccati nao linear:
P+ PA+ATP—PBR'B'P+Q=0 (3.59)

conforme discutido também em (Chavarette, 2005).

Além disso, com o controle por realimentacdo dado na terceira etapa, E3, do
fluxograma da Figura 9, existe uma vizinhanca, I'y C I', " C R", da origem, tal que se
yo € I', asolugao y(t) = 0, t > 0, do sistema controlado (3.54) é localmente assintoticamente
estavel, € Jonim = yl P(0)yo. Se T = R™, entdo a solucdo y(t) = 0, t > 0, do sistema
controlado (3.54) é globalmente assintoticamente estével. Se o intervalo de tempo ¢ infinito
e A, B, e R sdo matrizes com elementos constantes, ao assumir que a matriz P(t) atinge
um estado estacionario, em que sua derivada temporal P(t) é zero, obtém-se a equacao
algébrica. De fato, substituindo P = 0 na Equacio (3.59), a matriz definida positiva P é a

solucao da equacao nao linear algébrica de Riccati:

PA+ AP - PBR'B"P+Q =0 (3.60)

A resolugao do problema de controle 6timo apresentado nas equagoes (3.54)—(3.59)

estda esquematizada no fluxograma mostrado na Figura 9.

No contexto do controle 6timo, a analise da estabilidade pode ser realizada por

meio de uma funcio candidata de Lyapunov, definida como:

V(y)=y" Py (3.61)
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Figura 9 — Fluxograma da sintese do controlador linear 6timo

( Inicio }

E1l: Dadas as matrizes A, B,

Q e R, resolver a equacao de E2: Calcular: K = R-!BTP
Riccati e obter a matriz P

E4: Verificar se Q > 0 E3: Simular u(t) = —Ky(t)

l

Escolher outra matriz @ Condigao satisfeita? { Fim }

Fonte: Martinez e Chavarette (2025a)

em que P ¢é a solucdo da equacdo algébrica de Riccati (3.60). Essa funcao é positiva
definida, e sua derivada ao longo das trajetérias do sistema é negativa definida, o que

assegura a estabilidade assintética da origem.

Além disso, a formulacao geral do problema de controle 6timo estd associada a
equagao de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB), que expressa uma condi¢do necesséria para a
optimalidade. Para o sistema nao linear com controle descrito em (3.54), a equagao de

HJB assume a forma:

(?y/(Ay +G(z, %)y + Bu) + 5" Qy +u"Ru =0 (3.62)

No caso especifico em que a fun¢ao de custo é quadratica e a dinamica do sistema é
linear (ou foi linearizada), a solugao da equagao de HJB coincide com a solucao da equagao
de Riccati, o que justifica a utilizacdo da equagao (3.60) no desenvolvimento do controle
otimo.

Uma das principais vantagens desse método é sua flexibilidade, permitindo sua
aplicacao tanto em sistemas lineares quanto em sistemas nao lineares previamente lineari-

zados.
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4 Dinamica e Caos do Sistema de Reacao

Quimica

Neste capitulo, analisa-se a dindmica nao linear do sistema de reacao quimica em
estudo, com énfase em seus comportamentos cadtico e hipercadtico. Sao tratados aspectos
fundamentais de estabilidade, bifurcagoes e caracterizacao do caos, sempre aplicados ao
modelo considerado. A investigacao abrange desde o estudo das trajetérias no espago
de estados até a determinacao dos expoentes de Lyapunov, mapas de Poincaré e outras
ferramentas classicas da teoria de sistemas dindmicos nao lineares. Assim, este capitulo
estabelece a base tedrica e pratica necessaria para a compreensao da complexidade do

comportamento dinamico do sistema investigado.

4.1 DINAMICA E CAOS

Seja o sistema de reagdo quimica dado em (2.21).

Este sistema pode ser descrito matricialmente como:

. _ 1T T1x3 PR

T 0 0 0 k‘g xr1 dO klxl-‘rK k2x1+K Tl,in — 21

T ks ks 0 kg T2 —k5 22 T2in — T2

. — + xo+K + u
I3 0 0 —kr O T3 dy + ker173 X3in — T3

T4 0 0 0 44 T4 —k‘llgff% T4in — T4

em que ayy = kig—kg—kg. O primeiro termo a direita da igualdade representa a contribuicao
linear do sistema, com coeficientes constantes multiplicando os estados. O segundo termo
agrupa as nao linearidades, resultantes das interacoes entre as variaveis do sistema e
fungdes racionais tipicas de cinéticas quimicas. Por fim, o terceiro termo corresponde a
influéncia da entrada de controle u, ajustando os estados em funcao das diferencas entre

os valores de entrada z; ;, e os estados atuais z;.

A matriz jacobiana correspondente a esse sistema em x, é:

8:)31 8%2 8x3 81‘4

_ 1 To T T4
Df@)=1%n of on on (4.1)

Ox1 Oxe Oxz Oxy

Ofs Ofs Ofs Ofs

8:v1 8%2 81’3 a{E4

em que:
df1 _ kixyzo + Koy a3 B kizo + koxs ~ df1 _ kyey  Ofi _ koxy  Ofi _
8951 ($1+K>2 IL‘1+K ’ 8x2 ZL’1+K7 8[E3 [El—f—K, 81'4

ks.
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O fy ~0fy ks ksxo  Ofy C0f

—= =k, =—=ky—u-— =0; == = kq.

81'1 ® 8ZE2 4 b T + K + (ZL’Q + K)Z’ 81'3 ’ 0.174 ?

E Ofs Ofs Of3

— =fkex3; — =0;—— =k —u—ky;; = =0.

07, 67L3; O ’83:3 6L1 — U 75 974

0f4 — 0 0f4 —0: 0f4 _ k1124 . 0 fa b — o — ke — 1 — k11 * 23 k1134
0x; " 0z, " 0xs K+ 24 Ox4 10 s v+ K (zg+ K)?

Os parametros cinéticos considerados neste estudo sao os mesmos escolhidos inici-
almente em Killory et al. (Killory; Rossler; Hudson, 1987) e também em R. Aguilar-Lépez
(Aguilar-Lopez, 2018).

Os seguintes valores para as constantes de taxa sao:
ok =1;ko =1;k3 =1;ky =025, k5 = 1525; kg = 1,0; k7 = 130; ks = 0,001; kg = 1; kg =
1,051; k11 =05,

Constante de Michaelis-Menten:
e K =0,001.

As concentragoes de entrada do reator sdo as seguintes:
® T, = 150; 22, = X3 = Tan = 0.

O valor nominal do controle é considerado como:
oy = 0,015.

As perturbacgoes constantes que sao incluidas para simular a operacao realista do
processo sao:

o dy=90:d; =22.

Observagao 4.1. As constantes dy e dy representam perturbagoes constantes adicionadas
para simular de forma mais realista a operagio de um CSTR. Essas perturbagoes sao
comumente associadas a influéncias externas, como variacoes nos fluros massicos de entrada
ou flutuacoes nas concentragoes dos reagentes. Esse conceito também pode ser relacionado
ao que € discutido na literatura sobre CSTRs, onde os fluxos de entrada e saida do sistema
podem ser tratados como perturbacoes exogenas, que impactam diretamente o desempenho
do reator. Além disso, no artigo de A. Sinha e R.K. Mishra (Sinha; Mishra, 2018), os
parametros do e di sao descritos como perturbagoes limitadas e mensurdveis, representando
variacoes externas, como alteracoes na composicao ou temperatura da alimentacao. Fssas
perturbagoes sao essenciais para testar a robustez do sistema de controle frente a condicoes

operacionais mais realistas e desafiadoras.
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Por tultimo, as condigdes iniciais sdo:
e 119 = 1291
e 1y = 76,06
e x3 = 0,895
21,38

(4.2)

® Ty

Dada a complexidade e a forte nao linearidade do sistema descrito em (2.21), a
determinacao de seus pontos de equilibrio foi realizada numericamente por meio da funcao
fsolve do MATLAB® (versao R2023a). Como resultado, sdo obtidos o ponto de equilibrio
x* = (af, xd, 2%, x}), cujas coordenadas sao: xf = 125,042798, x5 = 89,938941, % = 0,442459
e x; = 6,319856.

A matriz jacobiana correspondente a esse sistema em I*, é:

—00150 —09999 —0.9999 0,0010

1 0,2349 0 1
Df(z") = A= ’ (4.3)
04425 0 —4.9722 0
0 0 —0,4999 0,0349

O célculo dos autovalores da matriz jacobiana A do sistema linearizado, conside-
rando os valores das constantes cinéticas, resulta em: \; = —4,8866, \o = 0,0447 + 0,99871,
A = 0,0447 — 09987 e Ay = 0,0801. Visto que as partes o; # 0,VA\;, o ponto z* é
hiperbdlico.

Com base nos autovalores, pode-se concluir que o sistema apresenta um compor-
tamento oscilatorio e instavel. Isso é evidenciado na Figura 10, que ilustra oscilagoes
crescentes no comportamento dindmico em malha aberta das concentragoes de massa
de z;,7 = 1,...,4, bem como nos retratos de fase. O ponto de equilibrio é instavel de-
vido a presenca de autovalores com parte real positiva, como Ay = 0,0447 + 0,9987: e
A3 = 0,0447 — 0,9987i, que indicam uma instabilidade oscilatoria. Além disso, o autovalor
real positivo Ay = 0,0801 reforca a instabilidade na direcao correspondente. Embora exista
um autovalor real negativo A\; = —4,8866, que sugere estabilidade em uma direc¢ao, isso
nao é suficiente para estabilizar o sistema como um todo, pois a instabilidade prevalece

nas diregoes associadas aos autovalores com partes reais positivas.

As trajetorias no espaco de fase tridimensional e os mapas de Poincaré apresentados
na Figura 11, sugerem fortemente que o sistema em questao é cadtico. A dispersao complexa
dos pontos nos mapas, a auséncia de periodicidade clara nas trajetorias e a sensibilidade
a diferentes condigoes iniciais sao caracteristicas tipicas de sistemas dinamicos cadticos

(Norouzi; Younesian, 2023).

Para verificar a presenca de comportamento cadtico no sistema, foi realizada a

analise dos expoentes de Lyapunov, apresentada na Figura 12. Observa-se que dois deles
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Figura 10 — Dindmica temporal do sistema (2.21) e condigao inicial (4.2): (a) concentragao
de z1; (b) de x9; (c) de x3; (d) concentracao de x4. Retratos de fase: (e) x;
em funcao de xq e (f) 27 em fungdo de 3
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Fonte: Préprio autor

sao positivos, A = 0,1039 e Ay = 0,0133, o que confirma a ocorréncia de caos. A presenca
de um expoente positivo também indica a existéncia de um atrator estranho, ilustrado na
Figura 10(e), que apresenta o retrato de fase de x5 em fungdo de x;. O atrator estranho
caracteriza-se por trajetorias que se organizam em torno de uma estrutura complexa e nao

periddica, com propriedades fractais.

Conforme observado por Killory et al. (Killory; Rossler; Hudson, 1987), o espectro

dos expoentes de Lyapunov [Ay, Ay, Az, Ay] = [+, +, 0, —] é caracteristico de regimes de caos
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Figura 11 — Mapas de Poincaré
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mais intenso. Em sistemas dissipativos continuos, um dos expoentes deve ser identicamente
nulo, pois nao ha separagao exponencial de trajetérias na direcao do fluxo. O valor
ligeiramente positivo obtido numericamente (por exemplo, A3 = 0,0015) indica apenas
uma limitacdo na precisao dos calculos, sendo compativel com um expoente teoricamente

nulo.

Além disso, a presenga de um expoente fortemente negativo (A4) garante que o
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sistema seja dissipativo, ou seja, que ele apresente uma tendéncia de contrair o volume
das trajetorias no espago de fase, o que é necessario para que um atrator exista. Esse
comportamento pode ser verificado pela soma dos expoentes de Lyapunov, 3% _ A; =
—159518 < 0, o que confirma a dissipatividade do sistema e implica que ele ndao conserva

volumes no espago de fase, mas sim os reduz ao longo do tempo (Nikravesh, 2018).

Figura 12 — Dinamica dos expoentes de Lyapunov.
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Seguindo a andlise de (Vaidyanathan et al., 2021), a dimensao de Kaplan-Yorke,

(3.27), do sistema (2.21) é calculada como segue:

A+ A+ A
Dry =3+ 1+‘A2’+3 = 3,0074 (4.4)
4

O alto valor de Dgy indica a alta complexidade do sistema 4-D.

4.2 DIAGRAMA DE ESTABILIDADE ESTRUTURAL, BIFURCA-
CAO E INCERTEZAS NOS PARAMETROS

Segundo M.A. Savi (Savi, 2017), o conceito de estabilidade estrutural esta relaci-
onado a ideia de robustez de um determinado sistema dindmico. Para o modelo de um
sistema dindmico aproximar a realidade de forma consistente ele nao deve ser sensivel a
perturbacoes. Assim, diz-se que um sistema dinamico possui estabilidade estrutural se mo-
delos proximos, que diferem apenas por pequenas perturbagoes, possuem qualitativamente

a mesma dinamica.
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4.2.1 Diagrama de estabilidade estrutural

Os diagramas de estabilidade estrutural dos pares de estados em relagdo ao vetor
de controle u sao uma ferramenta de andlise utilizada na teoria de controle de sistemas
dindmicos. Eles ajudam a visualizar como as diferentes combinagoes de estados de um

sistema respondem as entradas de controle.

Esses diagramas podem ser tteis para projetar estratégias de controle que visam
estabilizar o sistema ou melhorar seu desempenho em diferentes regides do espago de
estados. Eles fornecem uma maneira visual de entender como as entradas de controle
afetam a dindmica do sistema e podem auxiliar na construgao de sistemas de controle

mais eficazes.

A estabilidade estrutural do sistema (2.21) foi analisada com base nos autovalores
da matriz Jacobiana e resolvendo a equagao de Lyapunov para cada ponto de equilibrio,

conforme a expressao:

ATL+LA=-N (4.5)

em que A representa a matriz Jacobiana, L é a solucao da equacao de Lyapunov e N é uma
matriz definida positiva. Essa abordagem permite avaliar a estabilidade estrutural, pois
os autovalores de L determinam se o sistema é estruturalmente estavel, com estabilidade

garantida quando todos os autovalores sao positivos.

Para essa andlise, variou-se x;,7i = 1,2,...,4, e o parametro u, mantendo os demais
parametros fixos, o que resultou no diagrama ilustrado na Figura 13. Cada ponto da figura
foi calculado computacionalmente utilizando a teoria de estabilidade estrutural juntamente
com os parametros ja informados. Esta estabilidade estrutural ocorre quando o sistema nao
estd sob a influéncia de nenhum controle 6timo, fornecendo informagoes sobre a localizacao
onde um projeto de controle pode ser aplicado. A cor azul denota a regiao de estabilidade,
enquanto a cor vermelha denota instabilidade. Para ilustrar, na Figura 13 (a), o ponto
amarelo tem coordenadas r; = 129 e u = 0,15, e estd na fronteira das regides; em (b), o
ponto amarelo tem coordenadas xo = 76 e u = 0,015; em (c), possui coordenadas x5 =5 e
u=0,015; e em (d), tem coordenadas x, = 10 e u = 0,015.

As figuras resultantes ilustram as regioes de estabilidade e instabilidade dentro do

espaco de parametros definido por z; e u.
1. Regides categorizadas por cor:

Cor azul: indica que o sistema ¢é estavel para os valores de z; e u dentro desta regiao.
Isso implica que todos os autovalores da matriz de Lyapunov sao positivos, sugerindo que

o sistema é estavel nesses pontos.

Cor vermelha: indica que o sistema ¢ instavel para os valores de z; e u dentro desta
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0,1,...,20.
(a)

0.2

Figura 13 — Diagramas de estabilidade estrutural para 0 < x; < 150 e u = 0,017,7 =
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regidao. Isso implica que pelo menos um autovalor da matriz de Lyapunov é negativo ou

zero, sugerindo que o sistema ¢ instavel nesses pontos.
2. Ponto amarelo:

O ponto amarelo, localizado na regidao azul (ou vermelha), representa uma configu-
ragao especifica do sistema. Sua posi¢ao dentro da regiao azul (ou vermelha) indica que

esta configuragao é estavel (ou instavel).

No caso do ponto amarelo da fronteira com coordenadas x; = 129 e u = 0,15, ele
¢ um ponto instavel, pois, os autovalores da matriz de Lyapunov sao A\; = —9,988618,
Ao = 0463842, A3 = 3,179999 e Ay = 4,351544.

O grafico (c) mostra que o sistema é predominantemente instavel para quase a
totalidade dos valores de x3, e u. Isso indica que, para essa variavel, o controle u tem um
impacto limitado e que estratégias de controle mais robustas sdo necessarias para garantir

a estabilidade em uma faixa maior de operacao.

A perda de estabilidade estrutural é denominada uma bifurcagao.
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4.2.2 Bifurcacdo pelo mecanismo de feedback

O mecanismo de feedback, também conhecido como realimentacao, é um conceito
fundamental em sistemas dinamicos e controle. Ele se refere a um processo em que uma
parte da saida de um sistema é retornada e usada para influenciar a entrada do sistema,

com o objetivo de ajustar o comportamento do sistema.

Método Iterativo (Lynch, 2004): Um pardmetro é variado e a solucao da iteragao
anterior é usada como condicao inicial para a proxima iteracao. Dessa forma, um mecanismo
de feedback ¢é introduzido. Neste caso, ha uma histéria associada ao processo e apenas um

ponto é plotado para cada valor do parametro.

De acordo com a Figura 14, cada grafico representa a evolugao da variavel
(21,29, x3,24) em resposta a variagdo do pardmetro de bifurcagdo u, que varia de 0
a 1 com uma resolucao de 100 pontos. O intervalo de tempo para cada simulagao é de
0 a 150 unidades de tempo. O mecanismo de feedback ¢ implementado atualizando as

condicOes iniciais com o ultimo ponto da solucao da iteracao anterior.

A varidvel z; exibe uma pequena variagao para u préximo de zero e suaviza pro-
gressivamente a medida que u aumenta, sugerindo uma resposta estavel, sem bifurcacoes
significativas. As varidveis x5 e x4 permanecem praticamente constantes, indicando es-
tabilidade absoluta sem sinais de transicao dinamica. A variavel xs apresenta oscilagoes
sutis, sugerindo uma possivel instabilidade ou inicio de bifurcagdao, mas sem evidéncias de

mudancgas qualitativas marcantes no comportamento do sistema.

4.2.3 Quantificacao de incertezas nos parametros cinéticos

Para quantificar as incertezas no modelo estudado, sao empregadas abordagens
probabilisticas, que envolvem a definicdo de intervalos ou a aplicagdo da teoria das
probabilidades (Moffat, 1988; Didier; Faverjon; Sinou, 2012; Chavarette, 2013). O conceito
de variavel aleatoria, amplamente explorado em Probabilidade e Estatistica, é crucial para

analisar parametros incertos ao investigar o comportamento de sistemas dinamicos.

Como os computadores digitais sao sistemas deterministicos, a geracao de variaveis
aleatérias (ou niimeros aleatérios) requer técnicas especificas para representar incertezas
em simulagoes. Nesse contexto, emprega-se o conceito de pseudo-aleatoriedade, formulado
por P. L’Ecuyer (L’Ecuyer, 1994). Segundo esse autor, um gerador de niimeros pseudo-
aleatorios uniformes em computadores digitais é caracterizado por um estado interno que
evolui dentro de um espaco S, composto por um numero finito de estados. Essa evolucao

ocorre por meio de uma relagdo de recorréncia

Sp = f(sn—1)7 (46)
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Figura 14 — Diagrama de bifurcacao pelo mecanismo de feedback
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em quen €N, sg € .5 éasementee f:S— S5 éa fungdo de transicdo. No n-ésimo passo,

a saida do gerador é definida por u, = g(S,), em que g : S — [0,1] é a fungao de saida.

Para gerar ntimeros aleatérios na versao R2023a do MATLAB, foi utilizada a funcao

rand.

Para levar em conta as incertezas, elas sao associadas a diferenca entre os valores
reais e os pardmetros do modelo matemético, com uma varia¢ao de 20%. A varidvel r(t)
varia aleatoriamente dentro do intervalo fechado [0, 1], para todo t. A adaptagao dos novos
parametros, considerando as incertezas, é calculada como:

a=(a—20%-a)+[a— (a—20%-a)] x 2 xr(t). (4.7)

Por exemplo, para o valor a = 1:

1=(1-20%)+[1—(1—-20%)] x2xr(t)=08—+04r(t).

Define-se entdo para os parametros apresentados na Secao 4.1, a Tabela 5 contendo

os pardmetros incertos, conforme (4.7).
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Tabela 5 — Parametros incertos

Parametro Valor

K 08 +04r(t)

ko 08 +047r(t)

ks 08 +04r(t)

k4 02+ 0,17(t)

ks 122 + 61 7(t)

ke 08+ 04r(t)

kr 104 + 527(t)

ks 0,0008 + 0,0004 r(t)

ke 08 +047r(t)

k1o 0,8408 + 0,4204 r(t)

ki 044 027(t)

K 0,0008 + 0,0004 r(t)
T1in 120 + 60 7(t)
i’gﬂ'n 0 + 0 T(t)

-i‘S,in 0 + 0 T(t)
52'471'” 0 + 0 T(t)

u 0,012 + 0,006 7(t)

do 72 + 367(t)

dy 1,76 + 0,88 (1)

Fonte: Préprio autor

Na Figura 15, a curva com linha sélida representa o sistema nao controlado sob
a influéncia de parametros incertos. Enquanto a curva em linha pontilhada representa o
sistema nao controlado sob a influéncia de parametros fixos. A variacdo dos pardmetros
incertos levou a um comportamento muito mais imprevisivel e cadtico na dinamica temporal
(a) e (c). A presenga de expoentes de Lyapunov positivos nas simula¢oes com pardmetros
incertos indica que o sistema é mais propenso a comportamentos cadticos e instaveis,

resultando em oscilagoes mais intensas e complexas.

4.2.4 Incertezas na condic3o inicial

Para avaliar a sensibilidade as condigoes iniciais (4.2), foram aplicadas perturbagoes

de 1% em cada varidvel, introduzindo incertezas conforme apresentado na Tabela 6.

Pode-se observar na Figura 16 que as trajetorias divergem ao longo do tempo. As
trajetérias vermelhas e pontilhadas comecam proximas, mas rapidamente divergem ao
longo do tempo em todas as varidveis. Essa divergéncia crescente é uma caracteristica
classica de sistemas cadticos, nos quais pequenas diferencas nas condigoes iniciais levam a

grandes diferencas no comportamento ao longo do tempo.

As Figuras 16 (a) e (b) mostram um comportamento oscilatério irregular tanto
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Figura 15 — Dindmica temporal do sistema (2.21) e condigao inicial (4.2) com parametros
incertos e fixos: (a) concentragao de x1; (b) de z9; (¢) de x3; (d) concentragao
de z4. Retratos de fase: x5 versus x; e (f) x4 versus x3.
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Fonte: Préprio autor

para X7 quanto para Xs, com ambas as variaveis apresentando variages significativas ao

longo do tempo. A divergéncia entre as curvas pontilhada e vermelha torna-se rapidamente

aparente, indicando que o sistema ¢ altamente sensivel as variagdes nas condigoes iniciais.

Na Figura 16 (c), X3 exibe picos acentuados seguidos de periodos de baixa atividade.

A presenca desses picos e sua irregularidade reforcam a natureza cadtica do sistema. A

diferenca entre as trajetérias com e sem variagao na condic¢ao inicial também é evidente,

com os picos ocorrendo em diferentes momentos e intensidades. A Figural6 (d) mostra

um comportamento mais sistematico, com X, apresentando um padrao de crescimento
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Tabela 6 — Parametros incertos na condigao inicial

Parametro Valor
5710 116,19 + 25782 T(t)
i’go 68,454 + 15,2]_2 ’I"(t)
T30 0,53055 + 0,1179 ()
40 19,242 + 4,276 r(t)

Fonte: Préprio autor

seguido de um decaimento na condigao inicial fixa (linha pontilhada). No entanto, com
a variacao da condigao inicial (linha vermelha), o comportamento de X, se torna muito
diferente. Ao invés de seguir o mesmo padrao de crescimento e decaimento, a trajetoria
com a condicao inicial ligeiramente alterada exibe um crescimento continuo e irregular,

sem o decaimento que aparece na condic¢ao inicial fixa.

Figura 16 — Dindmica temporal do sistema (2.21) com e sem incertezas na condigao inicial
(4.2): (a) concentragao de x1; (b) de x; (¢) de x3; (d) concentracao de zy.
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Essas diferencas destacam como pequenas variagoes nas condi¢oes iniciais podem
levar a comportamentos drasticamente diferentes, uma caracteristica central dos sistemas

cadticos, ou mais especificamente, sistemas hipercacticos.
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Definicao 4.1. Para que um sistema de equagoes em 4D seja hipercadtico, ele deve

satisfazer trés condigoes: (Gang-Quan; Hui; Yan-Bin, 2012).
1. F necessdrio que o sistema de quatro dimensoes seja autonomo;
2. Sensibilidade nas condigcoes iniciais;

3. FExisténcia de dois ou mais expoentes de Lyapunov positivos e a soma de todos os

expoentes de Lyapunov deve ser menor que zero.

De acordo com a defini¢do 4.1, o sistema (2.21) é hipercadtico.
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5 Controle para o Sistema de Reacao Quimica

5.1 CONTROLE PARA O SISTEMA DE REACAO QUIMICA

Neste capitulo, sao investigadas estratégias de controle aplicadas ao sistema de
reacao quimica estudado, com foco em duas abordagens distintas: o Controle Regulador
Quadrético Linear (LQR) e o Controle de Realimentagao Linear (CRL). Inicialmente, o
desempenho desses controladores é avaliado em condigoes ideais, isto é, considerando os
parametros do modelo conhecidos e fixos. Em seguida, analisa-se a influéncia de incerte-
zas paramétricas, que representam variagoes reais e inevitaveis em processos quimicos,

verificando a robustez e a eficacia de cada técnica diante dessas variagoes.

Para todas as estratégias de controle desenvolvidas, considera-se a matriz de entrada

de controle

(5.1)

o O =

0

Isso implica que a acao de controle atua exclusivamente sobre a espécie X, a qual exerce
papel central na rede reacional. A escolha justifica-se pelo fato de X; funcionar como
precursor em vias fundamentais: (i) na formagao simultdnea de X, e X3 a partir do
intermediario X7, e (ii) no equilibrio com X4, que também contribui para a geracao de X.
Dessa forma, ao regular X7, torna-se possivel influenciar de maneira indireta os demais
intermediarios, a distribui¢do entre os caminhos cinéticos e a taxa global de producao dos

produtos finais.

O capitulo esta estruturado da seguinte forma:

o Na primeira parte, apresenta-se a aplicacao do LQR, discutindo sua formulagao,
implementagao e resultados, tanto no caso nominal quanto sob incertezas nos para-

metros.

o Em seguida, aborda-se a aplicagdo do CRL, explorando sua capacidade de lidar com
a nao linearidade intrinseca do sistema, também considerando cenarios com e sem

incertezas.

o Por fim, realiza-se uma comparacgao entre os dois métodos de controle, destacando
vantagens, limitacoes e aspectos de desempenho em relagao a estabilidade e a

atenuagao do comportamento cadtico do sistema.
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Dessa forma, este capitulo busca fornecer uma analise critica das técnicas de controle
aplicadas, avaliando sua aplicabilidade pratica e eficiéncia no tratamento da dinamica
nao linear e cadtica dos sistemas de reacao quimica. A seguir, apresenta-se a aplicagdao do

método LQR ao sistema em estudo e resultados numéricos.

5.2 APLICACAO DO METODO LQR E SIMULACAO NUMERICA

Neste estudo aplica-se o controle LQR no sistema (2.21) para otimizar o comporta-
mento dinamico e estabilizar o comportamento cadtico. Reatores quimicos, frequentemente
caracterizados por nao linearidade e sensibilidade as condig¢oes iniciais, podem se benefi-
ciar significativamente da aplicacao do LQR para aprimorar estabilidade e desempenho.
Inicialmente, o sistema de reacao quimica ¢ linearizado em torno de um ponto operacional
especifico para facilitar a aplicagdo da teoria LQR, especialmente eficaz em sistemas
lineares. A solugao do problema de controle LQR envolve a resolugdo da equagao da
matriz de Riccati, associada a minimizacao da funcao de custo, fornecendo matrizes de
ganho de realimentacao e de alimentagao direta para o controlador 6timo. As simulacoes
numéricas realizadas ilustram a eficacia do LQR em estabilizar o comportamento cadtico,
direcionando as oscilagoes das concentragoes dos balangos de massa para um estado estavel.
Esta técnica de controle tem potencial para aplicacdes em reagdes quimicas com multiplos

componentes.

As equacoes do sistema principal (2.21) sdo reescritas a seguir para conveniéncia

do leitor e para facilitar a andlise do comportamento do sistema.

1T L T1X3
2

t1 = do+ ksxs — k —
1 0 T KTy 1x1+K ot K

+ (.TLm — ZBl)U

. Z2
To = kw1 + kyxo + koxy — k 4+ (2o4m — T2)U
2 341 442 944 5I2+K (2, 2)
j33 = dl -+ k‘@iﬁﬂ?g — k7£E3 + (Zlfgjm — .CEg)U

T3y

jj4 = Uﬁo — kg — kg)x4 — kll + (374,1'71 - 1‘4)U

s+ K

As matrizes associadas com o sistema sao:

—00150 —09999 —0.9999 0,010

1 02349 0 1
A= ’ Q=1 R=1|1 5.2
04425 0 —49722 0 =1 1] (52)
0 0 —04999 00349

em que, A = Df(z*) ji considerada em (4.3), @ e R matrizes de peso dadas e B dada em

(5.1), matriz de entrada, que define como as entradas de controle u afetam os estados do
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sistema !. Segundo L.H.A. Monteiro (Monteiro, 2019), o sistema é controldvel visto que a
matriz quadrada de ordem 4, [B AB A?B A3B], tem determinante diferente de zero. A

matriz P, solugdo da equacao de Riccati apresentada em (3.46), é:

0,0016421  0,0025968 —0,0038961 0,0370191
5| 0,0025968  0,0232720 —0,0405390  0,4069828

P =10 (5.3)
—0,0038961 —0,0405390 0,0787841 —0,7899739
0,0370190  0,4069828 —0,7899739 7,9351274
e a matriz K, dada em (3.44), é:
K =[16421 25968 —3,8962 37,0191 |. (5.4)

Observagao 5.1. As matrizes P e K sao calculadas pelo comando em MATLAB: [K,P,E]
= lgr(A,B,Q,R). A matriz de ganho do controlador é K. Esta matriz contém os ganhos
otimos que minimizam o funcional de custo do controlador LQR. O vetor E representa
os autovalores do sistema de malha fechada, que sao os autovalores da matriz A — BK.
Se todos os autovalores da matriz A — BK tiverem partes reais negativas, o sistema serd

estdvel.

Em comparagao com a Figura 10, a Figura 17 ilustra a eficacia do método LQR
na estabilizacdo do sistema. Nas subfiguras (a) a (d), observa-se um transiente inicial
nas concentracgoes das espécies quimicas, seguido por uma convergéncia assintotica ao
ponto de equilibrio, caracterizada por uma estabilizacao gradual apds o transiente inicial.
Esse comportamento indica que o controle LQR atua de forma eficiente na regulagao das

variaveis de estado.

A subfigura (e) apresenta a trajetéria do sistema no espago de fases 1 versus o,
evidenciando uma dinédmica previsivel e estavel. De forma semelhante, a subfigura (f),
que representa x4 versus sz, mostra trajetorias que convergem para o ponto de equilibrio,
reforcando a capacidade do controlador LQR em reduzir oscilagoes e garantir a estabilidade

do sistema.

O sinal de controle u(t) apresenta variagdes dindmicas durante as simulagoes para
ajustar as concentragoes até que o equilibrio seja alcancado. A Figura 18 apresentada a
seguir ilustra de maneira clara o desempenho do controlador, mostrando a evolucao do
sinal de controle ao longo do tempo. Como indicado no grafico, o sinal atinge um valor

estavel, o que valida a eficiéncia do controlador em alcangar o equilibrio desejado.

L B deve ser escolhida de modo que o sistema seja controlavel.
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Figura 17 — Dinamica temporal do sistema (2.21) e condicao inicial (4.2) com controle
LQR: (a) concentracao x; (b) concentragdo xo; (c) concentragao zsz; (d)
concentragao 4. Retratos de fase: (e) x; em fungdo de 3 e (f) x4 em fungao
de xs3.
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Fonte: Préprio autor

A medida que a tolerdncia (¢) diminui, os tempos de convergéncia aumentam, como
mostrado na Figura 19 (a). Isso ocorre porque tolerancias menores exigem uma aproximagao

mais precisa ao equilibrio, levando mais tempo para atingir o critério estabelecido.

As variaveis x1, To, r3, € x4 possuem tempos de convergéncia distintos, sendo em
r3 0 mais rapido e, em x5, 0 mais lento. Isso pode ser atribuido a diferentes dindmicas
ou influéncias das condic¢oes iniciais e parametros do sistema. A média dos tempos de
convergéncia também aumenta conforme a tolerancia diminui, como destacado na Figura
19 (b). Esse comportamento é esperado e evidencia que tolerdncias menores resultam em

maior esforco computacional e maior tempo de resposta.
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Figura 18 — Sinal de controle LQR.
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Figura 19 — Tempo de convergéncia do controle LQR. (a) tempo de convergéncia vs
tolerancia. (b) média dos tempos de convergéncia vs tolerancia.
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5.3 APLICACAO DO CONTROLE CRL E SIMULACAO NUME-
RICA

A técnica de controle nesta sec¢ao foi proposta por Rafikov e Balthazar (Rafikov;
Balthazar, 2007), na qual foram encontradas as condi¢oes que garantem a aplicagao do
controle linear em sistemas nao lineares. Esta técnica foi aplicada com sucesso nas seguintes
publicages de F.R. Chavarette (Chavarette, 2013), (Chavarette et al., 2009), (Chavarette
et al., 2011a), (Chavarette et al., 2011b), entre outras.

Considera-se a matriz de entrada dada em (5.1), e as matrizes em (5.2). As

matrizes P e K associadas ao controle 6timo, sdo as mesmas apresentadas em (5.3) e (5.4),
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respectivamente.

O vetor de desvios y e a trajetoria desejada T sdo dados por:

Ty — Iy 125,0428
— X 89,9389
y = 2 ffz T =a" = (5.5)
T3 — T3 0,4425
Ty — f4 6,3199

A Figura 20 ilustra a resposta temporal das quatro concentragoes 1y, xo, 3, T4 €
dois retratos de fase sob a lei de controle por realimentacao linear (CRL). Observa-se
que, a partir das condigoes iniciais escolhidas, todas as varidveis convergem para o ponto
de equilibrio z*. A convergéncia ocorre em um intervalo de tempo muito curto frente a
janela de simulagao (0-100): a solucao atinge e permanece dentro de uma vizinhanca do
equilibrio em ordem de poucos instantes de tempo (aproximadamente de 1 a 5 unidades

de tempo, conforme cada variavel).

Especificamente: x; apresenta um ajustamento rapido com pequeno overshoot inicial
antes de estacionar em torno de 125; x5 sobe rapidamente desde o valor inicial e aproxima-
se de 89,9 com leve overshoot; x3 decai do valor inicial até cerca de 0,44, sem oscilagoes
prolongadas; x4 apresenta uma reducao rapida do valor inicial para aproximadamente
6,32. Os retratos de fase confirmam uma aproximacao direta ao equilibrio, sem trajetorias

periddicas ou ciclos limitantes persistentes.

O fato de todo o sistema estabilizar controlando apenas z; (matriz de entrada
B=1[1 0 0 0]7) indica que a dindmica estd suficientemente acoplada: a acio sobre o
precursor x; € suficiente para regular indiretamente as demais espécies. Em termos de
amortecimento, a malha fechada mostra comportamento bem amortecido (sem oscilagoes
sustentadas), indicando que os autovalores de A — BK estao em regides do plano complexo

com parte real negativa e distancia razoavel do eixo imaginario.

Assim, o controlador projetado garante a estabilidade assintética local do ponto de
equilibrio e proporciona uma resposta em malha fechada rapida, estavel e bem amortecida.
As variaveis de estado convergem de forma eficaz para seus valores de equilibrio, sem
oscilagoes persistentes, demonstrando a eficiéncia do controle por realimentacao linear na

estabilizagao do sistema.

A Figura 21 exibe o esforgo de controle u(t) associado ao CRL. Nota-se que, logo
no instante inicial, o controlador aplica uma agao relativamente intensa (valor préximo
de —500) para corrigir a diferenca entre as condigdes iniciais e o ponto de equilibrio.
Em seguida, o sinal converge rapidamente para uma faixa proxima de zero, mantendo-se

praticamente constante e sem oscilagoes significativas ao longo da simulacao.

Esse comportamento esta em concordancia com a resposta temporal dos estados
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Figura 20 — Dinamica temporal do sistema (2.21), condic¢ao inicial (4.2), com controle
CRL: (a) concentracao x1; (b) concentragao xs; (¢) x3; (d) z4. Retratos de

fase: (e) x1 em fungao de z; e (f) x4 em funcdo de x3.
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(Figura 20): a agao inicial forte é responsavel por acelerar a estabilizacao das variaveis

X1, Ta, T3, Ty, € a baixa variacdo de u(t) apods o transiente indica que o controlador consegue

manter o equilibrio com esfor¢o reduzido. Em termos de projeto, trata-se de um sinal de

controle suave e bem amortecido, sem indicios de saturagao ou instabilidades, refor¢ando
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a eficiéncia do CRL na regulagao do sistema.
Figura 21 — Sinal de controle CRL.
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Fonte: Préprio autor

A Figura 22 apresenta a andlise dos tempos de convergéncia do sistema sob controle
CRL para diferentes valores de tolerancia e. Observa-se em 22(a) que, a medida que
a tolerancia se torna mais rigorosa (menores valores de €), todos os estados tendem a
demandar mais tempo para atingir a vizinhanca do ponto de equilibrio. As varidveis z1,
Zo € x3 apresentam crescimento suave e consistente do tempo de convergéncia, variando
aproximadamente de 3 a 5 unidades de tempo. J& a variavel x, mostra comportamento
distinto: para tolerdncias mais brandas (e > 0,04), praticamente ndo hé convergéncia
mensuravel dentro da janela de simulacao, mas, conforme a tolerancia se reduz, o tempo

de convergéncia cresce abruptamente.

Na Figura 22(b), a média dos tempos de convergéncia reflete esse padrao: valores
mais relaxados de tolerancia resultam em médias proximas de 2,5 u.t., enquanto tolerancias
mais exigentes elevam o tempo médio para cerca de 4,5u.t.. Esses resultados estao em
consonancia com as analises anteriores: embora a Figura 20 tenha evidenciado uma resposta
rapida e bem amortecida, e a Figura 21 tenha mostrado um sinal de controle moderado
apos o transiente inicial, a presente analise destaca que a definicao do critério de tolerancia

exerce impacto direto no tempo necessario para se considerar a convergéncia.

Portanto, a malha fechada com CRL nao apenas garante estabilidade e rapida
aproximacao ao equilibrio, como também permite quantificar a relacdo entre precisao

desejada e tempo de estabilizacao efetivo.

5.3.1 Aplicacao do controle CRL com incertezas nos parametros

Neste caso, consideram-se os parametros incertos apresentados na Tabela 5. A

Figura 23 ilustra a dinamica temporal das quatro concentracoes do sistema sob a acao
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Figura 22 — Tempo de convergéncia do controle CRL. (a) tempo de convergéncia vs
tolerancia. (b) média dos tempos de convergéncia vs tolerancia.
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Fonte: Préprio autor

do controle CRL, bem como dois retratos de fase. Diferentemente do caso nominal, em
que os parametros eram fixos, aqui a matriz jacobiana do sistema foi calculada em um
ponto de equilibrio associado aos parametros sorteados. Para garantir consisténcia nos
experimentos numéricos, os parametros incertos foram gerados uma tnica vez no inicio da
simulagao por meio das fungoes persistent, isempty e rang, assegurando que 0 mesmo

conjunto seja utilizado ao longo de toda a integracao.

Observa-se que todas as variaveis de estado x1, x5, 3 € x4 convergem para um ponto
de equilibrio distinto daquele obtido com parametros fixos, refletindo a nova configuracao
dindmica induzida pelas incertezas. Ainda assim, o comportamento qualitativo é preservado:
h&a um transiente inicial com pequenas oscilagdes seguido de convergéncia rapida para
a vizinhanca do equilibrio, evidenciando que o CRL mantém a estabilidade mesmo sob
variagoes paramétricas. Os retratos de fase confirmam essa trajetéria em direcdo ao

equilibrio sem ciclos limitantes ou oscilagoes sustentadas.

A apresentacao das matrizes de projeto — a matriz jacobiana A linearizada no novo
equilibrio, a solugao P da equacao de Riccati e o ganho 6timo K — pode ser de grande
interesse para a tese. Essas matrizes permitem documentar como as incertezas afetam
a estrutura do controlador e dao transparéncia ao processo de realimentacao adotado,

fortalecendo a andlise de robustez.

Em sintese, o controle por realimentacao linear mostra-se capaz de lidar com
incertezas moderadas nos parametros, estabilizando o sistema em torno de novos equilibrios

e preservando o comportamento dindmico desejado.
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Figura 23 — Controle CRL na dindmica temporal do sistema (2.21), condicao inicial (4.2),
com incertezas nos pardmetros: (a) concentracao x1; (b) concentragdo xs; (c)
concentracao x3; (d) concentragdo 4. Retratos de fase: (e) z; em funcao de

x9 e (f) 4 em fungao de 3.
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Tabela 7 — Comparacao entre ponto de equilibrio e ganho LQR nos casos nominal e com

incertezas.
Quantidade Nominal Com incertezas
x* (125,043 89,939 0,443 6.320]7 (129,633 116,597 0,237 5,272
K [1,6421 2,5968 — 3,8962 37,0191] [1,613 1,025 — 0,338 3,095]

54 COMPARANDO OS CONTROLES SEM INCERTEZAS NOS
PARAMETROS

Nesta secao, sao analisados o desempenho dos controladores projetados considerando
parametros fixos e conhecidos, ou seja, sem a presenca de incertezas. A comparagao sera
feita com base na dinamica temporal dos estados, no tempo de assentamento e no esforgo

de controle aplicado.
Como anteriormente, usa-se as matrizes dadas em (5.1)-(5.4).

A matriz de entrada B = [1 0 0 0] implica que o controle age diretamente
apenas na variavel x; influenciando sua dinamica ao longo do tempo. Isso significa que as
demais varidveis de estado (3, x3,24) nao recebem influéncia direta do controle, mas séo

estabilizadas de forma indireta devido a interacdo entre as variaveis no sistema dinamico.

De acordo com a Tabela 8, o controlador CRL apresenta desempenho significativa-
mente superior ao LQR em todos os niveis de tolerdncia analisados. Observa-se que os
tempos médios de convergéncia do CRL permanecem sempre abaixo de 4,5 u.t., enquanto
os tempos correspondentes para o LQR ultrapassam consistentemente 80 u.t., evidenciando

a eficiéncia do primeiro em acelerar a estabilizacao do sistema.

Nas Figuras 24 e 25, nota-se que o CRL promove uma estabilizacdo muito mais
rapida, com oscilagoes de baixa amplitude, em contraste com a resposta mais lenta e
prolongada obtida pelo LQR.

Para uma tolerancia de ¢ = 0,1, por exemplo, o tempo médio de convergéncia do
LQR é de 81,03 u.t., enquanto o CRL atinge o equilibrio em apenas 2,37 u.t.. Essa diferenca
se intensifica quando a tolerancia é mais restritiva: para ¢ = 0,005, o LQR demanda em

média 96,95 u.t., ao passo que o CRL estabiliza o sistema em apenas 4,44 u.t..

Esses resultados confirmam a robustez e a eficiéncia do CRL, que se mostra mais

adequado para o controle do sistema analisado, mesmo sob tolerancias rigorosas.
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Figura 24 — Controles LQR (azul) e CRL (vermelho) com pardmetros fixos, condi¢ao
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Tabela 8 — Tempos de convergéncia para diferentes tolerancias e a média

Controle LQR

Controle CRL

Tol

T i) I3 Ty ‘Médla‘ al i) XT3 Ty ‘Médla
0,1 87,35 9587 62,07 78,82 | 81,028 | 3,16 3,22 297 0,14 | 2,3725
0,06 92,16 97,77 70,24 85,42 | 86,398 | 3,48 3,66 3,35 0,15 | 2,66
001 98,00 9953 86,53 9545 | 94,877 | 4,19 454 439 235 | 3.8675
0,005 98,96 99.76 91,56 97,53 | 96,952 | 4,5 491 492 342 | 44375
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Figura 25 — Sinal de Controle LQR (azul) e CRL (vermelho) com parametros fixos.
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5.5 COMPARANDO OS CONTROLES COM INCERTEZAS NOS
PARAMETROS

As Figuras 26 e 27 apresentam a resposta temporal das varidveis de estado do
sistema sob ac¢@o dos controles LQR (verde) e CRL (magenta), considerando incertezas
paramétricas. Embora ambos os controladores consigam estabilizar o sistema, conduzindo
as trajetérias para uma vizinhanca do ponto de equilibrio x*, é possivel identificar diferencas

significativas no comportamento dinamico.

Do ponto de vista do tempo de convergéncia, o CRL destaca-se ao estabilizar
todas as variaveis de estado em intervalos muito curtos, praticamente imediatos, o que fica
evidente nas subfiguras (a)—(d). Em contraste, o LQR apresenta um tempo de assentamento
consideravelmente maior, ainda que mantenha a trajetoéria livre de oscilagoes abruptas.
Essa diferenca é particularmente notével nas variaveis z; e z9, em que o CRL rapidamente
conduz a resposta ao regime permanente, enquanto o LQR avanca de forma mais lenta e

gradual.

Quanto ao amortecimento e comportamento transitério, observa-se que o LQR
tende a fornecer trajetorias mais suaves e progressivas, sem grandes variagdes instantaneas,
ainda que com maior demora até a estabilizacdo. Ja& o CRL, apesar de ser mais agressivo,
atinge o equilibrio com minimos overshoots e tempo de ajuste reduzido, caracterizando-se

por uma resposta transitéria muito mais rapida e eficiente.

Os retratos de fase (subfiguras (e)—(f)) reforcam essas observagoes: sob ac¢do do



Capitulo 5. CONTROLE PARA O SISTEMA DE REACAO QUIMICA 94

Figura 26 — Controles LQR (verde) CRL (magenta) na dindmica temporal do sistema
(2.21), condigao inicial (4.2), com incertezas nos parametros. Ponto de
equilibrio z* = [129,6329 116,5971 0,2369 5,2721]". Matriz de ganho K =
[1,6128 1,0254 — 0,3380 3,0048].
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CRL, as trajetérias convergem rapidamente e de forma quase direta para o ponto de
equilibrio, evidenciando a forte capacidade de estabilizacao. Sob o LQR, embora o sistema
também tenda ao equilibrio, as trajetorias descrevem caminhos mais longos e suaves,

revelando a diferencga estrutural entre as estratégias de controle.

Ambos os controladores — LQR e CRL — demonstraram-se estaveis e robustos
diante de incertezas paramétricas, garantindo a convergéncia para a regiao de equilibrio
do sistema. O LQR apresentou desempenho estavel e regular, com trajetérias suaves ao
longo do tempo, sendo uma alternativa conservadora e de facil interpretacao em termos de

projeto. O CRL, por sua vez, mostrou-se consideravelmente superior em termos de rapidez



Capitulo 5. CONTROLE PARA O SISTEMA DE REACAO QUIMICA 95

Figura 27 — Controles LQR (verde) CRL (magenta) na dindmica temporal do sistema
(2.21), condigao inicial (4.2), com incertezas nos parametros. Ponto de
equilibrio #* = [114,4556 91,3018 0,1839 9,3454]T. Matriz de ganho K =
[1,6125 0,8141 — 0,2036 2,5850].
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de estabilizacao, com tempos de convergéncia muito menores e comportamento transitorio

mais eficiente, mesmo sob perturbagoes paramétricas.

Esses resultados sugerem que, para aplicagoes em que a velocidade de estabilizagao
e a rapida rejeicao de incertezas sejam critérios prioritarios, o CRL constitui a alternativa
mais vantajosa. Ja em cendarios em que se prioriza uma resposta mais suave, com menor
agressividade na ac¢ao de controle, o LQR permanece como uma solugao viavel. Assim,
ambos os métodos podem ser considerados eficientes, mas a escolha entre eles deve levar

em conta o compromisso entre rapidez, suavidade de resposta e esforco de controle.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste capitulo, sao detalhadas as principais conclusoes que surgiram ao longo de
toda a pesquisa, ressaltando os pontos mais relevantes, além de algumas sugestoes para

projetos futuros.

6.1 CONCLUSOES

Todo o trabalho analitico-computacional desenvolvido nesta tese teve como objetivo
investigar a dinamica nao linear, o caos e o controle do comportamento cadético de um

sistema de reagoes quimicas com quatro componentes em um reator CSTR.

O sistema dinamico analisado, representado pela equagao (2.21), evidenciou com-
portamentos caracteristicos de instabilidade oscilatoria e caos, refletindo a complexidade
inerente a sistemas nao lineares. A analise espectral da matriz Jacobiana revelou autovalo-
res complexos com partes reais positivas, indicando comportamento oscilatorio crescente e

instabilidade dindmica tipica de sistemas dissipativos.

As trajetérias no espago de fase convergiram para um atrator estranho, confirmando
a presenca de caos deterministico e sensibilidade as condigoes iniciais. Esse diagnostico foi
refor¢ado pelo calculo dos expoentes de Lyapunov, que apresentaram dois valores positivos,

um proximo de zero e um negativo, caracterizando um regime hipercadtico dissipativo.

Diagramas de estabilidade identificaram regides distintas em funcao do parametro
de controle u, permitindo mapear transicoes criticas de estabilidade. Além disso, a analise
bifurcacional revelou que a introducao de realimentacao pode induzir oscilacoes, bifurcagoes
e transicoes dinamicas, ampliando o entendimento sobre o rico comportamento nao
linear do sistema. Para complementar, distribui¢oes pseudo-aleatoérias foram utilizadas
para quantificar incertezas nos parametros cinéticos, destacando o impacto de variagoes

paramétricas no comportamento dinamico e na robustez do controle.

As técnicas de controle LQR e CRL foram aplicadas com sucesso para estabilizar o
comportamento cadtico do sistema dindmico no CSTR. Ambas as abordagens apresentaram
respostas estaveis e controladas, inclusive diante de incertezas paramétricas. Contudo,
observou-se que o controlador LQR apresentou lentidao na convergéncia quando submetido
a parametros incertos, enquanto o CRL manteve uma rapida estabilizacao das variaveis de
estado tanto para parametros fixos quanto para incertos. O LQR, por sua vez, garantiu
respostas mais suaves e com oscilagoes reduzidas, porém a custa de maior tempo de

convergencia.
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Em sintese, ambos os controles mostraram-se eficazes, estaveis e robustos na
mitigacdo do regime caodtico e na promocgao da estabilidade do sistema. O CRL destacou-se
pela rapidez, e o LQR pela suavidade da resposta, mesmo em cendarios adversos. Essas
técnicas apresentam grande potencial de aplicacdo em sistemas quimicos multicomponentes
e com miltiplos parametros, contribuindo para avancos no controle de processos industriais
baseados em reatores de fluxo continuo. Além disso, a metodologia pode ser estendida
para outros sistemas dinamicos nao lineares, ampliando o alcance e a relevancia cientifica
deste trabalho.

6.2 SUGESTOES DE TRABALHOS FUTUROS

o Testar, analisar e implementar o controle SDRE para estabilizar e controlar o
comportamento cadtico de reagoes quimicas ocorrendo em um reator continuo de

tanque agitado em um sistema de quatro componentes.
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APENDICE A - PRODUCAO ACADEMICA

A.1 PARTICIPACAO EM EVENTOS

e VIII ERMAC Regional 9 — UNESP, Ilha Solteira, 2024.
e XII CONEM — Natal, RN, 2024.

A.2 APRESENTACAO DE TRABALHOS

e Controle de Caos Aplicado a um Sistema de Reagoes Quimicas com
Comportamento Cadtico (Trabalho Completo) — VIII ERMAC, 2024.

e Dinamica e Controle via LQR Aplicado a uma Classe de Sistemas de
Reacado Quimica (Trabalho Completo) — XII CONEM, 2024.

A.3 PRODUCAO ACADEMICA

Artigo publicado:

e Martinez, M. D.; Chavarette, F. R. Managing Chaos in Chemical Reactions with
Uncertain System Parameters: Exploring 4-D Hyperchaotic System. SeMA Journal, 2025.
(Martinez; Chavarette, 2025b)

Artigo aceito:

e Martinez, M. D.; Chavarette, F. R. Dynamic and Control in a Three-Variable
Chemical Reaction System. RIMNI - An International Journal of Numerical Methods for
Calculation and Design in Engineering (Revista Internacional de Métodos Numéricos para
Cdlculo y Disenio en Ingenieria), 2025. (Martinez; Chavarette, 2025a)
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