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Resumo

RESUMO

Este trabalho faz uso do método de supersimetria no estudo de
sistemas quanticos. Este procedimento pode ser entendido como uma
generalizagdo do método de fatorizag@o. Através deste formalismo podemos
resolver o oscilador harmonico e o atomo de hidrogénio, que sdo potenciais
exatamente soliveis. Para os potenciais de Lennard-Jones (12,6), (10,6) e

(8,6), ndo exatamente soluveis, fazemos uso deste método para acharmos um

superpotencial que nos fornega um potencial efetivo comparavel ao potencial

original, e uma func¢do de onda aproximada a ser usada no método variacional
na obten¢do de autovalores. Alguns resultados sd@o comparados com valores

encontrados na literatura através do uso de outros métodos.




Abstract

ABSTRACT

This work makes use of the method of supersymmetry in the
study of quantum systems. This procedure can be understood as a
generalization of the factorization method. Through this formalism we can
resolve the harmonic oscillator and the hydrogen atom, which are potentials

soluble exactly. For the Lennard-Jones (12,6), (10,6) and (8,6) potential that is

not exactly soluble, we make use of this method to find a superpotential

which provides an effective potential comparable to the original potential and
an approximate wave function to be used in the variational method in the
obtained eigenvalues. Some results compare with the values found in

literature through the use of other methods.
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Introdugao

I. INTRODUCAO

A supersimetria surgiu no contexto da Fisica de Particulas e
Campos permitindo relacionar bosons e fermions. Desde o seu surgimento a
Mecanica Quantica Supersimétrica tem sido bastante utilizada em varios
contextos (Cooper et al., 1995). Uma aplicag@o bastante interessante € seu uso
para obter solugdes da equagdo de Schrddinger, neste sentido o método de
fatorizacdo pode ser entendido como derivado do uso da super-algebra em
Mecanica Quantica.

Atualmente todo um formalismo baseado em supersimetria em
Mecénica Quéntica tem sido desenvolvido melhorando o entendimento e
aplicagdes do método de fatorizagdo.

O método de fatorizagdo pode ser usado para resolver a equagdo
de Schrodinger para potenciais exatamente soluveis, mas também pode ser
usado na obteng¢do de superpotenciais que fornecem uma fun¢do de onda a ser
usada como fungéo de onda guia no método variacional.

O método variacional pode ser usado para determinagdo
aproximada dos niveis de energia de um sistema. Particularmente, este
método € util quando ndo ha uma maneira de obter-se uma solucio exata da

equacdo de Schrodinger.




Introdugdo

Este trabalho visa aplicar as técnicas modernas de supersimetria
em Mecanica Quantica associadas ao método de fatorizagdo no estudo do
potencial de Lennard-Jones (12,6) (Kittel, 1978) e suas possiveis derivagdes,
objetivando obter os autovalores de energia da equagdo de Schrodinger para
estes potenciais através do método variacional, em abordagem semelhante a
feita para o potencial de Hulthén (Drigo & Ricotta, 1995). Para atingirmos
estes objetivos, temos que encontrar através do método de fatorizagdo um
superpotencial adequado, ou seja, que forneca uma fung@o de onda aceitavel,

no sentido de ser normalizavel, a ser usada no método variacional, este

superpotencial também deve fornecer um potencial efetivo cujo grafico seja

semelhante ao grafico do potencial original.

O potencial de Lennard-Jones foi escolhido devido a sua grande
importancia em sistemas fisicos reais, este potencial é formado por uma
interagdo repulsiva e uma interagdo atrativa. O potencial de Lennard-Jones
(12,6) € usado em muitas interagdes intermoleculares (Brooks ef al., 1988) e
algumas interagdes interatOmicas e descreve também a interagdo entre dois
atomos de um gas nobre. Por outro lado, o potencial de Lennard-Jones (10,6)
tem sido usado para representar a interag@o entre um alcalino e um atomo de
gas nobre (Mahan & Lapp, 1969) e é também aplicado para a interagdo He-He

(Green, 1952; Feenberg, 1970). Finalmente, os estados excitados no sistema
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Na-Hg sdo representados pelo potencial de Lennard-Jones (8,6) (Hiiwel et al.,
1982).

A equagdo de Schrodinger ndo € resolvida analiticamente para o
potencial de Lennard-Jones, por este motivo outros métodos tém sido usados

para determinagdo dos autovalores de energia, como por exemplo: integra¢do

numérica (Harrison & Bernstein, 1963; Cashion, 1968), expressdes analiticas

aproximadas para os autovalores (Eu & Guerin, 1971), método WKBIJ
(Kesarwani & Varshni, 1980; Eu & Guerin, 1971 ), expansdo 1/N modificada
(Dutt & Varshni, 1987) e método variacional que sera usado neste trabalho.

Os célculos numéricos necessarios para a minimizagdo da energia
para o potencial de Lennard-Jones, foram realizados no software Mathematica
(Wolfram, 1996).

Os célculos de minimizac¢do foram realizados na auséncia do
termo de barreira de potencial, ou seja, / = 0 € com o termo de barreira de
potencial, ou seja, / # 0, para diferentes valores do parametro A.

No caso do potencial de Lennard-Jones (12,6) foram feitos
calculos envolvendo apenas um parametro variacional na minimizag¢do da
energia, os valores para os outros parametros foram obtidos através de uma
comparagao direta entre o potencial efetivo e o potencial original.

Para os potenciais de Lennard-Jones (10,6) e (8,6) os calculos de

minimizacdo da energia podem ser encontrados com um parametro
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Introdugao

variacional. Notou-se, entretanto que os resultados ndo sdo muito bons
comparados com outros métodos, por este motivo foram feitos célculos
adicionais com dois parametros variacionais, onde observa-se uma melhora
nos resultados.

O item II apresenta o formalismo da Mecéanica Quantica

Supersimétrica e a aplicagdo deste método para resolver a equagdo de

Schrodinger para o oscilador harmoénico e para o atomo de hidrogénio.

No item III estdo introduzidos o principio variacional e o
potencial de Lennard-Jones onde estd apresentada a interagdo repulsiva e
deduzida a interagéo atrativa.

Nos itens IV, V e VI s@o estudados os potenciais de Lennard-
Jones (12,6), (10,6) e (8,6), respectivamente. Sdo apresentados os
superpotenciais sugeridos, os potenciais efetivos e suas respectivas fungdes de
onda obtidos através destes superpotenciais, e as expressdes a serem
minimizadas para cada potencial.

Estd apresentado no item IV os resultados obtidos para a
minimizagdo da energia através do método proposto para o potencial de
Lennard-Jones (12,6), com um parametro variacional H para A = 100, 900,
2500 e 10000 com /=0 e com / # 0. No item V tem-se para o potencial de
Lennard-Jones (10,6) os resultados com um parametro variacional H e com

dois parametros variacionais A e B para A = 2500 ¢ 10000 com/=0¢e com / #
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0. E no item VI tem-se para o potencial de Lennard-Jones (8,6) os resultados
com um e dois parametros variacionais para A = 1000, 5000 e 20000 com / =
0 e com / # 0. Nos itens IV, V e VI estdo também a comparagdo direta entre
os potenciais originais e efetivos obtidos através dos superpotenciais, essa
comparagdo foi realizada a partir de graficos feitos no software Mathcad
(Math Soft Mathcad, 1994), com o propdsito de confirmar a similaridade
entre os potenciais originais e efetivos.

Alguns valores obtidos pelo método proposto estdo comparados
com valores encontrados na literatura obtidos através do método WKBJ,
expansdo 1/N modificada e solugdo numérica da equagdo de Schrddinger,
onde pode-se observar que os resultados estdo bem proximos. Para os
potenciais de Lennard-Jones (10,6) e (8,6) os melhores resultados foram
obtidos através de calculos de minimizagdo feitos com dois parametros

variacionais e para o potencial de Lennard-Jones (12,6) foram obtidos bons

resultados com apenas um parametro variacional.

Nos Apéndices I, II e III estdo alguns exemplos dos calculos
numéricos realizados no software Mathematica necessarios para a
minimiza¢do da energia para os potenciais de Lennard-Jones (12,6), (10,6) e

(8,6), respectivamente.
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Formalismo da Mecdnica Quantica Supersimétrica e Aplicagdes

II. FORMALISMO DA MECANICA QUANTICA

SUPERSIMETRICA E APLICACOES

2.1 — Formalismo da Mecanica Quantica Supersimétrica
Na supersimetria temos dois objetos chamados geradores Q e Q"

que obedecem a uma relagdo de anticomutagao:

{Q.Q'}=H, {Q.Q}={Q".Q"}=0

Q=aga; e Qf =n'g’ (2.2)
+ ~ . + = A .
sendo a” operadores bosonicos e o~ operadores fermionicos dados em termos

das matrizes de Pauli:

=
(8] —
1= 1)
Fazendo a anticomutagdo temos:

{Q,Q*} =aca'c'+a'c’ac =aa'c o' +a’ac’c

Portanto:
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Formalismo da Mecdnica Qudntica Supersimétrica e Aplicagdes

H$={QJT}=(a?_ APJ @.7)

aa

Esse Hamiltoniano pode ser escrito em termos de dois

Hamiltonianos H. e H. que sdo chamados companheiros supersimétricos.

ey

Desta estrutura é possivel construir novos Hamiltonianos com
relagdes simples entre suas autofungdes e autovalores.

Aplicando o método de Supersimetria em Mecédnica Quantica,
para um dado Hamiltoniano H, da forma:

h2 dl
H=—-—+V(r
1 2m dr? (1)

os operadores bosdnicos sdo escritos como:

+

byl (2.10)
dr

g @2.11)
dr

onde w;(r) ¢ chamado de superpotencial. Para simplificagdo nos célculos

consideramos no Hamiltoniano (2.9) A=2m=1.

Fazendo a multiplicag@o dos operadores bosonicos (2.10) e (2.11)
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’

2
H, =a'a +E, = —;i? -w, +w,”+E" (2.13)

Portanto, em (2.13) temos o Hamiltoniano escrito através de
operadores a," e a,’, ou seja, o Hamiltoniano esta fatorizado. O fator constante
Eo" foi adicionado de forma a assegurar que o Hamiltoniano original tenha
estado fundamental com autovalor zero.

Para que o Hamiltoniano fatorizado (2.13) seja igual ao
Hamiltoniano original (2.9), considerando # =2m = 1, a seguinte condi¢do tem

que ser verdadeira:

2

w2-w, =V,@)-E." (2.14)

onde a equacdo acima € conhecida como equagado de Riccati (Curle, 1975)

Da equagdo (2.14) observamos que o valor de E,'" sera dado
pelos termos que ndo dependerem de r.

O companheiro supersimétrico de H, € construido invertendo-se

os operadores bosonicos:

2 L}
H,=a, a’ +E," =‘§—3+W| +w+E," (2.15)
r

Temos que H, pode ser fatorizado outra vez em termos de novos
operadores bosonicos da forma:
H,=a,'a,” +E,*

onde os operadores sdo escritos como:
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Formalismo da Mecdnica Quantica Supersimétrica e Aplicagdes

& d
a," ==+ W, (1) (2.17)

a7 =+ (D) (2.18)

Fazendo a multiplicagdo dos operadores (2.17) e (2.18) temos:

2
4 r

a,a, =-— 0 -w, + Wz2 (2.19)

Escrevemos assim o Hamiltoniano através dos operadores,

substituindo (2.19) em (2.16):

2 '

Fi. = (2) 2 (2)
H2=a2 a, +E0 Z—F—Wz +Ww, +E0

e novamente w, tem que satisfazer uma equagao de Riccati.
Podemos agora rescrever o companheiro supersimétrico de H,

invertendo os operadores bosonicos:

2 '

Ho=i s b _;1_,+w2 +w, +E® 2.21)
>

Temos que H; pode ser fatorizado em termos de novos
operadores bosonicos da forma:

H, =a,"a,” +E,*
onde os operadores sdo escritos como:

¥

d
a = _a + W, (r)

- . d
a, :a+w3(r)
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Formalismo da Mecdnica Qudntica Supersiméirica e Aplica¢des

Fazendo a multiplica¢do dos operadores (2.23) e (2.24) temos:

d’ f

a, ay = —?—»\3 +w32 (2.25)

Escrevemos assim o Hamiltoniano através dos operadores,

substituindo (2.25) em (2.22):

2 '

e # - (3) _ 2 (3)
H, =a;a; +E; =- -w, +wW;" +E

2

e novamente w; tem que satisfazer uma equagdo de Riccati.

Este processo pode ser repetido n vezes, desde que os
Hamiltonianos sucessivos possam ser fatorizados, o que gera toda uma
familia de Hamiltonianos cujos membros estdo relacionados pela

supersimetria. Neste caso temos a seguinte forma geral:

2
e L}

s o (n) _ 2 (n)
Ho=a "a -+E; ___drz -w, +w, “+E,

(2.28)

S = St (2.29)

n n
r

Se aplicarmos o operador a;” dado em (2.11) em uma fung¢édo de
onda no estado fundamental temos:
a, ¥,(r)=0

ou seja:
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Formalismo da Mecadnica Qudntica Supersimétrica e Aplicagdes

—I w.dr

¥, = e (2.31)

assim basta determinar o superpotencial w para chegarmos a fun¢do de onda

para o estado fundamental.

Podemos achar também a fung@o de onda para o primeiro estado

. , + . ,
excitado ¥,V através do operador a, aplicado em ¥, que neste caso € a

funcdo de onda no estado fundamental para a segunda familia de

Hamiltonianos.

Desse modo, chega-se a uma forma geral para obtermos as
autofungdes aplicando sucessivas vezes os operadores como estd indicado
abaixo (Drigo, 1997):

w0 = gl

‘Pé'] = af‘l’le = a,*a?i‘éﬂ

LP;E” = afq’z{zJ - al*a;LP,["'} = a.*a;a;“P{”

0

1 +. 0+, + n+l
‘P,E)za,aza3....‘{’§ )

A supersimetria permite encontrarmos a solu¢do do problema

original H; através das relagdes entre os estados fundamentais de cada

membro da familia. A igualdade neste caso deve ser entendida a menos da

normalizagdo.
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Formalismo da Mecdnica Qudntica Supersimétrica e Aplicagdes

Portanto, uma vez que autovalores e autofun¢des s@o conhecidos
para um dos membros da Hierarquia de Hamiltonianos € possivel determina-
los para todos os Hamiltonianos através da super-algebra. Apenas os
potenciais exatamente soliveis permitem a construgdo da superfamilia
completa. A figura 1 ilustra este resultado e na resolu¢do do oscilador
harmonico e do atomo de hidrogénio esta construcdo € feita explicitamente

mais adiante.

E, (4)_E G)= =E, {2)_E (N _W3(1)=a1+W2(2)

Figura 1: Representagdo da Hierarquia de Hamiltonianos e da rela¢do entre

as autofungdes e autovalores de energia obtidos através da supersimetria.
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Formalismo da Mecdnica Qudntica Supersimétrica e Aplicagdes

2.2 - Oscilador Harmonico

Aplicando o conceito de supersimetria introduzimos um método
de solugdo para o oscilador harmdnico (Dutt ef al., 1988).

O Hamiltoniano original para o oscilador harmonico é:

2 2
H= uh—d—zﬁ-xz
2m dx

. - + e - o~
os operadores de criagdo a; e destrui¢do a;” sdo:

onde w; € o superpotencial e considerando #=2m=1.

Fazendo a multiplicagdo dos operadores (2.33) e (2.34) temos:

d’ ;

———W, +W, (2.35)
dx

Podemos escrever o Hamiltoniano através dos operadores (2.33)

2

—w, +w?+EV (2.36)

AL d
H, =aja, +EE}=—

2

ou seja, o Hamiltoniano esta fatorizado. O fator constante E,"" foi adicionado
de forma a assegurar que o Hamiltoniano original tenha estado fundamental

com autovalor zero.
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Formalismo da Mecdnica Qudntica Supersimétrica e Aplica¢bes

Para que o Hamiltoniano fatorizado (2.36) seja igual ao
Hamiltoniano original (2.32), considerando #=2m=1, a seguinte condi¢io

tem que ser verdadeira:

'

¢ B =
Para que a igualdade (2.37) seja satisfeita temos que:
Wy =K

Substituindo (2.38) em (2.37) temos:

x*-EP =x*-1

Da equagdo acima obtemos o valor da energia:

E) =1 (2.40)

Temos definido entdo o primeiro Hamiltoniano substituindo
(2.38) € (2.40) em (2.36):

2
H,=afa[+E§,‘)=—;?+xz—l+l (2.41)

O companheiro supersimétrico de H; € dado invertendo os

operadores da seguinte forma:

2

H.—aarpl= _dd?wf +w, +ED (2.42)

Neste caso particular observamos que H; e H, sdo iguais a menos de constante

aditiva.
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A partir de H, cujo estado fundamental tem autovalor de energia
Eo® =E;?, podemos gerar de maneira analoga um terceiro Hamiltoniano Hj
como companheiro supersimétrico de H, o qual pode ser fatorizado em
termos de novos operadores como:

H,=a a + Eg) =aja, + EL”

(2.44)

8, .aﬂxur o (2.45)

Fazendo a multiplicagdo dos operadores (2.44) e (2.45) temos:

2 '
a8, = ——;;{7 -w, + W3 (2.46)

Escrevemos assim o Hamiltoniano através dos operadores,

substituindo (2.46) em (2.43):

2

H, =aja,” +EY = ~% -w, +w2+EY (2.47)

Temos que achar o valor de w,, para isso usamos as relagdes

(2.42) e (2.47).

wi+w, +E0) = w?—w, +EQ (2.48)

Substituindo o valor obtido para w; em (2.38) e também o valor

de Eo'" dado em (2.40) na expressao (2.48), chegamos em:
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r
x2+2=wl-w, +EY

Para que a igualdade (2.49) seja satisfeita temos que:

w, =X
Para o oscilador harménico, em particular, w; = w,.

Achamos também o valor de EO{Z) substituindo w, dado em (2.50)
na expressao (2.49):

x> +3=x*+EP

Da equagdo acima tiramos o valor de E)? :

EP =3 (2.52)

Temos definido entdo, um segundo Hamiltoniano H, como
companheiro supersimétrico de H;, substituindo o valor para o superpotencial
w, dado em (2.50) e o valor para a energia dado em (2.52) na expressdo

(2.47).

2
H, =a;a2_+EEf)=—;?+x2—l+3 (2.53)

O companheiro supersimétrico de H,, ¢ dado invertendo os

+ X
operadores a, € a,.

2

o d :
H, =a, a} +EY Flgs +w2+EY

, + -
Escrevemos Hj através de novos operadores a; € aj.

H, =a, a; + Eﬁf) =a,a, + Ef,”
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(2.56)

(2.57)

Fazendo a multiplicagdo dos operadores (2.56) e (2.57) temos:

2
" ’

838, =—— 7~ W; + W3 (2.58)

Escrevemos o Hamiltoniano através dos operadores, substituindo

(2.58) em (2.55):

2

H,=ala, +E{) =———w, +w}+EV

2

Usamos a relagdo (2.54) para encontrar o valor de wj:

wl+w, +E®) =w?-w,; +E{ (2.60)

Substituindo o valor obtido para w; em (2.50) e também o valor

de E,® dado em (2.52) na expressao (2.60), percebe-se que:

(2.62)
Podemos definir agora um terceiro Hamiltoniano H; como
companheiro supersimétrico de H,, substituindo o valor para o superpotencial

w3 dado em (2.61) e o valor para a energia dado em (2.62) na expressdo

(2.59):
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2

H, =aja,” +E{) = ﬁ$+ X —145 (2.63)

Chegamos desse modo, a forma geral para acharmos toda a
familia de Hamiltonianos como mostra a expressdo (2.27). Observando os
superpotenciais encontrados dados pelas expressdes (2.38), (2.50) e (2.61)
percebe-se que, neste caso em particular, os valores obtidos para w, sao todos
iguais, w, = X.

Os valores de energia dos estados fundamentais dados pelas
expressoes (2.40), (2.52) e (2.62) podem ser escritos através da seguinte
forma geral:

E® =2n-1 n=1,2,3.. (2.64)

Achamos também as autofungdes para o oscilador harmonico,
pois ja temos os valores para o superpotencial w,, que nesse caso sdo todos
iguais, e para os operadores a, € a, .

Usando a dedugdo feita nas equagdes (2.30) e (2.31)
substituindo o valor de w; dado em (2.38) chegamos a fun¢@o de onda para o

estado fundamental.

LP([)” = e-J xdx

(2.65)

Como para o oscilador harmonico os valores de w, sdo iguais

para toda a Hierarquia de Hamiltonianos, as fun¢des de onda no estado

AVA
AVAVAY

Z 3 4 5 6 7 unespm.l 12 13 14 15 1e¢ 17 18



Formalismo da Mecdnica Qudntica Supersimétrica e Aplicag¢des

fundamental para cada membro da familia de Hamiltonianos serdo sempre

iguais a obtida em (2.65) e possuem a seguinte forma geral:
P x4 (2.66)
Podemos achar o valor da fun¢do de onda para o primeiro estado
excitado y,'" através do operador a,” dado em (2.33) e w; dado em (2.38).
ar O = 2xe™ = PO (2.67)
Determinamos também o valor da fungdo de onda para o segundo
estado excitado y,'" através dos operadores a,” dado em (2.44) e w, dado em

(2.50) e depois aplicando o operador a;” dado em (2.33), com w; dado em

(2.38), como segue abaixo:

at P = 2xe” /2 =) (2.68)

ar\{;l{z)=(4x2 i 2){"% L. 1};2(!) (2.69)

Finalmente determinamos o valor da fun¢do de onda para o
terceiro estado excitado ;' através de aplicagdes dos operadores a;* dado

em (2.56), a,” dado em (2.44) e a,” dado em (2.33) como segue abaixo:
al Wl = 2xe™ = 9 (2.70)
alw® = (4x* - 2)e"‘% =y® @2.71)

2w = (8 —12x)c 4 = 0 (2.72)
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Os valores das fun¢gdes de onda obtidos em (2.67), (2.69) e (2.72)

podem ser diretamente comparados com os valores obtidos por outros

métodos (Schiff, 1968).

Em suma, a supersimetria permite obter a solugdo do problema
original do oscilador harménico através das relagdes entre os estados
fundamentais de cada membro da familia.

Assim, chegamos a forma geral para encontrarmos as
autofungdes e os autovalores como mostra a figura 1.

Na tabela 1 temos um resumo dos resultados obtidos através da
supersimetria para o oscilador harmonico. Temos o superpotencial, autovalor
de energia e func¢do de onda obtida pelo estado fundamental de cada H,, onde
comparamos essas fun¢des de onda com as fungdes de onda obtidas para o
potencial original encontradas na literatura (Schiff, 1968). Dessa comparagéo
podemos observar que os resultados obtidos pelo nosso método estao de

acordo com os resultados encontrados na literatura.
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Funcio

Autovalor Func¢ao de Onda de Onda obtida
de para o Potencial pelo Estado

potencial Energia Original Fundamental de

(Schiff, 1968) cada H,

) = ar )=

2
b
lPI(” =2xe 4

W = (4x* - 2)e"‘%

W) = (8x’ - 12x)e“%

B =9n i1
fi=1.2.3..

Tabela 1: Resumo dos resultados obtidos para o Oscilador Harmonico via

formalismo da Mecanica Quantica Supersimétrica.
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2.3 - Atomo de Hidrogénio

Seguindo o mesmo procedimento usado para o oscilador
harménico podemos obter as solugdes da equagdo de Schrédinger para o
atomo de hidrogeénio.

O potencial para o atomo de hidrogénio (Schiff, 1968) é:

vu)=—%

O Hamiltoniano original para a coordenada radial é:

e e, 1 0D

dr® r r’

(2.74)

. e = i : :
onde o termo proporcional a 1/r* é o usual termo de barreira de potencial. Foi

admitido na expressdo acima e =1 e #=2m = 1.0 Hamiltoniano fatorizado é:

2

Ho—ata gR0=cl gt g (2.75)

r

2

(2.76)

(2:77)

Para que o Hamiltoniano fatorizado (2.75) seja igual ao
Hamiltoniano original (2.74) temos que resolver a seguinte equagdo de
Riccati:

2 ' 1 £(L+1
W, — W, +ES)=——+Q
r I
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Partindo de um w, especificado abaixo:

e [_Lc] (2.79)

r

onde a e c sdo constantes determinadas substituindo (2.79) em (2.78), desta

substitui¢do obtemos:

= 1
= 2.80
Wi ( r +2€+2] (Z50)

Substituindo w; dado em (2.80) na expressdo (2.78) temos que o

autovalor de energia E,'" sera:

Em:_[ 1 ]=_1 (2.81)
! 40> +80+4 402 +1)

Substituindo o valor do superpotencial (2.80) e o valor para a

energia (2.81) na expressdo (2.75) temos o Hamiltoniano H; escrito através de

operadores.

& 2401 (2.82)

Ho=s
; dr’ r? r
O companheiro supersimétrico de H; € obtido invertendo os

operadores bosonicos:

. d? ‘
H, =a, a; +E{) = —F+W12 +w, +EV (2.83)

Escrevemos H, através de novos operadores a," e a,” da seguinte

H,=a,a' +E!) =ala,” +EY
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(2.85)

(2.86)

Fazendo a multiplicagdo dos operadores (2.85) e (2.86) temos:

2 r
aza, =—F+w§—w2 (2.87)

Escrevemos assim o Hamiltoniano H, através dos operadores,

substituindo (2.87) em (2.84):

2

H, =—%+w§—w; +EQ (2.88)
r

Usando as relagdes (2.83) e (2.88) achamos o valor de wy.

w?+w, +E0 = wl-w, +EP (2.89)

Substituindo o valor obtido para w; em (2.80) e também o valor
de E," dado em (2.81) na expressdo (2.89), chegamos aos seguintes

resultados:

EQ = -[—l—J P 2.91)

4 +160+16)  4(0+2)

Para escrevermos H, através dos operadores substituimos o valor

para o superpotencial (2.90) e o valor da energia (2.91) na expressdo (2.88).
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(2.92)

O companheiro supersimétrico de H, € obtido invertendo os

operadores bosonicos:

4

H, =a;a;+Egﬂ=-§T;+w§+wz +ED (2.93)

I3 + - L
Escrevemos Hj através de novos operadores a; e a; da seguinte

H, =a,"a +E® =ala,” + EY)

a3 =E+W3

Neste caso resolvendo a equaga@o de Riccati correspondente obtém-se:

(—6—3 1 ]
w, = +
- r 20+ 6

(3).

e o valor de E,

EO) _( 1 }z 1 (2.98)

407 +240+36) 4L +3)

O companheiro supersimétrico de H; € obtido invertendo os

operadores:
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Escrevemos Hy através de novos operadores a; e a4

H, =a,a} +EY) =ala,” +EY (2.100)

(2.101)

e ad;+ = (2.102)

Novamente resolvendo a equagdo de Riccati correspondente

obtém-se:

qu["f“% ‘ ] (2.103)
I 20+8

e o valor de E,“:

B = _(;J o M (2.104)

40 +320+64) 4L +4)
Temos que este processo pode ser repetido n vezes, chegando

assim a uma forma geral para o Hamiltoniano.

Hu+| = a:+la;+| +Eg]+i) (2.105)

d (et 1

(2.106)
dr r 2(0+n+1)

e EE

= — (2.107)
dr r 2(+n+1)
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Neste caso os valores obtidos para w, sdo diferentes entre si,
distintamente do oscilador harmdnico unidimensional estudado anteriormente.

Chegamos também a forma geral para a energia:

E 2 =——-1—, n=0,1,2,3.. (2.108)
4(L+n+1)°

Achamos também as autofungdes para o atomo de hidrogénio,
pois ja temos os valores para w, e para os operadores a," € a,.

Quanto aos autoestados, primeiro encontramos a fun¢do de onda

para a parte radial " através da relagdo abaixo, deduzida em (2.31).

—j w,dr

) = e (2.109)
Substituimos w; dado pela relagdo (2.80) na expressdo acima onde temos que

resolver a seguinte integral:

r

ledr=(—£—1)lnr+2£+2 (2.110)

Substituindo o resultado da integral (2.110) na expressdo para a

fun¢do de onda (2.109) temos:

r

P = (el g 2232 (2.111)
Para comprovarmos a eficacia do método apresentado podemos
fazer uma comparagdo dos resultados obtidos aqui com os resultados
encontrados na literatura (Schiff, 1968). Para essa compara¢do usamos 0s

seguintes valores: n=0, ¢=0 e N=1, onde n é o nimero quéntico radial ,
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¢ € o nimero quantico de momento angular e N é o nimero quantico total, tal
qual é usualmente definido como N=n+/¢+1.

Desse modo, a fun¢do (2.111) torna-se:

Y =re 2 (2:112)
Encontramos também a fungdo de onda ¥ através da seguinte

relacdo:

P = [ (2.113)
Substituimos w, dado pela relag@o (2.90) na expressdo acima onde temos que

resolver a seguinte integral:

r

Iwzdr =(-0-2)nr+——— (2.114)

Substituindo o resultado da integral (2.114) na expressdo para a

funcdo de onda (2.113) temos:

r

N ] (2.115)
Aplicando o operador a;” dado em (2.76) a fungdo de onda

(2.115) e substituindo w; dado pela relagdo (2.80), chegamos a fun¢do de

onda para o primeiro estado excitado ¥".

arp) = 1 ¢ 30 -2g~3+r[ﬁ—] _ g0 (2.116)
40 +120+8

Usando os valoresn =1 e ¢ =0 o que implica em N = 2 para

compararmos com os resultados encontrados na literatura, obtemos:
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(2.117)

Achamos também a fungdo de onda no estado fundamental para o

terceiro Hamiltoniano através da seguinte relacéo:
SON Ay (2.118)

Substituindo w; dado pela relagdo (2.97) na expressdao acima

obtém-se:

T

W) = (49 ¢ 2646 (2.119)
Determinamos também o valor da fung@o de onda para o segundo
estado excitado W," através dos operadores a," (2.85) e w, dado em (2.90) e

depois aplicando o operador a;" (2.76) com w; dado em (2.80).

W) = p02 ¢ 70r6 —2!2’—5+r[;4f;10J — g (2.120)
4¢° +20/+24

Usando os valores n = 2 e ¢ = 0 o que implica em N = 3,

obtemos:
a,*klﬂm=e—a.r[3—r+l—18~rz}=‘~I’2‘” (2.121)

Assim chegamos a forma geral para obtermos as autofungdes,
como mostra a figura 1, aplicando sucessivas vezes os operadores na fungao
de onda no estado fundamental de cada membro da hierarquia de

Hamiltonianos.
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PP eatal..al P (2.122)

Obtém-se também uma forma geral para o autovalor de energia.

1

EAer
N, 4N2

N=n+/+1 (2.123)

No caso do atomo de hidrogénio temos a dependéncia do valor
de ¢, que indica em qual familia de Hamiltonianos estamos interessados.

Os resultados obtidos para o atomo de hidrogénio através da
supersimetria estdo de acordo com dados encontrados na literatura (Schiff,
1968). Pode-se também comparar a equagdo radial em dimensdes arbitrarias
(Alves & Drigo, 1988) e o caso feito aqui em 3 dimensdes, esta comparagdo
mostra que usando D = 3 (dimensdes do espaco) os resultados coincidem,
como se espera.

Na tabela 2 temos um resumo dos resultados obtidos para o

atomo de hidrogénio através da supersimetria.
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Superpotencial

Autovalor

de

Energia

Funcio de Onda
obtida pelo Estado
Fundamental
de cada H,

M) — 1

E o
2 40 +1)?

@ _ 1

E e e
0 4(0+2)

+
2(0+n+1)

n=0,1,2,3

|

B0 = _ 1
4(L+n+1)*

=4, 1 3

Tabela 2: Resumo dos resultados obtidos para o Atomo de Hidrogénio via

formalismo da Mecanica Quantica Supersimétrica.
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III. METODO VARIACIONAL E POTENCIAL DE

LENNARD-JONES

3.1 - Método Variacional

O método variacional (Gasiorowicz, 1996) pode ser usado para
determinacdo aproximada dos niveis de energia de um sistema.
Particularmente, este método € util quando ndo ha uma maneira de obter-se
uma solug@o exata da equagdo de Schrodinger.

Considerando o Hamiltoniano H e uma funcdo integravel V¥
normalizada:

(¥ | ¥ )=1 (3.1

Esta fungdo ¥ pode ser expandida num grupo completo para
autoestados de H, denotado por ¥, .

Y =E_ ¥

A expressdo para W sera:

¥Y=3C,V¥,

Assim:

CEH | y=2 ZC{"F, | H | ¥ )6,=

=2 YC.CE(Y, | Fa )

onde paran=mtemos ( ¥, | ¥, )=1, entdo:
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(s (TE S = Dl gl RE SEC [

Por (3.1) implica que:
Zle, =1
entdo substituindo (3.6) na expressdo (3.5) temos:
Boesd 2 [EHN ] v (3.7)
Podemos usar esse resultado para calcular E,. Isto pode ser feito
através da escolha de uma ¥ que dependa do numero de parametros (o,

0y,...), calculando ( ¥ | H | ¥ ) e minimizando em relacdo a esses

parametros. Claramente, quanto mais proxima a fungdo W estiver do que seria

a funcdo de onda real, melhor sera o resultado obtido.

3.2 - Potencial de Lennard-Jones
Podemos escrever a energia potencial de dois atomos separados

por uma distancia R da seguinte maneira:

URR) = 48[[%}12 —[%ﬂ (3.8)

onde € e G sdo pardmetros. Com4 e c®=Aedec?=Ba equacao (3.8)

torna-se:

B A
) ==

R6
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Este potencial € conhecido pelo nome de potencial de Lennard-Jones (Kittel,
1978), onde o primeiro termo € uma interagdo repulsiva e o segundo termo

uma interagao atrativa. Estas intera¢Ges sdo descritas abaixo.

Interac¢ao Repulsiva

A medida que dois 4tomos se aproximam, suas distribui¢des de
carga se superpdem, fazendo variar assim a energia eletrostatica do sistema.
Para distancias suficientemente proximas, a energia da superposi¢do torna-se
repulsiva, devido, em grande parte, ao principio de exclusdo de Pauli.

A superposicdo dos elétrons faz aumentar a energia do sistema e
faz surgir uma contribuigdo repulsiva para a interagao.

Dados experimentais sobre gases nobres podem ser bem

explicados por um potencial repulsivo da forma B / R', quando usado

juntamente com um potencial atrativo de longo alcance, onde B é uma

constante positiva.

Intera¢ao de van der Waals-London

Consideremos dois atomos idénticos de gases nobres separados
por uma distancia R grande em comparagdo com os raios dos atomos. Esses
atomos induzem dipolos e os momentos assim induzidos produzem uma

interagdo atrativa.
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Tomemos dois osciladores harmoénicos lineares idénticos 1 e 2,
separados por uma distancia R. Cada oscilador possui cargas *+ e separadas

por X; € X, conforme a figura 2.

Figura 2: Coordenadas para dois osciladores com cargas.

As particulas oscilam ao longo do eixo dos x, p; € p, sdo as
quantidades de movimento. A constante de for¢a ¢ C. A hamiltoniana do

sistema ndo perturbado é:

(3.10)

Cada um destes osciladores ndo acoplados possui frequéncia de ressonéancia

dada por wy = (C / m)"* (Tipler, 1984) apropriada para um oscilador

harmonico simples.
Seja H, a energia de interagdo coulombiana dos dois osciladores
(com geometria indicada na figura 2) e denominando R como sendo a

coordenada intermolecular escrevemos:
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e2 cl e2 62
H=—+ - -
R R+4x;—x; R+x; R-~-x;

3.11)

Na aproximacao | X; |, | X | << R podemos desenvolver cada termo de (3.11)
em uma série, obtendo assim uma aproximag¢ao de menor ordem.

Desenvolvemos a seguinte série geométrica (Butkov, 1978):

‘ :1_1{1]2_... (3.12)

1+% R AR

onde y sera X; - Xy, X € X,, em todos os casos y / R << 1.

Comecemos com o segundo termo do lado direito de (3.11):

2

el % ezxz+e2x]2 2.ezx,x3+ezx§
Rut R R’ R R® R’

Desenvolvemos o terceiro termo do lado direito de (3.11):
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Meétodo Variacional e Potencial de Lennard-Jones

2 2 2.2
giesN e NS

=E+ =3 - =5 (3.15)

Substituindo as expansdes feitas em (3.13), (3.14) e (3.15) na
expressao para H, (3.11) obtemos:

c

24 2 2 2.2 2 202
ex: BX e’x 2e°x.x e’x
H=z—+ ! e 2 2

e2
- -
R R R* PR R*

,
e’ e’x, ex}

-t
R R* R

2
26°%.%;

H, =3

(3.17)

A hamiltoniana total com a forma aproximada (3.17) para H,

pode ser diagonalizada pela transformag¢@o de normalizagéo:
1 1
X Eﬁ(xﬁxz) : Xa Eﬁ(xl‘xz)
ou resolvendo para x; € X; .

(3.19)

O indice s significa 0 modo simétrico do movimento e o indice a
o antissimétrico. As quantidades de movimento p; € p, associadas com os dois

modos sdo dados por:

(p. - p.)
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Método Variacional e Potencial de Lennard-Jones

As expressoes para a hamiltoniana do sistema nao perturbado Hy
(3.10) e para a energia de interagdo coulombiana dos dois osciladores H,
(3.11) com as transformagdes (3.19) e (3.20) tornam-se:

2
a

o e
H, = —p?+—p +=Cx? +=Cx
? 2mpS 2mpa d. 9

2.2 2.2
ex: ex;
H, = + = (322

A hamiltoniana total dada pela soma Hy + H;, pode ser escrita

1 1 2e’ 1 ] 2¢’
H=|——p>+—= C— el =Pt A== 3.23
[2mps 2( R? Jx] |:2mp“ 2[ R® ]x] ( )

As frequéncias dos osciladores harmonicos acoplados podem ser

determinadas por inspe¢do da expressdo (3.23), encontrando-se:

ARG e

Em (3.24) a raiz quadrada sera desenvolvida em uma série de
Taylor (Butkov, 1978). Para simplificar mudaremos a notagio para x = 2 e’ /

C R’ entdio (3.24) torna-se:

w=(E) e

A série de Taylor é dada por:
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Meétodo Variacional e Potencial de Lennard-Jones

£(x) = (1+ %)% = £(x,) + £'(x,) X + %f"(xo).xz it

f'(x0)=%(1+xu)% f"(xo)=—%(1+x0)‘%
Substituindo (3.27) em (3.26) para xo = 0 temos:

f(x)=(1+x)%=l+%x~%x2+... (3.28)

f(x):(l—x)%=1—?ll~x—éx2—... (3.29)

Substituindo as séries (3.28) e (3.29) onde x = 2 ¢’ / C R’ na

expressdo para a frequéncia (3.25) temos:

2 2 %2
w=Ww, lJ_rl 2'63 2t 2'81 %...
2V CR 8| CR-

onde w é dado por (C / m)"2.

A energia do sistema no zero absoluto € dada por:

U, = l."%.(WS +w,)
2
wol 2e*) w,[ 26 ;
Waor— ——
2\ CR* 8 (CR’

wo( 262 w,(2e)
w2 o) e e




Meétodo Variacional e Potencial de Lennard-Jones

Substituindo (3.32) e (3.33) em (3.31) temos:

aw, (26 Y
Ui:h.wo— SU(CR‘J

E a energia sem interagdo é dada por:

U= 2.%.h.w0 = AW, (3.35)

Assim a diferen¢a entre os termos para a energia do sistema no

zero absoluto U; (3.34) e a energia sem interagdo U, (3.35) é:

(Bt A
g\ (CRE | iR

o hw, (2.’ 2
8 C

Esta € uma interag@o atrativa (jue varia com o inverso da sexta
poténcia da distancia entre os dois osciladores. Esta é conhecida como
interagdo de van der Waals (Kittel, 1978), ou interagdo de London ou, ainda,
interagdo induzida dipolo-dipolo. Trata-se da interagdo mais importante para
cristais de gases nobres e também para muitos cristais de moléculas organicas.

O potencial de Lennard-Jones (12,6) € usado em muitas
interagdes intermoleculares (Brooks et al., 1988). Por outro lado, o potencial
de Lennard-Jones (10,6) tem sido usado para representar a interag@o entre um
alcalino e um atomo de gas nobre (Mahan & Lapp, 1969) e € também

aplicado para a intera¢do He-He (Green, 1952; Feenberg, 1970). Finalmente,
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Meétodo Variacional e Potencial de Lennard-Jones

os estados excitados no sistema Na-Hg sdo representados pelo potencial de
Lennard-Jones (8,6) (Hiiwel ef al., 1982).
Podemos escrever o potencial de Lennard-Jones (n, 6) em geral

como (Dutt & Varshni, 1987):

)= D(anH%J -2 (3.37)

onde D, € a energia de dissociagdo e r. € a distancia internuclear de equilibrio.
3.3 — Equacio de Schriodinger para o potencial de Lennard-

No caso geral, podemos escrever a equagdo de Schrédinger para

o potencial de Lennard-Jones (n, 6) da seguinte maneira:

2 N 6
_’T_d_ﬂif(fj‘)mc( 2 ][[ _E[EJ }LP—E‘P (3.38)

2mdr? 2m n-6 6\ r

Fazendo x =r/r., e chamando:

_ 2me/D,
h!

A

2mr’E

En=—
h._

A expressdo (3.38) torna-se:

{_ d? +e(e+1)+?{ 6
n

2 2
dx X
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Precisamos do valor da constante A que faz parte da equag@do

(3.41), para os calculos de minimizag@o da energia. Podemos determinar A

I, (Z.p.De)%
h

usado no

através de uma comparagdo com O parametro mn =

artigo de R. N. Kesarwani e Y. P. Varshni (Kesarwani & Varshni, 1980), e no

artigo de R. Dutt e Y. P. Varshni (Dutt & Varshni, 1987), considerando p =m

temos, A =4m>.

Esta relagcdo entre os pardmetros A e m € necessaria para que
possamos comparar os resultados obtidos para a minimizag¢do da energia para
o potencial de Lennard-Jones (12,6) pelo método variacional com o método
WKBJ (Kesarwani & Varshni, 1980) para / = 0, e com o método expansdo
1/N modificada (Dutt & Varshni, 1987) para / # 0.

Precisamos relacionar também o parametro A dado em (3.39)

2

usado no método variacional com o pardmetro 3 = > usado no artigo de
h

B. C. Eu e H. Guerin (Eu & Guerin, 1971) e no artigo de D. Singh e Y. P.
Varshni (Singh & Varshni, 1985) para calcular os autovalores para os

potenciais de Lennard-Jones (10,6) e (8,6), respectivamente. Apds a

comparagdo dos dois pardmetros e considerando € = D, e r. = o temos,
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Meétodo Variacional e Potencial de Lennard-Jones

Esta relagdo entre os parametros A e 3 € necessaria para que
possamos comparar os resultados obtidos para a minimizagdo da energia para
os potenciais de Lennard-Jones (10,6) e (8,6) pelo método variacional com os
métodos WKBJ (Eu & Guerin, 1971) e solugdo numérica da equagdo de
Schrédinger (Singh & Varshni, 1985), respectivamente.

Nos artigos citados acima a energia ¢ dada pela seguinte

expressao:

E
Ew =Es=— :
w=Eys (3.42)

[

Se tomarmos a expressdo (3.40) para En e dividirmos pela

expressao (3.39) para A obtemos:

2mr’E

Desse modo, podemos fazer uma comparagdo direta dos

resultados obtidos para a minimizagdo da energia pelo método proposto com

os resultados obtidos por outros métodos encontrados na literatura.
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Potencial de Lennard-Jones (12,6)

IV. POTENCIAL DE LENNARD-JONES (12,6)

4.1 — Potencial de Lennard-Jones (12,6) com /= 0.
Vamos trabalhar inicialmente sem o termo de barreira de

potencial, ou seja, / =0 e com n = 12, desse modo a expressao (3.41) torna-se:

1 2

O hamiltoniano para o potencial de Lennard-Jones (12,6) com / =

0 é dado por:

2
Hz—d—+
dx?

O potencial de Lennard-Jones (12,6) tem a seguinte forma:

V(x)= X% ek 43)

6
X

Para aplicarmos o método de fatorizagdo no hamiltoniano (4.2)

temos que resolver a equagdo de Riccati onde tirariamos a expressdo para o
superpotencial, mas apos alguns calculos observamos néo ser possivel obter a
solugdo da equagdo de Riccati, desse modo, sugerimos um superpotencial que
forneg¢a uma fun¢do de onda que tenha uma forma aproximada a ser usada no
método variacional.

Foram analisados varios superpotenciais, a fim de encontrarmos

a forma mais adequada. Usando o software Mathematica (Wolfram, 1996)
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Potencial de Lennard-Jones (12,6)

fizemos os célculos numéricos necessarios para a minimizagdo da energia e
foram comparadas as formas dos potenciais efetivo e original através de
graficos feitos no software Mathcad (Math Soft Mathcad, 1994).

O fato de ndo terem sido observados minimos para os valores de
energia e a diferenga entre os potenciais real e efetivo levou-nos a descartar
varios superpotenciais.

Assim, ap0s estes testes chegamos a uma forma adequada para o
superpotencial que é dado por:

w(x)=—£6+A—rH—
X X

Este superpotencial gera o potencial efetivo:
Ve (x)=w?(x) - w'(x) =

B- . .2B 2AB H 2AH
=x7+x—7(H—3)— s +x—2(H—1)—*x—+A2 (4.5)

A partir do superpotencial (4.4) obtém-se também a fun¢do de

onda (como mostrado em (2.31)) que € dada por:

\P(x) . e— Iw(x)dx

Neste caso:

Jw(x)dx: J(—%+A—%}dx=£§-+m{—kllnx
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Potencial de Lennard-Jones (12,6)

LIRS

Y(x)=e ¥  x" (4.7)

Com a finalidade de saber qual a forma da fun¢édo de onda (4.7),
foi feito um grafico no software Mathematica, onde podemos observar que
realmente € uma fun¢do de onda aceitavel no sentido de ser normalizavel;
percebe-se, por exemplo, que quando x—>0=>%(x)—>0 e, se
x = 0 = ¥Y(x) > 0, esse grafico esta no Apéndice 1.

A energia serd obtida pela minimizacdo com relagdo ao
parametro variacional H. Os valores para os parametros A e B foram obtidos
através de uma comparagdo direta dos coeficientes dos termos 1 / x> e 1/ x°
do potencial original (4.3) e do potencial efetivo (4.5).

A equagdo a ser minimizada sera:

d2

Com o objetivo de compararmos os resultados obtidos pelo
método variacional com resultados encontrados na literatura, € necessario
uma relacdo entre os parametros envolvidos nos dois métodos, como

mostrado no final do item III.
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Potencial de Lennard-Jones (12,6)

4.2 — Potencial de Lennard-Jones (12,6) com / # 0.
Vamos trabalhar também com o termo de barreira de potencial,

ou seja, / # 0 e com n = 12, desse modo a expressdo (3.41) torna-se:

2
{— 4 +€(E+I)+7{ L }}‘{JzEnLP (4.9)
X

d}(z XZ 12 X6

O hamiltoniano para o potencial de Lennard-Jones (12,6) com / #

0 é dado por:

2y N0 2K
+ + -—

dx? x> X2k~ 5l

H=-

(4.10)

O superpotencial sugerido tera a mesma forma apresentada em
(4.4) e desse modo a fungd@o de onda sera igual a (4.7).
A equagdo a ser minimizada em relagdo ao parametro variacional

H tera, neste caso, o termo de barreira de potencial e sera dada por:

“ % LY A T R |
[¥(x). Tt (x2 )+x'2 —F}L}J(x)dx
En=2

4.11)

E]‘Pz (x)dx
0

Os valores usados para os pardmetros A, A e B sdo iguais aos

usados para o caso anterior considerando / = 0 e o procedimento para os

calculos de minimizagéo € analogo.
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Potencial de Lennard-Jones (12,6)

Os calculos necessdrios para a minimizagdo da energia foram
feitos no software Mathematica. No Apéndice I esta apresentado o caso para a
minimizagdo sem o termo de barreira de potencial, / = 0 para apenas um valor
do pardmetro A, visto que para os outros valores de A e para / # 0 o

procedimento € analogo.

4.3 — Resultados para o potencial de Lennard-Jones (12,6).

Nas tabelas 3 e 4 estdo os valores encontrados para a
minimizagdo através do método variacional para quatro diferentes valores do
pardmetro A com / = 0 e com / # 0, estdo também os valores para os

parametros A e B (que foram fixados através de uma comparagdo direta dos

coeficientes dos termos 1 / x> e 1 / x° do potencial original e do potencial

efetivo) e os valores para o parametro variacional H.

Foram escolhidos alguns valores para o parametro A de tal forma
que possamos encontrar valores compativeis para m no artigo de R. N.
Kesarwani e Y. P. Varshni (Kesarwani & Varshni, 1980) usado para a
comparagao dos resultados para / = 0 e no artigo de R. Dutt e Y. P. Varshni

(Dutt & Varshni, 1987) usado para a comparag@o dos resultados para / # 0,

lembrando que A =4m>. Nestes artigos os calculos s3o feitos via método
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Potencial de Lennard-Jones (12,6)

WKBJ e expansdo 1/N modificada, respectivamente. A energia sera

comparada de acordo com as expressdes dadas em (3.42) e (3.43).

A H Ev

100 3.61 -0.500554

100 3.66 10 10 -0.483785

100 3.76 10 10 -0.450358

100 3.92 10 10 -0.400502

100 4.15 10 10 -0.334579

100 4.40 10 10 -0.253117

100 8.55 10 10 -0.345022

900 392 30 30 -0.811508

900 3.54 30 30 -0.809400

900 3.55 30 30 -0.805183

900 3.59 30 30 -0.798862

900 3.66 30 30 -0.790439

900 5 3.70 30 30 -0.779916

900 10 4.25 30 30 -0.696033

Tabela 3: Resultados encontrados para a minimizagdo da energia para o

potencial de Lennard-Jones (12,6) através do método variacional (Ev) para A

=100 e A =900.
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Potencial de Lennard-Jones (12,6)

A H Ev

2500 3.51 -0.884164

2500 3:52 50 50 -0.883392

2500 3.54 50 50 -0.881840

2500 3.56 50 50 -0.879512

2500 3.59 50 50 -0.876412

2500 3.62 50 50 -0.872536

2500 391 50 50 -0.841564

10000 3,51 100 100 -0.941046

10000 3.51 100 100 -0.940849

10000 3.52 100 100 -0.940455

10000 353 100 100 -0.939864

10000 3.54 100 100 -0.939076

10000 3.56 100 100 -0.938091

10000 3.70 100 100 -0.930215

10000 15 3.92 100 100 -0.917425

10000 20 4.24 100 100 -0.899732

10000 25 4.64 100 100 -0.877151

Tabela 4: Resultados encontrados para a minimizag¢do da energia para o

potencial de Lennard-Jones (12,6) através do método variacional (Ev) para A

=2500 e A =10000.
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Potencial de Lennard-Jones (12,6)

Na tabela 5 estdo os valores encontrados para a minimizagdo da
energia para o potencial de Lennard-Jones (12,6) pelo método variacional
(Ev) para diferentes valores de A e /, e a comparagdo destes valores com os
resultados obtidos através do método WKBJ (Kesarwani & Varshni, 1980)
para / = 0 e para / # 0 os valores sdo comparados com os resultados obtidos

através do método de expansdo 1/N modificada (Dutt & Varshni, 1987) (Ew).

A

Ev

Ew

Ew - Ev

100

-0.500554

-0.500973

0.000419

900

-0.811508

-0.811519

0.000011

2500

-0.884164

-0.884168

0.000004

10000

-0.941046

-0.941046

0.000000

10000

-0.938091

-0.938080

-0.000011

10000

-0.930215

-0.930210

-0.000005

10000

15

-0.917425

-0.917420

-0.000005

10000

20

-0.899732

-0.899730

-0.000002

10000

25

-0.877151

-0.877150

-0.000001

1 2 3 4 5 6

Tabela 5: Comparagao dos resultados obtidos pelo método variacional (Ev)
com resultados encontrados na literatura obtidos através do método WKBJ

(Kesarwani & Varshni, 1980) e expansdo 1/N modificada (Dutt & Varshni,

1987) (Ew). A tltima coluna indica a diferenga entre o valor obtido aqui e o

indicado na literatura.
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Potencial de Lennard-Jones (12,6)

Verificando a ultima coluna da tabela 5 observa-se que os
resultados obtidos pelo método variacional estdo bem de acordo com os
resultados encontrados na literatura. Para A = 10000 e / = 0 temos o melhor
resultado, onde eles coincidem até a sexta casa decimal e paraA=100e /=0
temos o pior resultado, mas mesmo assim eles coincidem até a terceira casa
decimal.

Com o propésito de confirmar a similaridade entre o potencial
original (4.3) e efetivo (4.5) foi feito um gréafico, usando o software Mathcad,

para comparar estes dois potenciais. Neste grafico (Figura 3) foi usado para o

parametro A = 100, um dos valores escolhidos para a minimizagdo da energia,

para os parametros A = 10 e B = 10, os valores foram obtidos através da
comparagdo direta do potencial original e efetivo, e para o parametro
variacional H = 3.61 foi usado o valor ja minimizado. Pode-se observar que a
forma do potencial efetivo esta bem proxima a forma do potencial original, o
que nos indica que o superpotencial sugerido em (4.4) é uma boa
aproximacao do potencial original e que também a fung¢do de onda obtida pelo
mesmo superpotencial € adequada para ser usada no método variacional. Foi
adicionado ao potencial efetivo uma constante (-50) a fim de deslocar o
grafico e permitir uma melhor comparacdo entre as formas das duas curvas.

Esta constante ndo altera os resultados obtidos.
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Potencial de Lennard-Jones (12,6)

Figura 3: Comparagéo dos graficos para o potencial de Lennard-Jones (12,6)

V(x) dado em (4.3) e do potencial efetivo Ve(x) dado em (4.5), para x
variando de 0.85a2,A=100,A=10,B=10e H=3.61.
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V. POTENCIAL DE LENNARD-JONES (10,6)

5.1 — Potencial de Lennard-Jones (10,6) com /= 0.
Os calculos serdo feitos inicialmente sem o termo de barreira de

potencial, ou seja, / =0 e com n = 10, desse modo a expressao (3.41) torna-se:
d2

+ A 5.1

{ 5 (3.1)

O hamiltoniano para o potencial de Lennard-Jones (10,6) com / =

0 ¢é dado por:

d2
——

dx?

O potencial de Lennard-Jones (10,6) tem a seguinte forma:

3k 5k
V)=t 5.3
(x) or e (5.3)

Novamente foram testados varios superpotenciais até chegarmos
a forma mais adequada para ser usada no método variacional. Desse modo o

superpotencial sugerido é da forma:

W(X)=—-E+A—E
X X

Este superpotencial gera o potencial efetivo:

Vi (x)=w?(x) - w'(x) =
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Potencial de Lennard-Jones (10,6)

2
BBy g 2B He o 2AH ., g
X X X X X

A partir do superpotencial (5.4) obtém-se também a funcdo de

onda que neste caso ¢ dada por:

(5.6)

Com a finalidade de saber qual a forma da fungdo de onda (5.6),

foi feito um gréafico no software Mathematica, onde podemos observar que
realmente € uma fungdo de onda aceitével, esse grafico estd no Apéndice II.

Os calculos de minimizagdo para o potencial de Lennard-Jones

(10,6) foram feitos primeiramente com um parametro variacional H. Neste

caso o valor para o parametro A foi fixado através de uma comparagdo direta

dos coeficientes dos termos 1 / x'’ do potencial original (5.3) e do potencial

efetivo (5.5). O parametro B foi fixado fazendo uma comparagdo entre as

poténcias negativas mais altas do termo atrativo para ambos 0s potenciais, ou

seja, entre os coeficientes do termo 1 /x ® do potencial original e do termo 1 /

x > do potencial efetivo.

Os resultados obtidos com um parametro variacional H ficaram
aquém do esperado, por isso optamos por refazer os calculos com dois
parametros variacionais A e B. O valor do parametro H foi fixado como sendo
a metade do valor da poténcia mais alta no denominador do potencial original.

Com este critério procurou-se evitar singularidades nos calculos da energia,
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Potencial de Lennard-Jones (10,6)

uma vez que hd um cancelamento dos termos de mais alta poténcia no

denominador.

A equagdo a ser minimizada sera:

] 2
J.‘P(x){— d—2 +
0

dx

En =

primeiro em relagdo a um parametro variacional H e depois para dois

parametros variacionais A e B.

5.2 — Potencial de Lennard-Jones (10,6) com / # 0.
Vamos trabalhar também com o termo de barreira de potencial,

ou seja, / # 0 e com n = 10, desse modo a expressdo (3.41) torna-se:

2
{—d +€(€jl) x[ (5.8)

dx? X

O hamiltoniano para o potencial de Lennard-Jones (10,6) com / #

0 é dado por:

2
po 4 ae+D 3 A _g
2 gl i

A
o6

(5.9)

O superpotencial sugerido tera a mesma forma apresentada em

(5.4) e desse modo a fungdo de onda sera igual a (5.6).
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Potencial de Lennard-Jones (10,6)

O procedimento adotado sera o mesmo daquele indicado no sub-
item anterior (/ = 0), isto é, primeiro em relagdo ao parametro variacional H e
depois em relagdo aos parametros variacionais A e B. Nesse caso, entretanto,

ha o termo de barreira de potencial. A equagdo a ser minimizada sera:

2
I‘P( x)| -2 g(fjl) §i ¥(x)dx

dx X 2 X 2 x
En = - (5.10)

W2 (x)dx
0

Os valores usados para os parametros A, H, A e B sdo iguais aos
usados para o caso considerando / = 0 e o procedimento para os calculos de
minimizag¢do € analogo.

Os célculos necessarios para a minimizagdo da energia foram
feitos no software Mathematica e estdo apresentados no Apéndice II, apenas
para a minimizagdo em relagdo aos parametros A e B, visto que os calculos

em relagdo ao parametro H sdao anélogos aos mostrados no Apéndice I.
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Potencial de Lennard-Jones (10,6)

5.3 — Resultados para o potencial de Lennard-Jones (10,6).

Na tabela 6 estdo os valores encontrados para a minimizag¢ao da
energia através do método proposto utilizando apenas o parametro variacional
H, para dois diferentes valores do parametro A com /=0e /# 0.

Foram escolhidos alguns valores para o parametro A de tal forma
que possamos encontrar valores compativeis para 3 no artigo de B. C. Eu e H.

Guerin (Eu & Guerin, 1971) usado para a comparagdo dos resultados,

lembrando que A=2. A energia sera comparada de acordo com as

expressOes dadas em (3.42) e (3.43).

Na tabela 7 estdo os resultados obtidos para a minimizagdo da
energia usando dois pardmetros variacionais A e B, onde o valor de H foi
fixado como sendo a metade do valor da poténcia de ordem mais alta no

potencial original (5.3).
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Potencial de Lennard-Jones (10,6)

A H Ev

2500 -6.55 -0.893536

2500 -6.55 51 61 -0.892760

2500 -6.53 31 61 -0.891208

2500 -6.51 51 61 -0.888876

2500 -6.47 8l 61 -0.885768

2500 -6.43 51 61 -0.881888

2500 -6.10 51 61 -0.850872

10000 -16.57 102 122 -0.945925

10000 -16.56 102 122 -0.945728

10000 -16.55 102 122 -0.945334

10000 -16.54 102 122 -0.944743

10000 -16.53 102 122 -0.943954

10000 5 -16.51 102 122 -0.942969

10000 10 -16.34 102 122 -0.935087

Tabela 6: Resultados encontrados para a minimiza¢do da energia para o

potencial de Lennard-Jones (10,6) através do método variacional (Ev), para

valores fixos de A e B. H ¢ usado como pardmetro variacional.
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Potencial de Lennard-Jones (10,6)

A B Ev

2500 54.25 -0.893880

2500 54.25 -0.893104

2500 54.25 -0.891552

2500 56 54.3 -0.889220

2500 56 54.35 -0.886116

2500 56 54.35 -0.882236

2500 56 54.7 -0.851236

10000 110 108.25 -0.946087

10000 110 108.25 -0.945890

10000 110 108.25 -0.945496

10000 110 108.25 -0.944905

10000 110 108.3 -0.944116

10000 5 110 108.3 -0.943131

10000 10 110 108.45 -0.935253

Tabela 7: Resultados para a minimizag@o da energia para o potencial de

Lennard-Jones (10,6) através do método variacional (Ev), em relagdo aos

pardmetros variacionais A e B.
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Potencial de Lennard-Jones (10,6)

Observando as tabelas 6 e 7 verifica-se que os resultados para a

minimizagdo da energia com um parametro variacional H e com dois

pardmetros variacionais A e B ndo sdo muito distintos, estes resultados

coincidem pelo menos até a segunda casa decimal.

Na tabela 8 estdo os valores encontrados para a minimizagdo da
energia para o potencial de Lennard-Jones (10,6) pelo método variacional
(Ev) com um e dois parametros variacionais € a comparagdo destes valores
com os resultados obtidos através do método WKBJ (Ew) (Eu & Guerin,

1971).

Parametros

Variacionais

AeB

2500

-0.893880

-0.894100

0.00022

AeB

10000

-0.946087

-0.946100

0.000013

H

2500

-0.893536

-0.894100

0.000564

H

10000

-0.945925

-0.946100

0.000175

Tabela 8: Comparagdo dos resultados obtidos para o potencial de Lennard-
Jones (10,6) pelo método variacional (Ev) com resultados encontrados na

literatura via método WKBJ (Ew) (Eu & Guerin, 1971). A ualtima coluna

indica a diferenca entre estes valores.
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Potencial de Lennard-Jones (10,6)

Verificando a ultima coluna da tabela 8 observa-se que os
resultados obtidos pelo método variacional estdo de acordo com os resultados
obtidos pelo método WKBJ. Para a minimizagdo feita com dois pardmetros
variacionais os resultados coincidem até a quarta casa decimal. Por outro
lado, usando apenas um parametro variacional os resultados coincidem até a
terceira casa decimal.

Com o objetivo de confirmar a similaridade entre o potencial
original (5.3) e efetivo (5.5) foi feito um grafico, usando o software Mathcad,
para comparar estes dois potenciais. Neste grafico (Figura 4) foi usado para o

parametro A =2500, um dos valores escolhidos para a minimiza¢do da

energia, para os parametros A = 56 ¢ B = 54.25, foram usados os valores ja

minimizados e para o parametro H = 5 foi usado o valor fixado para os
calculos com dois pardmetros variacionais. Pode-se observar que a forma do
potencial efetivo estd bem proxima a forma do potencial original, o que nos
indica que o superpotencial sugerido em (5.4) € uma boa aproximagdo do
potencial original (5.3). Novamente foi somado uma constante (-2200) ao
potencial efetivo a fim de propiciar uma melhor comparagdo entre as formas

das duas curvas.
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Potencial de Lennard-Jones (10,6)

Figura 4: Comparagdo dos graficos para o potencial de Lennard-Jones (10,6)

V(x) dado em (5.3) e do potencial efetivo V(x) dado em (5.5), para x
variando de 0.85 a2, A=2500, A=56,B=54.25eH=5.
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Potencial de Lennard-Jones (8,6)

V1. POTENCIAL DE LENNARD-JONES (8,6)

6.1 — Potencial de Lennard-Jones (8,6) com /= 0.
Os calculos serdo feitos inicialmente sem o termo de barreira de

potencial, ou seja, / =0 e com n = 8, desse modo a expressao (3.41) torna-se:

M[is_:g}}uﬂ 6.1)

X X

O hamiltoniano para o potencial de Lennard-Jones (8,6) com / =
0 é dado por:

dZ

H=
dx?

O potencial de Lennard-Jones (8,6) tem a seguinte forma:

3L 4A
ViX)=———
(x) RO

O superpotencial sugerido ¢ da forma:

w(x)=—£4+A—E
X X

Este superpotencial gera o potencial efetivo:

Ve (%) = w? (%) = w'(x) =

2
=B—8+£(H—2)—2ﬁB+%(H~1)~3§E+A2
X X X X X

Ap0s alguns calculos chegamos a fungao de onda:
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Potencial de Lennard-Jones (8,6)

W(x)= '. (6.6)

Com a finalidade de saber qual a forma da fungdo de onda (6.6),
foi feito um grafico no software Mathematica, onde podemos observar que
realmente € uma fungdo de onda aceitavel, esse grafico estd no Apéndice III.

Os célculos de minimizagdo para o potencial de Lennard-Jones
(8,6) foram feitos primeiramente com um parametro variacional H. Neste caso
o valor para o parametro A foi fixado através de uma comparagéo direta dos
coeficientes dos termos 1/ x® do potencial original (6.3) e do potencial efetivo
(6.5). O parametro B foi fixado fazendo uma comparagdo entre as poténcias
negativas mais altas do termo atrativo para ambos os potenciais, ou seja, entre
os coeficientes do termo 1 / x ® do potencial original e do termo 1/ x * do
potencial efetivo.

Os resultados obtidos com um parametro variacional H ficaram
aquém do esperado, por isso optamos por refazer os célculos com dois
parametros variacionais A e B. O valor do parametro H foi fixado como sendo
a metade do valor da poténcia mais alta no denominador do potencial original.
Com este critério procurou-se evitar singularidades nos céalculos da energia,
uma vez que ha um cancelamento dos termos de mais alta poténcia no

denominador.
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Potencial de Lennard-Jones (8,6)

A equagdo a ser minimizada sera:

d* 3% 4\
=+ —— |¥Y(x)dx
dg* x5 & }

o}l{ﬂ (x)dx
0

primeiro em relagdo a um pardmetro variacional H e depois para dois

parametros variacionais A e B.

6.2— Potencial de Lennard-Jones (8,6) com / # 0.
Vamos trabalhar também com o termo de barreira de potencial,

ou seja, / # 0 e com n = &, desse modo a expressdo (3.41) torna-se:

2
{_ d* | ue : D, 1[18 _ i6 }}W - En¥ (6.8)

dx? X X X

O hamiltoniano para o potencial de Lennard-Jones (8,6) com / #

0 é dado por:

dZ  ge+1) 3% 42
clxz+ 2 +F_X_6 (6.9)

H=-

O superpotencial sugerido terd a mesma forma apresentada em
(6.4) e desse modo a fung@o de onda sera igual a (6.6).

A equagdo a ser minimizada primeiro em relagdo ao parametro
variacional H e depois em relagdo aos parametros variacionais A e B tera

nesse caso o termo de barreira de potencial e sera dada por:
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Potencial de Lennard-Jones (8,6)

“ d2  4(£+1) 30 4A

-[LIJ(X) = dx2 + (xz ) + X—S = }<6:|LIJ(X)CIX
0

En = (6.10)

?Tz(x)dx

Os valores usados para os parametros A, H, A e B sdo iguais aos
usados para o caso considerando / = 0 e o procedimento para os calculos de
minimizagao € analogo.

Os célculos necessarios para a minimizagdo da energia foram

feitos no software Mathematica e estdo exemplificados no Apéndice III.

6.3 — Resultados para o potencial de Lennard-Jones (8,6).

Na tabela 9 estdo os valores encontrados para a minimizagao da
energia através do método proposto utilizando apenas o parametro variacional
H, para trés diferentes valores do parametro Acom/=0e /# 0.

Foram escolhidos alguns valores para o parametro A de tal forma
que possamos encontrar valores compativeis para 3 no artigo de D. Singh e
Y. P. Varshni (Singh & Varshni, 1985) usado para a comparacdo dos
resultados, lembrando que A =2.3.

Na tabela 10 estdo os resultados obtidos para a minimizagdo da
energia usando dois parametros variacionais A e B, para trés diferentes

valores do parametro A com /=0e /#0.
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Potencial de Lennard-Jones (8,6)

A H A B Ev
1000 -15.30 36 55 -0.846460
1000 -15.28 36 3 -0.844545
1000 -15.24 36 33 -0.840717

1000 -15.18 36 33 -0.834977

1000 =15.12 36 55 -0.827329

1000 -15.05 36 33 -0.817777

1000 -14.28 36 55 -0.741696

5000 -36.45 82 122 -0.929750
5000 -36.35 82 122 -0.929358

5000 -36.32 82 122 -0.928574
5000 -36.28 82 122 -0.927396

5000 -36.24 82 122 -0.925828

5000 -36.22 82 122 -0.923866
5000 -35.91 82 122 -0.908188
20000 -78.34 163 245 -0.964520
20000 -78.32 163 245 -0.964425
20000 -78.32 163 245 -0.964225
20000 -78.32 163 245 -0.963930
20000 -78.30 163 245 -0.963530
20000 -78.28 163 245 -0.963035

20000 -78.12 163 245 -0.959075

Tabela 9: Resultados encontrados para a minimizagdo da energia para o

potencial de Lennard-Jones (8,6) através do método variacional (Ev), para

valores fixos de A e B. H € usado como parametro variacional.

AVA
AVAYAY

cm 1 Z 3 4 5 6 7 unespw.l 12 13 14 15 1e¢ 17 18



Potencial de Lennard-Jones (8,6)

A
1000
1000
1000
1000
1000

Ev

-0.851841

-0.849934
-0.846115
-0.840392
-0.832767
-0.823253
-0.747443

1000
1000
5000
5000
5000
5000
5000

86 -0.932078
86 -0.931686
85 -0.930902
85 -0.929726
86.10 -0.928160

5000
5000
20000
20000
20000
20000
20000
20000
20000

85.10 -0.926202
86 85.35 -0.910546
175 174 -0.965700

175 174 -0.965600

I'7S 174 -0.965400

175 174 -0.965105

175 174 -0.964710
Lis 174 -0.964215

S I O G SO NG G [ NG IO IO (NG [ O O I~ [ O I N e E N R E N R =

175 174.15 -0.960255

Tabela 10: Resultados para a minimizagdo da energia para o potencial de

Lennard-Jones (8,6) em relagdo aos parametros variacionais A e B.
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Potencial de Lennard-Jones (8,6)

Observando as tabelas 9 e 10 verifica-se que os resultados para a
minimizagdo da energia com um parametro variacional H e com dois
parametros variacionais A e B ndo sdo muito distintos.

Na tabela 11 estdo os valores encontrados para a minimizagdo da
energia para o potencial de Lennard-Jones (8,6) pelo método variacional (Ev)
com um e dois parametros variacionais e a comparagdo destes valores com os

resultados obtidos através da solu¢do numérica da equagdo de Schriodinger

(Es) (Singh & Varshni, 1985).

Parametros

Variacionais

AeB

1000

-0.851841

-0.851909

0.000068

AeB

5000

-0.932078

-0.932090

0.000012

20000

-0.965700

-0.965702

0.000002

1000

-0.846460

-0.851909

0.005449

5000

-0.929750

-0.932090

0.00234

20000

-0.964520

-0.965702

0.001182

Tabela 11: Comparagdo dos resultados obtidos para o potencial de Lennard-

Jones (8,6) pelo método variacional (Ev) com valores encontrados na

literatura via solug@o numérica da equagdo de Schrodinger (Es) (Singh &

Varshni, 1985). A ultima coluna indica a diferenga entre estes valores.
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Potencial de Lennard-Jones (8,6)

Verificando a ultima coluna da tabela 11 observa-se que os
resultados obtidos pelo método variacional estdo de acordo com os resultados
obtidos através da solugdo numérica da equagdo de Schrodinger. Para a
minimizagdo feita com dois pardmetros variacionais os resultados coincidem
até a quinta casa decimal. Por outro lado, usando apenas um pardmetro
variacional os resultados coincidem até a segunda casa decimal.

Com a finalidade de confirmar a similaridade entre o potencial

original (6.3) e efetivo (6.5) foi feito um grafico, usando o software Mathcad,

para comparar estes dois potenciais. Neste grafico (Figura 5) foi usado para o

parametro A = 1000, um dos valores escolhidos para a minimizagdo da
energia, para os parametros A = 39 e B = 38, foram usados os valores ja
minimizados e para o parametro H = 4 foi usado o valor fixado para os
calculos com dois parametros variacionais. Pode-se observar que a forma do
potencial efetivo estda bem proxima a forma do potencial original, o que nos
indica que o superpotencial sugerido em (6.4) é uma boa aproximagdo do
potencial original (6.3). Lembramos que o potencial efetivo foi deslocado

para facilitar a comparagdo das curvas, neste caso foi somado um valor igual a

(— 850).
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Potencial de Lennard-Jones (8,6)

Figura 5: Comparagdo dos graficos para o potencial de Lennard-Jones (8,6)

V(x) dado em (6.3) e do potencial efetivo V.(x) dado em (6.5), para x

variando de 0.8522, A=1000, A=39,B=38e¢ H=4.
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Conclusées

VII. CONCLUSOES

Introduzimos o conceito de Supersimetria em Mecanica
Quantica, seu formalismo e aplicagdo na resolugdo da equagdo de

Schrédinger.

Este tipo de abordagem tem sido bastante usado para tratar
sistemas quanticos que possuem solugdes analiticas e exatas como o oscilador
harménico e o 4&tomo de hidrogénio, que foram demonstrados no item II.

Vimos que uma vez conhecido os autovalores e autofungdes para
um dos membros da Hierarquia de Hamiltonianos € possivel determina-los
para outros Hamiltonianos usando os preceitos da Supersimetria em Mecénica
Quantica.

Foi introduzido também o método variacional, que pode ser
usado para determinagdo aproximada dos niveis de energia de um sistema.
Este método ¢ util quando ndo hd uma maneira de obter-se uma solugéo exata
da equagdo de Schrédinger.

Foi feito um estudo sobre o potencial de Lennard-Jones,
identificando seus termos e sua utilizagdo em sistemas fisicos. Apresentamos

a interagdo repulsiva e deduzimos a interacdo atrativa deste potencial.

Mostramos também a forma geral para esse potencial, onde a poténcia do

termo repulsivo podera valer 12, 10 ou 8.
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Conclusoes

Nosso objetivo foi encontrar um superpotencial adequado, ou
seja, que fornecesse uma fungdo de onda aceitavel a ser usada no método
variacional para obtengdo dos autovalores de energia para o potencial de

Lennard-Jones. Também procurou-se um superpotencial que fornecesse um

potencial efetivo cuja forma fosse semelhante ao grafico do potencial original.

Apds o estudo de vérios superpotenciais, chegamos as formas
apresentadas em (4.4), (5.4) e (6.4) para os potenciais de Lennard-Jones
(12,6), (10,6) e (8,6), respectivamente. Através da verificagdo da forma das
fungdes de onda que foram geradas por estes superpotenciais, dos resultados
de minimizagdo da energia e a constru¢do dos graficos para a comparagido dos
potenciais efetivos com os potenciais originais, podemos concluir que estes
sdo bastante satisfatdrios aos propositos deste trabalho.

Os graficos para a comparagdo dos potenciais foram feitos no
software Mathcad e os calculos necessdrios para a minimizagdo da energia
foram feitos no software Mathematica.

Para o potencial de Lennard-Jones (12,6) foi utilizado apenas um
parametro variacional nos célculos de minimizagdo da energia, os resultados
obtidos foram apresentados nas tabelas 3 e 4. Esses calculos foram feitos sem
o termo de barreira de potencial, ou seja, considerando / = 0, e também com o

termo de barreira de potencial, / # 0.
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Conclusdes

Na tabela 5 foi feita a comparagdo dos autovalores obtidos para o

potencial de Lennard-Jones (12,6) pelo método variacional com os
autovalores obtidos através do método WKBJ para / = 0 e com os autovalores
obtidos através da expansdo 1/N modificada para / # 0, onde podemos
concluir que os resultados chegam a coincidir até a sexta casa decimal.

Para os potenciais de Lennard-Jones (10,6) e (8,6) os célculos de
minimizagdo da energia foram realizados primeiramente com um parametro
variacional, onde observamos que os resultados ficaram aquém do esperado,
por este motivo os célculos foram refeitos com dois pardmetros variacionais,
onde observamos uma melhora nos resultados. Estes célculos foram feitos
para varios valores do parametro A e com /=0e /# 0.

Na tabela 8 temos a comparagdo dos autovalores obtidos pelo
método variacional para um e dois pardmetros variacionais, com O0s
autovalores obtidos através do método WKBJ para o potencial de Lennard-
Jones (10,6), onde observa-se que os melhores resultados s@o obtidos para
dois parametros variacionais.

Foi apresentado na tabela 11 a comparagdo dos autovalores
obtidos para o potencial de Lennard-Jones (8,6), pelo método proposto para
um e dois parametros variacionais, com os autovalores obtidos através da
solu¢do numérica da equagdo de Schrédinger, observa-se novamente que os

melhores resultados sdo obtidos com dois parametros variacionais.
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Apéndice I - LJ(12,6)H10000/=0.nb

APENDICE I

Potencial de Lennard-Jones (12,6): Calculos necessarios
para a minimizagao da energia.

Com o objetivo de exemplificar os calculos de minimizagao da
energia para o potencial de Lennard-Jones (12,6), segue abaixo o
procedimento em relagdo ao parametro variacional H para A = 10000 e
/ = 0. Lembrando que os parametros A e B foram fixados através da
comparagdo direta entre o potencial original e o potencial efetivo.
Os calculos de minimizagdo para os outros valores de A ndo estdo
indicados uma vez que o procedimento é analogo.

Parametros:

A :=10000
A

10000
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Fun¢do de onda dada em (4.7):

psi[x_, H ] = Exp|- % —Ax|x

E-3-100x yH
Grafico da fungdo de onda dada acima:
Plot[psi[x, 3.51], {x, 0, 2}]

psi[x]

- Graphics -
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Fun¢do de onda ao quadrado:

FO[x_, H_] = psi[x, H]?

E-»—200x ,2H

Grafico da fungio de onda ao quadrado:

Plot{FO[x, 3.51].. {x; 0, 2}]

- Graphics -
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Fungdo de onda vezes a derivada segunda da propria fungio:

Fl[x_, H_] = psi[x, H] D[psi[x, H], {x, 2}]

=20 - = o =l , =
E-% l()ﬂxxH(_600E = lUUhX ?+H+E 3 lU()x(_l +H)Hx 2+H+

20 0
2E-F-100x g (2100 + o2 ) x 144 4
x)

20 i 2
E_;_’_IOO'\(—IOO'}' %) XH]

Gréfico da fungdo de onda vezes a derivada segunda da propria
funcao:

Plot[F1[x, 3.51], {x, 0, 2}]

Fllx]

- Graphics -
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Potencial de Lennard-Jones (12,6) dado em (4.3):

A 24

F2IX_, H_I = XT - F

10000 20000

x12 X6

Grafico do potencial de Lennard-Jones (12,6):

Plot[F2[x, 3.51], {x, 0.8, 3}]

- Graphics -
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Fungdo de onda ao quadrado FO[x, H] vezes o potencial de
Lennard-Jones (12,6) F2[x, H]:

F3[x . H ]=F0x HIF2[x, H]

Ex \( = )x

Gréfico da fungdo de onda ao quadrado vezes o potencial
de Lennard-Jones (12,6):

Plot[F3[x, 3.51], {x, 0, 2}]

F3[x]

- Graphics -

AVA
AVAVAY

cm 1 Z 3 4 5 6 7 unespm.l 12 13 14 15 1e¢ 17 18



Apéndice I - LJ(12,6)H10000!/=0.nb

Integragdo numérica da fung¢io de onda ao quadrado FO[x, H],
para x variando de 0 a 10:

I0[H_| = Nintegrate[FO[x, H], {x, 0, 10}]
Nintegrate[FO[x, H], {x, 0, 10}]

Integragao numérica da fun¢io de onda vezes a derivada
segunda da propria fungdo F1[x, H], para x variando de 0 a 10:

[1[H_] = Nintegrate[F1[x, H], {x, 0, 10}]
Nlintegrate[F1[x, H], {x, 0, 10}]

Integragdo numérica da fungdo de onda ao quadrado vezes o
potencial de Lennard-Jones (12,6) F3[x, H], para x variando de 0 a 10:

[2[H_] = Nintegrate[F3[x, H], {x, 0, 10}]
Nintegrate[F3[x, H], {x, 0, 10}]

Equagdo a ser minimizada em relagdo ao parametro variacional
H dada pela expressao (4.8):

—I1[H] + I2[H]
I0[H]

En[H ] =

(—NIntegrate[F1[x, H], {x, 0, 10}] + NIntegrate[F3[x, H], {x, 0, 10}])/
Nintegrate[FO[x, H], {x, 0, 10}]
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Grafico para a minimizag¢do da equagdo dada acima En[H] em
relagdo ao parametro variacional H:

Plot[En[H], {H, 3.46, 3.56}]
En[H]

\
\ -9410.46

\\\\ -9410.46
\\\\\—9410.45

39410.46

- Graphics -

Calculo do valor da equagdo En[H] no ponto de minimo mostrado
pelo grafico acima:

En[3.51]

—-9410.46

Calculo para o minimo de energia dado pela expressao (3.43)
mostrada no item III. Este resultado pode ser diretamente comparado com
o resultado obtido através do método WKBJ como mostrado na tabela 5.

_ En[3.51] _ -9410.46
B A ~ 10000

Ev

—-0.941046
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APENDICE II

Potencial de Lennard-Jones (10,6): Calculos necessarios para a
minimizaciao da energia.

Com o objetivo de exemplificar os célculos de minimizagao da
energia para o potencial de Lennard-Jones (10,6), segue abaixo o
procedimento em relagdo a dois parametros variacionais A e B.

Primeiramente, minimizamos a energia em relagdo ao parametro
variacional A e depois em relagdo ao parametro variacional B, este
processo € repetido varias vezes até conseguirmos a minimizagao em
relagdo aos dois parametros.

Mostramos aqui, os calculos finais de minimiza¢do para o
parametro variacional A com A =10000 e /=0, os célculos para os
outros valores de A e de / ndo estdo indicados uma vez que o

procedimento € analogo.

Com respeito a minimiza¢ao em relagdo a um parametro apenas,
o procedimento é o mesmo daquele usado pelo potencial de Lennard-
Jones (12,6) e exemplificado no Apéndice 1.

II.1 - Calculos de minimizagdo em relacdo ao parametro
variacional A.

Parametros:

A := 10000
A

10000
H:=5
H

5
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Parametro Variacional:

B :=108.25
B

108.25

Fungdo de onda dada em (5.6):

psi[x_, A ] = Exp|- % - Ax|xH

s 200625 po
| T A.\XS

Grafico da fungdo de onda dada acima:
Plot[psi[x, 110], {x, 0, 2}]

psi[x]

- Graphics -
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Fungdo de onda ao quadrado:

FO[x , A ]=psi[x, A]?

_ 54125 y
p-&E-2Ax,10

Grafico da fungdo de onda ao quadrado:

Plot[FO[x, 110], {x, 0, 2}]

- Graphics -

AVA
AVAVAY

cm 1 Z 3 4 5 6 7 unespm.l 12 13 14 15 1e¢ 17 18



Apéndice II - LJ(10,6)A100001=0.nb

Fungdo de onda vezes a derivada segunda da propria fungao:

Fl[x , A ] =psi[x, A] D[psi[x, A], {x, 2}]

270625 _ A «

B~ 210625 _p o E [_ 54125 E "%
X

+

27.0625 27.0625

OE-TF-AX 3 | 1OE-T—A*(—A+

10825 4
= )x+

B Ax(CA 10;25 )2 XSJ

Grafico da fungdo de onda vezes a derivada segunda da propria
fungdo:

Plot[F1[x, 110], {x, 0, 2}]

Fl[x]

- Graphics -
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Potencial de Lennard-Jones dado em (5.3):

s 1= (3)

15000 25000
x10 x6

Grafico do potencial de Lennard-Jones (10,6):

Plot[F2[x, 110], {x, 0.8, 3}]

F2[x]

- Graphics -
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Fun¢do de onda ao quadrado FO[x] vezes o potencial de
Lennard-Jones (10,6) F2[x,H]:

F3[x_, A_] = FO[x, A] F2[x, A

54125 ¢ 15000 25000
_3418 oAy 10
Esexs ( 200 . b )x

Grafico da fungdo de onda ao quadrado vezes o potencial de
Lennard-Jones (10,6):

Plot[F3[x, 110], {x, 0, 2}]
F3[x]

- Graphics =
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Integragdo numérica da fungdo de onda ao quadrado FO[x, A],
para x variando de 0 a 10:

I0[A ] = Nintegrate[FO[x, A], {x, 0, 10}]
Nintegrate[FO[x, A], {x, 0, 10}]

Integragdo numérica da fungdo de onda vezes a derivada segunda
da propria fungao F1[x, A], para x variando de 0 a 10:

[1[A_] = Nintegrate[F1[x, A], {x, 0, 10}]
Nintegrate[F1[x, A], {x, 0, 10}]

Integragdo numérica da fungdo de onda ao quadrado vezes o
potencial de Lennard-Jones (10,6) F3[x, A], para x variando de 0 a 10:

[2[A ] = Nintegrate[F3[x, A], {x, 0, 10}]
Nintegrate[F3[x, A], {x, 0, 10}]

Equagao a ser minimizada em relagdo ao parametro variacional
A dada pela expressao (5.7):

-I1[A] + 12[A]
I0[A]

En[A_] =

(—NIntegrate[F1[x, A], {x, 0, 10}] + NIntegrate[F3[x, A], {x, 0, 10}])/
Nintegrate[FO[x, A], {x, 0, 10}]
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Gréfico para a minimizagdo da equagao dada acima En[A] em
relagdo ao parametro variacional A:

Plot[En[Al], {A, 109.5, 110.5}]

En[A]

- Graphics -

Calculo do valor da equagao En[A] no ponto de minimo mostrado
pelo grafico acima:

En[110]

-9460.87

Calculo para o minimo de energia dado pela expressao (3.43)
mostrada no item III. Este resultado pode ser diretamente comparado,
como mostrado na tabela 8.

_ En[110] _ —9460.87

Eyi=

A 10000

—-0.946087
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I1.2 - Calculos de minimizagdo em relagdo ao parametro
variacional B.

Estdo apresentados abaixo os calculos finais de minimizagao
em relagdo ao parametro variacional B para o potencial de Lennard-
Jones (10,6) com A =10000¢e /= 0.

Parametros:

A :=10000
A

10000

Parametro Variacional:
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Fun¢do de onda dada em (5.6):

: B
psi[x_, B | = Exp|- T Ax|x?

—B__110x
2 -110% 5

Grafico da fungdo de onda dada acima:

Plot[psi[x, 108.25], {x, 0, 2}]

- Graphics -
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Fungdo de onda ao quadrado:

FO[x_, B_] = psi[x, B]?

-— B . 4

Grafico da fungdo de onda ao quadrado:

Plot[FO[x, 108.25], {x, 0, 2}]

= Graphics -
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Fung¢édo de onda vezes a derivada segunda da prorpia fungao:

Fl[x_, B ] =psi[x, B] D[psi[x, B], {x, 2}]

B
s ' SBE_W_“OX _B__ )
E- 7 1]0.\x5[_ +20FE 3% llUAXS
X

10 E- v -110x (—110 + :is) x* + E—%&—llt)x(

Grafico da fungdo de onda vezes a derivada segunda da propria
fungdo F1[x, B]:

Plot[F1[x, 108.25], {x, 0, 2}]

Fllx]

- Graphics -
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Potencial de Lennard-Jones (10,6) dado em (5.3):

15000 25000
<10~ 6

Grafico do potencial de Lennard-Jones (10,6):

Plot[F2[x, 108.25], {x, 0.8, 3}]

I\ /
\
-100004

= Graphics =
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Fungdo de onda ao quadrado FO[x, B] vezes o potencial de
Lennard-Jones (10,6) F2[x, B]:

F3[x_, B ] = FO[x, B] F2[x, B]

-z —220x (

15000 25000 )x“’

x10 X6

Grafico da fungdo de onda ao quadrado vezes o potencial
de Lennard-Jones (10,6) F3[x, B]:

Plot[F3([x, 108.25], {x, 0, 2}]

F3[x]

- Graphics -
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Integragdo numérica da fungdo de onda ao quadrado FO[x, B],
para x variando de 0 a 10:

[0[B_] = Nintegrate[FO[x, B], {x, 0, 10}]
Nlintegrate[FO[x, B], {x, 0, 10}]

Integracdo numeérica da fung¢ao de onda vezes a derivada segunda
da propria fungao F1[x, B], para x variando de 0 a 10:

[1[B_] = NIntegrate[F1[x, B], {x, 0, 10}]
Nintegrate[F1[x, B], {x, 0, 10}]

Integragdo numérica da fungdo de onda ao quadrado vezes o
potencial de Lennard-Jones (10,6) F3[x, B], para x variando de 0 a 10:

[2[B ] = Nintegrate[F3([x, B], {x, 0, 10}]
Nintegrate[F3[x, B], {x, 0, 10}]

Equag¢do a ser minimizada em relagdo ao parametro variacional
B dada pela expressio (5.7):

~11[B] + I2[B]

EnB_] = —10 ;]

—Nintegrate[F1[x, B, {x, 0, 10}] + NIntegrate[F3[x, B], {x, 0, 10}]

Nintegrate[FO[x, B], {x, 0, 10}]
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Grafico para a minimizagdo da equagdo dada acima En[B] em
relagdo ao parametro variacional B.

Plot[En[B], {B, 108, 108.5}]

En[B]

-9460.81
-9460.82}

-9460.83

.r';

/
-9460.84 /
-9460.85

;'/

-9460.86 /
P

108.1 108.2 108.3 108.4 108.5

B
- Graphics -

Calculo do valor da equagdo En[B] no ponto de minimo mostrado
pelo grafico acima:

En[108.25]

—-9460.87

Calculo para o minimo de energia dado pela expressao (3.43)
mostrada no item III. Observa-se que o valor obtido aqui para a energia
¢ igual ao valor obtido com os calculos feitos em relagdo ao parametro
variacional A.

_ En[108.25] _ -9460.87
A ~ 10000

Ev

—-0.946087
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APENDICE III

Potencial de Lennard-Jones (8,6): Célculos necessarios para a

minimizacio da energia.

Com o objetivo de exemplificar os calculos de minimizagao da
energia para o potencial de Lennard-Jones (8,6), segue abaixo o
procedimento em relagao a dois parametros variacionais A e B.

Primeiramente, minimizamos a energia em relagdo ao parametro
variacional A e depois em relagdo ao pardmetro variacional B, este
processo € repetido varias vezes até conseguirmos a minimizagdo em
relagdo aos dois parametros.

Mostramos aqui, os calculos finais de minimizagdo para o
parametro variacional A com A=1000 e /=10, os calculos para os
outros valores de A e de / ndo estdo indicados uma vez que o
procedimento € analogo.

IIL.1 - Célculos de minimizacido em relagao ao parametro
variacional A.

Parametros:

A :=1000
A

1000
H:=4
H

4
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Parametro Variacional:

B:=37.75
B

37.75

Fun¢do de onda dada em (6.6):

psi[x_, A_] = Exp|- % - Ax|x

12.5833 =
- -Ax 4

Grafico da fungdo de onda dada acima:

Plot[psi[x, 38], {x, 0, 2}]

psi[x]

- Graphics =
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Fun¢ao de onda ao quadrado:

FO[x_, A_] = psi[x, A]?

251667 _5 A
E 3 2AXx XS

Grafico da fungdo de onda ao quadrado:

Plot[FO[x, 38], {x, 0, 2}]

FO[x]

- Graphics -
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Fungao de onda vezes a derivada segunda da prépria fungio:

F1[x_, A_] = psi[x, A] D[psi[x, A, {x, 2}]

: +12E % “Axx2 4

12,5833
- 125833 _ 5 o x4 [_ 151.E = —AX 12.5833

8E- " -Ax (—A + 31'475 )x3 LE-er A (—A + 31';,5 )2 x4]

Grafico da fungdo de onda vezes a derivada segunda da
propria fungio:

Plot[F1[x, 38], {x, 0, 2}]

Fl[x]

= Graphics -
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Potencial de Lennard-Jones (8,6) dado em (6.3):

31 4 A
e i

3000 4000
x  x6

Grafico do potencial de Lennard-Jones (8,6):

Plot[F2[x, 38], {x, 0.8, 3}]

00

‘E
N
|
|
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|
=500
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Fungao de onda ao quadrado FO[x, A] vezes o potencial de
Lennard-Jones (8,6) F2[x, A] mais o termo de barreira do potencial:

1(!+]))

x2

F3[x_, A ] =FO[x, A] (Fz[x, Al +

E_%m_?_m(z,ooo _ 4000 “0))(3

Grafico da fungdo dada acima F3[x, AJ:

Plot[F3([x, 38], {x, 0, 2}]

- Graphics -
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Integragao numeérica da fungdo de onda ao quadrado FO[x, A],
para x variando de 0 a 10:

I0[A ] = Nintegrate[FO[x, A], {x, 0, 10}]
Nlintegrate[FO[x, A], {x, 0, 10}]

Integragdao numérica da fung¢do de onda vezes a derivada
segunda da propria fungdo F1[x, A], para x variando de 0 a 10:

I1[A_] = Nintegrate[F1[x, Al, {x, 0, 10}]
Nintegrate[F1[x, Al, {x, 0, 10}]

Integragdo numérica da fungdo de onda ao quadrado vezes o
potencial de Lennard-Jones (8,6) mais o termo de barreira do potencial
F3[x, A]:

I2[A ] = Nintegrate[F3([x, A], {x, 0, 10}]
Nintegrate[F3[x, A], {x, 0, 10}]

Equacio a ser minimizada em relagao ao parametro variacional
A dada pela expressao (6.10):

~T1[A] + I2[A]
10[A]

En[A_] =

(—NIntegrate[F1[x, A], {x, 0, 10}] + NIntegrate[F3[x, A], {x, 0, 10}])/
Nintegrate[FO[x, A], {x, 0, 10}]
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Grafico para a minimizagdo da equagao dada acima En[A] em
relagdo ao parametro variacional A:

Plot[En[A], (A, 37.5, 38.5}]
En[A]

- Graphics -

Calculo do valor da equagdo En[A] no ponto de minimo mostrado
pelo grafico acima:

En[38]

—747.443

Calculo para o minimo de energia dado pela expressdao mostrada
no item III.

_ En[38] _ -747.443
A 1000

Ev

—-0.747443
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Apéndice ITI - LJ(8,6)B1000I=10.nb

II1.2 - Calculos de minimiza¢ao em relacao ao parametro
variacional B.

Estdo apresentados abaixo os calculos finais de minimizagdao em
relagdo ao parametro variacional B para o potencial de Lennard-Jones
(8,6) comA=1000¢e/=10.

Parametros:

A :=1000
A

1000

Parametro Variacional:
A =38
A
38
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Apéndice III - LJ(8,6)B1000!=10.nb

Fun¢do de onda dada em (6.6):

| B
psilx_, B_] = Exp| - — - Ax] xH

E- 3 —38x 4

Grafico da fungdo de onda dada acima:

Plot[psi[x, 37.75], {x, 0, 2}]

1.75x107%°
1.5x107%°
.25x107%
1x10°%
7.5x107%
5x1072

2.5%x10"

- Graphics -
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Apéndice Il - LJ(8,6)B1000I=10.nb

Fungdo de onda ao quadrado:

FO[x_, B_] = psi[x, B

2B ,
E‘-“m‘-‘?ﬁ X XS

Grafico da fungdo de onda ao quadrado:

Plot[FO[x, 37.75], {x, 0, 2}]

FO[x]

1.5x107""

1x1074¢

sx107%?

- Graphics -
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Apéndice Il - LJ(8,6)B1000I=10.nb

Fungdo de onda vezes a derivada segunda da prépria fungio:

Fl[x_, B_] = psi[x, B] D[psi[x, BI, {x, 2}]

-2r-38x

_E 33z 4 4BE w3 _B__38x

E™ % 38")(4[— + 12E7 3 8% x% 4
X

BE 7 38x (=38 + %) X} + BT 8% (=38 4 %)2 x4]

Grafico da fungdo de onda vezes a derivada segunda da propria
fungdo F1[x, B]:

Plot[F1[x, 37.75], {x, 0, 2}]

F1[x]

- Graphics -
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Apéndice Il - LJ(8,6)B1000!=10.nb

Potencial de Lennard-Jones (8,6) dado em (6.3):

F2[x ,B ]= 3}(—;} A

X()

3000 4000
x8  xb

Grafico do potencial de Lennard-Jones (8,6):

Plot[F2[x, 37.75], {x, 0.8, 3}]

\ |
-10004

- Graphics -

AVA
AVAVAY

Z 3 4 5 6 7 unespm-l 12 13 14 15 16

17

18



Apéndice IIT - LJ(8,6)B1000I=10.nb

Fungdo de onda ao quadrado FO[x, B] vezes o potencial de
Lennard-Jones (8,6) F2[x, B] mais o termo de barreira do potencial:

Z(Z+—1))

F3[x_, B_] = FO[x, B] (F2[x, B] + ——

E—%——?ﬁ X (

3000 4000 110\ 4
5 A )x

Grafico da fungdo dada acima F3[x, B]:

Plot[F3[x, 37.75], {x, 0, 2}]

F3[x]

- Graphics -
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Apéndice III - LJ(8,6)B1000/=10.nb

Integragdo numérica da fungdo de onda ao quadrado FO[x, B],
para x variando de 0 a 10:

[0[B_] = Nintegrate[FO[x, B], {x, 0, 10}]
Nintegrate[FO[x, B], {x, 0, 10}]

Integragdo numérica da fungdo de onda vezes a derivada
segunda da propria fungdo F1[x, B], para x variando de 0 a 10:

[1[B_] = Nintegrate[F1[x, B], {x, 0, 10}]
Nintegrate[F1[x, B], {x, 0, 10}]

Integragdo numérica da fungdo de onda ao quadrado vezes o
potencial de Lennard-Jones (8,6) mais o termo de barreira do potencial
F3[x, B]:

I2[B_] = Nintegrate[F3[x, B], {x, 0, 10}]
Nintegrate[F3[x, B], {x, 0, 10}]

Equagio a ser minimizada em rela¢do ao parametro variacional
B dada pela expressdo (6.10):

_ —I1[B] + I2[B]

En[B | =

10[B]

—Nintegrate[F1[x, B], {x, 0, 10}] + NIntegrate[F3([x, B], {x, 0, 10}]
Nlintegrate[FO[x, B], {x, 0, 10}]
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Apéndice III - LJ(8,6)B1000I=10.nb

Grafico para a minimizagdo da equagdo dada acima En[B] em
relagdo ao parametro variacional B:

Plot[En[B], {B, 37, 38}]

En[B]

- Graphics -

Calculo do valor da equagdo En[B] no ponto de minimo mostrado
pelo gréfico acima:

En[37.75]

—747.443

Calculo para o minimo de energia:

_ En[37.75] _ —747.443
AR I RTO0D

Ev

—-0.747443
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