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Resumo

A teoria de Hamilton-Jacobi geralmente é apresentada como uma extensao da teoria de Ha-
milton através das transformagdes canOnicas. No entanto, o matemdtico Constantin Carathéo-
dory mostrou que essa teoria, sua existéncia e validade, independem do formalismo hamiltoni-
ano. Neste trabalho, apresentaremos a abordagem de Carathéodory para a teoria de Hamilton-
Jacobi. Partindo desse procedimento, construiremos uma teoria de vinculos para que se possa
resolver problemas com vinculos involutivos e ndo-involutivos. Para isso, analisaremos a in-
tegrabilidade das equacdes e introduziremos a operacdo dos parénteses generalizados que, no
lugar do parénteses de Poisson, passard a descrever a dinamica de sistemas vinculados. Mostra-
remos uma aplicacao dessa teoria de vinculos no modelo BF da teoria de campos. Para finalizar,
trataremos da Termodinamica Axiomatica de Carathéodory e também da teoria de Hamilton-

Jacobi na Termodindmica, o que € vdlido para ilustrar a grande abrangéncia desse formalismo.

Palavras Chaves: Principios Variacionais; Teoria de Hamilton-Jacobi; Sistemas Vinculados.

Areas do conhecimento: Mecénica Cldssica; Teoria de Campos; Termodinimica.
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Abstract

The Hamilton-Jacobi theory is usually presented as an extension of the Hamilton’s theory
through the canonical transformations. However, the mathematician Constantin Carathéodory
showed this theory, its existence and validity, is independent of the Hamiltonian formalism.
In this work, we present the Caratheodory’s approach to the Hamilton-Jacobi theory. From
this procedure, we build a theory of constraints which can solve problems with involutive and
non-involutive constraints. For this, we analyze the integrability of the equations and introduce
the operation of the generalized brackets that, instead of Poisson brackets, will describe the
dynamics of constrained systems. We show an application of this theory in BF model of the field
theory. Finally, we will discuss the Carathéodory’s Axiomatic Thermodynamics and also show
the Hamilton-Jacobi theory in Thermodynamics, which is valid to illustrate the wide coverage
of this formalism.

Key words: Variational Principles; Hamilton-Jacobi Theory; Constrained Systems.

Knowledge Area: Classical Mechanics; Field Theory; Thermodynamics.
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Introducao

O Universo € essencialmente dindmico. Todos os fendmenos da Natureza t€m origem no
movimento de algum corpo. Quando falamos de estética, no sentido literal da palavra, na ver-
dade estamos falando de uma situacdo aproximada ou idealizada. No intuito de entender o
movimento dos corpos, estudamos a Mecanica. Ela € a primeira das ciéncias da Natureza a usar
a Matemadtica na descri¢do de seus fendomenos. Iniciaremos este trabalho abordando a Meca-
nica Cldssica. Esta, como toda ci€ncia, passou por vdrias formulagdes, entre as quais as mais
notdveis s@o: mecanica de Newton, mecanica de Euler e Lagrange e a mecanica de Hamilton.
Costuma-se, nos estudos académicos, partir da mecanica newtoniana, que utiliza vetores para
descrever a dindmica de um sistema, em seguida é apresentada a mecanica lagrangiana que
parte de principios variacionais. Na sequéncia, estuda-se a mecanica hamiltoniana, que é capaz
de analisar sistemas onde ndo hé conservacido de energia. Posteriormente, estuda-se a teoria
de Hamilton-Jacobi (HJ), que também prové as equagdes de movimento de um sistema fisico
e abre portas para novas andlises. Mostraremos neste trabalho a aplicabilidade da teoria de HJ
nao s6 na Mecénica Classica, mas também na Teoria de Campos e na Termodinamica.

No primeiro capitulo, revisaremos inicialmente alguns conceitos da Mecanica Classica para
no final apresentar a teoria de transformagdes canOnicas, mas atentaremos em especial para os
principios variacionais, que sao a base da Mecénica Analitica, em que se estruturam a teoria de
HIJ e tantas outras.

A idéia de que a Natureza segue um principio de minimo esforco € de origem muito antiga.
No ano 75, por exemplo, Heron de Alexandria propds que a luz segue sempre o caminho mais
curto ao se propagar em um meio homogéneo. O principio da minima acdo € pela primeira vez
apresentado por Maupertuis em 1744 em seu estudo da Otica, assunto bem discutido em [1]. No
mesmo ano, Euler estabelece o principio da minima agdo (ou principio da agdo estaciondria)
para a Mecanica, mas vélido somente para o caso de energia constante. Posteriormente, temos
o principio de d’Alembert que se baseia em trabalhos virtuais, apresentado com propriedade
em [2]. E, como abordagem global da acao, surge em 1834 o principio de Hamilton que, por
sua vez, se baseia na minimiza¢do da acdo pela trajetdria fisica. Nesse principio, chega-se as
equacgdes de Euler-Lagrange que descrevem a dinamica do sistema fisico e é possivel também
chegar a lei de conservacdo da energia. Para tanto, Hamilton considera que os extremos da
trajetoria sdo fixos. Em 1938, Weiss [3] partiu do principio da minima ac¢do, mas permitiu
que os extremos da trajetdria variassem, sendo assim pdde descrever a dindmica do sistema e
ainda analisar suas simetrias. No capitulo 1, no entanto, apresentaremos apenas 0s principios
de d’ Alembert, Hamilton e Weiss, para ndo dispersarmos a atenc¢ao sobre o mais importante do
trabalho que € a teoria de vinculos de HJ.

A teoria de HJ descreve a dindmica de um sistema através da solu¢do de uma equacao
diferencial parcial de primeira ordem, a chamada equacdo de Hamilton-Jacobi. A partir dela,

obtém-se as informag¢des necessdrias para descrever como evolui um sistema fisico. Mesmo



que ndo haja uma solugdo completa, a teoria de HJ nos possibilita conhecer as quantidades
conservadas de um determinado sistema. A fim de comparagdo, consideremos um sistema
com n graus de liberdade. Para descrever sua dindmica através da teoria lagrangiana, deve-se
resolver n equagdes diferenciais de segunda ordem, que sdo as equacdes de Euler-Lagrange
para as n coordenadas generalizadas. Se for usada a teoria hamiltoniana, serd necessario que
se resolva 2n equacdes diferenciais de primeira ordem que sdo as equagdes candnicas para as
coordenadas generalizadas e os momentos conjugados. A teoria de HJ ganha em simplicidade
J& que € necessario que se resolva uma tnica equacdo diferencial parcial de primeira ordem, e
muitas vezes possibilita o uso de separacdo de varidveis, o que torna ainda mais fécil a resolugdo.
No entanto, o objetivo principal deste trabalho ndo € discorrer sobre a teoria de HJ como ja é
conhecida dos livros Mecanica Clédssica. Aqui abordaremos essa teoria da maneira como foi
formulada por Carathéodory para depois apresentarmos uma teoria de vinculos de HJ.

Constantin Carathéodory foi um matematico que fez importantes contribui¢cdes, entre ou-
tras, na teoria de equacdes diferenciais parciais e no cdlculo variacional. No capitulo 2 apre-
sentaremos seu trabalho para a teoria de HJ [4], em que ele utiliza o método das lagrangianas
equivalentes para chegar a equacado de HJ e com o método das caracteristicas encontra as equa-
coes de movimento. Poderemos ver no desenvolvimento do capitulo que se trata de uma teoria
essencialmente lagrangiana, pois os momentos generalizados nao serdo tomados como varidveis
independentes das coordenadas, suposicao esta fundamental ao formalismo hamiltoniano.

Mostraremos no capitulo 3 que a teoria de HJ possui uma maneira natural de tratar sistemas
com vinculos, o que foi desenvolvido primeiramente por Giiller [5], e podemos ver sua aplicagdo
no estudo da particula ndo-relativistica em espagos curvos [6], no modelo sigma O(3) nao-
linear [7], no modelo de Schwinger [8], no modelo de Proca [9], na gravitacdo bidimensional
de Polyakov [10] e na gravitacao teleparalela [11]. Para sistemas com vinculos, deixamos de
lidar com apenas uma equagdo para lidar com um sistema de equagdes de HJ. Ao analisar a
integrabilidade desse conjunto de equacgdes, podemos construir uma nova algebra que descreve
a dindmica de um sistema com vinculos, a qual é dada pelos parénteses generalizados, o que foi
desenvolvido em [12] e [13]. Essa teoria assim construida serve para solucionar problemas com
vinculos involutivos ou nao-involutivos [14]. A estrutura dos parénteses generalizados foi usada
no estudo da dindmica do Plano Nulo [15], do campo de Yang-Mills topologicamente massivo
[16], da gravitacdo em duas dimensdes [17] e da gravitacdo linearizada [18], assim como no
estudo do modelo Auto-Dual [19]. Houve outros trabalhos para tratar a teoria de vinculos de
HJ com lagrangianas de ordens superiores em [20] e [21], e também para sistemas de Berezin
[22]. Existem outras teorias que tratam sistemas com vinculos, sendo a teoria de Dirac [23]
talvez a mais conhecida. Outro importante trabalho para teoria de vinculos, vale dizer, foi feito
por Bergmann [24].

No capitulo 4 aplicaremos a teoria de vinculos de HJ em teoria de campos, especificamente
no modelo BF bidimensional [25]. Este modelo tem sido usado no estudo da gravitagcdo tendo
em vista a sua equivaléncia com o modelo de Jackiw-Teitelboim em duas dimensdes [26]. No
desenvolvimento do capitulo, faremos uso dos resultados que prové o principio de Weiss para



analisar as simetrias do modelo. Provaremos que as equagdes de movimento obtidas usando
a teoria de vinculos de HJ sdo compativeis com os resultados obtidos pela equacdo de Euler-
Lagrange para o modelo BF.

No capitulo 5 discutiremos um pouco sobre outro trabalho de Carathéodory, trata-se da
Termodindmica Axiomdtica. Carathéodory foi um dos pioneiros nesta drea e sua contribui¢ao
mais notéavel foi ter usado a teoria de expressdes pffafianas para formular a segunda lei da
Termodinamica, assunto bem discutido em [27] e [28]. Apds apresentarmos de forma breve essa
formulacdo, mostraremos como a teoria de HJ também esta presente na Termodinamica quando
se usa geometria de contato [29]. Apresentaremos dois exemplos em que se pode encontrar a
equacgdo de HJ, que sdo: o gds de Van der Waals e o ferromagneto de Curie-Weiss.



Capitulo 1

Revisao da Mecanica Classica

1.1 Base conceitual

A 1idéia basica da mecanica vetorial, a mecanica de Newton, € descrever o movimento a

partir da andlise das forcas e dos momentos. A relacdo entre essas quantidades é dada por:

- dp;
F, = 1.1
= (1.1)
Para um sistema de n particulas, 7 = 1, ..., n. Se a massa € constante, essa equacao se torna:
- d>z;
Fr=mi—s (12)

Assim a descri¢do do movimento de um sistema mecéanico na formulacdo newtoniana se

resume a resolucdo de equagdes diferenciais ordindrias de segunda ordem.

A introducao do conceito primordial de energia cinética, feita por Leibniz, ofereceu a Me-
canica uma quantidade fisica escalar como alternativa ao momento, que por sua vez € uma
quantidade vetorial. Isso levou ao conceito de fungdo trabalho (posteriormente substituido pelo
conceito de energia potencial), fazendo com que Leibniz fosse o primeiro a abrir as portas a
Mecénica Analitica, que é a base para os estudos de equilibrio e movimento. E interessante
notarmos o qudo revoluciondrias as idéias dessa nova mecanica deveria parecer: determinar
o movimento, que é um fendomeno direcionado, a partir de duas quantidades escalares, isto &,
a energia cinética e a funcdo trabalho. A palavra “analitica” de mecénica analitica vem do
termo matematico “andlise”, que se refere a aplica¢do dos principios do célculo infinitesimal
em problemas de matemdtica pura e aplicada. Problemas analiticos de movimento requerem
uma generalizagdo do conceito original de coordenadas de Descartes. Foi Lagrange que em
seus trabalhos mostrou que qualquer conjunto de pardmetros que possam caracterizar a posicao
de um sistema mecanico pode ser escolhido como um conjunto de coordenadas. Conjuntos
como esses sdo chamados de coordenadas generalizadas, que sao denotadas pela letra q. A
linguagem pictdrica de geometria de n dimensdes possibilita estender a mecanica de uma tnica

massa pontual para um sistema mecanico arbitrariamente complicado, que pode ser substituido
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por um tnico ponto para o estudo de seu movimento. O espaco que contém este ponto ndo é
mais o espaco fisico comum, mas € um espaco abstrato, chamado de espaco de configuracoes,
onde a dimensdo € tdo grande quanto se necessite. Em vista da arbitrariedade das coordena-
das, um conjunto de coordenadas generalizadas pode ser transformado em outro conjunto. Essa
transformacao de coordenadas pode ser concebida geometricamente como um mapeamento de
um espaco de n dimensdes nele mesmo. O mapeamento nao preserva angulos e distancias, li-
nhas retas tornam-se curvas. No entanto, em regides infinitesimais, na vizinhanga de um ponto,
todos os mapeamentos ficam "endireitados": linhas retas sio mapeadas para linhas retas, linhas
paralelas para linhas paralelas e a razdo de volumes é preservada. Duas grandes vantagens de
usar a mecanica analitica ao invés da vetorial sdo: lidamos com quantidades escalares no lugar

de quantidades vetorais e usamos coordenadas generalizadas.

Euler e Lagrange fundaram as bases da Mecanica Analitica ao estudarem as condi¢des ne-
cessdrias para obter um valor estaciondrio da acdo, que era dada pela integral no tempo da vis
viva (forca viva), que equivale ao dobro da energia cinética [2]. A condicdo necessdria e sufi-
ciente para que uma fun¢do F' de n varidveis tenha um valor estaciondrio em um certo ponto
P ¢é que as n derivadas parciais de F' com respeito a todas as n varidveis sejam nulas no ponto
P. Depois de satisfazer as condi¢cdes para um valor estaciondrio, o critério posterior para um
extremo depende do sinal da segunda derivada. Um extremo requer que o sinal da segunda de-
rivada permaneca o mesmo para qualquer possivel deslocamento virtual infinitesimal (positivo
para um minimo e negativo para um maximo). O extremo de uma funcao requer um valor esta-
ciondrio apenas para deslocamentos reversiveis. Na fronteira do espaco de configuragdes, onde

a variacdo da posicao nao ¢ reversivel, um extremo € possivel sem que haja valor estaciondrio.

O calculo variacional considera mudangas virtuais infinitesimais de uma fungdo y = f(z).
A variagdo dy se refere a uma mudanca arbitraria infinitesimal do valor de y no ponto x. Quando
estudado em detalhe, pode-se ver que o processo de variacdo virtual revela duas propriedades:
a variacdo e a diferenciagcdo sdao permutdveis, tal como a variagao e a integragao.

Consideremos uma curva y(z) e denotemos sua variagdo com respeito ao parimetro z por

y = %. Euler e Lagrange, independentemente, mostraram que a integral

b
/ F(y,y,x)dx (1.3)
tem valor estaciondrio, sobre uma curva y(x) com extremos fixos, quando
oF d OF
— — ———=0. (1.4)
oy  dx 0y

Posteriormente, Hamilton estudou as condi¢des para minimizar a acao partindo do principio
de d’Alembert - que serd apresentado na proxima secdo - € obteve que a acdo de um sistema
fisico deve ser dada por



W= [ Lig.q by, (1.5)

em que L =T — V € a diferenca entre as energias cinética e potencial e ¢ = %. Chamamos L

de funcdo lagrangiana.

1.2 Principios variacionais

Iniciaremos esta se¢do com o principio de d’Alembert, que € de fundamental importincia
para a evolugdo da Mecanica tal qual a conhecemos hoje. Em seguida, apresentaremos o prin-
cipio de Hamilton ja partindo da acdo como sendo a integral da funcdo lagrangiana no tempo
e assim obter as equacdes de Euler-Lagrange e as equagdes candnicas. Omitiremos os cdlculos
que explicitam a ponte entre o principio de d’Alembert e o principio de Hamilton por ques-
tao de prioridades para o presente trabalho, no entanto isso estd feito de forma clara em [2].
Por dltimo, apresentaremos o principio de Weiss - 0 mais recente entre os trés - que serd de

fundamental importancia no desenvolvimento do capitulo 4, onde estudaremos o modelo BF.

1.2.1 Principio de d’Alembert

O primeiro principio variacional que encontramos na Mecénica € o principio do trabalho
virtual que, por sua vez, controla o equilibrio de um sistema mecanico e é fundamental para
o desenvolvimento posterior da mecanica analitica. O trabalho virtual estd relacionado a um

deslocamento virtual. Esse principio assegura que:

Um dado sistema mecdnico estard em equilibrio somente se o trabalho virtual total de todas

as forcas aplicadas se anularem.

Enquanto na estética os problemas de sistemas de nimero finito de graus de liberdade levam
a equacoes algébricas que podem ser resolvidas por substituicdes e eliminacdes, na dindmica
os problemas levam a equacoes diferenciais. d’ Alembert estendeu a aplicabilidade do principio
do trabalho virtual da estdtica para a dinamica através da introducdo do conceito "forca de

inércia"proveniente da lei de Newton:

Chamamos I de "forca de inércia". A tltima das equagdes acima pode ser interpretada da
seguinte maneira: a adicdo da forca de inércia a forca aplicada no sistema produz equilibrio.

O critério para o equilibrio de um sistema arbitrario de forgas € que o trabalho virtual de todas



as forcas seja nulo. Como os deslocamentos envolvidos para a determinacdo do trabalho sdao
virtuais, esse critério se aplica tanto para massas em repouso quanto para massas em movimento.

O principio de d’ Alembert para um sistema mecanico arbitrério é:

Qualquer sistema de forcas estd em equilibrio se adicionarmos as forcas de inércia as forcas

aplicadas.

O trabalho virtual a ser considerado € o da "for¢a efetiva”, definida como a soma das forcas

aplicadas com as forg¢as de inércia:

F¢ = Fy + I (1.6)
O principio de d’ Alembert pode ser entdo reescrito:

O trabalho virtual das forgas efetivas é nulo para todas as variagoes reversiveis que

satisfacam as dadas condicoes cinemdticas:

N FLo7, = S (Fy — mydy).07, = 0. (1.7)
k k

As condi¢des cinemadticas nem sempre tém a forma de relagdes definidas entre as coordena-
das. Se elas tém, chamamo-lhes de condi¢des holonomicas. Mas, ocasionalmente, a condi¢dao
pode ser posta somente como uma relacdo entre as diferenciais das coordenadas sem qualquer
chance de transforma-la em uma relagdo finita, e condi¢des como estas sdo chamadas de condi-
¢oes ndo-holonomicas. O principio de d’ Alembert € aplicavel tanto para sistemas holondmicos
quanto para ndo-holondmicos. Sua desvantagem consiste no fato de que o trabalho virtual das
forcas de inércia € usualmente poligé€nico, ou seja, ndo pode ser reduzido a uma tnica fungdo
escalar. Diferentemente das forcas aplicadas, que geralmente sdo monogénicas, as forcas de
inércia sdo poligénicas. Isto faz com que este principio ndo seja uma boa escolha quando do
uso de coordenadas curvilineas. O principio da minima agdo, por sua vez, € extremamente cabi-
vel neste caso, porém em problemas que envolvem o uso de varidveis cineméticas (velocidades
nao-holondmicas) e transformacao para referenciais em movimento, o principio de d’ Alembert

€ comparativamente mais flexivel e, provavelmente, torna-se a melhor op¢ao.

1.2.2 Principio de Hamilton

Enquanto através do principio de d’ Alembert € possivel estudar o sistema em cada instante
de tempo do movimento, no principio de Hamilton o movimento é tomado como um todo:
t2 o
W = L(q",q", t)dt. (1.8)
t1
Essa expressdo € equivalente a integracdo no tempo da variacao do trabalho virtual [2]. Para

encontrar as equacdes de movimento, usaremos o principio da minima ag¢ao:



A curva que descreve a evolugdo do sistema fisico, sobre a qual integramos L entre os pontos

fixos definidos t1 e to, deve ser tal que a acdo W tenha seu minimo valor.

Esse principio leva em conta que conhecemos o valor dos ¢ em t; e t, e, como consequéncia
disso, d¢'(t1) = 0 e dq'(t2) = 0.

Encontrar o minimo de uma integral € um problema de calculo variacional, que lida com
variagdes diferentes das varia¢des do calculo convencional. Uma variacdo virtual 6 f () € infini-
tesimal e arbitrdria, de forma que f(x)+ 0 f(z) produz um nova fun¢fo. Ja uma variacao df ()
¢ infinitesimal e € devida a variacdo dx de sua varidvel independente. A fim de ilustrar com
clareza a esséncia da variagéo virtual, consideremos o caso unidimensional: L(q(t), §(t),t). O
principio da minima acdo impde que a dinamica do sistema fisico seja descrita por uma curva
q(t) que minimize a agdo, ou seja, 6W = 0. Como pode haver vérias curvas que ligam os
pontos t; e 15, necessita-se um estudo comparativo entre elas para que se encontre a curva que
de fato minimiza a agdo. Sendo assim, a variagdo virtual da curva ¢(t) é feita com respeito a
uma outra curva g(t): dqg = q(t) — q(t).

Vemos assim que a esséncia desse processo depende somente da variacdo de ¢ quando ¢ é
mantido constante. Entdo, no estudo que se seguird do principio de Hamilton, sempre teremos
que 6t = 0.

Para encontrar as condi¢des necessdrias para que a acdo seja minima, analisaremos a sua

variagao:
t2 9L .,  OL _,
oW = -0q" + =——04")dt. 1.9
. (aqzq aqzq) (1.9)
Usando integrag@o por partes, temos:
t2 0L . oL _ . te d OL .
-0q'dt = 6q'|l — ——0q'dt. 1.10
t1 aqz q [an q ]tl t1 dt aql q ( )
Lembrando que nos extremos t; e t5 a variagdo das posi¢oes € nula, resta que
t2 L  d OL.
oW = - — ———)iq"dt. 1.11
w og ~ atag (1.11)

Tendo em vista que as variagdes d¢° sdo arbitrdrias, para que tenhamos W = 0 devemos

satisfazer

oL _doL _,
o¢t  dtog

que sdo as chamadas equagoes de Euler-Lagrange. Introduzindo uma nova defini¢do,

(1.12)

_ L
pl— aql7

podemos reescrever as equagdes de Euler-Lagrange como:

(1.13)

. 0L
bi= g

(1.14)
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A quantidade p; é chamada de momento generalizado. O motivo deste nome € que, quando
resolvemos o caso para uma particula livre, as quantidade py, p, e p3, de acordo com a defini¢ao
acima, sdo idénticas as componentes retangulares do momento linear mv. H4a uma transforma-
cdo de Legrende que produz uma funcao que descreve a dindmica do sistema fisico similarmente
como o faz a fun¢do lagrangiana, porém essa nova funcdo, que chamamos de hamiltoniana, de-

pende dos momentos em vez das velocidades. E ela dada por:

H=pg — L. (1.15)

Quando resolvemos (1.13) para ¢ e substituimos na equagdo acima, podemos escrever H

em termos apenas das posi¢des, dos momentos e, se for o caso, do tempo:

H:H(in“uqn’ph"'7pn7t>- (116)

Usando (1.14) e (1.15), e assumindo que p; independa de ¢, é ficil mostrar que

oH

) = — . 1.17
p 94 (1.17)
Também, diferenciando a expressao de H da transformacdo de Legendre, podemos identifi-

car que:
oH

= ) 1.18

%= o, (1.18)

Estas duas ultimas equagdes descrevem a dindmica do sistema e sdo chamadas de equagaes

canonicas de Hamilton.

1.2.3 Principio de Weiss

O principio de Weiss também busca encontrar as condi¢cdes que tornem 6WW = 0. No
entanto, ele ndo faz uso do célculo variacional da forma como vimos na se¢io anterior, pois
considera as variacdes da varidvel t. Com isso, modificaremos a notag¢do da variagdo virtual,

que agora serd denotada por 0. Teremos que

8q' = 0q° + ¢'ot (1.19)

expressa a variagio da coordenada ¢' devido tanto 2 mudanga na sua forma (que se d4 a tempo
fixo) quanto a mudancga gerada pela variacao de sua varidvel independente ¢. Segue assim que
a variacdo da acdo é dada por

oW = / SLdt + / Lodt = / (6L + thét)dt, (1.20)

em que

oL oL .. 0L _.
L=— 0q' + —04". 1.21
) 5 ot + aqqu + 8q15q (1.21)
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Pela conhecida regra de comutagao

d ., .d
[gﬁ]q th5 (1.22)
temos
d d
_ . 1.2
6¢' = déq thé (1.23)

Usando a equacgdo (1.23) na equacao (1.21), resulta

oL d  ..0L . 0L d 0L d 0L ,OL
L =56t — (¢ = ! - — — 6t 1.24
g e Y@\ 90 Ga — drag) dt(aq ) (1.24)
Tendo em vista (1.13) e (1.15), definiremos
oL d OL A

e com isso podemos usar o resultado da equacdo (1.24) na equagdo (1.20) para escrever

(AH 0L dG
IE, YT I g, 1.2
oW = / 6’ + (S + 505t + ]t (1.26)

A quantidade E; que introduzimos por questao de conveniéncia € a ja conhecida expressao
de Euler-Lagrange. Chamamos G de gerador e podemos notar que, em sua expressdo, 0s
coeficientes das variacdes d¢° e dt sdo as respectivas varidveis conjugadas p; e H.

Podemos escrever a variagao da acdo em uma forma ainda mais compacta usando a variacao
a tempo fixo d¢':

SW = / (Eidq" + C;f)dt. (1.27)
O gerador também pode ser reescrito como
L .
G = a—,,éq2 + Lét. (1.28)
o4

Olhando para a variacdo da acdo (1.27), definiremos o que serd chamado daqui por diante
de termo de Lie:
dG

AL = E; il 1.2
q+dt (1.29)

Quando nulo, esse termo passa a ser a equacdo de Lie. A variacdo da acdo €, entdo, dada
por

to
oW = ALdt. (1.30)

t1
A condicdo AL = 0 significa, mais que um valor estaciondrio, a invariancia da acdo sobre

algum grupo especifico de variacdo (veremos sua importancia adiante, na andlise do modelo
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BF no capitulo 4). Observamos no termo de Lie que se as equacdes de Euler-Lagrange sao

satisfeitas, a tinica contribui¢do na variagdo da acdo serd dada pelo gerador nos pontos extremos:

t2 dG oL
t1 dt [aql

E isto, enfim, € o que diz o principio de Weiss: a curva que descreve a dinamica de um

oq" + Lot (1.31)
sistema fisico € tal que s6 produz contribui¢des nos termos de fronteira no funcional de agdo.

1.3 Transformacoes canonicas e funcoes geradoras

Depois do formalismo de Hamilton, houve outras tentativas para simplificar a resolucao
das equacdes de movimento. Como ndo hda um método direto de integracdo dessas equagdes
diferenciais, uma maneira de contornar o problema € usar transformacdo de coordenadas, de
modo que a hamiltoniana nesse novo conjunto de coordenadas se simplifique ao ponto de se
tornar diretamente integrivel. No entanto, devemos atentar para um importante detalhe. As
equagoes lagragianas sdo invariantes por transformacdes de coordenadas no espago de configu-
racdo (espaco das coordenadas generalizadas), mas as equacdes canOnicas hamiltonianas nio
sd0 necessariamente invariantes por transformacdes arbitrarias no espago de fase (espago das
coordenadas e dos momentos generalizados). Logo, as transformacdes de coordenadas que
objetivam simplificar o problema no formalismo hamiltoniano, devem ser tais que tenhamos
mantida a forma candnica das equacdes de movimento, com o intuito de que a acdo permaneca
minimizada. Quando obedecida essa condicio, temos as chamadas transformagées canonicas.
A teoria que rege essas transformagdes € devida essencialmente a Jacobi.

Em uma transformacao canonica, que fundamentalmente deve ser inversivel, das varidveis
(q,p) para (@, P), temos a consequente transformacdo de H(q, p,t) para K(Q, P,t):

, OH - OK
0oH . oK
= s P = 1.33
p By ¢ (1.33)
Se as equagdes acima forem vélidas, entdo as equagdes abaixo também devem ser:
t2 .
6 [’ = Hg.p.t))dt =0, (1.34)
1
i .
5 [1PO — K(Q, P, t)dt = 0. (1.35)
t1

Uma condigdo suficiente para a validade simultanea é: a soma dos dois integrandos resulta

na diferencial total de uma fungio arbitréria x(q, p, t), como mostrado abaixo.

(pidd’ — PdQ") + (K — H) = d¢, (1.36)
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pois quando esta equacdo for integrada no tempo, o lado direito resultara zero, ja que na fronteira
podemos fazer com que as variacdes de ¢ e p sejam nulas. Chamamos & de fungdo geradora da
transformacdo candnica.

Temos um caso particular de transformagdo candnica que é fundamental para a teoria de HJ,

como veremos a seguir. Tal transformacdo € gerada pela fungdo abaixo:

S(q, P,t) = &(q,p(q, P t),t). (1.37)

Podemos deduzir da equagdo da diferencial de &, para este caso, que

S .98
= o '= 1.
pZ aqz7 Q aR’ ( 38)
S
K(Q,Pt)=H(q,p,t) + 5 (1.39)

A mais importante consequéncia de uma transformac¢do candnica é quando a hamiltoni-
ana transformada K torna-se nula. Isso faz com que a solucdo das equacdes de movimento
transformadas sejam triviais. Uma vez em maos as solu¢des das equagdes transformadas, obter
as solucdes das equacdes de movimento originais torna-se um simples trabalho de substitui¢do.

Se a func¢do S € escolhida de modo que K = 0, temos uma equagdo diferencial parcial de
primeira ordem nas n + 1 varidveis independentes, conhecida como a equagdo de Hamilton-
Jacobi:

P HG f;j, =0, (1.40)

A descricdo da dindmica de um sistema fisico por esta equagdo € tao verdadeira quanto o é

através das equacOes de Euler-Lagrange e das equagdes candnicas de Hamilton.
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Capitulo 2

Teoria de Hamilton-Jacobi por
Carathéodory

Geralmente a Teoria de HJ é apresentada nos livros como sendo obtida por transformagdes
candnicas a partir da mecanica hamiltoniana. Entdo interpretamos a fun¢ao .S como uma funcao
geradora de uma transformacao candnica.

Carathéodory, diferentemente, usou a teoria das equagdes diferenciais de primeira ordem e a
idéia de lagrangianas equivalentes para introduzir a funcio S e, posteriormente, definir a fungao
H. A equacgdo de HJ resulta naturalmente desses passos. Neste capitulo, apresentaremos este
procedimento tentando ser o mais fiel possivel ao que quis dizer o respeitdvel trabalho deste
matemadtico. Usaremos na primeira parte deste capitulo a notacdo que Carathéodory usou em
seu livro para denotar a derivada parcial de uma func@o F' com respeito a uma de suas varidveis

OF _

xZ, 1sto é, bz Fx

2.1 Lagrangianas equivalentes

Para o entendimento completo desta secdo, serd preciso primeiramente introduzir dois con-

ceitos: extremo e vizinhanca fechada.
Extremo

No espaco de (2n + 1) dimensdes, consideraremos uma fungéo ao menos duas vezes conti-
nuamente diferencidvel denotada por L(t, z’, i*). Dizemos que uma curva z*(t) € um extremo

da fun¢do L se, quando considerarmos as integrais

t . .
I:/QL(t,x’,x'Z)dt, 2.1
t1
_ t2 . dTt
I:/ Ltz Syt 22
t1 ( o dt ) ( )

tivermos sempre que I > T ou I < 1.
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Vizinhanca fechada

Consideremos curvas z'(¢) em um espago de n + 1 dimensdes, onde as coordenadas sdo
(t,2',...,2"). Em um espago de 2n + 1 dimensdes, definimos suas derivadas por
- dxt
T = . 23
i (2.3)
Dizemos que uma curva de comparagdo T'(t) pertence a uma vizinhanca fechada (g, 1) se

pudermos sempre ter satisfeitas as condi¢des abaixo:

Z'(t) — 2'(t)| <e, (2.4)
dz’ ’
= =l <m, 2.5)

em que ¢ = 1,....,n. Assumiremos que todas as fun¢des usadas acima e também adiante sejam

definidas em um intervalo fechado t; < ¢t < ¢s.

Apresentaremos agora o método das lagrangianas equivalentes: dada a lagrangiana L de
um sistema fisico, podemos modificd-la de forma a obter um problema variacional equivalente,
ou seja, uma mesma curva z*(¢) serd um extremo tanto da lagrangiana original quanto da la-
grangiana modificada. Vejamos como isso procede.

Seja S(t, 2, ...,2™) uma fung¢do ao menos duas vezes diferencidvel, definida no intervalo
t; <t <ty como as demais fun¢des. Assumamos que vale a identidade abaixo independente-

mente da curva que se escolha:

t )
S@ g = / (S, + Syid)dt. (2.6)
t1
Introduzamos uma nova lagrangiana da seguinte forma:
o . dS
L*(t,z",3") = L(t, 2", &") + e 2.7

Desse modo, se integrarmos L* sobre duas curvas diferentes, obteremos duas quantidades

diferentes, como mostrado abaixo:

I'=T+(S®—sWy g =]+ (8% - sWy (2.8)

Entdo, devido a identidade da funcdo S, temos que

r—Jg=I1-J 2.9

Vemos assim que se uma dada curva é um extremo de L, também o € de L*, resultando em
problemas variacionais equivalentes.
Se usarmos a fungdo S para construirmos uma fungado lagrangiana L* que seja identicamente

nula para uma dada curva ¢*(¢), mas que seja positiva para qualquer curva z*(¢) que pertenga a
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uma vizinhanca fechada, entdao o problema variacional serd especificamente encontrar um mi-
nimo, isto €, encontrar uma curva que leve o valor de L* e I* a zero. Se ao contrario tivéssemos
escolhido construir uma func¢do L* que obedecesse a condi¢do L* < 0 para qualquer curva
que ndo seja um extremo, entdo nosso problema variacional seria especificamente encontrar um
maximo.

Para este trabalho, escolheremos o problema variacional de minimizar /*. Entdo devemos

construir uma lagrangiana que obedeca as condicdes ja citadas, que sdo

L*(t,x",¢") =0, (2.10)

L*(t, 2", ") > 0. (2.11)

Em suma, tendo em maos a lagrangiana original do sistema fisico, podemos construir uma
nova lagrangiana que tenha as propriedades acima a partir da adicao da derivada total de uma
determinada fungdo S(t, z*). Feito isso, o problema de encontrar um extremo para a integral [*
¢ simplificado, pois conhecemos o fato de o seu minimo ter valor zero.

Caratheddory escreveu esses resultados como:

Teorema: Se é possivel definir um sistema de fungées continuamente diferencidveis V' (t, z7),
emquet,j =1,...,n, e também uma fun¢do pelo menos duas vezes continuamente diferencidvel
S(t,x7) para a qual

Lt, 27 ,7) — S, — Spp' =0 (2.12)

sempre valha, assim como

L(t,x?, 7)) — S, — S,id" > 0 (2.13)

sempre valha se as quantidades |17 — 17| forem suficientemente pequenas e ndo forem todas

simultaneamente nulas, entdo as solugoes das equagoes diferenciais parciais

it = (t, a?) (2.14)

serdo minimos do nosso problema variacional.

2.2 Equacao de Hamilton-Jacobi

Vamos analisar a expressdo abaixo:

L*(t, 27, i7) = L(t, 2’ 47) — %f — gfx (2.15)
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Todas as primeiras derivadas parciais desta expressdo com respeito a i’ devem ser nulas
quando fizermos 4* = 1)’. Lembrando que S é fungiio apenas de t e 2%, vejamos no que essas

derivadas resultam:

oL*
0 .
i
(L — Sm%]ﬂ:wi = 0. (2.18)
Temos entdo a conhecida relagdo:
oS 0L
o 9 = p;. (2.19)

Usando este resultado na equacgdo (2.12), temos também

oS C .
i L(t, 27, 7)) — pt. (2.20)
Agora, se definirmos uma funcdo H (¢, 27, p;) = p;y* — L(t,27,47), a equagdo acima pode

Ser reescrita como

%f(t,wj) + H(t, 2/, p;) =0, (2.21)

que € a conhecida equagcdo de Hamilton-Jacobi.

2.3 Equacoes de movimento

Veremos agora como Carathéodory procedeu para chegar as equagdes de movimento usando
o método das caracteristicas de Cauchy.
Sejam duas fungdes continuas pelo menos duas vezes diferencidveis F'(z', ..., 2™, y1, ..., Yn, 2)

e S(z!,...,2") de forma que quando temos

: 0S(z7)
= J , = ‘ 222
2= S@), w= 5, 2.22)
implica em
08 0S
1 n _
F(z, ..., x Y gl B )=0. (2.23)

Vemos que se trata de uma equacdo diferencial parcial (EDP) de primeira ordem. Derivando

F com respeito a 2 sobre uma superficie S(z") que seja solugdo da equagdo acima, obtemos

OF OF 9*S  9F9S _

ox’ * Qy; OO * 9z Ot 2.24)
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Consideraremos no espago dos ™ uma curva arbitrdria ' = x'(t) que seja diferencidvel.

Diferenciando com respeito a ¢ as expressoes (2.22), temos

5= %w (2.25)
_ 0*S ..
Vi= 55 axixj‘ (2.26)

Usando a expressao acima, reescrevamos a equacao (2.24):

S ¢j)+8F+ai %S +8—F85—O
03 0z’ ort  Qy; 0x'dxd 0z Ozt

Como S € suposta como sendo uma fungdo pelos menos duas vezes continuamente diferen-

(v (2.27)

cidvel, ou seja,

0?8 0?8
— = —— 2.2
Oxidx'  Oxidxd’ (2.28)
podemos ter
OF OF 0S 0?8 . OF
i+ —+——=——(@ - —). 2.2
vit or’ + 0z Ozt Oz'0x? (2 8yj) 2.29)

Agora vamos dar um passo fundamental desse procedimento. Queremos encontrar a so-
lugdo da EDP de primeira ordem F(x!, ..., 2" yi,....y,,2) = 0, 0 que significa encontrar as
expressdes para z°, y; € z. Temos expressdes para y;, 2, ¥;, 2, mas N0 temos expressdo para
z' e ', 0 que ndo possibilita a resolugio de (2.25) e (2.26). Como z*(t) é uma curva até entdo

arbitréria, faremos com que 7°(t) obedeca a seguinte condig¢do:

. OF
iy 2.30
= o (2.30)

Com essa especificacdo, teremos agora

OF OF 0S
BT 00 T 9z o @30
S OF

= 2.32
T o 0y, (2.32)

Podemos dizer, entdo, que as 2n + 1 fungdes 27 (t), yi(t) = 2280 ¢ »(¢) = S(29(¢)) s
solucdes do sistema de EDO

it = (2.33)

— 7Y (2.34)
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OF

i = —u. (2.35)
Y
Para ilustrar como xi,yl- e z estdo relacionados por esse sistema, consideremos um caso em
quei = 1,2.
Figura 2.1: Exemplo bidimensional.
Seja

f =S 2?) — 2 (2.36)
O vetor normal a superficie S € dado por

oS . oS . .
oS

Como y; = 57, entdo 7 = (y1, Y2, —1).

7t °

i=Vf

Isso pode ser generalizado para quantas dimensdes se queira. De modo geral, podemos di-

ZEr.

95
» Oz

ficie (2', 2), entdo as curvas caracteristicas (x*(t)), que sdo solugdes do sistema de EDO i,

Se existe z = S(x') que é solugdo de F(x? S) = 0 a qual contém o elemento de super-

devem se situar na superficie z = S(x'). As componentes normais a superficie sdo determina-

das sobre as curvas z'(t) pelas funcoes y;(t).

Quando a EDP de primeira ordem em questio € a equacdo de HJ, o sistema de EDO nos
prové as equagdes de movimento de um sistema fisico. Adotaremos daqui por diante outra

notacgao:
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vt =q'(t), °"=¢" =t (2.38)

~0S(¢,t) ~0S(¢,t)
Yi = qu =Pi; Yo = ot Po- (2.39)
F = H'(po, Ho) = po + H(t,q',p;) = 0. (2.40)

Temos que estar atentos ao tomar as derivadas de F', pois agora é uma funcdo que depende
explicitamente de p, e Hj, sendo que sua dependéncia em ¢ é implicita. Sobre uma superficie

S(q',t) que seja solugdo da EDP, tomaremos a derivada de H' com respeito a ¢':

dH"  OH'dp, OH'dH,

— = -+ — =0 2.41
dq* Opo dq’ + 0H, dq ( )
0%S 0H, O0H, 0°*S
. . —— = (. 2.42
0¢0t ~ og | op; 0gog (2.42)
Derivando p; com respeito a ¢, temos
9%S .. 9%S 9%S . 9%S

_ 90 I O 2.43
ogoc! Totog TV agag? T atog (2.43)

Usando (2.43) em (2.42) temos

i

0Hy 9%S (i — 0H,
d¢t  0¢iOq 4 ap,

Da equacdo acima, fazendo com que

Di +

) =0. (2.44)

 0H,

i = 245
temos como consequéncia
0H
pi=——57 (2.46)
0q

As equacdes (2.45) e (2.46) sao chamadas de equacdes candnicas. A equacio caracteristica
relativa a z pode ser obtida por uma simples derivagdo em t:

ds 9s . 0s
a Tl T (47
ds  9H, 95
— =pig— + (2.48)

O formalismo que Carathéodory usou para chegar tanto a equacio de HJ quanto as equacdes
candnicas € essencialmente lagrangiano, pois em nenhum momento foi necessario apelar para
a condicao de que os p’s sejam varidveis independentes dos ¢’s. Na verdade, foi necessario que

se considerasse tal dependéncia para que o lado direito da equacao (2.44) fosse bem definido,
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928
0¢7 0q*

% e assim obter as equacoes
Pi

ou seja, sendo # (), terfamos motivo para especificar ¢* =

caracteristicas.
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Capitulo 3

Teoria de Hamilton-Jacobi para sistemas

com vinculos

Aqui usaremos o procedimento de Carathéodory para construir uma teoria de vinculos,
ou seja, partiremos da equacdo de HJ e usaremos o método das caracteristicas para chegar as
equacdes de movimento de um sistema com vinculos. Para tais sistemas, a equagdo de HJ
juntamente com os vinculos formarao um conjunto de EDP de HJ. Ao analisar a integrabilidade
desse conjunto de equagdo, vemos que os vinculos podem ser classificados em involutivos, que
sdo equacdes integraveis, e 0s ndo-involutivos, que sdo equacdes ndo-integraveis.

Para lidar com os vinculos ndo-involutivos, associaremos a cada um deles um parametro de
forma que a dinamica do sistema serd descrita por uma nova dlgebra: os parénteses generaliza-
dos. Esse procedimento foi apresentado em [14].

Ao final do capitulo solucionaremos trés problemas bem conhecidos - o péndulos simples, a
particula na esfera e o campo eletromagnético livre - para mostrar como a teoria funciona tanto

para vinculos involutivos quanto ndo-involutivos.

3.1 Dinamica de sistemas vinculados

O problema que envolve sistemas vinculados estd relacionado ao fato de que a transi¢do
do formalismo lagrangiano para o formalismo hamiltoniano € falha, ja que isso depende de a
lagrangiana satisfazer a condi¢@o hessiana

detW # 0, 3.1)

em que )V é uma matriz cujos elementos sao

8pi 82L
o 0@ q
Se essa condicao € satisfeita, as equagdes p; = g; sdo inversiveis para as velocidades

¢* e assim podemos escrever a hamiltoniana do sistema a partir da lagrangiana substituindo
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essas pelos momentos p;. Sistemas que cumprem com essa condi¢do sao chamados de sistemas
regulares.

Sistemas que ndo obedecem a condicao hessiana, por sua vez, sao ditos sistemas singulares,
caracterizados pela presenga de vinculos. Mostraremos adiante que esses sistemas pressupdem
a reducdo de graus de liberdade e que obedecem nao sé a uma, mas a um conjunto de equa-
coes de HJ. A partir deste, encontraremos as equacdes de movimento usando o método das

caracteristicas e discutiremos sobre as condi¢Oes de integrabilidade dos vinculos.

Partiremos da equacdo que antecede a equagdo de HJ, quando ainda ndo definimos a funcao

oS .

- " — L =0, 3.3

o T Pid (3.3)
em que
08
Pi= 5q (3.4)
No caso de um sistema com vinculos, a lagrangiana ndo cumpre a condicao hessiana, isto €,
0°L

detWW = det(———) = 0. 3.5

e et( 9 3q'3) (3.5)

A matriz hessiana, por ser simétrica, ¢ diagonalizdvel. Entdo, diagonalizada, a matriz hes-
siana singular é composta por duas submatrizes: uma com m autovalores nao-nulos e outra
com k autovalores nulos, sendo que m + k = n, assumindo que n seja a dimensdo do espaco
de configuracdo. A primeira submatriz € inversivel, logo podemos escrever as velocidades em

termos das posi¢des e dos momentos:

oL
0q®

a

— 4" =n"(d", pv), (3.6)

Pa =
emquea,b=1,..,m.
A segunda submatriz tem determinante nulo e portanto ndo pode haver inversdo para as
seguintes equagdes:

oL

Dz = 87q'z’ (3.7)

emquez=1,.. k.
Estas equacdes sao consideradas vinculos da teoria, que reescreveremos como:

H, =p.+ H.(¢',n") =0, (3.8)
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_ 0L
z = aqz

Suporemos L seja linear em ¢°, de modo que H, ndo dependa dessas velocidades, embora

3.9

essa dependéncia possa existir sem que a matriz hessiana seja inversivel.

Feito essa nova denominagio das velocidades, reescrevemos a equacao (3.3):

oS .
o +pan® +p.¢° — L =0. (3.10)
Agora analisando a derivada parcial dessa equac@o com respeito as velocidades ndo inversi-
veis, temos
0 0S8 oL
- aa Z'Z_L: -~ = H =0. 3.11
8qy(8t+pn +p.4°— L) =py dgv G.1D)

Isto é, se os vinculos forem respeitados, os termos da equacao (3.10) que originardo a funcao

hamiltoniana candnica, que seria

Ho =pan® +p.¢° — L, (3.12)

nao dependerdo das velocidades ndo inversiveis. Logo, na regido onde os vinculos sdo satis-
feitos, a hamiltoniana candnica € bem definida, ou seja, ela depende apenas das posicdes e dos
momentos (e eventualmente do tempo), como por definicao deve ser.

Adotando a seguinte notacao

08
== A

reescreveremos a equacao (3.10):

H) = po+ Ho(q',n") = 0. (3.14)

Assim, podemos unificar H, e H. na seguinte forma:

H' = po + Ha(q',n%), (3.15)

emque o = 0,1, ..., k. Esse sistema de equagdes é chamado de sistema de EDP de Hamilton-

Jacobi.

Usaremos agora o método de Cauchy para encontrar as equagdes caracteristicas desse sis-
tema. Sejam as equacdes (3.15) escritas como fungdes explicitas das posi¢des e dos momentos

Hclx(qbv qﬁapbapﬁ) = Oa (316)
e sejam as condi¢des
95(¢",¢")
0 _ _ )
¢ =t po= o0 (3.17)
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_05(¢",q")

1

o o (3.18)
b B

Pa = 95, d") ), (3.19)
0q*

lembrando que o, 5 = 0,1, ..., k sdo os indices relacionados aos vinculos e a,b = 1, ..., m sao
os indices relacionados as velocidades inversiveis.

Tomaremos a derivada de H/, com respeito a ¢*:

8]—1& 4 8HCIX dp@ 4 8[—]('1 dpb .
dq®  Opg dq*  Opy dq®

O caso que nos interessa é quando H/, é fungdo linear dos momentos p,, como demanda a

(3.20)

constru¢do da teoria, haja vista a equacgao (3.8). Isso implica que

OH,, _

— (55 ) (3.21)
Opgs
Entao temos
dpe 0%S OH'  OH' d
Pa _ _ _9Ha 9l 0Py (3.22)
dq®  9q*0q dq*  Opy dg*
Tomando as diferenciais
9%S 0%
dp, = dg dq®, 3.23
Pa = gopag +8qa6qa q (3.23)
e usando (3.22), resulta em
0%S OH!  OH! Op,
dp, = dg® — o « dq°. 3.24
Agora se considerarmos que p, = — H, na equagio
Po + Pag” +p.q° — L =0, (3.25)

e derivarmos parcialmente com respeito a py,, conseguimos chegar a

8H(/] b aHz . b aHl .
=’ — 2= gb— 24 3.26
o, q O, ¢ =q o, q (3.26)

Como ¢° = 1, podemos inseri-lo na expressdo acima multiplicando-o no lado esquerdo de

maneira a possibilitar escrever o resultado em uma forma compacta:

/!
dgb = %dqo‘. (3.27)
Ipy

Usando (3.27) na equagdo (3.24), obtemos

_ Opa Gﬂgd o OH] N OH! Op,

= - dq®. 3.28
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Como p, = 25, e S é por suposicdo uma funcio pelo menos duas vezes continuamente

8 9,b
diferencidvel, temos que

apb apa
= . 3.29
Usando essa relaciao em (3.28), podemos entdo escrever
OH'
dp, = ———=dqg“. (3.30)
dq®

Resta encontrar a equacio caracteristica relativa a fung¢do S. Para isso, basta tomar a dife-
rencial da func¢ao e teremos:

08 08 oH

d d = (pai

0q° 0q” op

a

s =

— H,)dq", (3.31)

onde usamos (3.27).

Por fim, para o caso de um sistema com vinculos, o sistema de equagdes caracteristicas €

O0H!

dq® = apadq , (3.32)
OH!
dpa = ——aqf q°, (3.33)
OH
dS = (pa=—— — Hy)dg". 3.34
S=(p 0 )dq (3.34)

A solucdo das duas primeiras equacdes d4 origem a uma congruéncia de curvas parametriza-
das por ¢“ no espaco de fase de dimensdo 2m das varidveis (¢%, p,). Como consequéncia disso,
no espago de configuragdo, a trajetéria dindmica fica restrita as varidveis ¢“, ou seja, a trajetoria
¢ descrita por ¢* = ¢*(¢*,t), sendo ¢* pardmetros em condigdes de igualdade a t. Assim, cha-
maremos o conjunto de parametros ¢* de varidveis independentes do sistema. Por consisténcia,
observaveis fisicos devem ser funcdes desse espaco de fase reduzido, e sua dindmica descrita

por:

OF OF . OF
D o T ap.

Usando as equacdes caracteristicas, fica

dF =

dp,. (3.35)

OF OF OH! ~ OF OH!
dFF = —dqg“ 2 — < . 3.36
ot T (3q“ Opa  Opa 9¢° )42 (3:39)
Como = 1, podemos definir os parénteses de Poisson em termos de todas as
variaveis:
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(F.G) = a@F oG OF 0G

em que o = 0,1,...,n. Assim, a dindmica de um observavel pode ser escrita de forma simpli-

(3.37)

" Opor  Opar 0g”"
ficada pela equacdo

dF = {F, H' }dq". (3.38)

3.2 Integrabilidade

Uma vez que temos um sistema de EDP, precisamos saber quais condi¢des devem ser obe-
decidas para que haja solugdo para esse sistema, ou seja, para que ele seja integravel.

Trazendo a memdria o teorema de Frobenius [32], sabemos que para que uma familia de
hiperplanos seja integravel, cada par de vetores que pertenca a um desses planos deve satisfazer

a

[Xi, X;] = C}; * X, (3.39)

ou seja, a operacdo de comutacio de quaisquer dois vetores que pertengcam a um certo plano
resultard um terceiro vetor pertencente ao mesmo plano. Isso implica que esses vetores sao
linearmente independentes entre si.

No caso do sistema de EDP de HJ, podemos reescrevé-lo com k£ + 1 campos de vetores
linearmente independentes X, agindo na fungéo S:

» 08

X6 g =0 (3.40)

Para encontrar uma expressao para as componentes desses vetores, vamos analisar a equagao
(3.38) para ¢*:

H(/l = Xa(S) =

OH!

dq® = {q%, H Ydq® = —2dq". 341
q* ={q", H,}dg op, 14 (3.41)
Mas quando inserimos (3.40) em (3.38), temos
, 0S /
dg® = {¢°, X2 97 Hg® = x% dg”. (3.42)
E por comparagado, obtemos
OH'
Xo = <. (3.43)
Opa

Por coeréncia com a forma das equacdes de HJ, devemos ter x2 = o7.
Se agora consideramos que o vetor X, age sobre uma fun¢do /' do espacgo de configuracdo,

isto €, uma funcdo que depende apenas das coordenadas, teremos como resultado:
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LOF  OH!, OF

Xao(F) = = ={F H,}. 3.44
(F) = Xags = o 5oa = (P HL) (3.44)
E se dois vetores agirem sobre F, entdo teremos

XolXp(F)] = Xo({F, Hy}) = {{F, Hy}, H.}. (3.45)

Tendo em vista esses ultimos resultados, vamos investigar o comutador de dois vetores

agindo em F"

[XCHXﬁ](F) = {{F7 Hé}, H&} - {{F7 H&},Hé} (3.46)

Usando a identidade de Jacobi, é verdade que

{{F7 Hé}a H(Ix} = _{{Héw F}7 Hé} - {{Hé7 H&}? F} (3.47)
Quando substituimos (3.47) em (3.46), sobra

[XavXﬁ](F) = _{Fv {H;,Hé}} (3.43)

Agora, olhando para a condi¢@o de integrabilidade,

[Xow X5l(F) = Co Xy (F) = Co i {F H }, (3.49)

vemos que, para que os vetores fechem uma algebra de Lie, precisamos ter

{F.{H,, Hy}} = —Cog'{F, Hi}, (3.50)

ou seja,

(H. HY = c g H.. (3.51)

Aqui vemos que a dlgebra obedecida pelos vetores X, para a integrabilidade do sistema
X, (S) implica em outra dlgebra que deve ser obedecida pelos vinculos H/,: em lugar do comu-
tador, temos os parénteses de Poisson.

Por coeréncia com o sistema fisico que estamos trabalhando, devem ser sempre vélidas as
equagdes H/, = 0, o que implica que a condic¢@o de integrabilidade para este caso é ainda mais
especifica:

{H., Hj} = 0. (3.52)

Isto implicard em mais outra condicao, pois tendo em vista a equagdo (3.38), teremos

dH' =0, (3.53)
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o que significa que os vinculos devem se manter inalterados durante a trajetéria dinamica. Te-
mos, entdo, trés condi¢cdes equivalentes que determinam a integrabilidade do sistema de EDP
de HJ, que sdo as equacdes (3.51), (3.52) e (3.53).

Quando lidamos com um sistema fisico que possui vinculos, podemos cair em diferentes
situacdes ao analisar a integrabilidade do sistema de EDP de HJ.

Em geral, temos trés possibilidades:

(a) Todos os vinculos obedecem a condi¢do (3.51): sistema completamente integravel.

(b) Nenhum dos vinculos obedece a condi¢do (3.51): sistema completamente ndo-integravel.
(c) Parte dos vinculos obedecem a condicao (3.51): sistema parcialmente integravel.

Quando os vinculos obedecem as condicdes de integrabilidade, eles sdo chamados de vin-
culos involutivos. Opostamente temos 0s vinculos ndo-involutivos, que ndo obedecem as condi-
coes de integrabilidade. Neste ultimo caso, o sistema de EDP de HJ nio tem solugdo imediata
do ponto de vista da condi¢ao de Frobenius. No entanto, existe uma maneira de contornar esse
problema redefinindo a dindmica do sistema, ou seja, definindo o que chamamos de Parénteses

Generalizados de Poisson, como veremos a seguir.

3.3 Parénteses generalizados

Vamos supor que temos em maos um sistema completo de EDP de HJ:

H =0, a=(0,1,..k). (3.54)

Escrevendo a equagdo de evolugdo para um dos vinculos, separando o parametro temporal

dos demais, teremos

dH!, = {H', H}dt + {H',, H.}da*, (3.55)

e impondo a condic¢do de integrabilidade (3.53), resulta

{H!, H\}dt +{H., H }dz* = 0. (3.56)

Vamos definir uma matriz antissimétrica M formada pelos parénteses de Poisson dos vin-
culos H/, ou seja, { H., H.} = M,,, 0 que nos permite escrever

M,.dx* = —{H], Hy}dt. (3.57)

Se o sistema todo de EDP de HJ é nao-involutivo, como o caso (b) que citamos no final da

secdo anterior, a matriz M € regular e, portanto, possui inversa. Podemos entao escrever que
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dx® = —(M1)**{H., H}}dt. (3.58)

Com este resultado, a equagdo de evolucdo se torna

dF = {F,H}}dt + {F, H }do* = [{F, H)} — {F, H.}(M~")**{H., G}]dt. (3.59)
Neste ponto é que definimos o que chamamos de parénteses generalizados:

{F,.G}* ={F,G} —{F,H.}(M "**{H,,G}. (3.60)

Sendo a equacdo de evolugdo dada assim por

dF = {F, Hy}*dt. (3.61)

Depois que os parénteses generalizados sdo construidos, todos os vinculos se tornam invo-

lutivos nessa nova descri¢ao dinamica.

Consideremos agora o caso (c¢), em que parte dos vinculos seja ndo-involutiva. Suponhamos
que a matriz M seja singular de posto r < k, ou seja, ha r vinculos ndo-involutivos. Neste caso,

vamos escrever a equacdo (3.57) da seguinte forma:

Moada® + Myzda® = —{H., H}dt, (3.62)

emquea = 1, ..., s@0 os vinculos ndo-involutivos e z = r+1, ..., k sdo os vinculos involutivos.

Divideremos a equagdo acima em dois conjuntos, um para cada um dos dois tipos de vinculo:

Mspda® + My,da® = —{H}, H)}dt, (3.63)

Miadma ‘I— Mjgdwz == _{Hilfﬂ H(,)}dt (3.64)

Do primeiro conjunto, temos

Myyda® = —{Hj, Hy}Ydt — {Hj ,; yda™ = —{ H}, H}da', (3.65)

sendo que § = 0,r + 1,...,k. Como a submatriz formada pelos vinculos ndo-involutivos é

regular, podemos escrever

de® = —(M~Y)®{H!, H}da®. (3.66)

Assim, podemos eleminar r varidveis independentes, isto €, podemos escrever a equagdo de

evolucdo independentemente das variagOes dessas r varidveis:

dF = {F, H.}da" + {F, H}}da® = {F, H}}*da?, (3.67)
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em que temos

{F,G} = {F,G} — {F, H.}(M~")®{H},G}. (3.68)

Os vinculos involutivos logicamente ndo influenciam nos parénteses generalizados.

Para os casos (b) e (c) que acabamos de analisar, sup0s-se que todos os vinculos do sistema
ja eram conhecidos. No entanto, para que seja possivel formar os parénteses generalizados
geralmente precisamos adicionar novos vinculos ao sistemas. Isso acontece quando impomos
a condi¢do de integrabilidade (3.53) aos vinculos iniciais. Veremos isso acontecer em todos os

exemplos a seguir.
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3.4 Exemplos

Resolveremos a seguir dois problemas de Mecanica com vinculos ndo-involutivos, que sdo o
péndulo simples e a particula em uma esfera. Depois, resolveremos um problema de Teoria de

Campos com vinculos involutivos, que € o campo eletromagnético livre.

Péndulo Simples

Inicialmente, temos para este sistema a restri¢cdo 1 = r — [ = (. Para implementa-la na

lagrangiana, faremos uso de um multiplicador de lagrange u:
L= %(1'“2 + 120%) + mgr cos 6 4 ).

Para usarmos o formalismo de HJ que desenvolvemos, construiremos um espago de confi-
guracdo estendido, onde as varidveis sdo as coordenadas r e ¢ e também o pardmetro u. Vemos

que os momentos conjugados sdo
. — 20
Pr=mr, pPp =mMruv,

e como nao ha velocidade relativa a u, o momento p, € nulo. A hamiltoniana candnica é

facilmente obtida:

2 2
HO _ Dr Py

2m 2mr2

— mgcosf — u.
Os vinculos inciais sao

H[/J - pO+H0:07
H = p,=0.

A equacdo de evolucdo é dada por
dF = {F, Hy}dt + {F, H| }du.
Testaremos agora a integrabilidade dos vinculos:
dHy = {H}, H; }du = {—u), p, }du = —pdu.
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Devemos considerar um novo vinculo, H), = ¢ = 0, a fim de que o sistema se torne

integravel.
; ' H! Lot p% Pr
H, = {H;, Hy}dt + {Hj, H }du = {9, 2m}dt = %dt.
Novamente adicionaremos um novo vinculo: H; = 2= = (.

2
dH} = {Hj, H)}dt+ {H}, H}du = {25 20— mgrcosd — ui}dt

m’ 2mr?

2
= —l—gcos@—i—gdt.
m2r3 m

2
2 . r_ P U
Outro novo vinculo: Hj = —5 + gcost + = = 0.

2 2 2

D pr p u
dHy = {Hj, Hy}dt+ {Hj, H;}du = {gcosf + m297‘37 o T 2m6r2 — mgr cos 0}dt + {E,pu}du

Pi P D 1
= [{gcos?, 2mr2} + {m27"3’ 272 — mgr cos 0}]dt + Edu
—gsinfpy  3pip, —2gsinfpy 1
= mr?2 mgr4 a mr? Jdt + %du
3gsinfpy | 3pip, 1
— _( mrQ + m37”4 )dt + %du

Como este dltimo resultado prové uma relacdo entre as diferenciais dt e du, ndo hd neces-
sidade de adicionar mais vinculos, pois agora a condi¢do para que H) esteja em involugdo é
que haja uma determinada relacdo entre du e dt. Devemos reescrever a equacdo de evolugao
contendo todos os vinculos que ja foram adicionados.

dF = {F, Hy}dt +{F, H}du +{F, Hy}df + {F, Hy}dn + {F, H} }d~,
onde temos as relacdes:

H(,) = p0+H0—>t

H = p,—u
Hy = ¢y —p
Hy = "y
m
2
H, = p263—|—gcos€+g—>7
m2r m

Escrevamos a matriz M e verifiquemos a sua inversibilidade:

0 0 0o -+
vl 00 — 0
ok o0 X
w0 a0
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Sua inversa € dada abaixo:

0
P e

0 0 0

—-m 0 0

O fato de M ser completamente inversivel significa que todos os vinculos sdo nao-involutivos
e portanto devemos tratar a dindmica do sistema usando os parénteses generalizados. Conside-
rando (3.60) e (3.61), tendo em vista que jad possuimos a matriz inversa, podemos escrever a

equacdo de evoluciao em termos dos parénteses generalizados:

dF = {F, Hj}*dt

Sg sin 9p9 p9¢

= [{F Ho} +{F Hi} +{F, H2}(

) — {F Hy}pr + {F, Hy}my]dt

Os vinculos Hi, H), H, e H. i podem ser lidos, respectivamente, como

pu = 0
v=r—1 =0
0

0

)

pr =

Y

O primeiro vinculo esté relacionado a degenerescéncia de u. O segundo e o terceiro vinculos
estdo relacionados ao fato de o fio do péndulo ser inextensivel. O ultimo vinculo nos dd uma
expressao para o multiplicador de Lagrange:

2
Py
u=——>—mgcosb.
mr
Ja que r é constante, resta obter apenas a equacdo de movimento relacionada a variavel 6.

Usando a equagao de evolugdo, chegamos a
dpe = [{pe, Hy} + {pe, Hy}mi)dt = (—mgr sin 6 + mgi) sin 0)dt

Como j4 temos que

0 = ﬁ = pg = mr?0,
mr?
e lembrando que devemos ter ¢ = r — [ = 0, usando as duas equagdes acima resulta no bem
conhecido resultado
. —gsinf
b= .
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Particula em uma esfera

Para este caso, a restricao entre as coordenadas de posi¢ao € dada por:
Yp=2+y*+2—r*=0.

Usando um mutiplicador de Lagrange v para que possamos implementar a restricdo ) na

lagrangiana do sistema, temos

)
L="% .
2
A hamiltoniana candnica é
2
Ho=2" —uy.
2m

Inicialmente, os vinculos sdo os seguintes:

H[/) = p0+H0:07
H{ = p.=0.

A equacdo de evolucdo de uma varidvel dindmica desse sistema é:
dF = {F, Hj}dt + {F, H| }du.

Para que o sistema seja integravel, os vinculos devem estar em involu¢@o. A fim de que isso

seja alcancado, devemos respeitar as condi¢des de integrabilidade:

dH, = 0,
dH| = 0.

Vejamos:

dH, = {H|, H; }du = {—ut), p, }du = —du.
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Logo € necessério que mais um vinculo seja obedecido:
!/
H, =9 =0.
Vamos verificar se o novo vinculo satisfaz a condi¢ao de integrabilidade.

92X -
Py
m

2
dHj = {Hj, Hyydt + {Hy, H}}du = {0, —}dt =
Novo vinculo: H = % = 0.

2
dH} = {Hj, H}dt + {Hj, Hi }du = — (p* + 2mux”)dt.
m

Mais um vinculo: Hj = -2 (p* 4 2mux?) = 0.

16ux - p 4x*

AH, = {H}, Hyydt + {Hj, Hi}du = = =dt + ——du.

Como ndo temos mais vinculos a adicionar, vamos reescrever a equacio de evolucdo das
varidveis dindmicas desse sistema:

dF = {F, Hy}dt + {F, Hy }du + {F, Hy}d0 + {F, Hy }dn + {F, H} }d~,
onde temos as relagdes:

Hé = p0+H0—>t

H = p,—u
Hy = ¢ —p
9X -
H; = Xp—)n
m
2
!/ 2 2
Hy = ﬁ(p + 2mux®) — v

Agora é o momento em que devemos escrever a matriz M formada pelos parénteses de
Poisson entre os vinculos Hi, H}, H}, H} e analisar sua inversibilidade, a fim de saber se os

vinculos estdo em involucao.

0 0 0 _x2
vl 0 0 ax° xp

0 —% 0 25(p? — 2mux?)

o TR - 2mux?) 0

Sua inversa € dada abaixo:
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0 (p? — 2mux?)/2mx* —x-p/2x* m/4x*

Y= —(p? — 2mux?)/2mx* 0 —m/4x? 0
x - p/2x* m/4x? 0 0
i 4x2 0 0 0

O fato de M ser completamente inversivel significa que todos os vinculos sdo nao-involutivos
e portanto devemos tratar a dinamica do sistema usando os parénteses generalizados. Como ja
possuimos a matriz inversa, podemos escrever a equacao de evolucao em termos dos parénteses

generalizados como € mostrado em (3.60) e (3.61):

dF = {F H}}*dt
2 2 2

2 2
_ / oy P ury g T X P AT
- HFv HO} + {F, H2}[(2 X2)2mX2 + x2 ] {Fv H3}<2 XQ) %2 + {Fv H4} 4 (1 x2 )}dt

Os vinculos Hi, H}, H; e H) podem ser lidos, respectivamente, como

pu = 0,
Yp=x>—1r> = 0,
x-p = 0,

p? +2mux* = 0

O primeiro dos vinculos esté relacionado a degenerescéncia da coordenada u, o segundo é
a equagao da esfera. O terceiro vinculo € uma condi¢do de perpendicularidade do vetor posi¢ao
ao vetor velocidade, o que mantém a particula sobre a superficie da esfera. O quarto vinculo
nos fornece a expressao do multiplicador de Lagrange:

2

p

o2mx2’

u =

Tendo em vista que todos vinculos devem ser obedecidos, podemos chegar as seguintes

equagdes de movimento:

dx = Bdt.
m
2
dp = —2_xdt
mr
- 2
.. \%
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Campo eletromagnético

Este é um exemplo de Teoria de Campos em que obteremos as equacdes de movimento de
um campo eletromagnético livre usando o método que estudamos.

Como ja nos € conhecido, a lagrangiana de um campo EM sem interacdes € dada por

L= / L(z)d*z = —i / Fag(x) F8 (z)d,

Fop(r) = Oadp(z) — 5 Aa().

Temos que o, 3 = 0,1,2,3 e x = (2°, 2, 2%, 2*) é um ponto do espago-tempo. A fungdo

L € chamada de densidade lagrangiana. A razdo de usarmos uma densidade agora € que,
diferentemente dos exemplos anteriores, este nao envolve a dindmica de um objeto localizado
em uma regido especifica, mas estamos tratando de um campo que preenche todo o espaco. As
varidveis A, (z) de campo passam a ocupar o papel que tinham as coordenadas generalizadas

de posicdo ¢, de forma que as velocidades sdo

dA,

0=t = Doda.

A teoria de campos independe do pardmetro que se escolhe para analisar a evolugdo do
sistema, mas a nossa escolha serd 2° = ct. Como consequéncia disso, 0s momentos conjugados

as variaveis A, sdo dados por

o«  OL 0L(y)

=9 _ [ By,
OA, 900 An(z)" Y

™

Para escrever a Hamiltoniana do campo precisamos obter os momentos conjugados:

IL(y) 0[0aA5(y) — s Aa(y)]

0 _ 3 __ 1 e} 3
@) = | gaa@m® T 2 99y Ao () PP dy
_ _; / 5[80140(38439;4030140(?4>] Fo5(y)dPy = 0.
i _ 1 ro(F, (Q)F(JB(?J)) . 0 0i 3
"0 = 1) T = Jaga @A) - A F Wy

1 , A .
- -3 /(FOZ ~ FO(z — y)dy = F,
A lagrangiana estd escrita em termos das velocidades JyA,,, € agora precisamos escrever a
hamiltoniana em termos dos momentos 7. Analisaremos a inversibilidade das velocidades nos

momentos a partir da matriz hessiana, cujos elementos sao dados por

B O*L _ On%(x)
B 814&8/15 B 8A5<y)7

Was Woa = 0; Wij = —6;;0%(x — ).
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W= —0*(x —y)

o o O O
o O = O
o = O O
_ o O O

Isso mostra que o determinante possui uma parte singular que esta relacionada ao vinculo:
H' =71 =0.
Escrevamos a hamiltoniana:
H(A,, %) = / Agreds — L = / [(0;Ag — niym? )" + iFaﬁFaﬁ}d%
Como F,sF*F = 2Fy, F% + F;;F, temos

H(Ay, 7% = / DA’ — Smpy + L Py FYd s = / HdPz.

4

Temos inicialmente os vinculos

HY = 0S+H=0,
H' = 7'=0.

Antes de escrevermos a equacio de evolugdo, precisaremos redefinir os parénteses de Pois-
son:
OF (z) 0G(y)  0G(y) OF(x)
F(z),G = — :
@), GO} = gy ora(s) ~ 9, (2) 9 (2)

Assim, a equacao de evolugdo é
aF = [[{F,HO " + {F W }dAo(y)]dy

Impondo as condicdes de integrabilidade, temos

_ OM(y)
9 A ()

dH™ (x /{7T (y)}dz’dy = dz’d’y.

Como

U ( 0l) _ ) 0

e tendo em vista a propriedade da delta de Dirac
/f(y)aé?’(x —y)d’y =~ / 9 1) - y)dy
dy 9y

or'(z)
ox’

resulta

dH (z) = da®.
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Entdo a condi¢do de integrabilidade nos impde um novo vinculo

7‘[/2 = aﬂl’i =0.

dH®(x) = / [{%’2(96),7%’0(1/)}61%0+{’H’?(x),H“(y)}dAo(y)]d%

o . 9  0A(y) 0A(y)

e ik 0 73 — ]k .

J (o', Jk( JFw)ydedy = 2/F Vor oA oy oy
_ . a 71 $3 03 _1 a a 7k 0 __
_ 2/ 695@ 7ay35 W 01103 (2 — ) dady = o5 5 751 P (@)da® = 0.

Nao € necessario adicionar mais vinculos, ja que a expressdo acima € identicamente nula.

Os vinculos que temos sdo

Hlo = aoS‘I—H:O—)ZL‘O
Hll = 7'('0:0—>A0

7‘[/2 = 817'('1':0—>w
A equacdo de evolugdo agora € reescrita como

AF = [HF,H}da® + {(F, 1 }dAo(y) + {F, H Y (y)]dy

E desnecessdrio testar a condi¢do de integrabilidade com a nova equagdo de evolugdo, pois
apenas um novo vinculo foi adicionado ao sistema.

Para vermos se os vinculos estdo em involucdo, montaremos a matriz dos parénteses de

B {H/l,Hll} {HlleQ} B 00
- {7{,277{/1} {7_[/2’7_[/2} “loo

Sendo o determinante da matriz acima nulo, implica que todos os vinculos do sistema estao

Poisson dos vinculos:

em involu¢do. Sendo assim, ndo podemos escrever a equacao de evolu¢ao em termos dos parén-
teses generalizados ja que ficamos impossibilitados de encontrar relacdes entre as diferenciais
da®, dAo(z) e dw(x).

Obtenhamos agora as equagdes de movimento.

aAe) = A, 0,400)m (5) — S (W) ()} + {Ai(2), 0 () o)y

— [10A40(0) ~ man* )55 — ) + 88— o))y
= (0;Ao(z) — mjwj(a:))da:o — Ojdw ().
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Devemos salientar que como o Ay foi escolhido como pardmetro independente, nio faz
sentido calcular sua equagdo de movimento. Lembrando também que 7° = 0, as equagdes de

movimento a serem obtidas para os momentos sao

dr'(z) — /{w O x)<1FAk<y>ij<y>>dx0d3y
= 5 [ Gt = 5@ — D ERl)d Py = = [0, = F 5w — ey
= 8kF"“( Yda®.

Como esta expressio depende somente de dz°, podemos escrevé-la da seguinte forma:
o' — O;F7" =0 — 9, F" = 0.
Como o vinculo 9,7 deve ser obedecido, temos
0, F'* = 0.
As duas tultimas equagdes podem ser unificadas em uma tinica expressao
0o F*P =0,

que forma o primeiro par das equacdes de Maxwell para o campo eletromagnético sem fontes,

que sao
- 0B
VXxFE = ———
% 00’
V.B = 0.

Verificamos, portanto, a aplicabilidade da teoria de vinculos de HJ em Mecanica e Teoria
de Campos. Vimos como a condicao de integrabilidade possibilitou lidar de forma natural com
vinculos involutivos e ndo-involutivos, sendo que para estes ultimos necessitou-se a introdugao

da 4lgebra dos parénteses generalizados para a descri¢do da dindmica.
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Capitulo 4

Modelo BF

O modelo BF (background field) é usado para estudar a gravitacdo quantica e considera a

acdo como sendo a integral do trago da forma B A F', como veremos em detalhe na secdo a

seguir. A a¢do € assim tomada porque quando consideramos um elemento do grupo de Lie da

teoria, devido as propriedades do trago e do produto exterior, o tr(B A F') é um invariante de

calibre. O modelo BF € usado para os estudos da gravitacdo quantica.

Em teoria de campos, a a¢ao € dada por

W= /cda;4,

e o termo de Lie estudada no primeiro capitulo deve ser lido como

AL = E,0¢" + 0,G*,
em que

oL oL oL
— J— H —
o= 5ga = O 00,0 G 00,6

Podemos escrever a equagdo em termos do tensor energia-momento, cuja forma é

50" + LxH,

oL

! = — O, + M L.
Usando esta expressao, ¢ verdade que
oL
oMLz = On 02 + OF dx®.
LT 0,0° Ptox® + OF ox
Substituindo esse resultado na expressao de G*, encontramos
oL
Gt = 0" + OF dz<.
90,6" o" 4+ OF oz

4.1

(4.2)

(4.3)

(4.4)

4.5)

(4.6)

Vamos agora escrever explicitamente o termo da equacdo de Lie que contém a equacdo de

Euler-Lagrange:
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oL oL oL

E,0¢" = - 8¢ — 0,0"02%) = E,0¢" — 02%(0a — Oa
a¢ (agb“ aﬂaaugba)(gb 8925 ZE) ¢ ( ¢a¢a ¢ Maaugba)
4.7)
Mas como
oL
a — §H a 4,
a¢a¢a 8‘6 aaqbaaﬂ(b (8)
entao temos que
E0¢" = E,00" — 0,0" o0z 4.9)
Por fim, a equacao de Lie pode ser reescrita como
E.,6¢9" — 0,0" 0x* + 0,G" = 0. (4.10)

As equagdes (4.6) e (4.10) serdo importantes para os cédlculos que faremos no decorrer deste

capitulo.

4.1 Modelo BF

Seja uma variedade M de d dimensdes, um grupo de Lie G e uma (d — 2)-forma B, que é
chamada de campo de fundo. Consideremos também uma 2-forma F’ obtida através da derivada
covariante de uma conexido A que é 1-forma: FF = DA =dA + AN A.

A acdo do modelo BF € dada por

Wpr[B, A] = /M tr(B A F). @.11)

Pode ser mostrado que o modelo BF com d = 2 é equivalente ao modelo de Jackiw-
Teitelboim [26] que, por sua vez, pode ser reformulado como uma teoria de calibre. Neste
trabalho, consideraremos somente o caso bidimensional, ou seja, o campo de fundo B € uma
O-forma e o campo de conexdo F' € uma 2-forma. Eles podem ser escritos em termos dos

geradores da dlgebra de Lie G:

1
F= 2F§VJ dz" A dz”, (4.12)
B = B"J,. (4.13)

E também o campo A escrito em termos dos geradores é dado por

A= A% dr". (4.14)

Pela equivaléncia com o modelo de Jackiw-Teitelbom, temos que o indice a = 0, 1, 2 esta

relacionado a dois geradores de translagdes e um gerador de boost de Lorentz.
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Escrevamos agora F' em termos de A. Sabendo que

1
dA = S (0, A = 0, A7) Juda” N da”, (4.15)
1 1
A /\ A = i(A,U«AV - AVA,U«)dl.M /\ dl.l/ AaAb [JCU Jb]dxu /\ d$ (416)
temos
1
F= 5{@,4@ Oy ALY Ty + AL AL [ o, Jy) b A da. 4.17)

Uma vez que estamos nos restringindo a algebra de Lie, temos [J,, J,| = f,,¢J.. Isso nos

permite escrever separadamente

Fi, = 0,A% — 0,A% + f,,“Ab A (4.18)
E conveniente que definamos neste momento a derivada covariante:
DAY = 0,AL — [, “AD A (4.19)

Agora que ja obtemos a expressao para F', vamos nos voltar para a agao:

Wpp = / tr(B A F) / BOFY tr[J,J)dat A da”. (4.20)

Tendo em vista que o traco de uma matriz € uma fung¢do linear e simétrica, consideraremos
Jap = tr[JyJp] como as componentes de um tensor métrico e o usaremos para baixar o indice

de B®. Também levando em conta a antissimetria do produto exterior, teremos por fim

Wp = / Fe B,da?. @21

Logo, a densidade lagrangiana ¢ dada por

L = FB,. (4.22)

A fim de obter as equacdes de movimento e analisar as simetrias desse formalismo, analisa-
remos a equacao de Lie na forma dada por (4.10).
No caso do modelo BF bidimensional, temos dois campos independentes, isto é, B e A.

Sendo assim, o termo de Lie terd a forma

AL = E%5B, + EX6A% — 0,0",, + 0,G". (4.23)
Vamos obter separadamente as equacoes de Euler-Lagrange:

oL oL
B __ o — [a
Y = o5 g g = Fob (4.24)
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oL oL .o , v ’ "
Ef:aAg_aaaaaAa:ab(dAb — 64 AYB,) + 6501 By — 6500 Ba = 63 D1 B, — 62 Dy B,

(4.25)

Entdo, as equagdes de movimento que obtivemos sio:
Fy, =0, (4.26)
06 D1B, — 67 DyB, = 0. (4.27)

A seguir obteremos as expressdes para o tensor energia-momento e para o gerador. Tendo
em vista que a densidade lagrangiana nao tem dependéncia nas derivadas do campo B, o tensor
energia-momento € dado por

or, = 83@0 A% 4 ML = (' DAY — Sl 0nA?) B, + 6" FC B,. (4.28)

Usando a equacdo (4.6), temos

oL
00, A2

Agora, considerando somente as varia¢des a ponto fixo, 6z = 0, o termo de Lie se torna

G = SA® + OF 5z = (Sl A% — §I'A%) B, + O 5° (4.29)

AL = 0B F§+0A{D1B,—0 AT DyBy+00 (B0 AL)—01 (B0 Af) = 0By +Ba(Dogd AT — D10 AF).
(4.30)
Queremos descobrir qual tipo de transformagdo para o campo B torna o modelo BF in-
variante se considerarmos Aj; sendo um campo de calibre. Seja A” uma fung@o diferencidvel

arbitrdria, entdo fazemos com que 0 A7, = D, A?. Com isso, a equagdo (4.30) se torna

AL = 6B, F¢ + B, Do, D1]A”. (4.31)

Usando da defini¢do (4.19) € possivel chegar a seguinte regra de comutacao:

[Do, D1]A® = —f, . “A"F,. (4.32)

Assim, temos

AL = (0B, — f.,"ByA°)FE,. (4.33)

Agora, impondo que a equagdo de Lie seja satisfeita, ou seja AL = 0, sobre o calibre

0Aj, = D,A?, obtemos uma restri¢do sobre o campo B:

6By = f.,"ByA° = —f,."ByA“. (4.34)
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Logo, as transformacdes de calibre que deixam a teoria invariante sdo

SA% = D,A", (435)

0B, = b ByA°. (4.36)

— " Jac

Devemos notar aqui a importancia de termos escolhido o principio de Weiss para estudar

este modelo, pois a equagdo de Lie nos possibilitou obter as simetrias dos campos A e B.

4.2 Teoria de Hamilton-Jacobi no Modelo BF

A fim de analisar o modelo BF pela teoria de vinculos que desenvolvemos no capitulo 3,

vamos reescrever a acao usando a defini¢do (4.19):

Wer = / Ba(9A2 + AZD, By)dx?. 4.37)

Como podemos eliminar os termos de divergéncia na acdo sem afetar as equagdes de movi-

mento, podemos escrever

Wgr = / (BuBoA? + ASD, B,)da?, (4.38)

A acdo escrita dessa forma € mais conveniente para uma andlise de vinculos ja que considera
a componente Aj como um multiplicador de Lagrange. Queremos obter os vinculos canonicos

da teoria. Comegaremos obtendo as expressdes para os momentos candnicos:

oL
0
_ _ 4,
= gonas =" (4.39)
or
1 _ _ B, 4.40
o = 59, A ’ (4.40)
Y
" = a5~ (4.41)

Como o tnico momento nio-nulo é o momento conjugado a componente A{, e lembrando

que agora temos £ = B,00A{ + A} D, B,, a hamiltoniana candnica é dada por

Ho = To00AS — L = —A3D, B,. (4.42)

Definindo © = 0,5, o conjunto de EDP de HJ do modelo BF bidimensional é

H=r+Ho=0— 2°, (4.43)
Ho=m0=0— A, (4.44)
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H'! =7l —B,=0— A%, (4.45)

H*=T1"=0— B,, (4.46)

Esses sdo os vinculos iniciais da teoria. No lado direito estdo relacionadas, para cada vin-
culo, as varidveis independentes que desempenham o papel de parametro, de forma andloga ao

que foi visto no capitulo 3. Os parénteses de Poisson sdo definidos de forma tal que

{AL,m} = 05050(x —y), (4.47)

{B,,11°} = 686 (x — ). (4.48)

A equagdo de evolucio dinamica do sistema € dada para o presente modelo por
AF = [{F 1 pda® + {F, AL + {(F, 1" dB,]dy. (4.49)

4.2.1 Parénteses Generalizados

Quando testamos a involug¢do dos vinculos para construirmos a matriz dos parénteses de

. ~ 1 . ~
Poisson, como fizemos na se¢do 3.3, notamos que H'“ e H’, formam um subconjunto néo-
. . . 1 ~ . . 1
involutivo, pois {H'*, H'; } = §26(x —y). Em razdo disso, vamos definir .° = H'* e h' = H',;

assim, a submatriz formada pelos parénteses de Poisson dos vinculos ndo-involutivos é

[Mrs] — 5(.%’ . y) ( O3><3 13><3 )’

_13><3 O3><3

em que 7, s = 0, 1. Sua inversa,

(M =6(x —y) ( Vs laxs )

I3x3  O3x3

serd usada para construir os parénteses generalizados, reduzindo o espago de fase com a elimi-
nacgdo dos parametros relacionados aos vinculos nao-involutivos, ou seja, as componentes A{ e

B,. Logo, os parénteses generalizados do modelo BF terdo a seguinte forma:

{F(2),G(w)}" = {F(2),9()} - /{f(fl?), R (2)} M (2, w) R (w), G(y) dzdw.  (4.50)

Com esse resultado, a equagdo de evolucdo pode ser reescrita como

dF — / {F, HY da® + {F, 7y dA%da. 451)
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E importante notar que com a redugdo do espacgo de fase, B, e II* ndo sdo mais varidveis
canonicamente conjugadas, pois B, passa a ser o momento candnico de Af.

Testando a integrabilidade dos vinculos, encontramos que
dH? = — D, B,da°. (4.52)
Sendo assim, a condicdo de integrabilidade impde que um novo vinculo deve ser adicionado
ao conjunto de EDP de HJ:

K'w= DB, =0. (4.53)

Quando testamos a integrabilidade deste novo vinculo, obtemos dX/, = 0. Portanto, além de
K',, ndo é necessario adicionar mais vinculos para que o conjunto de EDP de HJ seja integravel.
Com isso, devemos fazer a correspondéncia do vinculo X', com um novo pardmetro w® e assim

reescrever a equacao de evolugdo:
dF = / {F, HVda® + {F, 1Y dA? + {F, K",V dw?dx. (4.54)

4.2.2 Equacoes caracteristicas

Usando a equagdo (4.54), podemos chegar as seguintes equagdes de movimento:

dAS. = 6, D1 AGda® + 6,dAG — 0, Dydw*, (4.55)
dr’ = 64Dy B,dx® — 64 f&, B,(Abda® — dw'), (4.56)
dB, = —f$,B.(ASdx® 4 dw’), (4.57)

dI1® = 0. (4.58)

Vamos analisar se essas equacdes sdo equivalentes as equacdes de movimento (4.26) e (4.27)
ja obtidas. Primeiramente, precisamos ter em mente a independéncia entre os parametros z°,
Af e w?, pois sendo assim, a evolug@o dindmica do sistema se d4 independentemente na direcido
de cada um deles. Entdo, analisando somente a evolu¢do temporal, as equacdes de movimento

se tornam

DAL = 6. D1 A, (4.59)
Qo = 0 D1 B, — 6., f5,B.AY, (4.60)
DyB, =0, (4.61)
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Opl1* = 0. (4.62)

A componente ;1 = 0 da equacdo (4.59) mostra que A permanece inalterada no tempo
e a componente ;1 = 1 reproduz a equagdo de Euler-Lagrange (4.26). Na equagdo (4.60), a
componente 1 = 0 nos dd o vinculo (4.53) que € nulo como condicdo de integrabilidade. J4 a
componente ;4 = 1, quando levamos em consideragdo a relacdo (4.40), prové a equacao (4.61)
que, por sua vez, € equivalente a equacdo de Euler-Lagrange (4.27). E a ultima equacao (4.62)
€ s6 consequéncia do vinculo (4.46).

Portanto, mostramos que a teoria de vinculos de HJ aplicada ao modelo BF funciona per-
feitamente, pois as equagdes caracteristicas, quando analisadas pela evolu¢cdo temporal, sdao
equivalentes as equacodes de Euler-Lagrange.
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Capitulo 5
Termodinamica

A Termodindmica se originou do advento das maquinas térmicas, sendo entdo uma ci€ncia
que se utiliza de termos mecanicos e térmicos [30]. Com o tempo alguns cientistas notaram
que alguns conceitos termodindmicos ndo eram apresentados de uma maneira consistente. Ca-
rathéodory foi um dos pioneiros, no inicio do século XX, do que chamamos de Termodindmica
Axiomdtica. Seu método, centrado nas expressoes pffafianas, possibilitou uma formulagdo ma-
temdtica rigorosa para a segunda lei da Termodindmica. Apresentaremos neste capitulo o teo-
rema de Carathéodory para expressdes pffafianas usado para formular a entropia, sem nos apro-
fundarmos neste assunto, de forma que daremos mais aten¢ado a teoria de HJ na termodinamica
usual.

Quando analisamos a primeira lei da Termodinamica podemos perceber que hd uma geome-
tria de contato intrinseca. Veremos que € possivel encontrar equacdes caracteristicas para uma
funcdo geradora de transformacdes que mantenha inalterada a estrutura de contato. A partir dai,
definiremos a equacdo de HJ para a Termodinamica e validaremos com os exemplos do gas de

Van der Waals e o ferromagneto de Curie-Weiss.

5.1 Conceitos da Termodinamica

Inicialmente traremos a memoria alguns conceitos bdsicos dessa importante area da fisica a

fim de tornar fluente a compreensao deste capitulo.
Lei zero

Sejam A, B e C trés sistemas. Se um equilibrio térmico é estabelecido entre A e C e também
entre B e C, entdo A e B estdo em equilibrio térmico entre si.
A lei zero estd relacionada ao conceito de temperatura, de forma que se faz necessario definir

uma fun¢do que expresse o equilibrio térmico entre sistemas.
Primeira lei

A energia ndo pode ser criada ou destruida, apenas transformada em outras formas de
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energia, sendo que sua transferéncia pode se dar em forma de calor ou trabalho.
A este enunciado se anexa a expressdo que caracteriza a conservacdo da energia:

dE = dQ + dW. (5.1)

Segunda lei

Existe uma propriedade inerente a cada sistema fisico chamada entropia que sempre au-
menta em processos irreversiveis e se mantém constante em processos reversiveis, contanto que

se trate de um sistema isolado.

A segunda lei enuncia a entropia, que é uma fun¢do de estado extensiva, ou seja, que de-
pende das dimensdes fisicas do sistema. A entropia de um sistema nao isolado pode diminuir,

pois desde que temos a féormula

_ 1

d
S T

(5.2)

se retirarmos energia em forma de calor de um sistema, sua entropia diminuird. No entanto,
todo sistema ndo isolado serd necessariamente parte de um sistema isolado maior e este, por
sua vez, também terd sua entropia modificada, de forma que a varia¢do da entropia no processo
como um todo devera ser sempre maior ou igual a zero. O maior sistema isolado que podemos
conceber € o universo, portanto podemos enunciar a segunda lei da termodinanica, outrossim,
da seguinte maneira: A entropia do universo so pode se manter constante ou aumentar, jamais
diminuir.
Terceira lei

A entropia de um sistema alcanca um valor constante quando a temperatura vai tendendo

a zero, e em um cristal perfeito a entropia é exatamente zero na temperatura de zero absoluto.

Essa lei € melhor entendida quando relembramos a férmula de Boltzmann da mecanica
estatistica
S = kglog), (5.3)

em que kg € a constante de Boltzmann e () € o nimero de microestados do sistema. Quando
um cristal perfeito estd submetido a temperatura de zero absoluto, € possivel apenas um micro-

estado, levando a uma entropia nula.
Variaveis extensivas e intensivas

Varidveis extensivas sdo aquelas que dependem das dimensdes fisicas do sistema, no sentido

que, caso se aumente a massa € o volume do sistema, as varidveis extensivas aumentarao na
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mesma propor¢do. Varidveis como essas sdo a entropia, a energia interna e a entalpia, entre
outras. Como ilustra¢do, imaginemos um sistema fisico qualquer que dobre de tamanho, ou
seja, dobre de volume e massa, entdo também dobrardo de valor a energia, a entropia e as
demais varidveis extensivas.

Varidveis intensivas sdo aquelas insensiveis as mudangas das proporc¢des do sistema fisico.
Se dobrarmos um sistema qualquer de tamanho, teremos mantidos os valores de temperatura,

pressdo e viscosidade, que sdo exemplos de varidveis intensivas.
Funcoes de estado e Func¢oes de caminho

Ha dois tipos de fungdes que sdao fundamentais na termodinamica. Um tipo sdo as funcdes
de estado, que s6 dependem do estado presente do sistema, ndo importando o processo pelo
qual ele passou para chegar a um determinado estado. Alguns exemplos de fun¢des como essas
sdo a energia interna, a entropia e a temperatura. O outro tipo sdo as funcdes de caminho,
que se relacionam aos processos que o sistema sofreu para chegar a um tal estado. Funcgdes
desse tipo sdo o calor e o trabalho mecanico. Em suma, func¢des de estado sdo intrinsecas as
caracteristicas presentes do sistema, e fungdes de caminho sdo intrinsecas aos processos que

acontecem no sistema.

5.2 Termodinamica Axiomatica

A formulacao da Termodindmica de Carathéodory parte dos axiomas abaixo.

Axioma I: A quantidade de calor introduzida em um objeto dentro de um recipiente diatér-
mico, que é definida por
Q=LEy—E —-W, 5.4)

é somente nula se se tratar de um processo adiabdtico.

Axioma IlI: Na vizinhanga de qualquer estado A de um objeto hd outros estados B que ndo

podem ser alcancados a partir de A em processos adiabdticos reversiveis.

Comumente, as equagdes da Termodinamica ocorrem em uma forma diferencial linear co-

nhecida como expressdo de Pfaff:

emque? = 1,...,n e X; sdo fungdes de algumas ou todas as varidveis independentes z;.
A forma diferencial da primeira lei da Termodinamica em um processo quasiestatico ¢ uma
expressdo pfaffiana:
dQ) = dE — dWw. (5.6)
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Na maioria dos casos, essa expressdo nao € integravel. No entanto, se as curvas definidas

por

dQ = dE — dW =0 (5.7)

ndo levarem a todos os pontos da vizinhanga de um ponto inicial no espaco dos x;, entdo a
equacao pfaffiana (5.7) € integravel. Abaixo citaremos o teorema de Carathéodory para formas
pfaffianas.

Teorema: Seja a equagdo pfaffiana

dxo + Xidz,1 + ... + X, dx, =0, (5.8)

em que X; sdo fungoes finitas, continuas e diferencidveis de x;, e é sabido que em toda a vizi-
nhanca de um ponto arbitrdrio P no espaco dos x; hd pontos que ndo podem ser alcancados
pelas curvas que satisfazem a essa equacdo, entdo deve haver um multiplicador da equacdo

(5.8) que a torne uma diferencial exata.

Uma prova desse teorema pode ser encontrada em [31].
Uma func¢io df é chamada de diferencial exata ou total se | df for independente do caminho.

Analisemos um caso em que a expressao pfaffiana é da seguinte forma

df = Xdz + Ydy. (5.9)

Para que df seja uma diferencial total, devem ser cumpridas as condi¢des

_of

x=% y_9
ox’ dy

(5.10)

Como consequéncia disso, levando em conta que f € pelo menos duas vezes continuamente

diferencidvel, temos a chamada relacdo de Schwarz

0X oY
= _ 11
oy~ or’ (5.1
isto é,
0 f 0 f
oydr  O0x0y’ (-12)

Consideraremos o calor d(), que é uma quantidade inexata e uma funcido de caminho, e o
multiplicaremos por um fator integrante % para construirmos a entropia d.S que, por sua vez, é

uma diferencial exata e uma funcao de estado do sistema:

_dQ dE —aw

as
T T

(5.13)
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Vimos assim que a teoria de expressdes pffafianas foi usada para mostrar que a entropia é
uma fungao construida pela multiplicacdo do calor por um fator integrante, a fim de obter uma
funcdo que possa caracterizar o estado de um sistema, de forma que ela € constante apenas em

processos adiabdticos.

5.3 Teoria de Hamilton-Jacobi na Termodinamica

Agora mostraremos uma maneira de aplicar a teoria de Hamilton-Jacobi nos problemas
termodindmicos. Comecaremos analisando a dimensdo impar do espaco de fase das varidveis
termodinamicas, que € uma consequéncia da primeira lei. Para o melhor entendimento deste
fato, escolheremos o mais simples sistema termodinamico possivel, como segue.

Para um gdas ideal com nimero fixo de particulas, temos cinco varidveis termodinamicas
U,S, T, P e V: energia interna, entropia, temperatura, pressao e volume. Pela primeira lei da

termodinamica, as variacdes infinitesimais dessas quantidades do sistema tém que obedecer a

dU —TdS + PdV = 0. (5.14)

Essa equacao implica na dimensionalidade impar do espago de fase. As varidveis intensivas
P e T aparecem em pares conjugados com as varidveis extensivas V' e S, apresentando-se nas
formas PdV e T'dS. A energia interna é a Unica quantidade que ndo tem par conjugado. No
entanto, a primeira lei também pode ser apresentada de outras formas, como por exemplo
P

1
dS — —=dU — —=dV = 0. 1
S Td T 0 (5.15)

E verdade, assim, que qualquer uma das varidveis pode ocupar o posto de “varidvel funda-
mental” como o € a energia na equacgao (5.14), tendo como par conjugado a unidade. Isso vale
tanto para as varidveis extensivas quanto para as intensivas, fazendo uso das transformacgdes de
Legendre, como mostram os exemplos abaixo.

Usando a entalpia H:

1 T
dH—VdP—TdS:0:>dP—VdH—l—VdS:O. (5.16)
Ou entdo usando a energia livre de Helmholtz F':
1 P
dF+PdV+SdT:0:>dT+§dF—|—§dV:O. (5.17)

Logo, vimos que o espaco de fase da termodinamica tem sempre dimensiao impar, mesmo
que as varidveis termodinamicas se apresentem sempre em pares conjugados, tal como entropia
e temperatura, pressdo e volume, campo magnético e magnetizagdo, entre outros. Mais clara-
mente, vimos que para um sistema com n graus termodinamicos de liberdade, seu espago de

fase terd 2n + 1 dimensdes e este fato permitird o uso de geometria de contato.
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Geometria de contato

Seja um patch local com coordenadas (¢°, ¢', ..., ¢", p1, ..., pn) de uma variedade com di-

mensao 2n + 1. Uma estrutura de contato neste patch é uma 1-forma tal que

an~de® —pdd, i=1,..,n. (5.18)

A uma 1-forma « pode ser multiplicada por uma funcio f ndo nula, e fo serd uma 1-forma
equivalente, j4 que a estrutura de contato ¢ definida pela anulacio das variagdes infinitesimais.

Existem vdrias outras coordenadas que mantém a estrutura candnica de « inalterada. Tais
transformacodes de coordenadas sdao as chamadas transformagoes de contato. Vejamos como

procede uma transformagdo g, que implica em (¢°, ¢*, p;) -> (Q°, Q*, P,), sob tais exigéncias:

9(dq° — pjdg’) = dQ" — P;dQ = [aac]f — P, gg}dpi + [%ngj — P %C;:]dqi + (%22:: - B Zf(f)dq“ (5.19)
Dessa equacdo inferimos as condicdes sobre a transformacao:

g:%f]?;_pjaag, (5.20)

%C;j = Pj%ij’ (5.21)

Funcoes geradoras das transformacoes de contato

Analisaremos aqui o caso de transformagdes infinitesimais. Seja um pardmetro e << 1,

entao temos

Q" =¢"+eX’, Q' =¢ +eX', Pi=p;+eX,, (5.23)
onde definimos um campo vetorial

0 .0 0
Xp = Xoa—qo +X o7 + X"a?i' (5.24)

Quando substituimos (5.23) em (5.20), (5.21) e (5.22), obtemos condi¢des para as compo-

nentes vetoriais:

0X° 0X7
9= 50 Piga (5.25)
0X0 0X7
o g (5:26)
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0X° 0XJ 0X° 0X7

i — X = i+ —Pj=F) 5.27
aqz p] aqz p ( aqg p] aqo) ( )
Trabalhando nessas relacdes, podemos ver que as componentes podem ser expressas em
termos de uma tnica fungdo F' = p; X7 — X
OF . OF OF OF

XOI 17—F Xz: Xlz— p i~ )

(5.28)

Sendo assim, as transformacdes infinitesimais de contato sdo determinadas pela fungdo F'e
por isso a chamamos de fungdo geradora.

Podemos escrever o campo vetorial em termos de F":

oF 19) oF 0 OF oF . 0
Xr = Wiy = op * opag T o TP o

(5.29)

A transformacao infinitesimal da forma de contato « sob atuacao deste campo vetorial pode
ser facilmente calculada através da derivada de Lie

LXFOé = diXFCY + iXFdOé. (530)
Para esse caso, temos
ix, = —F, (5.31)
oF or . OF
di dq® — dq' — =——dp;, 5.32
IXp 240" " 2dg ™ T Bap, " (5.32)
da = —dp; A dq', (5.33)
oF or, . OF
da = - i—)dq’ dp;. 5.34
Portanto,
oF

Logo, o campo vetorial X modifica a 1-forma pela multiplicacdo de um escalar, mantendo
a estrutura de contato.
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5.3.1 Equacoes Caracteristicas

Tomando o tempo como parAmetro da transformagio, passamos a ter em (5.23) que X° =

0 . % . . ~ . A
%, X' = % e X; = ddf;. Assim, uma funcao geradora define uma familia de um parametro de

transformacgdes de contato, determinada pela solu¢ao das EDO abaixo

E OF_ dfqi_aF dpi__aj_ aj (5.36)
at  Piop, T At~ apy dt . o Diage '

Estas s@o as curvas caracteristicas da funcio geradora F'. Comparando com o sistema de

curvas caracteristicas que Carathéodory construiu usando o método de Cauchy, verificamos a
similaridade.

Vejamos como a fun¢do F' varia no tempo.

dg'_ dg’
dt dt

F=pX - X°=p, (5.37)

dF  OF dg'
dt  O¢' dt

. F A A . F 0
_dp; OF \dq"  dq dpz+87di’ (5.38)

dp; dqo
OF Op; OF0¢"— = ;
Horop s Holog =0 “Pog)ar Taa o dt

" dt dt

em que usamos as relacdes provenientes de (5.36). Resta entdo que

dF oF
— =—F_—. 5.39
dt 0q° (5-39)
A expressdo acima nos mostra que a unica possibilidade de termos F constante é quando
seu valor inicial é nulo. Olhando para (5.37) vemos que a fun¢do F' € ela mesma uma estrutura

de contato. Isto serd importante para o que trataremos adiante.

5.4 Equacao de Hamilton-Jacobi na Termodinamica

Agora estamos prontos para formular a termodindmica em termos de geometria de contato.
Como vimos, o espago de fase termodinamico possui 2n + 1 dimensdes, entdo a primeira lei

pode ser interpretada como uma estrutura de contato desse espaco

a=dq° — pdgt = 0. (5.40)

Podemos dizer que as varidveis ¢ sdo as varidveis extensivas enquanto que as varidveis
p sdo as intensivas. Contudo, sabemos que podemos manipular essa proposi¢do através das
transformacodes de Legendre.

Se qualquer variacdo infinitesimal do estado de um sistema termodindmico deve obedecer
a primeira lei, entdo significa que as equagdes de estado de um sistema termodinamico devem
definir uma subvariedade lagrangiana. Esta, no espaco de fase, é uma variedade com dimen-
sdo igual a do espago de configuracdo e na qual a 2-forma dq A dp, que define uma estrutura

simplética no espaco fase, é identicamente nula [32].
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Se uma relacdo fundamental

¢ =(¢",....q") (5.41)

¢ conhecida, podemos obter as outras n equacgdes de estado

99
= 5

Consideremos o caso em que a funcio ® dependa, além dos ¢°, de n parAmetros a1, ..., Gy:

pi:®i(q17"'7qn)7 (I)z

(5.42)

qozé(ql,...,q",al,...,an), (5.43)

implicando também

pi = Pi(q", ey q" a1, e ). (5.44)

Vamos impor a condi¢do de ndo-degenerescéncia
0?®
8q’0aj

para que possamos eliminar os pardmetros aq, ..., a,, das n + 1 equacdes de estado e escrever

det

£ 0 (5.45)

uma Unica relacdo entre as varidveis termodinamicas:

f(qoaqla--'7qn7p17"'7pn) = 0. (546)

Mas essa equagdo € na verdade uma EDP de primeira ordem para a fungao ¢:

0P oo

0o 1 n = T =
f(q 7q 7"‘7q 7aq17"'7 a TL) 0 (5'47)

q

Para descrever o estado de um sistema termodinamico, a equacdo (5.47) deve ser equivalente
a primeira lei, expressa por (5.40). Dotada das propriedades de estrutura de contanto, podemos
aproveitar os resultados que obtivemos para fun¢do geradora F' na secdo anterior e dizer que as

equacdes caracteristicas para a fun¢do f sdo dadas por

g’ _ Of

. dg_Of dp _ Of of

at ~ op At og¢ Diago

f, (5.48)

Reconhecemos assim que (5.47) € uma equagdo de Hamilton-Jacobi para a termodinamica.
A fim de ilustrar a teoria que apresentamos, encontraremos as equacoes de HJ para o gds de

van der Waals e o ferromagneto de Curie-Weiss.

Gas de van der Waals

Como bem conhecemos, o gés de van der Waals € um modelo simples de gas nao ideal:
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T a
v—>b 0%

pP—

(5.49)

Temos que v = %, sendo n o nimero de moles do gis e R a constante dos gases, e a e b
sdo constantes determinadas empiricamente para um dado sistema fisico, sendo a proporcional
a forga atrativa de curto alcance entre as moléculas e b o volume excluido devido ao tamanho
finito das moléculas.

A entropia molar desse sistema € dada por

s = log[(v —b)(u + %)%], (5.50)
em que
S U

Vejamos a relagdo abaixo:

1 ds 3 1
—=(=)p== 5.52
T (8u) 2u+ 4 (5-52)
Resolvendo (5.52) para a, obtemos
3T
a — U(? — ) (5.53)
Usando o resultado acima em (5.49) e resolvendo para b, obtemos
T
h=uv— . 5.54
TPy 1L —w) (5:34)
Quando substituimos (5.53) e (5.54) em (5.51), resulta
P 1 3oy 2T o o,
[TU Fut 2] T7° = gues (5.55)

Esta € uma equagdo que relaciona as cinco varidveis termodinamicas, representando uma

hipersuperficie no espaco de fase. Usando as relacdes

1 0s P 0s

essa equagdo pode ser reescrita como
Os s, 3.5,0s.4 27 5 5
[U(%) U(%)+§] (%) =gUee (5.57)

Essa € uma equacdo diferencial parcial para s que chamamos de equacdo de Hamilton-

Jacobi para os gases de Van der Waals.
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Ferromagneto de Curie-Weiss

Alguns materiais interagem com um campo magnético externo, pois em sua constitui-
cdo ha dipolos magnéticos que tendem a se alinhar com o campo. Podemos classificar esses
materiais em trés tipos: diamagnetos, paramagnetos e ferromagnetos. Quando o campo mag-
nético € aplicado, os dipolos magnéticos dos diamagnetos se alinham opostamente ao campo,
enquanto que os dipolos dos paramagnetos se alinham paralelamente. Os ferromagnetos tém
as propriedades do paramagnetismo, no entanto, quando o campo magnético € "desligado", os
ferromagnetos se mantém magnetizados. Existe uma temperatura, para cada material, acima da
qual um ferromagneto passa a ser um paramagneto devido ao movimento térmico aleatdrio que

exerce resisténcia ao alinhamento dos dipolos. Trata-se da temperatura de Curie.
A primeira lei da termodinadmica para sistemas magnéticos é

dU —TdS — BdM = 0, (5.58)

em que M € a magnetizacdo do material devido ao campo magnético 5. Podemos escrever a

equacgdo acima também da seguinte forma:

1
ds = fdu — bdm, (5.99)

— B - M

sendoque b= 7 em = 7.
Cada material possui uma equagao de estado que relaciona b com m. A medida que aumen-
tamos o campo b, a magnetizacdo m tende a um valor limite m,, situacido essa em que todos
os dipolos magnéticos ficam alinhados. Para um paramagneto, temos um modelo simples que

descreve essa relagdo:

m = mog(bmyg), (5.60)

em que g € uma funcdo caracteristica do material. Uma alternativa para descrever essa relagao

no caso de um ferromagneto nos € provida pelo modelo de Curie-Weiss:

m = mog(mob + %mﬂo), (5.61)
em que 7, € a temperatura de Curie. Se h € a funcdo inversa de g, entdo
1 T. m
T md

(5.62)

Devemos notar que essa equagao impde que b = b(m, T'). Entdo, para que a equagio (5.59)

seja uma diferencial exata, precisamos que

1 2
u(m,T) = —2Tc(::0) +ug(T). (5.63)
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Quando substituimos (5.62) e (5.63) em (5.59), definindo x = =, obtemos

mo’
1
ds = —h(x)dx + Tduo. (5.64)
Com isso, a entropia pode ser escrita como
s = s1(z) + so(T), (5.65)
e identificamos

so(T) T

wo(T) = / T'dso(T"), s1(z) = — / h(z')dx'. (5.66)
0 0

Podemos eliminar os parametros m e 7, para obter uma relagdo entre as varidveis s, 7', b, u

e m. Tomemos a equacdo (5.62):

T,
mb = xh(x) — xQTC. (5.67)
Da equacdo (5.63), segue que
2w —
T, = —(ux;‘o), (5.68)
e, portanto,
2w —
mb = wh(z) + 2 - o) (5.69)
Definiremos agora duas fungdes:
k(s1) =z, jy) = k(y)h(k(y)). (5.70)
Entdo, x = k(s — so), levando a relagdo que queremos:
2w —
mb:j(s—so)+M. (5.71)

T
Para continuar, tomaremos o caso de momentos magnéticos com spin %, onde temos que
gly) = ﬂ% hiz) = m si@) = VI-22— 1. (5.72)
E para as relagdes de (5.70), teremos
k) = VI= =17 i) = = (573)

Para a parte ndo-magnética da energia interna, consideraremos um simples modelo: o ma-
terial é como se fosse constituido por uma rede na qual seus vértices sdo "habitados"pelas mo-
léculas, que por sua vez efetuam movimento oscilatorio. Neste caso, a equiparticdo de energia

nos da
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uo(T) = %T, (5.74)

€ como consequéncia

so(T) = % log T, (5.75)

sendo que j expressa o nimero de graus de liberdade. Com essas consideracdes, a equacao
(5.71) se torna

1 — 1
—[3—30]+2(u o) _ 3+HlogT+2ﬁ—u. (5.76)

b= = -
" s — So T s—SlogT 2 T

Usaremos a energia livre de Helmholtz para tomar 7" e m como as varidveis termodinamicas.
_ F
Sendo que f = -—, sabemos que

f=u—"Ts, (5.77)
of 1(of

Levando isso a (5.76), obtemos a equagao de Hamilton-Jacobi para o ferromagneto de Curie-
Weiss:
2f af mof ) < af u

H _ - _— — =
<2logT—|—T i 9T ~ T om aT+2logT) 1. (5.79)

Por fim, vimos que podemos descrever o estado de um sistema termodinadmico através de
uma equagdo de HJ. Nao iremos prolongar este capitulo com a resolu¢do das equacdes de HJ
para o gds de van der Waals e o ferromagneto de Curie-Weiss. No entanto, pode ser visto em
[29] que quando se resolve as equagdes caracteristicas desses sistemas, vé-se que o parametro ¢
que chamamos de tempo € uma quantidade proporcional a entropia. Continuamos trabalhando
para uma melhor compreensdo deste fato, assim como estamos analisando a estrutura simplética
da Termodinamica para verificar as semelhancas com a Mecanica Classica, o que pode contri-

buir para uma possivel extensdo da teoria de vinculos de HJ nos sistemas termodinamicos.

63



Conclusao e Perspectivas

Neste trabalho apresentamos uma teoria de vinculos de HJ, aplicando-a em problemas de
Mecénica Classica e Teoria de Campos. Para construir essa teoria, tomamos como base o tra-
balho de Carathéodory para a teoria de HJ, que € uma formulagdo lagrangiana. Mostramos no
segundo capitulo que para chegar a equagdo de HJ foi usado o método das lagrangianas equi-
valentes, o qual consiste em construir uma nova lagrangiana, a partir da lagrangiana conhecida,
que seja identicamente nula, tornando o problema de minimizar a acao trivial. A nova lagran-
giana difere da lagrangiana original por uma derivada total temporal da fungdo S(q,t) que tem
valores fixos nos extremos da trajetdria e por isso se pdde verificar que as duas lagrangianas re-
presentam problemas variacionais equivalentes. Vimos que o método das caracteristicas prové
um conjunto de equagdes diferenciais ordindrias - as equacdes carcteristicas - que solucionam
uma equacdo diferencial parcial de primeira ordem. Quando esta é a equacao de HJ, as equagdo
caracteristicas s@o as equacdes de movimento de um sistema fisico.

No capitulo 3, estudamos sistemas em que a condi¢do hessiana ndo é obedecida, ou seja,
nem todas as velocidades sdo inversiveis e, portanto, se trata de problemas com vinculos. A
ndo inversibilidade das velocidades leva, de antemao, a um problema quando se quer construir a
funcdo hamiltoniana, que sé depende das coordenadas e dos momentos. No entanto, mostramos
que, quando os vinculos s@o obedecidos, a hamiltoniana passa a ndo depender das velocidades
ndo inversiveis. Assim, vimos que a equagao de HJ juntamente com as equacdes dos vinculos do
sistema formam um conjunto de EDP de HJ e, quando analisamos sua integrabilidade através
da condi¢do de Frobenius, vimos que foi necessdrio introduzir uma nova dlgebra quando os
vinculos ndo estdo em involugdo: a dlgebra dos parénteses generalizados. Verificamos que a
imposicdo de que todos os vinculos obedecam a condi¢do de integrabilidade faz necessario
que se adicione vinculos que, de inicio, ndo estavam sendo considerados. Para ilustrar como
funciona a teoria, resolvemos dois exemplos de vinculos ndo involutivos - péndulo simples e
particula na esfera - ¢ um exemplo de vinculos involutivos - o campo eletromagnético livre.
Neste ultimo exemplo, mostramos que os parametros relacionados aos vinculos involutivos ndao
possuem relag@o entre si e, portanto, se faz desnecessario o uso dos parénteses genaralizados
para a descri¢cdo da dindmica do sistema.

No capitulo 4, mostramos como a teoria de vinculos de HJ se aplica ao modelo BF bidimen-
sional. Vimos que as equacdes de movimento que obtivemos eram compativeis com as obtidas
pela equagdo de Euler-Lagrange. Além disso, usamos a equacdo de Lie provida pelo principio
de Weiss para investigar as simetrias do sistema. O modelo BF € ainda nosso objeto de estudo
para futuros trabalhos dentro da teoria de vinculos de HJ e temos em perspectiva analisar este
modelo para mais dimensdes, assim como usando supersimetria com € sem matéria. Em para-
lelo, analisaremos a ligac@o existente entre o principio de Weiss e o teorema de Noether para
estudar a aplicabilidade da teoria de vinculos de HJ nas teorias de calibre.

Por fim, no capitulo 5 discutimos sobre a Termodinamica Axiomadtica de Carathéodory, em
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que vimos como ele utilizou a teoria de expressoes pffafianas para formular a segunda lei da Ter-
modindmica. Depois analisamos a estrutura de contato intrinseca a primeira lei e encontramos
as equagoes caracteristicas como condi¢des que devem ser obedecidas pelas transformagdes in-
finitesimais que deixam a estrutura de contato inalterada e, em seguida, apresentamos a equagao
de HJ como uma equacio equivalente a primeira lei. A teoria de HJ na Termodinamica é um
objeto recente de estudo e, por conseguinte, estamos analisando se é possivel estender a teoria

de vinculos que apresentamos no capitulo 3 para os sistemas termodindmicos.
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