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Os dois felizes

O moleque sai de casa descalgo

para brincar no campinho do outro lado da rua.
No final da tarde, ele gira,

olhando para o céu azul e redondo sem nuvens.
No chao, observa a Lua branca, clara,
dancando...

“Um dia vou 14.”
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Resumo

Neste trabalho fazemos uma revisao do modelo cosmolégico padrao, o modelo de
Friedmann, e estudamos o modelo de universo de de Sitter, que é o paradigma de uma
expansao acelerada para o fator de escala césmico — fato que caracteriza a Inflagao
e parece ocorrer hoje, segundo indicam observagoes recentes. Tendo em vista essas
mesmas observagoes, que atribuem uma importancia cabal a constante cosmolégica
como fonte da gravitacdo em escala césmica, extendemos o modelo de Friedmann
para incluir o termo A. A necessidade de entender o significado fisico da constante
cosmologica leva-nos a discutir o papel da pressao na cosmologia em contraponto
com a pressdo na mecanica estatistica. Mostramos, ao final, um mecanismo para
a geracao de pressao negativa, o que pode ser equivalente a presenca da constante
cosmolodgica. Tal mecanismo é baseado na introducdo de uma interacdo do tipo
nuclear entre os constituintes do fluido que se supde como contetiido do cosmo. O
tratamento que culmina na obten¢do de uma equagao p(7) envolve a teoria das
expansoes em cluster e a do equilibrio quimico sob a hipdtese de simetria entre

matéria e antimatéria.

Palavras Chaves: solucoes das equacoes de Friedmann; espacos-tempos de de

Sitter; constante cosmolégica; equacao de estado na cosmologia.

Areas do conhecimento: 1.05.01.03-7
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Abstract

We make a review of the standard model of physical cosmology, the Friedmann
model, and study the de Sitter’s universe, which is the paradigm of an accelerated
expansion of the cosmic scale fator — fact that characterizes the Inflation which
seems to happen today, according to recent observations. Keeping in mind these
observations, which give a major importance to the cosmological constant as the
source of gravitation, we perform an extension of the Friedmann model to include the
A-term. The will to understand the physical meaning of the cosmological constant
leads us to discuss the role of pressure in cosmology in counterpoint to that of
pressure in statistical mechanics. One shows, finally, a mechanism to the generation
of negative pressure, which can be equivalent to the presence of A. This mechanism
is based on the introduction of nuclear interactions among the constituents of the
fluid which is supposed to fill the universe. The treatment by which we obtain an
equation p(T') involves the theory of cluster expansions and the theory of chemical

equilibrium under the hypothesis of symmetry between matter and antimatter.
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Capitulo 1

O Modelo Padrao da Cosmologia

A percepcao da universalidade da interagao gravitacional conduziu Albert Einstein
ao principio de equivaléncia e as equacdes da relatividade geral, no final de 1915.
Estas equagoes significaram a geometrizacdo da gravitacdo: duas massas nao sofre-
riam mais a acao de uma for¢a a distancia, como havia proposto Newton. Agora,
a presenca de matéria (ou, segundo a relatividade restrita, de energia) curvaria o
espago-tempo, tornando a sua geometria diferente da Euclidiana. Essa sofisticagao
tedrica constituiu uma reinterpretacao da interagao gravitacional, a qual se tornou
compativel com a finitude da velocidade de transmissao de informacoes. Ademais, a
relatividade geral pode explicar fendmenos como o avanco no periélio de Mercirio,
a deflexao gravitacional da luz, e o deslocamento de linhas espectrais originadas na

superficie do Sol ou de outras estrelas [1].

Mas a aplicacdo mais ousada da teoria da gravitacao de Einstein viria com a cos-
mologia fisica. Caso fossemos capazes de modelar o contetido de matéria e energia de
todo universo, poderiamos, resolvendo as equacoes da relatividade geral, determinar
a geometria do cosmo e a sua dinamica; poderiamos opinar com o apoio da ciéncia
sobre questoes fundamentais como: “Para onde vamos?”. Homens como W. de Sit-
ter, A. Friedmann, Abbé G. Lemaitre e o préprio Einstein seguiram esse programa —
2], [3], [4], [5], a ponto de em meados do século passado ja termos formado o quadro
do Big Bang. O modelo cosmolégico dinamico do Big Bang torna-se incontornavel
quando, através das contribui¢oes de G. Gamow, R.A. Alpher, H.A. Bethe e R.C.
Hermann — [6], [7] e [8], explica-se a nucleossintese dos elementos leves no universo
primordial e se faz a previsao do fundo de radiacao em microondas observado por
A.A. Penzias e R.W. Wilson em 1965 [9].

Apesar desse sucesso existem problemas que ainda motivam a pesquisa na area,
como a necessidade de uma expansao inflacionaria do fator de escala césmico no
periodo anterior a nucleossintese e a justificativa tedrica para a expansao acelerada
do universo atual, observada hoje — [10], [11] e [12], e que reacende o problema da
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constante cosmoldgica. E neste contexto que se insere o presente trabalho.

1.1 Quadro Geral

Um modelo de universo razoavel deve ser consistente com as observacoes que, desde
aquelas levadas a cabo por Hubble nas primeiras décadas do século passado, apontam
para um cosmo ndo-estatico e em expansdo. As galdxias, tomadas como unidades
bésicas, estao se afastando espacialmente uma das outras a medida que o tempo
evolui. Portanto, suas histérias podem ser adequadamente descritas por geodésicas
que nao se interseptam (caso contrario, haveria colisao entre galdxias) e, ademais,
formam uma estrutura do tipo funil em um diagrama espago-temporal*. Tal pro-
priedade permite aos cosmoélogos construir uma seqiiéncia de superficies do tipo
espaco ortogonais as linhas de mundo das galdxias, definindo um tempo césmico;
cada secao espacial estda associada a um tnico valor do parametro tempo. Este
quadro ordenado compoe o postulado de Weyl: as linhas de mundo das galdxias
designadas como observadores fundamentais formam um conjunto de geodésicas
nao-intersectantes ortogonais a uma série de superficies do tipo espaco.

Um dado valor de 2° = constante localiza uma das hipersuperficies do tipo
espaco, e uma certa galaxia desta segao espacial, com sua propria geodésica, é en-
contrada fixando-se x° = constante (i = 1,2,3). Para um adequado tratamento
matematico, fazemos a aproximagcao suave para um fluido continuo de galdxias, em-
bora na pratica as galaxias formem um conjunto discreto. A ortogonalidade entre as
linhas de mundo e as secdes espaciais levam a go; = 0. O fato de que z* = constante

satisfaz uma geodésica [14]

d*z’ - dzt dz¥
4T, ———— =0, 1.1
ds? T ds ds (1.1)
com (p,v=1,2,3,4), leva a
Fi 00 = 07
pois ‘% = 0. Empregando o resultado gy; = 0 e a expressao para a conexao em
termos da métrica,
1
r = 59/\'0 (0ugvp + OuGpp — OpGyuw) (1.2)
concluimos que
0igoo = 0,

*Existem casos de possiveis colisdes entre galdxias apontados na referéncia [13], que sdo rejeita-

dos pela maioria dos astréonomos.
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ou seja, goo depende apenas de z2°. Essa dependéncia de ggy na coordenada z° pode
ser eliminada pela redefinicao do parametro temporal que ela representa, de maneira
que é possivel fazer, sem perda de generalidade, goo = 1.

O elemento de linha do universo nao-estaciondrio toma, entao, a forma

ds® = gudztds’ =

= CZdt2 + g,]dx’dxj

onde z° = c¢t. O tempo césmico ¢t é o tempo préprio medido a partir de qualquer
galdxia, e com respeito ao qual todas as secoes espaciais sao superficies de simul-
taneidade.

Para determinar os elementos g;; do tensor métrico invocamos o principio cos-
moldgico ou principio de Copérnico. Este estabelece que o universo é homogéneo
e isotropico para qualquer valor do tempo césmico. Qual deveria ser a geometria
de um universo com tais propriedades? Note-se que a pergunta diz respeito unica-
mente a secao espacial do universo. Trés possibilidades se apresentam como resposta
A pergunta. Uma superficie tri-dimensional S* de uma hiperesfera com curvatura
positiva e representando um universo fechado apresenta as caracteristicas requeri-
das. Um universo aberto homogéneo e isotrépico pode ser descrito por superficie
tri-dimensional plana de curvatura nula e constante, ou por uma hiper-superficie
hiperbdlica de curvatura constante mas negativa. A constancia da curvatura espa-
cial é necessaria porque, caso ela assim nao o fosse, observadores em pontos diferentes
reconheceriam o universo de maneira distinta, quebrando a homogeneidade.

Em coordenadas cartesianas uma superficie tri-dimensional de curvatura nega-
tiva constante, imersa em um espaco quadri-dimensional pseudo-Euclideano, tem a

forma
2 2 2 2 _ 2
onde a é uma constante. Usando coordenadas intrinsecas a superficie, definidas por

1 = asinh y cos 6,
Ty = asinh x sin @ cos ¢,
x3 = asinh y sin 0 sin ¢, (1.4)

x4 = acosh y,

tEmpregaremos esse recurso de redefinicio da coordenada temporal extensamente quando dis-
cutirmos o modelo de de Sitter no préximo capitulo e, entdo, o leitor tomard com naturalidade o
fato de fazermos goo = 1 aqui.
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escrevemos as diferenciais de cada coordenada e, com elas,
do® = da} + doj + daj — daf = a® [dx* + sinh? (d6” + sin® Bd¢”)] .
Fazendo ainda a substituicao
r = sinh x, (1.5)
obtemos

d 2
do* = a* |- :ﬂ + 12 (d? + sin? 0de?) | . (1.6)

Por outro lado, a equacgao para a superficie tri-dimensional de uma hiper-esfera

quadri-dimencional de raio a, em coordenadas cartesianas é
2, .2 2, .2 2
$1+$2+$3+$4=a,

andloga a equagao (1.3) para a hiper-superficie hiperbdlica. Usando as mesmas
transformagoes de coordenadas (1.4) e (1.5) da superficie de curvatura negativa
para o caso da de curvatura positiva, mas usando sin y ao invés de sinh y, obtemos
o elemento de linha espacial

2

dr
2 _ 9
do” =a [1—7"2

+ r? (d6” + sin® 0d¢2)] , (1.7)

idéntico, a menos de um sinal no denominador, a (1.6). Devido a essa semelhanga
podemos agregar os elementos de linha espaciais (1.6) e (1.7) de ambos os tipos
de superficie em uma tnica expressao se definirmos o parametro de curvatura que

distinguird uma ou outra superficie. Temos:

d 2
do? = a? [1_77"]”2 + 72 (d§? + sin’ 9dq§2)] , (1.8)
onde k£ = 1 para a 3-superficie esférica e k = —1 para a 3-superficie hiperbdlica.

Para descrever o caso de uma 3-superficie plana basta anular o parametro de
curvatura, k = 0, em (1.8), o que equivale a escrever o elemento de linha Euclideano
em coordenadas esféricas (com a dando a dimensdo de comprimento a coordenada
radial através do produto ar).

Ao escrevermos o intervalo quadratico global ds? = c¢?dt? — do? devemos notar
que a pode, agora, depender do tempo cédsmico. Isto acontece porque durante a
determinacgao de do? fixamos ¢, tomando a superficie do tipo espaco associada a este
valor fixado; quando consideramos a evolucao temporal, vale uma expressao mais
geral para ds®, aquela em que a = a (¢):
dr?

d82 = Czdt2 — 02 (t) m

+ 12 (d6? + sin” 0de?) | . (1.9)
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Este é o intervalo quadratico de Robertson-Walker, derivado nos anos 30 pelas
duas pessoas que o nomeiam.

As coordenadas intrinsecas 7, 6, ¢ sdo co-moveis no sentido que caminham
com a expansio ditada pelo crescimento monoténico do fator de escala a (¢) com o
tempo césmico t. Elas localizam os observadores fundamentais, as galdxias, que tem
posicoes fixas; o distanciamento galdctico mituo é decorrente da evolugao de a ().
Todas essas conclusoes decorrem da exigéncia das invariancias do elemento de linha

ds® com respeito a “quasi-translacdes” (homogeneidade) e rotacdes (isotropia)¥.

Pela transformacao da coordenada radial adimensional r segundo
=2

9o T
= 3

incluimos a dimensao de comprimento na nova coordenada 7. R pode ser tomado

r

como o fator de escala a(t) calculado para um valor fixo da coordenada temporal,
t =ty, tal que a(ty) # 0. O elemento de linha (1.9) passa a

a’ (t) dr?
R2 |1-k(T?/R?)

ds* = dt* — + 72 (d@2 + sin? 0d¢2) )

Redefinindo o fator multiplicativo adimensional

2
a () _ g

a2 , (1.10)

escrevemos o ds? numa forma conveniente para posterior compacdo com o elemento
de linha que caracteriza o espaco-tempo de de Sitter,
dr?

d2: 2dt2— g(t)
C T T ISR PR

+ 72 (d6? + sin® 0d¢?) | . (1.11)

1.2 Desvio para o Vermelho

A fonte mais importante de informagao a respeito de a () advém das medidas do
deslocamento em freqiiéncia sofrido pela radiacdo emitida por fontes distantes. Lo-
calizamos uma tal fonte pelas coordenadas 71, 81, ¢1 enquanto atribuimos os valores
r = 6 = ¢ = 0 para a nossa posicao. Se a onda eletromagnética é emitida no
tempo t; e viaja até nds ao longo da dire¢do —r, com 6 e ¢ fixos, a sua equacao de
movimento é

dr?

— 2 __ 2 2

(1.12)

Ver referéncia [15] & pagina 413.
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(fizemos ¢ = 1) e, portanto, a crista da onda nos alcangara no instante to dado por

to

dt
onde

sinT'ry, k=41

T1 d
f(m) = / ﬁ = = r, k=0 . (1.14)
0

sinh™'ry, k=-1

A préxima crista de onda que deixa r; no instante t; + dt; ird chegar aqui no tempo
to + 0o, que é dado por uma relagdo andloga a (1.13):

to+dto

m = f(r), (1.15)
t1+6t)
f (r1) é independente do tempo pois as coordenadas r1, 61, ¢; sdo constantes. Sub-
traindo a eq. (1.13) da (1.15) e notando que a () muda muito pouco no periodo
tipico de um sinal de luz, obtemos
0ty 0ty

a(to) a(t)

e, com isso, a freqiiéncia de emissao v, fica relacionada a freqiiéncia vy observada

por
w _ ot _a(t) (1.16)
141 (Sto a (to) . ’
Definindo o red-shift z pelo acrescimo fracional no comprimento de onda,
Ao — A1
= 1.17
e substituindo a relagdo \g/\1 = v1 /1 nesta equagéo, obtemos
t
z = a(to) -1, (1.18)
a (t)

com base em (1.16).

Note-se que z > 0 para Ay > \; [ver igualdade (1.17)] e neste caso falamos de
um deslocamento do comprimento de onda para o vermelho, ¢.e., de um red shift;
se z < 0, temos A\g < A1, e ocorre um deslocamento para o azul, ou blue shift. A eq.
(1.18) permite concluir que, se o universo estiver se expandindo, entao a (t9) > a (t1)
e resulta um red shift, enquanto que se o universo esta se contraindo a (¢y) < a (1)
e temos um blue shift. Em 1929 Hubble sedimentou a idéia da preponderancia de
um red shift em todas as partes do céu, levando a conclusao de um universo em

expansao.
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1.3 Conexao com as Medidas Astrofisicas de Distancias

Outras fontes de informacao acerca do fator de escala sdo as relacoes entre a distancia
coordenada r; do objeto observado e a as distancias cosmoldgicas. Estas sao de dois
tipos: aquelas que funcionam para objetos relativamente préximos do sistema so-
lar e as que sao efetivas, pelo menos em principio, a distancias arbitrariamente
grandes. Na primeira categoria enquadram-se a distancia de paralaxe e a de movi-
mento préprio; na segunda, incluimos as distancias de luminosidade e de diametro

angular.

b r=0

Figura 1.1: Representagao exagerada da curvatura da luz e dos angulo usados no

cdalculo das pralazes e distancia de luminosidade.

A distancia de paralaze é aquela obtida a partir da observagao do deslocamento
na posicao aparente do objeto no céu devido ao movimento translacional da Terra em
torno do Sol. Para determina-la devemos, portanto, conhecer o comportamento dos
caminhos dos raios luminosos que deixam a fonte em 7, 6, ¢ e passam préximos a
nés (centro do sol ou centro do espelho do telescpio) na origem r = 0. Se a origem
fosse fixada no sistema z'* centrado na fonte, entao, a equagao para o raio luminoso

seria
x'(p) = np, (1.19)

onde n é um versor fixo que determina a direcao do caminho, p é um parametro

que identifica as posi¢gdes ao longo da curva, e x’ é um tri-vetor composto pelas
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coordenadas co-moéveis 7', 0, ¢'. A transformacio do sistema de coordenadas z'*
para um sistema em que a fonte é localizada por x; (translagdo da origem até o

observador) é obtida pela férmula das quasi-translagoes®:

x=x +x <(1 e {1 - (1- kxf)m} @) . (1.20)

X1

Como o raio de luz é suposto passar préximo do ponto de observacao, o vetor unitario

n deve apontar em uma direcao préxima a de —xi, qual seja
n~ —X; +¢, (1.21)

onde ¢ é um vetor muito pequeno na dire¢do perpendicular & do versor X; =
x1/ |x1| = x1/r1. Lembrar que |¢| é o valor do angulo entre a dire¢cio —X; da
fonte e o caminho de luz desde o referencial z'#. O caminho do raio de luz é obtido
substituindo as equagoes (1.19) e (1.21) na expressao (1.20) e desprezando termos

de ordem £2. Temos:
x (p) ~ —%, [p (1—kr2)? =y (1= kp2)1/2] +ep. (1.22)

O raio de luz passa préximo a origem no instante ¢, para um valor p ~ r; do
parametro de distancia. A distancia prépria da origem até este ponto de méaxima
aproximacao é o parametro de impacto b dado pelo produto do angulo |¢| pela
distancia até a fonte:

bﬁa(to) T |€|, (123)

onde a (ty) aparece para dar a dimensido de comprimento necesséria.

A dire¢ao do raio de luz préximo a origem é

d_x (ry) ~e— (1 — krf)_l/Q X1,

e a direcao de visada é um versor na direcao contraria,

i~ —(1—kr2)"? Z—’; (r) =% — (1 - krd)

12 (1.24)

O angulo f entre a linha de visada real 4 e a linha de visadaz; que seria observada

a partir da origem vale

b

a(to)rl’

0~ |0 —2| = (1= kr?)? |e| = (1= kr?)'? (1.25)

$Ver referéncia [15] & pagina 218, e também o Capitulo 13 do mesmo livro.
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onde usamos a eq. (1.23). A paralaxe astrondémica leva em conta medidas da
direcao do caminho do raio de luz como func¢ao do parametro de impacto, identificado
com a projecao da distancia Terra-Sol no plano perpendicular a linha de visada.
Importamos, agora, a definicdo da distancia de paralaxe da geometria euclideana,

d, = % (construido com o resultado b = 6d), para obter

T1

dy = a(ty) ———.
r =)

(1.26)

Uma nova medida de distancia, a distancia de luminosidade, é encontrada con-
siderando um telescopio, cujo centro do espelho corresponde a origem do sistema de
coordenadas e cuja normal neste ponto tenha a direcdo da linha de visada X; até
a fonte. Neste caso, o parametro de impacto corresponde ao raio do telescopio e a
tragetdria dos raios luminosos que atingem a borda do espelho formam um cone de
meio angulo |¢| no referencial da fonte. Forma-se, assim, um angulo sélido de valor

wb?

2 p—
T

Supomos que a radiacao seja emitida de maneira isotrépica pela fonte. Os fétons

. . . ~ . . . A~ 2
que atingirem o espelho caminharao necessariamente no interior do angulo 7 [¢|” que
representa uma fragao

B 7b?

4 dwa? (tp) r?
do angulo sélido total de valor 47.

Chamemos de luminosidade absoluta L a poténcia total, energia por unidade de
tempo, emitida pela fonte. Ao escrever a poténcia total P coletada pelo espelho,
devemos levar em conta que (i) somente os fotons dentro de |e|* /4 atingirdo a 4rea
7b? do telescopio; (i) os foétons emitidos com energia hyy chegardo a origem com
energia hvia (t1) /a(ty), em conformidade com (1.16); e, (ii5) fétons emitidos no

intervalo de tempo 0t; serdo medidos com um intervalo de dtia (ty) /a (t1). Dessa

poL(200)

e a poténcia por unidade de area do espelho é

forma,

P _ L)

= — . 1.27
b2 dmat (to) r? (1.27)
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A quantidade [ é denominada luminosidade aparente. A uma distancia d da fonte,

e num espago euclideano, esta luminosidade é calculada pela razdao L/4md?, o que

nos leva a definir a distancia de luminosidade como

I\ Y2
dp = | — ;
A7l

que com a utilizagdo de (1.28) leva a
1

a (t1) )

dL = CL2 (to)

Podemos escrever (1.28) na forma

dL — 101—|—(m—M)/5pc

(1.28)

(1.29)

(1.30)

onde 1 pc = 3,3 ano-luz, e m e M sao as magnitudes bolométricas aparente e

absoluta definidas através das relacdes | = 1072™/5 x 2,52 x 107° erg/s cm? e

L =10"2M/5x 3,02 x 10% erg/s.

Suponhamos que a fonte de luz localizada por r = r; e t = t; tenha um diametro

angular proprio D. Digamos que um observador situado em r = 0 a t = ¢, perceba

esta fonte subendendida por um angulo 6.

D

(o]

r=0

Figura 1.2: Quantidades empregadas no cdlculo da distancia de diametro angular.

Na geometria euclideana calculariamos a distancia d até a fonte pela relagado

D = 4d, o que nos induz a definir a distancia de diametro angular como

D
dA_F'

(1.31)
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E também com base na geometria euclideana que escrevemos o arco D como o
produto do angulo 0 pela distancia até a fonte no instante da emissao a (t1) 7 (0
fator de escala aparece para dar dimensao a distancia pois r; é adimensional). Logo,
D=a(ty)ride

da=a(t))r. (1.32)

Por consideracoes geométricas acerca do movimento transversal da fonte com

relacao a linha de visada, encontramos a distancia de movimento proprio:

dy = a(ty) r1. (1.33)

Usando a expressao (1.18) para o red-shift conjuntamente para as egs. (1.29),

(1.32) e (1.33) estabelecemos as relagoes

d
A= (142) 72, (1.34)
dr,

d

dr,

as quais nos informam que, para pequenas distancias, z << 1, deve haver uma
identificacdo nas distancias envolvidas. Nesta situacao, a equivaléncia também deve
se estabelecer para dp e as demais distancias.

Alguns poucos milhares de estrelas sao proximas o suficiente da Terra para se
encontrar suas distancias dp através do método de paralaxe descrito anteriormente.
Podemos, também, nos utilizar de observacoes do movimento préprio de aglomerados
préximos para a determinacao de sua distancia djs; para isso precisamos conhecer
a velocidade radial do aglomerado, bem como a sua velocidade transversal a linha
de visada, e ainda obtermos uma estatistica da distribui¢ao angular ¢ (dngulo entre
a velocidade das estrelas e a linha de visada) para os componentes do aglomerado.
Esses métodos cinemdticos sao efetivos para a localizaciao de objetos distantes algu-
mas centenas de parsecs. Além desse limite, os movimentos proprios de aglomerados
ou o deslocamento aparente de estrelas contra o fundo celeste quando da translagao
da Terra passam a ser imperceptiveis e outro método de medida de distancia deve
ser empregado.

A eq. (1.28) informa que se conhecermos a luminosidade absoluta L da fonte e
medirmos a luminosidade aparente [ da mesma, calculamos a distancia d;, até ela. A
grande dificuldade é determinar L. Para as fontes préoximas, porém, podemos obter
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L procedendo da seguinte maneira: obtemos a distancia dp ou d,s das estrelas,
e a identificamos com dj, em conformidade com a equagdo (1.35) e o comentério
subseqiiente a elas; medimos a luminosidade [ das fontes; usamos dy, e [ para obter
L. Foi realizando esse procedimento que Hertzprung e Russell descobriram existir
uma relacdo entre a luminosidade absoluta, recém calculada, e o tipo espectral da
fonte observada. Construiram, entao, um grafico de L como funcao do tipo espectral
e passaram a usa-lo como padrao. Identificando o tipo espectral de estrelas distantes,
lé-se a luminosidade absoluta no grafico de calibracao, e obtém-se sua distancia. As
estrelas da seqiiéncia principal, aquelas que tém o tipo espectral catalogado e estao
no estado intermediario de sua evolucao, nao sao particularmente brilhantes, por
isso, este método de fotometria da seqiiéncia principal funciona para distancias de
até cerca de 10°pc.

Para a escala de distancias extragalaticas, o método de medida adequado é o que
emprega estrelas varidveis, cuja magnitude varia no tempo. Empregam-se dois tipos
de estrelas dessa categoria: as RR Lyrae e as Cefeidas cldassicas. As RR Lyrae sao
estrelas antigas de baixo conteido metdlico e com periodos que variam de algumas
horas a um dia; tém aproximadamente a mesma magnitude absoluta. Esta iltima
conclusao decorre de estudos estatisticos do movimento préprio e de paralaxe de ex-
emplares proximos a nés — dai ja temos uma idéia da interdependéncia dos métodos
de determinacgao de distancias: um erro nos métodos cinemdticos contamina irre-
mediavelmente as demais escalas. Uma vez identificada uma estrela RR Lyrae pelo
seu curto periodo de pulsacao, usamos sua conhecida L para, com a [ medida, es-
timar sua distancia. Estas estrelas varidveis ndo sdo visiveis além de 3 x 10°pc e,
entao entram em cena as Cefeidas cldssicas, uma categoria muito mais brilhante.
O problema das Cefeidas é o fato de sua luminosidade variar amplamente; sé en-
contramos L com o auxilio de uma curva de calibracdo relacionando o periodo de
pulsacao observado e a luminosidade absoluta. As Cefeidas tém brilho suficiente, no
momento de luz méxima, para que possam ser identificadas a distancias de 4 x 10%pc,
correspondentes ao grupo local de galdxias.

O degrau seguinte na ladeira de distancias césmicas é construido com a escolha
de uma nova “vela padrao” (indicador de distdncia) que seja mais brilhante que
as Cefeidas; tais objetos precisam ser numerosos em nosso grupo logal o suficiente
para permitir uma calibracdo. Nowas, Estrelas Mais Brilhantes, e Aglomerados
Globulares sdo exemplos desses indicadores, que nos levam a distancias < 3 x 107pe.
Notou-se que as estrelas mais brilhantes de varias galdxias do grupo local possuiam
aproximadamente a mesma luminosidade absoluta. Adotando o principio de que
as estrelas mais brilhantes de outras galdxias também possuam o mesmo valor de

L, encontramos um meio de determinar as distancias das galdxias em que ainda se
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pode assegurar que os objetos mais brilhantes sao estrelas e nao aglomerados delas.
O raciocinio é analogo para o caso das Novas e dos agromerados globulares, assim
como para o préoximo e ultimo degrau, que emprega Galdzias Mais Brilhantes para

determinar distancia de aglomerados de galdxias, alcancando distancias de 10¥pc.

1.4 O Fator de Escala

Veremos, agora, o que podemos aprender acerca do fator de escala a () quando
estabelecemos uma relagao entre o red-shift e as distancias. Usaremos a distancia de
luminosidade em nossas futuras consideragoes (ja que nenhuma informagao adicional
é fornecida pelos demais tipos). Sabemos que dj, é melhor determinado para objetos
relativamente préximos, com z pequeno, e portanto t; — ¢y e r; também pequenos.
Com isso em mente, fazemos uma expansao em série do fator de escala em torno do

tempo ty de recepcao do sinal luminoso:

[n

ooa]O n
at) = YT gy

n=0
d (to) la (to) 2
= t 1+ ——=(t—t — t—1t
(i) |1+ 20 0~ 1) + 5200 - 1) 4
Definindo a constante de Hubble
a (to)
H, = 1.36
0 a (tO) ( )
e o parametro de desaceleracao
. a(to)
=—al(t 1.
4o a( 0) a2 (t())’ ( 37)
temos
1
a (t) =a (t()) [1 + H() (t — to) — §qOH§ (t - t0)2 =+ ... (138)

Substituindo este resultado na eq. (1.18) para o red-shift obtemos:

1
z = HO (to — tl) + (1 + qu) Hg (to — t1)2 + ...

Inverte-se esta série de poténcias para obter o tempo em termos do red-shift:

(to — 1) = Hio [z - (1 + %q0> 22+ } : (1.39)
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Retomemos a equagao (1.13), colocando nela a expansao (1.38). Aproximemos
também o valor de f (r1) para que resulte o seguinte:

L
a (to)

Usando (1.39) nesta equagao, vem

r = [(to — 1) + L, (to — t1)* + } .

2

! 1(1+ ) 2% +
mnm=—-——I|z—= z

e a relacdo da distancia de luminosidade (1.29),

a® (to)
d; = = to) (1 1.40
=l =nal) (1+2), (1.40)
fica reescrita na forma
-1 1 2
dp = Hj z+§(1—qo)z + ... (1.41)

As informagoes acerca de a (t) estao contidas nas constantes Hy e ¢o, determi-
nadas da equagao (1.41) depois que se constréi a curva dy, (z) a partir das medidas
de distancias e do red-shift. Os valores do red-shift devem ser grandes o suficiente
para que a velocidade radial do objeto reflita a expansao geral do universo e nao
uma velocidade anémala local; z 2 0,01 é um valor bom para a determinacao de Hj.
Entretanto, para que o termo em 22 na eq. (1.41) seja importante e possamos cal-
cular ¢, devemos medir objetos com z 2 0,1. Entdo, uma estimativa confidvel de
Hy e qq é feita somente com o uso de todos os cinco degraus da ladeira de distancias
césmicas, estando, portanto, sujeita a grandes erros. As estimativas atuais fixam o

valor da constante de Hubble em
Hy=100 h km s ' Mpc ' =3,24 x 10 h s* (1.42)

onde o parametro h da conta das incertezas nas medidas atuais e assume valores
no intervalo 0,45 < h < 1. O valor atribuido para o parametro de desaceleracao
é o ~ 1,7 mas as incertezas neste valor sdo enormes porque se percebeu que a
evolucao galatica afeta as observagoes, e este fato deve ser considerado em adigao as
dificuldades ja existentes; nao ha, porém, uma teoria de evolucao galatica satistatéria
a ser empregada.

A despeito de todas essas dificuldades, suponhamos que fosse possivel determi-

nar exatamente a curva dr, (z). O conhecimento de dj, (z) levaria a determinagao

9Segundo um estudo de Gurvits (1994), citado na referéncia [16], o parametro de desaceleracfio
vale go = 0,16 £ 0, 71.
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univoca de a (t) e k? Vejamos. Da equagdo de movimento (1.12) para uma onda

eletromagnética que viaja até nds, encontramos a equagao diferencial

1 dtl 2\ —1/2 d’f‘l
_ 11—k it
a(ty) dz ( 1) dz’

com a condigdo inicial que t; = ¢ parar; = 0. Utilizamos as egs. (1.18) e (1.40) para
eliminar as incégnitas 71 e a (¢1) da eq. diferencial e calculamos ¢; por integracgio
simples:
z
n—1 -2 n—1 ;2 —1/2
t(2) = to— | 1+7) [l—ka ) (1+2) a2 ()] " x
0

d n—1 ! !
X [(1+z) dL(z)] dz',

e a funcao a (t) é determinada pela solu¢ao da equagao funcional

a(to)/a(t)—1
( —-1/2

L) = fo-— / 1427 [L— ka2 (to) (14 2) " &2 ()]

d -1
X [(1+2) " di(2)] de.

Este processo dard uma solugao para quaisquer valores assumidos pelas constantes
k, a(t), e to. Entdo, ndo hd como medidas de distancias de luminosidade e red-
shifts determinarem & ou a(¢), a menos que, além do elemento de linha ds® de

Robertson-Walker, consideremos equacoes dinamicas para o fator de escala.

1.5 Dinamicas de Friedmann

As equacoes dinamicas para o fator de escala sao obtidas com o tensor métrico

extraido de ds?, e as equagoes de campo de Einstein [17],

81

1
Ruy — ERg“V — Aguy = ?Tuy (143)

depois que consideramos o tensor energia-momento 7}, do universo como sendo o

que descreve o contetdo energético de um fluido homogéneo e isotrépicoll,

Ty = (p+ pC?) uptiy — PYuv (1.44)

lTsto é consistente com a geometria de um universo descrito pela métrica de Friedmann-
Robertson-Walker. Para uma deducdo do tensor energia-momento ver, por exemplo, referéncia
[15], pags. 47-48.



Capitulo 1. O Modelo Padrao da Cosmologia 16

onde p e p sao a pressao e a densidade de matéria do fluido, respectivamente; u,
é a quadri-velocidade de um elemento do fluido (em um referencial co-mével, em
que o sistema de réguas e relégios acompanha o movimento do fluido, u, = §¥).
As componentes do tensor de Ricci R, sao calculadas através das conexdes de

Levi-Civita, as quais sdo obtidas pela métrica g,,. De fato, conforme a eq. (1.2),

1
F/\ = _g)\a (a,ugua + 81/90“ - aag/,w) >

2
e
R, = 0,17 4, — 0,17 4y + T3, T, —=T7,, I . (1.45)
Substituindo
oo = 1,
g = —a’ (1 - er)fl,
g = —a’r? (1.46)
g3 = —a’r?sin?,
em que
¥ = ct,
= 7
= 0, (1.47)
= ¢,
nas egs. (1.44), (1.2), e (1.45), somos levados a
e Ac?
0’ = [2 (WT) p+ ?C} a® — kc?, (1.48)
. [A?  4nG 3p
a = [T_T <,0+ §>:| a, (149)

que sao as duas equagoes de Friedmann para a (¢). Combinando ambas as equagoes
obtemos a relacao

(51 2) 150

que reflete a conservacao covariante do tensor energia-momento, e é equivalente a

% (50,3) = —3pa,2’ (1.51)
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obtida diretamente de V, T = 0. Em (1.51) a quantidade ¢ = pc? é a densidade de
energia, a qual em unidades naturais fica identificada com a densidade equivalente

€m massa p.

As equacoes da dinamica de Friedmann podem ser expressas em termos da funcao
de Hubble, definida em analogia a (1.36) —

H) =20 (1.52)

assumindo a forma

v Je. ke Ac?
H?=2(—|p— —+—F 1.
(55)o-t0+ 5 (153)
k 2
H=—arG (p+ &) + 22, (1.54)
dp _ p
E{——BH(p+EJ. (1.55)
Introduzimos a nova definicao
3H?
L= 20 1.
Perit 87TG, ( 56)

cujo significado ficara claro na préxima se¢ao, e extraimos de (1.53) o resultado

H>  p kc? N Ac?
Hg a Perit GQHg 3H§

= Q + QU + Qa, (1.57)

vinculando o valor atual (¢ = ty) das novas fungdes

Qmo + Qo+ =1, (1.58)
definidas por Q,, = £, Q) = _% e Q) = %

Dois comentarios: se quisermos considerar barions e radiacao como os compo-
nentes do conteido total da fonte da gravitagao no modelo, entao devemos tomar

Q,, = O + Q,; existem evidéncias atuais em favor de um valor grande de 2, e um

2 .

pequeno valor para {29 = —#, e é justamente (1.58) que aparece nos resultados
070

recentes [10], [11], [12].
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1.5.1 Modelo Dominado pela Matéria

Vamos estudar um universo dominado pela matéria, e neste processo consideraremos
A =0, i.e., tomaremos o Modelo Puro de Friedmann. De acordo com as observacoes,
nos tempos atuais a matéria domina sobre a radiacio (o que serd justificado na se¢ao
1.5.2, eq. (1.81) e comentdrios seguintes), e podemos escrever ,,, = .

A equacao de estado para a matéria é aquela de um gés ideal, p = nkT. Acontece
que, no regime nao-relativistico para os nucleons, a pressao é sempre desprezivel em
comparacao com a densidade: (p + :%) = 5 (mc® +kT) ~ p, pois mc* > kT.
Colocando p = 0 na igualdade (1.51), e também ¢ = 1, resulta

pa® = pyay, (1.59)

onde aq e pg sdo os valores atuais do fator de escala e da densidade, duas constantes.
Equivalentemente, usando a defini¢do de red-shift (1.18),

p=po(1+2)°. (1.60)

Perceba-se que a igualdade acima foi obtida sem que tivéssemos imposto A = 0
ou k£ = 0, a unica restricdo recai sobre o conteiido dominante no modelo; tendo
estabelecido esse vinculo, o resultado segue diretamente da conservagao do tensor
energia momento.

Escrevemos a densidade barionica atual py, ou pyy, em funcdo da densidade

critica,

Po = Pro = QpoPerit- (1.61)

Nesta equacao, aparece a quantidade 2y, introduzida como constante de propor-
cionalidade entre pyy € perit, € que tem a funcao de quantificar a diferenca entre

densidade atual e a densidade critica. Dados observacionais dao
0,0052 < Q40 < 0,026 (1.62)

para a matéria em objetos visiveis. Existem fortes evidéncias para matéria invisivel,
chamada “matéria escura”. Sua contribuicao como fonte de gravitacao é indicada
por um parametro €,,. (por analogia a ), e vale = 0,3 se tanto. De qualquer
forma, @, = Oy + 2,0 + Qe parece ser insuficiente para fechar o universo, no
sentido definido abaixo.

Ao fixarmos A = 0 na eq. (1.48), somos levados a

_ 8nG Pody o

)
k
a” + 3 g ,

(1.63)
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onde usamos (1.59). Reescrevemos esta equagao na forma

k. 8mG ay &
3 a

2 2
Qg agp

que para valores atuais (t = t) resulta em

k &G 3
BT (= 2 H2).
2= 73 (p" 817G 0)

=

Se empregarmos a definicdo da densidade critica para o universo, eq. (1.56),
obteremos uma equacao que permite determinar o tipo de hipersuperficie associada

ao universo (conheceremos o sinal de k) a partir do seu contetiido em massa:

k. 8rG
=9 (pO - pcrit) : (164)

a2 3
A segunda equagao de Friedmann (1.49), calculada em ¢ = ¢y, leva ao parametro
de desaceleracao atual gy [ver eq. (1.37)] em fun¢ao das densidades atual e critica:

1 1
= = . (1.65)

B 2 Perit 2

90

Das relagoes (1.56), (1.64) e (1.65) concluimos que basta medirmos Hj e gy (ou
Qo) para decidirmos o destino do cosmo. Hj determina pei; €, com perit € qo,

encontramos pp; dai afirmamos:
e k> 0 para py > perit, 0 que nos leva a k = +1, e ao modelo fechado;
e k=0 para py = perit, € temos o modelo plano;
e k < 0 para py < perit, € estamos num universo aberto.

Analisemos a dinamica de cada um desses possiveis universos, retomando a eq.
(1.63). Em cada um dos casos precisaremos resolver uma equagdo diferencial de
primeira ordem, e, portanto, teremos de adotar uma condigao inicial. Seguiremos o
padrao, que é admitir o Big Bang, i.e., no instante inicial ¢ = 0 o fator de escala se
anula, a (t = 0) = 0.

O Modelo Fechado (k = +1, go > %, Po > Perit)

Fazendo k = +1 na relagdo (1.63), e usando a definigio

8rG
A2 = ”Tpoag (A >0) (1.66)
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na mesma, obtemos a equacao diferencial

da A —q 1/2
i ()

A substituicio de varidvel a = A? sin® % permite a integracao da equagao diferencial,

resultando

t = %Az(w—sinw); (1.67)

1
a = §A2 (1 —cos®),
e essas duas equagoes dao a (t) via o parametro ¢. O grafico de a (t) é a cicléide.
Esse modelo parte de ¢« = 0 em ¢t = 0, expande-se até um valor maximo de a,

correspondente a ¥ = 7, igual a

- 2qo
" H() (2(]0 — 1)3/2
no instante
t, = Tqo

H() (2q0 — 1)3/2,

e retorna a singularidade para ¢ = 27 em t = 2t,,.

Entendemos agora o significado de p.;;- Esta quantidade representa a quantidade
de energia (ou seu equivalente em massa) necessdria para fechar o universo, no
sentido que um valor de densidade maior do que p..;; torna eficaz o modelo que
interrompe a expansao, limitando a um valor maximo o volume possivel para o
modelo.

O Modelo Plano ou de Einstein-de Sitter (£ =0, ¢ = %, Po = Perit)

Parametro de Escala Tomando £ = 0 e empregando a definicio (1.66) na

equagao diferencial (1.63) resulta:

2/3
a= <§At> .
2

Porém, calculando (1.63), em t = t5, obtemos:

. 871G
ag = Tﬂoaga

ou seja,

A= ag/2H0.
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Entao,

a(t) = ag <2H0t> " (1.68)

Perceba-se que o fator de escala cresce indefinidamente com o tempo césmico,
lima (t) = oo, e a velocidade de expansdo tende assintoticamente a zero, lim % (¢) =
t—o00 t—00
0. A idade do universo fornecida por este modelo é obtida tomando a (t) = ag em
(1.68):

21

to = SH, 6,531 x 10° A~ ! anos, (1.69)

para o valor de Hy dado acima.

Do Red-Shift e da Densidade Bariénica De (1.57) com A = k = 0, resulta a

densidade de matéria

2
Po = pc'ritﬁ = Perit (1 + Z)g ) (170)
0

tendo sido usada a eq. (1.18) que estabelecer a relacdo entre o fator de escala e o
red-shift e a solucdo (1.68) para o fator de escala do modelo particular em questéo.

A equagao acima é consistente com o resultado (1.60) [e (1.61)], que segue imedi-
atamente a partir da concervagao de T (1.51), desde que pg = perit- Isso significaria
tomar 2y = 1, o que dedutivel da equacao de vinculo Qyp + 2,0 + o + 2y =1
leq. (1.58)], ao fazermos €2, = Qi = Q24 = 0 consoante as suposigdes do modelo.
Tendo em mente esta observacao, vamos optar por manter {2, nas equagoes que vao
se seguir, tomando o formato padrao de (1.60).

O valor atual para a funciao de Hubble — Hy = 100 h km s~' Mpc™' = 3,24 x
10718 h 57! —leva, de acordo com (1.56), a peris = 1,88 x 10726h2 kg m™3, e ao valor

numérico de (1.70) em fungio de z:
oo = 1,878 x 107200h2 (1 + 2)° kg m™. (1.71)

A concentragdo de barions é obtida dividindo-se (1.71) pela massa do proton e

vale
ny = 11,2 Quoh? (1 + 2)° m=3. (1.72)

Outros resultados deste modelo sao aqueles que relacionam a func¢ao de Hubble

e o tempo cosmico,

H(t)=— (1.73)
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o qual segue de (1.52) e (1.68), e o tempo ¢t com o red-shift

2
= ——— 1.74
3Hy (1 + 2)%/? (L.74)

que segue de (1.18) e (1.52).

O Modelo Aberto (k= —1, g < , po < perit)

Novamente com o auxilio de (1.63) e (1.66), escrevemos

da _ A2 +a\?
dt a ’

que resolvemos com a parametrizacio a = A%sinh? (v/2). O resultado é:

o= %AQ (sinh ) — ) : (1.75)
a = %AQ (1 —cosv),
e temos a (t) via o parametro . O modelo leva & singularidade inicial,
Y=0=1t=0=0a(t=0)=0,
conforme o esperado, e implica uma expansao,

¢—>oo:>t—>oo:>tlima(t):oo,

—00

cuja velocidade tende a um valor constante:

1.5.2 Modelo Dominado Pela Radiagao
Da Temperatura e da Densidade

Um universo dominado pela radiacdo, i.e., por particulas relativisticas como fétons,
apresentard uma equagdo de estado p = ¢,/3 = p,c?/3 [18] e, portanto, uma
dindmica diferente dos modelos acima. Escrevemos aqui €2, = €),, desprezando
a matéria.

A teoria da radiacao de corpo negro estabelece uma relacao entre a energia média

por féton e a temperatura,

<hl/> = kBT,
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onde kp é a constante de Boltzmann. Para fétons, a temperatura 7" se comporta

como uma freqiiéncia v, e usando este fato, reescrevemos o red-shift (1.17) na forma
T,=T,n(l+2). (1.76)

A energia estimada para cada foton é encontrada justamente por esta expressao,
quando se substitui kT = 2,3 x 10 %V,

kpT, = kpTy (1 +2) = 2,32 x 1079 (1 + 2) MeV. (1.77)

A recombinagao do hidrogénio (evento em que préton e elé tron, antes livres,
agregam-se para formar o dtomo H) acontece a temperatura 7, = T, = 3000 K.
Supde-se que matéria e energia estejam em equilibrio térmico devido ao pequeno
caminho livre médio dos fétons. Isto, com o valor atual T, = 2,7 K medido para a
radiacao de fundo, significa z ~ 1100.

A equagao de estado para a radiagdo de fundo [18]

487
(he)’

¢ (4) (kgT)*,

87:

juntamente com a defini¢do (1.56) e a relacao (1.76) levam a

pm =y (1+2)", (1.78)
crit

onde €2, é a quantidade adimensional

7TQG (kBT,Yo)LL
(R3c®)  H§

Q.0 = 128¢ (4) ~ 2,38 x 107°h72, (1.79)
pois ¢ (4) = 7*/90 ~ 1, 082.
Dividindo (1.78) pela eq. (1.77) encontramos a concentracdo de fétons como

funcao do red-shift

ey  A8m

n, = = 4) (kgT)* = 1,08 x 10° (1 + 2)* m 2.
1= 6T (hc)3C()(B) (1+2)

Por outro lado, a densidade numérica de fé6tons na cavidade que constitui o corpo
negro é calculada por**

_ 20(3) (ksT)*

K m2hicd

sendo ¢ (3) = 1,202, o que leva a

ny = 2,0235 x 10773 m > = 3,98 x 10° (1 + 2)> m > (1.80)

**Ver referéncia [18] as pags. 170-2 e 506.
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E, fazendo a razao de (1.78) e (1.71), obtemos:

P = 9,38 x 1075 (1 + 2) O (1.81)

Po
Esta ltima identidade mostra que & época da recombinacao (z ~ 1100)

P 38 9 Oy,

Py

a densidade barionica ja superava o equivalente em massa da densidade de energia
fotonica; e mostra que, a despeito disso, a radiagao torna-se dominante para altos
valores de z. A mudanca de regime, ou turning point, em que o dominio da matéria
d4 lugar ao dominio da radiagao — olhando rumo ao passado — acontece quando

Py = Pb, OU Sejaa
142 ~4,2x10* O,

que corresponde a t ~ 7,7 10*8Qb_03/2/H0 ~2,4x100 pt Qb_o?’/Q s~ 759 h! Qb_o?’/Q
anos, onde empregamos (1.74). (Caso usarmos a relagdo tempo-red-shift (1.85)

derivada abaixo para o modelo dominado pela radiacao, obteremos para o turning

point o instante t ~ 2,8 x 10~1° Q;Ol/z Oy /Ho ~ 2,78 Q;Olp Q2 h™t anos = 570

;0> anos; que difere em 189 anos da contagem com (1.74), algo aceitdvel na escala

césmica.)

O Parametro de Escala

Retomemos (1.57),

H>  p kc? N Ac?
Hg B Perit GIQH(? 3H§’

fixando k£ = 0 e A = 0 como caso de referéncia. Substituindo, ademais, a eq. (1.78)

na forma

4

P _q, (@) ,
Perit a

ficamos com H? = HZQoa5/a*, ou

a2

a = Ho\/Qyo —. (1.82)
a

Resolvemos a equagdo diferencial acima utilizando a condicao de inicial a (0) = 0.
O resultado é

a(t) = ao\/24/Q 0 Hot. (1.83)
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Agora encontramos facilmente a relacao entre o red-shift e o tempo cosmolégico

no modelo:
1
Q+2)=c (1.84)
@ /24/Q0Hot
ou
f= ! (1.85)
2\/970H0 (1+Z)2 '
Segundo a eq. (1.83), a fungdo de Hubble do modelo, H = a/a, é
Ht) = - (1.86)
T '
ou
H = Hy\/Qp (1 +2)°. (1.87)
Esta ultima equagdo confere com a prépria equacao (1.57), g—g = p—cﬁ, pois vale
(1.78).
O resultado (1.86) — ou a eq. (1.85) com z =0 e 2,9 = 1 - implica
b= T~ 4,808 x 10° A~ (1.88)
0= o, Y anos i

Note-se que a idade para o universo conforme o modelo dominado pela radiacao
difere do resultado dado pelo modelo em que a matéria domina. O motivo é, clara-
mente, a diferenca entre o intervalo de validade de ambos os modelos. O tltimo é
efetivo para red-shifts baixos e o segundo para red-shifts maiores e da ordem de 10*.
De qualquer forma, idade do universo, segundo o modelo padrao e as estimativas
atuais para Hj, deve variar entre 5 e 6,5 h~! bilhdes de anos.

Na figura 1.3 confrontamos graficamente a solugao (1.83) com a soluc¢ao analoga

(1.68) para o universo dominado pela matéria.

1.5.3 Um Panorama da Historia Térmica e o Problema da Assimetria
entre Matéria e Anti-matéria

A histéria térmica do universo segundo o modelo padrao de Friedmann pode ser
classificada em eras, qualificadas de acordo com o dominio de um ou outro tipo de
fonte para a gravitagao. Desenvolvemos acima as equagoes relativas a duas dessas
eras: a da matéria e da radiacgao.

tFixamos .0 = 1, porque, no modelo padrdo de Friedmann dominado pela radiagio, usamos
(1.58) despresando as outras possiveis formas de energia.
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A
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Figura 1.3: Grdfico comparativo das solu¢des para o fator de escala do modelo
preenchido pela matéria (p = 0) — linha continua — e pela radiacdo (p = €/3) —
linha tracejada. Definimos o tempo adimensional T = Hyt do qual o fator de escala
adimensional A = a/ag € fungdo. Ambas as solugoes sio apresentadas de A(0) =0
a A(Ty = Hoty) onde ty € dado por (1.69) ou por (1.88) de acordo com o modelo
relacionado. Para a solucdo do modelo preenchido exclusivamente por radiacdo us-
amos 2,0 = 1 , o que € consistente com a equacdo que vincula os valores atuais de

omega, eq. (1.58).

As observagoes nos mostram que a radiagao contribui com uma, fracao desprezivel
da densidade de energia atual — o que é consistente com o resultado (1.81). A matéria
hadrénica domina hoje — Era da Matéria, mas o fator de escala (1.68) diminui
conforme ¢ diminui, e o red-shift e, consequentemente, a temperatura aumentam
nessa marcha para o passado [eq. (1.74)]. A energia da radiacdo, que respeita a
equagdo de estado de corpo negro (&, o< T?), aumenta mais rapidamente com T’ do
que a energia da matéria, a qual respeita a equagao de estado para um gas ideal de
nucleons. Entao, a dominagao da matéria da lugar a predominancia da radiagao em
um turning point (em z ~ 10%). Antes porém (em nossa marcha para o passado)
da passagem & Era da Radiacdo, em um red-shift z ~ 1100, a matéria, na forma
de hidrogénio, se ioniza e os elétrons ficam livres para interagir com a radiagao via
espalhamento Thomson, termalizando todo o sistema. Além desse ponto, matéria e
radiagdo possuem uma tnica temperatura de equilibrio (1.76).

A concentracao dos fétons vai progressivamente aumentando com o red-shift
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até que se atinge valores de energia préoximos ao da massa de repouso do elétron
(511KeV’), quando ocorre a criagdo de pares (e”,e™) como processo estdvel. Um
pouco mais para o passado, encontramos a nucleossintese dos elementos leves (deuté-
rio, hélio e litio); e para kgT ~ 4MeV os fétons ji possuem energia suficiente para
quebrar o nicleo composto. No intervalo de energia 0, 1GeV < kgT < 1GeV, fotons
produzem, além de e~ e e* pares (u—, u"), é a Era Leptonica. Quando energias de
1GeV sao alcancadas os nucleons provenientes da radiagao (p~,p™,n,7) passam a
dominar o conteido do universo, no que chamamos de Fra Hadronica.

Existe a possibilidade de os nucleos se dissociarem, e os quarks e gluons tornarem-
se livres. Esse processo, denominado desconfinamento, nao foi, porém, verificado
experimentalmente e parece nao ocorrer a energias abaixo de 200MeV. A teoria
(Cromodindmica Quéntica) também nao oferece um mecanismo que leve ao descon-
finamento e tampouco resolve a questao em favor do confinamento. A questao esta
em aberto.

Um outro mistério é a assimetria entre matéria e anti-matéria. A vida do préton
supera em varias ordens de magnitude a idade do universo, qualquer que seja o
modelo cosmolégico usado para calculé-la. Para que haja um excesso de matéria
hoje, deve ter havido uma pequena superioridade numérica da matéria sobre anti-
matéria que assumiu o controle com o passar do tempo. A origem do excesso é
desconhecida.

Quantificamos o excesso da matéria sobre anti-matéria, indicando a relacao entre

concentragao baridnica, eq. (1.72), e a concentragao da radiacao, eq. (1.80):

n="2=36x10" Q' h 2 (1.89)

Ny
Lembremos que a concentracao n. fotonica da origem aos nucleons e anti-nucleons
via producao de pares, e em igual nimero portanto. Por outro lado, n, € relativo aos
barions atuais. Embora n., seja sete ordens de grandeza maior que a concentragao
dos barions atuais, a aniquilacao preserva apenas os nucleons contados em n;, na era

atual.

1.5.4 Densidade de Energia no Universo em Expansao

As solugoes para o fator de escala que o modelo padrao oferece indicam a expansao
do volume césmico com o aumento do tempo césmico. De fato, empregando (1.9),
escrevemos

3
v = — O o psrsese (1.90)

Ik
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Se admitirmos que nao existe criacao de matéria e energia, entao esperamos que
a densidade € = pc? diminua & medida que o universo se expande. A taxa com que

isto ocorre é fornecida por (1.50),

Para que tenhamos % < 0, é necessario
p > —pc?, (1.91)

se a(t) > 0,Vt.

Embora fiquemos tentados a empregar p > 0, restringindo ainda mais a condicao
(1.91), argumentando que apenas valores positivos da pressdo sdo providos de sig-
nificado fisico, veremos que uma equacao exética do tipo p = —pc? provoca uma
expansao exponencial do fator de escala, correspondendo ao periodo de evolugao
cosmica que denominamos inflacdo. Derivar esta solucdo é um dos topicos do
préximo capitulo. Mas antes de irmos a ele, vale dizer que (1.91) estabelece uma
restricao sobre o tipo de equagao de pressao que pode gerar inflacdo: ndo é possivel,
por exemplo, esperar que p = —3pc? leve a algum tipo de solucio a (t) = e9®, com
g (t) assumindo valores positivos. Diga-se também que (1.49), com A = 0, estabelece

p+ % <0
como condicao para expansao do cosmo,i.e.,ig—g > 0 — sabendo-se que a (t) > 0.

Portanto, a inflacao deve ocorrer para valores de pressao coerentes com

1
—pc® <p< —ngQ. (1.92)
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Espaco-Tempo de de Sitter

Ao estabelecer as suas equagdes para o campo gravitacional, Einstein acreditava
haver implementado a idéia de Mach de que o movimento nao poderia ser perce-
bido sem um fundo de matéria com relacao ao qual as posicoes de um objeto e
suas derivadas temporais pudessem ser definidas. Mach criticava a necessidade de
um referencial inercial absoluto inicial em relacdo ao qual se estabelece a classe de

referenciais inerciais, conceito fundamental na dindmica newtoniana.

E razoavel o argumento que se alinha com a opiniao inicial de Einstein: o lado
direito de R, — %gu,,R —Agu = 87;—4GTW fixa o contetido de matéria e energia que
servird de fonte ao campo; a solucao das equacoes é o tensor métrico, que fixa a
geometria do espaco-tempo e com o qual se calcula a trajetéria da particula teste
sob acao do campo. Sinteticamente: o contetido de matéria determina a dinamica

da particula.

Esse argumento, entretanto, é incompleto: foi logo depois da publicagao do artigo
de Einstein que, em 1917, W. de Sitter encontrou uma solucao das equacdes da
relatividade geral sem fontes. A geometria do espago-tempo pode ser nao trivial em
um universo vazio. Mais do que isso, a solucao de de Sitter mostrou que particulas-

teste no modelo seguem geodésicas do tipo tempo que se separam mutuamente.

Citando Narlikar [14] em um comentério sobre a solugdo apresentada por de Sit-
ter: no sentido dinamico o universo é vazio, enquanto que no sentido cinematico ele
estd se expandindo. O modelo antecipa uma caracteristica dos modelos de Fried-
mann de 1922. Ademais, a solucao de de Sitter promove a constante cosmolégica
a protagonista do modelo cosmoldgico; importancia que A tem hoje na cosmologia

fisica.

E desse espaco-tempo peculiar que trata o presente capitulo.

29
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2.1 Introducao

Os espagos-tempos de de Sitter sao hiperbdlicos, pseudo-euclideanos em 5 dimensoes.
Sao de dois tipos, classificados de acordo com o sinal da curvatura escalar de Ricci
(contrac@o do tensor de Ricci pela métrica: R = ¢"'R,,). O espago-tempo de de
Sitter dS(4,1) possui curvatura escalar negativa, sua proje¢ao em duas dimensoes
corresponde ao hiperboléide de 1-folha, e sua inclusao no espaco pseudo-euclideano

satisfaz
NaBEAEP = o€’ — (€9 = —R?, (2.1)

onde ¢4 representam as coordenadas cartesianas no espaco em questdo (4, B =
0,1,2,3,4), nap € a métrica do espago-tempo de Minkowski (o, 5 =0,1,2,3) e R
é o pseudo-raio de de Sitter. O segundo tipo é o espaco-tempo de anti-de Sitter

dS(3,2), e consiste de uma 4-superficie hiperbdlica satisfazendo

NP = napee® + (¢4)” = R2 (2.2)

Corresponde, em duas dimensoes, ao hiperboldide de duas folhas; tem curvatura
escalar positiva*. Podemos escrever uma unica relacdo para os dois espacos de de

Sitter se
Taa = S.
Entao,
napE*e” = nas€e’ + 5 (€1)" = sR (2.3)
com

~1, dS(4,1)
+1, dS(3,2)

2.2 Abordagem Via Coordenadas Conformes

O elemento de linha de de Sitter d¥? pode ser obtido mediante uma transformacao

das coordenadas euclideanas €4 para as estereograficas conformes x [20], [21],

£ = Qa*
& = R(1-29), (2.4)
*Q sinal do escalar de curvatura de Ricci depende da maneira que definimos o tensor de Riemann.
Se escrevermos R* ,,; = —0,T* 5 + 0, T# ,,, —TH 5 ,TA ,p +T# \,T*, ,T? 5, diferentemente do que

usamos neste trabalho, eq. (2.8), nos alinhamos com [19], e dS (4, 1) terd curvatura escalar positiva,
enquanto dS (3, 2) possuird curvatura escalar negativa.
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com Q = Q (%) a ser determinada. Usando (2.3) e (2.4) concluimos que

1

2 )

1+ %=

Q

onde introduzimos p? = nagxaxﬂ. Calculando a diferencial de €2 percebemos que

4R?
277a,3:vadacﬁ = —swdﬂ.
Por outro lado,
dét = AR?d0?.

Esses dois ultimos resultados sdo combinados para encontrar dX? = 14pdéAdEE.

Temos:
d¥? = O?napda®da’® = gupdr®da?®, (2.5)

em que o tensor métrico é

1
(1 + s%)

Portanto, os espacos de de Sitter sao conformalmente planos no sentido que diferem

9op = 57l (2.6)

da métrica de Minkowski por um fator conforme 92 (z). Com (2.6) e a equagao (1.2)

1
re vp — igu)‘ (augp)\ + apgu)\ - a)\gup)

para a conexéo, ven:

re,, = —S% [5577,,,\ + 0hnua — nupéﬂ . (2.7)
O tensor de curvatura,
R oo = 0,1 g — 0 TH )y +TH 5, T2 g —TH T, (2.8)
no caso de de Sitter, fica
R o = =255 [3900 = 0490s] (29)

onde utilizamos (2.7). A contragdo de (2.9) pela métrica dd o tensor de Ricci:

S

Rpw = 3@9;“/: (210)
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que leva & curvatura escalar

_ 12s

R—ﬁ.

(2.11)

Se os espacos-tempos de de Sitter sao solugoes homogéneas das equacoes de
Einstein (7, = 0),

1
R, — iRg,w —Ag, =0,

entdao (2.10) e (2.11) conduzem a

3s
Caso a constante cosmoldgica seja positiva, teremos s = —1 e o espago de de Sitter
que descreve o universo é o dS (4,1). Entretanto, se A < 0, s = —1 e a geometria é

a do espaco de anti-de Sitter dS (3, 2).
Colocamos essas conclusées no quadro

A>0|s=-1 espago de de Sitter, dS(4,1)
A <0 | s=+1| espago de anti-de Sitter, dS(3,2)

Tabela 2.1: Selecao do tipo de espaco hiperbolico a partir do sinal da constante

cosmologica.

2.2.1 Equacao da Geodésica para de Sitter

Substituindo a expressdo (2.7) para o simbolo de Christoffel na equacdo geral de

uma curva auto-paralela

aUu*
—+ 1", U"U? =0
= v
-X= (gu,,x"x”)l/ 260 parametro da curva — obtemos a expressao para a geodésica

em um espaco-tempo de de Sitter

d?x* Q dz? dxP
2~ "aR2 [ Ay dy _xu] =0 (2.13)
ou
Lzt Q da*
d; + 5503 [m“ - 226%] =0, (2.14)

pois ¥2d¥? = (z,dz")’.
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2.2.2 A Equacgao de Desvio da Geodésica

A equacdo de desvio da geodésical
D2,'7a
Du?

constitui um guia qualitativo para o comportamento relativo das auto-paralelas de

= R* .sU U’ (2.15)

um espaco-tempo.
Na equagao (2.15), u é o parametro a localizar um ponto na curva geodésica

Yo (1) = v(u,v = constante);

dz¢

U =
du

(2.16)

é o vetor tangente a curva; n° é o parametro vetorial que mede o desvio entre duas
geodésicas vizinhas — 7, (u) = v (u,v = ay) e Y, (u) = v (u,v = by), por exemplo.

Definimos o vetor desvio como

n’ =VPsv, (2.17)
sendo JV uma constante, e
dz?
VA= —. 2.18
7 (2.18)
O parametro v localiza diferentes curvas da familia de geodésicas a dois parametros

7 (u, v).
Segundo (2.15), particulas teste tendem a se aproximar umas das outras em
regioes de curvatura positiva e a se afastar mutuamente em regioes de curvatura

negativa.

Para os espagos-tempos de de Sitter, identificaremos o parametro v com o compri-
mento de arco ¥ = (gu,,x“:c")l/ 2. Esta identificacdo é possivel desde que o elemento
de linha nao se anule, ou seja, desde que nao estejamos lidando com trajetérias de

particulas sem massa, para as quais dX = 0. A escolha que fizemos permite ainda

dzt

um contato com a relatividade especial, pois entao, U¥ = 2%

é a quadri-velocidade
e

U?=U,U0" =g, U'U" = 1. (2.19)
Usando, ademais, o resultado (2.9) calculamos (2.15) assim:
G s s
Z 2 ° sk — n xo
D% ra e — UrU XY

tPara a derivaciio desta equagio, consultar [22], pardgrafo 3.46.

[5ggup - 5,591/0] U'UPX? = —
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ou
2
% - —%hg‘X", (2.20)
onde substituimos o projetor transversal
hyw = 9 — U, U, (2.21)
cuja transversalidade é evidente
hwU”=U0,-U0,U0,U"=U,-U, =0. (2.22)

Por consisténcia com a defini¢do de n® — eq. ( 2.17), um campo vetorial X
que satisfaz a equacao de desvio da geodésica terd apenas a parte transversal X |
aparecendo na equacao (2.20). De fato, (i) dada a propriedade (2.22),

X! =htXe,
(71) Pela equagao da geodésica (com u = X)
D du*
Uk = L TH VITe —
DZU D +r*,,U"U" =0,
a derivada da componente ao longo da curva X ”O‘ o U® se anula,
DX
[
DY ’
e entao
D2X* D? D2x*
_ p Yy _ i
oy = Dy (X X%) = T
Como resultado, a eq. (2.20) da
D*X* S R
=——Xl=-—=—X¥ 2.2
DY R2TE 127V (2.23)

onde foi usada a relagdo (2.11).

De (2.23) fica claro que uma curvatura escalar positiva faz curvas aproximarem-
se mutuamente: a segunda derivada do vetor de desvio é negativa, a tendencia é
restaurar o campo a curva.

Com (2.12) escrevemos também

DXk A
DS; - gxﬁ =0. (2.24)

Valores negativos de A levam a solugoes oscilatérias em torno da curva para o

campo transverso, ao fendmeno de focusing da familia de geodésicas, solugao de
(2.13). Valores positivos de A podem resultar em expansdo ou contracido da con-
gruéncia entre as geodésicas da familia. Se duas curvas estao se separando inicial-

mente, assim permanecerdo indefinidamentet.

tVeja-se a secio 2.3.4
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2.2.3 Inflagao

O elemento de linha dos espacos de de Sitter, sendo este conformalmente plano,
evidencia a caracteristica de homogeneidade e isotropia que lhes é prépria. Con-
seqiientemente, encontra-se uma transformacio de coordenadas que converte dX?
no elemento de linha de Friedmann-Robertson-Walker, o qual resulta nas equacgoes

de Friedmann. Como no modelo de de Sitter nao ha fontes, p = p = 0, ficamos com

A 2
a2 = TcaQ — ke, (2.25)
A 2
i= ?Ca, (2.26)
que resolvidas para k = 0 dao
a(t) = aoec\/g(t_t"). (2.27)

O sinal positivo no argumento da exponencial é consistente com a expansao obser-
vada no universo, caso valha A > 0. A solucdo (2.27) é denominada “inflaciondria

do tipo exponencial”.

Comentario Se mantivermos o parametro de curvatura k ndo nulo, a solucdo é

dada por

[ao +Vag — 3k/A} ’ et2eV/ 5 (0-10) | 3k /A
2 [ao +/aj — 3k/A} exeV/5 (t-to)

com o sinal positivo garantindo a expansao. Esta solucao resume os modelos vazios

a(t) =

(2.28)

de Lemaitre, estudados em detalhe no capitulo sequinte.

Ha um cenario equivalente ao que acabamos de considerar. De fato, se anularmos

a constante cosmoldgica e tomarmos uma equagao de estado exotica
P = —¢, (2.29)
as equagoes de Friedmann (k = 0) terado por solucao

a(t) = ageV st (t=to), (2.30)

que é andloga a (2.27) ja que a densidade de energia € é constante. Para ver isso,

basta substituir a equagao de estado (2.29) na equacao de conservagao

@=—39(p+p),

dt a 2
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lembrando que p = €/c?. Para um fluido homogéneo e isotrépico, caracterizado pelo

tensor energia-momento

Ty = (p+ pc®) upty — pgpw,

vale T" = ¢ — 3p, conforme trivialmente obtido pela contracdo com a métrica. Se
vale p = —¢ resulta T' = 4¢ > 0. Além disso, a equacao de Einstein contraida com

guv oferece o resultado
R=—(87G/c")T.

Logo, R = —(327G/c*)e < 0, conforme esperado para o espago de de Sitter
ds (4,1).
Voltando ao primeiro cendrio (com A # 0 e sem fontes): a contragao da equagao

de Einstein leva a
R = —4A. (2.31)

Se os modelos inflaciondrios dados por (2.27) e (2.30) levam a uma mesma

curvatura escalar, entdo (2.31) e (2.31) permitem-nos escrever uma constante cos-

moldégica
811G
c
Dai usamos a relagao (2.12) para concluir que s = —1, e que também no primeiro

cendrio temos o espago dS (4,1). Desse modo, apenas o espaco de de Sitter pode

levar a inflacao.

2.2.4 Significado Fisico de A

Consideremos uma regiao do modelo cosmolégico descrito pelas equacoes de Fried-
mann,

a\’ _ 8nG N At k2

«) T3 P73 a?’

a A 4nG 3p
=0 \Pt=)
3 3 c
limitada por uma esfera de raio a(t)ry. Lembremos que, uma vez que a coordenada
radial r é adimensional em nossa parametrizacao, apenas o produto de r pelo fator
de escala pode dar a distancia fisica entre o centro da esfera e os pontos em sua

superficie.
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O comportamento da referida regiao é dado, por exemplo, pela segunda das

equacoes acima;:

d* (arg)  Ac? GM
_ _ M 9.32
dt? 3 (aro) (aro)?’ (2:52)
onde identificamos
4 3
M = ?” (p + C-f) (aro)? (2.33)

a massa total dentro da esfera: de todo o conteido energético (p + ?C’—’;) distribuido
homogeneamente e isotropicamente no universo, retiramos a parcela contida no vol-
4w

3 .~ .
ume 3 (ary)” da regido considerada.

O segundo termo do lado direito de (2.32) é a lei de Newton da gravitacao

M
FN:_G—a

2

(arp)
e o primeiro termo pode ser entendido como uma for¢a peculiar causada pela con-
stante cosmolégica

P Ac?
A = ——aro.

3
Este campo de forca é global e homogéneo variando sua intensidade com o tempo
césmico — através do fator de escala a (t) — ou pela distancia arq entre as particulas

interagentes. Note-se que a dependéncia é linear com a distancia: quanto mais

apartadas estiverem as particulas, maior sera a intensidade de F}.

2.2.5 O Campo de Tetradas em de Sitter

Descreveremos o campo de tetradas em de Sitter, discutindo a aceleracao de um
género desse campo. O escopo ¢ fixar resultados para posterior comparagao com
o campo de tetradas de Friedmann, o que supostamente forneceria uma ligacdo
entre ambos. Procuraremos futuramente esta ligacao, pois os dados observacionais
indicam A como a componente de energia dominante do cosmo, insinuando que o

modelo padrao seria apenas uma perturbagao do modelo de de Sitter.

Como vimos, a métrica de Sitter em coordenadas estereograficas assume a forma

conformalmente plana (2.6),

u = Q277u1/-
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Por outro lado, um tensor métrico pode ser escrito em funcao do campo de

tetradas’:
Juv = nabhauhbw (234)

onde h?®, (z) sdo as componentes da base h* = h®,dz* do espago de Minkowski
tangente ao espaco-tempo. Note que as componentes h®, possuem um indice no
espago de Minkowski — o indice contravariante (a = 0, 1,2, 3)— e o outro no espago-
tempo — o covariante (u = 0,1,2,3).

Comparando (2.34) e (2.6) encontramos
h = Q8. (2.35)
De fato, se substituirmos (2.35) na eq. (2.34) obteremos (2.6):
Guw = NapQ20* 428", = Q1.

Podemos calcular h ¥, isto é, as componentes da base dual hy, = hy ¥0,, as compo-
nentes da tetrada com o indice de espaco-tempo contravariante e o indice de algebra

covariante. Para isso avaliamos g".

10 0 0
1 0 -1 0 O
wwy -1 _ =
0 0 0 -1
. 1 iz
L9t =g (2.36)
a qual, comparada com
g" = n"h, Fhy Y, (2.37)
leva a
ho = Lp (2.38)
Q a

Conhecemos o simbolo de Christoffel para de Sitter (2.7),

Q
re By — _82—7?,2 [5377:/7 + 5377,37 - 77,31/53} m’y’

80 formalismo de tetradas é tratado em detalhe no capitulo 5 de [22].
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ou,
I, = [5g ;0005 — nﬂyna”] 0, InQ (), (2.39)

e com ele construimos a conexao de spin w® ;, para a tetrada — a maneira com que

um campo de tetradas percebe a conexdo de Levi-Civita. De

Wy, = h® T gy P+ 0 0,k 7 (2.40)
calculamos
w® p, = [050; — Mo Oy In 2. (2.41)
E entao,
1
w“ be — hc ”w“ b — 5 [5(1 050 b — nbcnaa] (90 ln Q (2.42)

Com esta conexao em maos, perguntamo-nos se o campo de tetradas satisfazem a
equacao da geodésica. Caso isso nao aconteca e haja uma aceleragao, que aceleragao
sofrerd uma tetrada {h,}? Tome-se 0 membro do género tempo hg € a sua curva
integral U” = hg V. Definimos a aceleragao

a* =U"9,U* + T ,, U*U”
e a avaliamos com o uso de (2.39):

a* = ho "Oho * + [6307 + 6,07 — nuwn’’] 0, InQhg “hy ¥
1
02
De (2.42) vemos que:

[53‘53 — 770077)‘0} 60 InQ

1,1
ha ’\w“ 00 — 552‘5 [5858 — 7,]00,'7(10] 80 InQ
1
= [63‘58 — 77007))“’] 9, InQ = a.

A aceleracao é, portanto:

A_ 7 A.a 71 A0 A i
a” = hg "w* oo = ho “w" g0 + A “W" go.

Como w® g9 =0 e w' gp = —5679; InQ temos
A op Ayt — 15,\ i
a =Ny woo—ﬁiw 00-

. a’ =0 e somente a* # 0.
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A aceleragao na direcao temporal se anula para a escolha U” = hy .

Segue que
ko 3811 4
R2320°
Porém, A = —2%. Por conseguinte,
A zF
k
=———. 2.43
a 50 (2.43)

Mas qual é o significado da aceleragao de um campo de tetradas do género tempo?
A escolha de hy foi arbitraria, mas conveniente: o vetor hy é tangente a linha de
mundo de uma particula do espaco-tempo, de modo que a velocidade de uma tal
particula descrita por U¥ = hy ¥ permanece no interior de seu cone de luz. Veja-
se que nessas condicoes, a aceleracdo s6 terd componentes ndao nulas em direcoes
ortogonais & do tempo, 2° = ct, e que a* depende de A.

Se a* for a aceleracio de particulas teste em de Sitter, existe uma descricdo

equivalente em relatividade geral, sem tetradas, conforme veremos a seguir.

Comentario Um campo de tetradas consiste em quatro campos vetoriais soliddrios,
satisfazendo (2.84) e (2.87). Uma delas, por convencio hy é do género tempo. E
esta que poderd ser ligada a um observador. A acelera¢ao encontrada € a de hy, mas

0s h; sdo soliddrios e por isso podemos falar em “aceleracdo da tetrada”.

2.3 A Abordagem Classica Via Simetria Esférica

H4 uma abordagem equivalente ao estudo do modelo de de Sitter que empreende-
mos acima. Entao, usamos coordenadas estereograficas conformes para encontrar o
elemento de linha de de Sitter, partindo da equagao para uma superficie hiperbdlica
inclusa no espaco pseudo-Euclideano a cinco dimensoes. Com o ds? conformalmente
plano em maos, pudemos calcular as conexoes de Levi-Civita, os tensores de Riemann
e Ricci e a curvatura escalar; que substituidas nas equagoes de Einstein levaram a
relacao entre a constante cosmolégica e o pseudo-raio da superficie a representar o
modelo:

3s

R2’

em que s é um sinal que seleciona o tipo de espago hiperbélico considerado. Con-

A= (2.44)

cluimos entao que, se medirmos o sinal da constante cosmolédgica, poderemos decidir
o tipo de espaco-tempo de de Sitter mais adequado a realidade que pretendemos

modelar. Depois, usando argumentos de simetria para o modelo, empregamos as



Capitulo 2. Espaco-Tempo de de Sitter 41

equacoes de Friedmann sem fontes para encontrar as solugoes inflacionarias admiti-
das pelo modelo.
Neste novo enfoque ao assunto, vamos construir o elemento de linha de de Sitter

partindo de um sistema com simetria esférica¥.

2.3.1 O Elemento de Linha Estatico para Sistemas com Simetria Esférica

Examinemos o caso invariante por rotacao. Os elementos invariantes por rotagoes

no espaco euclideano tri-dimensional sao:

r= (22 +y* + %),
dr,
dz? + dy? + d2°® = dr? + r2d#? + r? sin® 0d¢?,

zdr + ydy + zdz = rdr,

dt.

(a dimensao temporal nao participa da rotagdo). Com estes invariantes construimos
o elemento de linha mais geral possivel para um sistema com simetria de rotacao no

espago,
ds> = —erdr® — e (r*d0” + r” sin® 0d¢*) + €”dt” + 2adrdt (2.45)

onde )\, i, v, e a sao fungoes de r e t apenas. Os sinais dos coeficientes e*, e,
e e’ foram escolhidos de maneira a distinguir entre as coordenadas espaciais e a
coordenada temporal e a permitir que haja um limite onde (2.45) se reduza a métrica
do espaco-tempo de Minkowski, qual seja ds® = dt® — dr? — r2d6? + r?sin? 0d¢?,
consoante o Principio de Equivaléncia.

Duas transformacoes de coordenadas sucessivas permitem simplificar o ds? geral
acima, retirando o produto cruzado drdt. De fato, introduzindo a coordenada r'? =

e*r? obtemos

ds? = —e dr? — r?d0? — r?sin® 0d¢?® + e dt* + 2adrdt,

INesta se¢do, seguindo [1], empregaremos unidades naturais, onde ¢ = 1.
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onde omitimos as linhas e A, v, e a sao novas fungoes de r e t. Fazendo a seguir a

transformacao para um novo ¢ de acordo com
dt' = n(adr + e”dt),
onde 7 é um fator de integracao, resulta a forma padrao

ds? = e’dt? — e dr? — r2df? — r?sin? 0d¢?, (2.46)

A=A(rt) e v=v(rt),

em que novamente omitimos as linhas e A\ e v sao outras fungoes de r e t. Perceba-
se que o tensor métrico associado a este elemento de linha possui entradas que

dependem explicitamente da coordenada temporal ¢:

e’ 0 0 0
0 —ent) 0
v) = s 2.47
)= o 4 2 (247)
0 0 0 —r?sin’d

e essa dependéncia sé se manifesta nas fungdes A (r,t) e v (r,t). Se, por simplicidade,

tomarmos
A=A(r) e v=v(r), (2.48)

o elemento de linha sera dito estatico.
Suponhamos que o nosso sistema estatico e de simetria esférica seja constituido

por um fluido perfeito. Entao, serd descrito pelo tensor energia momento (1.44)

y dz* dz”
=+ 35 s

e as componentes de velocidade do fluido serao
dr_dﬂ_@_o dt—e*”/Q.

ds ds ds ' ds
Lembramos que p é a densidade e p é a pressao do fluido; e tomamos ¢ = 1.
Com as informagoes (2.47), (2.48), (2.49), e (2.50) pode-se, depois de um extenso

trabalho de calculo, expressar as equacoes de Einstein na forma

7| 1
8tp = e_)‘<—+—2>——2+A
roor r

" Ny l/'2 v\
81p = e)‘(i— VR )+A (2.51)

| 1
8mp = e’\<i——)+——A,

- g"p, (2.49)

(2.50)
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onde as linhas representam derivacao com relagao a r e a constante da gravitagao
universal G é tomada igual a 1.
Igualando as duas primeiras das equagoes acima, obtemos a equacao

1/,

+ (p+p) 5= 0 (2.52)

ap

dr
para o gradiente de pressao, que é o analogo relativistico da expressao Newtoniana
para a dependéncia da pressdo com relacdo ao potencial gravitacional.

O universo em larga escala é tido como homogéneo, pois admite-se que diferentes
observadores em diferentes partes do cosmo o veriam com o mesmo aspecto. Ao
adotarmos a hipdtese de homogeneidade para nosso modelo estamos a exigir que: (i)
a pressao seja a mesma em todos os pontos do espago; (i) a densidade macroscépica
de matéria seja igual para cada valor do conjunto de cordenadas (t, 7, 6, ¢) do modelo;
(111) o elemento de linha esférico (2.46) se reduza ao ds? da relatividade especial com
A = v = 0 para pequenos valores de r, ja que o campo gravitacional deve se anular
em regioes do espago pequenas o suficiente. Em acordo com a exigéncia (%) a derivada

Z—f deve se anular, e, com isto, a equagdo (2.52) oferece trés possibilidades:

Vo= 0,
p+p = 0, (2.53)
V=0 e p+p=0.

A primeira possibilidade leva ao universo de Einstein; a segunda, ao modelo de de

Sitter; a terceira, ao elemento de linha de Minkowski da relatividade especial.

2.3.2 A Geometria do Universo de de Sitter

Manipulando convenientemente as equagdes (2.51) em conjunto com a condi¢ao p+
p = 0 encontra-se

A+8mp ,

—-A v
€ = € :]_
3

(2.54)

que substituida em (2.46) levam & solugao completa para ds?. Definindo uma nova
constante R pela equacao

A+ 8mp 1
—3 (2.55)
especificamos completamente o elemento de linha de de Sitter como
a5t = —— e 2gn2pgs 4 (1- 1) ar? 2.56
S=—T T — r°sin” Od¢” + R . (2.56)

RZ
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Por transformacoes adequadas de coordenadas podemos encontrar outras formas
do elemento de linha acima que nos esclarecem propriedades geométricas subjacentes

ao modeloll. A transformacio dada por

a = rsinfcos ¢,
B = rsinfsin @,
v = rcosb, (2.57)

§+e = Re/R\/1—12/R2,
0—e = "R,e’t/R\/l—rQ/’RQ,

leva a forma
ds* = de* — d6® — do® — df* — dvy*. (2.58)

Esta forma de elemento de linha corresponde aquela do espaco-tempo hiperbélico
de de Sitter dS (4,1), com a qual nos deparamos na abordagem através das coor-

denadas estereogréficas e cuja superficie é parametrizada por
52—~ =_R2

Mais adiante ficara claro porque nao apareceu, nesse tratamento, o elemento de
linha representativo do universo de anti-de Sitter dS (3, 2).

A transformacao para as novas variaveis

Fo= e UR
V1 —12/R?
_ 1 r?

que resulta no elemento de linha
ds® = dt’ — &/ (dr® + 7 d” + 77 sin” 0d¢”)

foi descoberta independentemente por Lemaitre e Robertson. Omitindo as barras

sobre 7 e ¢ e introduzindo a defini¢ao

1
K=— 2.60
R’ ( )
escrevemos o ds? acima como
ds® = dt* — e*" (dr® + r*d6* + r*sin® 0d¢”) , (2.61)

ILembramos nesse momento que a abordagem de coordenadas conformes j4 forneceu uma forma

possivel para o elemento de linha de de Sitter.
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ou
ds® = dt* — e*/® (da? + dy? + d2?), (2.62)

O elemento de linha de de Sitter nessa forma tem duas propriedades evidentes. A
primeira: observemos (2.62) e notemos que as trés coordenadas espaciais contribuem
da mesma maneira na expressao do ds?; por isso podemos afirmar que o modelo é
realmente homogéneo, conforme exigimos ao anularmos a derivada %. A segunda: o
tensor métrico associado (2.61) é explicitamente dependente da coordenada temporal

e?/R —e2/R —e2/RY o que significa que o elemento de

atual, (g,,) = diag {1,—
linha nao é mais estatico e sim estaciondrio. Isto nao deve ser motivo de surpresa,
uma vez que sempre podemos passar de um elemento de linha estatico para um nao-
estatico (ou estaciondrio) por transformacoes em que as novas coordenadas incluam
tanto as coordenadas originais do tipo-tempo como aquelas do tipo-espago. Nao
obstante, na forma (2.61), notamos o fator exponencial a multiplicar as diferenciais
espaciais, o que vem a ser indicativo de um universo em expansao; tudo coerente

com a solucao inflacionaria permitida pelo modelo.

Comentarios sobre a relagao entre os elementos de linha de de Sitter e

de Friedmann

As propriedades de homogeneidade e isotropia sao comuns aos modelos de Fried-
mann e de Sitter. Este fato foi empregado como justificativa para a utilizacao das
equagoes de dinamica de Friedmann — equagoes diferenciais para a (t) — na deducao
da expansio inflaciondria do fator de escala admitida pelo modelo de de Sitter [ver
eqs. (2.27) ou (2.30)]. Entretanto, o fator de escala a(t) ndo apareceu de maneira
natural no tratamento que demos até aqui para o modelo cosmolégico de de Sit-
ter. Nao obstante, podemos mostrar a equivaléncia dos intervalos quadraticos de
Friedmann-Robertson-Walker e de Sitter sob certas condi¢oes, o que nos autoriza
a usar o fator de escala, tipico de um modelo nao-estatico, no caso de de Sitter.
Vejamos como isso acontece.
Tomemos o elemento de linha de Friedmann-Robertson-Walker na forma

dr?
2 _ 21,2 _g(t) 2 (02 | i 2742
ds = c*dt” —e 1=k (2R +r* (d6? + sin® 0d¢?) | , (2.63)
onde
a? (t
% = eg(t), (264)

conforme devivado no capitulo anterior — egs. (1.11) e (1.10). O paramentro de
curvatura k£ pode assumir os valores +1,0, —1 de acordo com a geometria da se¢ao
espacial do modelo padrao.
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Fixar £k = 0 significa dotar o espago de geometria plana, fazendo cada secao
espacial infinita e ilimitada. E nessa circuntancia que o elemento de linha acima

escreve-se
ds® = dt* — e?V) (dr? + r*df? + r*sin® 0dg?) , (2.65)

com ¢ = 1. Comparando (2.65) com o elemento de linha estacionério de de Sitter,
eq. (2.61),

ds* = dt* — e*X? (dT‘2 + 12df? + r? sin’ 9dq§2) ,
notamos a equivaléncia dos intervalos quadraticos se valer a relacao
g (t) = 2K,
ou seja, se
a(t) = Re®. (2.66)
Este resultado é idéntico a (2.27),
a(t) = ’Re\/gt, (2.67)

onde c =1, ty = 0, ap = R, pois a identificacao

1 _A (2.68)
R? 3
é consistentente com a auséncia de fontes no universo de de Sitter [conforme eq.
(2.55) e a vindoura eq. (2.72)], assunto da préxima secao.
Existe, portanto, um mapeamento do modelo nao-estdtico de Friedmann de secdo
espacial de geometria plana para o modelo estaciondrio de de Sitter, associado a um

espago-tempo necessariamente curvo e hiperbdlico para A # 0.

2.3.3 Auséncia de Fontes ou Equacao de Estado Exé6tica no Universo de
de Sitter

O modelo de de Sitter resultou da imposi¢ao da condicao p+p = 0 sobre o modelo de
universo estatico e com simetria esférica. A densidade de matéria, por sua natureza
fisica, pode ser positiva ou zero. Para vermos a condicao citada respeitada, resta a

pressao assumir valores negativos,

p=—p. (2.69)
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Entretanto, uma equacao de estado deste tipo é pelo menos exética. Mesmo que
se permita que o fluido ideal a constituir o modelo tenha forgas coesivas, nenhum
material conhecido apresenta uma pressao negativa igual a densidade. Falamos em
pressao negativa associada a forcas coesivas porque a nocao de pressao a que estamos
habituados é aquela de variacdo do trabalho realizado pelo fluido por variacao do

volume do recipiente que o encerra,

aw
= —. (2.70)
av

Pictoricamente, as moléculas do fluido ideal, que nao interagem entre si mas
apenas com as paredes do envolucro, batem nas paredes do recipiente e transferem
momento a elas, deformando-as e expandindo-as se forem eldsticas, empurrando
émbolos, etc.. O sentido positivo é o de expansao. Uma pressao negativa seria,
por outro lado, aquela realizada pelo fluido no sentido de agregar os seus elementos
constituintes; alternativamente, pressao negativa seria o trabalho realizado pelas
paredes do envolucro sobre o fluido. Mas esta explicagdo nao basta para o caso da
gravitacao.

Para aplicarmos a termodinamica ao nosso modelo de universo, além da neces-
sidade de equilibrio térmico entre os constituintes do sistema — 0 que nem sempre
se pode esperar ou exigir — falta solucionar estas questoes: o que faria o papel das
paredes do recipiente no caso do universo; e, mesmo que o sinal negativo pudesse ao
cabo ser entendido sem controvérsias, como explicar a identificacdo entre pressao e
densidade? (Qual matéria ou energia seria responsavel por tal equacao de estado?)

Uma resposta possivel para a primeira pergunta talvez fosse: o campo gravita-
cional é que funciona como recipiente do préprio material que lhe serve de fonte. Se
for desse modo, depreenderiamos da equagao de estado exdtica (2.69) que tanto
maior a forca de coesdo do campo gravitacional quanto maior a quantidade de
matéria existente no universo. Isto nao soa em desacordo com a teoria da gravitacgao,
mas é apenas uma conjectura. Mas entao se coloca o problema de como confirmar
esta hipotese. O fato surpreendente é que a equacao de estado proporcional a densi-
dade de energia, que promoveria a coesao das fontes da gravitacao e que caracteriza
o modelo de de Sitter, gere uma solucao de expansao exponencial ou inflacionaria
para o fator de escala do universo (uma medida de distancia entre dois pontos do
espaco no modelo) em razdo do sinal negativo. Isto se vé com maiores detalhes no
desenvolvimento da se¢ao 2.2.3, apresentada acima.

Para evitar as dificuldades que comentamos é de praxe satisfazer a condicao do

modelo de de Sitter p+p = 0 adotando a pressao e a densidade ambas iguais a zero,

p=0 e p=0, (2.71)
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correspondente ao universo vazio, sem quantidades aprecidveis de matéria e energia.
Como consequéncia de se tomar p = 0 obtemos uma simplificagao da equacao

(2.55) que relaciona o pseudo-raio do universo™ R e a constante cosmoldgica,

1 A
— = —, 2.72
que é a mesma relagao desenvolvida na primeira abordagem ao modelo de de Sitter,

3s

(2.73)

O sinal s = —1 é consistente com uma constante cosmoldgica positiva. As obser-
vagoes parecem indicar que de fato A > 0. Neste caso, a expressio (2.72), ou
equivalentemente (2.73), indica que o modelo é o do espago-tempo dS (4,1) de de
Sitter. Se, eventualmente, a constante cosmolégica for nula, o modelo degenera no
espago-tempo plano e aberto da relatividade restrita. Caso a constante cosmolégica
se revele negativa, entao R nao é um nimero real e o universo de de Sitter é es-
pacialmente aberto mas curvo [de acordo com (2.72)] e s = +1 [segundo (2.73)]; o
universo é representado pela geometria dS (3,2) do espago de anti-de Sitter. Nés
tomaremos A > 0.

H4 mais uma observacao interessante a fazer a respeito da hipdtese de auséncia
de matéria e radiacdo no modelo de de Sitter. A solucao exterior de Schwarzschild
na presenca de um termo cosmolégico, que trata da geometria do espaco vazio ao

redor de um sistema estatico finito de simetria esféricalt,

2m  Ar? dr?
ds? = (1—- "= — — ) dt* — — r2d#* — r*sin? 0dy?
s ( r 3 ) 1—(2m/r) — (Ar2/3) " rsin”0dg”,
(2.74)
se reduz ao elemento de linha de de Sitter para um universo sem fontes,
ds* = (1-r*/R?) dt* — _ar — r2df? — r*sin® Odp* (2.75)
1—1r2/R2 ’ '

se anulamos a massa m da esfera de matéria na origem e aplicarmos (2.72).

2.3.4 O Comportamento de Particulas e Raios de Luz no Espaco de de
Sitter

O modelo de de Sitter representa um universo sem fontes. A introduc¢ao de qualquer

forma de matéria ou energia provocaria um desvio no elemento de linha padrao

**Q fato de R ser chamado de pseudo-raio do universo serd justificado a seu tempo.
tVer referéncia [1] & pagina 245.
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(2.56). Entretanto, seguindo o exemplo do que se faz no eletromagnetismo, usamos
particulas-teste, que por hipotese nao alteram o modelo, para estudar equacoes de

movimento de objetos no espago-tempo de de Sitter. As referidas particulas seguirao

geodésicas no espaco tempo; estas curvas tem a forma geral djT””; + 7,2 e —
e quando especificadas para o caso do modelo em questao levam a

dr \/ r2  h2  h?

— = ]\ K14+ = - =+ =

ds Rz r2 R

d h

¢ _ h (2.76)

ds r?

dt K

ds  1—12/R?’
se admitimos que o movimento da particula se inicia no plano # = 7 e a partir
do repouso com respeito ao angulo 6, % = 0. Nas egs. (2.76) os parametros h e

Kk sao constantes de integracao, sendo que k deve assumir valores positivos porque
consideramos aumento da coordenada temporal ¢ a medida que o tempo préprio s

aumenta.

Orbitas das particulas

A orbita das particulas terd a sua forma determinada pela equacao diferencial
hdr

PR 1R -8

do = (2.77)
'I‘2
encontrada facilmente pela combinagdo das eqs. (2.76). Esta combinagéo é possivel,
do

pois segundo a equagio para 4, ¢ ¢ fun¢do monotonica crescente ou decrescente

de s (dependendo do sinal de h) e por isso é possivel fazer a inversao, escrevendo
dr

s em fungdo de ¢, para a posterior substituicio em §-. A eq. (2.77) é o andlogo
da equacao diferencial que descreve o movimento de uma particula sob acdo de
uma forca central repulsiva proporcional ao raio r que aparece em mecanica classica
Newtoniana [23]; e estabelecemos, assim, uma conexao com a interpretacao dada na
secao 2.2.4 para o significado da constante cosmolédgica. Entao, no modelo de de
Sitter, a orbita de particulas livres expressa em termos das coordenadas r, 0, ¢ é
em geral curvada para fora da origem como se os corpos fossem repelidos por ela.
As egs. (2.76) também permitem o célculo da velocidade e da aceleracdo das
particulas no modelo. E conveniente obté-las como derivadas (de primeira e segunda
ordem) em relagao ao tempo ¢ e nao em relagdo ao tempo préprio s. A justificativa
para isto é que iremos nos fixar como observadores em repouso na origem, para
quem o tempo coordenado ¢ é igual ao tempo préprio, como se vé do elemento de

linha (2.56).
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Eliminando ds das duas primeiras equagdes em (2.76) obtemos a velocidade or-
bital:

dr 1 —7'2/7%2\/ r2  h?2  R2

oo i TR e o 2.

dt K & + Rz r2 + R2’ (2.78)
dp h(1—1?/R?)

dt K12 ’

Note-se que ambas as velocidades se anulam em r = R, e isso é um indicio do
por que chamamos R de raio do universo. No periélio, quando a particula mais se

. . . . 2
aproxima da origem, a velocidade radial se anula e, portanto, vale k2 — 1 + A

h? 4 B2 _
r2 RZ —
Diferenciando as relagoes (2.78) com respeito ao tempo encontramos a acelera¢do
orbital:
d?r 2r /R? dr\ > 1—72/R2\° (r h?
L T N T A N T R,
dt 1—7r2/R% \ dt K R r
Po _ o
a2 kr3dt

A aceleragao também desaparece em r = R. A aceleragao radial de uma particula
que tem velocidade radial nula é sempre positiva entre r = 0 e r = R, o que significa
que uma particula que atinge o periélio e comeca a se afastar da origem nunca
mais retorna a ela. Veja também que uma particula em repouso na origem, com
r =0e h =0, terd aceleracdo nula e nela permanecerd, justificando o fato de nos
termos posicionado na origem, tomada como ponto privilegiado de observacao neste
sistema de coordenadas. Por outro lado, estas coordenadas nao evidenciam o carater

homogéneo do espago, propriedade que ja demostramos.

Caminho dos raios de luz

A trajetoria dos raios de luz é encontrada mediante uma equagao semelhante a
(2.77), mas que é consistente com o fato de o intervalo invariante dos raios de luz se

anular, ds = 0, qual sejat

do = dr , (2.80)

K2—1 1 1
7“2\/ i

e que corresponde ao andlogo Newtoniano da particula sob a ac¢do de uma forca

central que tende a zero. A integragdo da equagao acima oferece a solugao r cos ¢ +

H#Como ds se anula no caso da luz, as egs. (2.76) perdem o significado e devemos adotar um outro
parametro variacional, que ndo o intervalo s, para determinar as equagoes geodésicas obedecidas
pela luz. Combinando, entdo, os resultados desse procedimento encontramos (2.80). Para detalhes,
ver ref. [24], capitulo II.
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arsin ¢ = b, onde a e b sdo constantes. Ao colocarmos esta solu¢do em coordenadas
cartesianas ao invés da forma polar em que se apresenta, percebemos que a trajetoria
da luz é uma reta.

A welocidade da luz no modelo é obtida fazendo ds? = 0 no elemento de linha
(2.56). Temos:

&) -(-8) (R ) (@] oo

que se reduz a

dr r?

i + (1 — @> (2.82)
no caso de movimento puramente radial. Ao integramos esta identidade de r = 0
a r = R percebemos que leva um tempo infinito para um raio de luz que deixa o
ponto r = R atingir um observador na origem. Logo, ndo podemos obter nenhuma
informacao de possiveis eventos ocorrendo em r = R ou além desse ponto. Com essa
conclusao, justificamos cabalmente a afirmacao de que R € o pseudo-raio do universo

(pseudo pois se trata de um espago pseudo-euclideano, que pode ser aberto).

Efeito Doppler

Espera-se que luz emitida por fontes em movimento sofra um desvio em comprimento
de onda segundo a pespectiva de um observador na origem. Vejamos: seja t; o
instante em que um pulso de luz deixa a fonte localizada em r e ¢y o instante em que
o mesmo sinal é percebido pelo observador; a igualdade (2.82) pode ser integrada
para dar o intervalo de tempo:

r

o=t +/L
0 — ¢l 1_T2/R27
0

em que usamos o sinal negativo da velocidade porque a luz viaja no semtido do
decréscimo de r. Uma nova crista de onda chegard a origem no tempo ty + &t
tendo partido da fonte em t; + 6¢; (de acordo com o observador na origem). Para
contabilizar estes pequenos acréscimos, tomamos a diferencial temporal da expressao

acima calculando cada membro no seu respectivo tempo:

1 dr
Ot = (1 * 1—r2/R? %)

O intervalo de tempo préprio 6t para um observador na fonte que mede a

5ty (2.83)

t=t1

diferenca temporal entre duas cristas relaciona-se ao intervalo dt¢; de acordo com
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a ultima das eqgs. (2.76):

§t? = 5t1; (2.84)

enquanto que o intervalo de tempo préprio na recepgao 6tJ é igual ao intervalo de
tempo coordenado dty, tendo em vista a ji comentada igualdade entre s e ¢ na

origem:
S5ty = dto. (2.85)

A raz@o entre os intervalos de tempo préprio (2.85) e (2.84) d4d o desvio relativo
no comprimento de onda. Empregando (2.83) temos:

A+0X K N K dr
A 1=r2/R2 0 (1—r2/R2)%dt

(2.86)

com a posi¢ao r e a velocidade dr/dt sendo calculadas no tempo de emissao.

Lembramos que constante x que aparece na expressao do red-shift (2.86) é ne-
cessariamente positiva. Dependendo, entao, do sinal e da magnitude da velocidade
radial perceberemos um desvio no sentido de comprimentos de onda maiores (red-
shift) ou menores (blue-shift).

Embora a eq. (2.86) permita a ocorréncia de desvio tanto para o vermelho
quanto para o azul, existe um favorecimento do primeiro tipo de desvio: mesmo que
a fonte esteja se aproximando da origem (% < 0) a intensidade da velocidade da
fonte deve ser alta o suficiente para que o segundo termo supere o primeiro termo
de (2.86). Porém, ao se aproximar da origem % vai diminuindo de magnitude até
anular-se no periélio. Consequentemente, o red-shift comecgara antes da passagem da
fonte pelo periélio e continuard permanentemente depois desse acontecimento. Esta
caracteristica é conveniente, uma vez que observa-se um enorme predominio de red-
shifts sobre blue-shifts em todas as observagoes da astronomia extragalatica. Porém,
a identidade (2.86) nao explica a relagao linear entre o desvio em comprimento de
onda e a distancia da fonte, % ~ kr, estabelecida empiricamente e extensivamente
por Hubble.

Esta ultima desvantagem pode ser eliminada com o emprego simultaneo do ele-
mento de linha de de Sitter na versdo estaciondria de Robertson (2.61) e da hipdtese
de Weyl. Segundo a hipétese de Weyl as galaxias seguem geodésicas nao intersep-
tantes e um tunico tempo césmico préprio é definido. Nao mostraremos aqui mas,
aplicando a equagao da geodésica a particulas tendo componentes espaciais da ve-
locidade nulas vemos que a aceleracao delas é nula. Tais particulas permanecem
em repouso com respeito a r, 6, e ¢. Isto nao significa que nao haja efeito Doppler



Capitulo 2. Espaco-Tempo de de Sitter 53

gravitacional. De fato, depreendemos de (2.61) a velocidade radial da luz nas coor-

denadas de Robertson e Lemaitre,

dr

— = Fe*. 2.87
" (2.87)
Desta equacao segue o red-shift na parametrizacao estaciondria do modelo de de

Sitter

AN _ kton)
)\ bl

(2.88)

por um procedimento analogo ao que utilizamos antes.

Na aproximagdo de pequenas distancias até a fonte, a eq. (2.88) dd a lei de

Hubble
‘% ~ ke (ty — 1) ~ kr, (2.89)
como desejado.

Esse sucesso e a grande possibilidade de o universo estar se expandindo de
maneira acelerada podem decretar a validade desse modelo — ou de uma variante
sua — na fase atual da dinamica césmica. As matérias luminosa e escura seriam res-
ponsédveis por uma perturbagao na forma do elemento de linha (2.56): o modelo de
de Sitter nao admite fontes mas sabemos das observagoes recentes que a constante
cosmoldgica (ou a equagdo de estado p = —p) domina em larga escala. Direcionare-

mos o discurso na tentativa de interpretacdo dessa fonte de energia escura ou A.



Capitulo 3

Extensoes do Modelo Padrao

3.1 Os Modelos Vazios de Lemaitre

H& outro modelo vazio e com constante cosmolédgica: o modelo de Lemaitre. Ele
também fornece solugoes interessantes para a equagao de Einstein, como a que per-
mite aceleracao para o estagio atual da histdria do nosso universo, algo condizente

com alguns dados de supernovas obtidos em 1997 [25].

Como vimos, 2y = % é significativamente maior do que a quantidade andloga
relacionada a matéria €2,,, seja ela barionica ou ndo-barionica (escura). Além disso,
existem indicios de que uma parte importante da matéria do universo, cerca de 30%,
seja escura®, o que significaria afirmar com seguranca que 25y < €2, € podemos

certamente dizer que 4 >> Qpo." Assim,

Ac? o 87QG
sz~ 32"

ou seja,

8rG

A>> 5
C

Po, (3.1)

quando se trata do universo em larga escala. Obviamente, em escalas menores,
como o sistema solar, a condi¢do (3.1) nao pode ser valida, uma vez que o valor de
A local é da ordem de 107°°m~2.}% Desse modo, nos sentimos justificados ao fazer

um estudo negligenciando a densidade de matéria nas equacoes de Friedmann do

*As curvas de rotacgio de galdxias espirais mostram que deve existir uma quantidade de matéria
nao-baridnica maior do que a prépria matéria luminosa, nas fronteiras do disco galatico, para que
o sistema seja, conforme se observa, gravitacionalmente ligado e estdvel.

tSegundo [10] Q5 ~ 0,7 e Q,, ~ 0,3. Existem também medidas que apontam para h ~ 0,7.
{Esse resultado segue dos cdlculos feitos com as observaces astronomicas afim de testar a

Relatividade Geral.

o4
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modelo cosmolégico padrao,

.2
o = [2(59) p+ 48] 0 — ke

) , (3.2)
= [ -5 (o )]

mantendo porém a constante cosmoldgica A e a curvatura k£ nao nulas — fazer k = 0
é recuperar a solucao inflacionaria obtida no modelo de de Sitter, conforme vimos
no capitulo anterior. O comportamento do universo serd, pois, governado pela
constante cosmolégica.

A primeira das igualdades em (3.2) com p ~ 0 fica:
a = —a®—kc, (3.3)
e seguem-se 0s casos abaixo.

(i) Curvatura Positiva e A # 0. Tomando k = +1 em (3.3) avaliamos

| A
Q= <§a2 - 1) , (3.4)

e desta relagao concluimos que (%a2 — 1) deve ser sempre maior ou igual a zero,
A 2
ga -1 2 0,

0> % (3.5)

€ que, portanto,

Esta inequacdo mostra que a constante cosmolégica deve ser positiva
A >0,

e que o fator de escala do universo nunca se anula, e conseqiientemente nao hd Big
Bang neste modelo.

Integrando a equacao diferencial (3.4) obtemos a solugao do modelo

a(t) = \/% cosh [\/gct] , (3.6)

onde tomamos a condi¢do inicial a (t =0) = \/% consistente com a relagdo (3.5)
exigida pela forma da equagao diferencial. Para ¢ > ¢, (lembrando que tomamos

tmin = 0) 0 universo expande-se monotonicamente.
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2 .
Reescrevemos a eq. (3.6), expressando-a em termos de Q) = 3’\7”3 e Hy, assim:

a(t) = ﬁm cosh [HO QAt} : (3.7)

(11) Curvatura Negativa e A # 0. Tomando £ = —1 em (3.3) encontramos

: A
U,2 = C2 (§a2+ ].) y

\/Esinh [\/zct} para A > 0,
a(t) = \/AZASin [\/3—?@4 para A <0 ' &

Vemos que para t = 0 ambas as solucoes possiveis para o fator de escala se anulam,

que integrada da

a (0) = 0, implicando a existéncia do Big Bang. A primeira solu¢do, por apresentar
um seno hiperbdlico de uma funcao linear em ¢ com ¢t > 0, é monotonicamente
crescente representando um universo sempre em expansao. A segunda solucao é do
tipo seno, e assim sendo, apresenta um universo oscilante de periodo 7 = 27” %A
Dito de outra forma, em um universo com um valor positivo de A, a expansio
serd acelerada; enquanto em um universo com valor negativo de A, a expansao ird
diminuir, parar e se reverter.

Portanto, um valor positivo de A corresponde a uma densidade de massa efetiva
negativa (repulsao), e um valor negativo de A corresponde a uma densidade de massa
efetiva positiva (atragao).

Embora este modelo tenha previsto a existéncia do Big Bang, ele nao pode
ser empregado para valores de tempo préximos de ¢ = 0, pois entao a densidade
de matéria e energia do universo real seria alta demais para ser desprezivel em
comparacao com a constante cosmolégica.

A eq. (3.8) pode ser escrita de uma segunda maneira:

a(t) = (3.9)

Hmc/m sinh [Hm/QAt] para 2, > 0,
HO\/C_TA sin [Hm/—QAﬂ para 2, <0

Com as equagdes (3.7) e (3.9), construimos o grafico das solucdes de Lemaitre,
apresentado na figura 3.1.

Note-se que as solugoes hiperbdlicas convergem a altos valores de 7', quando a
constante cosmoldgica domina sobre a curvatura. A solucao senoidal tem periodo
7,51/Hy = 7,36 x 10'° h=! anos.
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A
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6 /
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41 yZ
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2! =
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Figura 3.1: Grdfico das solu¢des para o fator de escala conforme os modelos vazios
de Lemaitre. Empregamos as quantidades adimencionais A = (Hy/c)a e T = Hyt, e
também o valor de Q5 mais favorecido pelas observagdes atuais [10], Qy = 0,7. A
curva tracejada superior representa a solucdo de k = +1 um cosseno hiperb dlico, a
curva continua € a solucao correspondente a k= —1 e A >0 um seno hiperbélico,
e a curva tracejada inferior dd a solu¢do correspondente a k = —1 eA < 0 uma
funcao senoidal.

Estabelecemos, entdo, o quadro geral resumido na tabela a seguir:
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Modelo de Friedmann, A =0
Curvatura  Tri-volume Dependéncia temporal de a (t)
k=41 finito oscilatério (de periodo W)
k=-1 infinito monotonico crescente (para t > 0)
k=0 infinito monotonico crescente (para ¢t > 0)
Modelo de Lemaitre, A # 0
Curvatura e A Tri-volume Dependéncia temporal de a (t)
k=+1,A>0 infinito monotonico crescente (para t > tmin)
k=-1,A>0 infinito monotonico crescente (para t > 0)
k=-1,A<0 finito oscilatério (de perfodo 2%, /-2.)
Modelo de de Sitter, A >0, k=0
Tri-volume Dependéncia temporal de a (t)
infinito monotonico crescente, tipo exponencial

Tabela 3.1: Modelos de Universo Estaciondrios Homogéneos e Isotrdpicos. A gran-

deza qp = — (1 + %) € o parametro de desacelerag¢ao do universo.
0

Vemos na tabela acima que nao existem modelos vazios de Lemaitre com A < 0
monotonicamente crescentes. Isso é consistente com a interpretacao que demos para
a constante cosmolégica negativa como densidade de energia de vacuo positiva: a
medida que o volume do universo aumenta, a energia efetiva de vacuo precisa crescer
para manter a densidade constante; esse acréscimo em energia contribui como fonte
da gravitagao interrompendo a expansao e, ao cabo, levando a contragao de a ().
Concluimos, por extensao, que Modelos Nao-Vazios de Lemaitre com A < 0 devem
necessariamente ser oscilantes. Por outro lado, para decidir o comportamento de
a (t) para modelos ndo-vazios com A > 0 devemos considerar se a densidade de
matéria (bariénica e escura) é mais importante que a densidade de energia de vécuo:
se sim, o universo sofrera contracao, se nao — conforme indicam as observacoes —

havera expansao monotonica.

Diante deste quadro geral e das observacdes mais recentes, facamos algumas
conjecturas acerca da historia térmica do universo. Um universo que comeca com
Big Bang possui uma fase inicial de alta densidade de matéria, em relacao a qual a
constante cosmoldgica é desprezivel, e o modelo adequado a descrever o universo deve
ser o de Friedmann. Porém, tendo em vista a grande probabilidade de ocorréncia da
inflagdo no universo primordial, a solucao para o fator de escala nesse periodo deve
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ser do tipo exponencial, o que nos leva a admitir uma equacao de estado exética para
o modelo de Friedmann p = —e (e é a densidade de energia), e a recair no modelo
de de Sitter. A inflacao terminaria com a passagem da equacgao de estado exdtica
para a equagao convencional p = €/3 de um gés de fétons (a qual posteriormente
daria lugar a p = nkT de um gas de matéria ideal); & partir dai, terfamos o modelo

cosmolégico padrao de Friedmann com expansao em desaceleracao.

A medida que o tri-volume do universo vai aumentando, a densidade de matéria
diminui e a importancia da constante cosmolégica aumenta, até que eventualmente
A passa a dominar a dinamica césmica e a sua descricao adequada torna-se a dos

modelos vazios de Lemaitre, com curvatura negativa ou positiva.

A solucgao inflaciondria e as medidas indicam uma constante cosmoldgica positiva.
Se for desse modo, o modelo de Lemaitre (seja de curvatura positiva ou negativa)

possivelmente dard conta da aceleracao observada na expansao do fator de escala.

Esse quadro de evolucao, que termina com um modelo de Lemaitre monotonico
crescente — de constante cosmolégica positiva, serd realista apenas no caso de as
observacoes indicarem um parametro de curvatura que nao seja nulo. Porém, as
medidas apontam para o anulamento de k. A alternativa é tratar a fase final da
histéria do universo como um modelo de Friedmann dominado pela matéria em
detrimento da radiagdo e na presenca de constante cosmoldgica, mas com parametro

de curvatura nulo. Esta abordagem alternativa é assunto da se¢ao 3.3.

3.2 Nova Condicgao Inicial nas Solugoes de Referéncia

No primeiro capitulo resolvemos as equagdes de Friedmann para a (¢) integrando
equacoes diferenciais de primeira ordem. Entao, precisamos de uma condigao inicial
para selecionarmos uma solugao particular na familia de solucgoes possiveis. Fixamos,
naquela ocasido, que o instante inicial ¢ = 0 implicaria a (¢ = 0) = 0, ou equivalen-
temente, H (t = 0) — oo. Esta hipdtese ndo é a saida mais confidvel uma vez que
nao temos acesso direto ao suposto Big Bang via observacdo. Todavia, medimos o
valor atual da constante de Hubble, de modo que julgamos mais adequado adotar a
“condicdo atual” H(ty) = Hp em lugar da condicdo inicial anterior!. Quando faze-
mos isso as solugoes sao ligeiramente modificadas, embora o procedimento de calculo
seja idéntico ao desenvolvido anteriormente (e ao realizado nos outros modelos desse

capitulo). Por isso apresentamos apenas os resultados.

80 indice zero refere-se sempre a quantidades atuais.
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3.2.1 As Novas Equacgoes da Era da Matéria

A funcao de Hubble:

H,
Ht)= ——5—— . (3.10)
1+ 5H0 (t —to)
O parametro de escala:
3 2/3
Veja-se que a (t = 0) = 0 — o que chamamos Big Bang — somente se
21
to = -— 3.12
0 3 HO’ ( )

i.e., apenas se a idade do universo é calculada mediante a equagao (1.69) obtida na
solucao de Friedmann que assume a singularidade inicial.

Com a funcéo a (t) escrevemos o red-shift:

ap 1
G+ =Cw = [1+43Hy (t — t0)]** 1)

3.2.2 As Novas Equagoes da Era da Radiagao

O parametro de escala:

0 (t) = ag\/1 + 2Hy\Dog (£ — to), (3.14)
e recuperamos o Big Bang —a(t =0) =0 —se

1
ty= ———— (3.15)

2Ho\/Q0

como em (1.85) com z = 0.

O red-shift em funcao do tempo césmico:

1

(1+2) = . (3.16)
\/1 +2,/oHy (t — o)
A func¢ado de Hubble:
/S0 H
H (%) 00 (3.17)

T 1+ 2/ Q0 Hy (t—to)
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3.3 Solucao Tipo Friedmann para o Modelo Dominado pela
Matéria com k=0e A #0

Medidas recentes das inomogéneidades na radiacao césmica de fundo em microondas
[10] mostram evidéncias para um universo plano em que domina a contribui¢ao da
constante cosmoldgica como fonte da gravitacao. Portanto, o modelo cosmolégico,
em que a matéria domina sobre a radiagdo com k£ =0 e A # 0, que ora resolvemos
é, em tese, o mais adequado para a descri¢cao do universo atual.

Essa solugao difere dos Modelos Vazios de Lemaitre porque naquele caso man-
tivemos k # 0 e também A # 0. A solugao que apresentaremos a seguir também
difere do Modelo de de Sitter. Em de Sitter anulamos o tensor energia momento das
equacoes de Einstein e isso nao acontece aqui. No cenario equivalente de de Sitter,
anulamos A para considerar a equacao de estado exdtica p = —e, e também isso é

diferente da sisteméatica da solucao abaixo.

3.3.1 A Funcédo H (t)

A equacao de Friedmann em termos da func¢ao de Hubble obtida pela substituicao
de (1.53) em (1.54),

. 3 p  lkc2 Al
H=-H? - 427G - —— + — 3.18
2 CaT e Ty (3.18)
fica
2
H :—§H2 A_C’
2 2

quando fazemos a aproximacao de poeira p ~ 0 empregada usualmente ao lidarmos
com um modelo preenchido por matéria barionica, e também fixamos £ = 0e A # 0.
A equacao diferencial de primeira ordem

@:§ A_CQ_H2
a2\ 3

pode ser integrada apropriadamente, com a condi¢do inicial (ou rigorosamente,
atual) de que a fun¢ao de Hubble assume o valor Hy no tempo ty presente. De-

pois de algum trabalho de cédlculo segue:

_[Ae (\/ngHo) exp [3@@—%)} _ ( Ac?
H(t)_\/?< ATcz-l-Ho)exp[?)\/g(t—to)}-F( ATC—H0>

>

IS
|
=

N—
—
w
—_
©
~

N
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Lembrando que

Ac?

Op = —
A 3Hga

rescrevemos (3.19):

(VETx =+ 1) oV Pi0-10) _ (/37 — 1)
(Vs + 1) e3HovViali—to) 4 (/) — 1)

H(t) = Ho/Q (3.20)

No limite em que A — 0, i.e., Q4 — 0, a equacao acima se reduz a solucao
esperada no caso de referéncia em que se emprega a condigao inicial H (tg) = Hy,
qual seja (3.10).

3.3.2 O Redshift em Funcgao de H (t)

Usando a ja conhecida densidade bariénica em fungao do red-shift, py = perit§2s0 (1 + z)3,

na equagao de Friedmann (1.53),

H2:2<47TG)p_k_C2+A_CQ’

3 a? 3
encontramos:
H? = H [0 (1+2)> + Q4] .
Ou
3 1 [ H?
0
E, fazendo H?> = HZ, vem
QbO + QA - ]-a

um vinculo ja esperado para um modelo dominado pela matéria e pelo termo cos-
moldgico. Ele é a reducao de o + €2y + Qe + Qo + 24 = 1: estamos fazendo
k = 0 e despresando a energia da radiacio e de uma eventual matéria escura’.

YUma situacio mais realista exige que consideremos €2,,, como o contetido dominante sobre
Qpo: se Qy, ~ 0,3, Qo ~ 0,03 e N0 ~ 0, temos Qe >~ 0,27. Neste caso, a solugdo (3.20) s6 é
valida caso possamos atribuir a equagao de estado p ~ 0 também para a matéria escura, i.e., se
estivermos lidando com matéria escura fria.
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3.3.3 O Red-shif em Funcao do Tempo Cdésmico ¢
Do resultado (1 + z) = ag/a (t) e da definigao da fungdo de Hubble conclui-se que:
(1+2) = e JuHO%, (3.22)

Basta substituir a fun¢do H (t) calculada acima [eq. (3.20)] nesta expressao para
encontrarmos a relacao entre o red-shift e o tempo césmico no modelo:

eHovVQu(t—to)

(VAR + 1) edHov(e=to) 1 (a2 — 1))+

No limite em que A — 0 a expressao (3.23) deve se reduzir ao resultado (3.13).

W=

(1+2) = (4) (3.23)

E facil verificar que isto de fato acontece, sendo suficiente expandir as exponenciais

em série até primeira ordem antes de tomarmos o limite 2, — 0.

3.3.4 O Fator de escala a(t)

Do red-shift (3.23) e sua relagdo com a(t) vem:
eHO\/W(t*to)

(1 + Z) - m = (4QA)§ [(\/Q_A+ 1) e3H0\/mu’t0) + (\/Q_A - 1)}

Wl

Portanto,

o WO @i (v - )

*0 = ) eHoVax(t 10) ) (3.24)
que naturalmente se reduz a (3.11) no limite 2, — 0.
O fator de escala nesse modelo se anulard para
(\/QA + 1) e3HoVan(t—to) 4 (\/QA — 1) =0,
i.e.,
1 1—+/9Q
t—to ( ) (3.25)

S (L V)

Empregando 9, ~ 0,7 encontramos o valor 9,44 x 10° h anos para a idade do
universo.

Na figura 3.2 fazemos uma comparagio grafica entre as solugdes a (t) para o
dominio da matéria dadas (i) pelo modelo padrao — quando A = k =0 — e (ii) pela
extensao do modelo padrao em que se toma A # 0 e k = 0.

Fica claro a partir da figura acima a ocorréncia de uma expansao acelerada
do fator de escala (¢ > 0) na presenga de uma constante cosmolégica ndo nula e
positiva; diferente do que acontece no caso padrao, onde existe uma desaceleragao

no crescimento de a.
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Figura 3.2: Grdfico do pardmetro de escala adimensional A = a/ag em fungdo
do intervalo de tempo adimensional At = Hy (t —ty) para o modelo de Friedmann
preenchido pela matéria (i) com k = 0 mas com A # 0 curva superior continua e

(ii) com k =0 e A =0 curva inferior tracejada.

3.4 Solucao de Friedmann para o Modelo Dominado pela
Radiacao com k£ #0e A =0

E comum na abordagem do modelo padrao estudar-se os destinos possiveis para um
modelo de universo dominado pela matéria, com A = 0, e £ # 0. Para um modelo
preenchido de maneira dominante pela radiacao, entretanto, nao se faz uma anélise

semelhante. Pretendemos corrigir essa lacuna aqui.
3.4.1 O Fator de Escala a (?)
A eq. (3.18)

1ke?  Ac?

H=_-°2H 4z - 25 L 2
2 "Ce Ty e Ty

com a equacao de estado tipica da radiacao p = %e =¢(l+ z)4 = paoc? (ao/a)4 eo
anulamento da constante cosmolégica leva a equagao diferencial

4
= \/ H2002 — ke?, (3.26)
a
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P~0
Perit

onde 2,9 =

A integracdo de (3.26) leva a

2 4 2
a(t) = | Hithodo 1_( ke (3.27)

2
- R )
kc? HiQq a5 /H2Q 00 0 ’

No processo de integracao, tomamos H (tg) = Hy e desprezamos a solu¢ao negativa
para a (t).
Lembrando que
kc?

k0O = — o152
agHy

escreve-se

0 (t) = ao\/1+2¢/0 & QuoHo (£ — to) + QuoHZ (t— 1), (3.28)

Fazendo, agora, o limite £ — 0, i.e., 20 — 0, resulta:

a(t) = ag \/1 +24/Q0H, (t — to), (3.29)

que é a solucao (3.14) esperada para um modelo dominado pela radiagdo em que a
constante de curvatura se anula.

O fator de escala (3.28) anula-se para

1 /Sy Qko
Pety) = — V0 (g Jp k) 3.30
(t —to) H, O ( Q0 (3.30)

que assume valor negativo pois o instante do Big Bang é anterior ao instante atual
to.

O gréfico da solucao (3.28) pode ser construido desde que se fornegam valores
para 2,9 e . Apenas para conhecermos a forma de a (t) dado por (3.28) fixemos
arbitrariamente .,y = 0,05 e € = 0,7, atribuindo aos parametros os valores
assumidos respectivamente por €2, e {24 segundo as medidas recentes. O resultado
é a figura 3.3.

O Big Bang é previsto para t = to — 8,99 x 10° ™! anos de acordo com o valor

1

corrente para Hy; ou seja, ocorreu a 8,99 x 10° A~! anos atras, de acordo com o

modelo em questao e os valores arbitrarios dados a 2,9 e €.
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Figura 3.3: Grdfico do parametro de escala adimensional A = a/ay em funcao do

intervalo de tempo At = Hy (t — ty) para o modelo de Friedmann preenchido pela

radiacdo com curvatura ndo nula e A = 0.

Comentdrio Embora tenhamos mostrado a alteracdo da solugdo a (t) em um uni-
verso dominado pela radiacdo com parametro de curvatura k diferente de zero, €
interessante notar que a curvatura escalar de Ricci R € nula e assim permanece
quando empregamos a equagdo de estado tipica da radiagdo p = %, independente-
mente do valor de k. Para vermos isso, consideremos a contracdo da equacdo de

FEinstein sem constante cosmoldgica, R, — g, R = 8C¢T,,, com o tensor métrico:
> Ly 29u cd Lyuvs

&G

R - —7T,

onde

T=¢—3p (3.31)
no sistema de coordenadas co-mdveis que empregamos. De (8.31) ’e imediato que
T, e portanto R, anula-se quando tomamos p = <.
3.4.2 O Red-shif em Funcao do Tempo Cdésmico t

Empregando a equagao (3.28):

a 1

0 —_—
a(t) \/1 +20/Q0 + QroHo (t — to) + Qo H2 (t — t)?

(1+2) = (3.32)
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Para Q39 — 0,

1
(1+42) = : (3.33)
V1 + 2y 0 Hy (t — to)
como deveria ser [vide (3.16)].
3.4.3 A Funcgao H (t)
E imediato da definicio da funcdo de Hubble e de (3.28) que
V0 + Qo Ho + QuoHG (t —t
H (t) — ~0 k0L1Q k0LLg ( 0) . (3'34)
14 2/Qy0 + QroHo (t — to) + Qo HE (t — to)
No limite Q4 — 0,
H(t)= Y _7 : 3.35
0 14 2/Q0Ho (t — o) (3.35)
Com esta equagao e (3.33),
(1+42) = L
1+ 20/ Ho (t — to)
concluimos que
H (t) = Ho/S0 (14 2)°, (3.36)

conforme esperado no caso em que k = 0.
Uma outra confirmacao da validade da solugcdo que encontramos: a primeira
equagao de Friedmann, na forma (1.53), d4, para k = A =0,

H? p
— = : 3.37
Hg Perit ( )
e, empregando (3.36) na equacdo acima, recuperamos o resultado
P _ 0 4
p =Qy(1+2)", (3.38)
crit

que segue diretamente da conservagao do tensor energia-momento para um universo

preenchido pela radiacao; bastando estabelecer a identidade p = py = perit§240.
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3.5 Solucao Geral para um Universo Termalizado

No universo termalizado todo o sistema, constituido de barions e radiacao mais
energia de vacuo, possui a mesma temperatura. Como a temperatura relaciona-se

com o red-shift através de

o red-shift é uma boa varidrel para localizar o ponto da histéria evolutiva (térmica)
do modelo — z substitui o tempo césmico ¢ na presente descricao. Também sabemos

relacionar a fun¢ao de Hubble ao red-shift via eq. (3.22),

(14 2) =exp —/H(z)dt

Ou seja,
1 dz
H == 3.39
(2) (1+2)dt (3:39)
Definindo, ademais,
H? (2)
f(z) = e (3.40)
com f(0) =1, e lembrando que
a (Z) - (1 + Z)’

reescrevemos a equacao de Friedmann (3.18) como

(1+z)if(z):3f+87er k2 Ac?

dz e 2’
pois segue da defini¢ao de f (z) e de (3.39) que
d H
1+42)—f(z) = —2—.
(142) 1 () = =2
Ficamos, entao, com a equacao diferencial
d . b 2
(14+2)—f(2)=3f+3 5 — Qko (1 +2)" — 3, (3.41)
dz PeritC

.~ ;. 3H2 2 2
na qual usamos as defini¢oes prévias perit = 54, ko = —J;LH(% e ) = é‘;g
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Para resolver (3.41) precisamos ainda da equagdo de estado para o contetido do
universo. A pressao de matéria é desprezivel, p ~ 0, e a pressao de radiagao, dada

porp= 3 = %. Substituiremos, entdo, o resultado (1.78) em (3.41). Além disso,

definimos
z=(1+2), (3.42)
f(z =1) =1, para escrever
x% =3f — 305 + 9701‘4 — Qpoz?. (3.43)

A solucao é obtida, por exemplo, via método de Frobenius. A substituicao de
flx) =) an', (3.44)

na equagao diferencial (3.43) vincula os valores dos coeficientes da série:

a = Qy;
ap = 0;
ag = (go;
a3 — indeterminado; (3.45)
ar = $ho;
am = 0, param >=5.
Portanto,
f(z) = Qn + Qo® + azz® + Q02 (3.46)

Agora, empregamos a condi¢ao inicial f (x = 1) = 1, para encontrarmos as:
as = 1-— Q’yO - QA - QkO' (347)

Apresentamos o resultado:

H? (2
H((? ) = Qp+ Qo (1+2)" + (1 = o — Uy — Do) (1+2)° + Qo (1 +2)".
(3.48)
Em particular, quando tomamos k¥ = 0 e A = 0 obtemos
H2
) (100 (142 + 0 (1+2), (3.49)

Hg
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que se reduz a equagao (3.37) com (1.78) quando o tltimo termo do lado direito
domina o primeiro, o que acontece para baixos red-shifts, e corrige levemente o
resultado (1.78), quando o primeiro termo domina.

A solugéo (3.48) d4 conta de um universo com constante cosmoldgica e constante
de curvatura k que pode assumir qualquer um dos trés valores —1,0, +1, desde que
o conteudo esteja em equilibrio térmico. Esta exigéncia nao é satisfeita hoje, ja
que matéria e radiacao estao desacopladas em radiacao de fundo de micro-ondas e
galaxias; mas deve valer para valores ,de red-shifts préximos aquele da superficie de
tltimo espalhamento (tempo de recombinagao do hidrogénio), z ~ 103.

Desta solucao, podemos encontrar o comportamento dinamico de um universo
dominado pela radia¢ao (afinal, fizemos p ~ 0) — com constante cosmolégica e dotado
de um parametro de curvatura k diferente de zero. Com isso, abrangemos a se¢ao
deste capitulo em que tratamos a Era da Radiacao fixando £ # 0 e A = 0, e também
completamos a secao 1.5.2 do capitulo sobre o Modelo Padrao da Cosmologia em
que discutimos a Era da Radiacao mantendo £ = A = 0 para referéncia.

Note-se que, quanto mais sofisticada for a equacao de estado que adotarmos
para o sistema, mais dificuldade teremos em resolver a equacio diferencial (3.41).
Um exemplo claro dessa dificuldade aparece no trabalho de R. Aldrovandi, et al.
[26], onde uma simples alteracdo na equagao de estado, feita de modo a incluir um
potencial de interacao do tipo esferas duras entre os nucleons, complicou muito a
solugdo de (3.41), embora ainda tenha sido possivel encontra-la analiticamente.

Seguindo a idéia de [26], no préximo capitulo, mostraremos uma nova equagio
de estado que leva em conta a interac@o nuclear e analisaremos suas consequéncias
para a cosmologia. Mas antes, vamos retomar a discussao sobre o significado da

pressao, que esta longe de ser 6bvio no contexto da cosmologia.
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A Equacao de Estado na Cosmologia

A cosmologia fisica esta alicercada em quatro equagoes: as duas de Friedmann,
a que expressa a conservacao do tensor energia momento de um fluido perfeito e,
finalmente, uma equacao de estado. Usa-se por simplicidade equacoes de estado
para gases ideais: equacdo de estado p = nkT =~ 0 corresponde ao modelo de
universo dominado pela matéria; se adotamos p = €,/3 estaremos encontrando o
comportamento do fator de escala de um universo prenchido apenas por fétons. Um
tal contelddo sem interagao entre os constituintes nao podera dar conta da inflagao
nem simular qualquer constante cosmoldgica.

Uma solu¢do que admite @ > 0 é consistente com —e < p < —¢/3. Deseja-
se, portanto, uma pressao negativa. Como obter tal pressao a partir de interacoes
entre os constituintes? Sera uma atracao ou uma repulsao que poderd criar p < 0?7
Pretendemos estudar a viabilidade de uma equagao de estado p(T") de sistemas com
interacdo para a descricao da dinamica do cosmo*.

4.1 A Pressao Volumétrica na Equacao de van der Waals

Uma primeira tentativa de incluir intera¢dao no tratamento de gases foi feita por van

der Waals. Um gas de van der Waals é caracterizado pela equagao

kT a

(v=10) ¥

p= (4.1)
onde v = V/N e a e b sdo constantes empiricas positivas, e descreve qualitativamente
as caracteristicas de um fluido real mediante duas alteragoes introduzidas na equagao

de estado de um gas ideal,

*Neste capitulo k é a constante de Boltzmann e ndo o pardmetro de curvatura.

71
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em que as moleculas sao consideradas pontuais e nao interagentes exercendo uma
pressdo p contra as paredes do recipiente [28]. Note que p é entendido como a taxa
de transferéncia de momento das moléculas do gas para as paredes do recipiente via
colisdes.

A primeira corre¢ao que podemos fazer em (4.2) é fundamentada na idéia de que
as particulas possuem dimensao, cada particula ocupando um volume b; portanto, o
volume que estard disponivel para as particulas interagirem e se movimentar dentro
do recipiente é (V' — Nb), o volume excluido a ser substituido na equacdo do gés
ideal.

A segunda alteracdo em (4.2) surge em fungdo da interagdo inter-particulas. A
forca molecular tem o efeito de atrair as particulas do gas, duas a duas, uma em
dire¢do as outras. Porém, argumenta-se que no interior do recipiente a forca, que
atua em todas as direcdes, tende a se cancelar: a particula que sofre uma atragao para
a esquerda devido a presenca de uma molécula deste lado, sentird a mesma atracido
de outra molécula no sentido oposto. Entretanto, as particulas do gds préximas a
parede do recipiente nao terao essa compensacao na média e serao atraidas para o
interior do volume, de modo que os choques com as paredes diminuem, e também a
pressao p. A magnitude dessa diminuigao deve ser proporcional ao nimero de pares
interagentes, i.e., proporcional a n? = (N/V)2 = 1/v?, o que explica o segundo
termo de (4.1).

Lembramos que a equacao de van der Waals, embora tenha sido obtida através
desses argumentos heuristicos, pode também ser derivada através da mecanica es-
tatistica, com aproximacgoes adequadas — uma combinagao de expansao em clusters
até segunda ordem, emprego do potencial de Lenard-Jones simplificado, e limite de
fluido diluido [18].

Passemos o termo (—a/v?) para o primeiro membro de (4.1)

() =

Uma nova interpretacdo para a pressao € possivel. Definamos:

a
Pvolume = (p + ﬁ) . (43)

A chamada pressao no volume é o efeito global de transferéncia de momento
para a parede mais contribuicdo da forca inter-molecular que age sobre as particulas
distribuidas no volume do invélucro. Pode ser interpretada como pressao relacionada
ao volume, embora o efeito resultante da forca manifeste-se apenas em um volume

no entorno das paredes (sobre as particulas do gds préximas a parede). A atragao

t Atacaremos este raciocinio adiante.
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molecular diminui a pressao nas paredes, de acordo com (4.1), mas aumenta a pressao
“yolumétrica” (4.3).

Gostarfamos de responder & pergunta: um aumento (diminui¢do) da pressao
significa atracao ou repulsao entre os contituintes do fluido? Nosso raciocinio até
aqui indica que a resposta depende do tipo de pressao que adotamos para descrever o
sistema. Qualitativamente, uma atracao inter-molecular reduziria a velocidade com
que as moléculas colidem contra as paredes e levaria a uma diminuicao da pressao
nas paredes; por outro lado, a atracao provocaria uma concentracao das moléculas
do fluido no interior do recipiente, e elas estariam mais préximas para colidir entre
si, aumentando a pressao no volume. Se é assim, qual a pressao boa no caso da
cosmologia?

A pressao que se mede é a pressao na parede do recipiente, o que indica que na
termodinamica a pressio boa é a dada por (4.2), ou por (4.1) no caso de considerar-
mos uma primeira correcao com respeito ao caso ideal. Na cosmologia, a historia é
um pouco mais intrincada, afinal, o sistema nao é tao simples quanto um recipiente
fechado repleto de fluido. O universo pode nao ter paredes. Os modelos de Fried-
mann permitem um universo finito mas sem limites, ou um universo cujo volume
se expande sempre. Se o universo realmente tiver fronteiras, coloca-se a questao do
que ha além; caso nao haja fronteiras fica prejudicado o entendimento da correcao
(—a/v?) que aparece em van der Waals, pois lembre-se, precisamos de uma borda
onde as particulas sentem o saldo da forca de interacgao.

Talvez os gravitons funcionem como paredes, mas testar essa hipétese significa
trabalhar com calculos de se¢ao de choque (féton-graviton, por exemplo) e evitare-
mos essas dificuldades. Mas podemos recorrer a deducao da equacao de van der
Waals da mecanica estatistica para adiar nossas preocupacoes com as “paredes” e
concentrar atencao em outro fato.

A pressao entra na cosmologia através da equacao de Friedmann para o parametro

de expansao

2
a= {%—?(/}—k %)} a, (4.4)
que exige a adogdo de uma equacdo de estado. Veja-se que % deve ter dimensoes
de densidade de massa e, portanto, a pressdo deve atuar como uma densidade de
energia. Ademais, ela se soma & legitima densidade de energia p. Isso indicaria que
a pressao adequada em cosmologia é a pressao “volumétrica”. Todavia, o padrao é
inserir a equagdo de estado convencional (4.2) em (4.4) para obter o parametro de
escala como fungao do tempo cosmoldgico a (t). No caso do fluido ideal isso nao é

importante porque a nocao de pressao volumétrica se confunde com a de pressao
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termodinamica (na parede) — o que se percebe ao fazermos as constantes a e b de
(4.1) tenderem a zero. Porém, ao tomarmos gases com interagao, a diferenca entre
as pressoes é fundamental para o cdlculo de a ().

Se vamos substituir
kT

Puolume = (’U — b)’

na equacao de Friedmann, entao estaremos obtendo, via van der Waals, os mesmos
resultados que encontramos no tratamento de esferas duras de R. Aldrovandi et al.
[26], onde foi usada como equagao de estado a parametrizacao

kT kT
1-n/n, (v—1/n,)’

p

sendo n, = g e D, o diametro da esfera.

Em gravitagao, uma pressao positiva contribui para a curvatura do espaco-tempo,
ou, no limite newtoniano, para o aumento da atragao dos constituintes da fonte do
campo, como se vé das equacoes de Einstein e da forma do tensor energia momento.
A pressao positiva da termodinamica significa repulsdo entre as moléculas do sis-
tema. Estabelece-se entao uma incompatibilidade de interpretacao: uma pressao de
mesmo sinal gera efeitos diversos nos dois cenarios. Qutrossim, a pressao volumétrica
positiva representa atracao entre as particulas, como a gravitacao, e parece haver
concordancia.

Concluimos que devemos empregar a pressao volumétrica como equacao de es-
tado ao descrever um fluido com interagdo em cosmologia. Mas sabemos calcular a
referida pressao somente para o gas de van der Waals; apenas neste caso fica claro
qual o termo de superficie (& excessdo do volume excluido) que deve ser subtraido
da pressdao termodinamica. Em casos mais gerais — como o de um potencial nuclear
— precisariamos encontrar uma maneira de calcular uma equacao de estado que de-
screvesse a pressao volumétrica do sistema. Este problema é assunto da préxima

Secao.

Comentdrio Pressio volumétrica (no sentido desta secdo do capitulo) é igual a
pressao interna (no sentido da se¢ao sequinte)? A pressao interna abaizo € aquela
que se mede sobre uma superficie imagindria dentro do gas e a pressao volumétrica
€ a pressdo na borda menos um termo de interacdo, e a priori estd relacionada ao
volume do gds como um todo. A resposta a pergunta é SIM. A superficie imagindria
pode ser disposta em qualquer regidgo dentro do fluido. A pressdo que se medir nesta
superficie arbitrdria serd a mesma em toda parte e, portanto, tem o sentido de

pressao volumétrica.
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4.2 A Pressao Interna em um Sistema com Interacao

Facamos uma pequena digressao sobre pressdo em gases com interacdo sem nos
preocuparmos, por enquanto, se a equacao para p que encontrarmos € a pressao

interna do gas ou sua pressao superficial®.

4.2.1 A Expansao em Cluster

O Método de Expansao em Cluster ou método de Mayer é um meio aproximativo
de obtermos a equacgao de estado de um fluido cujos constituintes interagem entre si
e ndo apenas com as paredes do recipiente, como acontece no caso de um gés ideal
onde as particulas sdo pontuais. A natureza da interacao pode ser modelada de
diversas formas: pode-se usar um potencial que considere efeitos eletromagnéticos,
como o potencial de Lenard-Jones, ou, em um caso mais simples, adotar o potencial
de esferas duras, quando a interacao s6 acontece mediante choques; uma outra
possibilidade é empregar um potencial nuclear.

Como o método utiliza a nocao de potencial, trata de gas nao-relativistico. O
gas ¢, ademais, considerado monoatomico e a energia potencial do sistema é dada
pela soma das interacoes u;; = u;; (|r; — rj|), funcdo da distancia relativa entre as
particulas do gas tomadas duas a duas. A parte cinética do nicleo da integral
que da a funcao de particao é facilmente integrada, enquanto a integragao da parte
associada ao potencial depende de todo um desenvolvimento baseado na contagem
de todos os estados acessiveis ao sistema: estados em que interagem particulas duas
a duas, estados em que ocorrem interacoes trés a trés, e assim sucessivamente, até

o caso limite onde as N particulas do fluido interagem.

O resultado é o par de equagdes [18]

1 = !
kLT = ﬁl_Zlbz(gz)

& ;o (4.5)
n=v =32 lb(g2)
=1
onde g é o numero de graus de liberdade interno do sistema; A = m é o

comprimento de onda térmico que resulta da integracao no espago dos momentos;
©, - - ~ - s . N .
z = exT é a fugacidade, definida como funcao do potencial quimico termodinamico

= (g—%) gy €08 coeficientes da expancao b; sdo as integrais de cluster do sistema.

{Esta secfio e a seguinte apenas antecipam, de maneira muito sintética, os resultados derivados
por Léo Gouvéa Medeiros em sua Dissertacdo de Mestrado, em preparacio.
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Alguns coeficientes:

by = 1
2 o0
bQ = —)\—7;- ; (1 — €_u(7‘)/kT) d’l", (46)
1
by = 2bg“‘@//fl2f13f23d37“12d37'13,

tendo definido a fun¢do de Mayer f;; = e P%i — 1, para a descrigao da interagao da
1 — ésima com a j — ésima particula.
O par de equagoes (4.5) pode ser convertido em uma equacdo de estado do tipo
p (n,T) se formos capazes de inverter a segunda equagio do par, encontrando z (n), e
fazer a substituicao deste resultado na primeira das equacoes. Quando isso é levado
a cabo vem a ezxpansdo do virtal:
oo 3\ -1
B > o (1) (%) , (4.7)

onde v = V/N = 1/n denota o volume por particula no sistema, e os coeficientes q;

relacionam-se diretamente com os coeficientes b, da expansao em cluster,

a(T) = bi=1
ap (T) = —by; (4.8)
a3 (T) = 462 — 2b,.

O problema de determinar a equacao de estado para um sistema com interacao é
equivalente a determinar todos os coeficientes de (4.7). Teremos esperanca de calcu-
lar apenas as primeiras ordens de corre¢ao com respeito ao caso ideal (b,, = 0, m > 2);
para um gas cldssico nao muito denso submetido a um potencial de alcance finito
as primeiras ordens de correcao ja dao uma boa descricao do comportamento do

sistema.

4.2.2 A Integracao Direta de Fowler

O Método de Mayer da Expansdo em Clusters é um dos caminhos apontados no texto
de Fowler [29] para encontrarmos a pressdo interna de um sistema com interagao.
Outra maneira, que chamaremos de Método Direto, é efetuar a integracdo direta da
contribuicao do potencial de interacao para obter a forca total por unidade de area,
e somar com a contribuicao da transferéncia de momento por unidade de area — a
pressao convencional leva em conta apenas a transferéncia de momento. Esse ultimo
método, como se depreende do resultado que derivaremos, é equivalente a considerar

a expansao do virial até segunda ordem.
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A abordagem do Método Direto emprega uma definicdo extendida de pressdo
necessaria a um caso com potencial de interacao entre os constituintes: divide-se o
sistema por uma parede imagindria interna. A pressao interna é definida como “a
forca resultante por unidade de area exercida pelos sistemas do lado A sobre o lado
B [devido ao potencial], em conjunto com a transferéncia de momento por unidade
de area por segundo de A para B de sistemas que cruzam a superficie de A para B
e de B para A”S.

Vamos calcular a média da forca por unidade de area exercida por todas as

particulas de um lado de uma interface geométrica sobre aquelas do outro lado.

dh |
r+dr
r
o) 0 P
Z
—
df

Figura 4.1: Fatia (plano com ezpessura df ) do volume ocupado pelo gds com in-
teracao usada no cdlculo da pressao do sistema. Uma figura mais realista é obtida

pela rotacdo da figura em relacdo ao eizo OP .

Tomemos uma fatia plana (infinita) do gis e com espessura df. Encontraremos

a forca média dF exercida por todas as particulas que estao na fatia sobre uma

$Pode-se entender expressdes do tipo “sistemas do lado A” e “sistemas que cruzam” como
“particulas do lado A” e “particulas que cruzam”. O autor ndo usa “particula” para ser geral em
seu raciocinio.
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particula no ponto P a uma distancia z da origem O fixada na faixa — figura 4.1.
As particulas de um elemento dh da fatia exercem uma forca em P cuja resultante
é ao longo do eixo PO (a componente vertical é anulada pela forca impressa pelo

elemento simetricamente oposto) e vale

n(r) ( gqﬁ cos ), (4.9)

onde n (r) é o nimero de particulas entre r e r + dr na fatia,

N
n(r) = Ve_“(’")/kT (27r) drdf. (4.10)
A funcao
N
f (7“) — Ve—u(r)/kT’

que aparece em (4.10), é a lei de distribui¢do de Boltzmann para pares de moléculas¥.
Integrando a coordenada r de z a co obtemos a for¢a média dF' exercida pelas
particulas da fatia sobre uma particula em P:

SRS [e7 /KT 1] (4.11)

N o«
dF = —27rvzdf / %e“m/’”dr =

Agora, a for¢a média por unidade de area sobre todas as particulas em uma fatia

com espessura dz construida com origem em P — figura 4.2, é

dF N2kT
dpinterag&o = ﬁ = 2T——— V2 Zdde ( Ak _ 1) s (412)

ja que nessa nova fatia ha %dz moléculas.

Note-se: em (4.11) encontramos a for¢a média por unidade de drea associada a
uma particula em P; portanto, basta multiplicarmos pelo nimero de particulas na
faixa de espessura dz para obtermos a forca média por unidade de area na faixa,
dada em (4.12).

A fatia de espessura df estd fixada na origem. Se fizermos a passagem de z
para z + f eliminaremos este carater privilegiado da localizagao da fatia. Com esta
substituigao, e a integracao da eq. (4.12) com respeito a z e f no intervalo [0, oo],
terminamos o célculo da contribui¢do da interagdo wu (r) para o valor da pressdo

interna:

NkT [ [
Dinteracio = —27 V2 // z+ f dde ( —u(z+f) /KT _ 1) ,
0 0

TVide referéncia [29] & pag. 255.
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dh [
r+dr

— —
df dz

Figura 4.2: Fatias do volume ocupado por um gds com interagdo usadas no cdlculo

da pressao devida ao potencial, Dinteracio-

ou

N°%kT |
DPinteracio = —27 V2 /7"2d7" (G_U(T)/kT — 1) . (413)

0

que ¢é idéntica a correcao de primeira ordem da expansao do virial,
AET 2 [ N2kT
T)— = |— 1 — e ATy gr| N3 ——— 4.14
CL?( ) ) |:/\3 /0' ( ) Ve’ ( )
conforme as equagoes (4.7), (4.8) e (4.6).
Se adicionarmos a (4.13) a contribui¢ao para a pressao vinda da transferéncia
de momento, a pressdo convencional, recuperaremos a expansao do virial (4.7) até

o termo de segunda ordem.

4.2.3 O Carater de p no Método de Mayer

Vamos discutir, agora, o carater da equagao para p, se a pressao que encontramos via
Método de Expansdo em Cluster e/ou Método de Integracio de Fowler é a pressao

interna do gds ou sua pressao superficial.

A vantagem que o Método Direto, uma segunda forma de derivar p, traz é apenas
conceitual: ele supoe o cardter de homogeneidade do sistema. Cada fatia de volume
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do gds com interacao usada na integragao é equivalente a outra e duas fatias exercem
uma forca de mesma intensidade sobre uma particula do gas a uma mesma distancia
arbitraria de ambas. Com esta caracteristica, somos levados a concluir que a pressdo
interna de um gds com interag¢do € identica a pressao na borda do recipiente que o
contém, i.e., a pressao volumétrica é igual a pressao termodinamica nas paredes do
recipiente. Com isso estamos dizendo que a pressao interna nao é nula!

Argumenta-sell que a pressao interna de um gés com interacio deveria se anular
porque uma particula arbitraria no gas sofre tanta acdo a sua esquerda quando a
sua direita, tanto acao acima quanto agao abaixo, e assim por diante, de modo que
o resultado liquido é o anulamento da forga sobre ela e, consequentemente, da forca
sobre uma dada unidade de édrea interna (pressao interna). No nosso entender, nao
é a pressao interna que se anula, mas os seus efeitos dinamicos. Como vale a lei de
Newton, a forca exercida pelo lado A sobre o lado B é necessariamente igual e oposta
a exercida de B para A, e a superficie de interfase nao entrard em movimento.

A medicao da pressao superficial é feita observando o deslocamento de émbolos.
Medimos a pressao termodinamica pela diferenca entre a forca exercida pelo gas na
parede e a forca externa (atmosférica, por exemplo), tudo associado a trocas de mo-
mento. Na medi¢ao da pressao volumétrica nao podemos esperar o deslocamento de
superficies internas porque, sendo o fluido homogéneo, a forca de interagao exercida
de um lado da parede imagindria (sistemas do lado A sobre o lado B) serd idéntica a
impressa do outro (sistemas do lado B sobre o lado A), e a taxa de transferéncia de
momento de sistemas que passam de A para B é a mesma que a taxa de transferéncia
de momento de sistemas que passam de B para A. Porém, a pressao interna nao se
anula porque a contribuicao da interacao s6 é contada em um lado da superficie
interna: a forca por unidade de area do lado A sobre o lado B.

Adotamos esta defini¢ao peculiar de pressao interna porque acreditamos ser ela a
importante na cosmologia. Com ela evitamos o problema de borda para o universo e
estabelecemos uma coeréncia com as equacoes de Friedmann, onde a pressao possui
o mesmo status que a densidade de energia, uma quantidade volumétrica. Além
do mais, esse tipo de pressao volumétrica tem um método de calculo claro e bem

estabelecido: a expansao em cluster.

Terminamos dizendo que considerar a equacao de estado para um gas com in-
teracao na cosmologia nao torna necessiaria uma alteragao no tensor energia mo-
mento de fluido ideal que usamos para encontrar as equacoes de Friedmann**. O

T,,, de um fluido ideal é valido enquanto houver homogeneidade no sistema, mesmo

lComo na primeira se¢iio deste capitulo e em [28].
**Ver [30] & pagina 335 e seguintes.
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que se considere interacoes.

4.3 A Equacao do Virial de um Sistema com Potencial Nu-

clear

A técnica de Mayer sugere um caminho para justificarmos por mecanismos fisicos
simples uma equacao de estado exdtica em que a pressao assume valores negativos.
Qual seria o comportamento de uma equagao de pressao p (T') para um gas eletrica-
mente neutro e de particulas (nucleons) sujeitas a um potencial nuclear?

A historia térmica do universo segundo a cosmologia padrao tem periodos car-
acterizados pelo conteido de matéria-energia dominante. Como vimos, em uma
marcha para o passado, passamos de uma época dominada pela matéria a epoca
da radiacao e enfim para o dominio da inflacdo, em que vale a energia escura —
constante cosmolégica — ou equacdo de estado exdtica — p = —e.

A medida que o meio termalizado de matéria e radiacao vai esquentando com
a diminuicao do volume do universo, os fétons da radiacdo passam a ter energias
progressivamente maiores, eventualmente atingindo o suficiente para a producao de
pares prétons-antiprétons. A 60MeV a reagao v + v <— p + P entra em equilibrio
quimico [31]. Energias dessa ordem ja correspondem ao periodo pré-nucleossintese,
de interesse para nos.

No periodo pré-nucleossintese o universo estd termalizado a energias maiores
do que a energia de ligagdo do déuteron (E; = —2,225MeV), energias tipicamente
maiores do que 4MeV, z > 10°. Entao, os constituintes bésicos sao prétons,
néutrons, fotons e elétrons livres. O papel destes ultimos serd apenas o de manter
o universo eletricamente neutro, o chamado cendrio de Debye. Iremos modelar o
contetido do universo por préotons, neutrons e fétons, portanto, levando em conta
também as antiparticulas relacionadas.

O ntumero de barions presentes no universo atual pode ser comparado com o
nimero de nucleons provenientes da radiacao, bastando usar as equacoes n, = 11,2
Qoh? (1+2)° m ™3 e ny = 2,0235 x 10772 m™3 = 3,98 x 108 (1 +2)° m™® = n,
desenvolvidas no primeiro capitulo. A 100MeV o nimero de barions atuais n,
é 8,2 x 1071 fm=3, quatro ordens de grandeza menor que o de barions vindos
da radiacdo, ngp, que vale 1,5 x 107% fm™3. Isto justifica desprezarmos os bdrions
atuais no estudo de uma equacao de estado valida para o periodo pré-nucleossintese,
quando consideramos apenas a radiacao e os nucleons que os fétons podem gerar.

Portanto, a hipdtese que fazemos é a de que a equacao de estado do sistema
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c6smico no periodo pré-nucleossintese seja

p(n,T) = py + pp, (4.15)
i.e., a soma da pressao dos fétons mais a pressdo de um gas de nucleons que interagem
através do potencial nuclear.
4.3.1 O Potencial Nuclear

Precisamos definir a forma do potencial nuclear para encontrarmos pp pelo método
da expansao em cluster. A fenomenologia de espalhamentos nucleon-nucleon aponta

para um potencial central com a forma dada na figura 4.3 [32].

u(r)

Figura 4.3: Esboco da forma do potencial nuclear fenomenoldgico como fun¢do da

distancia de separacao entre os nucleons.

Sabe-se que a extensao da parte repulsiva vale r ~ 0,4 fm, a profundidade do
poco atrativo é da ordem de dezenas de MeV (entre 30 e 75 MeV') e seu alcance
varia entre 1,3 fm <r <2 fm.

Para que a integracao dos coeficientes do virial seja possivel de forma analitica,
simplificamos o potencial acima para uma variacdo do poco quadrado, conforme
mostra a figura 4.4 [33].

O potencial simplifcado é facilmente tratado por mecanica quantica. Podemos
resolver a equagao de Schrodinger para este potencial de maneira a permitir um
estado ligado, a energia de ligagao do deuteron E; = —2,225MeV, e isto vincula o
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u(r)

Figura 4.4: Forma do potencial nuclear simplificado u (r) com os parametros de

profundidade Vi e alcance ¢ e b a serem determinados experimentalmente.

valor dos parametros V, e b. Um par de valores que explica E; e o raio quadratico

médio do deuteron (r,.,s) — obtido por espalhamento de elétrons) — é
Vo=73 MeV e b=1,737 fm. (4.16)

A constante ¢ que determina o alcance da parte repulsiva do potencial é encon-
trado através de experimentos de espalhamento a altas energias, >~ 350 MeV, e sua

determinacao estd associada a medi¢ao da defasagem de onda S, dy. Seu valor:
c=0,4 fm. (4.17)

Facamos a seguinte adverténcia: os valores para os parametros V; , b e ¢ que
adotamos nao dao conta de explicar outros dados da fisica nuclear. De fato, nao sao

compativeis com a energia de ligagao do tritio.

4.3.2 Equagao p(n,T)

Calcula-se analiticamente os coeficientes do virial as e a3 de (4.8) com o emprego das

defini¢oes das integrais de cluster (4.6) e da forma do potencial nuclear simplificado

oo, 0Lr<ec
wr)={ Vo, c<r<b (4.18)
0, r>b
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da figura 4.4. Encontrar a corre¢do de primeira ordem ay (kK7T) é trivial. Resolve-se

C

b
ay = —i—z (=1)r2dr + / (ev"/’“T — 1) r2dr,
0 c
para obter
3
ag = —by = 2%% [1+ (1= ") () —1)] . (4.19)

Note-se que processo de integragao é consistente com ¢ < b.

O célculo de a3 é um pouco mais sofisticado, e baseia-se na interseccao de esferas
correspondentes a regiao de atuacao de cada parte do potencial nuclear: temos a
esfera de influéncia da parte repulsiva do potencial (0 < 7 < ¢), a esfera onde atua o
poco atrativo (¢ < 7 < b) e a regido onde ndo h4 o potencial que se anula (r > b)ff.
Dependendo do valor assumido por r teremos a interseccao de um ou outro tipo de
esferas. No processo de integracao exige-se que a condicao b > 3c seja satisfeita, o
que é coerente com os valores que estamos usando para esses parametros [veja-se
eqs. (4.16) e (4.17)]. A expressdao de a3 (kT) é extensa e ndo apresentaremos sua
equacgao, mas discutiremos a importancia da correcao de segunda ordem em relagao
a de primeira ordem quando estudarmos indicios de convergéncia da equacao de
estado p(n,T) na préxima se¢ao [mais especificamente em (4.26)].

Com as corregoes de primeira e segunda ordem explicitamos (4.15), a equagao
de estado de um gés de f6tons termalizado mais um gés de nucleons (prétons, anti-

prétons, neutrons e anti-neutrons) sob interagao nuclear:
p(n,T) = § + kT [1 4 ag (T) nX® + a3 (T) n®X°] . (4.20)

€ é a densidade de energia da radiacao no universo termalizado, tomada como a
w2k T4

densidade de radia¢ao de um corpo negro, € = 155

4.4 A Equacao de Estado de um Sistema com Interacao e o

Modelo Cosmolégico

Discutiremos, agora, a adequacdo da equagao p(7'), construida pela eliminagdo de
n(T) na equacdo p(n,T), obtida do método de expansdo em clusters da mecanica
estatistica com a acao do potencial nuclear na secao anterior. Para estabelecer

como varia a densidade de nucleons n em funcao da temperatura 7" valémo-nos do

T Este método é desenvolvido no capitulo 9 da referéncia [18] para o caso de esferas duras, o
equivalente a fazer V5 = 0 em nosso potencial nuclear.
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equilibrio quimico na producdo de pares v + 7 <> p + p que ocorre no periodo pré-
nucleossintese. Fazemos uma corre¢ao de segunda ordem ao caso ideal de fluido sem
interacao, o que pode constituir a explicacao para uma equacao de estado exética

em que a pressao assume valores negativos.

4.4.1 A Determinacgao de n (7T') pela Abordagem do Equilibrio Quimico
na Producgao de Pares

Acima de 60M eV, ja no periodo pré-nucleossintese, encontramos fétons com energias
suficientes para garantir o equilibrio das rea¢des de producdo de pares de nucleons
[31],

Yty p+Dp,

Y+y—n+n.

O equilibrio quimico é expresso numa relacdo de igualdade entre os potenciais

U

quimicos p = (aN

) s,y dos componentes das reagdes [28]:

Ay = pp + pp + pin + i, (4.21)

. ;. , . . . i
onde o potencial quimico é, como vimos, relacionado com a fugacidade z = e*r.

Um gds com interagdo, de acordo com a eq. (4.5), terd o par de quantidades

termodinamicas:
n =5 [bi1(gz) + 2b, (92)> +0(2%)] ’
onde,
21 ¢ Vo/kT\ (13 7.3
bo =by (kT) = ——— [1+ (1 — /1) (b°/® — 1)] (4.23)

3 A3
Com a segunda das equagoes (4.22), encontramos a corre¢ao de segunda ordem

para a fugacidade z = z (n,T), e portanto, para o potencial quimico y:

p=kTIn { (b14/;2) [ 1+ 5(51)(?/23 - 1] } : (4.24)

Escreveremos o potencial quimico corrigido (4.24) para cada uma das espécies

das reacoes de producao de pares, levando em conta:
(1) a igualdade na concentracao de nucleons e anti-nucleons, i.e., n, = ny = n, =

N3
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(#1) equilibrio térmico e igualdade entre as massas dos nucleons, o que implica
Ap =25 = A = Mg

(11i) o cardter fermionico dos nucleons, i.e., g = 2 para cada espécie;

(iv) que os fétons devem suprir a energia para a constitui¢do dos nucleons, i.e.,
py = —mc? onde m é a massa do proton.

Substituindo, entdo, (4.24) na eq. (4.21) encontramos:

— % (bi/;bz) { [1 + (bfl/gbz)emCZ/kT] _ 1} , (4.25)

e obtemos a concentragdo como func¢ao da temperatura, n (T'), j4 que by = by (KT).

4.4.2 A Funcgao Pressao p (kT)

Com (4.23), (4.16), (4.17)— lembrando que b; = 1 — e (4.25), podemos escrever a
equacao de estado para um sistema com interagao, que é, até terceira ordem, dada
por (4.20), como funcdo exclusiva da temperatura, ou da energia k7.

Para ndo escrever explicitamente a equagdo p (kT )graficamos essa fungao na
figura 4.5.

100 200 300 400
-0.5!

-1
-1.5;

Figura 4.5: Grdfico da fungio p (kT). A pressio p é medida em MeV /)2, e a energia

hc
me2*

Note-se a existéncia de uma pressao negativa para energias superiores a cerca de
320MeV .

kT em MeV. Ao € o comprimento de onda Compton, definido por \¢ =
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Um dos objetivos do calculo de a3 (T') é fundamentar um argumento em favor
da convergéncia da equagao para a pressao, i.e., apontar um indicio da convergéncia
da expansao do virial. Vamos comparar o moédulo do terceiro termo da expansao de

py em (4.20) com o segundo, definindo para isso a fungo

pn=1- (20 (120

Quanto mais préximo f (T') estiver da unidade, maior serd nossa confianga na ex-

pansao de Mayer, e maior sera a importancia da correcao de primeira ordem em

detrimento da corre¢ao de segunda ordem. f (7) é mostrada na fig. 4.6.

—

© o o o
N A O 0 P

KT

100 200 300 400 580 600

-0. 4!

6

Figura 4.6: Comparacao entre azn?)\® e aon\3. Escrevemos kT em MeV .

Percebemos que no intervalo de energia de interesse para p (T'), mostrado na fig.
4.5, 0 termo az (T') n?\% é menos importante que o termo a () nA3. A 300 MeV
a3 (T)n?A® ¢, em médulo, cerca de 25% do valor de ay (T)nA3. J4 a 370 MeV, o
médulo de a3 (T') n2\% vale aproximadamente 50% do valor de as (T') nA®. A medida
que kT cresce, aumenta a importancia dos termos de ordem superior: a 480 MeV

o terceiro termo da expansao é comparavel a magnitude do segundo termo.

Uma vez que a3 (T) n?\® < ay (T) nA\3 para valores de energias kT < 480 MeV
temos um indicio da validade da expansao (4.20).
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4.4.3 Conclusoes e Problemas do Modelo

A correcao que fizemos na forma da equacgao da pressao é uma tentativa de encontrar
um mecanismo fisico para uma pressdo negativa, responsdvel por uma eventual
inflacdo no universo primordial. O modelo cosmolégico de de Sitter, construido no
espago-tempo dS (4,1), oferece uma solugao inflacionaria exponencial para o fator
de escala césmico quando se pde p = —e (e é a densidade de energia da radiagao no
universo primordial). Mas ha outros tipos de inflagdo possiveis, consistentes com a

equagao barotrépica [34], [35]

onde o fator numérico v pode assumir valores no intervalo
2
0<7< s, (4.28)

uma vez que devemos obedecer a condicao (1.92).
Se usarmos em (4.27) a funcdo pressdo corrigida p (T') da fig. 4.5 encontramos o

grafico da figura 4.7 para o parametro 7.

gamma

~

0. 8;
0.6}
0. 4;

0. 2;

305 310 315 320 325 330\335 KT

Figura 4.7: A dependéncia do fator numérico v com a energia. Os valores de ener-
gia onde pode ocorrer inflagio polinomial gerada por p = (v — 1) € sdo aqueles no
intervalo 311 MeV < kT < 331 MeV.

Os valores de kT que respeitam a condi¢ao (4.28) para 7 sdo 311 MeV S kT <
331 MeV, e para esses valores obtemos a pressao negativa que incidentalmente pode
levar a uma inflacao do tipo lei de poténcia.
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O modelo tem dois problemas claros:

(i) ndo admite desconfinamento; e

(i1) a validade da nocao de potencial em energias da ordem de centena de MeV
¢é pelo menos duvidosa.

O primeiro problema pode ser minimizado se levarmos em conta que a experiéncia
ainda nao decidiu de maneira incontroversa pelo desconfinamento ou confinamento.
Nem mesmo a teoria (cromodindmica) oferece um mecanismo para mostrar a ex-
isténcia do fenomeno.

O segundo problema é mais delicado; no entanto, o sucesso fenomenolégico dos
modelos nucleares que usam a nog¢ao de potencial é um argumento favoravel a sua
utilizacao. Provavelmente, um tratamento mais realista exija o emprego de uma
abordagem relativistica. Um atenuante é que o potencial nuclear fenomenolégico
usado no modelo procura ajustar espalhamentos de baixas e altas energias. No livro
de Enge, Introduction to Nuclear Physics, admite-se mesmo uma extrapolacido do
potencial para processos de espalhamento neutron-neutron de 350MeV no calculo
da defasagem de onda S, 4.

O que vimos nesta secao € que uma equacao de estado que leve em conta interacao
pode fornecer um indicio, e apenas um indicio, de inflagao. Nao fizemos um estudo
que permita dizer que o nosso modelo conduz realmente a um modelo inflacionario
que resolve os problemas de horizonte e de planura apresentados pelo modelo padrao.
Nossa linguagem, sustentada sobre a mecanica estatistica, é diferente da abordagem
convencional dos modelos inflacionarios que usam campos escalares para obterem
solugoes de expansao acelerada, ¢ > 0, para o fator de escala césmico. E uma
tentativa de simplificacao, uma tentativa de comprender a equacao de estado exdtica
p = —€, ou equivalentemente, de dar um significado para a constante cosmolégica,
usando fundamentos da Fisica.

Se houver realmente uma transicao de fase hadron-quark (se os quarks pud-
erem ser livres) e a simetria eletrofraca puder ser estabelecida a inflacio deverd
supostamente acontecer no intervalo 10'3*3 GeV < kT < 10'® GeV, valores de kT
incrivelmente superiores aos encontrados em nosso modelo para uma pressao nega-
tiva, e onde certamente a aproximacao que adotamos nao vale. Caso, porém, exija-se
apenas o sucesso dos calculos de nucleossintese, a inflacao fica restrita a valores de

energias maiores que ~ 1 MeV; algo mais coerente com os nossos resultados [36].
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Consideracoes Finais

A solugao (3.24) de um universo dominado pela matéria e na presenca de constante
cosmolégica é, como vimos, o melhor candidato para descrever o universo atual.
Este modelo particular esta sujeito ao vinculo €2y + Q24 = 1 obtido pela reducao da
equagao 2o+ 20+ Qe+ + Q24 = 1 que vincula as diferentes fontes da gravitacao
em larga escala. Temos bons motivos, vindos das observagoes, para anularmos (2.9
e (0, mas nao parece realista fazer €2, ~ 0, desprezando a matéria escura. Ao
contrario, temos indicacoes de que €2,,, ~ 0,27 e Q ~ 0,7 restando apenas uma
participagao irriséria & matéria barionica, 2,0 ~ 0,03. O modelo consistente com o
vinculo Qe + Q4 = 1, mais adequado, leva justamente a soluco (3.24) se pudermos
atribuir a equacao de estado p = 0, caracteristica da matéria ordindria, também a
matéria escura. Isto terd sentido caso a massa de repouso da matéria escura for
muito maior do que sua energia térmica, mc? >> kT. E voltamos ao problema da
natureza da equagao de estado na cosmologia.

A constante cosmoldgica pode ser alternativamente descrita por uma equacao de
estado exodtica p = —e. Entender a natureza da constante cosmoldgica é explicar esse
tipo de pressao negativa. Propusemos neste trabalho um mecanismo fisico capaz de
gerar pressao negativa, como mostra a figura 4.5. Para obté-la, empregamos um
modelo em que os nucleons, oriundos da radiagdo altamente energética (kT 2 2,2
MeV) do periodo pré-nucleossintese, interagem via potencial nuclear simplificado,
um potencial do tipo esferas duras mais um pocgo atrativo — figura 4.4. A interagao
nuclear é a inica levada em conta, pois, supostamente, os elétrons e positrons anulam
as cargas de prétons e anti-prétons presentes no sistema termalizado.

Para quantificar a interacao, utizamos o método classico de expansao em cluster,
corrigindo a equacgao de estado do gés ideal de nucleons até segunda ordem (terceiro
termo da expansdo). Sabemos que os fétons interagem entre si, afinal, produzem

os nucleons computados no modelo*, entretanto, consideramos a equacao de estado

*Os nucleons atuais sdo residuais e, como tal, despresados.

90
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ideal de f6tons p, = £, pois nao sabemos se, e de que maneira, esta equagao se altera
na presenca de interacgoes entre fétons.

A pressao negativa por nés obtida nao é constante. Nao justificamos A, mas
o fato de gerarmos pressdo negativa a partir de fundamentos de fisica (mecénica
estatistica e fenomenologia em fisica nuclear) é estimulante. Ademais, se encontrada
uma equagao p (n,T) que assumisse progressivamente as formas py = —e¢, p, = £,
pp = nkT ~ 0, poderiamos ter justificado de maneira natural uma eventual passagem
de um cenério inflacionério a la de Sitter ao modelo de Friedmann padrao na medida
da evolucao do universo.

Dito isso, cabe ressaltar também que a investigacao do significado da pressao em
cosmologia nao estd esclarecido.

Usamos a expansao do virial p (n,T), eq. (4.7), para construir a equagao de
estado com interagao (4.20) da qual resulta a figura 4.5. Esta solugéo leva a conclusao
de que € a atracao entre as particulas do fluido que provoca a pressio negativa, e
consequentemente a expansao acelerada do fator de escala. E imediato ver isso:
quando se faz V) = 0 eliminando o poco atrativo do potencial nuclear, o grafico de
p (kT) é uma fun¢do monotonica crescente: a altas temperatura tentamos acessar a
regiao de esferas duras (barreira infinita) do potencial, o que provoca a divergéncia

da pressao.

0. 8;

0.6/

KT

50 100 150 200 250 300 350

Figura 5.1: Grdfico da pressio em unidades de MeV /¢ em funcio de kT (em

MeV ) no caso em que a parte atrativa do potencial nuclear se anula, i.e., Vo = 0.

No grafico da figura 4.5 mostramos regioes de energia acima de 260 MeV ', onde
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comecamos a acessar o poco do pontencial: a pressao cai de valores positivos aca-
bando por assumir valores negativos a partir de k7T ~ 290 MeV . Se aumentassemos
ainda mais os valores de kT nesse grafico, veriamos a pressao divergir para valores
positivos de MeV/A¢, um efeito da regido de barreira infinita do potencial.

P

150000
100000}

50000¢

200 400 ‘ 800 1000¢7

- 50000;
- 100000}

Figura 5.2: Grdfico da pressio em fun¢dao da energia, levado a valores altos de kT

Observe a figura 5.2: a valores tao altos de energia certamente perdemos a
nocao de potencial e nao podemos esperar nem a convergéncia da série. O grafico,
que mostra a divergéncia da pressaopara valores altos de k7" é apenas ilustrativo,

portanto.

Neste trabalho, chamamos de equacao de estado a equacao obtida a partir da
expansao do virial . Serd que a conclusao de que “a atracao provoca expansao”
permanece vélida quando empregamos o par de equagoes (4.5) ao invés de (4.7)
como equacao de estado? Considere (4.5) até o segundo termo da expansao:

kLT = % Z bl (gz)l ~ % (blz + 2[)222)
=1

7

n = %3 ST ib (gz)l ~ % (b1 + 4by2?)
=1

comb =1e
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/KT ¢ sempre positiva, assim como o comprimento de onda

A fugacidade z = e*
térmico (A oc 4/1/T). Portanto, o sinal de by ditard o sinal da pressdo. Um coefi-

ciente by negativo consistente com a condicdo (byz + 2b222) < 0, ou

1
- NI
by < 5y (5.1)

significard pressao negativa. Mas um pogo atrativo, em que o poténcial vale —Vj, é
inconsistente com essa exigéncia pois impoe que V; < 0, o que contradiz a defini¢do
de V; como quantidade positival. Entdo, temos indicacdes de que com essa nova
equacao para pressao, atragdo nao significa pressdo negativa, tampouco expansao.
Para resolver esse impasse precisamos decidir qual equacao de pressao é a real
equacao de estado do sistema. Veja-se que esse questionamento é uma pergunta
sobre mecanica estatistica, anterior a preocupagao de como fazer sua aplicacao na
cosmologia.

Argumentamos em favor da equagao do virial para a verdadeira equagao de estado
do sistema de gas com interacdo. Fazemos isso, baseados em [18], que chama a eq.
(4.7) de equacdo de estado. Além disso, o método de Fowler e mesmo a equagao
de van der Waals expressam a pressao em funcao da densidade n e da temperatura.
E estes resultados, além de mais intuitivos, sdo derivados expansao do virial. A
propria equacao de estado do gas ideal p = nkT é funcao den e T.

De qualquer forma, resta claro como um assunto tao fundamental como o da

equagao de pressao é intrincada e demanda investigacao.

A mudancga de um modelo de de Sitter para o cendrio cosmolégico padrao de
Friedmann também pode ser tratada de um ponto de vista mais geométrico. O
primeiro consiste de um espago-tempo maximalmente simétrico; e o segundo apre-
senta um nimero menor de simetrias. Resta saber se 0 modelo de Friedmann pode
ser derivado do de de Sitter através de um processo de perda de simetrias. Essa
pesquisa, relacionada com a sec¢ao 2.2.5, fica como trabalho futuro.

thy < 0= [P (1—e"/*T)dr > 0= (b—¢) (1-e%/*T) > 0= (1-e%/*T) >0, pois b > 0
por construcio. Assim, para satisfazermos bs < 0, devemos ter:
eV /kT < 1= Vo /kT < 0= Vy <0, para kT # 0.
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