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RESUMO

Neste trabalho desenvolvemos inicialmente alguns conceitos da teoria de Sistema
Dinamicos Suaves por Partes. Definimos regides de acordo com o tipo de contato
de um campo de vetores descontinuo com sua variedade de descontinuidade. Em
algumas dessas regioes € possivel definir novos campos, 0s quais chamamos de
campo de Filippov e campo deslizante tangencial. Por fim, aplicamos esta teoria
em dois modelos matematicos. O primeiro modela um tratamento intermitente do
Virus da Imunodeficiéncia Humana (HIV). Enquanto o segundo aborda um trata-
mento combinado para o Cancer, com quimioterapia e imunoterapia. Em ambas
as aplicacGes, a descontinuidade foi considerada como uma mudanga de estado,

entre ativacao e desativacao do tratamento.

Palavras-chave: Sistemas Dindmicos Suaves por Partes, Campo de Filippov, Campo

Deslizante Tangencial, Singularidades.



ABSTRACT

In this work, we initially develop some concepts of the Piecewise Smooth Dynamical
Systems Theory. We define regions according to the contact type of a discontinuous
vector field with its switching manifold. In some of these regions it is possible to
define new vector fields, which we call Filippov vector field and tangential sliding
vector field. Finally, we apply this theory in two mathematical models. The first one
models an intermittent treatment of the Human Immunodeficiency Virus (HIV). While
the second one deals with a combined treatment for cancer, with chemotherapy and
immunotherapy. In both applications, discontinuity was considered as a change of

state, between treatment activation and deactivation.

Keywords: Piecewise Smooth Dynamical Systems, Filippov Vector Field, Tangential

Sliding Vector Field, Singularities.
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Introducao

A teoria de sistemas dinamicos suaves é fundamental para analisar e entender o
comportamento de muitos problemas, como fendémenos fisicos e até mesmo biologicos.
Porém, exclui a possibilidade de trabalho com intimeros outros que surgem na pratica,
pois muitas vezes nos deparamos com funcoes descontinuas. Surge como solugao para
compreender essas situacoes a teoria de sistemas dinamicos suaves por partes, teoria
esta que é recente e tem ganho grande destaque no cenario da pesquisa cientifica, sendo
Aleksei Fedorovich Filippov um dos pesquisadores pioneiros a atuar nesta area.

Neste trabalho, o objetivo é abordar a teoria de sistemas dinamicos suaves por
partes, considerando primeiro definicoes e resultados importantes, para entao, fazer
uma revisao dos artigos [6, 18|.

No Capitulo 1, comecamos pela teoria em duas dimensoes, buscando compreender
o comportamento entre um campo de vetores suaves por partes Z e sua variedade
de descontinuidade S. Definimos regioes distintas em S levando em consideracao a
derivada de Lie de f. Vemos o que sao singularidades tangenciais, ponto de dobra e
a importancia de uma S-singularidade ser elementar. Também vemos a possibilidade
de definir um novo campo sobre S, chamado de campo de Filippov, que é de grande
importancia pois pode ajudar a compreender melhor o comportamento das solugoes do
sistema em uma vizinhanca da descontinuidade.

Em seguida, com trés dimensoes, estendemos algumas defini¢des vistas em duas
dimensoes e definimos o que ¢ um campo de vetores deslizante tangencial, que usamos
frequentemente nas aplicacbes dos capitulos a frente. Além disso, classificamos sin-
gularidades dobra-dobra, sendo um dos casos; a chamada T-singularidade, que é uma
homenagem ao Prof. M.A. Teixeira.

No Capitulo 2, revisamos o artigo [6], que estuda um sistema de equagoes ordinéarias
que modela um tratamento antirretroviral intermitente do virus da imunodeficiéncia
humana, do inglés HIV, o causador da sindrome da imunodeficiéncia adquirida, do
inglés AIDS. O tratamento em questao tem como base dois medicamentos, os inibidores
de protease, do inglés Pls, e transcriptase reversa, do inglés RTTs.

Foram realizadas duas analises, sendo o fator que determina a estratégia para iniciar
ou parar o tratamento distinto em ambas. Na primeira foi considerado o tamanho da
populacao de células T CD4" nao infectadas e infectadas. J4 na segunda apenas a
populacao de células nao infectadas foi considerada.

Buscamos entender o comportamento de um campo de vetores suave por partes que
tem suas componentes definidas considerando um estado com e sem drogas, o que torna
o campo suave por partes. A descontinuidade em ambas as andlises é dada por planos
em R3 nos quais buscamos compreender seus contatos com as solucoes. Notamos
também a grande importancia de buscar singularidades e analisar suas estabilidades,
bem como regioes onde a populacao de células infectadas aumenta ou diminui.

Por fim, no Capitulo 3, passamos para a revisdao do artigo [18], onde a aplicacao
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da teoria foi feita em um modelo de um tratamento combinado entre imunoterapia e
quimioterapia, chamado de quimioimunoterapia, para a Leucemia Linfocitica Cronica
(LLC).

Para o estudo do tratamento, consideraram-se diversas estratégias a respeito do
inicio e fim da medicacao. Primeiramente, o fator determinante foi dado pelo nimero
de cé¢lulas cancerosas. Em seguida, foi considerado as células imunes e por fim a
quantidade de agente quimioterapico.

Assim como no Capitulo 2, buscamos compreender o comportamento de campos de
vetores suaves por partes, que tem suas componentes definidas considerando estados
com e sem drogas. Para isso, analisamos as regioes da variedade de descontinuidade,
procuramos singularidades tangenciais e definimos campos de Filippov e tangencial,
quando possivel.



1 Sistemas Dinamicos Suaves por
Partes

Neste capitulo introduziremos a teoria de sistemas dinamicos suaves por partes, com
o objetivo de compreender seus principais aspectos e aplicar nos capitulos seguintes.
Para isso, comecaremos com um estudo bidimensional e depois veremos as diferencas
ao se trabalhar com trés dimensoes.

1.1 Sistemas Dinamicos Suaves por Partes em R?

A seguir, vamos definir campos de vetores suaves por partes, com descontinuidade
sendo uma superficie de uma dimensao, e vamos estudar as solugoes de um sistema de
equagoes diferenciais ordinarias. Para isso, uma definicdo importante é a derivada de
Lie.

1.1.1 Introducao

Para definirmos os campos de vetores suaves por partes, inicialmente serd necessario
a seguinte definicao, a respeito de germes de campos vetoriais:

Definicao 1.1. Dados f e g campos definidos numa vizinhanca @Q de p em S, defina
a sequinte relacao de equivaléncia:

f ~ g < existe uma vizinhanga U de p (U C Q) tal que flu = glu.

As classes dessa relacao de equivaléncia sao chamadas germes em p de campos de
vetores.

Com isso, consideramos f : R? — R uma fun¢io C™, que tem 0 como valor regular,
ou seja, temos que grad(f(z)) # 0 para todo = no nivel 0 de f. Além disso, podemos
assumir que S = f~1(0) possui apenas uma componente conexa, ¢ com isso, temos que
R2\ S possui duas componentes conexas, as quais denotaremos por M+ = f~1(0,00) e
M~ = f~Y(—00,0).

Denotamos o conjunto de germes de campos vetoriais da classe C" em S por X',
atribuindo a x" a topologia C", e consideramos )" = x" x x" com a topologia produto,
como sendo o espaco dos campos vetoriais Z sobre R? definidos por

X(q), se f(q)

>0,
Zla) = { Y(g), se f(q) <0

em que X,Y € .

Y

14
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A notagao utilizada para indicar estes campos serda Z = (X,Y), com objetivo de
ressaltar a dependéncia sobre X e Y.

Notamos que estes campos sao suaves por partes e bivaluados nos pontos de S, que
é seu possivel conjunto de descontinuidade. Além disso, observamos que é importante
estudar o comportamento das solugoes de ¢ = Z(q), pois, por exemplo, pode nao haver
unicidade de solucoes sobre os pontos de S.

Buscamos agora compreender o comportamento das soluc¢oes da equacao ¢ = Z(q)
em relagao a S. Para isso, serd necessario introduzir o conceito de derivadas de Lie,
como segue.

Definicao 1.2. A derivada de Lie de f na direcao do campo vetorial X € x" em p €
S € definida por X f(p) = X(p)-Vf(p), onde o ponto denota o produto interno candnico
de R%. O conjunto de tangéncias de X com S € dado por Sx = {p € S; X f(p) = 0}.

Se X1,---, X, € X", as derivadas de Lie de ordem superior sao definidas como:
Xp- - Xuf(p) = XV (X1 - Xuf) (p)-

Isto &, X,,--- X1 f(p) é a derivada de Lie da fun¢io suave X,,_1--- X f na direcao do
campo vetorial X, em p. Em particular, X" f(p) denota a derivada de Lie X,, - - - X; f(p),
emque X; =X, parai=1,---,n

A definicao anterior é importante para uma anélise geométrica, pois através do sinal
da derivada de Lie X f(p) é possivel verificar se o campo X esta voltado para o mesmo
lado de S em comparacao com o vetor V f(p). Desta forma, classificamos as seguintes
regioes em S.

Definicao 1.3. Dado Z € Q", dizemos que uma regiao em S é:
e Regido de Costura: S°={pec S; Xf(p)Y f(p) > 0};
e Regido de Deslizamento: S* = {p e S; X f(p) <0,Y f(p) > 0};

e Regido de Escape: S°={pec S; X f(p) >0,Y f(p) <0}.

VO NN A
RS AR S ARANNNN

a) b) ¢)

Figura 1.1: Regiao de a) Costura. b) Deslizamento. c) Escape.

Com isso, se considerarmos o conjunto de tangéncias de Z como Sz; = Sx U Sy, S
é a unido disjunta S¢U S?U S°U Sy.

Observacao 1.1. Através da definicao de regiao de costura acima, é possivel considerar
duas regides distintas como sendo St = {p e S; X f(p) > 0,Y f(p) >0} e S ={pe
S; X f(p) <0,Yf(p) <0}
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Quando temos que S ¢ uma regiao de deslizamento, podemos definir o campo
vetorial ¥ = F*(X,Y), da seguinte maneira: se p € S¢ entdo F'*(p) denota o
vetor no cone gerado por X(p) e Y(p) tangente a S. De forma semelhante, se S é
uma regido de escape podemos definir o campo F~ por F~(p) = (—FT(=X,=Y)) (p).
Usamos a mesma notacdo Z para indicar F* e F~ e o chamamos de campo de
Filippov (ou campo deslizante).

Note que podemos encontrar o campo de Filippov de forma algébrica. Para isso,
tomemos as combinacoes conexas de X e Y, dadas por

Zo=0o-X+(1—-a)Y,

com a € R.
Encontremos agora o « tal que Z, seja tangente a S, ou seja (Z,, Vf) = 0. Logo,

(X +(1—a)Y,Vf) =0 a (X,Vf)+ (1 —a){Y,Vf) =0

saXf+(l-Yf=0ca - (Xf-Yf)=-YFf
Yf
Y- X[

Portanto, temos que o campo de Filippov definido sobre S é dado por

= o=

gr _ YIX - XLY
- Yf-Xf

X (p) 4

Y(p) °

Figura 1.2: Campo de Filippov.

O campo de Filippov normalizado, é definido por:

ZE=YfX - XfY.

Observagao 1.2. Se R é uma componente conexa de S?, entao Z% ¢ uma reparame-
trizacdo de Z¥ em R, entdo eles tém exatamente o mesmo retrato de fase. Se R é
uma componente conexa de S entdo Z% ¢ uma reparametrizagio (negativa) de Z*
em R, entao eles tém o mesmo retrato de fase, mas as orbitas sao orientadas na direcao
oposta.
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Se Z = (X,Y) € 7, considere todas as curvas integrais de X em M™T, todas
as curvas integrais de Y em M~ e as curvas integrais de Z¥ em S. Neste trabalho,
qualquer curva suave por partes orientada passando por q é considerada como uma
solucao de Z por q. Sendo mais especifico:

Definicao 1.4. Dado Z = (X,Y) € O, temos que sua trajetoria local (drbita) ¢z(t, p),
sendope SUMT UM, é definida da sequinte forma:

e Parap € Mt ep € M~ a trajetéria é dada por ¢z (t,p) = dx(t,p) e doz(t,p) =
oy (t,p), respectivamente, com t € I, onde I é um intervalo aberto contendo o 0.

e Parap € S e sendo o tempo inicial em p, a trajetoria € definida como ¢z(t,p) =
oy (t,p) parat € IN{t <0} e ¢pz(t,p) = ¢x(t,p) parat € IN{t > 0}. Para o
caso p € S°7 a definicao € a mesma com tempo reverso.

e Parap € S¢ e sendo o tempo inicial em p, a trajetdria é definida como ¢z(t,p) =

¢zr(t,p) para t € IN{t < 0} e dz(t,p) € ¢x(t,p) ou ¢y(t,p) ou ¢zr(t,p) para
teIn{t>0}. Parape S? a definicio é a mesma para tempo reverso.

e Para p um ponto tangencial reqular e sendo o tempo inicial em p, a trajetoria é

definida como ¢z(t,p) = ¢1(t,p) para t € I N{t < 0} e ¢pz(t,p) = P2(t,p) para
teINn{t >0}, em que cada ¢1,02 € px ou ¢y ou Gzr.

Com isso, podemos pensar sobre as singularidades do campo Z. Devido a maneira
como ele foi definido, podemos classificar dois tipos de singularidades, pois, dado um
ponto de equilibrio p de X, temos que p pode pertencer tanto a M, quanto a M.
Quando p € M* dizemos que p é uma singularidade real para Z e¢ quando p € M~
dizemos que p é singularidade virtual para Z. De forma anéloga, podemos classificar
para as singularidades de Y.

Note que as singularidades virtuais apesar de nao estarem presentes no retrato
de fase do campo Z, podem interferir em seu comportamento. Por exemplo, uma
singularidade virtual atratora proxima a variedade de descontinuidade indica que as
trajetorias estarao se aproximando da variedade.

Exemplo 1.1. Considere o campo Z = (X,Y), sendo X e Y dados, respectivamente,
por
X(J},y) = (17 1) € Y(:Evy) = (17 _]-)

e o conjunto de descontinuidade S = f~1(0), com f(z,y) = .

Note que o sistema ¢ = Z(q) é descontinuo e seu retrato de fase esta dividido em
duas regices M = f71(0,00) e M~ = f~!(—00,0), separadas pela reta de desconti-
nuidade y = 0. Além disso, por definicao, os campos nas regives M+ e M~ sdo X e Y,
respectivamente. Assim, temos que

z=1 z=1
< ’ > ’
y_():>{y:_17 e y_O:>{y:1'

Portanto, graficamente, temos uma regiao de escape. Assim, podemos definir sobre
S o campo de Filippov associado ao campo de vetores Z. Para isso, note que

e V= (%.%) =01
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e Xf=X-Vf=(1,1)-(0,1)=1;
e Y=Y -Vf=(1,-1)-(0,1)=—1.

Logo, temos
ZF(]?) _ (_1) ) (1<7_1i)__11' (17 _1) = (1, O)

Desta forma, podemos representar o retrato de fase pela Figura 1.3.

794
BN

Figura 1.3: Regiao de Escape com campo de Filippov.

1.1.2 Consideracoes Locais

Vamos para um estudo mais local, que busca analisar o comportamento de pontos
especificos do conjunto de descontinuidade S. Paraisso,dadop € Se Z = (X,Y) € (0",
considere as seguintes defini¢oes:

Definicao 1.5. Seja p € S (resp. p € S¢) um ponto critico de Z¥. Dizemos que p é
do tipo sela se p é uma singularidade repulsora (resp. atratora) de Z¥ sobre S.

Tipo Sela (p repulsor) Tipo Sela (p atrator)
Figura 1.4: Pontos Criticos do tipo Sela.

Definicao 1.6. Dizemos que um ponto p € S é um ponto de dobra de X € \" se
Xf(p) = 0 e X2f(p) # 0. Isto significa que o contato entre a drbita de X e S é
quadrdtico. Além disso, dizemos que p € S é um ponto de dobra visivel para X
(resp. tnvisivel) se X2 f(p) > 0 (resp. X*f(p) <O0).

Observagao 1.3. Note que na defini¢ao acima, o sinal de X?f(p) determina se conca-
vidade da érbita que tangencia S em p ¢é voltada para o mesmo lado que V f(p). Para
o campo Y, dado um ponto de dobra, teriamos que ele é um ponto de dobra visivel
para Y (resp. invisivel) se Y2 f(p) < 0 (resp. Y2f(p) > 0).
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A,

a) b)

Figura 1.5: Ponto de a) dobra visivel, b) dobra invisivel.

=i

Figura 1.6: Ponto de ctispide.

Definicao 1.7. Dizemos que um ponto p € S é um ponto de cuspide de X € \" se

Xf(p)=0,X?f(p) =0,X"f(p) #0.

Nas proximas secoes, quando formos utilizar o conceito de ponto de ciispide em trés
dimensoes, vamos introduzir na definicao acima a condicao de

{VIp),VX[f(p),VX*f(p)}

ser linearmente independente, para que sejam estruturalmente estaveis, no sentido de
que pequenas perturbagoes nao a modifique.

Definicao 1.8. Dado Z = (X,Y) € Q", dizemos que um ponto p € S € dito ser uma
singularidade tangencial de Z se X f(p)Y f(p) = 0 e p ndo € uma singularidade dos
campos X e Y.

Podemos também pensar em singularidades tangenciais para os campos X e Y que
compoem o campo Z. Dizemos que um ponto p € S é uma singularidade tangencial
do campo X se nao for singularidade e se X f(p) = 0.

Definicao 1.9. Uma singularidade tangencial p € S é singular se é uma dobra invi-
stwel para X e Y. Por outro lado, a singularidade tangencial p € regular se nao for
singular.

Defini¢ao 1.10. Dado Z = (X,Y) € Q, dizemos que um ponto p € S € dito ser uma
singularidade de Filippov se Z' (p) = 0.

Note que dizer que um ponto p € S é uma singularidade de Filippov é equivalente
a dizer que
Xi(p) Xa(p) ‘
det| X, Y = = 0.
Y= i) v)



20 Sistemas Dinamicos Suaves por Partes

Defini¢ao 1.11. Dado Z = (X,Y) € Q", dizemos que um ponto p € S é uma S-
singularidade de Z se p for uma singularidade tangencial ou uma singularidade do

campo de Filippov Z¥. Caso contrdrio, p é considerado um ponto regular-regular de
Z.

Na Figura 1.7 temos alguns exemplos de pontos p regular-regular de Z.

AN NN A
Vs

Figura 1.7: Pontos regular-regular.

Defini¢ao 1.12. Seja Z = (X,Y) € Q" ep € S uma S-singularidade. Temos que p
¢ considerado elementar se p € uma singularidade hiperbolica do campo de Filippov
ZF ou se p é uma singularidade tangencial de Z e satisfaz a sequinte condicdo:

(DR) X f(p) =0,Xf(p) #0eY f(p) #0 (resp. Xf(p) #0,Yf(p)=0eY?f(p) #0).

Neste caso, dizemos que p é um ponto de dobra-regular (resp. regular-dobra)
de S.

AR .
T ///\\\ S

Figura 1.8: Pontos S-Singulares Elementares.

Y

7

Observe que dizer que um ponto p é uma singularidade hiperbolica do Campo de
Filippov é equivalente a

X, Y]() =0 e % (det[X, V]s) () £ 0.

Considere =y como sendo o conjunto de todos os germes de campos vetoriais nao
suaves Z € )" tal que, para cada p € S ou p ¢ um ponto regular-regular de Z ou p ¢
uma S-singularidade elementar. Temos que para estes germes, em qualquer ponto de
S, é mantido seu comportamento topologico sob pequenas perturbacoes.

Exemplo 1.2. Considere o campo Z = (X,Y), sendo X e Y dados por

X(z,y) = (Liz) e Y(z,y) = (-1,2)
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e o conjunto de descontinuidade S = f~1(0), com f(z,y) = .
Sabemos que, por definicdo, os campos nas regioes M e M~ sdao X e Y, respecti-
vamente. Assim, temos

c yzo:{zf;’

ng:{g_
Portanto, note que
1LVf=(%.9%) = 0.1
2. Xf=X-Vf=(La)(01) =z
3. Yf=Y -Vf=(-1,2) (0,1) = ;
4 X2f =X -VXf= (L) (10)=1;
5. Y2f =Y .VYf=(-1,2) (1,0) = —1.

Feito isto, vamos identificar as possiveis regioes da reta de descontinuidade e inves-
tigar a ocorréncia de pontos singulares.

e Regiao de costura:
Xfp)Yf(p)>0=2">>0=x#0.

Logo, qualquer ponto de S, com excecao da origem, é ponto de costura.

Regiao de deslizamento:

Xf(p) <0
Yf(p)>0

Contradicao, logo nao hé regiao de deslizamento.

}:>:c<0e:c>0.

Regiao de escape:
Xf(p) >0
Yf(p) <0

Contradicao, logo nao hé regiao de escape.

}:>x>Oex<0.

Pontos singulares para o campo X: Nao ha singularidades para o campo X.

Pontos singulares para o campo Y: Nao ha singularidades para o campo Y.

Analisemos agora os pontos S-singulares da reta de descontinuidade S:

e Singularidades tangenciais: Note que os campos X e Y nao possuem singulari-
dades, e temos que

Xfp)Yfp)=0=2>=0=2=0.

Logo, a origem ¢ uma singularidade tangencial do campo Z.



22 Sistemas Dinamicos Suaves por Partes

e Singularidades do campo de Filippov: Note que nao ha regioes de deslizamento
e escape, portanto nao podemos definir o campo de Filippov.

e S-Singularidades elementares:

1. Pontos de dobra em rela¢do ao campo X: Seja p = (p,,0) € S. Entao,
Xf(p)=0=p,=0.

Logo a origem p = (0,0) é um ponto de dobra para o campo X (note que
X2f(Px)=1#0).
2. Pontos de dobra em relagdo ao campo Y: Seja p = (p.,0) € S. Entao,
Yf(p)=0=p,=0.
Logo, a origem p = (0,0) é também um ponto de dobra para o campo Y.

Portanto, nao ha pontos de dobra-regular ou regular-dobra em S e com isso, temos que
nao h& S-singularidades elementares.

Agora,
.:1 = :t
T S B
Yy=2x y=1t+x y=7% t+txo+yo
2
r—x
:>y=( 20) + (2 — 2o) 0 + Yo
r? xd
=y=—_-0 ,
y=- 2—|—y0

sendo (xg, o) a condi¢do inicial de uma solu¢ao. Com isso, temos que as orbitas em X
sao parabolas com a concavidade voltada para o semi-eixo positivo de y.
Do mesmo modo,

Y:{g‘;:—1 :{x:—tjuxo :>{a::—t+xo

y=x y=—-l+x y:—%—l-tl’o-i-yo
2
Top— X
iyz—%ﬁ%xo—@x(ﬂr%
=y = £B2+:L”(2)+
Yy = 9 9 Yo,

sendo (xg, o) a condigao inicial de uma solugdo. Com isso, temos que as 6rbitas em Y
sao parabolas com a concavidade voltada para o semi-eixo negativo de y.

Além disto, temos em X que z = t, logo se t — oo entao x — co. Ja em Y temos
x = —t, logo fazendo t — oo, teremos r — —oo. Assim, concluimos que o retrato de
fase deste exemplo tem a forma aproximada da Figura 1.9.

Como no exemplo acima nao ha nenhum ponto S-singular elementar, um campo
arbitrariamente proximo de Zy = (X,Y’) podera nao ter seu retrato de fase topologi-
camente equivalente a Z. Tomemos por exemplo o campo Z,, = (X, Y,), em que X,
e Y, sao dados por

1 1 1 1
Xn(z,y) = (1+E’I+ﬁ) e Y, (z,y) = (—1——,x——)

n n
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Figura 1.9: Retrato de fase do Exemplo 1.2.

e o conjunto de descontinuidade S = f~1(0), com f(z,y) = .
Note que o campo Z,, converge para Zy quando n — oco. Além disso, temos que

T=-1-2, i=141,
y§0:>{ . e yzo:{yzﬂg
Portanto,

1 Vf=(8.5) = 0.0

2. Xof =X, Vfi=(1+Le+1)-01) =2+

3., [=Y, Vf=(-1-22-1).(0,1) =2 — ;
4 X2 =X, VX f = (1+ 304+ 2) (1,00 =1+ L;
5. Y2f =Y, - VYuf = (-1— L 2-1).(1,0)= -1 L,

1+4 244
_1_nl x_i

6. det[X,Y] =

:21‘(14-%).

e Regiao de costura:

n n?

X, f(p)Y,f(p) > 0= (x—i—%) (x—1> 0= a0

, 1 1 1
=X >—2:>x>—0u:c<——.
n n n

Logo todo p = (z,0) € S tal que = > % ouzr < —% é um ponto de costura.

e Regiao de deslizamento:

Xnf <0 :>+1<0 1>O:>< ! >1
Ynf>0 s — ex — xr — €eXx —.

n n n n
Contradicao, logo nao hé regiao de deslizamento.
e Regiao de escape:

X, f>0
Y,.f <0

1 1 1 1
>+ —>0ex——<0=>—<z< —.
n n n n

Logo, todo p = (z,0) € S tal que —% <z < % é uma ponto de escape.
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e Pontos singulares para o campo X: Nao ha singularidades para o campo X.

e Pontos singulares para o campo Y: Nao ha singularidades para o campo Y.

Como hé& uma regiao de escape em I = {(z,y) € S; —% <r< %}, podemos definir
o campo de Filippov. Pela definicao dada anteriormente, sabemos que

7P _ YIX-XfY
Yi-Xf
Entao,
ZF(x,O):(x__) (1+_x+ )—(l’—i—%)( 1_%"75—%):( (1+n) O)

(e=3) - (@+3)
Analisemos agora os pontos S-singulares da reta de descontinuidade S:

e Singularidades tangenciais: Note que os campos X e Y nao possuem singulari-
dades, e temos que

1 1 1
an(p)Ynf(p):():‘(ﬂer—) (50——>=0;‘“/’2——2:0¢'
n n n
, 1 1 1
=1 =—S=>r=—-our=——.
n n n

Logo, os pontos (—%, O) e (%, O) sao singularidades tangenciais do campo Z.

e Singularidades de Filippov:
Z"(p) = 0= (—x(1 +n),0) = (0,0) = z = 0.
Portanto, a tnica singularidade do campo de Filippov ¢ a origem.

e S-singularidades slementares:
1. Pontos de dobra-regular em S : Seja p = (p,,0) € S. Entao,

an(p):0:>pz+__oz>px:_%:>p:(_%70)
YVof(p)=-1-1=-2-40 | vn

Xif(p)=1%1%0 Jvn.
Segue que p = (—%,O) é ponto de dobra-regular de S, e portanto uma S-
singularidade elementar.

2. Pontos de regular-dobra em S: Seja p = (p,0) € S. Entao,

Yf(>—0jpv—%=0¢pf:5jp:(#m.

nf () =g +e=5#0 ,vn
(p) T n 3& 0 7vn‘
Segue que p = ( ) é ponto de regular-dobra de S, e portanto uma S-singularidade

elementar.
3. Singularidades hiperboélicas do campo de Filippov:

Considere a parametrizagdo o(t) = (¢,0) de S.
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Assim, temos que

Portanto,
% (det[X,Y])s) (t) =2 (1 + %) = % (det[X,Y]s) (0,0) # 0.

Concluimos entao que (0,0) é um ponto S-singular elementar da reta de descon-
tinuidade.

Baseado neste calculos, o retrato de fase deste exemplo é apresentado na Figura
1.10.

Figura 1.10: Retrato de fase do Exemplo 1.2 com perturbagao.

Observamos que quando temos uma regiao de escape ou deslizamento em 7, existe
a possibilidade de termos pontos criticos tanto nos campos X e Y, quanto em Z%. No
caso em que estes pontos sao selas, se existir 6rbitas conectando uma singularidade a
outra, elas recebem um nome especifico.

Defini¢ao 1.13. Uma S-conezxao de sela de Z = (X,Y) em Q" € uma drbita y de
Z conectando ou um ponto de sela critico de X ou'Y e um ponto critico de Z¥ do tipo
sela ou dois pontos de sela criticos de Z¥', ou dois pontos de sela criticos de X ou/e’Y
de tal modo que € permitido aos seus pontos interiores encontrar S somente em S°.

1.1.3 Orbitas S-Peridédicas e Graficos

No estudo de sistemas dinamicos suaves por partes, podemos estender o conceito
de 6rbitas periddicas para os casos em que algumas conexoes de orbitas regulares dos
campos X e Y se conectam em S e formam uma trajetoria periddica.

Definicao 1.14. Dizemos que uma curva fechada vy, formada por partes de orbitas
requlares de X em M™ e drbitas requlares de Y em M~ é uma orbita S-periddica de
7Z = (X,Y) se~ intersecta S somente em S° e cada parte € transversal a S.

Observacao 1.4. Dada uma orbita S-periodica

Y=Y Uy U...U"y, /)/QZ‘EM+,’72¢+1€M_

Y NS ={p;j} U{pjs1}
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podemos definir a colecao de germes em p; de C"-transformagoes de Poincaré n; :
(S,p;) — (S,pj41), com j = 0,1,...,k (associado a X ou a Y), tal que a funcao
primeiro retorno associada ¢ dada por:

N="MNkOMNg—1°...0T"o,

com 7 (pg) = po-

Definicao 1.15. Uma orbita S-periddica v de Z ¢ elementar se a funcao primeiro
retorno associada (em qualquer ponto p € v ) satisfaz n'(p) # 1.

Desta forma, assim como no estudo de orbitas periédicas em sistemas dinamicos
suaves, podemos analisar se 6rbitas S-periodicas sao atratoras ou repulsoras.

Definicao 1.16. Dizemos que uma curva fechada v é um grdfico de Z = (X,Y) se
ela € formada por partes de orbitas requlares de Z¥ e/ou partes de orbitas requlares de
X em M e/ou partes de drbitas requlares de Y em M~.

Defini¢ao 1.17. Um grdfico de Z = (X,Y) é simples se ele coincide com S. Neste
caso, S € a regiao de escape ou a regiao de deslizamento de Z.

Para mais detalhes sobre a teoria de sistemas dinamicos suaves por partes em R?
ver [1].

1.2 Sistemas Dinamicos Suaves por Partes em R?

Estudaremos sistemas dinamicos suaves por partes em trés dimensoes. Veremos
que os conceitos iniciais apresentados na secao anterior podem ser generalizados para
trés dimensoes e apresentaremos algumas diferencas, como na classificacao de pontos
S-singulares elementares.

1.2.1 Introducao

Seja f : R?* — R uma funcao C*°, que tem 0 como valor regular. Note que o conjunto
de descontinuidade S = f~!(0) possui dimensao 2. Além disso, da mesma forma como
em R2?, se assumirmos que S possui apenas uma componente conexa, entao temos que
R3\ 'S possui duas componentes conexas, denotadas novamente por M+ = f~1(0,00) e
M~ = f~(—00,0).

Considere o espago Q" em R?, como sendo o espago dos campos vetoriais Z = (X,Y))
sobre R3 tal que:

X(q), se f(g)=0
Z — Y — Y
D=1 wimzo
Porém, neste caso temos que x" é o conjunto dos germes de campos vetoriais de classe
C" em S, definidos sobre R3.

Se Z = (X,Y) € Q, entdo podemos classificar novamente as trés regioes distintas
em S:

em que X,Y € .

e Regiao de costura: S°={pec S; X f(p)Y f(p) > 0};
e Regido de deslizamento: S¢ = {p € S; X f(p) <0,Y f(p) > 0};
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Figura 1.11: Regides em S: S¢ em a), S? em b) e S¢ em c).

e Regido de escape: S°={pe S; X f(p) >0,Y f(p) <0}.

Além disso, em uma regiao de escape ou de deslizamento, podemos utilizar a mesma
definicao vista anteriormente de campo de Filippov para um determinado p € S, como

sendo
ro Yf(p)X(p) = Xf(p)Y(p)
e P ES

Para se ter uma ideia de sua construcao algébrica, ver Figura 1.12. Observe que o
vetor Z¥(p) esté no plano tangente a S dado por T,S.

Figura 1.12: Campo de Filippov em R3.

Exemplo 1.3. Considere o campo Z = (X,Y), sendo X e Y dados por
X(z,y)=(1,1,-1) e Y(x,y) = (1,1,1)

e o conjunto de descontinuidade S = f~1(0), com f(x,y,2) = 2.
Sabemos que por definicdo os campos nas regives M e M~ sao X e Y, respecti-
vamente. Assim, temos que

i':17 lea
z<0=< y=1, e z2z>20=< y=1,
z=1, z=—1.

Portanto, graficamente temos uma regiao de deslize, podendo assim definir sobre S
o campo de Filippov associado ao campo de vetores Z. Para isso, note que

o V= (%.%.5) = (0.0,1)
e Xf=X-Vf=(1,1,-1)-(0,0,1) = —1;

e Vf=Y -Vf=(1,1,1)-(0,0,1) = 1.
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Logo, temos

F _ (1)'(1717_1>_(_1>'(17171) _ (2727()) _
Z"(p) = DEE == =110

Com isso, podemos representar o retrato de fase pela Figura 1.13.

AZ AY
N \X /7
< - 4 )
S
/// / Y
)

a) b)

Figura 1.13: a) Retrato de fase. b) Campo de Filippov.

Quando os conjuntos de tangencias de X e Y sao iguais, isto é Sx = Sy, é possivel
construir um campo semelhante ao de Filippov, o qual chamaremos de campo vetorial
deslizante tangencial e denotaremos por Z7. Para isso, dado um ponto em p € Sy,
vamos associar a ele o vetor Z7(p) no cone gerado por X (p) e Y (p) que seja tangente
a SX.

Para visualizarmos o campo deslizante tangencial de forma algébrica, devemos pro-
ceder de forma semelhante ao que foi feito para o campo de Filippov. Considere entao
as combinacoes conexas de X e Y, dadas por

Zy=0a-X+(1-a).

Encontremos agora um « tal que Z, seja tangente a Sx em p, ou seja (Z,, W) = 0,
em que w(t) é uma parametrizagao de Sy com w(0) =p e w'(0) = v, e W é um vetor
ortogonal a v em p e que esta contido em 7},5. Neste trabalho tomaremos W = v AV f.

Para isso, primeiro consideramos XW como sendo uma notagao para (X, W). As-
sim, temos

(X +(1—a)Y, W) =0&a- (X, W)+ (1—a)Y,W)=0

SaXW+1l-a)YW=0sa - (XW-YW)=-YW
Yw

YW - XW'

Portanto, temos que o campo deslizante tangencial ¢ dado por

ZWM:(ﬁ§¥§W)X@—(?§¥%W)Y@-

Exemplo 1.4. Considere o campo Z = (X,Y), sendo X e Y dados, respectivamente,
por

= o=

X(Jf,y) = (‘Ta 1ay) € Y($7y) = (JZ, _17 _y)

e o conjunto de descontinuidade S = f~1(0), com f(z,y,z) = 2.
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S

Figura 1.14: Campo vetorial deslizante tangencial.

Por definicao os campos nas regives Mt e M~ sdo X e Y, respectivamente. Por-
tanto, temos que

jc:x, .Zii':.CL',
z2<0=<¢ y=—-1, e z>20=<¢ y=1,
z=-y, z=y.

Além disso, note que

of of o .
LS = (3,55 = 0,0,1);

2. Xf=X-Vf=(z,1,9)-(0,0,1) = y;
3.Yf=Y -Vf=(x,—-1,—y)-(0,0,1) = —y;
Portanto, temos que os conjuntos de tangéncia Sx e Sy sao iguais. De fato,
Sx ={p € 5;Xf(p) = 0} = Sx = {p = (P2, py, 0) € S;py = 0},

ou seja, Sy é o eixo x. Analogamente, mostra-se 0 mesmo para Sy.
Com isso, podemos definir o campo de vetores deslizante tangencial. Para isso,
considere a parametrizacao w(t) = (¢,0,0) para Sy = Sy, e o vetor

W =w'(t) AVf = (1,0,0) A (0,0,1) = (0, —1,0).
Assim,
XW =(X, W) =(z,1,y)-(0,—-1,0) = —1;
YW =(Y,W)=(z,-1,—y)-(0,—-1,0) = 1.

Logo, o campo sera

Z"(p) = <ﬁ) (x,1,y) — (15_—(1_)1)> (x,—1,—y) = (2,0,0).

Observe que existe uma singularidade repulsora em p = (0,0, 0), (ver Figura 1.15).

1.2.2 Consideracoes Locais

Assim como no caso bidimensional, é importante analisar o comportamento das so-
lugbes de ¢ = Z(q) nas proximidades de pontos especificos da regido de descontinuidade.
Para isso, podemos estender o conceito de singularidade tangencial e S-singularidade,
vistos nas Definicoes 1.8 e 1.11, para o R3.

Podemos também definir singularidades elementares como:
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S

Figura 1.15: Campo vetorial deslizante tangencial Z7 do Exemplo 1.4.

Definigao 1.18. Seja Z = (X,Y) € Q" e p € S uma S-singularidade. Temos que p €
considerado elementar se p é uma singularidade hiperbélica do campo de Filippov ZF,
ou se p € uma singularidade tangencial de Z e satisfaz uma das sequintes condicoes:

(DR) X f(p) =0,Xf(p) #0eY f(p) #0 (resp. Xf(p) #0,Yf(p)=0eY?f(p) #0).

Neste caso, dizemos que p é um ponto de dobra-regular (resp. regular-dobra)
de S.

(CR) X[f(p) = 0,X*f(p) = 0,X°f(p) # 0 e Y [(p) # 0 (resp. Xf(p) #0,Y[f(p) =
0,Y2f(p) =0eY>f(p) #0), e {V[f(p). VX[(p), VX?f(p)} € um conjunto line-
armente independente (resp. {V f(p),VY f(p), VY2f(p)}). Nesse caso, dizemos
que p € um ponto de cispide-regular (resp. regular-cispide) de S.

(DD) Se X f(p) =0,X2f(p) #0,Y f(p) =0,Y?f(p) #0 e Sx M Sy em p. Nesse caso,
dizemos que p € um ponto de dobra-dobra de S.

Note que podemos ainda definir =y, para representar o conjunto de todos os germes
de campos vetoriais nao suaves Z € Q" tal que, para cada p € S ou p é um ponto
regular-regular de Z ou p é uma S-singularidade elementar.

1.2.3 Singularidade dobra-dobra

Nesta subsecao iremos apresentar um estudo mais detalhado da singularidade dobra-
dobra, com o objetivo de classificid-la em quatro classes topologicas distintas de acordo
com a derivada de Lie de segunda ordem.

Proposicao 1.1. Se Z = (X,Y) € Q" € um campo vetorial suave por partes com um
ponto dobra-dobra em p tal que Sx th Sy em p, entao existem coordenadas (x,y,z) em
torno de p tal que f(x,y,2) =z e Z € dado por:

a 7+ O(|(z,,2)])
X(xy,2)=1| 1 | eY(zyz2)=| B+0((=y2))) |,
8y v+ O(|(z,y,2)P)

em que sgn(8) = sgn (X2 (p)) ,sgn(y) = sen (Y2f(p)) e a, 8,7 € R.

Demonstracao. Basta utilizar as coordenadas (x,y, z) do Teorema 2 de [2| para colocar
X naforma X (z,y,z) = (0,1,dy) e f(z,y,2z) = z. Além disso, considerar a expansao de
Taylor de Y neste sistema de coordenadas para obter Y f(x,y, 2) = 2 + O (|(x,y, 2)|?).

[
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Definicao 1.19. Se Z € Q" tem uma singularidade dobra-dobra em p, entao o sistema
de coordenadas da Proposicao 1.1 serd chamado de coordenadas normais de Z em
p e o0s pardmetros de Z nas coordenadas normais serao referidos como pardmetros
normazis de Z em p. Denotamos Z = Z(a, 3,7).

Proposicao 1.2. Seja Z = (X,Y) € Q" um campo vetorial suave por partes tendo um
ponto de dobra em p tal que Sx h Sy em p. Entao, o campo de Filippov normalizado
de Z tem uma singularidade em p e € dado por

a =0 x
Zien= (5 235 )- () +olwnr)
nas coordenadas normais de Z em p, em que 6 = sgn (X2 f(p)),sen(y) = sgn (Y2f(p)),

a,B,v € R.

Demonstracao. Decorre diretamente da expressao de Z neste sistema de coordenadas.
O

Finalmente, podemos classificar uma singularidade dobra-dobra da seguinte forma:
Defini¢ao 1.20. Um ponto de dobra-dobra p de Z = (X,Y) € Q" € dito ser:

e uma dobra-dobra visivel se X?f(p) >0 e Y2f(p) <O0;

e uma dobra-dobra invisivel-visivel se X?f(p) <0 e Y2f(p) <0;

e uma dobra-dobra visivel-invisivel se X?f(p) > 0 e Y2f(p) > 0;

e uma dobra-dobra invisivel se X?f(p) <0 e Y2f(p) > 0, neste caso, p também
€ chamado de T-singularidade.

Na Figura 1.16 ilustramos tais situacoes.

Observacao 1.5. Nos referimos a uma dobra-dobra visivel, invisivel-visivel /visivel
invisivel, invisivel como uma dobra-dobra hiperbélica, parabdlica e eliptica, respecti-
vamente.

X
S< § = 2 §
YIII(({{HI//
a)

Figura 1.16: Singularidade dobra-dobra: a) visivel, b) invisivel-visivel, c) visivel-
invisivel e d) invisivel.

Exemplo 1.5. Considere o campo Z = (X,Y), sendo X e Y dados, respectivamente,
por

X(z,y) = (L1, —y) e Y(z,y) = (1,1, 7)

e o conjunto de descontinuidade S = f~1(0), com f(z,y,z) = 2.



32 Sistemas Dinamicos Suaves por Partes

Sabemos que, por definicdo, os campos nas regives M e M~ sdo X e Y, respecti-
vamente. Portanto, temos que

r=1, r=1,
2<0=< y=1, e z2>20=<¢ y=1,
z=ux, Z=—y.

Além disso, note que

LVf = (%.95%) = (0,0,1)

2. Xf=X-Vf=(1,1,-y)-(0,0,1) = —y;
3.Yf=Y -Vf=(1,1,2)-(0,0,1) = x;

4. X?2f =X .-VXf=(1,1,—-y)-(0,-1,0) = —1;
5. Y2f =Y -VYf=(1,1,2) (1,0,0) = —1;

6. X3f =X -VX2f=(1,1,-y)-(0,0,0) = 0;
7. Y3 f =Y -VY2f=(1,1,2)-(0,0,0) = 0.

Com isso, inicialmente podemos analisar quem sao os conjuntos de tangéncia Sx e
Sy. Como temos que Sx = {p € S; X f(p) = 0}, entao

SX - {p: (p$7py70) € Sa _py - 0}7

ou seja, Sx ¢ o eixo x. Analogamente, mostra-se que Sy ¢é o eixo y.
Feito isto, vamos identificar as possiveis regioes da superficie de descontinuidade e
investigar a ocorréncia de pontos singulares.

e Regiao de costura:
Xf@)Y[f(p)>0= (—y)(z)>0=yz <0=
r>0ey<Oouzx<0ey>0.

Logo, temos que o segundo e o quarto quadrante sao regioes de costura.

e Regiao de deslizamento:

Xf(p) <0
Yf(p)>0

Logo, o primeiro quadrante é uma regiao de deslizamento.

}=>—y<0ex>0:>y>0ex>0.

e Regiao de escape:

Xf(p)>0
Yf(p) <0

Logo, o terceiro quadrante ¢ uma regiao de escape.

}=>—y>0ex<0:>y<0ex<0.
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Como temos regioes de deslizamento e escape, podemos definir o campo de Filippov
sobre S, da seguinte forma:

ZF(p) _ (.’L’) ) (17 L, _y> - (_y) ) (17 1,.%) _ (:C + Y, T +y70) _ (1’ 1’0).

() = (=y) Tty

Com isso, continuemos nossa andlise do campo Z.

e Pontos singulares para o campo X: Nao ha singularidades para o campo X.
e Pontos singulares para o campo Y: Nao ha singularidades para o campo Y.
Analisemos agora os pontos S-singulares da reta de descontinuidade S:

e Singularidades tangenciais: Sabemos que os campos X e Y nao possuem singu-
laridades, e temos que

Xf(p)Yfp)=0=—-yxr=0=x=00uy=0.

Logo, todos os pontos dos eixos x e y sao singularidades tangenciais do campo
de vetores Z.

e Singularidades do campo de Filippov: Note que o campo de Filippov Z¥(p) =
(1,1,0) nao possui singularidades.
e S-singularidades elementares:
1. Note que nao existem singularidades hiperbdlicas do campo de Filippov.
2. Pontos de dobra-regular: Seja p = (ps, py,0) € S. Entao,
Xf(p)=0= —p, =0=p=(ps,0,0).

X2f(p)=—-14#0.
Y f(ps,0,0) # 0 = p, # 0.

Portanto, temos que todos os pontos do eixo x, exceto a origem, sao pontos de
dobra-regular.

3. Pontos de regular-dobra: Seja p = (p,,py,0) € S. Entao,
Yf(p)=0=p,=0=p=(0,p,,0).

YV2f(p) =1#0.
X f(0,py,0) # 0= —p, #0.

Portanto, temos que todos os pontos do eixo y, exceto a origem, sao pontos de
regular-dobra.

4. Como X3f(p) = 0 e Y3f(p) = 0, temos que niao h& pontos de ciispide-
regular ou regular-cispide.

5. Pontos de dobra-dobra: Seja p = (p,,py,0) € S. Entao,
Xf(p)=0= —p, =0=p=(ps,0,0).

X%f(p)=-14#0.
Yf(p)=0=p,=0=p=(0,0,0).
Y2f(p)=1#0.

Além disso, note que Sx h Sy em (0,0,0). Portanto, temos que a origem é um
ponto de dobra-dobra.
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Pela Definigao 1.20, como X2f(0) < 0 e Y?f(0) > 0, temos que a origem ¢ uma
T-singularidade.
Com isso, podemos esbocar o retrato de fase do campo Z como na Figura 1.17.

LA k)

/j\//‘//‘////)//?\/
N d WA 77 A

SRF T

Figura 1.17: Retrato de fase do Exemplo 1.5.

\

Para finalizar este capitulo, assim como vimos no caso bidimensional, o exemplo a
seguir mostra que se perturbarmos um ponto S-singular nao elementar, podemos obter
comportamentos que nao sao topologicamente equivalentes.

Exemplo 1.6. Considere o campo Z = (X,Y), sendo X e Y dados, respectivamente,

por
X(x,y) = (1,0,2" +y) e Y(z,y) = (1,0, —2" + y),

e o conjunto de descontinuidade S = f~1(0), com f(x,y,2) = 2.
Sabemos que por definicdo os campos nas regioes M e M~ sao X e Y, respecti-
vamente. Portanto, temos que

I":]., Z':].,
z2<0= y =0, e z>0=> y =0,
i =—x%+y, i =x%4.

Além disso, notamos que

LVf=(8.9.9) = 0,01

2. Xf=X-Vf=(1,0,22+y)-(0,0,1) = 2* + y;

3.Yf=Y -Vf=(1,0,—2+y)-(0,0,1) = —2? + y;
4. X2f =X -VXf=(1,0,22+y) - (22,1,0) = 2x;

5. Y2f =Y -VY[f=(1,0,—2*4vy) (—22,1,0) = —2z;
6. X°f=X-VX%f=(1,0,22+y) (2,0,0)=2;

T.Y3f =Y -VY?f=(1,0,—22+y) (—2,0,0) = —
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Desta forma, podemos analisar quem sao os conjuntos de tangéncia Sx e Sy. Como
temos que Sy = {p € S; XF(p) = 0}, entao

Sx ={p=(ps,p,,0) € S; p>+p, =0},

ou seja, Sy é a pardbola y = —z2.

y = 22
Agora, vamos identificar as possiveis regides da superficie de descontinuidade e
investigar a ocorréncia de pontos singulares.

Analogamente, mostra-se que Sy é a parabola

e Regiao de costura:
XfP)Y f(p) > 0= (2° +y)(—2* +y) > 0.

e Regiao de deslizamento:

Xf(p) <0
Yf(p) >0

Portanto, nao ha regiao de deslizamento.

}:>(m2+y)<0e(—x2+y)>0.

e Regiao de escape:

Xf(p) >0

Y F(p) < 0 }:>(a:2+y)>0e(—m2+y)<0.

Com isso, temos que a superficie de descontinuidade sera dividida conforme mos-
trado na Figura 1.18.

Ay

N | el

<Y

Sx

Figura 1.18: Superficie de descontinuidade do Exemplo 1.6.

Como temos regioes de escape, podemos definir o Campo de Filippov sobre S, da
seguinte forma:

(—2®+y)-(1,0,22 +5y) — (2* +y) - (1,0, —2° + y)

27 = (e +9)— (2 +)

=

—222,0,0)
ZF — ( ) Yy

Com isso, continuemos nossa andlise do campo Z.

= (1,0,0).
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e Pontos singulares para o campo X: Nao ha singularidades para o campo X.
e Pontos singulares para o campo Y: Nao ha singularidades para o campo Y.

Analisemos agora os pontos S-singulares da reta de descontinuidade S:

e Singularidades tangenciais: Sabemos que os campos X e Y nao possuem singu-
laridades, e temos que

Xf@)Y f(p) =0= (2" +y)(—2" +y) =0.
Logo, todos os pontos das parabolas y = 2% e y = —a? sao singularidades tan-

genciais do campo Z.

e Singularidades do campo de Filippov: Note que o campo de Filippov Z¥(p) =
(1,0,0) nao possui singularidades.
e S-singularidades elementares:
1. Note que nao existem singularidades hiperbdlicas do campo de Filippov.
2. Pontos de dobra-regular: Seja p = (p,,p,,0) € S. Entao,
Xf(p)=0=p;+p,=0=p,=—p;=p= (P, —12,0).

X2f(p) £ 0= 2p, # 0= p, 0.
Y f(pa, =93, 0) = —(p2)® + (—p3) = —2p3 # 0.

Portanto, temos que todos os pontos (p,, —p2,0) com p, # 0, sdo pontos de
dobra-regular.

3. Pontos de regular-dobra: Seja p = (p,py,0) € S. Entao,
Yf(p)=0= —pi+p, =0=p, =p; =p=(p:,3,0).

Y2f(p) #0= —2p, 0= p, #0.
X f(ps,p2,0) = (po)? + (p2) = 2p2 # 0.

Portanto, temos que todos os pontos (p,, p2,0) com p, # 0, sio pontos de regular-
dobra.
4. Pontos de cuspide-regular: Seja p = (p,,py,0) € S. Entao,
Xf(p)=0=pi+p,=0=p,=—p;=p= (P, —12,0).

X2f(p)=0=2p,=0=p,=0=p=1(0,0,0).
X°f(p)=2#0.

Além disso, temos que
{VF VX[, VX?f} ={(0,0,1),(22,1,0),(2,0,0)}
¢ linearmente independente. Porém, teriamos que ter Y f(0,0,0) # 0, o que é um

absurdo. Portanto nao existem pontos de ctuspide-regular.

5. Pontos de regular-caspide: Analogo ao que fizemos no item anterior,
provamos que nao existem pontos de regular ctspide.

6. Pontos de dobra-dobra: Temos que Sx nao é transversal a Sy, portanto
nao existem pontos de dobra-dobra em S.
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Para finalizar, notamos que X2f = 2z e Y2f = —2z. Portanto,

e z>0=X’f>0eY?f<0
e 1 <0=X*f<0eY?f>0.

Ou seja, para x > 0 temos dobras visiveis e para x < 0 temos dobras invisiveis.
O retrato de fase esté exibido na Figura 1.19.

\ 4/
|

RY

Figura 1.19: Retrato de fase do Exemplo 1.6.

Vejamos agora o que ocorre se considerarmos o mesmo campo acima, porém com
uma perturbacao na tltima coordenada.

Exemplo 1.7. Considere entdo Z = (X,Y), com X e Y dados, respectivamente, por

X(:Ij’,y) = (1707562—’_3/—’_7) eY(%,y>:(1,0,—$2+y—’}/),

em que 7 € R* e o conjunto de descontinuidade S = f~1(0), com f(z,y,z2) = 2.
Sabemos que por definicdo os campos nas regives M e M~ sao X e Y, respecti-
vamente. Portanto, temos que

thl, :L‘:17
2<0=<¢ y=0, e 2>20=¢ y=0,
=2ty -, i=a2ty+.

Além disso, notamos que

1.

_ (of of of\ _ .
Vf— <%78_y’$> - (07071)7

CXf=X-Vf=(1,0,22+y+7)-(0,0,1) =2 +y+;

X2f =X -VXf=(1,022+y+7)-(22,1,0) = 2z;

Y2f=Y VY f=(1,0,—2+y—7) (—22,1,0) = —2z;

Xf=X -VX?f=(1,02"+y+7) (2,0,0)=2;
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7.Y3f =Y -VY2f = (1,0,—22 +y —~) - (=2,0,0) = —2.

Desta forma, podemos analisar quem sao os conjuntos de tangéncia Sx e Sy. Como
temos que Sy = {p € S; X f(p) = 0}, entao

Sx ={p=(ps,py,0) €S; p>+p, +7=0},

ou seja, Sx ¢ a pardbola y = —2% — 4. Analogamente, mostra-se que Sy é a pardbola
2
Y=z +.
Ay Ay
Sy SY
—
Y - .
— z T
g
s Sx S Sx
a) b)

Figura 1.20: Conjuntos de tangencia do Exemplo 1.7 com: a) v > 0 e b) v < 0.

Vamos identificar as possiveis regioes da superficie de descontinuidade e investigar
a ocorréncia de pontos singulares.

e Regiao de costura:
Xf@Yfp)>0= (2*+y+7)(=2*+y—~)>0.

e Regiao de deslizamento:

Xf(p) <0
Y f(p) >0

Portanto, nao ha regiao de deslizamento quando v > 0.

}:>(x2+y+’y)<0e(—x2+y—fy)>0.

e Regiao de escape:

Xf(p)>0 } 2 2
=@ 4+y+vy)>0e (—2°4+y—7) <0.
Yf(p) <0 ( y+7) ( y—)
Com isso, temos que a superficie de descontinuidade sera dividida conforme mos-
trado na Figura 1.21.
Como temos regices de escape (e deslizamento se v < 0), podemos definir o campo
de Filippov sobre S, da seguinte forma:

27 (p) = (=22 +y—=7) (L02" +y+7) — (@ +y+7) - (1L,0,—2"+y—9)

(=2*+y—7)— (@ +y+7)
2% — 27,0,0)
—212 — 2y

Com isso, continuemos nossa andlise do campo Z.

= ZF(p) = (= = (1,0,0).
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AY AY
Sy Sy [ se
[]se
Sd
-
/y A - A -
— > >
Y
S Sx S Sx

(a) (0)

Figura 1.21: Regioes da superficie de descontinuidade do Exemplo 1.7.

e Pontos singulares para o campo X: Nao ha singularidades para o campo X.
e Pontos singulares para o campo Y: Nao ha singularidades para o campo Y.

Analisemos agora os pontos S-singulares da reta de descontinuidade S:

e Singularidades tangenciais: Sabemos que os campos X e Y nao possuem singu-
laridades, e temos que

Xfp)Yf(p)=0= (2 +y+7y)(—2*+y—7)=0.

Logo, todos os pontos das parabolas y = 2* + e y = —x? — 7 sdo singularidades
tangenciais do campo Z.

e Singularidades do campo de Filippov: Note que o campo de Filippov Z¥(p) =
(1,0,0) nao possui singularidades.
e S-singularidades elementares:
1. Note que nao existem singularidades hiperbdlicas do campo de Filippov.
2. Pontos de dobra-regular: Seja p = (ps, py,0) € S. Entao,
Xfp)=0=pi+p,+7=0=p,=—pi—7=p=(ps,—12 —7,0).
X?f(p) #0=2p, #0=p, #0.

Yf(par—p2 —7,0) #0= —(pz)? + (-p2 —7) =7 #0= —2p; -2y #0=
=P #
Note que se y > 0 isso sempre ocorre, entao os pontos (p,, —p2—-,0) com p, # 0,
sao pontos de dobra-regular.

Agora, se v < 0, temos que p, # +,/—7. Ou seja, todo ponto (p,, —p2 — 7,0)
com p, # ++/—7 e p, # 0 é um ponto de dobra-regular.

3. Pontos de regular-dobra: Seja p = (p,,py,0) € S. Entao,
Yfip)=0= —pi+p,—7=0=p,=p; +7=p=(p 0} +7,0).

Y2f(p) #0= —2p, #0 = p, #0.
XfWe 02 +7,0) 0= (p2) + (P2 +7) #0=2p2 +2y # 0= pl # —.
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Note que se v > 0 isso sempre ocorre, entdo os pontos (pg, p2 +7,0) com p, # 0,
sao pontos de regular-dobra.

Agora se v < 0, temos que p, # ++/—7. Ou seja, todo ponto (p,,p? + v, 0) com
De # /=7 e p, # 0 é um ponto de regular-dobra.

4. Pontos de cuspide-regular: Seja p = (py,py,0) € S. Entdo,
Xflp)=0=p;+p,+7v=0=p,=—p; —v=p=(ps, —pz —7,0).
X2f(p)=0=2p, =0=p, =0=p=(0,—7,0).

X°f(p) =2#0.
Além disso, temos que
{V, VX[, VX?f} ={(0,0,1),(22,1,0),(2,0,0)}

é linearmente independente. Resta verificar se Y f(0, —v,0) # 0. Notamos que

Y f(0,—7,0) = =2y # 0.
Portanto, (0,—+v,0) é um ponto de cispide-regular.

5. Pontos de regular-cuspide: Seja p = (p;,py,0) € S. Entdo,
Yfp)=0=—pi+p,—7=0=p,=p; +7=p= (P, P; +7,0).
Y2f(p)=0= -2p, =0=p,=0=p=(0,7,0).

Y2f(p) =2 #0.
Além disso, temos que
{V VX[, VX?f} ={(0,0,1),(22,1,0),(2,0,0)}

é linearmente independente. Resta verificar se X f(0,7v,0) # 0 e para tanto
notamos que

Xf(0,7,0) =27 #0.
Portanto, (0,7,0) é um ponto de regular-ctspide.
6. Pontos de dobra-dobra: Notamos que se v > 0, entao Sx nao é transversal
a Sy, portanto nao existem pontos de dobra-dobra.
Agora se v < 0 temos que Sy é transversal a Sy nos pontos (£,/—7,0,0). Além
disso, se p = (ps, py,0) € S. Entao,
Xfp)=0=p.+p,+7=0=p,=—p; -7
X2F(p) #0 = 2p, £ 0 = p, £0.
Yf(p)=0=—p;+p,—v=0=p, =p; +7.
Y2f(p) £ 0= —2p, #0 = p, £0.

Portanto, (£./=7,0,0) sdo pontos de dobra-dobra.

Por fim, notamos que pela Definigao 1.20, a singularidade (y/—7,0,0) serd uma
dobra-dobra, visivel, pois

X2f(v/=7,0,0) =2¢/—7 > 0e Y?f(y/=7,0,0) = —2/—7 < 0.

Enquanto (—+/—7,0,0) sera uma 7T-singularidade, pois

X2f(_\/__7070) = 2(_\/__7) <0e Y2f<_\/__7070) = _2(_\/__7) > 0.

Concluimos entao que o retrato de fase do campo Z sera como exibido na Figura
1.22.

Para mais detalhes desta teoria, ver [3].
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A A
a) b)

Figura 1.22: Retrato de fase do Exemplo 1.7 com: a) v > 0e b) v < 0.



2 Modelo matematico de uma terapia
antirretroviral para HIV via teoria de
Filippov

Neste capitulo temos como objetivo aplicar os conceitos da teoria de sistemas dina-
micos suaves por partes em um modelo matematico de um tratamento antirretroviral
intermitente do Virus da Imunodeficiéncia Humana (HIV). Analisamos a dinamica
do sistema e encontramos singularidades de extrema importancia, pois podem indicar
uma estabilizagdo na populacdo de célular T CD4" infectadas e na concentragao de
particulas de virus infecciosas, o que demonstra que o tratamento pode ser viavel.

2.1 Introducao

O Virus da Imunodeficiéncia Humana (HIV) é o causador da Sindrome da Imunode-
ficiencia Adquirida (AIDS). Ele ataca o sistema imunolégico, responséavel por defender
o organismo de doengcas, atingindo, principalmente, os linfocitos T CD4*1. Nele, o HIV
se replica, danificando e destruindo esta célula.

Embora nao exista, ainda, uma cura para a infeccao pelo HIV, ha tratamentos para
o controle da multiplicagdo do virus, entre eles a terapia antirretroviral (ARV), que
permite ao paciente uma vida mais longa e saudavel.

Dois importantes medicamentos que servem como auxilio para o controle da repli-
cagao do virus sdo os Inibidores de Protease (PIs) e a Transcriptase Reversa (RTIs). O
primeiro evita que a protease do HIV reparta sua poliproteina em unidades funcionais,
ou seja, por meio dele as células infectadas produzem particulas virais imaturas nao
infecciosas. J& o segundo, torna defeituosa a cadeia de DNA que o virus HIV-1 cria
dentro das células de defesa do organismo, impedindo sua reproducao.

O numero de pessoas que morreram por esta doenca, desde 1981, quando foi reco-
nhecida, é de aproximadamente 35 milhoes, sendo a maioria da regiao subsaariana [4].
Além disso, segundo dados da Organizacao Mundial de Satude (OMS) do ano de 2020,
existem cerca de 37,7 milhdes de pessoas no mundo convivendo com este virus [5].

Nas proximas se¢oes revisaremos o artigo [6] que aplicou os conceitos vistos no
capitulo anterior para analisar um sistema de campos de vetores suaves por partes que
modela o tratamento intermitente do HIV, proposto por outros dois artigos estudados
[7, 8], no qual o instante exato em que é preciso mudar as equagoes do sistema é
caracterizado por uma variedade S no espaco de estados.

A partir do analisado pelo artigo, obteve-se conjuntos de tangéncia sobre S e com
isso, sabemos que a dinamica em torno desses conjuntos podem incluir singularidades,
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orbitas periddicas ou, também, comportamento caobtico.

2.2 Dinamica do HIV em um modelo descontinuo

Nesta secao vamos analisar a dinamica do tratamento intermitente do HIV com
uma combinagdo dos medicamentos PIs e RTIs, conforme o artigo [6]. Para isso,
considere T' o tamanho da populacao de células T CD4" nao infectadas, T o tamanho
da populacao de células auxiliares T CD4" infectadas, V7 a concentracao de particulas
de virus infecciosas, Vs a concentragao de particulas de virus nao infecciosas e, ngrr e
npr os efeitos de RTTs e Pls respectivamente.

Considere também o parametro s como sendo a taxa na qual células nao infectadas
sao geradas a partir de uma fonte, m a taxa de mortalidade de células nao infectadas,
0 a taxa de mortalidade de células infectadas, ¢ a taxa de eliminacao do virus livre, k
a taxa de infectividade e A\ a taxa de producao de virus por células infectadas.

Com isso, note que a variacao populacional de células T CD4" nao infectadas é
dada pela taxa na qual células nao infectadas sao geradas (s) subtraido da taxa de
mortalidade das células nao infectadas levando em consideracao o tamanho da popu-
lacao (mT), e da ineficiéncia do medicamento na infec¢ao de células ((1 — ngr) kViT).

Portanto temos que
dTl

dt

Podemos fazer uma andlise semelhante para a variacao populacional das células

infectadas e a variacdo da concentracao de particulas infecciosas e nao infecciosas,

obtendo assim o sistema abaixo, que é um modelo para a quantificacao da dinamica
do HIV-1 in vivo. Baseados em [9, 10], o modelo proposto é dado por

=s—ml — (1 _URT) k‘/]T

%:s—mT—(l—nRT)kVIT,

g = (1 — nRT) ]C‘/]T — 5%,

ddltl = (1 —7713[) AT— CV},

o — nprAT — V.

Assim como em [6], utilizamos os valores dos parametros dados na Tabela 2.1 para
realizar as andlises a seguir, considerando nrr = np; = 0,6, diferente daqueles forneci-
dos em [7].

Parametros e descricao Valores
s Taxa de geragio de células T CD4%1 ndo infectadas 15 pl~*dia™*
m  Taxa de mortalidade das células T CD4" nao infectadas 0,01 dia™*
k Taxa de infecgao das células T CD4" pelo virus 2.4 x 10751 ' dia™"
) Taxa de mortalidade das células T CD4" infectadas 0,35 dia™*
A Namero de virus produzido pela lise de células infectadas 3000 dia™*
c Taxa de mortalidade ou eliminagao de virus livre 3 dia™!
nrgr Eficacia da droga 0,6
np; Eficicia da droga 0,6

Tabela 2.1: Parametros e descrigao.
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Tang [8] propds um modelo dinamico suave por partes de virus HIV para investigar
as estratégias de Interrupgoes Programadas de Tratamento (STI), tendo como base o
trabalho apresentado por Ananworanich [11] que se propos a admitir as STI, a fim
de que os pacientes continuassem a terapia antirretroviral até que as contagens de
células T CD4* excedessem 350 células/ul, e entao interrompessem o tratamento até
que houvesse a reducao para 350 células/pl.

Com base nisso, supondo que haja um valor limiar de C'y abaixo do qual a terapia
antirretroviral sera acionada e acima do qual a terapia serd interrompida, o artigo [6]
utilizou a partir do artigo [10] a ideia de que os modelos de dinamica viral para os
estados de desativacao e ativacao de drogas podem ser escritos, respectivamente, como
(ignorando virus nao infecciosos):

dL — s —mT — kViT,
4L _ v, T — 6T, se T+T>Cr, (2.1)
Vi _ \m
GE = AT =V,
L= s—mT — (1 —ngpr) kViT,

% = (1 —nrr) KViT — 6T, se T+T<Cy. (2:2)

% == (1 - np]) T — C‘/[,
O primeiro passo usado pelos autores foi a analise da existéncia de pontos de equi-
librio e sua estabilidade local para ambos os sistemas acima. Para o sistema (2.1) e os

valores dados na Tabela 2.1, com nrr = np;r = 0,6, temos os pontos de equilibrio

Eo = (i,o,o) — (1500, 0,0)
m

(o s mc m N SA

PTARN S BN ke

chamado de ponto livre de doenca, Ey, e ponto endémico, E;, respectivamente.
A matriz jacobiana relacionada ao sistema 2.1 é

) = (145,83, 38,69, 38690,5),

-m—-kVr 0 —kT

0 A —c
Logo, temos que
= s co
J(E)={ 0 =5 5 JeJ(E)=| -m+t 5 ¢
0 X —c 0 A —c

Assim, considerando os valores dados na Tabela 2.1, obteve-se os autovalores \; =
—5,22, Ay = 1,87 e A3 = —0,01 para J (Ej), concluindo assim que o ponto de equilibrio
FEy é uma sela.

Ja para J (E)) obteve-se os autovalores A\; = —3,36 ¢ Ay 3 = —0,05 £ 0,16¢, ou seja,
temos que F4; é um atrator.

Na matriz J (E;) acima, obtida ao revisar o artigo, foi necessario efetuar uma

correcao no elemento da primeira linha e terceira coluna, em que o termo —< foi

)
substituido por —%.
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Analisemos agora a estabilidade do sistema (2.2). Notou-se primeiramente que o
ponto livre de doenca Ej visto anteriormente é também uma singularidade para esse
sistema, com a matriz jacobiana ¢ dada por

_ —m — (]_ — ’I’/RT)A’J‘/[ 0 —(1 — nRT)kT
J(T,T, Vi) = (1 — nrr)kVr —0 (1 — nrr)KT
0 (1 — np[))\ —C
Entao,
—m 0 —% (1 — T]RT)
J(E)=| 0 =0 (L= ngr)
0 A (1 — np[) —C

Assim, com os parametros fornecidos na Tabela 2.1, obteve-se os autovalores \; =
0,19, Ao = —3,54 ¢ A3 = —0,01. Desta forma, temos que Ey é um ponto do tipo sela.

J& a outra singularidade encontrada, que também foi chamada de ponto endémico,
serd denotada por E, e é dada por

E2 = <T27 TV27 %2)

em que

co
kA (—1 + 7]RT) (—1 + 77p1)

j‘:‘ . f _ mc
2765 A1+ e (1 +7p1))

med + ksA (=1 + nrr + npr — NrRTNPI)
ckd (=1 + ngrr)

Avaliando este ponto na matriz jacobiana obteve-se os autovalores \; = —3,35 e
A2z = —0,01 &£ 0,04:. Portanto, temos que o ponto endémico Ey para o sistema (2.2)
também é um ponto atrator.

Foi observado, ainda, a possibilidade de definir o campo vetorial suave por partes
associado as equagoes (2.1) e (2.2). Para isso, seguiu a teoria de Filippov vista nos

TQI

— 911,45,

= 16,81,

Vig = = 6726,19.

capitulos anteriores, considerando a funcao f(p) =T + T — Cy, com p = (T, T, Vj) e
Cr = 350 o valor limite das células T CD4T.

Assumindo os campos de vetores associados ao estado sem o uso de drogas e com
uso de drogas, respectivamente, como

X (T, T, V}) _ (s —mT — kV;T,kV,;T — 6T, \T — cv,) (2.3)

Y (T, T, V]> — (wy, wa, ws) (2.4)

em que os componentes sao wy = s —mT — (1 — nrr) EVIT,wy = (1 — nrr) KV, T — 6T
e wy = (1 —npr) \T — ¢V, o campo de vetores suave por partes associado as equagoes
(2.1) e (2.2) ¢ dado por

X(T.T.vi), se f(g) =0,

Z<T’T’V[>: Y(T,T,%), se f(q) <0.

(2.5)
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Note que a variedade de descontinuidade é S = {p eR?: f(p) = 0}. Além disso,
observamos que o tnico ponto de equilibrio real para o campo vetorial Z é o equilibrio
FEy do campo de vetores X.

Agora, analisaremos o contato dos campos vetoriais X e Y com a variedade S.
Como o gradiente da funcao f é dado por Vf(p) = (1,1,0), a primeira derivada de Lie
de f em relacao a X e Y, respectivamente, sao dadas por

X f(p) = (Vf(p), X) =5 —mT - T,
Yfp)=(Vf(p)Y)=s—ml —oT.

Entéo, X f(p)Y f(p) = (Vf(p), XNV f(p),Y) = (s —mT — §T)* > 0. Portanto, temos
o seguinte resultado:

Proposicdo 2.1. O campo vetorial suave por partes Z dado por (2.5) tem apenas
regioes de costura e singularidades tangenciais.

Desta forma, nao podemos definir o campo de Filippov em S associado ao campo Z.
Mas, como X f(p) =Y f(p), temos que os conjuntos de tangéncia de X e Y coincidem.
Assim, como visto anteriormente, podemos definir o campo deslizante tangencial sobre
eles, mas a construcao é apresentada mais adiante.

Foi analisada primeiramente a curva de tangéncias dos campos com S. Para isso,

note que a primeira derivada de Lie se anula nos pontos p = (T, T, VI> tal que

T.

Xfp)=Yf(p)=s—mT —6T=0=T = %

S
m

Assim, substituindo os parametros dados pela Tabela 2.1, temos que T = 1500 — 357
Portanto, os conjuntos de tangéncia dos campos vetoriais X e Y com a variedade

S = {(T, f, V1>: T = 350 — Tv} sao dados pela reta

L(V;) = {(T T, V]>: T =~ 316,176, T = 33,8235,V € R} .

A seguir analisamos o contato de segunda ordem de X, Y com S. A proxima proposi¢ao
garante a existéncia de um ponto cuspide no contato entre o campo vetorial X e S.

Proposigao 2.2. Eziste Vi, tal que X?f (316,176,33,82,V;,) = 0. As singularidades
tangenciais de X com S sao dobras invisiveis para Vi > Vi, e dobras visiveis para

Vi < V.

Demonstracao. A segunda derivada de Lie de X com S é dada por

X%f(p) = (X(p), VX f(p))
- <<3 —mT — kViT, kV,;T — 6T, AT — cv;> (—m, =5, 0)>

:—m(s—mT—mT)—5(mT—5f).

Considerando os valores dos parametros da Tabela 1, dada uma singularidade tangen-
cial p de X, tem-se que

e X2f(p) >0, para V; < 15600,8;
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o X2f(p) <0, para V7 > 15600,8;
e X%f(p) =0, para V; = V;, = 15600,8.
Além disso, em V; = Vi, = 15600,8, temos que
{Vip),VXfp),VX*f(p)} =

={(1,1,0), (—0,01,-0,35,0), (—0,01263, 0,1225, —0,000258) }

é linearmente independente e X3 f(p) = —14,10 # 0.
Portanto, as singularidades tangenciais de X com S sao dobras invisiveis para
Vi > Vj, e dobras visiveis para V; < Vj,. Para V; =V}, o contato é ctibico. O

Um comportamento semelhante ocorre nas singularidades tangenciais de Y.

Proposigao 2.3. Eziste Vi, tal que Y2f (316,176,33,82,V;,) = 0. As singularidades
tangenciais de Y com S sao dobras invisiveis para Vi < Vi, e dobras visivel para

Vi> V.

Demonstracao. A segunda derivada de Lie de Y com S é dada por

Y2 f(p) = (¥ (p) VY f(p) = m*T—m (s = KTV (1 = nar)) =6 (KTVi (1= nr) = T5)
Considerando os valores dos parametros da Tabela 2.1, dada uma singularidade tan-
gencial p de Y, tem-se que

e Y2f(p) > 0, para V7 < 39001,9;

e Y2f(p) <0, para V; > 39001,9;

e Y2f(p) =0, para V; = V;, = 39001,9.
Além disso, em V; = Vi, = 39001,9, temos que

{Vfp),VYf(p),VY?f(p)} =

={(1,1,0),(-0,01,-0,35,0), (—0,01263, 0,1225, —0,0001032) }

¢ linearmente independente e Y3 f(p) = 7,89 # 0.
Portanto, as singularidades tangenciais de Y com S sao dobras invisiveis para V; <
Vi, e dobras visiveis para V; > V;,. Para V; =V}, o contato é cubico. O

As proposicoes descritas acima garantem a existéncia de singularidades cuspide-
dobra no contato entre campos vetoriais X, Y e a variedade S. Esse fato é resumido
no proximo resultado.

Corolario 2.1. O campo vetorial descontinuo Z dado por (2.5) tem duas singularidades
cuspide-dobra.

Demonstracao. Através das proposi¢oes 2.2 e 2.3, em [6] tem-se que a singularidade
tangencial py = (316,176,33,82,V},) possui contato quadratico com o campo veto-
rial Y e contato cibico com X. Da mesma forma, a singularidade tangencial p; =
(316,176, 33,82, V7, ) tem contato quadratico com o campo vetorial X e contato ciibico
com Y. ]
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Para finalizar o estudo da dinamica do campo Z, foi calculado o campo vetorial
deslizante tangencial. Para isso considere v = (0,0, 1) como sendo um vetor tangente a
curva de singularidades tangenciais L(V7). Assim o vetor normal a L(V7) em S é dado
por

W) =vAVf=(0,0,1)A(1,1,0) = (-1,1,0).

Desta forma, temos que

XW:X(T,T,%) W = —s+mT +2kTV; — 6T

YWzY(T,f,%) W = —s+mT + 2kTVy(1 — ) — 6T

Portanto, o campo vetorial deslizante tangencial Z7 ¢ dado pela expressao

7' (1.7,v;) = <ﬂ) X (T.T.vi) - (ﬂ) v (T.7.v) =

YW - XW YW - XW
_ (s—mg—(ST,S—mg—(ST’Z:‘T (T7i%>>

em que

AT ((s —mT + 5:?))

Zr <T T ) _ W
3 y Ly ‘/I QkTV} C‘/]
Quando avaliado nas singularidades tangenciais, obtém-se
1,583 x 10°
Z" (V) = 2" (316,17,33,82,V;) = (o,o, 3V, + TX) .
I

Temos que o campo vetorial deslizante tangencial nas singularidades tangenciais
tem seu movimento apenas na direcao V7. Além disso, é bem definido para valores
positivos de V; e o tnico ponto de equilibrio ocorre em Vg = 22971,1 (Figura 2.1).

Uma vez que a derivada de Z7 (V7) no equilibrio V75 ¢ negativa a singularidade se
comporta como um atrator para o campo vetorial deslizante tangencial Z7 (ver Figura
2.2).

Com isso, o sistema descontinuo Z apresenta um equilibrio atrator na variedade de
descontinuidade. Isso significa que o nimero de células saudéveis pode se estabilizar
no nivel desejado. Além disso, é importante a compreensao das trajetorias do campo
vetorial (2.5) na vizinhanga do ponto singular do campo de vetores deslizante tangencial
Z" pois é possivel a existéncia de ciclos limites ou mesmo comportamentos cadticos,
mas nao abordamos este assunto no texto.

Um ciclo limite atrator representaria uma estabilizacao com valores periddicos, por
exemplo, as células infectadas ficariam oscilando dentro de uma faixa segura, o que
indicaria um controle da doenca. Ji em um comportamento cadtico pequenos erros de
medicoes poderiam levar a conclusdes que podem estar muito longe da realidade, pois
trajetorias com condigoes iniciais muito proximas, podem ficar muito distantes com o
passar do tempo.
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Figura 2.1: Grafico de Z1 (V).

2.3 Outra abordagem através da teoria de Fillipov
mudando a estratégia de controle

Nesta segao vamos apresentar os resultados obtidos no artigo [6], que mostraram os
efeitos do tratamento por meio de uma analise da evolucao da populacao de células T
CD4™ nao infectadas, em que se inicia a terapia antirretroviral para T' < Cr e suspende
a terapia para T > Cr.

Desta forma, considere o sistema

X<T7j:7‘/[>a SGTZCT,

- (2.6)
Y (T,T,vz) . seT < Cp,

7 (T, T, VI> _

em que o campo vetorial X dado pela equagao (2.3) é o estado sem droga e Y] é o
campo vetorial Y dado pela equagdo (2.4) considerando apenas o tratamento com a
enzima transcriptase reversa (RT), ou seja, np; = 0. Portanto,

Y, (T, T, VI> - <s T — (1 = ngr) kViT, (1 — nge) KViT — 6T, AT — cvl) .

Além disso, note que a nova variedade de descontinuidade é caracterizado por S; =
h=1(0), com h (T, T, VI) =T — Cr.

Neste caso, o ponto de equilibrio endémico E5 do campo vetorial Y; é dado por
Ey = (364,58, 32,44, 32440,5) e ainda é um equilibrio virtual para o campo vetorial Z;.
O tnico ponto de equilibrio real para Z; é o equilibrio Fy do campo vetorial X, que é
do tipo sela.

Na sequéncia, a andlise apresentada é a respeito do contato entre os campos vetoriais
X e Y] com a variedade Sj.
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Figura 2.2: Dinamica do campo vetorial Z préoximo a singularidades tangenciais.

Proposigao 2.4. As singularidades tangenciais de X com Sy sao dadas pela reta
Ly ={(T.T.Vi): T = Cr, V; = 136905, T € R}.
Demonstracao. De fato, a primeira derivada de Lie é dada por
Xh(p) = (Vh(p),X) =s—mT — kV/T.

Dado um ponto p € 51, e usando os valores dados pela Tabela 2.1, temos que o grafico

—mT
de Xh(p) é dado pela Figura 2.3. Portanto, Xh(p) = 0, quando V; = s m
o ponto p € S; é uma singularidade tangencial de X, se V; = 13690,5.

. Assim,

Proposigao 2.5. As singularidades tangenciais da Proposi¢ao 2.4 sao dobras visiveis
para T < Ty e dobras invisiveis para T > Ty. Para T =Ty o contato € cibico.

Demonstracao. A segunda derivada de Lie de X com S; é dada por

X?nh(p) = (X (p), VXh(p))
= {(5 = mT — VT, KV, T = 6T AT = V3 ), (= — KV;, 0, ~KT))

— (m+ kV7) (=5 + T (m+ kV)) + kT (eV; = TA)

Considerando os valores dos parametros da Tabela 2.1, dada uma singularidade tan-
gencial p de X com 57, temos que

o X2h(p) >0, para T < Ty;
o X2h(p) <0, para T > Tp;

e X2h(p) =0, para T = T, = 13,69.
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Figura 2.3: Grafico de Xh(p) para p € 5.

Além disso, em T = To = 13,69, temos que
{Vh(p), VXh(p), VX*h(p)} =

= {(1,0,0), (—0,0428, 0, —0,00084), (—0,0126, 0,1225, —0,000258)}

é linearmente independente e X3h(p) = —16,90 # 0.
Portanto, as singularidades tangenciais sao dobras visiveis para T" < Ty e dobras
invisiveis para 1" > Ty. Para T = T}, o contato é cibico. ]

Da mesma forma, temos que analisar o contato entre Y; e .S;.

Proposicao 2.6. As singularidades tangenciais de Y1 com Sy sao dadas pela reta
Ly — {<T T, VI>: T=Cp, V; =342262, T ¢ R} .
Demonstracao. De fato, a primeira derivada de Lie é dada por
Yih(p) = (Vh(p),Y1) = s —=mT — kViT (1 — ngr).

Dado um ponto p € Sy, usando os valores dados pela Tabela 2.1, temos que o gréfico
de Y1h(p) é dado pela Figura 2.4. Portanto, um ponto p € S; é uma singularidade
tangencial de X se V; = 34226,2. ]

Proposicao 2.7. As singularidades tangenciais da Proposi¢io 2.6 sao dobras visiveis
para T > T e dobras invisiveis para T <Ty. Para T =T o contato € cibico.
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Figura 2.4: Gréafico de Y1h(p) para p € 5.

Demonstracao. A segunda derivada de Lie de Y; com S; é dada por

Yih(p) = (Yi(p), VY1h(p)) =

=(=s+T(m+ KVi (1 =ngr))) (m+kVi (1 —ngr)) + kT (1 — ngr) (CVI - T)\) :

Considerando os valores dos parametros da Tabela 2.1, dada uma singularidade tan-
gencial p € Ly, C 57 de Y7, temos que

o Y2h(p) >0, para T < Tt;
o Y2h(p) <0, para T > Tt;
o Y2h(p) =0, para T = T} = 34,2262.
Além disso, em T="T = 34,2262, temos que
{Vh(p), VY h(p), VY?h(p)} =

={(1,0,0), (—0,04286, 0, —0,000336), (0,0018, —1,008, 0,00102) }

¢ linearmente independente e Y3h(p) = 0,48283 # 0.
Portanto, as singularidades tangenciais sao dobras visiveis para T" > T} e dobras
invisiveis para T' < T). Para T' = T}, o contato é cibico. O

A dindmica do campo vetorial Z; proximo as retas de singularidades tangenciais é
ilustrada na Figura 2.5.

Agora, note que os conjunto de tangenciais de X e Y; nao coincidem. Além disso,
as retas L1 e Lo sao paralelas. Assim, dado p € S, temos que

Xh(p)Yh(p) = (s = Cr (m + kVp)) (=Crm + Cr(n — 1)V + 5) .



Outra abordagem mudando a estratégia de controle 53

Com isso, desenvolvendo a expressao acima, obtém-se uma equacao quadratica com

coeficiente de V7 o nimero positivo C2k* (1 — nrr). Logo, é uma pardbola concava

para cima de forma que é negativa entre seus zeros, ou seja, ¢ negativa para
s — mCr s —mCr

<V <

. 2.7
kCT (1 — 77RT) kCT ( )

Estes valores de V; configuram uma regiao de deslizamento na variedade de desconti-
nuidade Sy, onde é definido o campo de Filippov.

AT
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Figura 2.5: Dinamica do campo vetorial Z; proximo as retas de singularidades tangen-
ciais.

Proposigao 2.8. O campo de Filippov ZE associado ao campo suave por partes 7,
dado por (2.6) é dado por

ZE (T, VI) = (s —mCr — T8, —cV; + TA) : (2.8)

Além disso, ZT tem uma tnica singularidade, que € atratora.

Demonstra¢ao. A expressao dada em (2.8) é um calculo direto da equagao do campo de
Filippov. Além disso, as coordenadas de Z¥ sao simultaneamente zero apenas quando
~ s—mCrp A(s —mCr)

I'=— ¢ Vi= o

A matriz jacobiana de ZI" dada por

-0 0

Fy _

iz =35

Portanto, os autovalores associados ao tinico ponto de equilibrio sao ambos negativos.

Assim, o ponto de equilibrio esta atraindo as trajetorias de Z{. Além disso, note

também que o ponto é uma S-singularidade elementar, pois é um equilibrio hiperbdlico.
m

. (2.9)
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Ao avaliar os parametros dados na Tabela 2.1, as coordenadas do ponto de equilibrio
do campo de Filippov sao (32,8571, 32857,1). A Figura 2.6 ilustra o equilibrio e o campo
de Filippov na dinamica de 7.

~

b/

I

AMWalalialal N

oy
b
[N}

T

Figura 2.6: Dinamica do campo Z; e campo de Filippov ZF".

2.4 Consideracoes finais

Com base em toda anélise feita no artigo, os autores concluiram através do estudo
dos dois modelos suaves, (2.1) e (2.2), que o estado estacionario livre de doenga é uma
sela e 0 endémico é um atrator. Apos, uniram esses dois modelos obtendo um campo
de vetores suave por partes que descreve o tratamento intermitente do HIV.

Ao estudar o campo descontinuo Z, a conclusao foi a de que as curvas tangenciais
Sx e Sy sao iguais, podendo assim definir o campo vetorial deslizante tangencial. Um
resultado importante é o fato de que este campo possui um equilibrio atrator.

No que diz respeito ao campo Z; foi possivel encontrar um equilibrio atrator na
regiao de deslizamento da variedade de descontinuidade, ou seja, o nimero de células
T e Vi pode estabilizar em um nivel seguro, significando que o tratamento possa ser
viavel.



3 Modelo matematico para
quimioimunoterapia

Abordaremos neste capitulo mais uma aplicacdo da Teoria de Sistemas Dinamicos
Suaves por Partes, desta vez para realizar o estudo de um tratamento combinado entre
imunoterapia e quimioterapia, conhecido como quimioimunoterapia, para a Leucemia
Linfocitica Cronica (LLC). A imunoterapia consiste numa modalidade terapéutica em
que o proprio sistema imunologico do organismo combate de células cancerosas. Em
contrapartida, a quimioterapia utiliza medicamentos antineoplasicos. Assim, estuda-
mos o comportamento dindmico de um modelo descontinuo, a fim de encontrar uma
melhor estratégia de tratamento.

3.1 Introducao

O cancer é um termo que engloba mais de cem doengas malignas [12], podendo
ser classificado como “solido” (massa tumoral) ou “liquido” (canceres hematopoiéticos
e linfoides), onde o liquido consegue realizar circulagoes por todo organismo. A vista
disso, a leucemia, originaria na medula 6ssea, faz parte do tipo liquido, ou seja, é uma
doenca hematologica maligna dos globulos brancos [13].

Dentre os diversos tipos de leucemia, esta a linfocitica cronica, considerada a mais
comum do mundo ocidental [14]. Nela, os linfocitos B, originados na medula ossea, sao
frequentemente ativados e atingidos por mutacoes. Embora a replicacao seja grande,
eles sao deficientes e nao conseguem combater as infeccoes.

O progresso da doenca, ainda, acarreta em anemia, trombocitopenia, neutropenia e
baixa produgao de imunoglobulina, gerando muitas complicacoes infecciosas [14]. Em
alguns pacientes a doenca progride muito rapidamente, levando a 6bito, e em outros
tal progressao é bem mais lenta.

No que diz respeito ao tratamento, esta a quimioimunoterapia, objeto deste estudo,
além de outras técnicas conhecidas, como radioterapia e terapia direcionada.

A quimioimunoterapia tornou-se alvo de diversos estudos em oncologia matematica,
justamente pelo fato de ser vista por muitos como necessaria para que tratamentos se-
jam bem-sucedidos, inclusive os de leucemia linfocitica cronica [15]. A pratica consiste
na combinagao de quimioterapia com imunoterapia.

A quimioterapia é um procedimento por meio da administracao de medicamentos
antineoplésicos, administrados via veias, artérias e musculos, afetando o funcionamento
das células em qualquer regiao do corpo, mas nao destruindo apenas as cancerosas. O
tratamento pode ter como proposito curar a doenga, eliminando-a por completo, ou
realizar o controle, nos casos em que nao hé possibilidade de remocao total, apenas

%)
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diminuindo o nimero de células malignas [16].

J& a imunoterapia, grande inovacao na cura do cancer, utiliza o préprio sistema
imunologico como mecanismo no combate de células cancerosas. Uma das estratégias
desta técnica é através de transferéncia adotiva de linfocitos T, em que as células do
paciente sao retiradas e trabalhadas em laboratério para atacar o cancer ao ser reinse-
rida na pessoa, podendo ser autologa, onde hé coleta de células do sistema imunolégico
do proprio paciente, ou alogénica, realizada por meio de doador, parente ou nao do
enfermo [17].

Deste modo, o capitulo visa revisar o trabalho elaborado em [18] que utilizou a
teoria de campos de vetores suaves por partes (CVSPs) para estudar o comportamento
de um tratamento quimioimunoterapico. Com isso, assim como no capitulo anterior,
realizamos o estudo entre o contato de campos de vetores com um conjunto de descon-
tinuidade S.

3.2 O Modelo

O modelo matematico proposto, cuja descri¢ao encontra-se em [19], é baseado em
protocolos quimioimunoterapéuticos, utilizados no tratamento da leucemia linfocitica
cronica. Temos como variaveis dependentes do tempo as células cancerosas N = N(t),
as células imunes I = I(t) e o agente quimioterapico ) = Q(t). Entao, o modelo dado
por [19, 20

dN __ N NQ
W=rN(1-7F)—aNI-52%,

22— q(t) - \Q.

Definimos N(0) > 0,7(0) > 0 e Q(0) = 0, para completar o problema do valor
inicial.

Sao nao negativos todos os parametros usados no modelo: r, a taxa de crescimento
intrinseco das células cancerosas; k > 0, a capacidade de suporte das células cancerosas;
c1 e co, os coeficientes de interacao entre as células cancerosas e imunes, afetando
respectivamente as populagoes de células cancerosas e imunes; v, o numero de células
cancerosas pelas quais a resposta do sistema imunoldgico é a metade do seu maximo; a
e b, a quantidade de droga para a qual tais efeitos s@o a metade de seu maximo em cada
populacao de células; sg, o influxo natural de células imunes ao local de interagao; d, a
taxa de mortalidade natural das células do sistema imunologico; p, a taxa de producao
de células imunes estimuladas pelo tumor; p e §, as taxas de mortalidade devido & ac¢ao
do quimioterapico no cancer e no sistema imunoldgico, respectivamente; e A, a taxa de
esmaecimento de um determinado farmaco quimioterapico de ciclo inespecifico dado
por

;ln2

_E’

A (3.2)
em que t;/o ¢ a meia-vida de eliminagao da droga [21]. Ademais, temos como repre-
sentativos da imunoterapia e quimioterapia, as funcoes dependentes do tempo s e g,
respectivamente, consideradas termos fonte. Elas sao constantes para um panorama
mais simples.
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3.2.1 Ativar/desativar quimioimunoterapia por meio de cam-
pos vetoriais suaves por partes

O sistema (3.1) é examinado no momento em que a quimioterapia e/ou imunoterapia
comeca ou para, dependendo de um valor limite previamente estabelecido de N, I ou @,
a partir da teoria de campos de vetores suaves por partes (dada no Capitulo 1). Para
isso, as fungdes s(t) e q(t) sdo consideradas descontinuas. Também, a descontinuidade
ocorre quando uma fungdo de controle f(N, I, Q) é igual a zero, da seguinte forma:

e FIN.LQ) 20, [ g FIN.LQ) 20,
5@‘{ 0, F(N.IQ)<o0. eq“)‘{ 0, fvN.1.Q <o B3

Como consequéncia, obtém-se:

_ X(N7[7Q)? Sef(N>IaQ)§Oa
Z(N,1,Q) _{ Y(N,1,Q), se f(N,1,Q) >0, (3-4)
em que
X(N7[7Q) = (Xl(N7[7Q)7X2(N7[7Q)?X?)(Na[uQ))7 (35)
sendo
Xi(N,1,Q) =N (1 — %) — /NI — %
Xo(N,1,0) :so—dl—k%—cﬂ\ﬁ—%,
XS(N7[7Q) = _)\Qa
e
Y(N,I,Q) = (Yi(N,I1,Q),Y2(N,I1,Q),Y5(N,1,Q)), (3.6)
com N UNO
Yi(N,1,Q) = rN (1 _ E) —aNI= 8,
YQ(N,],Q):sm+so—dl+%—02]\71—%,

Y3(N, I,Q) = goo — AQ.

Além disso, por meio de uma estratégia de controle é definida uma regiao multiva-
lorada sobre uma variedade de descontinuidade. Observe que a primeira coordenada
dos campos vetoriais X e Y s@o iguais. A segunda (resp. terceira) pode ser igual se
considerarmos o caso s, = 0 (resp. ¢o, = 0), sendo entdo s (resp. ¢) é continua.

3.3 Resultados e discussao
A seguir veremos que o octante positivo O = {(N,I,Q) e R> N > 0,1 > 0,Q > 0}

¢ invariante sob o modelo, vamos encontrar e estudar as singularidades dos campos X
e Y e abordar uma estratégia de tratamento com base nas células cancerosas.
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3.3.1 Invariancia do octante positivo sob o modelo

Conforme o artigo |19], é possivel verificar que o octante positivo é invariante,
ou seja, podemos restringir nossa analise a esta regiao. Mas, vale ressaltar que o
comportamento fora do octante pode ter efeito sobre ele. Um exemplo é a existéncia
de um ponto de equilibrio assintoticamente estavel em seu exterior, atraindo trajetorias
de seu interior.

Sabemos que os valores das variaveis N = N(t),I = I(t) e Q = Q(t) s6 fazem
sentido quando nao sao negativos, porém admite-se valores negativos a eles. Assim,
consideramos o octante positivo OF = {(N,I,Q) e R: N > 0,1 > 0,Q > 0} no domi-
nio N x I x Q). Portanto, nosso objetivo é entender o comportamento do modelo (3.1)
na fronteira de O.

Inicialmente, vamos analisar o plano NQ = {(N,I,Q) € R*: I = 0}. Quando I =0
segue que dI/dt = s(-) + so > 0, pois sy é positivo e s(-) > 0. Portanto, I é uma
funcao crescente para as condicoes iniciais no plano N(@. Vamos também considerar
o plano IQ = {(N,I,Q) € R N = 0}. Neste caso, dN/dt = 0 e qualquer condigao
inicial permanece no plano IQ), ou seja, I() é um plano invariante. Finalmente, o plano
NI = {(N,1,Q) e R* Q =0}. Quando Q = 0, dQ/dt = q(-) > 0. Se ¢(t) > 0 Vi,
entao () é uma funcdo crescente e se ¢(t) = 0 entdo NI é um plano invariante.

O resumo da dinamica nos planos mencionados acima é apresentado na Figura 3.1,
com ou sem quimioterapia e respectivas trajetorias.

AQ AQ
Invariante Invariante

%dz’&% %c%&%
o o

~ ~
~—> —=

TT T I Invariante >
Crescente C_/
N N

Figura 3.1: Trajetorias sobre os planos NQ, Q) e NI respectivamente com ou sem
quimioterapia.

Devemos também estudar o comportamento do sistema (3.1) nos eixos. Considere o
eixo I = {(N,I,Q) € R%: N =0,Q = 0} sobre o qual dI/dt = s,,+so—dI. Assumindo
que $(t) = Soo, quando I = (s + 59) /d = Iy temos que dI/dt = 0, assim I é uma
funcao constante para esses valores. Por outro lado, a coordenada I estd aumentando
para 0 < I < I e diminuindo para I > Iy. Além disso, como ¢(t) = 0 observamos
que o eixo [ é invariante. J4, no eixo N = {(N,I,Q) € R*: I =0,Q = 0}, segue que
dN/dt = rN(1 — N/k), ou seja, N é uma funcao crescente quando 0 < N < k e
decrescente para N > k. Por ultimo, considerando ¢(t) = g Vt,dQ/dt = q(t) — A\Q
concluimos que @ estd aumentando se 0 < Q) < ¢oo/A € diminuindo se Q > goo/A.
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Vamos analisar agora os campos vetoriais X e Y dados pelas equagdes (3.5) e
(3.6), respectivamente. Primeiramente, consideremos o campo vetorial X. Temos
que X3(N,I,Q) = 0 apenas quando ¢ = 0. Entao, o equilibrio de X esta no plano
invariante NI. Supondo que ) = 0, obtemos que X;(N,I,Q) = 0, quando N = 0
ou N = (—c1kI + kr) /r. Portanto, quando N = @ = 0 temos que X, = 0, quando
I = s¢/d. Logo, (N,I,Q) = (0,50/d,0) é um ponto de equilibrio de X. Considerando
a matriz jacobiana do campo vetorial X, temos que h& pelo menos dois autovalores
negativos, dados por —d e —\. Assim, o equilibrio (0, sg/d,0) pode ser um atrator das
trajetorias de X em funcao dos valores dos parametros, mais especificamente quando
r < ¢150/d. Ja o segundo caso de N pode resultar no maximo trés equilibrios reais
também dependendo dos valores dos parametros.

Ja para o campo vetorial Y, temos que Y3(N, I, Q) = 0 apenas quando @) = g/ .
Entao, o equilibrio de Y esta no plano invariante @ = {(N,I,Q) € R%: Q = q.o/\}.
Assim, Y] restrito a @ = ¢/ é nulo quando N = 0 ou

—C1klqoo + kQoor — acrkIN + akr A — kqoopt

N —
r (g0 + ad)
Logo, Y5 (0,1, gs/A) = 0 resulta em

(s 4 $0) (¢oo + bA)
g + Gud + bdX

I =

e, portanto, (O, I, qoo/)\) ¢ um ponto de equilibrio de Y. A anélise da matriz jacobiana

mostra que este equilibrio tem pelo menos dois autovalores negativos para todos os
valores positivos dos parametros. O segundo caso de N pode resultar no maximo trés
equilibrios reais, também dependendo dos valores dos parametros.

As analises a seguir sao realizadas usando os valores dos parametros resumidos na
Tabela 3.1.

Parametros Valores Unidade Referéncia
r 102 dia ! 22]
k 10" célula [23]
¢ 5x 1071 célula=! dia™! -
o 1 %1071 célula=! dia=t -
50 3 x 10° célula dia=! -

d 1073 dia=! -

0 10-12 dia~! ;

y 102 célula -

U 8 dia~! -

) 10% dia=! -

a 2x 10> mg -

b 5% 105  mg ;

A 4,16 dia~! 124]

Tabela 3.1: Parametros do modelo.

Agora analisamos o sistema que estd relacionado ao campo vetorial X dado pela
equagao (3.5):



60 Modelo matematico para quimioimunoterapia

N —yN(1-2) - NT - £I18

dt a+Q’

i — 5o —dl + 25 — NI — 319, (3.7)
aQ _

Q- Q.

Garantimos a existéncia de trés equilibrios no octante O:

p1 = (0,3 x108,0);
p2 = (5,07654 x 10%,1,98985 x 108,0);
p3 = (9,84923 x 10!, 3,01531 x 105,0).
Analisando a matriz jacobiana do sistema (3.7), podemos concluir que os equilibrios

p1 e p3 sao atratores para as trajetorias de X, enquanto o equilibrio ps tem um autovalor
positivo e dois negativos, ou seja, py é do tipo sela (veja a Figura 3.2).
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Figura 3.2: Comportamento do campo de vetores dado em (3.7) em uma vizinhanca
do ponto de equilibrio p; sobre o plano invariante NI.

Agora analisaremos o sistema que esté relacionado ao campo vetorial Y dado pela
equagao (3.6) com Soo = 0 e goo = 300:

W=y N(1-5) - NT — 20

at+Q’
NI [
@ =so—dl + 25 — NI — 113, (3.8)
% = (oo — /\Q

Ele tem um equilibrio tnico p; = (0,2,0657 x 10%,72,1154) no octante OF. A
analise da matriz jacobiana do sistema (3.8) mostra que p; é um atrator (veja a Figura
3.3).
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Figura 3.3: Comportamento do campo de vetores dado em (3.8) sobre o plano invariante

Q.

O caso com imunoterapia constante diferente de zero s, é semelhante, mas com
um equilibrio alterado.

3.3.2 Uma mudancga na estratégia de controle de acordo com o
nimero de células cancerosas

Continuando o estudo desenvolvido em [18], analisaremos primeiramente o seguinte

campo de vetores suave por partes:

_J X(N,1,Q), se N <N,

Z(N,1,Q) = { Y(N,I,Q), se N > Ny, (3.9)
em que Ny é um valor de células cancerosas que determina se a quimioterapia ou
imunoterapia é iniciada, ou seja, a variedade de descontinuidade é dada por S =
F7H0) = {(N,I,Q) € R® N = Ny}, com f(N,I,Q) =N — Ny (veja a Figura 3.4).

Com isso, partimos para uma andlise do contato entre os campos vetoriais X e Y
com S. Supomos que Ny > 0 seja menor que a capacidade de suporte k das células
cancerosas, 0 que ¢ biologicamente razoavel.

Proposicao 3.1. O sistema (3.9) possui apenas regices de costura e singularidades

tangenciais.
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AQ

~Y

No

N

Figura 3.4: Variedade de descontinuidade restrita ao octante O,

Demonstracao. Temos que

dN
dt -
Assim, garantimos que (X f(N,1,Q))(Y f(N,I,Q)) = (dN/dt)* > 0, ou seja, o sistema

(3.9) possui apenas regioes de costura e uma curva de singularidades tangenciais em
S. O

XN, 1,Q) =Y (N, 1,Q) =

Proposicao 3.2. As singularidades tangenciais de X e Y com S = {N = Ny} sao

dadas pela curva
—aci kI + akr — aNyr

1) = +,
Q) clk:f—k:r—FNor—l-k:,uCSHO
Demonstra¢ao. Como X f(N,1I,Q) restrito a N = Ny tem a forma
N()’f’ Q/L
X f(No, I = Ng | —cil - — =
f( 05 7@) O(Cl +r 2 CL+Q)’

pelo Teorema da Fung¢ao Implicita (TFI), através de X f (No, I, Q) = 0 é possivel obter

—ac1kl + akr — aNyr
ikl — kr + Nor + ku

Q=Q) =

Deste modo, obtemos uma curva v = {(N,I,Q) € R3: N = Nyp,Q = Q(I)} em SNOT

que intercepta o plano N no ponto <N0,O, % e o plano NI no ponto
<N0, (k;f\]io)r, O). Por fim, como Y f(N,1,Q) = X f(N,1,Q), finalizamos a demonstra-
cao. O

Observamos que os pontos da curva 1) podem ser dobras visiveis ou invisiveis para

X ou Y dependendo do sinal de X2 f (N, I,Q) e Y2f (Ny, I, Q) (ver Figura 3.5).
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AQ

~Y

N

Figura 3.5: A curva v no octante O%.

Entender o contato do campo vetorial Y com o plano N = {(N,,Q) € R* N =k}
¢ importante, pois podemos verificar a eficiéncia do tratamento. Sendo k a capacidade
de suporte das células cancerosas. A derivada dN/dt restrita a N = k é igual a
—c1kl — (kQu)/(a+ Q). O campo de vetores Y é entdo tangente ao plano N, quando
—c1kl — (kQu)/(a + @) = 0, com a curva de singularidades tangenciais de Y em Ny
dada por v(I) = — (aciI) / (1] + ). A curva v passa pelo ponto (0,0) e sua derivada
é negativa para [ > 0. De fato,

dv(I)  acil acy
dl (er +/L)2 ol +

de modo que, para I > 0,

dv(I) — al

< <1
dal cl +

Como p > 0, garantimos que todas as trajetorias de Y no octante O estao apon-
tando para a mesma direcdo em Nj. Como dN/dt é negativo para valores da forma
(k,1,0), com I > 0, podemos concluir que as oOrbitas de Y estdo entrando em Ny,
seguindo de N > N para N < N,. Portanto, o tratamento pode diminuir o nimero
de células cancerosas (ver Figura 3.6).

3.3.3 Analise do sistema (3.9) sem imunoterapia

Estudos mostram que o ntimero de células cancerosas N = 10'° pode ser detectado
através de técnicas médicas padrao [23]. Logo, consideramos o sistema Z dado por
(3.9) com Ny = 10'°, que define a variedade de descontinuidade S = {N = 10!}, em
que os campos vetoriais X e Y sdo dados pelas equagoes (3.5) e (3.6) com s, = 0 e
G = 300. Nesta analise é utilizado os valores dos parametros dados na Tabela 3.1.

Conforme apontado na subsecao 3.3.1, o campo vetorial X tem trés equilibrios no
octante OT. Apenas o equilibrio atrator p; e o ponto de sela p, ocorrem na regiao
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1¢

N

Figura 3.6: A curva v no plano Ny.

O N {N <10'°}, onde X ¢é definido, enquanto p3 é um equilibrio virtual para Z.
Além disso, o equilibrio atrator p; do campo vetorial Y também é um equilibrio virtual
para /.

Lema 3.1. As singularidades tangenciais de X eY com S sao dadas pela curva

2000(—198000000 + 1)

SNOT.
159802000000 + 1 =

Qo(l) =

Demonstragdo. A prova segue da Proposigao 3.2 usando f(N,1,Q) = N —101°. O

A curva Q intersecta o plano NQ no ponto (101°,0,2,4780) e o plano NI no ponto
(101°,1,98 x 108, 0).

Proposicao 3.3. As singularidades tangenciais do Lema 3.1 sao singulares, isto é,
pontos de dobra invisiveis para X eY .

Demonstragdo. Precisamos mostrar que X2f(p) > 0 e Y2f(p) < 0 para toda singula-
ridade tangencial p = (10, I, Qq(I)) € SN OF. Temos que

0X1(p) 0Xi(p) (9X1(p)>
ON = oI = 0Q

X2f(p) = (X(0), VX () = (X,(0). Xolp), Xs(p)) - (

~ 6,57 x 101 — 3,31 x 107 —6,151% — 1,30 x 107113
N 1,60 x 101 417 '
A funcao acima é continua e nao tem raizes no intervalo entre zero e 1,98 x 108,

Como ¢é positiva para I = 0 e nao muda seu sinal neste intervalo, concluimos que
X?f(p) & positivo para I € [0,1,98 x 10%] (veja a Figura 3.7). Além disso,

am@ﬁtﬁﬂw)ﬁyﬂm)::
ON 7 oI = 0Q

Y2/(p) = (Y (1), VY f()) = (Yi(p), Ya(p), Ya(p) - (
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_ —1,85x 10?' — 3,67 x 10"*] — 6,381% — 1,35 x 107113
N 1,59866 x 1011 + 17 ‘

Portanto, como Y?2f(p) nao tem raizes no intervalo [0,1,98 x 10%] e é negativa para
I =0, concluimos que Y2 f(p) é negativo para I € [0,1,98 x 10%] (ver Figura 3.8). [

4.x 108

3. % ]08,

2.%x 108

1.x 108

1.x 108 2.x 18 3.x 108

-1.x 108

-2.x 108

Figura 3.7: Grafico da funcao X?f.

As singularidades tangenciais de X e Y sao idénticas, entao calculamos o campo
vetorial deslizante tangencial. Para isso, tome v = (0,1, Q4(I)) como vetor tangente a
curva de singularidades tangenciais.

Portanto, o vetor normal a Qg em [ ¢ dado por

W({I)=vAVf
= W(I) =(0,1,Q4(1)) A (1,0,0) = (0,Q(1), -1).
Desta forma, temos que
XW =X (10", 1,Q0(1)) - (0,Q4(1), —1)
= Qo(1)X2 (10", 1,Q0(1)) — X35 (10, 1,Qo(1)) -
Similarmente,
YW = Qu(I)Yz (10", 1,Qo(I)) — Y3 (10, 1,Qu(1)) -

Assim, o campo vetorial deslizante tangencial Z7 na curva de singularidades tangenciais
é dado pela expressao

ZT(I) = (%) X (1010’], QO(I)) — (%) Y (10107]’ Qo(f))
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Figura 3.8: Grafico da funcao Y?2f.

= (0, X5 (10", 1,Qo(I)) , Q4(1) X2 (10", 1,Qo(1))) -

Como Q) nao se anula, os pontos singulares do campo vetorial deslizante Z7 sdo
os zeros de X5 (109 1, Qy(I)). Entao, para I € (0,1,98 x 10®) a tnica singularidade
de ZT ocorre para I* = 5,3396 x 107. A segunda coordenada de Z7 é positiva para
I € (0,1*) e negativa para I € (I*,1,98 x 10®). Portanto, a singularidade se comporta
como um atrator para o campo vetorial deslizante tangencial Z7 (veja a Figura 3.9).

3.3.4 Analise do sistema (3.9) sem imunoterapia, com uma mu-
danga no estratégia de tratamento

Nesta secao alteramos a variedade de descontinuidade do sistema estudado acima,
mostrando a existéncia de uma singularidade cispide-dobra.

Vale observar que, pelo fato de as curvas tangenciais de X e Y coincidirem, este
cenério nao genérico nao foi estudado até o momento. De fato, nos artigos [25, 26, 27|
as curvas tangenciais de X e Y s@o transversais na singularidade ctspide (também,
bifurcagoes sao consideradas).

Considere o sistema Z dado por (3.9) com g(N, I, Q) = N—10°. Consequentemente,
Sy =g 10)={(N,I,Q) € R* N = 10°}. Temos o seguinte sistema:

X(N,I,Q), se N <107

Z(N.1,Q) = { Y(N,I1,Q), se N >10° (3.10)

em que X e Y sao dados pelas equagoes (3.5) e (3.6), respectivamente, com S, = 0 e
(oo = 300.

Aqui, o ponto de sela p, também é um equilibrio virtual para Z;, interferindo no
contato entre o campo de vetores X e S, gerando uma singularidade cuspide-dobra.
Além disso, temos que p; é o tnico equilibrio real para Z;.
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Figura 3.9: O campo vetorial deslizante tangencial Z7.

Lema 3.2. As singularidades tangenciais de X eY com Si sao dadas pela curva

B 2000(—199800000 + 1)

SNOT.
159800200000 + 1 ©

Ql([) =

Demonstragao. A prova segue da Proposi¢ao 3.2 usando g(N,I,Q) = N — 10°. m

Notamos que a curva @ intersecta o plano N@Q no ponto (10°,0,2,5006) e o plano
NT no ponto (10?,1,998 x 108,0).

Proposicao 3.4. As singularidades tangenciais do Lema 3.2 sao pontos de dobra in-
visivels para o campo vetorial Y .

Demonstracao. Para provar este resultado, basta observar que o contato entre Y e S
nas singularidades tangenciais p = (10°, 1, Q1(I)) é dado por

Ygl) = (V) VY glp)) = (i), Yalp) V) - ( T, ) O

ON * 09I = 0Q
_ —1,85 x 102 — 3,67 x 10'°T — 0,641% — 1,35 x 10712]?
N 1,59864 x 1011 + 17 ‘

Portanto, como Y?g(p) nao tem raizes no intervalo [0,1,998 x 10%] e é negativa para
I = 0, concluimos que Y?g(p) é negativa para I € [0,1,998 x 10%] (ver Figura 3.10). O

A proxima proposicao garante a existéncia de um ponto de cispide no contato entre
o campo vetorial X e S;.

Proposicao 3.5. As singularidades tangenciais de X com Sy sao dobras invisiveis
para I € (0,1y) e dobras visiveis para I € (Iy,1,998 x 108), sendo Iy € (0,1,998 x 10%)
um valor tal que X%g (10°, 1y, Q; (1)) = 0.
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Figura 3.10: Grafico da funcao Y?g.

Demonstracao. Para provar este resultado, basta observar que o contato entre X e S
nas singularidades tangenciais p = (10°,7,Q:(I)) é dado pela expressao

X2g(p) = (X (p), VXg(p)) = (X1(p), Xa(p), X3(p)) - (3);\(71?) | a)gll_(zo) | aﬁggp)) _

6,63 x 10" — 3,31 x 10"7 — 0,61{* — 1,30 x 10~ 1213
B 1,59864 x 101 + 11
Observamos que X?2g(p) tem um zero no ponto Iy = 1,9978 x 108, é positivo para

I € [0,1y) e negativo para I € (I, 1,998 x 10°] (ver Figura 3.11). Para garantir o
contato cubico, note que

{Vg(p),VXg(p), VX?g(p)} =

— {(1,0,0), (~0,00001, —0,0500, —4,0 x 10%), (—0,0000446,0,0000555, 1,66 x 107)}
¢ linearmente independente e X3¢ (10%, Iy, Q1 (ly)) = —16685,8 < 0. O

Corolario 3.1. O campo vetorial descontinuo Z; tem uma singularidade cuspide-dobra.
Demonstracao. A prova segue das proposicoes 3.4 e 3.5. ]

Calculamos o campo vetorial deslizante tangencial. Note que para obter o vetor
W (I), basta alterar a parametrizagao da curva de singularidades tangencias da subse¢ao
anterior, obtendo assim W (I) = (0,Q}(I),—1) . Com isto, temos que
XW =X (10°,1,Q:(D)) - (0, Q3 (1), -1)
= Q/1(1>X2 (109, [7 Ql(l)> - X3 (1097 Ia Ql(I)) :
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Figura 3.11: Grafico da funcao X?g.

Similarmente,
YW = Qi (1)Y2 (10°,1,Q:(1)) — Y3 (10°,1,Q1(1)) -

Assim, o campo vetorial deslizante tangencial ZI na curva de singularidades tangenciais
é dado pela expressao

Z1(I) = (%) X (10°,1,Q:(1)) — (%) Y (10°,1,Q:(D))

= (0, X5 (10°,1,Q:(1)) , Q1 (1) X2 (107, 1,Q1(1))) -

Como @) é uma fungao diferente de zero, os pontos singulares do campo vetorial
deslizante Z{ sao os zeros de X5 (10%, I, Q;(I)). Entéo, para I no intervalo de definigao
de Q1, que é (0,1,998 x 10%), os zeros sdo I = 6,8355 x 107 e I = 1,7538 x 108. A
segunda coordenada de ZI é positiva para I € (0,1), negativa para I € (I, 7) e
positiva novamente para [ € (7_, 1,99 x 108>. Portanto, a singularidade para I se

comporta como um atrator para o campo vetorial deslizante tangencial Z{, enquanto

a singularidade para I como um repulsor (veja a Figura 3.12).

Podemos observar que as singularidades tangenciais que ocorrem a direita da sin-
gularidade ctispide-dobra, ou seja, para I € (1,9978 x 10%,1,998 x 10®), sao regulares,
uma vez que sao dobras invisiveis para o campo vetorial Y, mas sao dobras visiveis
para X. Entao, as trajetorias do campo vetorial deslizante tangencial de uma singu-
laridade tangencial podem escapar para as trajetorias de X. Ou seja, a trajetoria de
uma singularidade tangencial pode convergir para o equilibrio do atrator p;.
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Figura 3.12: A singularidade ctspide-dobra de Z; e o campo de vetores deslizante
tangencial Z7.

3.4 Uma mudanca na estratégia de controle de acordo
com o numero de células do sistema imunolégico

Dando continuidade ao desenvolvido em [18|, buscamos analisar agora os efeitos
do tratamento considerando o niimero de células do sistema imunologico como o fator
determinante para iniciar ou parar a terapia.

3.4.1 Analise do modelo sem imunoterapia

Considere o campo de vetores suave por partes

[ X(N,L,Q), se <107,
ZQ(ija Q) - { }/(]\/'7 ]’ Q)7 se [ > 107’ (311)

em que X e Y sdo dados pelas equagdes (3.5) e (3.6), respectivamente, para so, = 0
e ¢oo = 300. Neste caso, a variedade de descontinuidade é dada por Sy = h71(0) =
{(N,1,Q) e R* T =107}, com h(N,I,Q) = I —107. Além disso, o tinico equilibrio
real para Z, é o atrator ps.

Proposigao 3.6. As singularidades tangenciais de X eY com Sy sao dadas pela curva

~ 5000000 (29000000000000 + 289999999910N — N?2)
9999971000000000000 + 99999710000000090N + N2

Qs(N) = C SN0t (3.12)

Demonstragdo. Temos que Xh(N, I, Q) restrito a I = 107 tem a expressao

~ N(90+N)
1000000(100 + N)

Xh (N7 1O7a Q) = X2|I:107 =

1
+10000 (29 _ _10000000¢) ) .

5000000 + Q
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Portanto, Xh (N,107,Q) = 0 nos da Q = Q2(N) da equagao (3.12). Como estamos
estudando o caso sem imunoterapia, X, = Y5 e, portanto, Xh(N,I,Q) =Yh(N, I, Q).
L]

Proposicao 3.7. As singularidades tangenciais da Proposicao 3.6 sao pontos de dobra
wnwvistvers para o campo vetorial Y. Além disso, existe um ponto cuspide no contato
entre X e Ss.

Demonstragdo. Dado p = (N,107,Q2(N)), temos que Y2h(p) é negativo para N €
0,2,9 x 10'1]. Além disso, X?h(p) tem um zero para N* = 2,8 x 10!, & positivo para
N € [0, N*) e negativo para N € (N*,2,9 x 10'!]. Temos também que

{Vh(p), VXh(p), VX?h(p)} =

— {(0,1,0), (—0,000001, —0,030, —20000), (2,81 x 10, 0,00494, 84900) }
¢ linearmente independente e X3h(p) = —1,76 x 10° < 0. O

Portanto, obtemos uma curva Qo em S, N OT que intercepta o plano I() no ponto
(0,107,14,5) e o plano NI no ponto (2,9 x 10'*,107,0) contendo uma singularidade
ctuspide-dobra para Z,.

Calculemos o campo vetorial deslizante tangencial associado a Z,. Para isso, con-
sidere o vetor v = (1,0,Q5(N)) como vetor tangente da curva de singularidades tan-
gencias. Assim, temos que

W(N)=vAVh
= W(N> = (17 0, Q/2<N>) N (07 1, 0) - (_Q/Z(N)v 0, 1)

Portanto, sabemos que

XW =X (N7 1077 Q2(N)) ’ (_Q/Q(N>7 0, 1)
= —Q4(N)X1 (N, 107, Q2(N)) + X3 (N, 107, Q2(N))

YW = —Qy(N)Y: (N, 107, Q2(N)) + Y3 (N, 107, Q2(N)) .

Assim, o campo vetorial deslizante tangencial Z7 na curva de singularidades tangenciais
é dado pela expressao

Z3(N) = (%) X (N, 107, Q2(N)) — (%) Y (N, 107, Q2(N))

= (X1 (N, 107, Q2(N)) ,0,Q5(N)X; (N, 107, Q2(N))) -
O equilibrio de ZI' no intervalo [0,2,9 x 10"] da definicio de Q. sao dados em
N=0eN =2552x 10'. A primeira coordenada de Z ¢ negativa para N € (0, N)
e positiva para N € (ﬁ, 2,9 x 1011>. Portanto, a singularidade para N se comporta

como um repulsor para o campo vetorial deslizante tangencial Z7 (ver Figura 3.13).

As singularidades tangenciais que ocorrem para N € (2,8 x 101,29 x 10") sdo
regulares, pois sao dobras visiveis para X. Assim, as trajetorias do campo vetorial
deslizante tangencial de uma singularidade tangencial podem partir para as trajetorias
de X. Ou seja, a trajetoria de uma singularidade tangencial pode convergir para o
equilibrio do atrator ps.
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Figura 3.13: Comportamento do campo Z,.

3.4.2 Analise do modelo com imunoterapia

Temos agora o sistema

X(N,I,Q), se I<107,
Z?’(N’]’Q):{Y((Nfg)) se  [>107 (3.13)

em que X e Y sdo dados pelas equagoes (3.5) e (3.6), respectivamente, para s., =
4 % 10° e g5 = 300. O ponto de equilibrio do campo de vetores Y é dado por ps =
(0,4,81 x 10°,72,11) que é um atrator e um equilibrio virtual para Zs.

O conjunto de singularidades tangenciais de X e de Y é distinto e, portanto, nao
temos apenas regioes de costura. Na verdade, Z3 contém uma regidao de escape. As
singularidades tangenciais de X com Sy sdo dadas pela curva @2 em (3.12) e tém o
mesmo comportamento obtido na Proposicao 3.6.

Proposicao 3.8. As singularidades tangenciais de Y com S sao dadas pela curva

~ 5000000 (69000000000000 + 689999999910N — N?)
9999931000000000000 + 99999310000000090N + N2

Q3(N) = C S,NOT. (3.14)

Além disso, eles sdao pontos de dobra invisiveis.
Demonstragdo. Temos que Yh(N, I, Q) restrito a I = 107 tem a expressao

N(90 + N)
1000000(100 + N)

Yh (Na 1077@) = }/2|I:107 =

10000000
-+ 10000 (69 — ¢ ) .

5000000 + Q

Assim, fazendo Yh (N,107,Q) = 0 obtemos Q = Q3(N), como na equagdo (3.14).
Além disso, Y2h(p) é negativo para N € [0,6,9 x 101]. O
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A curva Q9 de singularidades tangenciais de X e Q3 de singularidades tangenciais
de Y nao se interceptam no octante OF e definem uma regiao R C O entre elas.
Dado p € R, segue-se que Xh(p) <0 e Yh(p) > 0. Portanto, concluimos que R é uma
regido de escape (ver Figura 3.14).

AQ
So

34.5

&

<

&

\
~Y

6.9 x 101 \

Figura 3.14: Comportamento do campo Z3, na regiao de escape.

Agora calculamos o campo de Filippov, que é definido na regiao R.

Proposicao 3.9. O campo de Filippov de Z3 na regiao de escape R é dado por

Z?{?(NvQ> = (Fl(NﬂQ)aFQ(NvQ))

onde N2 19 80
F(N.Q)= —— + N _
1N Q) = —qgm * (2000 2000 + Q)
e
—1,0875 x 10* + N2A(Q) + 5,41998 x 10°Q — 416Q* + NB
Fy(N,Q) = (Q) Q Q (Q)

(100 4+ N) (5 x 10% + Q) ’
com A(Q) = 0,00375 + 7.5 x 1071°Q e B(Q) = —1,09 x 10° + 5,42 x 107Q — 4,16Q>.

Demonstracao. A prova é um simples célculo da definicao de campo de Filippov, visto
no Capitulo 1. O

O campo de Filippov ZI' tem dois equilibrios na regiao R dados por (N,Q) =
(0,20,0647) e (N, Q) = (2,65236 x 10',1,71338). Por meio da anélise da matriz jaco-
biana do campo vetorial Z1' concluimos que o primeiro equilibrio ¢ um ponto de sela
atraindo na variavel N e repelindo na variavel (), enquanto o segundo é um equilibrio
repulsor (veja a Figura 3.15).
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Figura 3.15: Comportamento do campo Z1'.

3.5 Andlise do modelo com imunoterapia e quimiote-
rapia onde a variedade de descontinuidade é dada

por S3 — {Q - Qoo}

Por fim, vamos considerar a quantidade de agente quimioterapico como fator de-
terminante para se iniciar ou parar o tratamento. Assim, considere o sistema

_J YN, 1,Q), seQ < Qx,
Z4<N7 LQ) - { X(N,I, Q), se Q > QOO7 (315)

em que X e Y sdo dados pelas equagoes (3.5) e (3.6), respectivamente, e j(N,I,Q) =
Q — Quo, em que Sz = 7710) com Qoo > Goo/ .

Note que ambas as derivadas de Lie Xj e Yj sao estritamente negativas em Sj
e, portanto, nao temos singularidades tangenciais. Como a terceira coordenada dos

campos vetoriais X e Y sao negativas em S3 temos apenas uma regiao de costura.

0 (500+50)(gootbA)  goo
' dgoo+qo00+bdN 7 A

no octante OF, que é um equilibrio real para Z, e tem pelo menos dois autovalores
negativos para valores positivos dos parametros.

No caso em que s, = 4 X 10, goc = 300, temos que p = ps dado na subsecdo 3.4.2,
sendo o unico equilibrio de Y no octante O, e também o tnico equilibrio real para
Zy. E possivel também verificar que ele é globalmente assintoticamente estavel para
Z,, uma vez que possui todos seus autovalores negativos (ver Figura 3.16).

Observe que o resultado acima é de extrema importancia pois concluimos que o
comportamento de pacientes sujeitos a um tratamento quimioimunoterapéutico, com
uma estratégia de controle definida sobre a quantidade de agente quimioterapico, tende
a estabilidade em p = ps, que é um ponto onde N = 0, ou seja, nao existe células
cancerosas. Isso ¢ um forte indicio de que o paciente ird sobreviver a doenca.

Além disso, o campo vetorial Y tem p = ( ) como um equilibrio

3.6 Consideracoes finais

Neste capitulo foi explorada, conjuntamente, a aplicagao da quimioterapia e imu-
noterapia no tratamento da leucemia linfocitica cronica por meio de um modelo de
equagoes diferenciais ordinarias no contexto de Campo de Vetores Suaves por Partes,
estudando a transicdo entre o modelo com e sem quimioterapia e/ou imunoterapia.
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Figura 3.16: Comportamento do campo Zy.

Realizou-se uma anélise das terapias para verificar seus efeitos de maneiras diversas,
e, com isso, observou-se diferentes comportamentos em torno da variedade de descon-
tinuidade, como diversas singularidades tangenciais.

Todavia, a analise qualitativa dessas singularidades nao foram aprofundadas. Um
exemplo disso, é o fato de que poderiamos estudar sua estabilidade. Importante men-
cionar, inclusive, que algumas ja foram estudadas na literatura (ver [26, 27| para a
singularidade ctuispide).
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