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Resumo

Neste trabalho apresentamos os fundamentos basicos da teoria das equacoes diferen-
ciais ordinarias, instrumentos indispenséveis na modelagem matematica de problemas
nas mais variadas areas do conhecimento humano. Também discutimos alguns modelos
classicos na literatura e apresentamos critérios que asseguram a estabilidade das solu-
¢oes de uma equacao diferencial, assunto de grande interesse para todos que estudam
este tema. Além disso, apresentamos duas propostas didaticas para os professores de
matematica da educacao basica que desejam incluir a modelagem em suas aulas como
elemento motivador para um estudo significativo dos temas discutidos nos curriculos
do Ensino Médio.

Palavras-chave: Equacoes Diferenciais, Equacoes Diferenciais Ordinarias, Modela-
gem Matematica, Estabilidade.



Abstract

We present the fundamentals of the theory of ordinary differential equations, in-
dispensable tools in mathematical modeling of problems in various areas of human
knowledge. We also discuss some classic models in mathematical literature and pre-
sent criteria to ensure the stability of the solutions of an equation differentiates subject
of great interest to all who study the subject. Furthermore, we present two proposals
for the teaching of mathematics teachers of basic education who want to include mo-
deling in their classes as motivator for motivating and meaningful study of the topics

discussed in the curricula of secondary education.

Keywords: Differential Equations, Ordinary Differential Equations, Mathematical
Modeling, Stability.
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1 Introducao

[saac Newton (1643-1727) e Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716) foram res-
ponsaveis pela invengao do Célculo no século XVII ao descobrirem de maneira inde-
pendente a conexao entre o problema da determinacao da reta tangente ao gréfico de
uma funcao f e o problema da determinacao da area sob o grafico de uma funcao

derivada de f, estabecendo deste modo o Teorema Fundamental do Calculo.

Neste mesmo periodo, em grande parte devido aos trabalhos de Newton, os princi-
pios da Mecanica Classica foram descobertos e encontraram no Célculo as ferramentas
matematicas apropriadas para seu correto tratamento. No século XVIII, a abordagem
de problemas fisicos e geométricos com os métodos do Célculo se mostrou bastante

proficua, surgindo assim as equagoes diferenciais.

Newton aplicou séries infinitas e assim resolveu algumas classes de equacoes dife-
renciais do tipo ¥’ = F(x,y) onde F(x,y) é um polinémio nas variaveis = e y. Leibniz,
por volta de 1691 apresentou a técnica das varidveis separdveis e na sequéncia obteve

a solucao geral das equacoes da forma

Yt plaly = a(a),

onde p e ¢ sao funcoes de x.

Os métodos do Célculo e as equagoes diferenciais comecaram a ganhar forga ao se
mostrarem decisivos na resolucao de problemas. Um destes problemas, proposto por
Galileu Galilei (1564-1642), consistia em descrever matematicamente a forma da curva
formada por um fio suspenso entre dois pontos e sujeito apenas a acao da gravidade
e de seu proprio peso (erroneamente alguns pensavam ser a parabola a solugao do
problema). Em 1690, Johann Bernoulli (1667-1748) resolveu o problema mostrando

que a curva procurada (conhecida como catenéria) satisfaz a equagao diferencial

2 2
Ty v [y (WY )
dx? h dx

onde p indica o peso do fio, g a forca da gravidade e h a altura do ponto P mais baixo

da curva, isto é, do ponto P pertencente a curva que esta mais proximo do solo.

19
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Introducao

Por sua vez, Leonhard Euler (1707-1783) em um artigo de 1734 apresentou a teoria
dos fatores integrantes e explicitou condi¢oes necessarias e suficientes para que uma
equacao diferencial fosse exata. Além disso, ele resolveu corretamente as equagoes da
forma » p

Y Y
a2—— + a1 +apy(xr) = f(z
onde ay, a; e agp sao constantes. Coube a Euler também desenvolver um dos métodos
numeéricos empregados para a resolucao de equagoes diferenciais do tipo
dy
- = F x, )
0, = F@y)

sujeita a condigao y(zg) = yo-

Até este ponto de desenvolvimento da teoria a preocupacao era a de resolver explici-
tamente algumas classes de equacoes, de modo que as técnicas desenvolvidas nao eram
gerais; havia uma profusao de métodos particulares que nao estavam devidamente fun-
damentados. Com o avanco da Anélise, por volta das tltimas décadas de 1800 houve
a preocupacao em se desenvolver uma teoria que respondesse as questoes de existéncia

e unicidade de solucoes.

Em geral nao é um processo simples determinar as solucoes de uma equacao dife-
rencial e até hoje nao existem métodos gerais. Na verdade a maior parte das equacoes
diferenciais nao pode ser resolvida analiticamente, isto é, nao é possivel determinar ex-
plicitamente as solugoes. Jules Henri Poincaré (1854-1912) no inicio do século XX com
uma sequéncia de artigos propoe o tratamento qualitativo das equacoes diferenciais,
onde os esforcos sao dedicados a entender o comportamento da familia de solugoes, o

que basta na maioria das aplicacoes.
Este breve relato historico é baseado na referéncia [1].

Quanto a organizacao deste trabalho, registramos que no segundo capitulo estao
apresentados os fundamentos da teoria das equagoes diferenciais, onde incluimos (den-
tre outros resultados) a demonstragdo da existéncia e unicidade de solugdes sob hipo-
teses convenientes e alguns modelos matematicos classicos na literatura. No terceiro
capitulo apresentamos a teoria dos sistemas lineares, caracterizando as solugoes em
termos de exponenciais de matrizes e apresentando uma descri¢ao dos retratos de fase

dos sistemas em dimensao dois.

O quarto capitulo faz uma introducao a teoria da estabilidade dos pontos singulares
para equacoes lineares e nao lineares e a teoria das Funcoes de Lyapunov. No quinto
capitulo sao apresentadas duas propostas didaticas com modelos mateméaticos a serem
utilizadas em sala de aula com alunos do Ensino Médio. Finalmente, no apéndice

incluimos os resultados de Algebra Linear utilizados.



2 Equacoes diferenciais ordinarias

De maneira pouco precisa, uma equacao diferencial ordinaria pode ser definida
como uma equagao que envolve uma "fun¢ao incognita"(de apenas uma variavel) e
suas derivadas.

A definicao a seguir explicita a no¢ao de equacgao diferencial ordinéaria que empre-

garemos neste texto.

Definicao 2.1. Uma equagao diferencial ordindria é uma relacao do tipo
2D = Ptz a® 2@ ), (2.1)

onde F: U — R € uma funcao continua definida em um aberto U de R comt € R

e onde 29 ¢ a j-ésima derivada da funcio x de uma varidvel real, com j € {1,2,...,d}.

O inteiro d que aparece na definicao acima é chamado de ordem da equacao dife-
rencial ordinaria.

No restante deste trabalho escreveremos simplesmente equacao diferencial, devendo
ficar subentendido que estamos nos referindo & equacao diferencial ordinaria. O exem-

plo a seguir ilustra a modelagem de um fenémeno fisico.

Exemplo 2.1. (Lei de Hooke) Seja m a massa de uma particula acoplada a uma mola
de comprimento [ em equilibrio. Considere que a mola seja esticada (ou comprimida)
de modo a sofrer um afastamento (ou deformacdo) = em relagdo ao equilibrio, ndo
estando sujeito a qualquer forca externa. A Lei de Hooke, ao afirmar que a intensidade

da forca elastica F; é proporcional a deformacao x, permite-nos escrever

Ft = —C.T, (22)

onde a constante C' é uma constante fisica, dependendo por exemplo do material da

mola, da estrutura dos anéis, etc. Pela Segunda Lei de Newton temos

Az
Fr=m—r
t mdt27
segue de (2.2) que
Az
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desde que fagamos k = C/m. A equagdo (2.3) modela o sistema massa-mola nas
condicoes admitidas.

Note que em (2.3) a fungao F(¢,x) = —kx nao depende explicitamene da variavel ¢;
dizemos neste caso que a equacao diferencial ¢ uma equacao diferencial auténoma
e escrevemos por simplicidade apenas F'(z). Neste caso, interpretamos a aplica¢ao
F :U — R como um campo de vetores definido no aberto U C R (e ndo em R!*9).

Observe que a fungao z(t) que satisfaz a equagao (2.3) deve ser tal que sua derivada
segunda seja proporcional a ela mesma. Ora, as funcoes trigonomeétricas seno e cosseno
possuem esta propriedade. Ajustando os argumentos de maneira conveniente, somos

tentados a considerar as fun¢oes reais

21(t) = acos(tVk) (2.4)

21(t) = asen(tVk) (2.5)

como solugbes para (2.3). Podemos verificar que de fato estas fungoes sao solugoes,

pois de (2.4) podemos escrever

2 (t) = —avVksen(tVk)

2 (t) = —ko cos(tVk)

e entao ¢é facil ver que x7(t) = —kz1(t). Um raciocinio analogo permite mostrar que
(2.5) também é solugao de (2.3). Além disso, pelo mesmo argumento podemos ver que
qualquer combinacao linear de (2.4) e (2.5) também é solucao de (2.3), o que em geral

¢ verdadeiro para qualquer equacao diferencial linear'.

A seguir apresentamos a definicdo de solu¢do da equacdo (2.1). Observe que os

itens 1 e 2 da definicao dada sao exigéncias para que o item 3 faca sentido.
Definigao 2.2. Uma solugdo de (2.1) é uma curva v : [ — R? de classe C¢ tal que:

1. O intervalo I € um aberto de R;

dd_l’y
s e —dtdfl

2. O vetor (t,’y(t), dl(t)

o (t)) pertence a U para todo t € I;

k—1 d
3. Para todo t € I, tem-se F (t,v(t), (fi_;y(t)’ o %(t)) = CCZZTZ(t)'

Os proximos exemplos ilustram alguns conceitos pertinentes & nocgao de solucgao de

uma equacao diferencial.

LA defini¢ao de equacao diferencial linear sera apresentada no Capitulo 03.
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Exemplo 2.2. Considere a equacao diferencial

dz
— =1 2.6
dt ) ( )
cujas solucoes sao dadas explicitamente por
t2
z(t) = 3 + k, (2.7)

onde k é uma constante.

Variando a constante k determinamos infinitas curvas (chamadas de curvas inte-
grais da equacdo) e portanto infinitas soluges da equagio (2.6). A equacao (2.7) é
conhecida como solugao geral de (2.6) e ao fixar a constante k obtemos uma solugao
particular.

Do ponto de vista geométrico, as soluc¢oes da equacao y' = f(x,y) sdo tais que em
cada ponto (z,y) a reta tangente a curva integral passando pelo ponto tem coeficiente
angular m = f(z,y). Isto sugere um método geométrico para entender o comporta-
mento das curvas integrais da equacgao: para isto, tracamos um pequeno segmento de
reta em cada ponto (x,y) com coeficiente angular f(x,y); ao conjunto destes segmentos
¢ dado o nome de campo de diregoes da equagao y' = f(z,y). Com o uso de softwa-
res gratuitos podemos desenhar o campo de dire¢oes e assim analisar o comportamento
das solucoes.

Abaixo encontram-se representadas algumas curvas integrais de (2.6). Compare a
semelhanca de comportamento entre as curvas integrais e o campo de direcoes plotado

abaixo: 2

Figura 2.1: Curvas integrais e campo de dire¢oes de (2.6).

20 campo de vetores foi construido no software WinPlot, obtido gratuitamente na Internet.
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2.1 Preliminares

Nesta secao vamos apresentar os fundamentos da teoria basica das equacoes diferen-
ciais ordinarias e a desenvolveremos privilegiando as equagoes diferenciais de primeira
ordem. Esta escolha nao é arbitraria, pois uma equacao diferencial de ordem qualquer
pode convenientemente ser escrita como um sistema de equacoes de primeira ordem
através de uma mudanca de varidveis conveniente.

De fato, considere a equagao (2.1). Para transforma-la em um sistema de equagoes

de primeira ordem, basta definir uma mudanca de variaveis do seguinte modo:

Y1 =,
_dx
Y2 = dt7
d= 'z
Ya = P
de modo que
y,l = Y2,
y; = Y3,
/
Yg—1 = Yd,

e a equagao (2.1) se escreve como o sistema

?Ji:y2
!/
Yo . Y3 (2.8)

y:i = F<t7y17 "'ayd—l)

Na sequéncia apresentaremos e provaremos alguns resultados que usaremos ao longo
de todo este trabalho e especialmente na secao seguinte, quando demonstraremos o

Teorema de Existéncia e Unicidade de Solugoes.

Definicao 2.3. Uma funcio f: U C R4 — R? ¢ lipschitziana na sequnda varidvel

se existir C' > 0 tal que

1F(t,20) = f(t,20)]] < Ol = |,

para quaisquer dois pontos (t,xy1) e (t,z2) de U cujas primeiras coordenadas $ao iguais.
Neste caso, dizemos que C' € uma constante de Lipschitz e que f(t,x) satisfaz uma
condicao de Lipschitz.
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Definicao 2.4. Uma métrica num conjunto M é uma funcao d : M x M — R que
associa a cada par ordenado de elementos x,y € M um nimero real d(x,y) chamado de
distancia de x ay, de modo que sao satisfeitas as sequintes propriedades para quaisquer
x,Yy,z € M:

1. d(z,z) =0 ;

2. Se x # vy entdo d(x,y) > 0;
3. d(x,y) = d(y, v);

4. d(z, 2) <d(z,y) +d(y, 2)

Exemplo 2.3. A funcao

d(ﬂi’l,mg) = \/(&1 — b1)2 + (GQ — b2)2 + ...+ (ad — bd)2,

onde z; = (ay,ay, ...,aq) e o = (by, ba, ..., bg) sao elementos de R? define uma métrica

em R? chamada de métrica euclidiana.

Um espago métrico é um par (M,d) onde M é um conjunto e d é uma métrica
em M. Se (M,d) é um espago métrico, entdo todo subconjunto S C M pode ser
considerado como um espaco métrico desde que seja considerada a restricao de d a
S x S. Quando se faz isto, a métrica de S é dita induzida pela de M. Os elementos
de M ou S podem ser de natureza bastante distinta: podem ser niimeros, fungoes,
matrizes, conjuntos e sao chamados simplesmente de pontos.

Uma sequéncia (2, ),en de pontos em um espago métrico M é dita convergente se z
se para toda bola aberta® B tal que x € B existe um ntimero finito de indices j tais que
xj nao pertence a B . Uma sequéncia (z,),eny chama-se sequéncia de Cauchy se para
todo € > 0 dado, existir ny € N tal que m,n > ny = d(z,,,x,) < €. Toda sequéncia
de Cauchy é limitada. Um espaco métrico M é chamado de completo quanto toda

sequéncia de Cauchy em M é convergente.

Exemplo 2.4. O conjunto R? ¢ um espaco completo para qualquer d > 1. A demons-

tragao pode ser encontrada em [2].

Dados quaisquer subconjuntos £ C R*¥ e I C R™ dotados das respectivas métricas
induzidas, denotamos por By(F, F') o conjunto de todas as aplicagoes f : E — F que
sao limitadas, isto é, tal que a imagem f(E) C F' é um conjunto limitado de R™. Em

By(FE, F) definimos a métrica do supremo ou métrica uniforme por

d(f,9) = sup [|f(x) — g(@)Il;

zelk

3Por definigdo, se o par (X,d) é um espaco métrico, entdo a bola aberta centrada em z € X e
raio r > 0 é o conjunto B(z,r) = {y € X|d(z,y) <r}.
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para f,g € By(E, F). E possivel mostrar que By(E, F) com a métrica do supremo &
um espaco métrico; mais ainda: trata-se de um espaco métrico completo, conforme a

proposi¢ao abaixo.

Proposicao 2.1. Se FF C R™ ¢ um espaco métrico completo, entao para qualquer

E CR* 0 espagco métrico Bo(E, F) é completo com a métrica uniforme.

Demonstragao. Seja (f)nen uma sequéncia de Cauchy (e portanto limitada) em By(E, F').

Fixando x € F, a sequéncia (x,) em que x, = f,(x) € F também é de Cauchy pois

| fn(@) = ()] < d(f, fin)-

Como por hipotese F' é completo, existe em F' o limite y = lim f,(z), que define
uma func¢ao y = f(x) de E em F. Vamos mostrar que f é limitada, ou seja, que f é
um elemento de By(FE, F') e que a sequéncia f, converge para f no espago By(E, F).

De fato, sendo (f,,) uma sequéncia limitada, podemos tomar gy : £ — F constante

qualquer e r > 0 tais que d(f,, go) < r para cada n € N. Dado z € E segue que

1f(x) = go()] = lim [[ fu(2) = go(@)[| < limd(fn, go) <7

e portanto, d(f,g0) < r e f € By(E, F). Para terminar, dado € > 0 tomemos N tal
que d(fx, fn) < g para quaisquer k,n > N com k,n, N € N. Fixando agora = € F,

decorre que

£ (@) = fa(@)l| = B [1fi(e) = ful@)]| < 5 <e.

Deste modo, d(f, f,) < € para cada n > N, ou seja, limd(f,, f) = 0 quando
n — 00. ]

Exemplo 2.5. Seja X o conjunto das curvas 7 : I — R? continuas e limitadas com a
métrica do supremo. Entao (X, d) é um espago métrico completo conforme a Proposigao
2.1 pois R? é completo.

Seja f : M — M uma aplicacao definida num espaco métrico M qualquer. Um

ponto fixo da aplicagdo f é um ponto z* tal que f(z*) = x*.

Definicao 2.5. Uma aplicacao g : M — M chama-se contrag¢ao quando eriste uma

constante real 0 < ¢ < 1 tal que

d(f(z), f(y)) < cd(z,y),

para quaisquer x,y € M.

A seguir sao enunciados resultados importantes da Anélise Funcional que serao
utilizados na prova de existéncia de solucoes de uma EDO. As provas omitidas podem
ser encontradas em |[2].
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Lema 2.1. Sejam M um espa¢o métrico e f : M — M wuma contra¢ao. Entio f €

(uniformemente) continua.

Teorema 2.1. (do ponto firo de Banach) Se M é um espago métrico completo, toda
contracao f : M — M possui um unico ponto fixo em M. Precisamente, escolhendo
um ponto o € M qualquer e colocando x1 = f(xo), 2 = f(x1),..; @011 = f(Tn),... a

sequéncia (x,) converge em M e x* =limx, € o dnico ponto fizo de f.

Demonstra¢ao. Admita que a sequéncia (x,,) convirja para um ponto z* € M . Como

f é uniformemente continua (pelo Lema 2.1) devemos ter
f(z*) = f(lim(x,)) = lim f(z,) = lim f(z,) = limz,,; = z*,

ou seja, z* € M é um ponto fixo de f.
Para a prova da unicidade, suponha que f admita dois pontos fixos distintos, ou

seja, suponha a existéncia de z*, z** € M tais que f(z*) = z* e f(2*) = =™, entdo

d(a®, x™) = d(f(z7), f(2™)) < ed(z”, 2™)

de onde (1 — ¢)d(z*, z**) < 0.
Como 1 —¢ >0 (de onde 0 < ¢ < 1) segue que cd(x*,2**) = 0 e portanto z* = z**.
Quanto a existéncia, note que (z,) é uma sequéncia de Cauchy (e portanto conver-

gente em M, pois M é completo); de fato, observe que
d(z1,z2) = d(f(20), f(21)) < cd(zo, 21),
d(wy,13) = d(f(x1), f(22)) < cd(z1,229) < Ad(20, 71),
e segue indutivamente que para qualquer n € N |
d(xp, Tpy1) < d(xo, 21).

Portanto, para quaisquer n,p € N, tem-se

d(xm xn—&-p) S d(xn, xn—&-l) + d(xn—i-la xn+2)~- + d(xn+p—17 xn—&-p)
<[4 TP d (g, 1),
ou seja,

C’fl

1—

Como lime” = 0 (pois 0 < ¢ < 1), a sequéncia (x,) ¢ de Cauchy em M e a

d(wn, Tnip) < 7 d(wo, 1)

demonstracgao esta concluida.

]
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2.2 Existéncia e unicidade de solucoes

Um problema de valor inicial (abreviadamente PVI) ou problema de Cauchy de
primeira ordem consiste de uma equacgao diferencial de primeira ordem sujeita & uma
condicao inicial.

Deste modo, trata-se de encontrar uma solugdo particular z(t) tal que em ty seu

valor seja x:

dx

T F(t7x)7

dt (2.9)
x(tg) = wp.

Demonstraremos a seguir um teorema que garante a existéncia e unicidade de so-

lugao para (2.9) mediante hipoteses convenientes, segundo a referéncia [3].

Teorema 2.2. (Ezisténcia e Unicidade de Solugdes) Seja F : U — R? onde U é um

aberto de R' continua e localmente lipschitziana na sequnda varidvel. Entdo:

1. Para todo (to,z0) € U existe v : I C R — RY, solugao de x’ = F(t,x) com
’Y(tO) = To,

2. Sey: I = RY ey Iy = RY sio solugoes de x' = F(t, ) e existe to € I, () I
tal que v1(to) = Y2(to), entao v1(t) = yo(t) para todo t € I () L.

Demonstragio. Sejam § > 0 tal que! Q = Bj(to) x Bs(xg) C U, C a constante de
lipschitz e M5 = sup ||F|| em Q. Seja ainda € > 0 tal que
(ty)eQ

1 0
< — —_— 2.1
6_5,€<C,6<M5 (2.10)

Definamos X’ como o conjunto de todas as curvas continuas do intervalo (ty—¢, ty+€)

em R? cujas imagens pertencem a Bs(zy) munido da métrica d do supremo, isto &,
X = {y(t) € Bs(zo)|y : (to — €, to + €) — R? continua, com (ty) = x¢}.

Segue do Exemplo (1.1) que o conjunto X', munido da norma d ( denotado por
(X,d)) é um espaco métrico completo. Em (X, d) vamos definir o operador F : X — C
por

t
F(y(t)) = xo —i—/t F(s,7(s))ds (2.11)
0
e observar que nao existem problemas de integracao uma vez que F(s,7(s)) é continua
e limitada para s € [to, t], 0 que garante a existéncia da integral.
Além disso, o operador F esta bem definido, isto é, F(y) € X, Vv € X, pois

4Por Q estamos denotando o fecho do conjunto @Q, isto é, a unidio de Q com todos os seus pontos

de acumulagao.
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1. O operador F(~(t)) é continuo para t € (to — €,tg + €);

2. F(v(to)) = xo, pois

Fy(to)) = 0 + /to Fls,7(s))ds = 70+ 0 = .

to

3. F(y(t)) € Bs(xo), pois

t
1728 = aoll = || | Fls.r(s)dsl] < Mift ~ to] < Mie < 5.
to

O operador dado por (2.11) é uma contragdo em X, isto é, existe 0 < A < 1 tal que

d(F (7 (t), F(12(t) < Ad(1(t),72(t)),

para quaisquer v;,72 € X e t € (tg,to + €). De fato, de (2.10) temos

1F () — Foa@) = | / F(s,m(s)) — F(s,ma(s))ds]| <

[ Clin(s) — 7a(s)llds < Clt — told(n (), 3 (1)) <
Ced(71(t), 72(t))

e basta tomar \ = Ce.
Ora, sendo (2.11) uma contra¢do num espago métrico completo, segue do Teorema
(1.1) que existe uma tinica curva v* € X tal que F(y*(t)) = 7*(¢), ou seja,

Y (t) = xo + /tF(s,v*(s))ds Vit € (tg — €,to + €).

to

Finalmente, notando que (2.2) é diferenciavel, segue do Teorema Fundamental do
Calculo que
(V) () = F(t,7"(t)), Vte (to—eto+e). (2.12)

Isto conclui a demonstracao do item 1.
Para a prova do item 2 sejam v, : [; — R% e v, : [, — R? solugoes de 2/ = F(t, )
e seja to € Iy N I com v (tg) = Y2(to) = xo.
Definindo
J={te Lhnl:y(t) =1%(t)},

vemos que:
1. J é nao vazio, pois ty € J;

2. J é fechado, pois o conjunto dos pontos onde duas funcoes continuas coincidem

é fechado (lembre-se de que 7(t) e 72(t) s@o continuas);
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3. J é aberto; para ver isso, basta tomar sy € J e considerar yo = v1(S0) = Y2(S0)-
Para (so,4o), repetindo o argumento usado na prova do item 1 deste teorema,
podemos encontrar ¢ > 0 tal que F : X — X é uma contracao e possui um
tinico ponto fixo, de onde 7, (t) = ~.(t) para t € (sg — €,89 + €) e portanto
(so —€,80+€) € J.

Pelos itens 1, 2 e 3 acima, J = I, N I e isto prova o resultado.

]

A demonstracdo acima é construtiva, pois (2.12) estabelece que a tnica solucdo
v(t) da equagao ' = F(t,x) sujeita a y(ty) = xo é o ponto fixo do operador F que
pode ser obtido através de sucessivas iteragoes, como feito na prova do Teorema (1.1).

[lustramos esta afirmagao no Exemplo (2.6).

Exemplo 2.6. Considere a equagao diferencial x’ = 2tz sujeita a condi¢ao inicial

(to,l’o) = (O, 1)
Definindo o operador como em (2.11) para esta equagao diferencial, temos

F(v(t)) = 1+/O 257y(s)ds.

Tomando qualquer curva (t) tal que v(0) = 1 como primeira aproximacao para a
solucao, temos garantida a convergéncia das sucessivas iteradas do operador F para a
soluc¢ao de 2’ = 2tz. Consideraremos a mais simples das curvas com v(0) = 1, a curva

constante Yo(t) = 1 e entdo

m(t) = F(yp(t) =1+ /Ot 2sds = 1+ 12,

t t4
72(t) = F(n(t) =1 +/ 25(1+ s*)ds = 1 +t* + 3
0
e por inducao temos
4 6 t2n

t
%(t):1+t2+5+€+...+m+... (2.13)

Finalmente, fazendo n — oo em (2.13) segue que

y(t) ="
é a solucao de x’ = 2tz sujeita a (ty, zo) = (0,1), como é facil de verificar.

Observacdo 2.1. E comum substituirmos a hipotese da funcao F : U — R? ser

lipschitziana na segunda variavel pela hipotese mais classica da derivada parcial espacial
OF

— ser continua. Embora a continuidade dessas derivadas parciais seja mais restritiva,

Oz

ela é de mais facil verificagao. A substituicao das hipoteses nao altera as conclusoes
do Teorema (2.2) pois a continuidade das derivadas parciais garante a condigao de

Lipschitz em conjuntos compactos de R%.
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Observagao 2.2. Exigindo no enunciado do Teorema (2.2) apenas a continuidade da
funcdo F': U — R? e relaxando a exigéncia de ser Lipschitz, ainda é possivel provar a

existéncia de solucoes, mas se perde a propriedade de unicidade.

2.3 Algumas técnicas de resolucao

Apesar de nao existir um método geral para se encontrar a solucao de equagoes
diferenciais, para alguns tipos particulares é possivel encontré-la seja de forma explicita
ou implicita.

Na sequéncia apresentaremos a solucao de alguns tipos de equagoes diferenciais; em
particular trataremos de alguns casos escalares, nos baseando na referéncia [4]. Apesar
da variedade de técnicas empregadas observamos que a solucao encontrada em cada
caso é de fato a tunica solucao existente o que pode ser verificado diretamente por

derivagao e justificado pelo Teorema (2.2).

2.3.1 Variaveis separaveis

Uma equacao diferencial é chamada de separavel se possuir a forma

f(t)
(1) = com g(x) #0, 2.14
0= (x) (214
onde as fun¢oes f e g sao continuas em algum intervalo de R.

x .
Tratando o simbolo i como um quociente formal °

g(@)dx = f(t)dt,

e portanto, a familia de curvas integrais de (2.14) satisfaz

i f

Exemplo 2.7. Suponha que uma populacao de P animais viva isolada e que a taxa
de varia¢ao do nimero de contaminados x(¢) por uma certa doenga no instante ¢ seja
proporcional ao niimero de individuos sadios e ao niimero de individuos contaminados.
E possivel prever que, nestas condicoes, toda a populacdo se contaminara pela doenca
para t suficientemente grande.

De fato, sendo P o tamanho da populagao (considerado constante) e x(¢) o niimero
de individuos doentes, temos que P — x(t) representa o nimero de individuos sadios.
Supondo a taxa de variacao du proporcional a z(t) e a P — z(t) entao a equagio
diferencial que modela o problema nas hipoteses dadas é

dx
dt

5A justificativa para a validade de tal manipulacdo algébrica ¢ a teoria das formas diferenciais.

= ax(P —x), (2.15)

Uma forma diferencial em R? ¢ uma funcio w : Q — (R?)* onde Q é um aberto do plano e (R?)* é o

espago dual (dos funcionais lineares) de R%. Uma introdugao ao assunto pode ser encontrada em [5].
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que é do tipo (2.14) e portanto pode ser reescrita na forma

dx
x(P —x)

[ =]

1 /1 1
/E(E—FP_I)GZSC—OJ—F/Q,
1 1
/<;+P—x> dr = Pat + ko,
x

:POét—l-kg,

= adt.

Por integracao, tem-se

de onde

In
—

x

P—z

Finalmente, isolando a fungao z(¢) na tltima das igualdades acima encontramos a
solugdo de (2.15):

— kePat

P
o(t) = —— (2.16)
1+ le—Pat
k
Tomando o limite de (2.16) quando ¢ — oo temos:

P
lim z(t) = lim ———— = P,
t—o0 t—o0
1+ EG_PQt

e portanto o nimero z(t) de contaminados tende a P.

2.3.2 Equacoes diferenciais lineares escalares de primeira or-

dem

A forma geral de uma equacgao diferencial linear de primeira ordem é
z'(t) + p(t)z(t) = q(t), (2.17)

onde p,q : (a,b) — R sao fung¢des continuas de variavel independente ¢ definidas no
aberto (a,b) e z(t) é nao nula em (a,b).

A solugao geral z(t) pode ser determinada pelo método do fator integrante,
onde a equacao diferencial (2.17) é multiplicada por uma fungao p = u(t) apropriada,
de maneira que a fun¢ao obtida seja facilmente integravel. Seja portanto pu = p(t) um

fator integrante para (2.17); entao

p(t)a' () + p(t)p(t)z(t) = u(t)q(t). (2.18)
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Impondo a condigao de que o primeiro membro de (2.18) seja a derivada do produto
wu(t)x(t) (ou seja, que o primeiro membro seja igual a p'(t)z(t) + u(t)z'(t)), segue de
(2.18) que

() (t) + p(t)z'(t) = p(t)a'(t) + p(t)p(t)x(t),

de onde (uma vez que por hipotese z(t) é nao nula)

() = p(t)p(t). (2.19)
Note agora que (2.19) é uma equacao separavel; resolvendo-a pelo método da segao

anterior encontramos
[u(t) = elop()ds, (2.20)

Agora, multiplicando a equagao (2.17) por (2.20) temos

ef()t p(s)dsll3/<t) + efg p(s)dsp<t)m(t) — efot P(S)dsq(t)’

cujo primeiro membro é a derivada do produto x(t)efotp(s)ds. Integrando de ambos os

lados podemos escrever

x(t)efotp(s)ds = /q(s)efgp(g)dgds +c.

e isolando a fun¢do z(t) obtemos

x(t) = L /q(s)efosp(g)dgds +c. (2.21)

TP

A equagao (2.21) tem interesse principalmente tedrico, pois indica que é possivel
obter as solugoes da equagao (2.17). Como as integracoes existentes em (2.21) podem
nao ser expressas em termos de func¢oes elementares em todos os casos, pode nao ser

possivel obter uma expressao explicita para a solucgao.

Exemplo 2.8. A equagao

dx

— —2r=4-1 2.22

i (2.22)
¢ linear de primeira ordem com p(t) = —2 e ¢(t) =4 — t.

Por (2.19), o fator integrante sera

p(t) = elo —2ds — =2 (2.23)

e multiplicando a equacao (2.22) por (2.23) segue que

dt

—2e Hx(t) = 472 —te .

Por integracao, temos

/ ((t)e2Ydt = / (42 — te2)dt =
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1 1
w(t)e ™ = -2 + 5156’2'5 + Ze’% + ¢,

e finalmente, ao isolarmos a fun¢ao z(t) na tltima das igualdades acima encontramos

a solucao geral:

7 1
x(t) = ~1 + Et +ce*, com ceR.

2.3.3 Equacoes exatas

Como motivagao para o que apresentaremos a seguir, considere a equacao diferencial
2t + 2° + 2txx’ = 0, (2.24)

que nao é linear e tampouco separavel e assim, nao pode ser resolvida com os métodos
desenvolvidos nas duas secoes anteriores.

Note porém, que a fungao 1(t, ) = t* + tz? tem derivadas parciais

o 2 O
o =2+t oo =2 (2.25)

e portanto, a equacao (2.24) se escreve na forma
oy L oYdr
ot Ordt

Se supusermos x uma funcao da variavel independente t segue que

o d,, o
5 _dt(t +tx®) = 0.

e sendo ¢ uma constante qualquer, obtemos
Y(t, ) =12 +tz* =c,

que define implicitamente uma fungio que satisfaz (2.24).
Analisando o que fizemos acima, vemos que so foi possivel resolver a equagao (2.24)
porque foi observada a existéncia de uma funcao 1 satisfazendo (2.25).

Mais geralmente, suponha que dada a equacao
M(t,z) + N(t,z)x’ =0 (2.26)

seja possivel identificar uma funcao v tal que

o _
ot

o _

M —
(t,x) e e

N(t,z) (2.27)

e tal que ¥(t,z) = ¢ defina x = ¢(t) implicitamente como uma fungio diferenciavel de

t. Entao
oY opdr

d
e L))

! —
M(t,x) + N(t,z)x" = 5 T A &
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de modo que (2.26) se escreve como
Cult6(0) =0 229
il =0. :

Neste caso, a equagao (2.26) é chamada de diferencial exata e suas solugoes sao
definidas implicitamente por (¢, ) = c onde ¢ é uma constante arbitraria. Para reco-
nhecer uma equacao diferencial exata, usamos o teorema a seguir. Na sua demonstragao

usaremos o Lema (2.2), cuja prova pode ser encontrada em [6].

Lema 2.2. (Teorema de Schwarz) Seja f : U — R duas vezes diferencidvel no ponto
c €U CRY Para quaisquer 1 <i,j <2 tem-se

TI = 2
8@8:@ N 890](%2 )

(2.29)

Teorema 2.3. Suponha que as fungoes M, N, M, e N;, onde os indices denotam deri-

vadas parciais, sejam continuas na regiao retangular ©
R={(z,y) eR*a<r<B,6<y<e}
Entao a equagao (2.26) € exata em R se e somente se
M, (t,x) = Ny(t, ) (2.30)

em cada ponto de R. Isto €, existe uma fungao ¥(x,y) satisfazendo (2.27) se e somente
se M e N satisfizerem (2.29).

Demonstracao. Faremos a demonstracao em duas partes. Vamos inicialmente mostrar
que se existe uma fungao 1 tal que (2.27) é valida entao a equacao (2.29) é satisfeita.

Calculando M, e N; das equagbes (2.27) obtemos

M, (t,x) = (t,x) e Ni(t,x) = u(t, x) (2.31)

de onde (2.29) é satisfeita.
Provemos agora que, se M e N satisfizerem (2.29) entao a equacao (2.26) é exata. A
prova envolve a construgao de uma fungao 1 satisfazendo (2.27). Integrando a primeira

das equagdes em (2.27) em relagdo a t e mantendo x constante, vemos que

Ot ) = / M(t,2)dt + g(x), (2.32)

onde a funcao g é uma funcao arbitraria de z, fazendo o papel da constante de inte-

gragao.

6Por simplicidade estamos supondo uma regidio retangular, o que niio é necessario; basta que a
regiao R seja simplesmente conexa. Em dimensao 2, isto significa que R nao tem "buracos"em seu
interior; assim regioes retangulares ou circulares sdo simplemente conexas, mas uma coroa circular

nao é. Maiores detalhes podem ser encontrados em livros de Calculo Avangado.
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Vamos mostrar que sempre é possivel escolher g de modo que 1, = N. Da equagao
(2.32), temos

Vo (t, 1) = /Mt:vdt—l—g /Mtxdt+g()

e fazendo 1, = N, para ¢'(x) obtemos

g (xz) = N(t x) /M (t,x)d (2.33)

Para se determinar a fungao g em (2.33) é essencial que, independente da aparéncia,
a expressao a direita da igualdade seja uma fungao apenas de ¢ . Note que diferenciando

(2.33) em relagao a t obtemos
Niy(t,x) — My(z,t) =0,

por (2.30). Logo, a expressao a direita da igualdade em (2.33) ndo depende de fato da
variavel ¢ e com apenas uma integragdo obtemos g. Substituindo agora g em (2.32),

obtemos como solucao

Ot ) = / M(t,2)dt + / [Nta,m)— / Mm(t,x)dt} da. (2.34)
]

A demonstragao acima é construtiva e fornece um método para o calculo de ¥(¢, x)
e portanto para a obten¢do da solugdo de (2.26). Em geral, é mais pratico fazer o

processo inteiro a cada vez que for necesséario do que lembrar a formula (2.34).

Exemplo 2.9. Vamos resolver a equacao diferencial
(zcost 4 2te”) + (sent + t?e” — 1)a’ = 0, (2.35)

onde M(t,z) = zcost + 2te” e N(t,x) =sent + t?e” — 1.
Temos M, (t,x) = cost + 2te” = Ny(z,y) e pelo Teorema (2.3) a equacio (2.35) é

exata, de modo que existe 1(¢, x) tal que
Y(t,x) = weost + 2te” e y(t,x) =sent + t?e” — 1.
Integrando a primeira das equagoes acima em relagao a ¢, obtemos
Y(t,x) = xsent + t2e” + g(z), (2.36)
e fazendo 1, (t,z) = N temos

U, (t,x) = sent + t%e” + ¢'(x) = sent + t?e* — 1; (2.37)
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assim, ¢'(x) = —1 e portanto g(z) = —z (a constante de integracdo é omitida, ja que
qualquer solucao da equagao ¢'(x) = —1 pode ser usada; nao é necessario usar a mais

geral possivel). Finalmente, substituindo ¢g(z) na equacao (2.36) temos

Y(t,x) = rsent + t2e” — x
e portanto as solugoes de (2.35) sdo dadas implicitamente por
rsent + t?e” —x = c, (2.38)

onde ¢ é uma constante real arbitraria.

2.4 Modelos descritos por equacoes diferenciais

Na Secao (2.3) deste Capitulo, resolvemos alguns tipos particulares de equagoes
diferenciais. Os métodos estao longe de serem gerais e se aplicam a classes muito
restritas de equagdes. Nesta Secao, analisaremos alguns modelos classicos com as
ferramentas desenvolvidas.

Retornaremos a alguns destes modelos no Apéndice A deste texto, quando apre-

sentaremos propostas de trabalho para professores de matemaética.

2.4.1 Modelo populacional de Malthus

O economista britanico Thomas Malthus (1766-1834) foi o primeiro a observar que
algumas populacoes biologicas crescem a uma taxa proporcional a populacao e seu
primeiro artigo apareceu em 1798.

A taxa de proporcionalidade r, chamada de taxa de crescimento ou declinio
conforme seja positiva ou negativa, foi suposta constante por Malthus e tomada como
a diferenca entre o coeficiente de natalidade e coeficiente de mortalidade, representadas
por m e n respectivamente. Portanto, r = m — n.

Em termos matematicos, seja x = x(t) > 0 a populagao de uma espécie no instante

dx
de tempo t. Supondo que a taxa de crescimento em funcao do tempo, isto é, que "

seja proporcional & populagao atual z(¢) com constante de proporcionalidade r temos
dr

dt

Observe que a equagao (2.39) é separavel e usando o método apresentado na segao

ra(t). (2.39)

(2.3.1) obtemos a solugio geral:
2(t) = ce™, (2.40)
sendo ¢ uma constante arbitraria.
Suponha que a populagao inicial seja o, isto é, x(0) = xy. Entdo a constante c¢
pode ser calculada explicitamente; de (2.40) segue que

zo = ce™
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e portanto, ¢ = xg.

Assim, a solugao de (2.39) com condigao inicial z(0) = zy é dada por
x(t) = zoe”, (2.41)
onde r = m — n. O comportamento da solucao é determinado pela constante r, pois:

1. Se r > 0 entao o crescimento é exponencial e se verifica quando m > n, ou seja,

quando a taxa de natalidade é maior que a taxa de mortalidade;

2. Se r < 0 entao o decrescimento é exponencial sugerindo a extin¢ao da populagao
e se verifica quando m < n , ou seja, quando a taxa de natalidade é menor que

a taxa de mortalidade;

3. Se r = 0 a populacao permanece constante, correspondendo a igualdade entre as

taxas de natalidade e mortalidade.

No grafico abaixo encontram-se ilustradas as solugdes da equagao(2.39) conforme o

sinal da constante r.

r =0

Figura 2.2: Grafico das solucoes do modelo de Malthus.

Para variacoes pequenas de tempo o modelo pode se mostrar bastante preciso. O
exemplo a seguir mostra a adequabilidade do modelo para intervalos de tempo peque-

nos.
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Exemplo 2.10. Segundo dados oficiais da Prefeitura Municipal de Sao Paulo” as taxas

de mortalidade e natalidade na cidade de Sao Paulo entre os anos de 2001 e 2005 sao
dadas pela Tabela 2.1.

Ano | Taxa de Natalidade | Taxa de Mortalidade
2000 0,0199 0,00655
2001 0,0182 0,00637
2002 0,0176 0,00638
2003 0,0173 0,00631
2004 0,0172 0,00631
2005 0,0167 0,00596

Tabela 2.1: Taxas de natalidade e mortalidade de Sao Paulo entre 2000 e 2005.

Na analise que faremos vamos considerar a média aritmética das taxas apresentadas,

ou seja, tomaremos m = 0,01781667 e n = 0,00631333, de modo que a constante de

proporcionalidade do modelo malthusiano que desejamos construir é r = 0,01150333.

Assim, de acordo com (2.41) temos a seguinte equagao para o modelo de Malthus:

x(t) = 10434252001120333¢,

(2.42)

Abaixo sao apresentados os dados oficiais da populacao do municipio de Sao Paulo

e os valores calculados através de (2.42).

Ano | Dados Oficiais | Dados do Modelo de Malthus | Erro Percentual
2000 10434252 10434252 0
2001 10525367 10554974 0,28
2002 10613691 10677092 0,6
2003 10698381 10800623 0,96
2004 10782296 10925584 1,33
2005 10865573 11051990 1,72
2006 10944889 11179859 2,15
2007 11019484 11309207 2,63
2008 11093746 11440052 3,12
2009 11168194 11572410 3,62
2010 11244369 11706300 4,11

Tabela 2.2: Erro no Modelo de Malthus - Populacao do Municipio de Sao Paulo entre
2000-2010.

Analisando os dados da tabela acima, vemos que o modelo de Malthus, tao simplista,

que nao considera as especificidades de uma cidade como Sao Paulo e nem fatores como

"Retirados de http://www9.prefeitura.sp.gov.br/sempla/md/ em 03/02/2013.
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imigracao e migragao se adapta tao bem a realidade. Contudo, como ji mencionado,
o crescimento exponencial de uma populacao nao se mantém para longos periodos de

tempo.

2.4.2 O modelo de Verhulst

A hipotese de que a taxa de crescimento de uma populacao r é constante nao
é razoavel, pois ela nao leva em conta que o crescimento de uma populacao aciona
automaticamente mecanismos de controle visando reduzir a taxa de crescimento. Esta
situacao tem sido observada em varias populacoes, onde a superpopulagao modifica o
funcionamento fisioldgico das espécies alterando seus habitos sexuais e comportamento
coletivo.

O modelo proposto por Verhulst consiste em supor que a taxa de crescimento de
uma populacao decresce linearmente com ela, ou seja, que r = a — bz com a, b sendo
constantes positivas. Ainda nao é a hipotese ideal porque nao leva em consideracao o
fato de que individuos novos nao contribuem de imediato para o aumento da espécie,
mas em geral, modela com maior precisdo o crescimento/decrescimento populacional
se comparado com o modelo malthusiano.

Em termos de equacoes diferenciais, temos®

Z—f = (a —bx)x (2.43)
e este modelo foi chamado por Verhulst de modelo do crescimento logistico; tam-
bém é costume se referir a equagao (2.43) como equagao logistica.

Observe que (2.43) é uma equagao autonoma cujas solugoes constantes sao dadas
por z(t) = - e x(t) = 0. Note ainda que x(t) = 0 ndo se aplica ao problema, uma vez
que nao faz sentido considerar uma populagao nula.

A equagao (2.43) é separavel e portanto

/mdx:/dt.

1 1 b
Por fracoes parciais vemos que —— = — + —— . Entao,
(a—bx)xr axr ala—bx)

1 b
—d ———dr =t -+ k.
ax x+/a(a—bx)x +

de modo que

In

’ = at + ak = |a — bx|e™e™ = ||
a— bx

8Na literatura esta equacdo é chamada de equagao de Verhulst-Pearl por ter sido considerada
pela primeira vez por Verhulst em 1834 e estudada por volta de 1920 por Pearl e Reed, no estudo da

populagdo norte americana.
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Dada uma condigao inicial x(ty) = x¢, segue desta tltima equagio que

|zo| = |a — bag|eotek,

e supondo solugoes iniciais diferentes das solucoes de equilibrio temos

T a— bz

Zo

ea(t—to) .

a — bxg

Como pelo Teorema (2.2) as solugoes de (2.43) nao intersectam as solucoes constan-
tes e nem a si proprias, de modo que podemos retirar os valores absolutos e explicitar
x(t), solugao de (2.43) sujeita a condigao x(ty) = zo:
axo
r(t) = .

(t) bxg + (a — bxg)e—alt—to)

(2.44)

Note que se ¢ — 400 entdo x(t) — ¢ independente da condi¢ao inicial x(ty) =

a e L ags ~
xo > 0 e por isso 3 é chamado de valor assintético da populacgao; temos portanto

a
o curioso fato de que as solucoes tenderao para a solucao de equilibrio z(t) = 7
independente das condicoes iniciais.

a ~ .

Em alguns textos o valor 7 é chamado de nivel de saturacao ou capacidade
de suporte.

Observe abaixo o comportamento das solu¢oes do modelo de Verhulst conforme a

condicao inicial z esteja abaixo ou acima da capacidade de suporte:

Figura 2.3: Grafico das solucoes do modelo de Verhulst

a a
Dado z¢ > e populacdo z(t) decresce exponencialmente para z(t) = 7 contudo,

a

a
se 19 < —, a populagao x(t) cresce tendendo para ¢

b

a a
x=0ex = -+ e possui forma de S. Note que hd um ponto de inflexdo em x = % pois
derivando (2.43) temos

e nesse caso o grafico esta entre

2'(t) = (a — 2b)2'(t),
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o que indica que o crescimento é mais rapido até a populacao atingir metade da
capacidade de suporte e ap6s este estagio passa a crescer de maneira mais lenta.
A equacao logistica se mostra aplicavel 4 modelagem de problemas das mais variadas

natureza. Discutiremos dois destes modelos na sequéncia.

2.4.3 Propagacao da podridao em macas

A armazenagem de macas se da em caixas de madeira que comportam em média
3000 frutas. Experimentalmente, verifica-se que se uma fruta estiver apodrecida, em
doze dias cerca de 80% das macas da caixa estarao podres®,

Suponha que a velocidade de propagacao da podridao seja proporcional ao niimero
de macas sadias 3000 — z(t) e ao niimero de macas podres x(t) sendo m a razao de

proporcionalidade; nestas condigoes, a equagao (logistica) para o modelo é

dx

— =m(3000 — z)z, (2.45)
dt

sujeita & x(0) = 1, pois no instante ¢ = 0 supomos a existéncia de apenas uma maca
podre.

Por separacao de variaveis temos

1
x(3000 — z)

1 1 1
3000 (/ ZT / 3000 — xdx) - /mdt’

uma vez que, por fragoes parciais, segue que

dx = mdt,

de onde

1 11
z(3000 —2) x 3000 —

Resolvendo as integrais encontramos

Inz — In(3000 — x) = 3000mt + D
T

3000 — x
e isolando a variavel z(t) podemos determina-la explicitamente:

3000063000mt
z(t) = 1 + (e3000mt °

— CeBOOOmt

(2.46)

onde a constante C' pode ser estimada usando a condi¢ao x(0) = 1. Substituindo z =1

et =0 em (2.46) segue que

3000C 1
=1=2999C=1=0= —.
1+C 3000

90 modelo deste problema com a curva logistica foi apresentado no livrto Temas e Modelos do

Professor Rodney Bassanezi. Consulte a referéncia [7].
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e a equagao (2.46) se reescreve como

3000mt 3000 3000mt 3000
o(t) = 61 - - 3000mt 3000mt ° (2.47)
1 4+ — 3000mt 3000 + e22%0m 1 4 3000¢—3000m
3000

Como x(12) = 2400 a constante m de proporcionalidade também pode ser estimada

por simples substitui¢ao em (2.47), ou seja,

3000
2400 = = 4 + 12000e 36000 — 5
1 + 3000 —36000m + €

(n12000
= = 261.
=m 26000 = m = 0,00026

Finalmente substituindo m = 0,000261 em (2.47) é possivel escrever explicitamente

a solucao do modelo da propagacao da podridao em macas:

3000
) = 3500607 1

O tempo (em dias) necessario para que a caixa toda com 3000 frutas esteja intei-

(2.48)

ramente podre nao pode ser calculado a partir de (2.48), pois fazendo x(t) = 3000

encontrariamos
3000e 073 1 =1,

que nao tem solugao. Neste caso, uma boa estratégia é modificar (2.48) para realizarmos
previsoes de tempo necessario para que cada porcentagem de frutas na caixa apodreca;

devemos portanto, expressar ¢ em funcao de x = 3000p, ou seja,

3000
3000 = 5500e-oms 11

3000pe™ "3 4 p =1,
o—0783t _ 1—p ‘
3000p
Usando logaritmos naturais isolamos a variavel ¢, obtendo assim
1 1—
! P

t=— .In .
0,783 3000p

(2.49)

que apesar de nao estar definida para p = 1 (que equivale a 100% de magas podres),
indica que uma boa estimativa pode ser conseguida tomando p suficientemente proximo
de p = 1; fazendo p = 0,99 em (2.49) temos

1 1-0,99

_ . £216  dias.
0.783 M 3000.0,09 ~ |- 10 dias

t =
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2.4.4 Disseminagao de doencas contagiosas

A utilizacao de métodos matematicos para estudar a disseminacao de doencas con-
tagiosas surgiu em 1760 quando Daniel Bernoulli (1700 — 1782) fez trabalhos sobre a
varfola 1.

Um modelo simples!! para o estudo das epidemias pode ser construido considerando
que uma populacao esteja dividida em duas partes: os que tem a doenca e podem
infectar outros e os que nao a tem, mas sao suscetiveis a contrai-la.

Sejam y a proporc¢ao dos individuos suscetiveis e x a proporc¢ao dos infectados; entao

x4+ y = 1. Suponha que a doenca se espalhe através do contato entre os doentes e 0s

dx
sdos, e que a taxa de disseminacao pr seja proporcional ao niimero de tais contatos;

suponha ainda que os individuos movem-se livremente entre si, de modo que o niimero
de contatos seja proporcional ao produto zy.

Nestas condicoes, obtemos
dx

dt
sujeita & z(0) = xy, onde « é a constante de proporcionalidade e zy é a populacao

=azx(l —x), (2.50)

inicial de individuos contaminados.
Observe que a equacao (2.50) é uma equagao do tipo (2.43) com a =a=b=1de

modo que sua solugao, por (2.44), é

Lo
z(t) = .
( ) To + (1 + xo)e—“t
Dentro das hipoteses assumidas, vé-se que fatalmente toda a populacao se conta-

(2.51)

minard, ainda que apenas um individuo esteja contaminado no instante ¢t = 0, pois
calculando o limite de (2.51) quando o tempo tende ao infinito vemos que
Lo

tlilglox(t) - tlir?o Zo + (1 + "E[))G*at =1 (252)

Algumas variacoes do modelo acima sao de anélise interessante. Suponha agora
a modelagem de doencgas (como o tifo) que se disseminam através de portadores que,
mesmo nao exibindo os sintomas sao capazes de transmiti-la. Denotemos por x e y a
proporcao de portadores e suscetiveis da populagao, respectivamente.

Suponha que os portadores sao identificados e removidos da populacao a uma taxa

[, de modo que

dx
> 2.
o B, (2.53)

10Baseado no modelo descrito e usando os melhores dados sobre mortalidade disponiveis em sua

época, Bernoulli calculou que se as mortes por variola pudessem ser eliminadas, poder-se-ia adicionar
aproximadamente trés anos a expectativa de vida dos europeus, que em 1760 era de 26 anos e 7 meses.

Isto fez com que ele apoiasse, na época, um programa controverso de vacinagao.
1 Maiores detalhes sobre a modelagem de propagacio de doencas usando equacdes diferenciais pode

ser encontrada no livro de Bailey, listado na bibliografia, especialmente nos capitulos 5, 10 e 20.
Consulte a referéncia [8].
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suponha também que a doenca se propague a uma taxa proporcional ao produto de x

e Yy, ou seja, que

dy
dt
Resolvendo a equagao (2.53) por variaveis separaveis encontramos

[

Inz = —pt +c,

x = ke Pt

= axy. (2.54)

Impondo como condigao inicial x(0) = xg, a solucao de (2.53) é
x = xoe . (2.55)

Substituindo (2.55) na equagao (2.54) encontramos

d
_ —pt
— = axge 2.56
dt 0 Y ( )
e novamente por separacao de variaveis, temos
d

Y _ azge Pldt.

d
/_y = /aazoe—’gtdt,
Y

axr
_Oe_ﬁt + k:’

Por integracao,

Iny =—

logo,
y(t) = e(TT)e ek, (2.57)

Admitindo que no instante ¢t = 0 fossem vy, individuos suscetiveis (isto é, supondo

que y(0) = yo) é possivel determinar o valor de e* em (2.57):

e entao
k arg
e’ =1ype b . (2.58)

Agora, substituindo (2.58) em (2.57) encontramos

y(t) =5 Mye
y(t) = y(0)e 7 1=, (2.59)

O ponto curioso deste modelo é que fazendo ¢ tender ao infinito em (2.59) é possivel
prever que existe uma parcela de individuos suscetiveis que escapa da contaminacao:
azq 1—67Bt) axg

lim y(t) = lim y(0)e 7 ¢ =y(0)e 7 . (2.60)

t—00 t—o00
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2.5 Retratos de fase

Consideraremos nesta secao somente equacoes diferenciais autonomas, isto é, equa-
¢oes diferenciais que independem da variavel ¢ (veja Exemplo 2.1) sujeita & condigao
inicial z(0) = z( e nao exigiremos que f seja lipschitziana. Por simplicidade, escreve-
remos

' = f(x) (2.61)
onde f:U C R — R? ¢ continua com derivada primeira tamhém continua.

Dizemos que I C R é um intervalo maximo da solugio de (2.61) se dada qualquer
solugao v : J — R? com z(0) = z¢ temos J C I. O intervalo maximo ¢ tnico e nele
esta definida uma tunica solugao de 2’ = f(z). A solucao definida no intervalo méaximo
¢ chamada de solugao maximal de (2.61) com z(0) = z( ou simplesmente trajetoria

por xo.

Exemplo 2.11. Tome U = R? e considere a equacgao diferencial

dx
- — x2
dt
sujeita & condicdo inicial z(ty) = xo.
A solucao, por separacao de variaveis, é dada por
x
x(t) -

Rl T— (2.62)

e o dominio das solu¢oes maximais dependem da anélise do valor de xy. De fato,

1
tomando zp > 0 a expressao (2.62) esta definida em [ = (—oo,to + —>; se x9p < 0
Lo

1
entdo [ = (to + —, 400 | ese xyg = 0 devemos ter I = (—o0,+00).
2o

Note que apesar do campo de vetores f(t,z) = x? estar definido em todo o espago

euclidiano R? nem todas as solucoes maximais estdo definidas para todo o tempo t.

Toda solucao de uma equacao diferencial pode ser estendida a uma solugao maximal.
Em termos de dominio de definicao das solucoes, a possibilidade de se estender uma
solucao a uma solucao maximal implica que o dominio de uma solucao maximal nao

pode ser ampliado a dominios maiores.

Definigao 2.6. Dada v = ~(t) uma solu¢io mazimal de ' = f(x) com intervalo
de defini¢ao I, entdao o conjunto {y(t) : t € I} é chamado de érbita e o conjunto
U ¢ o espagco de fase. Além disso, a representacao das orbitas no conjunto U,

juntamente com a indicacao do sentido do movimento recebe o nome de retrato de

fase de 2’ = f(x).

Exemplo 2.12. Todo ponto de equilibrio xy da equagio =’ = f(x), isto é, todo ponto
tal que f(zo) = 0, é uma 6rbita desta equagao, pois a curva constante v : R — R? tal

que ¥(t) = o & solugao de 2z’ = f(z).
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Exemplo 2.13. Sem estabelecer condigio inicial, de (2.62) podemos verificar que a

equacao =’ = z? tem solucao

cujos dominios das solucoes maximais dependem da constante c. De fato, tomando c>0
temos [ = (—o00,¢); se ¢ < 0 entdo I = 0,+00) e se g = 0 devemos ter I = (—oo, +00).

Portanto, obtemos destes intervalos de definicao de solu¢oes maximais as o6rbitas {0},

1 1
 te (- ~R S ~R_.
{c—t e ( oo,c)} L e {c—t G(c,+oo)}
Exemplo 2.14. Vimos no Exemplo (2.13) que as érbitas da equagao

7 = 2’ (2.63)

sao {0}, R, e R_. Isto nos da o seguinte retrato de fase:

Figura 2.4: Retrato de fase de (2.63).

Exemplo 2.15. Vamos considerar o sistema
{ 2'(8) = y(t) (264

Trata-se de uma equacao auténoma cujo unico ponto critico é a origem (0,0). Note
agora que, se z(t) e y(t) sdo solugdes da equagao proposta entao derivando a expressao

2?2 + y? implicitamente temos
(2% +y*) = 222" + 2yy = 2wy + 2y(—x) = 0,

ou seja, 2 4+ y% = k2, sendo k € R e os retratos de fase sao, portanto, circunferéncias

com centro na origem do plano:

Figura 2.5: Retrato de fase de (2.64).
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Exemplo 2.16. Considere agora a equacao

(2.65)

—N—
s
SIS
o
[
==
I

cujas solugoes sao os pontos (0,0), (1,y) e (—1,y), com y € R. Por outro lado, ao longo
das solucoes devemos ter

(2% —y?) = 222" — 2y’ = 2ay(a* — 1) — 22y(2* — 1) = 0,

ou seja, as orbitas estdo contidas nas hipérboles definidas por 22 — y? = k, com k # 0
ou em uma das bissetrizes definidas por 2% = y?. A seguir, temos um esboco do retrato
de fase, onde o sentido do movimento pode ser obtido determinando por exemplo, o
sinal de 3/ = z(z% — 1):

Yy >0+=z¢€(—1,0)U(1,+o00),

Y <0<z € (—o00,—1)U(0,1).

) HM__ ___,-f" P
\}\\ H""'H-. ZH///;:/:
\\ 1 =7
\ SN~
N Qi =i 2
\ l‘\ ' y i ,
VN AT B
N
Py IF 1
I| | . : -I'.| .
/ ! ( xaohy \
J T il by AL Y Y
¥ S x._\l‘\ N
78 B\
T \,
- )
7. NN

Figura 2.6: Retrato de fase de (2.65).
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lineares

Vimos no inicio do capitulo anterior que toda equacao diferencial de ordem supe-
rior a um pode ser convenientemente escrita como um sistema de equacoes de primeira
ordem através de uma mudanca de varidveis do seguinte modo: dada a equacao dife-
rencial @ = az 1y + ..+ a1y + apy + b(t) definindo-se novas coordenadas através

de 21 = y,x0 =9y ,...,zg = Y™V segue que

/
€Ty = Tg,

/
Ty = T3,

T = a4 174+ ag_oTq_1... + apry + b(t),

ou seja,
X' '=AX +¢(t)
0 1 0 0 1 0
0O 0 1 To
onde A=1|: =+ + e My, X = : eg(t) = : sao matrizes
00 0 .. 1 Tg 1 0
ay a; Qg ... Gp_1 Tq b(t)

coluna com d linhas.
Para entender a maneira como a mudanca de coordenadas age sobre uma equacao

diferencial de ordem maior que 1, vejamos um exemplo.

Exemplo 3.1. Considere a equacao y"” = —2y” 4y’ —4y e as mudangas de coordenadas
r1 =y, v2 =y e x3 =y"; segue que x| = xy, o), = v3 e 4 = —2w3 + X9 € portanto, a

equacao pode ser reescrita em notacao matricial do seguinte modo:

'} 0 1 0 T
xh -4 1 =2/ \z3

49
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Sistemas de equacoes diferenciais lineares

Neste capitulo vamos estudar a equacao
X'=AX + ¢g(t),

no caso em que a matriz A nao depende da variavel ¢ sendo uma matriz com entradas
constantes e consideraremos a fungao g(t) como a fun¢ao identicamente nula.

Trata-se do estudo da equacao
X' = AX, (3.1)

com A € My, conhecida na literatura como equagao linear homogénea com coe-
ficientes constantes. Apresentaremos também uma descricao completa dos retratos
de fase em dimensao 2.

Sendo a linguagem matricial a mais apropriada para tratar as questoes relativas
aos sistemas lineares, utilizaremos seguidamente alguns resultados e a linguagem da
Algebra Linear. Os principais resultados estdo descritos no Apéndice B.

Caracterizaremos as solucoes de (3.1) em termos da exponencial da matriz A. Con-

forme secao B2 do apéndice B, a exponencial de A € M, é definida por

2, A" A? A"
Y o= ld+ A+ S+t
“— nl 2! n!

e decorre das propriedades (5) e (6) do Lema (A.5) os seguintes teoremas:

Teorema 3.1. Dada uma matriz A € My e xo € R? entdo a curva v(t) = 4 Xy define

a dnica solugao de X' = AX com condi¢ao inicial X (0) = X.

Teorema 3.2. A inica solu¢dao do sistema X' = AX com condi¢do inicial X (ty) = Xo
€ dada por
X(t) = et X,

comt € R.

Demonstragao. O Teorema (2.2) garante a existéncia e unicidade de solugoes. Basta

notar que
X(tg) = e X = "Xy = 1d X, = X,

e que

X'(t) = A0 X = AX(1).
0

Terminamos esta se¢do mostrando que a equac¢ado homogénea X' = AX sujeita a

uma perturbagio g(t) também pode ter suas solugoes explicitamente calculadas.
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Teorema 3.3. (Formula da Variagio das Constantes) Seja g : R — R uma fun-
¢ao continua. Supondo (to, Xo) € R4 como condigio inicial, a solu¢dio mazimal da
equagao X' = AX + g(t) € dada por

t
X(t) =eA(t—t°)Xo+/ et ™g(s)ds, com telCR (3:2)

to

Demonstragao. Pelo Teorema (2.2) o problema admite solu¢ao e ela é unica. Basta
verificar que X (t) definida acima é tal que X (tg) = X (0) e que X'(¢) = AX(t) + g(t):

to
X (to) = e Xo +/ eA=p(s)ds = Id. Xy = X,

to

e por derivacao

t
X'(t) = AeAt0) X + / A9 g(s)ds + eV g(t)
to

t
=A (eA(t_tO)Xo +/ eA(t_s)g(s)ds> + g(1),
to

de onde X'(t) = AX(t) + g(¢). O

Exemplo 3.2. Considere a equacgao diferencial

1 1 et
X' = X + ,

1
sujeita a condigao X (0) = O) .

Pela formula (3.2), a solugao neste caso é dada por

x=e (o) o [ (5) o o

Conforme Exemplo B.16 segue que,
X(t) _ 262t _ e3t _e2t + e3t 1
2€2t _ 2€3t _€2t + 2€3t 0

N /t 2623 _ 635 _623 + 635 e~ p
S.
0 2625 _ 2635 _625 + 2635 0

e calculando a integral da expressao anterior,
2 3 1.2 3
X(t) = 2e%t — et N 2¢! — je* (3 7
2%t — 2¢3t 2et — e?t 1

_ 3t 3,2t t_ 3
X(t):< e + se™ + 2e 2>’ £>0

de modo que

—2e3t 4 2t 4 2t — 1 -
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3.1 Solucoes e propriedades

J& vimos na secao anterior que as solugoes de X’ = AX sao dadas por uma expo-
nencial matricial e nesta secao vamos descrever mais detalhadamente as possibilidades
de e4?.

Comegaremos mostrando que o conjunto S das solugoes de (3.1) possui estrutura

de espaco vetorial, o que torna indispensavel os métodos da Algebra Linear no estudo
de S.

Lema 3.1. Se X1, Xs,..., X4 sao solugoes da equagao (3.1), entdo c1 Xy + coXo + ... +
caXq € também solucao, onde cq, ca,...,cq sao escalares; ou seja, a combinacao linear

de solucoes da equacao X' = AX € ainda uma solucao desta equacao.

Demonstrag¢ao. Como por hipotese cada X;, ¢ = 1,2,...,d é solucdo de (3.1), segue

em particular que
X =AX,, X,=AX,, .. X,=AX,

e portanto, tomando uma combinacao linear das fungoes X;, ¢ =1,2,...,d segue que

(Cle + CQXQ + ...+ CdXd)/ = ClX{ + CQXé + ..+ Cch/l =
ClAXl + CQAXQ + ...+ CdAXd = A(Cle + CQXQ —+ ...+ CdXd)

0 que prova o resultado. O

Proposicao 3.1. Considere A € My. O conjunto S das solucdes da equagciao X' = AX

€ um espaco vetorial de dimensao d.

Demonstracao. Para mostrar que S tem estrutura de espacgo vetorial, basta verificar

diretamente que os axiomas que definem um espago vetorial (veja apéndice B) sao

satisfeitos para quaisquer X, Xy € § e para quaisquer escalares «, § € K.
Mostraremos agora que dimS = d, ou seja, vamos exibir uma base de S com d

elementos. Para isto, vamos considerar as funcgoes
pi(t), 1<j<d (3.4)

solugoes de X' = AX sujeitas a condigao inicial X(0) =e;, 1< j <d que estdao bem
determinadas de acordo com o Teorema (2.2).
As d fungoes definidas por (3.4) sdo linearmente independentes; de fato, considere
a combinacao linear
c1¢1 + 292 + ... + capa =0 (3.5)

onde ¢y, ¢, ..., cg sa0 constantes e 0 indica o vetor nulo em R?. Fazendo t = 0 em (3.5),
encontramos

cre1 + coeg + ... +cqeq =0
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deonde ¢ =cp=...=¢c4=0.

Provemos agora que o conjunto B = {¢;(t), 1 < j < d} gera S. Para isto,
provemos que todo vetor em S (isto é, toda solugao X (t) da equacao X' = AX) pode
ser escrito como combinacao linear de ¢q, ¢, ..., ¢q.

Seja X um elemento de S, sujeito a condi¢do X (0) = ¢ = (cy,¢,...,¢q) € R e

tomando as constantes ¢y, ca, ..., ¢g construamos a fungao

B(t) = c191(t) + c202(t) + ... + caa(t). (3.6)

que satisfaz a equacao X’ = AX por ser combinacao linear das solugoes ¢1, ¢o, ..., ¢q,
conforme Lema 3.1. Além disso, ¢(0) = ¢ = X(0), pois

$(0) = c1¢1(0) 4 c202(0) + ... + c404(0) =

cre1 + caey + ...+ cgeq = (c1, ¢, ..., cq) = ¢ = X(0).

Ora, pelo Teorema (2.2), as fungoes ¢(t) e X (¢) devem ser idénticas, ou seja, X (t)
é combinacao linear de ¢1, ¢o, ..., Pg. O

De acordo com a Proposigao (3.1), para resolver completamente X’ = AX basta
que se determine um conjunto com d solucoes linearmente independentes, chamado
de um conjunto fundamental de solugoes ou em outras palavras, uma base do
espacgo S.

Considere X1, X, ..., Xy um conjunto de d solucoes de X' = AX e considere a
matriz W (t) cujas colunas sdo os vetores Xj, Xo,..., X4. Segue da observacao (B.1)
que os vetores coluna de X (t) sdo linearmente independentes para um dado valor de ¢
se detW # 0 para esse valor de t. Esse determinante é chamado de wronskiano das
d solugoes X1, X, ..., X4 e sera denotado por W[Xy, X, ..., X,

Lema 3.2. Se X1, Xs,..., Xy sdo solugoes de X' = AX no intervalo o < t < (8
entiao o wronskiano W[Xy, Xs, ..., X4 ou € identicamente nulo ou nunca se anula neste

intervalo.
Demonstrag¢ao. A demonstragao pode ser encontrada em [4]. [l

O Lema (3.2) acima é importante pois indica que, para analisar a independéncia
linear de d solugoes definidas num intervalo aberto qualquer, basta escolher um ponto

conveniente dentro deste intervalo.

Lema 3.3. Considere a equacio X' = AX onde A € My. Seja v € R um autovetor

de A associado ao autovalor X € R. Entao, dado t real qualquer,
X(t) =M

é solugao de X' = AX com X(0) = v.



54 Sistemas de equacoes diferenciais lineares

Demonstracao. Sendo v autovetor de A associado ao autovalor A, segue que Av = Awv.

Derivando X (t) = eMv em relagdo a t temos

X'(t) = XM,
X'(t) = eMw,
X'(t) = M Av,
X'(t) = AeMo,

o que conclui a prova. O

Exemplo 3.3. Considere a equacao diferencial

()= 3)6)

0 -2
O polinémio caracteristico de (3 - ) & p(A\) = A2 =5\ +6 cujas raizes sao \; = 2

(§] /\2 =3.
Para A\; = 2 encontramos o autovetor v; = (1, —1), pois

0 -2 r) (2
3 9 Y 2y
tem solugao geral (x,—x) e podemos considerar v; = (1, —1).

3
De modo andalogo, para A\; = 3 encontramos vy = (1, —§>

Assim, pelo Lema 3.3 segue que

sao solugoes de (3.7).
Para verificar que X; e X5 formam um conjunto fundamental de solucoes definido

para todo t € R, escolhemos t = 0, de modo que

WXy, X,](0) = det (1 1§> £0

e assim, a solucdo geral de (3.7) é dada por

X(t) = Cle + CQXQ,
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ou explicitamente por

€2t €3t
X(t)=a (_e2t) + e <_%e3t> :

Usando o Lema 3.3, vemos que as solugoes de X’ = AX sao determinadas pelos

autovalores e autovetores da matriz real A. Temos portanto trés casos a analisar:

1. Todos os autovalores reais e distintos entre si;
2. Alguns autovalores complexos;

3. Alguns autovalores repetidos.

Passaremos agora a andlise de cada um destes casos. As referéncias utilizadas foram
[4]. [3] e [9].

3.1.1 Autovalores reais e distintos

Se todos os d autovalores da matriz A € M, sao reais e distintos, existem exatamente
d autovetores distintos.
Sejam Aq, Ao, ..., Ay tais autovalores associados aos autovetores vy, v, ..., Vg TESpEC-

tivamente. Pelo Lema 3.3 cada fungao
X;(t) =My, 1<i<d (3.8)

satisfaz a equacao diferencial X' = AX, de modo que temos um candidato natural ao
conjunto fundamental de soluges: o conjunto das d fungoes (3.8).
Basta verificar se tais fun¢oes sao linearmente independentes, ou seja, se 0 wrons-

kiano

A1t A1t
! vige”™! Vi1 Uid

W[Xlu X27 Xd] == det e . . — 6()\1+)\2+...+/\d)tdet

Agt

vi11€

Agt
vq1€ Vgqg€™? Va1 - Vdd

¢ nao nulo, o que é de facil verificacao pois a exponencial nunca se anula e o determi-
nante do segundo membro da igualdade seguramente também nao, uma vez que suas
colunas sao os autovetores de A, sempre linearmente independentes (veja observagao
(B.1)).
Assim, a solugao geral de X' = AX, A € M, no caso de autovalores reais e distintos
é dada por
X(t) = 1My + e’y + .+ erettyy, (3.9)

onde \; e v; para 1 < i < d sao os autovalores e autovetores da matriz A, respectiva-

mente.
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3.1.2 Autovalores complexos

Considere novamente a equacao X' = AX onde A € M, é uma matriz com entradas
reais e suponha que o complexo A\ = a+1ib seja um autovalor de A, com b # 0 associado
ao autovetor w = u + 0.

Para a discussao a seguir, usaremos os lemas abaixo:

Lema 3.4. Seja w € C¢ e w seu conjugado. O conjunto {w,w} € linearmente inde-

pendente.
Demonstrag¢ao. Pode ser encontrada em [4]. O

Lema 3.5. Sejam A € My uma matriz real ¢ w € C? um autovalor complezo de A

associado ao autovalor a +ib € C com b # 0. Escrevendo w = u + iv com u,v € R?

dados por
(0 )
u=—(w+w
2
¢ 1
vzi(w—@)

seque que u,v sao linearmente independentes em RY e mais:

Au = au —bv (3.10)

Av = bu + av. (3.11)

Demonstragio. Seja w autovetor complexo de A e sejam u, v € R? tais que w = u + iv
como nas equagoes (3.10) e (3.11).

Suponhamos que {u, v} seja linearmente dependente em RY, isto ¢, existe o € R tal
que v = au. Entao

w—w = 2iv =ia(w + W)

e portanto (1 —ia)w = (1 4+ ia)w. Como (1 —ia) e (1 + ia) sdo nao nulos, segue que
{w,w} é linearmente dependente em C%, o que contraria o Lema 3.4. Logo, {u,v} &
linearmente independente.

Por outro lado, seja z = a + ib, com b # 0 o autovalor associado a w. As equagoes
(3.10) e (3.11) seguem da igualdade

Au + iAv = A(u+iv) = Aw = zw = (a + ib)(u + ) = (au — bv) + i(bu + av).
[l

Sendo A uma matriz real, entao os coeficientes de seu polindémio caracteristico sao
reais e decorre que os autovalores complexos devem aparecer aos pares conjugados.

Assim, sendo A\ autovalor, segue que A também é e mais que isso: 0s autovetores
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também sao conjugados. De fato, admitindo que A é autovalor associado ao autovetor
w, decorre que
(A= Mdg)w =0

e entao

(A — Mdy)w = (A—Xdy)w =0

Agora, observe que o Lema (3.3) permanece valido no caso complexo, uma vez para

demonstra-lo nao usamos a hipotese de o autovalor ser real. Assim, sao solucoes de
X' = AX:
X(1) = (u+iv)elst®r (3.12)

X(t) = u + ivel@F®1, (3.13)

Usando a exponencial de Euler !, de (3.12) podemos escrever
X(t) = (u+iv)e™e™,

X(t) = e™(u + iv)(cos bt + isenbt),
X (t) = e™[ucosbt + iusen bt + iv cos bt — v sen bt]

e entao

X (t) = e™[ucosbt — vsenbt] + ie™[usen vt + v cos vt].

Agora, escrevendo X (t) = X (t) + iXo(t), segue que

X1(t) = e™[u cos bt — v sen bt] (3.14)

Xo(t) = e™[usen bt + v cos bt], (3.15)
sao fungoes reais que satisfazem X’ = AX. Para provarmos isso, lembremos que pelo
Lema (3.5) temos Au = au — bv e Av = bu + av e entdo, derivando (3.14) segue que

X (t) = te™[usen bt + v cos bt] — e**[vt sen bt — bu cos bt],

X1(t) = e™(au — bv) cos bt — e (bu + av) sen bt,

de onde
X[ (t) = A(e™[ucosbt — vsenbt]) = AX,(t).

De modo anélogo se prova que (3.25) também é solugao de X' = AX. Além disso,
é possivel provar que X;(t) e X5(t) sempre sao linearmente independentes
Observe que se, ao invés de (3.12) tivéssemos tomado (3.13) o resultado se manteria

e a discussao feita seria a mesma, de modo que basta escolher um autovalor complexo.

!Prova-se em Analise Complexa que a exponencial natural de um niimero imaginario é igual & uma

soma de fun¢oes trigonométricas; especificadamente vale que e*? = cos + isen 6.



58 Sistemas de equacoes diferenciais lineares
Assim, se a matriz A admite o complexo A\; = a + ib (e portanto Ao = a — b )e 0s
reais A3, A4, ...., Ag reais como autovalores associados aos autovetores (3.14), (3.25), vs,

Vy,...v4 & solugao geral de X' = AX se escreve como
X(t) = a1 X1 (t) + e Xo(t) + 33 + .. + cge oy,

Exemplo 3.4. Vamos encontrar a solucao geral da equacao

() -6

. . . 5 .
O polindmio caracteristico é p(A) = A2+ X+ 1 de onde os autovalores generalizados

1 1 1
Sa0 A\ = —3 +ie X = 3~ 1. Escolhemos A\ = —5 + 7 de onde

-1 )  [—3r+iz
— —% zy) —%x—@'x

e encontramos o autovetor generalizado w =1 + 1.

— o

Logo, a solugao de (3.16) é

X(t) = (1> e(-ati)t (3.17)

e portanto

X(t) = (1> e<_%t)(cost +isent),

_ 1y _ 1y
e 2'cost e 2"sent

X(t): —lt +7/ —lt
—e 2'gent e 2'cost

de modo que as solucoes reais sao

_1y
e 2"sent
Xalt) = (e‘ét oS t) '

Assim, a solugao geral de (3.16) é dada por

_14 _14
e 2'cost e 2'sent
X(t)=a 1, +e| i, 7
—e 2'sent e 2'cost

com ¢y, ¢y constantes quaisquer.
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3.1.3 Autovalores repetidos

Finalmente, vamos discutir o caso onde a matriz A € M, apresenta autovalores
repetidos. Este caso apresenta dificuldades maiores que os dois anteriores e que sao
contornadas com uma reformulacao da definicao de autovalor. Comegamos com algu-

mas defini¢coes e exemplos.

Definicao 3.1. Seja A um autovalor de A com multiplicidade algébrica k. Se associ-
ado a X\ existirem k autovetores linearmente independentes, entao \ € um autovalor
completo; se associado a A existirem p < k autovetores linearmente independentes,

entao A € um autovalor deficiente com grau de deficiéncia d =k — p.

Exemplo 3.5. Considere a matriz

9 4 0
A=1-6 -1 0
6 4 3

cujo polindmio caracteristico é
p(A) = (A =3)*(A = 5)

e cujos autovalores sao A\ = 3 com multiplicidade 2 e Ay = 5 com multiplicidade 1. O

autovalor \; é completo; de fato, resolvendo

9 4 0 x 3z
—6 —1 0 y| =13y
6 4 3 z 3z

3
encontramos que a solucao é dada por qualquer vetor v = (:1:, —E:c, z) de onde

v=1x (1, —g, 0) +2(0,0,1)

de modo que existem dois autovalores linearmente independentes associados a A;.

No caso de A ser autovalor completo, o problema de achar um conjunto fundamental
de solugoes esta resolvido, pois sempre é possivel conseguir d vetores linearmente in-
dependentes e consequentemente d solugoes linearmente independentes. A dificuldade
aparece quando A é deficiente, de modo que encontramos p < d vetores independentes

e portanto nao é imediata a obtencao de um conjunto fundamental de solugoes.

Proposicao 3.2. Seja A um autovalor de A € My com multiplicidade algébrica k

associado ao autovalor vi; entao os vetores vy, vs, ...,V tais que

(A — A[dd)vg = U1,
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(A — )\Idd)'Ug = V2,

(A — )\Idd)vk = Vg—1
sao linearmente independentes.

Demonstracao. Vamos provar que a equacao
a1v1 + Aoy + ... + agvr =0 (3.18)

implica em a1 = ay = ... = a; = 0.
Para isso, vamos multiplicar (3.18) por (A — Aldy), de modo que
a1 (A — Mdg)vy + ag(A — Mdg)ve + ... + ar(A — Mdg)v, =0

e como por hipotese (A —Aldg)v; = 0e (A—Ndy)v, = v segue da equagao anterior
que
asvy + asvy + ... + apvr_1 = 0. (3.19)

Repetindo o argumento acima, ou seja, multiplicando (3.19) por (A — Ald,) encon-
tramos

a3V + AU + ... + ARVp_2 = 0,
de modo que depois de sucessivas repeticoes deste mesmo argumento temos
arvy =0,

de onde a; = 0.

Como a; = 0, a equagao (3.18) se reescreve como
a1V + asvg + ... + Qp_1UV—1 = 0

e 0 mesmo argumento mostra que ay_, = 0.
Prosseguindo deste modo se mostra que todos as constantes a; sao nulas, o que

prova o resultado. O

A sequéncia de vetores linearmente independentes da proposicao acima é importante

para nosso estudo e justifica a seguinte definigao:

Definicao 3.2. Seja A um autovalor de A € My com multiplicidade algébrica k. Uma
k-cadeia de autovetores generalizados associados a )\ ¢ uma sequéncia de k

vetores linearmente independentes vy, vs, ..., v tais que
(A — )\]dd)vg = 1,

(A — )\Idd)vg = V9,

(A — )\Idd)vk = Vk—1-
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Observacao 3.1. Os k vetores generalizados satisfazem a equacao
(A — Xdg)Fv, = 0.

Para ver isto, note que (A — Aldy)v; = 0 e portanto da equagdo (A — A dg)ve = vy
temos

(A — \ldy)(A — Xdg)vg = (A — Ndg)vy = (A — Nldg)*vy = 0,

sendo a prova do caso geral feita de modo anélogo.

Portanto, a ideia a ser utilizada para resolver o sistema X’ = AX no caso em que
a matriz A apresenta autovalores repetidos é a de que seja encontrada uma k-cadeia
de autovetores generalizados afim de que consigamos obter um sistema fundamental de

solucoes.

Exemplo 3.6. Suponha que a equacao diferencial X’ = AX com A € M; possua

polinémio caracteristico
p()\) = ()\ - (1)3,

com autovetor A de multiplicidade algébrica 3.
Se associado a A existir apenas um autovetor v, ou seja, se a deficiéncia de A for
igual a 2, uma das solugoes sera

_ At
X1 = V1€,

de modo que ainda é necessario encontrar duas solucoes linearmente independentes
para escrever um conjunto fundamental de solucoes. Essas duas solugoes serao obtidas
através dos autovetores generalizados de vy, ou seja, a solucao geral sera dada por

t2
X (t) = crvie™ + cy(tvy + vp)eM + ¢ (Evl + tvg + Ug) e,

onde os coeficientes da combinacao linear entre vy, vy e v3 sao os mesmos do desenvol-
vimento da exponencial €' em série de poténcias (a justificativa para este fato esta no
fato de que as colunas da exponencial da matriz A formam um conjunto fundamental
de solugoes para X’ = AX, mas ndo a apresentaremos neste trabalho).

Por outro lado, se a A existirem associados dois autovetores v, e vy, ou seja, se a

deficiéncia de A for igual a 1, duas das solu¢des serao dadas (conforme Lema (3.3)) por

X1 = U16>\t

_ At
X2 = Vg€,

de modo que a solucao geral serd dada por

X (t) = cyvie™ 4 covpe + c3(tvy + va)e.
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Exemplo 3.7. Vamos resolver a equacao diferencial

0o 1 2
X'=|-5 -3 -7|X, (3.20)
1 0 0
0o 1 2
cuja matriz A= | =5 —3 —7 | tem polinomio caracteristico
1 0 0
p() = (A +1)°
e autovalor A = —1 associado ao autovetor v; = (1,1, —1). Como a deficiéncia de v, é

igual a 2, é necessario determinar dois autovetores generalizados de v;, que podemos

obter através das equacoes da Observacao 3.1, ou seja, impondo que

2

1 1 2 a -2 -1 -3 a 0
(A+1Id3)* vy = | -5 —2 —7 bl=|-2 -1 =3||b]=10 (3.21)
1 0 1 c 2 1 3 c 0
¢ 3
1 1 2 0 00 a 0
(A+Idy)’v3=| -5 —2 -7 bl=1000f]|o|=]0
10 1 c 0 0 O c 0
ou seja, o vetor vg é qualquer. Tomando vs = (1,0,0) e calculando vy de (3.21)
encontramos v, = (1, —5,1) e a solugao geral de (3.20) é
1 1 1) ]
Xt)y=c | 1 |e'+e|al| 1 [t+]|-5]]|e'+
~1 -1 1/
t2 !
C3 1 5 +|1-5]1t+ 10 et
\-1 1 0

3.2 Sistemas planares: retratos de fase

Consideraremos nesta se¢ao apenas as equagoes X' = AX onde A é uma matriz
quadrada de ordem 2. Vamos descrever completamente suas solucoes e os retratos de
fase, que dependem da anéalise dos autovalores de A, conforme visto na secao ante-
rior. Por simplicidade de exposicao, dividiremos o estudo a ser feito em trés casos,
conforme a matriz A possua autovalores distintos, autovalores complexos e conjugados

ou autovalores iguais.
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3.2.1 Autovalores reais e distintos

Suponha que a matriz A do sistema X’ = AX possua dois autovalores reais e
distintos. Suponha que seus autovalores sejam A; e Ay associados aos autovetores vy e

vy respectivamente. Entdo, por (3.9) a solugao geral sera dada por
X(t) = croreMt + covpe?. (3.22)
Consideremos agora varios casos conforme os sinais dos autovalores A\; e Ag:

1. Considere A; < Ay < 0. Quando ¢y # 0, de (3.22) obtemos

X(t
<A >t = ARt 4y (3.23)
Co€2 Co

e se t — oo entao i T 2€ portanto a solugao X () tem assintoticamente
(6)]&

a direcao de vy como no retrato de fase abaixo, onde a origem é chamada de né

estavel

Figura 3.1: No Estavel: \; < Ay < 0.

2. Considere agora A; > Ay > 0. De modo analogo, se ¢, # 0 temos

— Ug S€
coe2t

t — —oo. Neste caso temos o seguinte retrato de fase e a origem é chamada de

no instavel .

Figura 3.2: N6 Instavel: Ay > Ay > 0.

3. Se A\ < 0 < A\ entao ha uma expansao ao longo da direcao de v, e uma contragao
na direcao de v;. O retrato de fase é o indicado na figura abaixo e recebe o nome
de ponto de sela
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Figura 3.3: Ponto de Sela: A\ < 0 < \s.

3.2.2 Autovalores repetidos

Caso a matriz A apresente apenas o autovalor \ associado v, por analogia com o

Exemplo (3.22) a solugao geral de X’ = AX se escreve como
X(t) = crvie™ + co(v1 + tvgt)e™, (3.24)

onde vy é um vetor generalizado de v;.

1. Se A\; = A2 = A < 0 entdo a solugdo (3.24) tende a origem a partir de qualquer
direcao. Neste caso, a origem também ¢é chamada de né estavel; o retrato de

fase pode ser visto na Figura (3.4) abaixo.

-

N

Figura 3.4: N6 Estavel: Ay = Ay =\ < 0.

"

N

2. Se Ay = Ay = A > 0 entao a solucao (3.24) afasta-se da origem em todas as

direg¢oes, de modo que ela é chamada de né instavel; veja a Figura (3.5).

O comportamento descrito na Figura 3.4 tem carater local; globalmente as tra-

jetorias podem ter o comportamento descrito no exemplo a seguir.
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Figura 3.5: No Estavel: A\ = Ay = X > 0.
Exemplo 3.8. Considere o sistema de equagoes
¥ =2r+y
y =2y
cujas solugoes sao y(t) = ae* e z(t) = ate* + be** com a,b € R. Como

(x(t),y(t)) — (0,0) quando t — —oo e (z(t),y(t)) — 400 quando t — 400
as trajetorias apresentam o comportamento grafado abaixo (e que localmente é
dado pelas Figuras 3.4 e 3.5).

&

Figura 3.6: Autovalores repetidos: multiplicidade geométrica menor que a algébrica.

3.2.3 Autovalores complexos e conjugados

Considere agora que a equacao X' = AX onde A € M, é uma matriz com entradas
reais tal que o complexo A = a + ib seja autovalor (e consequentemente, também o

complexo A = a + ib) com b # 0 associado ao autovetor w = u + v que sdo dadas por

X (t) = e™[usen bt + v cos bt]. (3.25)

Temos trés casos a considerar:
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1. Se a = 0 a solugdo se escreve como X (t) = usen(bt) + vcosbt de onde o retrato
de fase é uma elipse ou entao aquele que se obtém invertendo o sentido do movi-
mento. Dizemos que a origem é um centro. Observe que neste caso, as solugoes

sao periddicas.

Figura 3.7: Centro: a = 0.

2. Se a > 0 o retrato de fase é o indicado na Figura 3.7 e a origem é chamada de

foco instavel.

Neste caso, qualquer solugao se afasta da origem.

L

Figura 3.8: Foco Instavel: a > 0.

3. Se a < 0 o retrato de fase toma a configuracao indicada na Figura 3.8 e a origem

é chamada de foco estavel.

Neste caso, qualquer solugao se aproxima da origem.

By

Figura 3.9: Foco Estavel: a < 0.



4 Introducao a estabilidade

Faremos neste capitulo uma introducao ao estudo da estabilidade das singularidades
de uma equagao diferencial. Trata-se de investigar o comportamento das trajetorias
no espaco de fase nas vizinhancas destes pontos. Apresentaremos critérios que permi-
tem afirmar a existéncia ou nao de estabilidade para as equacgoes lineares através da
analise dos autovalores associados a equacao e a estabilidade segundo Lyapunov que
permite estudar a estabilidade sem conhecimento algum dos autovalores do sistema.
Este capitulo foi desenvolvido utilizando as referéncias [3], [9] [5] e [10].

Dada uma funcio continua F : D — R? num aberto D C R x R? consideraremos
a equagao =’ = F(t,x) e no restante deste capitulo vamos supor que existe uma tunica

solugdo v(t) da equagdo =’ = F(t,x) para cada condicdo inicial (to,x¢) € D.

4.1 Definicoes e exemplos

Apresentamos na sequéncia a definicao de estabilidade para a solucao de uma equa-
cao diferencial. Na sequéncia, ilustramos com alguns exemplos este importante con-

ceito.

Definigao 4.1. Uma solugao y(t,to, xo) da equagao ' = F(t,x) é chamada de estdvel
se dado € > 0 existe § > 0 tal que se ||zg — To|| < & com (ty,Ty) € D, entao:

1. A solugao ~(t,ty, xo) da equagdo x' = F(t,x) estd definida para t > to;
2. ||v(t, to, xo) — Y(t,t0, To)|| < € para t >t

Caso uma solucao nao seja estavel, dizemos que ela é instavel.

Se a solugdo (t,to, o) € estavel e existe o > 0 tal que se ||zg — Tp|| < a en-
tao ||y(t, to, xo) — v(t,t0,To)|| — 0 quando t — oo entdo a solugdo serd chamada de
assintoticamente estavel.

A figura abaixo ilustra o conceito de estabilidade.

Para analisa-la, considere € > 0. Se a solugao é estavel é sempre possivel encontrar
um § > 0 tal que ||xo—To|| < 0 implica ||y(t) —7(t)|| < € por menor que seja € > 0. Em
outras palavras, pequenos desvios na condicao inicial nao afetam significativamente o

comportamento futuro da solucao.

67
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1 _.'II * ".\ -/-' #(0.0a.m)

]

Figura 4.1: Solugao (¢, to, zo) estavel

Exemplo 4.1. Considere a equacao diferencial auténoma

é—f =z(x —1), (4.1)
onde F(z) = z(xz — 1).

Por defini¢do, os valores T tais que F'(Z) = 0 sdo chamados de pontos de equili-
brio ou singularidades da equagao diferencial (ou do campo de vetores) e as curvas
constantes «y(t) = T sao chamadas de solugbes de equilibrio ou estacionarias.

Observando a equagao (4.1), vemos que as singularidades sdo 77 = 0 e Ty = 1 e
portanto as solugoes constantes sao y(t) = 0 e y(t) = 1 para todo t € R. Note que para
x € (0,1) a expressao no segundo membro de (4.1) assume valores negativos, de modo
que, neste intervalo as solucoes devem ser funcoes continuas decrescentes; de maneira
anéaloga, nos intervalos (—o00,0) e (1,400) a expressao (4.1) é crescente de modo que
para eles as solucoes devem ser funcoes continuas crescentes. Segundo o Teorema de
Existéncia e Unicidade, as curvas integrais nao se intersectam. Portanto, é razoavel
concluir que as solug¢oes no intervalo (0,1) sendo decrescentes tendam a solucdo de
equilibrio v(t) = 0 quando ¢t — +o00. Analogamente concluimos que as solu¢oes no
intervalo (—oo,0) sendo crescentes parecem tender a (t) = 0 e no intervalo (1, 400).

A analise simplista feita no paragrafo anterior nada prova de maneira rigorosa, mas
é valida na medida em que nos da uma ideia do comportamento das solu¢oes. Observe

a seguir algumas curvas integrais para a equagio (4.1) e compare com a anélise feita.

Figura 4.2: Curvas integrais de (4.1).
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Exemplo 4.2. Considere a equacgao diferencial 2/ = —zx sujeita a condi¢ao inicial
x(0) = 1 cuja solucao é y(t) = e~*. A solugdo 7(t) é assintoticamente estéavel ; de fato,

considere Ty tal que |Top — xo| = |To — 1| < 0. Neste caso:
Iv(t) —F(t)| = |woe™ — Toe ™| = |1o — To| < Je " < <e

e portanto para cada ¢ > 0 basta escolher § < e. Como para qualquer dy fazendo
t — 00 temos

Y(t) = ()] = |zo — Tole™ — 0
segue que a estabilidade é assintoética.

Dizemos que uma equagao diferencial é estavel (respectivamente assintoticamente

estavel) se todas as solugoes sdo estaveis (respectivamente assintoticamente estaveis).

Exemplo 4.3. Suponha que a populacao de uma certa espécie evolui de acordo com
o modelo 2’ = F(t,z). Num dado momento, acontece uma perturbacao no meio, pro-
vocada pela introducao de novos individuos na populagao e que subitamente altera o
valor desta populacao para xg. Seja ty o0 momento em que isto ocorre. Na auséncia
desta perturbacao externa , o valor da populacao em t, seria xg e sua trajetoéria futura
seria y(t, to, xo) para t > 0. No entanto, devido a perturba¢ao considerada, o compor-
tamento da populagdo passara a seguir a trajetoria y(t,%y,To). Se a solugao é estavel,
o choque externo (supondo que ele seja pequeno) nao ira alterar significativamente
a evolugdo da populacdo, pois supondo ||xg — Zp|| relativamente "pequeno'teremos
|7 (t, to, xo) — Y(t, to, To)|| igualmente "pequeno". Se a solucdo é assintoticamente es-
tavel devemos esperar que ||y(t,to, o) — (¢, to, To)|| — 0 quando t — oo, ou seja, o
efeito da perturbacao é absorvido ao longo do tempo e desaparece assintoticamente.
Finalmente, se a solucao é instavel, pequenas alteracoes nas condicoes iniciais afetam,
para todo tempo t o comportamento da solucao e o comportamento da populacao neste
caso tenderia a desviar-se cada vez mais da solucao (¢, %y, o). A figura abaixo ilustra

0s trés casos:

Como temos particular interesse na analise da estabilidade dos pontos de equilibrio,
isto é, na anélise da estabilidade das solugoes constantes de ' = F(t,xz) podemos

reescrever a Definigdo (4.1) da seguinte maneira:

Definigao 4.2. (Ponto de equilibrio estdvel, assintoticamente estdvel e instdvel)Seja

v(t) =T um ponto de equilibrio da equagao diferencial x’' = F(t,z). Entao:

1. O ponto de equilibrio T ¢ estdvel se para cada € > 0 existe d(to,€) tal que a
desigualdade ||xog — Z|| < 0 implica ||y(t,to, z0) — || < € para qualquer solugao
7(t7t07x0);

2. O ponto de equilibrio T € assintoticamente estdvel se for estivel e se existir

do > 0 tal que a desigualdade ||xo—7|| < do implica ||y(t, to, z0) —Z|| — 0 quando
t — 00;
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Figura 4.3: Solucao estavel, assintoticamente estavel e instavel

3. O ponto de equilibrio T € instdvel se nao for estdvel.

4.2 Estabilidade de equacoes lineares

Provaremos nesta se¢do que a estabilidade (assintética ou ndo ) da equacdo linear
homogénea X' = AX é determinada pela analise dos autovalores da matriz A. O
resultado é teoricamente simples, mas na pratica pode se tornar de dificil uso, uma
vez que o calculo dos autovalores nao é uma questao computacional facil no caso de
matrizes de ordem muito alta.

Para a demonstragdo do Teorema (4.1), resultado central desta segdo precisaremos

do lema abaixo:

Lema 4.1. Se a matriz A € My tem apenas autovalores com parte real negativa, entao

existem constantes k,a > 0 tais que para t > 0

HeAtH < ke ot (4.2)

A(X
com a norma ||A|| = sup AN definida a partir de qualquer norma ||.|| em RZ.

w20 |1 X]]
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Demonstracio. Seja M € My, tal que M~*AM = J, onde J é a Forma de Jordan da
matriz A (conforme a teoria desenvolvida no Apéndice B).
FEntao,
M=t — erlAMt _ eJt7
de onde et = Me M.
Logo,

d d
e ) < [l MM < D e [ps )] =Y e |py (1)),
j=1 j=1
onde p; sao polindmios.

Tomando agora —ay < —a < 0, para todo \; segue que Re(\;) < —a de onde

d
e ] <D e |pi(1)] = e~ g (t) = e e ™17 g(1).
j=1
Como a; — a > 0, existe k > 0 tal que
e_o‘te_(al_o‘)tq(t) <k, t>0

e portanto,
le]] < ke

]

Teorema 4.1. Qualquer solugao (incluindo as de equilibrio) da equagao X' = AX

linear e homogénea (inclusive a solu¢ao nula) é:

1. Assintoticamente Estdvel se todos os autovalores de A possuirem parte real

negativa,

2. Estdvel se todos os autovalores de A possuirem parte real negativa ou parte real
nula e os autovalores de parte real nula possuirem multiplicidade algébrica igual

a multiplicidade geométrica;

3. Imnstdvel se pelo menos um dos autovalores tiver parte real positiva ou se existir
algum autovalor com parte real nula com multiplicidade algébrica maior que a

multiplicidade geométrica.

Demonstracao. Provemos apenas a afirmacgao 1. O restante da demonstracao pode ser
encontrada em [10].

Sem perda de generalidade vamos analisar a estabilidade da solucao de equilibrio
X =0, pois para sistemas lineares a diferenca de duas solucées é ainda uma solucio.
Conforme provado no capitulo anterior, toda solugio X (t) = (X;(t),...X4(t))" do sis-
tema X' = AX é da forma X (t) = e X,. Seja ¢;;(t) o elemento ij da matriz et e

seja Xo = (29, ....,29)7T; entdo
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Xi(t) = pa ()2 + ... + pia(t) 2 (4.3)
Suponha que todos os autovalores de A possuam parte real negativa, ou seja, que
mazi—1, aRe(\;) < 0. Seja —a; = maz;—1, . qaRe()\;) o valor da maior parte real no
conjunto dos autovalores. Entao, existem (de acordo com o Lema (4.1)) K >0ea >0
tais que —a; < —a < 0 e [¢;;(t)] < Ke * para todo ¢ > 0. Consequentemente, para
todo7=1,...,d temos
|1 Xi(t)] = @i (t)27-.. + dialt)g]
< Ke |29 + ... + 2
< Kem®(|2] + ... + |2g))

< ke " max{|zi|, ..., |140|} = Ke *"d|| Xo|| (4.4)

Assim,

IX @O < maz{|X1(8)], ... [ Xn ()|} < dEe™" || Xo| (4.5)

Dado € > 0, para garantir || X (¢)|| < € é suficiente que ocorra || Xp|| < %, com

t = 0. Neste caso, escolhemos § > 0 tal que § < dLK’ de onde || Xy|| < 0 e portanto,
| X (¢)]| < e. Resulta também que para qualquer condigao inicial temos ||X(¢)|| — 0

quando t — 400, ou seja, a solucao de equilibrio é assintoticamente estavel. O

Exemplo 4.4. O Teorema (4.1) permite classificar totalmente os pontos criticos dos
sistemas planares descritos na Secao 3.4 do capitulo anterior quanto a estabilidade
através da andlise dos autovalores.

Encontra-se resumida na tabela abaixo a classificacao destes sistemas quanto a

estabilidade de solugoes.

Sinal dos Autovalores | Tipo de Ponto Critico Estabilidade
AL> A >0 N6 Instavel
A <A <0 No6 Assintoticamente Estavel
AL <0< Ny Ponto de Sela Instavel
AM =X >0 No6 Instavel
A=A <0 No6 Assintoticamente Estavel
A, Ao =a=+bi coma>0 Ponto Espiral Instavel
A, Ao =a=+bi coma <0 Ponto Espiral Assintoticamente Estavel
A1, Ao = £bi Centro Estéavel

Tabela 4.1: Estabilidade dos sistemas lineares X’ = AX de Ordem 2

E importante destacar que vale a reciproca dos resultados apresentados acima, ou
seja, o conhecimento do tipo de estabilidade apresentada pelo sistema linear X’ = AX

permite que se deduzam as informagoes acerca do sinal dos autovalores associados a A.
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Como enunciado e provado no teorema acima, o conhecimento do sinal da parte
real dos autovalores da matriz A fornece a informacao acerca do comportamento das
solucoes quando t — oco. Se for mais simples calcular os autovalores de A do que as
solugoes explicitas de X' = F'(t, X) o resultado é bastante ttil.

Como os autovalores sao as raizes do polinomio caracteristico de A, no caso de
dimensao 2 o problema esta resolvido completamente, mas comeca a ficar trabalhoso
em dimensoes 3 e 4 respectivamente e fica complicado em dimensao superior a 4 ja que
neste caso nao existe solu¢ao por radicais.

Assim, torna-se vantajosa a existéncia de critérios que decidam sobre o sinal das rai-
zes do polinémio caracteristico sem o conhecimento explicito das mesmas, mas somente
utilizando o conhecimento dos coeficientes do polindmio caracteristico.

A busca destes critérios é conhecimento como problema de Routh-Hurwitz e
para as dimensoes 3 e 4 existe um resultado, cuja demonstracao pode ser encontrada em
Pontriaguine (1975), p.62, juntamente com critérios para qualquer grau do polindémio

caracteristico, dado por:
Proposicao 4.1. Seja p(\) = as\* + asA\3 + ap\? + a1\ + ag:

1. Seayq =1 entao as raizes de p(\) possuem (todas) parte real negativa se e somente

se as, g, ay € ag $40 Positivos e azasa; > azag + a3;

2. Seay =0 entao as raizes de p(\) possuem (todas) parte real negativa se e somente

S€ a9, a1 € ag SA0 Positivos e asay > ag.

Exemplo 4.5. (Oscilador Harmonico sem Atrito) Conforme Exemplo (1.1) a equacao

que modela o movimento de uma mola sem a acao de forcas externas é
2’ = —kux,

C
onde a constante k = — é positiva e cujo ponto critico é a origem.
m
Facamos k = w?, de onde podemos reescrever a equacao para o modelo do oscilador
harmonico sem atrito como

2+ wx = 0.

Escrevendo y = 2’ e ¥ = —w?x a equagdo se transforma no sistema linear
/
x 0 1)\ (=
v —w? 0) \y
o » 0 1) . . o
O polinomio caracteristico de 2 g ¢ p(A) = A* + w” e suas raizes sio A =
—w

+|w|i. Segue do Exemplo (4.3) que o sistema ¢é estavel em torno da origem, o que é
intuitivo do ponto de vista fisico: nao havendo rupturas da mola e nem acao de forcas
externas, o sistema deve oscilar de maneira independente das condigoes iniciais até

parar completamente, o que acontece apos a dissipacao total da energia.
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Exemplo 4.6. (Oscilador Harmonico com Atrito) Considere agora o problema anterior
mas agora sujeito a agao de uma forca de atrito que depende em geral da viscosidade
do meio em que ocorre o movimento; pela Segunda Lei de Newton, sendo n > 0 o
coeficiente de atrito (que independe do tempo) devemos ter mz” = —kx — nx de onde
podemos escrever

2"+ 2az’ + w’r = 0,

desde que facamos k = w? > 0ea = Qi > 0. Em notacao matricial a equacao acima
m

GRETE

0 1
—w? —2a
a e w constantes positivas. Usando as Relacoes de Girard, as raizes A\; e Ay sao tais

é equivalente a

O polinémio caracteristico de é p(A\) = A + 2a) + w? onde sabemos ser

que (i) : MA2 > 0 e (i) : Ay + A2 = —a < 0; por (i) segue que as raizes possuem o
mesmo sinal e por (ii) segue que elas devem ser negativas. Pelo Teorema (4.1) segue

que as solugoes (e em particular a origem) sao assintoticamente estaveis.

Observacgao 4.1. Para estudar a estabilidade da equacgao linear X’ = AX basta que
se analise a solugao de equilibrio X = 0; o teorema a seguir afirma que a estabilidade
desta solucao é compartilhada por todas as demais solucoes; em outras palavras, a
solugdo nula X = 0 ( com instante inicial ¢, arbitrario) é estével (respectivamente as-
sintotivamente estavel) se e somente se todas as solugoes sao estaveis (respectivamente

assintoticamente estavel).

Sob condicoes apropriadas, a estabilidade assintotica da equacao X' = AX se
mantém mesmo que se introduza uma perturbacao nao linear, ou seja, quando passamos

a considerar a equagdo X' = AX + g(t,x). Precisaremos dos lemas abaixo:

Lema 4.2. (Lema de Gronwall) Sejam u,v : [a,b] — R fungoes continuas com v > 0
e seja c € R. Se

u(t) < c+/ u(s)v(s)ds

para qualquer t € [a,b], entao
u(t) < celu v()ds (4.6)

para qualquer t € [a,b).

Demonstracao. Considere as funcoes
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1)

Temos que R(a) = 0 e por hipotese R'(t) = u(t)v(t) < (¢ + R(t))v(t) e portanto
R'(t) —v(t)R(t) < cv(t). Assim,

d

(e OR() = VIR () — v()R(E) < cv(t)e

Como R(a) = 0, concluimos que
t
e VOR®E) < / cw(€)e VOde = c(1 — VW)

e portanto R(t) < ceV® — ¢, de onde
u(t) < ¢+ R(t) < ce¥®
para todo t € [a,b] como queriamos. ]

Lema 4.3. Seja F : U — R% uma funcdo continua e localmente lipschitz em X num
conjunto aberto U C R4, Se uma solu¢io X (t) da equagio X' = F(t,x) tem intervalo
mdzimo |a,b| entao para cada compacto K C U existe € > 0 tal que (t, X(t)) € U para
qualquer t €]a,a + €[U]b — €, b] (quando a = —oo temos la,a+ €[= 0 e quando b = +oo
temos |b — €, b[= 0.

Demonstragao. Consulte [9]. O

Teorema 4.2. Considere a equacio X' = AX com A € M, e suponha que ela seja as-
sintoticamente estdvel. Seja g : R"*? — R? uma funcao continua e localmente lipschitz

em x com g(t,0) =0 para t € R e tal que

t
o sup 19521
b el

= 0. (4.7)

Entao a solu¢ao nula da equagio X' = AX + g(t,x) € assintoticamente estdvel. Além
disso, existem constantes C, X\, e > 0 tais que para cada ty € R e cada solugao X(t)

com || X (to)|| < € tem-se para t >t
XD < Ce 0 a(to)]]. (4.8)

Demonstracao. Como a equacao X' = AX é assintoticamente estavel, a matriz A
possui apenas autovalores com parte real negativa e pelo Lema (4.1) existem constantes
c, b > 0 tais que

[le|| < ce™,

para t > 0. Das hip6teses sobre a funcao g decorre que

[lg(t, )| < €|,
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para quaisquer ¢ € R e x € R? com ||z|| < §. Considere agora X () a solugdo de
X'=AX 4 g(t,z) com X(ty) = Xo. Segue da Formula da Variacao das Constantes

(ver Teorema 3.3) temos

t
X(t) = M X, —I—/ A= g (s, 2(s))ds,
to
para t no intervalo maximo de solu¢ao. Notemos que dado X, € R? com || X,|| < 6 a
solugdo X (t) satisfaz || X (t)|| < d para t > ¢, e suficientemente proximo de ¢y, ou seja,

t € [to,t1]. Assim, para t € [to, ;] segue que

t
XD < cem 0] Xo| +/ ce Vel (s)|ds

to

de onde .
e X ()] SCG*‘“’HXoHJr/ cee®||z(s)]|ds

to

e pelo Lema (4.2) (de Gronwall)
X ()] < cet™|| Xolfeet ).

Assim,
X (1)]] < celmrredt=0) X |

Agora, supondo ¢ > 1 e tomando ¢ > 0 de modo que —u + ce < 0 resulta da tltima
desigualdade acima que se || Xo|| < ¢ entdo || X(t)|| < & para t € [to,t;]. Logo, existe
to > t; tal que a solucdo X (t) esta definida no intervalo [ty,ts] e satisfaz || X (¢)|| < §
para t € [tg,ts]. Podemos deste modo repetir sucessivamente o argumento anterior
(sem mudar € e §) para concluir que existe uma sequéncia (t,),en crescente tal que
X (t) estéa definida no intervalo [t,t,] e satisfazendo || X (t)|| < d. Seja agora b = supt,.
Se b < +00 entao teriamos || X (b7)|| < 0 o que contradiria o Lema (4.3). Logo b = 400
e portanto a solu¢do X () esta definida para [ty, +00). Isto prova que a solu¢ao nula é

assintoticamente estavel. ]

4.3 Estabilidade de equacoes nao lineares

Nesta secao estenderemos para equacoes nao lineares os resultados obtidos na secao
anterior quando apresentamos um critério para a estabilidade das lineares. Em poucas
palavras, veremos que para analisar os sistemas de equacoes nao lineares, basta estudar
sua parte linear, ou seja, estudar sua aplicacao derivada.

Considere a equacao X’ = X onde X : U ¢ R* — R? ¢ uma equacio ndo linear
com X ponto de equilibrio.

O lema abaixo, cuja demonstracao essencialmente usa o Polinémio de Taylor, sera

fundamental para as consideracoes que faremos na sequéncia.
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Lema 4.4. Seja F' : U C RY — R? uma funcio com derivadas parciais de sequnda
ordem continuas com respeito a cada uma de suas varidveis xi,xs,...,Tq € Seja X um
ponto qualquer do dominio de F. Entdo, dado Z = (21, 23, ..., 24) € R? suficientemente

prozimo de X, F(X + Z) pode ser escrita como

F(X+Z)=FX)+DF(X)Z+G(2), (4.9)
onde
G(2)
maz{||z1], |z, - ||zall}

€ uma func¢ao continua na varidvel Z e identicamente nula se Z = 0. e

IF(X) OF1(X)
0x, Oxg
DF(X) = : : (4.10)
IF4(X) OF4(X)
0xy Oxyg

€ a matriz jacobiana de I calculada no ponto X.

Demonstrag¢ao. Consulte a referéncia [10].
[

Provaremos agora que a estabilidade do ponto de equilibrio X é determinada pela

analise da matriz DF(X), nos mesmos moldes do que fizemos na se¢do anterior para

equacoes lineares.

Observacgiao 4.2. Assumiremos sem perda de generalidade que X = 0 é a solucio de
equilibrio na demonstracdo abaixo. De fato, para um ponto X qualquer de equilibrio,
considere Z = X — X e portanto X = Z + X. Segue que 7' = F(X) = F(Z + X) ou

ainda Z' = G(Z). Se X é a solugao de equilibrio de X’ = F(X), isto &, se F(X) =0
entdo 0 é solucio de equilibrio de Z' = G(Z) pois G(0) = F(0+ X) = 0.

Teorema 4.3. (Lyapunov-Perron)Considere a equagao diferencial X' = F(X) e supo-

nha que F' possua derivadas de seqgunda ordem continuas. Entao:

1. O ponto de equilibrio X de X' = F(X) € assintoticamente estdvel se todos os

autovalores da matriz DF(X) possuem parte real negativa;

2. 0 ponto de equilibrio X de X' = F(X) ¢é instdvel se pelo menos um dos autova-

lores de DF(X) possuir parte real positiva.

Demonstra¢ao. Conforme Observagio (4.2) vamos supor que X = 0 & ponto de equi-
librio de X’ = F(X). Como X' = AX 4+ G(X) e G ¢é continua segue Formula da
Variagao das Constantes e de X (0) = X, que

X(t) = eMXy+ /t AIG (X (s))ds. (4.11)
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Precisamos provar que, sob as hipdteses assumidas no item (1), nao somente || X ()||
é limitada para qualquer ¢ como também que ||X(¢)|| — 0 quando t — +o00. Pela
construgao feita na demonstracao do Teorema (3.1) sabemos que, sendo os autovalores

todos negativos, existem K > 0 e k > 0 tais que
[l Xol] < Ke™™||Xoll,
de onde resulta também
117G (X (5))]] < Ke MG (X (s))]].
Além disso, existe o > 0 tal que !
||X||<<7—>HG(X)HS%HXH- (4.12)

Portanto, podemos agora escrever para || X|| < o:

t
X O] < e X +/ [e4G(X (s))]|ds
0

t
X @) SK@“HXoIH/ Ke M9|G(X (s))llds
0

t
_ Cria K
1 X (1) < Ke kt||X0||+/ Ke k )—2K||X(s)||ds
0

_ [
X < Ke Xl + g [ K X ). (413

Multiplicando a equacdo anterior por e segue que

ko[t s
MO < KXl + 5 [ KX )l (114)
0
e fazendo Z(t) = e[| X (t)|| a desigualdade acima pode ser colocada na forma
k’ t
Z(t) < K|| Xo|| + 5/ Z(s)ds (4.15)
0
e pelo Lema (4.2) (de Gronwall) segue que
Z(t) < K||Xo|le (4.16)
e portanto Z(t) = e*[| X (t)|| < K||Xo|le®, ou seja,

Xl < K| Xolle™ e = K[| Xolle™#", (4.17)

Note que na demonstracido do Teorema (4.1) foi usada a norma do méaximo e que deste modo,
[|G(X)|| € uma forma quadratica e || X|| € uma forma linear. Para valores X; proximos da solucao
de equilibrio, isto &, proximos do zero, ||G(X)|| é "pequeno"se comparado com || X]||. Assim, numa
vizinhanca do zero, certamente se tem ||G(X)|| < ¢||X]|, onde ¢ é uma constante positiva e que

depende do conjunto onde os X; estao variando. Por conveniéncia, escolhemos ¢ = iK Basta admitir

2
que os X; variam num conjunto respeitando a restri¢do ||z|| < o para o > 0.
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desde que [|[X(s)|| < 0,0 < s < t. Mas se || Xo|| = ||X(0)]] < % a desigualdade

IX(1)]| < K||Xo||le 2! garante que ||X(t)|| < o se verifica para todo ¢ e consequen-

temente ela é verdadeira para todo t se o valor inicial estiver sujeito a ||X(0)|| < 7

condi¢ao na qual se verifica também ||X (¢)|| — 0.

Para a demonstragao do item 2, consulte [?]. O

Observacao 4.3. A estabilidade estudada pelo Teorema acima tem caréter essenci-
almente local. Para ver isso, considere por exemplo a equacao 2z’ = —z? + 5z + 6
cujos pontos de equilibrio sao T = —1 e T = 6. Na linguagem do teorema acima, a
"matriz" DF(—1) = f'(—=1) =2+ 5 = 7 é tal que o tinico autovalor é positivo, de onde
segue que a solucao T = —1 é instavel. O ponto T = 6 é assintoticamente estavel, uma
vez que DF(6) = f'(6) = =124+ 5 = —7 < 0, ou seja, qualquer solugdo iniciada numa
vizinhanca de T = 6 tende para T = 6 quando ¢ — oo; no entanto, o valor inicial xg
nao pode ser escolhido livremente em R | isto é, nao se garante x(t,0,29) — T = 6

para todo xy € R (basta ver que para ro = 1 a solugao é instavel).

Exemplo 4.7. Considere um péndulo simples num plano coordenado (vertical) sob
a acao da forca da gravidade. Suponha uma haste rigida de tamanho [ > 0 e massa
desprezivel tenha um extremo fixado na origem do plano e uma particula de massa
m > 0 no outro extremo. Vé-se portanto que as posicoes possiveis desta particula
estao sobre a circunferéncia de centro (0,0) e raio [. Sendo € a posigao da particula e
supondo ainda a existéncia de uma forca de atrito agindo sobre o péndulo a equagao
deste sistema fisico é
0" + k0" + gsenf =0

Como se trata de uma equacao diferencial de segunda ordem, introduzimos a variavel
w = 6" a velocidade angular, de modo que obtemos um sistema de primeira ordem, com
k> 0:

0 =w
w' = —gsenf — kw

cujos pontos de equilibrio sao (¢,w) = (nm,0) para n € N. E intuitivo que para n par
os pontos de equilibrio sao assintoticamente estaveis, ji que correspondem & posicao
da haste "voltada para baixo". Para provar a estabilidade assintotica destes pontos,

observe que a matriz jacobiana DF(nm,0) é dada por

0 1
DF(nm,0) = ( )
—gcosnm —k

DF(nm,0) = (_Og —1k>

e para n par
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1 1
cujo polindmio caracteristico ¢ p(A) = A\? + kX + g de raizes \ = —§k + 5\//{2 —4g
com parte real negativa, o que prova portanto a estabilidade assintotica para os pontos

(0,w) = (nm,0) com n par. Para n impar, temos

primo - (1)

1 1
com polinémio caracteristico p(A\) = A* + kX — g de raizes \ = —§k + 5\/]€2 +4g
sempre reais, mas de sinais contrarios; em particular, existe um autovalor com parte

real positiva, o que é suficiente para garantir a instabilidade dos pontos (0, w) = (nm,0)

Observagao 4.4. O Teorema (4.3) é de aplicacdo limitada, uma vez que ele nada

afirma nos casos em que a matriz jacobiana DF(X) apresenta autovalores com parte

real nula.

Exemplo 4.8. (Modelo presa-predador) Em termos biologicos, a interagio entre duas
espécies distintas é classificada de acordo com os efeitos que uma espécie causa so-
bre a outra. Esta interacao é classificada como presa-predador quando uma das
espécies (predadora) é beneficiada com a presenca da segunda (presa) e esta tltima é
diretamente afetada pela presenca da primeira.

Um dos modelos cléssicos em dinamica populacional que descreve a relacao presa-
predador foi apresentado por volta de 1926 por Lotka e Volterra. Neste exemplo,
descreveremos tal modelo e analisaremos seus pontos de singularidade.

Suponha que duas espécies z(t), y(t) dividam um ambiente isolado de outras intera-
¢Oes que nao a interagao presa-predador; representando por z(t) a populagdo de presas
e y(t) a populacdo de predadores e suponha ainda que as duas populag¢oes variem de
acordo com o tempo e que o crescimento ou decrescimento de cada uma delas dependa
das taxas de natalidade e de mortalidade.

Dentro de um modelo biol6gico como estes e das observacoes naturais, também
¢ valido supor que na auséncia dos predadores, a populacao de presas cresceria ili-
mitadamente e que na auséncia das presas, a populacao de predadores decairia até
extinguir-se. Deste modo, a taxa de mortalidade das presas deve ser proporcional ao
produto xy que representa o encontro entre as duas espécies.

Supondo ainda que a taxa de natalidade dos predadores é proporcional ao niimero de
individuos da espécie e que o tamanho desta populagao seja proporcional a quantidade
de alimento disponivel (nimero de presas) concluimos que a taxa de natalidade dos
predadores é também proporcional ao produto zy.

As consideracoes acima sao suficientes para a construgao do sistema

dm_ o )
p =mzx — azy = x(m — ay

(4.18)
dy

= =~ + Bry = y(=n+ fz)
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onde as constantes m,n, a, 5 sdo positivas e:

e m é a taxa de crescimento da populacao de presas;

e n é taxa de mortalidade da populagao de predadores;

e «, [ sao medidas do efeito da interacao entre as duas espécies.

As equagoes (4.19) sdo chamadas de equagoes de Lotka-Volterra. Vamos na
sequéncia analisar o tipo de estabilidade em torno dos pontos de equilibrio de (4.19).

Os pontos de equilibrio correspondem as solucoes de

x(m—ay) =0
(4.19)
y(—n+ Br) =0
ou seja, sao os pontos A = (0,0) e B = %7 m
«

Vamos analisar agora a estabilidade dos pontos A e B. Como (4.19) é um sistema
nao linear, de acordo com o Teorema (4.3) devemos analisar a matriz jacobiana JF(X)

associada a este sistema; portanto, vamos analisar os autovalores da matriz

JE(f) =" T (4.20)
y By  —n+px

No ponto A = (0,0), (4.20) se reescreve como
JF 0 _(m 0 7
0 0 —n

p(A) = (A =m)(A+n)

cujo polindmio caracteristico é

e portanto os autovalores sao Ay = m e Ay = —n.
De acordo com o Exemplo 4.3, sendo os autovalores de sinais distintos o ponto de

equilibrio A = (0,0) é ponto de sela e portanto instavel.

No ponto B = (g, T), (4.20) se torna
«

JE (5 = b
m B ’
«@ m— 0
«
cujo polindémio caracteristico é
p(A) = A + mn, (4.21)

de raizes A\ = =iy/mn. Novamente pelo Exemplo 4.3 o ponto de equilibrio B =

n m 2z z
—,— ] é um centro e portanto, estavel.

B a
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Observe que ao redor do ponto B as trajetorias do sistema (4.19) sdo elipses (con-
forme a descricao apresentada na Secao 2.5 e este fato pode ser interpretado do seguinte
modo: para populagoes de presa e predador proximas aos valores de B, o tamanho de
cada uma destas sofrerd oscilacoes devido as interacoes, ora tornando-se um pouco
maior e ora um pouco menor, mas sempre coexistirao; neste caso nao ha perigo de

extincao ou superpopulacao de qualquer uma das duas espécies.

4.4 Estabilidade segundo Lyapunov

A desvantagem ao se empregar os teoremas das duas se¢oes anteriores ao estudo da
estabilidade da solucao de uma equacao diferencial linear ou nao se deve sobretudo ao
fato de que eles dependem essencialmente de se conhecer os autovalores de uma matriz,
o que passa pela resolucao de um polindbmio de grau arbitrario e portanto, bastante
trabalhoso e muitas vezes inviavel.

Nesta secao discutiremos critérios que sao suficientes para saber se um ponto de
equilibrio é estavel ou assintoticamente estavel mas que nao depende do conhecimento
dos autovalores da parte linear do campo de vetores.

Em toda essa se¢ao deixaremos de usar a notagao vetorial e escreveremos simples-
mente 2’ = F(x) para designar uma equagio diferencial mesmo que em dimensdes
maiores que 1. Além disso, consideraremos a funcao F : U C RY — R? localmente
lipschitz e portanto continua. Denotaremos tambem por ¢(t) = x(t, x¢) a solucao da
equagao ' = F(x) sujeita a condi¢ao x(0) = xo.

Dada uma fungao diferenciavel V : U — R e denotando por VV(x) seu gradiente,

definimos uma nova funcdo V : U — R por
V =VV(z)F(z)

e notamos que

. 0 0
V= (dw(t)vgs%(ﬂ?)) lt=0 = aV(QO(t)h:o

Definicao 4.3. (Fungdo de Lyapunov) Dado xo € U com F(xo) = 0 dizemos que uma
fungao diferencidvel V : U — R € uma func¢ao de Lyapunov para xy se existe um aberto

D C U contendo xq tal que
1. V(xg) =0 e V(x) >0 para todo x € D — {xo};
2. V(z) <0 para x € D.

Diremos que uma funcao de Lyapunov é uma funcao de Lyapunov estrita se

pudermos substituir a segunda condicao por V(x) <Oparaz e D.

Exemplo 4.9. Considere o sistema de equagoes diferenciais

¥=—-x+y
y’:—x—y3
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que tem (0,0) como ponto critico. Entdo a fungao V : R?> — R dada por
V(z,y) = 2? + 5

¢ uma funcdo de Lyapunov estrita para (0,0). De fato, além de termos V' (0,0) = 0 e
V(z,y) > (0,0) para (z,y) # (0,0) temos também

V(z,y) = (22,29)(—x +y, —x — y°) = —2(z* + y*) <0

para (z,y) # (0,0)

A existéncia de uma fun¢ao de Lyapunov ( respectivamente fungao de Lyapunov
estrita) para um ponto de equilibrio da equagdo 2’ = F(z) garante a estabilidade
(respectivamente estabilidade assintotica) neste ponto; essencialmente este é o contetido

do teorema a seguir.

Teorema 4.4. Considere a equagao diferencial @' = F(x) localmente Lipschitz em um
conjunto aberto D C RY e e seja xg € D um ponto de equilibrio, isto €, um ponto tal
que F(xo) = 0. Entao

1. Se ewiste uma funcao de Lyapunov para xy entao xq € estdvel.

2. Se existe uma funcao de Lyapunov estrita para xo entao xo € assintoticamente

estdvel.

Demonstragao. (1). Supomos primeiro que exista uma fungdo de Lyapunov para z

em algum aberto E C D contendo zg. Tome € > 0 tal que B(xg,¢) C E e considere?.
m = min{V (z) : © € IB(xg,€)}.

Como V' é continua (uma vez que é localmente lipschitz) e V' > 0 em B(xg, €)—{zo},

existe § €]0, €] tal que
0 <min{V(x):x € B(zg,0)} <m

Por outro lado, segue que a fungao t — V(p(t)) é nao crescente (no intervalo maximal
I de solugao); de fato, notando que ¢; = ¢;_; o @s> para t suficientemente proximo de

s entao

G U@l = DV (Proalipa() s = V(2s(a)) <0 (1.22)

2Aqui, o simbolo 9 indica a fronteira do conjunto.
3Aqui a nocao de fluxo de uma equacdo diferencial se torna indispensavel. De maneira geral,

chamamos de fluxo a qualquer familia de transformacoes o, : R — R? tal que pg = Id e o =
vt 0 s, com s, ¢ € R. Além disso, prova-se que as solu¢oes de uma equacdo diferencial ' = f(z) com
condigao inicial z(0) = xo definidas por ¢;(x¢) = x(¢, z¢) € um fluxo.
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para s € I. Portanto, qualquer solu¢do ¢(x) da equagio diferencial 2’ = F(z) dada
com a condicdo inicial z(0) = zo com = € B(x,0) esta contida em B(zg,€) para
qualquer ¢t > 0. Isso garante ainda que cada solu¢ao ¢;(x) com x € m esta
definida para qualquer ¢t > 0 e portanto o ponto critico é estavel.

(2). Suponha agora que exista uma fungio estrita de Lyapunov para z,. Resta
mostrar que ¢;(x) — o quando t — +oo para qualquer x € B(xg, @) com « suficien-
temente pequeno. Repetindo o argumento empregado na demonstracao da parte (1)
deste teorema, concluimos que dado =z € F — {zo} a funcdo t — V(¢(t)) é decres-
cente (no intervalo maximal da solu¢ao). Seja agora (¢,) uma sequéncia de reais com

tn, — oo tal que (¢y,)(z) é convergente para um certo y. Temos

Ve, ) () = V(y),

quando n — 400, pois t — V(pi(x) é decrescente. Temos também

Vipi(z)) > V(y),

para todo t > 0. Para concluir a demonstrac¢ao, suponha que y # xy. Temos entao
V(es(y)) < V(y) para qualquer s > 0. Tomando n suficientemente grande, pode-
mos fazer com que ¢y, 45(x) = ¢©(s)(py, (z)) esteja tdo proximo quanto quisermos de
V(ps(y)) < V(y) de onde

Vgt +5(2) < V()

o que contradiz o fato de que

Vipe(x)) > V(y)

e somos levados a considerar y = xzy de onde concluimos que ¢;(x) — o quando
t — +o0.

O
Exemplo 4.10. Considere o sistema de equacoes diferenciais
{ ¥ =y — xy?
y =—a’
que tem (0,0) como ponto critico. Entao a fun¢ao V : R? — R dada por
V(z,y) = z* + 2y (4.23)

é uma fun¢ao de Lyapunov para (0,0). Além de termos V(0,0) =0e V(z,y) > (0,0)
para (z,y) # (0,0) temos também

V(z,y) = (42° dy)(y — 2y, —2®) = 42y — da™y® — 4Py = —da"y® <0

para (z,y) # (0,0) e pelo Teorema acima resulta que a origem ¢é estavel.
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Exemplo 4.11. Considere a equagio z” + f(z) =0 onde f: R — R é uma funcio de
classe C' com f(0) = 0 tal que para z # 0

zf(x) >0,

de modo que f(x) tem sempre o mesmo sinal que z. Isto corresponde a aplicar uma
forga — f (x) numa particula de massa 1 que se desloca sem atrito. A condigao zf(z) > 0
corresponde a supor que a forga aponta sempre para a origem. A equagao ="+ f(z) =0

Se escreve como

que possui a origem como ponto critico.
Vamos mostrar que a origem ¢ um ponto estavel usando fungoes de Lyapunov.

Nomeadamente vamos considerar a fun¢ao
1, N
Viey) =5y + | fls)ds,
0
1

que correponde a soma da energia cinética §y2 (lembre-se que a particula tem massa
xX

m = 1) com a energia potencial / f(s)ds. Note que V(0,0) = 0e V(z,y) > 0 se
0
(x,y) # (0,0) pois zf(x) > 0. Além disso,

Viz,y) = (f(x),y)(y, —f(x) =0

de onde vemos que V' é uma fun¢ao de Lyapunov para (0,0). Logo, pelo Teorema (4.4)

a origem ¢é estavel.

Teorema 4.5. (Critério de Instabilidade ) Seja ' = F(x) uma equagao diferencial
onde F': U C R — R? ¢ de classe C*' num aberto E C R? e seja xo um ponto
de equilibrio. Seja também V : E — RY uma funcio de classe C* numa vizinhanca
E C U de xq tal que :

1. V(zg)=0eV >0 para z € E — {xy};
2. V' toma valores positivos em qualquer vizinhanga de .
Entao, nestas condicoes o ponto de equilibrio xqy € instdvel.
Demonstragao. Consulte [?]. O

Exemplo 4.12. Considere o sistema

2 =3z + 3
yl:_2y+x2
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que tem a origem (0,0) como ponto critico e a fungio
V(l’,y) = ‘1'2 - y2

Note que V(0,0) = 0 e é claro que V toma valores positivos em qualquer vizinhanga
de (0,0).
Além disso,

V(x,y) = 2z, —2y)(3z + y°, —2y + %) = 622 + 4y + 221> — 222y

¢ como

Vi(z,y)
—— =1

622 + 4y? -
quando (z,) — (0,0), concluimos que V(z,y) > 0 para (z,y) # (0,0) suficientemente

proximo da origem de modo que pelo teorema acima, a origem ¢é instavel.

Observacgao 4.5. Infelizmente nao existem métodos para se determinar uma funcao
de Lyapunov apropriada. Uma primeira tentativa consiste em analisar a fun¢ao V(x) =
ci(z1 —71)* + ... + cq(rg — T4) onde as constantes ¢; sdo positivas e os valores T; sao as
coordenadas do vetor zg, ponto de equilibrio da equagao 2’ = f(x). Observe o proximo

exemplo:

Exemplo 4.13. Vamos analisar a origem (0,0,0), ponto de equilibrio do sistema de
equacoes

¥ =2y(z—1)

y =—x(z—-1)

Zz = —Z

Se olharmos para a matriz jacobiana DF'(z,y, z) nada poderemos concluir, uma vez

que
0 22 =2 2y
1—2 0 —
0 0 —1

de onde no ponto (x,y,z) = (0,0,0) encontramos

0 -2 0
DF(0,0,0)=11 0 0
0 0 -1

cujo polindémio caracteristico p(A) = A3 + A% + 2\ + 2 possui raizes \; = —1, Ay = V2
e A3 = —iV2.

Assim, conforme a Observacao acima, vamos tentar obter uma funcao de Lyapunov
do tipo

Vz,y,z) = 12 4 coy? + 322
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com ¢; > 0 para i = 1,2,3. Note que V(0,0,0) = 0 e V(z,y,2) > 0 para todo

x % (0,0,0).
Notando que VV (z,y, z) = (2¢1x, 22y, 2¢22) segue que

VV(x,y,2)F(x,y, z) = (2c12, 22y, 2¢92) (2y(z — 1), —x(2 — 1), —2)
de onde, apos simplificar as multiplicacoes encontramos
VV(z,y,2)F(z,y,2) = (2c; — 4ey)ay + (deg — 2¢2)y2 — 2032°
e tomando ¢; = 1,¢5 = 2¢; = 2 e ¢3 = 1 finalmente segue que
VV(z,y,2)F(z,y,2) = —22° <0

para V(z,y,2) = 22 + 2y? + 23, de modo que o ponto (0,0,0) & de equilibrio estével
para o sistema dado.



5 Propostas didaticas

Neste capitulo apresentaremos duas propostas didaticas aos professores de Mate-
mética do Ensino Médio que desejam trabalhar com modelagem matematica em suas
aulas. Historicamente falando, as equacoes diferenciais ordinarias, assunto central deste
trabalho, surgiram pela necessidade de modelagem de fendémenos nas diversas areas.

Assim, ao apresentar o trabalho com modelos matematicos, temos um duplo proposito:

1. Despertar no professor de Matematica da Educagao Bésica a vontade de estudar
modelos mateméaticos continuos ou discretos, de modo que este seja motivado a

criar seus proprios modelos.

2. Motivar o aluno da Educacao Basica para o estudo da Matemaética, invertendo
a ordem tradicional das aulas de modo que este possa ter papel significativo na

construcao da propria aprendizagem.

A primeira atividade discute, ainda que informalmente, as noc¢oes de estabilidade e
instabilidade de um modelo matematico através de dois exemplos de fenomenos fisicos.

Sugerimos inclusive, que esta proposta didatica seja desenvolvida em parceria com
o professor de Fisica, de modo que os alunos entendam os dois fenémenos abordados
nesta proposta em toda a sua extensao.

Existem diversos simuladores dos sistemas massa-mola e péndulo simples disponi-
veis na Internet.

Apos alguns testes, optamos pelos simuladores dos sistema massa-mola e péndulo

simples disponiveis no portal do Ministério da Educaciao® nos links
http : //objetoseducacionais2.mec.gov.br /handle/mec/19475

http : //objetoseducacionais2.mec.gov.br/handle/mec/3726

No caso do simulador massa-mola, é permitido ao aluno escolher diversos pesos dispo-
niveis para as molas, esticar ou comprimir a mola e analisar os efeitos, inclusive em
"camera lenta".

Para o simulador do péndulo simples, é possivel escolher a massa do péndulo, a

angulacao de onde ele sera abandonado, dois péndulos ao mesmo tempo e inclusive

! Acessado em 08/06/2014.
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se o movimento se dard nas condicoes da Terra, na Lua, em outros planetas ou com

auséncia total de gravidade.
Abaixo estao apresentadas as telas inicias dos simuladores sugeridos:

Figura 5.1: Tela Inicial do Simulador do Sistema Massa-Mola

Figura 5.2: Tela Inicial do Simulador do Sistema Péndulo Simples

A segunda das atividades, baseada no Exemplo (2.11) deste trabalho, objetiva
discutir com os alunos a evolucao populacional da cidade de Sao Paulo a partir do
modelo malthusiano, que apesar de ser impreciso nas projecoes para valores de ¢ muito
grandes, apresenta fundamentacao mateméatica bastante simples e acessivel a qualquer

aluno do Ensino Médio que tenha estudado func¢oes exponenciais.
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5.1 Péndulo simples e massa-mola

Esta proposta didatica tem como objetivo analisar dois sistemas fisicos quanto a
nocao de estabilidade. Claro que com alunos do Ensino Médio nao cabe uma discussao
formal do tema; assim, no plano de aula abaixo a discussao se dara no campo informal
das ideias.

A informatica se mostra uma importante aliada para a discussao a ser feita, uma
vez que existem simulagbes/animagbes na Internet dos modelos que serao estudados,
de modo que a compreensao dos alunos é favorecida.

Piublico Alvo: Alunos do Ensino Médio.

Recursos Pedagogicos: Laboratorio de Informatica.

Objetivo Geral: Apresentar aos alunos nocoes informais dos conceitos de estabi-
lidade e instabilidade de sistemas fisicos como o massa-mola e o péndulo simples.

Objetivos Especificos:

1. Discutir a estabilidade do sistema massa-mola sem atrito ou forcas externas com

os alunos;

2. Discutir o sistema péndulo simples com os alunos em condigoes ideais e a possi-

bilidade da existéncia de "posicoes estaveis"e "posicoes instaveis'":
)

3. Levar os alunos a concluir que, na modelagem de qualquer problema (seja fisico,
biologico, economico, etc.), deve ser levada em consideracao a estabilidade do

fendmeno em estudo.

4. Incentivar a pesquisa por parte dos alunos, sugerindo que estes fagam a pesquisa
de modelos matematicos discretos na Internet e tragam para a classe afim de que,

em grupos, seja analisada a estabilidade ou nao do problema modelado.

Contetdo: Estabilidade de modelos matematicos; anélise de modelos existentes.

Desenvolvimento do Tema: Esta proposta didatica tem a duragao de duas aulas.

Na primeira aula, os simuladores serao apresentados aos alunos. Em grupos peque-
nos, eles deverao simular com pesos distintos o sistema massa-mola e observar o que
acontece com a mola no decorrer do tempo.

Com relacao ao sistema do péndulo simples, além de observar o que acontece com
o decorrer do tempo nas diversas simulacoes que farao, eles deverao procurar posicoes
nas quais o péndulo fica em repouso.

As questoes a seguir podem ser apresentadas aos alunos, de modo a guiar o estudo
e observacao dos grupos. Ressaltamos que cabe ao professor ampliar este repertorio de

questoes, de acordo com o nivel da turma.

1. Facga diversas simulagoes no sistema massa-mola. O que todas elas apresentam

em comum?
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2. Comprima a mola e solte-a. O que vocé observa? Repita esta simulacao com

diversos pesos e anote suas conclusoes.

3. Estique a mola e solte-a. O que vocé observa no decorrer do tempo? Repita a

simulacao para diversos pesos e anote as conclusoes.

4. Observe o simulador do péndulo simples. Faca algumas simulagoes com pesos

distintos e verifique se a massa influi no movimento circular.

5. Encontre duas posicoes no sistema do péndulo simples onde este fica em repouso.
Simule o abandono do péndulo proximo destas duas regioes. O que vocé observa

para cada uma destas posicoes?

6. Porque uma das posi¢oes que vocé encontrou no item anterior nunca é verificada

quando se observa um sistema de péndulo simples num Laboratoério de Fisica?

Apos a exploracao das questoes por parte dos grupos, sugerimos ao professor que
discuta o que é um "modelo matematico"com os alunos e termine a aula pedindo que os
alunos pesquisem exemplos modelos matematicos discretos e os traga para a proxima
aula.

Na segunda das aulas desta proposta, sugerimos ao professor que faca uma discussao
com os alunos acerca das questoes propostas no laboratorio de informética e conclua
com os alunos que a posicao de repouso no sistema massa-mola é estavel, no sentido
de que, independente do massa do objeto, da mola, da forca empregada na compressao
ou estiramento da mola, sempre o sistema retorna para a posicao de equilibrio.

No caso do péndulo simples, existem duas posicoes de repouso: o péndulo vol-
tado para baixo e voltado para cima, apesar de a segunda ser totalmente improvéavel
na pratica, apesar de possivel teoricamente. Explique aos alunos que enquanto uma
destas posicoes "atrai"qualquer trajetoria do péndulo, a outra "repele"; enquanto to-
das as simulacoes "tendem"para a posicao do péndulo voltado para baixo, qualquer
perturbacao destroi o equilibrio do péndulo voltado para cima.

Explique que estes fenomenos se relacionam com a estabilidade do sistema e que
bons modelos matematicos devem ser capazes de prever estas situacoes. Termine a
aula analisando com a turma os modelos que foram pesquisados; sugira aos alunos que
representem com softwares gratuitos as equacoes dos modelos pesquisados e a partir
destes graficos, analise junto com a turma a estabilidade ou nao das solugoes. Inclusive
é provavel que aparecam na pesquisa o modelo de Malthus, objeto de estudo da préxima
proposta didéatica.

Em todas as aulas é importante que sejam reservados momentos para que o aluno
exponha suas dividas, hipoteses e conclusoes.

Avaliacao: Durante todo o desenvolvimento da proposta os alunos serao avaliados
pelos registros produzidos, pela participacao das discussoes e envolvimento com as

atividades propostas.
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5.2 Evolucao populacional do municipio de Sao Paulo

Conforme ja registramos, esta atividade apresenta a versao discreta do Exemplo
(2.11), apropriada para alunos do Ensino Médio.

Puablico Alvo: Alunos do Ensino Médio.

Recursos Pedagobgicos: Laboratério de Informaética.

Objetivo Geral: Apresentar o modelo populacional de Malthus para os alunos em
sua versao discreta.

Objetivos Especificos:

1. Criar um modelo populacional malthusiano para o Municipio de Sao Paulo e

verificar sua adequabilidade;

2. Investigar se este modelo é instavel ou estavel de maneira informal com os alunos,

através da anélise grafica do problema.

Contetido: Modelo de Malthus, Exponencial, Proporcionalidade.

Desenvolvimento do Tema: A proposta apresentada possui duragao de quatro
aulas e deve ser desenvolvida apds o trabalho com a proposta "Péndulo Simples e
Massa-Mola".

Na primeira das aulas, explique o modelo malthusiano discreto aos alunos. Para a
completude deste trabalho, transcrevemos abaixo em linhas gerais tal modelo:

A hipotese do modelo malthusiano é a de que a populacao P no instante de tempo
t é proporcional a populagao no instante ¢ — 1, sendo a constante de proporcionalidade
a tomada fixa.

Assim, considere uma populacao inicial Fy no instante ¢, e suponha que a constante
de proporcionalidade seja «. Entao, apos uma unidade de tempo, ou seja, para t = 1
teremos

P=01+4+a)P

para os instantes t = 2,t = 3 e t = 4 segue das hipoteses que
P2:(1+O[)P1:P2:(1+O[)2P0

P3:<1+OJP2):>P3:(1+O[)3PO

Py=(1+aP) = P =(1+a)'PR

e de maneira indutiva
Po=1+aP, )=(1+a)"P (5.1)

onde a taxa « é simplesmente a diferenca entre a taxa de natalidade e de mortalidade
da populacao.

Faca ainda nesta aula, uma pesquisa com os alunos como a realizada no Exemplo
(2.11) sobre a populacao do Municipio de Sao Paulo entre os anos de 2000 e 2005 e
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elabore uma tabela com os dados. Considere como populacgao inicial a populacao no

ano de 2000, de modo a estabelecer a variavel t:

Tempo | Ano | Dados Oficiais
0 2000 10434252
1 2001 10525367
2 2002 10613691
3 2003 10698381
4 2004 10782296
5 2005 10865573

Tabela 5.1: Populagao oficial do municipio de Sao Paulo entre 2000 e 2005.

Na segunda das aulas, discuta com os alunos os dados coletados e levante questoes
acerca da populagao como: (1) "A populagdo pode crescer acima de qualquer limite?",
(2) "Se existe limitagao para o crescimento, qual seriam os fatores determinantes dela"?.
Apobs esta discussao com os alunos, volte a tabela e elabore o modelo malthusiano,
explicando aos alunos que isso é possivel se conhecermos a constante « na equacao
(5.1), que pode ser calculada do seguinte modo:

Suponha ¢ = 0 no ano 2000 e entdo Py = 10434252; notando que para t = 5 ( ano
2005) a populagao passou a ser P = 10865573, por substitui¢ao em (5.1) segue que

P5 = (1 + (1)5P0
10865573 = (1 + a)®.10434252

de onde, isolando «, decorre que
5110865573
a={—7=—-1
10434252

a = 0,008134

ou seja,

o que significa que entre os anos de 2000 e 2005 a populacao em estudo cresceu certa
de 0,8134% ao ano.
Agora, substituindo (5.2) em (5.1) juntamente com P, = 10434252, obtem-se a

equacao do modelo malthusiano para o problema em estudo:
P, =1,008134".10434252 (5.2)

Termine esta segunda aula oferecendo um espaco para os alunos manifestarem suas
davidas sobre as manipulacoes mateméticas. Trata-se de uma 6tima oportunidade de

recuperagao paralela para eles.
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Na terceira das aulas, retome o modelo malthusiano construido e solicite aos alunos
que em grupos fagam pesquisas acerca da populacao do municipio de Sao Paulo entre
os anos de 2006 e 2010 em sites oficiais? e comparem os valores pesquisados com o0s
previstos pela equacao (5.2), calculando inclusive os erros percentuais. Sugira um mo-
delo de tabela a ser preenchido pelos grupos e estimule o uso das planilhas eletronicas.
E possivel que os alunos apresentem duvidas quanto ao célculo do erro percentual;
portanto, é importante dar um exemplo deste calculo na planilha eletronica.

Abaixo estao apresentados os dados oficiais (retirados do site do SEADE) com as
respectivas projegoes via equacao (5.2) e os erros percentuais (os dados foram arredon-
dados para o inteiro mais proximo no caso da projecao da populagao e para duas casas

decimais no caso do erro percentual ).

t | Ano | Projegao por (5.2) | Dados Oficiais | Erro Percentual
6 | 2006 10967390 10944889 0,21
7 | 2007 11058858 11019484 0,36
8 | 2008 11151089 11093746 0,52
9 |2009 11244089 11168194 0,68
10 | 2010 11337865 11244369 0,83

Tabela 5.2: Erro percentual do modelo malthusiano para o municipio de Sao Paulo.

Apo6s os grupos terminarem a pesquisa e o preenchimento da tabela, discuta com os

alunos a adequabilidade dos dados projetados. Algumas questoes a serem levantadas:

1. Os dados projetados pelo modelo construido se adequam bem a realidade?
2. O que se percebe quanto ao erro percentual?

3. Continue a tabela usando os dados para os anos de 2011, 2012 e 2013. Se possivel
use também as projecoes de 2015, 2020 e 2030. Nestes casos, o erro se torna

aceitavel?

Encerre esta terceira aula comentando com os alunos o fato de que o IBGE considera
aceitavel um erro percentual até o limite de 5%.

Para a quarta e ultima aula desta proposta didéatica, retome com os alunos a nocao
de estabilidade discutida na primeira das propostas didaticas. Estimule-os a pensar na

estabilidade do modelo malthusiano com as seguintes questoes:

1. Se a taxa de proporcionalidade « calculada for negativa, o que acontece com a

populacao P independente da populagao inicial FPy?

2Sugira os sites www.seade.sp.gov.br e www.ibge.gov.br, que seguramente sao boas fontes de pes-

quisa.
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2. Se a taxa de proporcionalidade « calculada for positiva, o que acontece com a

populacao P independente da populacao inicial Fy?

Termine a aula sugerindo que construam gréaficos para analisar o comportamento
da equagao (5.1) em cada um dos casos (@ > 0 ou a < 0) e discuta com eles a
estabilidade da populacao P,. Diga a eles que esta é uma das principais criticas ao
modelo de Malthus e que outros modelos foram criados de modo a corrigir o crescimento

exponencial de P, (no caso a > 0) que nao se verifica na pratica.

Avaliacao: Durante todo o desenvolvimento da proposta os alunos serao avalia-
dos pelos registros escritos, pela participacao das discussoes e envolvimento com as

atividades propostas.
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Um conjunto V' nao vazio é chamado de espago vetorial sobre um corpo K (con-
sideraremos K = R ou C) se em seus elementos (que sao chamados de vetores)
estiverem definidas as operagoes de soma e multiplicacao por escalar de modo que as

seguintes propriedades sejam satisfeitas para quaisquer u,v,w € V e o, € K:
1. (Comutativa)u + v = v + u;
2. (Associativa da Soma)(u +v) + w = u + (v + w);
3. (Elemento Neutro) Existe um vetor, chamado de vetor nulo, tal que 0+ v = v;
4. (Simétrico) Para cada vetor v € V existe —v € V tal que v + (—v) = 0;
5. (Associativa da Multiplicagdo por Escalar) (af)v = a(fv);
6. (Elemento Identidade)lv = v;
7. (Distributiva I) a(u + v) = au + aw;
8. (Distributiva II) (a + f)v = av + pu.

Exemplo A.1. Os conjuntos My, R¢, C?, F(R) e F(C) das matrizes quadradas de or-
dem d, das d—uplas de niimeros reais, das d—uplas de nimeros complexos, das funcoes
continuas com dominio real e das func¢oes continuas com dominio complexo respecti-
vamente sao espacos vetoriais sobre R fundamentais para toda a teoria desenvolvida
neste trabalho.

Um vetor v € V é uma combinacao linear dos vetores vy, vs,...,v, € V se existi-

rem escalares tais que
n
V= QU1 + QVy + ... + AU, = E V5.
i=1

Um conjunto B C V é chamado de conjunto gerador de V se todo elemento v do

espaco V' se escreve como uma combinagao linear de um niimero finito de elementos de

B.
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Somente nos referiremos neste texto a espacos vetoriais que sejam finitamente ge-
rados, ou seja, espacos vetoriais que admitem um conjunto finito de geradores.

Em geral um espago vetorial possui varios conjuntos geradores e é importante para
as aplicacoes que encontremos um conjunto gerador com o menor ntiimero de elementos
possiveis. A situacao ideal é que exista um conjunto gerador onde cada elemento de
V' se escreva de modo tinico como combinacao linear dos elementos deste conjunto
gerador. Por tras dessa unicidade desejada esta o importante conceito de conjunto

linearmente independente.
Definicao A.1. Seja V' um espaco vetorial e B um subconjunto de V.

1. O conjunto B = {vy,vs,...,v4} € linearmente independente se qualquer combina-
cao linear

a1 + Vg + ... + v, = 0

com oy € K implicar o = ag = o, = 0.
2. O conjunto B € linearmente dependente se nao for linearmente independente.

Exemplo A.2. O conjunto B = {(0,0,1),(0,1,0),(0,0,1)} é linearmente independen-

dente em R3; de fato, tomando (1) temos
(a1,0,0) + (0, ,0) 4+ (0,0, a3) = (0,0,0)
o que implica a1 = ag = a3 = 0.

Observacao A.1. A verificacao da independéncia linear entre d vetores em R? pode ser
feita através da verificacao do valor do determinante cujas colunas sejam as coordenadas
destes d vetores do seguinte modo:

Sejam d vetores v; = (a1, ay, ..., aq), v2 = (b1, by, ...,bq),....,(21, 22, ..., zg) em RL O

conjunto B = {vy, vq,...,v4} € linearmente independente se e somente se

a1 bl RN 21
a9 b2 PN 29

det _ 1 #0
Qg bd RN Zd

Definicao A.2. Seja V' um espaco vetorial. Um conjunto B € V' é uma base do espaco
V se

1. B ¢ um conjunto gerador de V;

2. B € um conjunto linearmente independente.

Exemplo A.3. O conjunto B = {(0,0,1),(0,1,0),(0,0,1)} é uma base de R3. Mais
geralmente, qualquer d —upla de reais com entrada 1 na d-ésima posicao e 0 nas demais
é uma base do espaco R?. Esta base geralmente é chamada de base canénica de R?

e seus elementos sao designados por vetores candnicos.
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Provaremos a seguir que toda base B de um espaco vetorial possui a mesma quan-

tidade de elementos; precisaremos do lema abaixo:

Lema A.1. Seja V um espago vetorial e assuma que {vy, v, ...,vm} Seja um congunto
gerador de V. Entao todo conjunto linearmente independente de vetores em V possui

no mdrimo m elementos.

Proposicao A.1. Duas bases quaisquer B e B de um espaco vetorial V possuem o

mesmo numero de elementos.

Demonstragao. Suponha que as bases B e B’ possuam respectivamente m e m’ elemen-
tos.

Como B gera V' e B’ é linearmente independente (ja que por hipotese os dois con-
juntos sao bases do espago V'), segue do Lema (A.1) que o niimero de elementos de B’
¢ menor ou igual ao nimero de elementos de B, ou seja,

m <m

Analogamente, 5’ também gera V' e B é linearmente independente (novamente por
serem bases), de modo que o nimero de elementos de B é menor ou igual ao niimero
de elementos de B':

m<m

Das duas desigualdades acima, segue o resultado. O]

Ao ntimero de elementos de uma base B de um espago V' dé-se o nome de dimensao

de V. Simbolicamente: dimV'.

Exemplo A.4. Os espacos R%, C? e M, sobre os corpos R, C,R possuem respectiva-

mente dimensoes d, d e 2d.

Um conjunto W C V de um espago vetorial V' é chamada de subespago vetorial
de V se com a restricao das operacoes de V é ele proprio um espaco vetorial. A propo-
sicao a seguir estabelece condigOes necessarias e suficientes para que um subconjunto

W qualquer de V seja um subespaco vetorial de V:

Proposicao A.2. Seja W um subconjunto de um espac¢o vetorial V qualquer. Entao

W ¢ subespaco vetorial de V' se e somente se satisfaz as sequintes propriedades:
1. 0 e W;
2. v1,19 € W=uv+veW \V/Uh’UQ < W,'

3 dweW VieRovell.
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Exemplo A.5. O subconjunto
X ={(x,0), VxeR}
é um subespaco vetorial de R2. De fato,
1. (0,0) € X;
2. v = (21,0),v9 = (22,0) € x = vy + vy = (1 +22,0) € X Vvy,09 € x5

3. A(z,0) = (\z,0) € X, VAeRwveX.

A.1 Diagonalizacao e forma de Jordan

Tem interesse particular em Algebra Linear o estudo das funcgoes entre espacos

vetoriais, chamadas de transformacoes lineares. Formalmente:

Definicao A.3. Sejam U e V' espacos vetoriais sobre R. Uma fun¢ao T : U — V €

uma transformacao linear se:
1. T(Ul —+ Ug) = T(ul) + T(UQ) \V/’Ul, Ug € U,'
2. T(Au) =AT(u) VYAe K,uel.

Observe que toda transformacao linear leva o elemento neutro do espaco U no
elemento neutro do espaco V. De fato,

Oy +T(0y) = T(0y) = T(0y + 0y) = T(0) + T(0v)

e pela lei do cancelamento, T(0y) = Oy
Caso U = V a transformacgao T serd chamada de operador linear.No restante
deste apéndice, restringiremos nossa abordagem aos operadores lineares, que desempe-

nham papel importante na teoria das equacoes diferenciais.
Definicao A.4. Seja T um operador linear sobre o espaco vetorial V. Entao:

1. O Nicleo de T ¢ o conjunto
Nucp = {v € V|T'(v) = 0}.
2. A Imagem de T € o conjunto
Imp={veV|FueV:T(u) =0}

Os conjuntos Nucr e Imp sao subespacos vetoriais do espaco V. A demonstracao
deste fato é simples, bastando que se verifiquem as condi¢des da Proposigdo (A.2).
As dimensoes destes subespacos se relacionam com a dimensao do espago V' conforme

indicado na proposicao a seguir.
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Proposicao A.3. Sejam T um operador linear sobre o espago vetorial V. Entdo
dimV = dimNucr + dimImr.
Exemplo A.6. Considere o operador linear

T:(z,y)=(r—y,z+vy).

Vamos determinar Nucy e Imp e as respectivas dimensoes destes subespagos.

Nucr = {u = (v,y) € R*: T(z,y) = (v —y,z +y) = 0},

r—y=0
r+y=0

cuja solucdo é apenas o vetor (0,0). Assim, Nucr = {(0,0)} e

de onde encontramos o sistema

dimNucr = 0.
Ainda por definicao de imagem de um operador linear, segue que
Imp = {(a,b) € R*: Ju = (v,y) € R* = T(z,y) = (a,b)}

de onde encontramos o sistema
r—y=a

r+y==>

at+b b—a
2 )

a+b b—a 1 1
= —a(l,—1 —b(1,1
(“3555) = jett -1+ o000

cuja solucao é (z,y) = ( ) Observando que

[\

encontramos

dimImp = 2.

Note a validade da proposi¢ao (A.3).

O que torna a estrutura dos operadores lineares tao simples é o fato de que, se for
conhecida a acao do operador sobre a base do espaco V entao se conhece a acao do
operador sobre todo o espaco V.

De fato, admita que V = R? e considere B = {v;, vy, ..., v4} uma base de V. Entao,

dado um vetor w € R? existem escalares reais o, as, ..., ag tais que
) b )
W = a1V + QoUy + ... + aqvy.

Aplicando agora o operador T (definido em R?) no vetor w podemos escrever da
equacao acima
T(w) =T (v1) + aT(va) + ... + T (va).



102 Resultados de Algebra Linear

Seja B = {v1,va, ..., v} uma base do espago V. Dado o operador linear T: V' — V,
definimos a matriz de 7' com relagao a base B e escrevemos 1|z como a matriz cujas
colunas sao formadas pelos escalares o, agj, ....ciq; que aparecem quando escrevemos

a imagem do vetor v; € B como combinagao linear dos elementos de B.
Exemplo A.7. Considere o operador linear 7 : R® — R? definido por
T(z,y,2) = Qe +y—2y—z2+7z)
e seja B a base canonica de R3. Entdo, como
T(1,0,0) = (2,0,1)
7(0,1,0) = (1,1,0)
7(0,0,1) = (-1,-1,7)

a matriz Tz do operador T' é

21 -1
01 -1
10 7

Considere agora duas bases, B; e By do espaco vetorial V. Faremos a seguir, uma
construcao que permite relacionar as coordenadas de um vetor v em relacao a base By
com as coordenadas do mesmo vetor v em relacao a base Bs.

Considere By = {v1,va, ..., 04} € By = {wy, we, ...,wy} bases de V. Sendo v € V um

vetor qualquer, este serd escrito como combinacao linear dos vetores de By e de Bj:

V= aqv; + agUy + ... + aqvy (A1)

v = Blwl + ﬁgﬂ)g + ...+ Bdwd (AQ)

Por outro lado, os vetores da base By podem ser escritos em relacao a base B, isto

V1 = A Wi + A Wy + ... + agiwg; (A.3)
V9 = Q19W1 + AWy + ... + AgoWq; (A4)
Vg = A1qW1 + AoqWo + ... + Agqws; (A.5)

Substituindo (A.3),(A.4) e (A.5) em (A.1), temos:

3

V= Qq (a11w1 + ag1wo + ... + adlwd) + ag(algwl + agoWo + ... + adgwd)—i—

o+ aglajgwy + asqws + ... + agqws)
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e portanto,

v = (a1100 + a1p + a1g0q)wr + (2104 + Ay + ... + Goq0g)wat

_— (ad1a1 + agpag + ... + addad)wd

e comparando (?7) com (A.2) segue que

B1 = anaq + ajpag + ... + a14004;

52 = Q92101 + 92909 + ...+ A2qQd,

Ba = ag1on + agete + ... + aga0

ou, na forma matricial,

/61 a1 a2 ... QAiqd
52 Q21 Q22 ... QA2q
Ba aq1 Qd2 ... Qdd

que mais simplesmente se escreve como
[v]s, = [T]53[v]s,

sendo a matriz

a1 a9 . Qg
21 29 .. Qoq
Qg1 Qg2 o Qgd

chamada de matriz de mudanca de base de B; para B,.

xq

&%)

Qq

Observacao A.2. Apesar de ser possivel construir bases distintas para um mesmo

espaco V', a nocao de matriz de um operador T : V — V estd bem definida. De fato,

dadas Tig e Tj4, duas representagoes matriciais distintas do operador V, existe uma

unica matriz P € M, inversivel tal que

T = PTig Pt

A matriz P da Observagao (A.2) é chamada de matriz de mudanga da base A para

a base B. As matrizes Tjg) e 1|4 sao chamadas de matrizes semelhantes.

Definicao A.5. Seja T : V — V um operador linear. Entao definimos:

1. Um autovalor de T’ é um elemento de A\ € C tal que existe um vetor v € V nao

nulo com T(v) = Av;
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2. Seja X um autovalor do operador T'; entao todo vetor nao nulo v € V tal que
T(v) = v € chamado de autovetor de T associado a \. Denotamos por

Autp (M) o subespago de V' gerado por todos os autovetores associados a A;

3. O operador T ¢ diagonalizdvel se existe uma base B de V' formada por autove-
tores de T.

Considere Tjg) a representacao matricial do operador 7" em relagao a base B. Entao,
se A\ é autovalor de T', segue que

Tigv = Av,
onde v é um autovetor associado. Desta equacgao, deduzimos que
Tigv — Av =0,
ou ainda
(Tig) — Mdg)v =0

e entdo este sistema tem solu¢do nao nula (ja que pode definicdo v # 0) se e somente
se
det(ﬂg] - )\Idd) = 0,

onde Id; é a matriz identidade em Mj.

Portanto, temos o seguinte resultado:

Lema A.2. Seja T : V — V um operador linear tal que sua representacao em uma

base B qualquer seja Tiz. Os autovalores A de T sdo as raizes do polindmio
pT(/\) = det(T[B] - )\]dd) =0 (A6)
Ao polinémio (A.6) dd-se o nome de polinémio caracteristico do operador T.

O polinomio pr(A) independe da escolha da base B do espa¢o V. De fato, sejam B
e B’ duas bases de V; pela observa¢ao (A.2) existe P € M, tal que Tz = PTjp1 Pt e
portanto,
det(Tig — M dy) = det(PTig1 P~ — API1d,P™") =

detP(Tiz) — Mdg)P~" = detP.det(Tipy — M dg).det P~ =
det(T[Bq — )\[dd)

Lema A.3. Autovetores vy, vs, ..., vq associados a autovalores distintos sao linearmente

independentes.

Demonstragao. Por defini¢ao, todo autovetor é nao nulo e portanto o resultado do lema
é trivial para apenas um autovetor. Por contrapositiva, basta provar que dois ou mais

autovetores linearmente dependentes tém pelo menos um autovalor igual.
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Portanto, sejam vy, vy € R? autovetores linearmente dependentes de A € M, com
autovalores associados Ai, Ao respectivamente. Assim, existe a € R tal que a # 0 e

Uy = avi € entao
)\21)2 = AUQ = aAvl = &)\11)1 = )\1(1?]1 = )\1’02,

ou seja, (A\y — A)vy = 0 € R? e como v, & ndo nulo segue que A\; = Xy e a afirmacio
estd provada para dois vetores.

Por inducao, vamos supor que o resultado seja verdadeiro para k — 1 autovetores,
com 1 < k—1 < d fixado. Considere vy, vs,...,v; € R? autovetores linearmente
dependentes de A com autovalores Ai, Aq, ..., A\, respectivamente.

Se vy, Vg, ..., Vp_1 sS40 linearmente dependentes entao existem dois autovalores iguais,
por hipotese de inducao e nao ha nada a demonstrar. Vamos portanto supor que
V1, Vg, ..., Up_1 seja linearmente independentes, de onde decorre que v, € uma combinacao

linear nao nula deles e portanto,
Vp = QU] + QUg + ... + Qp_1Vg_1
para algum «; # 0. Por outro lado, multiplicando esta equagao por \; obtemos
AUk = ApQ1U1 + ApQaUa + oo+ ApQe—1Uk_1
e aplicando A segue que
MU = Avg = o Avy + g Avy + ..+ a1 Avk_q.

Subtraindo as duas ultimas igualdades termo a termo e reordenando as parcelas

resulta
0= Oél()\k — )\1)111 + ag()\k — )\2)@2 + ...+ al()\k — )\k—l)vk—l-

Como estamos supondo que vy, vs, ..., Up_1 sao linearmente independentes decorre
que a;(Ar — A;) = 0 para cada 1 <i < k — 1 e como algum «; # 0 resulta que A\ = \;

para algum 1 <17 < k — 1, o que conclui a demonstracao. O
Definicao A.6. Seja A um autovalor do operador T : V — V.

1. A multiplicidade algébrica de X € a multiplicidade de \ enquanto raiz do polinémio

caracteristico pr(A);

2. A multiplicidade geométrica de \ € a dimensao do subespago de V' gerado pelos

autovetores associados a .

O resultado a seguir é bastante notavel. Toda matriz A anula seu polinomio carac-

teristico:

Teorema A.1. (Cayley-Hamilton) Um operador linear T : V — V é um zero de seu

polinémio caracteristico, isto €
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Exemplo A.8. Considere o operador T : R?* — R? cuja matriz em relacao a uma certa
base é
3 -1 1
A=1-1 5 -1
1 -1 3

seu polinémio caracteristico ¢ dado por

pr(A) =det| -1 5—-X -1

que ap6s o desenvolvimento do determinante e reducao de termos se escreve como
pr(A) = A — 11)\% + 36\ — 36

cujas raizes sao

)\1:27
)\2:3,
>\3:6.

Os autovetores associados a A;, com i = 1, 2,3 sao dados pelos vetores v; solucoes
dos sistemas
(A—Alldd>’02 =0 2= 1,2,3,

ou seja,

1

V] = 01,
—1
1

vp= 111,
1
1

v3 = | —2
1

Observe que P = {vy,v9,v3} é uma base de R?, de modo que o operador T ¢

diagonalizavel sendo a matriz

P=[0 1 -2
-1 1 1
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cuja inversa é

1 1
3 0 3

-r_ 11 1 1
P = 3 3 3
1 _1 1

6 3 6

a matriz de mudanca de base para a base P na qual o operador T admite a forma
diagonal.

As colunas de P sao formadas pelos autovetores do operador 1" e portanto, de
acordo com a Observagao (A.2) podemos determinar a forma diagonal D do operador
T a partir da equacao

D = PAP™!
ou seja
2 00 111 3 -1 1 5 0 3
030f=10 1 —=2|-1 5 —1||35 5 3
006 -1 1 1 1 -1 3 § -3 3

Nem todo operador T' ¢ diagonalizavel, uma vez que nem sempre é possivel deter-
minar uma base B formada por autovetores de T'. Nestes casos contudo, é possivel
encontrar uma forma de escrever a matriz A do operador T" de modo que ao longo da
diagonal aparecam matrizes quadradas, menores e mais simples que A. Trata-se da

Forma de Jordan do operador 7T
Definicao A.7. Seja A um autovalor do operador T'. Entao:

1. O bloco de Jordan real do autovalor A e tamanho | é

A0 O ... 00
1 A0
L=]0 1 x . 0
00 0 1A

2. O bloco de Jordan complexo do autovalor A = a +ib, b # 0 e tamanho 2l é

Joo 0 0 ... 0 0

Idy Joy ... 0 0
Jp2) = 0 Idy Jup ... 0 0

0 0 0 ... Id Juy

onde 0 e Idy indicam respectivamente a matriz nula e a matriz identidade em My

b
€ Ja,b = (—ab a> .
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O teorema a seguir garante a existéncia da Forma de Jordan, mas nao o demons-

traremos’

Teorema A.2. (Forma Canédnica de Jordan) Se A € My entao A pode ser escrita

como a matriz real
J = dz'ag(Jl, JQ, ey JT) S Md
onde cada J; € um bloco de Jordan real ou complexo. A matriz J € inica, a menos da

ordem dos blocos da diagonal.

Todos os autovalores de A necessariamente estao representados nos blocos, mas o
mesmo autovalor pode repetir em mais de um bloco, de modo que o niimero de blocos
varia desde o nimero de autovalores distintos de A até no maximo d, caso em que A é
diagonalizavel.

A construcao das possiveis Formas de Jordan de um operador é bastante simplifi-
cada com a no¢ao de polindmio minimal. O Teorema (A.1) estabelece que pr(T') = 0;

contudo, este pode nao ser o polindmio de menor grau que anula 7.

Definicao A.8. O polinémio minimal do operador T :'V — V € o polinémio monico

de menor grau que possui as mesmas raizes do polindmio caracteristico de T', tal que

A definicao acima garante que o polindomio minimal é um divisor do polind6mio

caracteristico. Veja o exemplo:
Exemplo A.9. Considere o operador linear 7' : R* — R* tal que
T(xy1,x9, 3, 24) = (871 — xg, 4x1 + 1229, 925 + 224, 203 + 61y),

cuja matriz em relacao a base candnica é

8 =1 0 0
4 12 0 0
0 0 9 2
0 0 2 6
e cujo polindmio caracteristico é
pr(A) = (A —10)*(\ — 5). (A7)

As possibilidades para o polinémio minimal m(\) sao
mr(A) = (A —10)(\ = 5),
mr(A) = (A = 10)*(A = 5), (A.8)

mr(A) = (A — 10)*(\ = 5).

Verificando as equagoes acima, vemos que o minimal é dado por (A.8).

'A demonstragio pode ser encontrada na referéncia [11].
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E possivel mostrar que os expoentes do polinomio minimal do operador T determi-
nam o tamanho dos blocos de Jordan que aparecem na Forma de Jordan de T

No exemplo acima, o polinémio minimal encontrado foi my(A\) = (A — 10)2(\ — 5),
de modo que a Forma de Jordan deste operador tera um bloco de Jordan J5(10) e um

bloco de Jordan J;(5). Portanto, neste caso temos

10 0 0 O

1 10 0 O
J =

0O 0 10 O

0O 0 0 5

A.2 Exponencial de matrizes

Seja M, o espago das matrizes quadradas de ordem d, de dimensao dim(My) = d>.

Para o que segue, seja ||.|| a norma sobre M, definida por

IA]l = sup [[A(v)]]

llvfl<1

Dados A, B € M, segue que:

1AB]| = sup |\A<B<v>>n=supHA( 5(v) )H-I!B(v)\l

l[<1 1B()l|
ou seja,
s < sup |4 (20| su iz
lell<1 1B i<t
de onde
IAB|| < [|Al.|| B]] (A.9)
A" o
A desigualdade (A.9) em particular significa que —|| £ — coma = ||A|| e com
n! n!
ela podemos mostrar o resultado a seguir:
0 n
Lema A.4. A série Z — é absolutamente convergente para todo A € M.
n=0 n
0 n
Demonstragao. Basta notar que o termo geral de Z — ¢ dominado em norma pelo
n!
n=0

. a” .
termo geral da série E ) que converge para a exponencial real e”; portanto, pelo

n=0
& n
el ~ 9 - ’
critério de comparacao’, a série E — ¢é convergente. ]
n!
n=0

2Suponha que 3 a, e Y. b, sejam séries de termos positivos. Se existem ¢ > 0 e ng € N tais que
ap, < c.b, para todo n > ng entdo a convergéncia de » b, implica a de >_ a,, enquanto a divergéncia
de Y a, implica a de > b,,.
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oo n

Pelas propriedades que apresenta , a série E — ¢ chamada de exponencial da
n!
n=0

matriz A e denotada por e?. No Lema a seguir estio listadas algumas delas:
o An
Lema A.5. A série et = Z — possui as sequintes propriedades:
n!

n=0

1. ||ed| < e, para qualquer matriz A € M.

2. Dada a matriz P invertivel em My com inversa P~' e qualquer matriz A € M,y

entdo ePAP™ = peAp-t,
3. e A = Ae?, para qualquer matriz A € Mj.
4. Se A, B € My comutam, isto é, se AB = BA, entio eAtB = eB+4,

5. Sendo 0 € My a matriz nula de ordem d, temos ¢® = Id, onde I; é a matriz
identidade de M,.

6. A aplicacio t € R+ e € derivdvel em relacdo a t e:
d 4 t
—e't = Ae",
dt

ou seja, ¥(t) = et € solucdo da equacio diferencial X' = AX (X € My).

Demonstrag¢ao. Demonstraremos apenas as afirmacoes 2, 3 e 6: (2) Por definicao,

= Jd+ PAP™!
al + A R T al

L APAPT PAP 1?2 (PAP~1)3 PAP~H)n
PAPTY _ Z ( )? ) P ( ) n
n=0

e notando que
(PAP™Y)? = PAP'PAP™!' = PA*’P

(PAP™Y)3 = PAP'PAP'PAP™' = PA’P—1 = PA*P!,

(PAP™Y' = PAP'PAP™' = PA"P™!,
temos

PA?P~! PA3P! PA"P!
(PAPTY) (AP (pATPT)

PAP—1 -1
— Id+ PAP
€ + T 30 nl

de onde, colocando em evidéncia & esquerda a matriz P e & direita a matriz P~! segue

que

. A2 n
AP :P<1d+A+7+....—‘+...> p!
mn

ou seja,
—1 _
ePAP — P€AP 1'
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Para provar a afirmagao (3), basta notar que

3 A4 An+1
AA=A+ A+ + 4+ +
2 3! n!

+ ..

de onde, colocando A em evidéncia do lado esquerdo da ultima igualdade segue que

A2 A3 A"
eAA:A(Id+A+7+§+...+F+...) = Ae?.

Finalmente, para a demonstracao da afirmagao (6) observamos que é valida a deri-

o0 n

vacao termo a termo® para Z T (que pelo Lema B.4 é absolutamente convergente),
e portanto =
%e““ = % (Id+tA + ttp + tz—f!lg + ot tnjn +.. )= A+tA2+$+...+%+...
=4 (Id+ tA+ ttp + ot %) = Ae',
O

Os proximos exemplos ilustram o calculo da exponecial e para algumas classes de

matrizes.

Exemplo A.10. (Exponencial de matrizes diagonais?). Considere a matriz

D_ A O
0 X
. Calculando D? e D? temos:

2
e (MO (M 0 (a0 _ (A0
0 A 0 A/ \0 X 0 A
3
Do (M O (M o) (a0 a0y (Ao
VY A NP 2 WO R VY L NV R VY B W B

e de maneira indutiva .
Dn - A O _ AT 0 |
0 Ao 0 A}

de onde é facil obter a exponencial de D:

3Se a série de poténcias f(z) = Y. a,z™ converge absolutamente para |r| < R entdo g(z) =
> na,r" ! também é absolutamente convergente em |z| < R e f'(x) = g(x) para todo z no intervalo
-R<xz <R

4Este exemplo pode ser generalizado para matrizes em blocos; dada a matriz M em cuja diagonal

aparecem os blocos de matrizes Ay, Ag,...,Aq, ou seja, se M = diag(A1, As, ..., Ag), entdo de maneira
analoga ao caso das matrizes diagonais segue que e™ = diag(eAHeAz, ...y Ag4), de modo que a expo-

nencial de M é obtida tomando a exponencial de cada bloco individualmente ao longo da diagonal.
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D? D3 D
P =Id+D+ "+ —+ ..+ —+.=
2 3! n!
2 AT
10 A0 5 0 —= 0 M0
+ + \2 +oLH ™ | = R

0 1 0 )\2 0 2 0 2 0 e

2 n!
De maneira geral, dada uma matriz A € M, diagonal com \; = a;, para i =

1,2,3,...,d ndo necessariamente distintos, isto ¢, supondo A = diag(A, Az, ..., Ag) segue

que

o0
A 1
e’ = —
n!

n > 1 . n n n y
IA _Zomdlag<)\la 27'-'7)‘d):dzag<€)\l7€)\2""’6)\d)'

n=0
Exemplo A.11. (Exponencial de matrizes nilpotentes) Uma matriz N € M, (nao
nula) é dita nilpotente se existe um inteiro k > 2 tal que N* = 0. As matrizes
nilpotentes sao aquelas onde apenas a subdiagonal inferior ou superior sao nao nulas;

no restante desta dissertagao usaremos a notacao

0 0 .. 0 0
c 0o ...
0 ... 0
N.(d) = ¢
0 0o ... ¢ 0
C

para nos referirmos & matriz nilpotente de ordem d em cuja subdiagonal inferior ou
apareca a constante c real ou complexa.
O menor inteiro k tal que N* = 0 é chamado de indice de nilpoténcia da matriz
N. Neste caso, apenas as matrizes N, N2,...,N*~! sdo ndo nulas e a exponencial e” se
torna uma soma finita:
Ne(d) — 14 lN 2 L k-1
e + =N.(d)*+ ... + N(d)*7,
2 k—1
cujo calculo nao é complicado se o indice de nilpoténcia for pequeno.
A exponencial de uma matriz nilpotente pode ser obtida por induc¢ao sobre a ordem
d da matriz. Segue que

1 0 0 0
c 1 0 0 0
2
5 C 1 O O
oNeld) — -3 2
— — c 00
3! 21
-1 Cd;2 -3
c 1
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Exemplo A.12. (Exponencial de Blocos de Jordan Reais) De acordo com (A.7) o

bloco de Jordan real do autovalor A € R de tamanho [ é a matriz

A0O0 ...00
1 A0 . 0
L=]0 1 x ... 0 0],
000 ...1

que pode ser decomposta como a soma de uma matriz diagonal Al; e uma matriz
nilpotente Ni(d) que comutam, ou seja, sdo tais que AIyNi(d) = Ny(d)Al, de modo
que pelo item 4 do Lema (A.5)

N — AMatNi(d) — AMa Ni(d) — A Ni(d) (A.10)

Segue dos Exemplos B.10 e B.11 que

1 0 0 0
1 1 0 .00
l| 1 1 0 0
eH) = % 1 1 00 (A.11)
3! 2!
1 1 1
11

(-1 (-2 (-3)

0 b
b O) € M, sendo b um real qualquer.

£ 0 b 0 b _ - 0
—b 0 —-b 0 0 b
43— 0 b 0 b 0 b _ 0 —b _
—b 0 —-b 0 -b 0 oo
Por inducao, podemos provar que para poténcias pares

0 b\” (0
(_b 0) () (O w) (A12)
o b\ S0 e
(_b 0) _ () (_bw 0 ) (A13)

Exemplo A.13. Considere a matriz A = (

Observe que

e para as impares



114 Resultados de Algebra Linear

Segue de (A.12) e de (A.13) que

eA—lo—l—Ob—i-lejO—i-— cosb senb
o 1 —b 0) 2\ 0 ) 7 \—senb cosb)’

Exemplo A.14. Vamos generalizar o exemplo anterior de modo que consigamos cal-

b
Jap = ( ¢ ) € My,
-b a
0 b a 0
Jop =

e as matrizes que figuram nas parcelas desta soma comutam, isto é:
0 0\ fa 0y (0 ab
b 0/ \0 b) \-ab 0©
a 0 0 b\ (0 ab
0 b)\=b 0/ \—ab 0O
de modo que novamente pelo item 4 do Lema (A.5) e Exemplos (B.10) e (B.12) temos

Jan _ e’ 0 cosb senb _ cosb senb
S0 e —senb cosb] —senb cosb/’

que corresponde & uma matriz de rotacao § = b, cuja notacdo usual é e’ab = e Ry,

cular agora a exponencial de

sendo a, b reais quaisquer.

Observe que

Exemplo A.15. (Exponencial de Blocos de Jordan Associados a Autovetores Com-
plexos) Conforme a Definicdo (A.7), o bloco de Jordan complexo do autovalor A =
a+ b € C de tamanho 2! é

Joy 0 0 ... 0 0
Idy Joy ... 0 0

Jp2) = 0 Idy Jup ... 0 0 |,
0 0 0 ... Idy Jup

onde 0 e Idy indicam respectivamente a matriz nula e a matriz identidade em M; e

a b
Jop = .

De maneira anéloga ao que foi apresentado no exemplo (B.12), vamos escrever

Jap(l) = Jou(1) + Gr1a, (1),
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onde
Jap 0 0O ... 0 O
0 Jop ... 0 0
Jo,()=1 0 0 Jup 0 0
0 0 0 o0 Jap
e
0 0O 0 . 0 0
Idy, 0 O 0 0

0 0 0 ... 0 Idy
Como G 14, (1) é nilpotente, segue do Exemplo (B.11) que

Id, 0 0 ... 0 0
Id, Id, 0 ... 0 0
1
Efdg Id, Id, ... 0 0
G114y (1) — 3 c?
e 2
ildg gldg Id, ... 0 0
-1 l—2. -3
¢ ¢ _1dy, S Id, ... Idy Idy

——1d
(-7 (1—2) (1—3)!
e dos Exemplos (B.10) e (B.12) que

eTas® — dz'ag(ej‘l’b(l), elar® e‘]a’b(l)) = ediag(Ry, Ry, ... Ryp).

Como Jy ,(1)G1 1a, (1) = G114, (1) 7 (1), segue do item 4 do Lema (A.5) que

eja,b(l) — eJS,b(l)eGl,de(l)

e entao

Ry 0 0
Ry Ry 0 0 0
1

aRb Rb Rb O 0

eJa,b(l): Cg 02

in aRb Ry 0 0
-1 1—2 -3

¢ R R R .. R R

(-l -2 1—3)

Exemplo A.16. Considere a matriz
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1 1
cujos autovalores sao 2 e 3 e estao associados aos autovetores v; = <1> e vy = (2)

respectivamente.

Como existe uma base de autovetores, A é diagonalizavel, isto é, A = BDB™! onde

0 3 1
pode ser calculada do seguinte modo:

a_popa_ (L 1) (e 0 2 -1\ [22—-¢€ —e*4¢°
e" =Be”"B = _ |
L2)\0 ¢)\-1 1 2e? —2e* —e? + 2¢°

Exemplo A.17. Considere a matriz

2 0 11
D = ( > e B = 2). Portanto, pelo item 2 do Lema (A.5) a exponencial e?

1 0 =2
A=|-5 6 11 [, (A.14)
5 —5 —10
cujo polindmio caracteristico é
p(A) =N =5 2+ 9\ -5 (A.15)

de raizes A\ =1, \a=2+1¢e A3 =2 — 1.
Observe que o polindbmino minimal coincide com o caracteristico, de modo que a

forma de Jordan de A é:

1 0 O
J=10 -2 1
0 -1 -2

Encontremos agora a matriz P tal que A= PJP™!,

Vamos determinar um autovetor associado a Ay = 1, ou seja, resolver a equacao

1 0o =2 T T 0
-5 6 11 yl =1yl =10
5 =5 —-10 z z 0

cuja solucao é
S = {(x7y72) E R3|(x7y7z) = ('r?‘r?O) = x(17170)7x e R}?

de onde encontramos o autovetor v; = (1, 1,0).
Sendo Ay = 2 + ¢ um autovalor complexo de A, encontramos um autovalor v com-

plexo associado resolvendo

Av — Mo =0,

que equivale ao sistema linear
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(B3—d)x+0y—22=0
5+ (8—i)y+ 11z =0
Sr —by —(84+1i)z=0
Tomando x = 2, segue da primeira das equacoes que
6—-2t—22=0=>2=3—1
e substituindo x = 2 e o valor de z na terceira das equagoes encontramos
10-5y—(8+4+i)(3—i)=0=10—-5y — (25 —51) =0
e portanto
y=—-3+1
Deste modo, a solucao do sistema é
S ={(w.5,2) € Cl(w,y,2) = (2, -3 44,3 — 1) = (2,-3,3) +i(0,1,—1)}  (A.16)

Portanto, de (A.16) obtemos os vetores vy = (2, —3,3) e v3 = (0,1, —1), linearmente

independentes, que juntamente com v; = (1,1,0) fornecem as colunas da matriz P:

1 2 0
P=1]1 -3 1|,
0 3 -1
cuja inversa é
1 1 -1
-1_ |1 11
Po=13 =3 2
3 _3 1
2 T2 2
Portanto,
1 0 -2 1 2 0 1 0 0 1 1 -1
5 6 11 |=|1 -3 1|0 =2 1][L -} 1 (A.17)
5 =5 —10 0o 3 -1 0 -1 -2 %—% %
de modo que, pelo item 2 do Lema (A.5) encontramos
1 2 0 e 0 0 1 1 -1
=11 =3 1 0 e2cosl e ?%senl I -1 11,
0 3 -1 0 —e2senl e 2cosl 8 3 1

de onde & possivel obter explicitamente e?:

e 2cosl+3e2senl e—e2cosl —3e2senl —e+e2cosl+3e2senl
et = —5e 2gen 1 e+ 5e ?senl —e—e2cosl —2e2%senl

e 2sen 1 —5e2sen 1 e 2cosl+2e2senl
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Observacao A.3. Uma vez que toda matriz A possui Forma de Jordan J e que,
de acordo com os exemplos (B.12) e (B.14), é possivel calcular explicitamente a ex-
ponencial dos Blocos de Jordan (reais ou complexos), o problema de se determinar
a exponencial de uma matriz A estd completamente resolvido, apesar de os calculos

serem longos e trabalhosos como o Exemplo acima ilustra.
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