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	 %"��&�	 �� �������
���

�����"����� �!�	!������ !��� ��& �	����	 �������
�	0 �	 �'�&�	 ()���- � ��	���+��

�� !�	������ �1���	� � +�	�'����	� �	� 	� �'�	�	� �	 %"��&�	 �� �	���	& �����
��

!�	�1�&�- �&�+�
�	 ����� �� �4&�#5�� ������
�����0

����	
 �!���	& �'���� �
,
���� � ����� ���	���& ��+&��� ������� �� �4&�#5�� �����

��
����� �	 ��!	 y′ = F (x, y) 	
�� F (x, y) ' &� !	��
6��	 
�� ����"���� x � y0 ����
� -

!	� �	��� �� �
7� �!����
�	& � �'�
��� ��� ����"���� ��!��"���� � 
� ��4&8
��� 	�����

� �	�&#$	 +���� ��� �4&�#5�� �� �	���

dy

dx
+ p(x)y = q(x),

	
�� p � q �$	 �&
#5�� �� x0

9� �'�	�	� �	 %"��&�	 � �� �4&�#5�� ������
����� �	��#���� � +�
��� �	�#� �	 ��

�	������� �������	� 
� ���	�&#$	 �� !�	������0 :� ������ !�	������- !�	!	��	 !	�

������& ������� ��;
���
���- �	
������ �� ��������� ������������
�� � �	��� �� �&���

�	����� !	� &� ,	 �&�!�
�	 �
��� �	�� !	
�	� � �&<���	 �!�
�� = �#$	 �� +��������

� �� ��& !�>!��	 !��	 ����	
����
�� ��+&
� !�
����� ��� � !��"�	�� � �	�&#$	 �	

!�	������0 ?� �
7@- A	��

 B��
	&��� ��

�����C� ���	���& 	 !�	����� �	����
�	

4&� � �&��� !�	�&���� ��	
������ �	�	 ����
"���� ������� = �4&�#$	 ������
����

d2y

dx2
=

pg

h

⎛
⎝
√
1 +

(
dy

dx

)2
⎞
⎠ ,

	
�� p �
���� 	 !��	 �	 ,	- g � �	�#� �� +�������� � h � ���&�� �	 !	
�	 P ���� ���*	

�� �&���- ���	 '- �	 !	
�	 P !����
��
�� = �&��� 4&� ���" ���� !�>*��	 �	 �	�	0
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a2
d2y

dx2
+ a1

dy

dx
+ a0y(x) = f(x),

���
 a2, a1 
 a0 �(� "�������
�) ,��-
 � ���
� ���-+� �
�
�	��	
� �� ��� �+�����

���+��"�� 
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= F (x, y),

��.
��� / "����#(� y(x0) = y0)
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�	 �������
 
�� ��
���	 ����������� 	�������� �	�� ��� �������

�	�	 
�� ��
���	 �
� ���	��� 
�� ��
���	 ������������� ������ 
�� ��������� �

�
�� ����������

� �������	 � ���
�� ��������� � �	��	 �� ��
���	 ����������� 	�������� �
� ����� 

�����	� ����� ����	�

�������� 	
�
 ��� ������� �	
����
	�� ���	���	� � ��� ����	
� �� 
���

x(d) = F (t, x, x(1), x(2), ..., x(d−1)), �!�"�

���� F : U −→ R � ��� ���	
� ���
���� ������� �� �� ����
� U �� R
1+d ��� t ∈ R

� ���� x(j) � � j������ �������� �� ���	
� x �� ��� �������� ����� ��� j ∈ {1, 2, ..., d}�
# ������	 d �
� ������� �� �������	 ����� $ �%����	 �� ��
�� �� ��
���	 ���� 

������� 	���������

&	 �������� ����� ���'��%	 ����������	� ������������ ��
���	 �����������
 ������	

���� �
'��������	 �
� �����	� �	� ��������	 ( ��
���	 ����������� 	��������� # ���� 

��	 � ���
�� ��
���� � �	������� �� 
� ���)���	 �*���	�

������� 	
�
 �+�� �� ,		-�� .�/� m � ����� �� 
�� ����*�
�� ��	����� ( 
�� �	��

�� �	��������	 l �� ��
��*'��	� 0	������� �
� � �	�� ��/� �������� �	
 �	���������

�� �	�	 � �	���� 
� ����������	 �	
 ���	�����	� x �� ������	 �	 ��
��*'��	
 ��	

������	 �
/���	 � �
���
�� �	��� �������� � +�� �� ,		-�
 �	 ������ �
� � �����������

�� �	��� �������� Ft $ ��	�	���	��� ( ���	�����	 x
 ������� �	� ��������

Ft = −Cx, �!�!�

	��� � �	������� C $ 
�� �	������� �*����
 ���������	 �	� ������	 �	 �������� ��

�	��
 �� ����
�
�� �	� ��$��
 ���� 1��� .��
��� +�� �� &�2�	� ���	�

Ft = m
d2x

dt2
,

���
� �� �!�!� �
�

d2x

dt2
= −kx, �!�3�

!"
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�
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����� ��� ��	�
�� k = C/m� 
 ����	�� ����� 
����� � �����
� 
�����
��� ���

�����	��� ��
�������

���� ��� �
 ����� � ���	�� F (t, x) = −kx ��� ������� ���������
��� �� �������� t�

�� �
�� ����� ���� ��� � ����	�� ����������� ! �
� ������� �	
����
	�� ��������

� �������
�� ��� ��
��������� ������ F (x)� ����� ����" ����������
�� � ������	��

F : U → R ��
� �
 
���� �� ������� ��#���� �� �$���� U ⊂ R
d �� ��� �
 R

1+d��

%$����� ��� � ���	�� x(t) ��� ������� � ����	�� ����� ���� ��� ��� ��� ��� ��������

��&���� ��'� ������������ ( ��� 
��
�� %��" �� ���	��� ���&���
!������ ���� � �������

������
 ���� ������������ 
'������� �� ��&�
����� �� 
������ �����������" ��
��

�������� � ���������� �� ���	��� �����

x1(t) = α cos(t
√
k) ���)�

�

x1(t) = α sen(t
√
k) ���*�

��
� ����	��� ���� ������ +���
�� ����#��� ��� �� ���� ����� ���	��� ��� ����	���"

���� �� ���)� ����
�� ��������

x′1(t) = −α
√
k sen(t

√
k)

�

x′′1(t) = −kα cos(t
√
k)

� ����� ! ����� ��� ��� x′′1(t) = −kx1(t)� ,
 ������-��� �����&� ���
��� 
������ ���

���*� ��
$!
 ! ����	�� �� ������ 
�!
 �����" ���� 
��
� ��&�
���� ����
�� ��� ���

�������� ��
$���	�� ������ �� ���)� � ���*� ��
$!
 ! ����	�� �� �����" � ��� �
 &����

! ���������� ���� �������� ������� �	
����
	�� �	������


 ��&��� ���������
�� � ��#��	�� �� ����	�� �� ����	�� ���.�� %$����� ��� ��

����� 1 � 2 �� ��#��	�� ���� ��� ���&/����� ���� ��� � ���
 3 ��	� ��������

����	��� ���� ��� �����	� 
� ���.� � ��� 
���� γ : I → R
d 
� 
����� Cd ��� ����

�� � ��������� I � �� ������ 
� R�

�� � �����

(
t, γ(t),

dγ

dt
(t), ...,

dd−1γ
dtd−1

(t)

)
������
� � U ���� ��
� t ∈ I�

�� ���� ��
� t ∈ I� ������ F

(
t, γ(t),

dγ

dt
(t), ...,

dk−1γ
dtk−1

(t)

)
=

ddγ

dtd
(t)�

%� ��0��
�� ���
���� �������
 ��&��� ��������� ����������� ( ��	�� �� ����	�� ��

�
� ����	�� ������������

�� �������	 �� �
����	 ��
�������� ������ ���� ����������� �	 �������	 ���
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������� �	�	 ������	
	 � 	�
���� ���	
	�����

dx

dt
= t, �����

�
��� ���
��	� ��� ����� 	���������	��	 ��


x(t) =
t2

2
+ k, �����

���	 k � 
�� ��������	�

��
����� � ��������	 k �	�	
������� �� ����� �

!�� ��"������ �	 
��
�� �����

����� �� 	�
����� 	 ��
����� �� ����� ���
��	� �� 	�
���� ������ # 	�
���� ����� �

���"	���� ���� ������� ����� �	 ����� 	 ��  ��
 � ��������	 k �$�	��� 
�� �������

�����
�����

%� ����� �	 !���� &	����
���' �� ���
��	� �� 	�
���� y′ = f(x, y) ��� ���� �
	 	�

���� ����� (x, y) � 
	�� ���&	��	 ( �

!� ���	&
�� �������� �	�� ����� �	� ��	 ��	��	

��&
��
 m = f(x, y)� )��� �
&	
	 
� ������ &	����
��� ��
� 	��	��	
 � �����
��*

�	��� ��� �

!�� ���	&
��� �� 	�
����+ ��
� ����' �
������ 
� �	�
	�� �	&�	��� �	


	�� 	� ���� ����� (x, y) ��� ��	 ��	��	 ��&
��
 f(x, y), �� ����
��� �	��	� �	&�	����

� ���� � ���	 �	 
���� �� �������� �� 	�
���� y′ = f(x, y)� ��� � 
�� �	 ����-�*
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������� 
����

������� �� ��� ������� �� ��������� �
����������

!� ���
 �
������� � �����	
 "��#$� %��� ������
������ �� �� ������� �� ��������

�� 
������� 
���� ����� ��&��� ��� ������� �� ��������� �
 �������� �
�
'

y1 = x,

y2 =
dx

dt
,

���

yd =
dd−1x
dtd−1

,

�� �
�
 ���

y′1 = y2,

y′2 = y3,

���

y′d−1 = yd,

� � �����	
 "��#$ �� ������� �
�
 
 �������⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

y′1 = y2

y′2 = y3
���

y′d = F (t, y1, ..., yd−1)
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� ��� ������
� �
 �
��


�� �
�
 ���� �������
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 ���
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�������

�������� 	
�
 ��� �����	 f : U ⊂ R
1+d → R

d 
 ����������	
	 �� ��
���� ��������

�� ������� C ≥ 0 ��� ���

||f(t, x1)− f(t, x2)|| ≤ C||x1 − x2||,

���� ��������� �	�� �	��	� (t, x1) � (t, x2) �� U ����� ��������� �		�������� ��	 �
�����

����� ���	� �����	� ��� C 
 ��� �	������� �� ��������� � ��� f(t, x) �������� ���

�	�����	 �� ����������



�����������	 ��

�������� 	
�
 ��� ������� ��� ������	� M 
 ��� ����
� d : M ×M → R ���

������� � ���� ��� �������� �� ������	�� x, y ∈M �� ������ ���� d(x, y) ������� ��

���	����� �� x � y� �� ���� ��� �
� ��	�����	�� �� ������	�� ������������ ���� ���������

x, y, z ∈M �

�� d(x, x) = 0 �

��  � x �= y ��	
� d(x, y) > 0�

!� d(x, y) = d(y, x)�

"� d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)

�
����� 	
�
 � �����	

d(x1, x2) =
√
(a1 − b1)2 + (a2 − b2)2 + ...+ (ad − bd)2,

	�
� x1 = (a1, a2, ..., ad) � x2 = (b1, b2, ..., bd) ��	 �
�����	� 
� R
d 
���� ��� �������

�� R
d� �����
� 
� ������� �����������

�� ������ ������� � �� ��� (M, d) 	�
� M � �� �	�����	 � d � ��� �������

�� M � �� (M, d) � �� �����	 ������	� ����	 �	
	 ����	�����	 S ⊂ M �	
� ���

�	���
���
	 �	�	 �� �����	 ������	 
��
� ��� ���� �	���
���
� � ��������	 
� d �

S × S� ����
	 �� �� ���	� � ������� 
� S � 
��� �������� ��
� 
� M � !� �
�����	�


� M 	� S �	
�� ��� 
� ������ � �������� 
�������" �	
�� ��� �#���	�� ����$���

����� ��� �	�����	� � ��	 �����
	� ����
������� 
� �������

��� ����%���� (xn)n∈N 
� �	��	� �� �� �����	 ������	 M � 
��� �	�&��'���� �� x

�� ���� �	
� �	
� ������� B ��
 ��� x ∈ B �(���� �� �#���	 ����	 
� )�
���� j ���� ���

xj ��	 �������� � B � ��� ����%���� (xn)n∈N �����*�� ��������� �� ������ �� ����

�	
	 ε > 0 
�
	� �(����� n0 ∈ N ��
 ��� m,n > n0 ⇒ d(xm, xn) < ε� +	
� ����%����


� ,����- � 
�����
�� �� �����	 ������	 M � �����
	 
� �������� �����	 �	
�

����%���� 
� ,����- �� M � �	�&��'�����

�
����� 	
�
 ! �	�����	 R
d � �� �����	 �	��
��	 ���� ���
���� d ≥ 1� � 
��	��*

�����	 �	
� ��� ���	����
� �� .�/�

0�
	� ��������� ����	�����	� E ⊆ R
k � F ⊆ R

m 
	��
	� 
�� ��������&�� ��������

��
� �
��� 
��	���	� �	� B0(E,F ) 	 �	�����	 
� �	
�� �� ��
����$�� f : E → F ���

��	 
�����
��� ���	 �� ��
 ��� � ���'�� f(E) ⊆ F � �� �	�����	 
�����
	 
� R
m� 1�

B0(E,F ) 
�����	� � ������� �� ������� 	� ������� ��� ���� �	�

d(f, g) = sup
x∈E

||f(x)− g(x)||,

���� �����	
�� �� � 
�� (X, d) � �� ��
�	� �������� ���
� � ���� ������ �������� �� x ∈ X �

���� r > 0 � � �������� B(x, r) = {y ∈ X|d(x, y) < r}�



�� �������� 	
����
�
�
� ��	

��
��

���� f, g ∈ B0(E,F )� � ��		
��
 ��	���� ��� B0(E,F ) ��� � ������� �� 	������ �

�� �	���� �������� ���	 ������ ������	� �� �� �	���� ������� ����
���� �������� �

�����	���� �������

���������� 	
�
 �� F ⊆ R
m � �� ����	
 ����
�
 �
�����
� ����
 ���� ��������

E ⊆ R
k 
 ����	
 ����
�
 B0(E,F ) � �
�����
 �
� � ����
�� ��
�
����

���
�����	�
�  �!� (fn)n∈N ��� 	���"���� �� #���$% &� �������� 
�������' �� B0(E,F )�

(������ x ∈ E� � 	���"���� (xn) �� ��� xn = fn(x) ∈ F ������ � �� #���$% ���	

||fn(x)− fm(x)|| ≤ d(fn, fm).

#��� ��� $��)��	� F � ����
���� ���	�� �� F � 
����� y = lim fn(x)� ��� ��*��

��� ������ y = f(x) �� E �� F � +���	 ��	���� ��� f � 
�������� �� 	�!�� ��� f �

�� �
������ �� B0(E,F ) � ��� � 	���"���� fn ������,� ���� f �� �	���� B0(E,F )�

-� ����� 	���� (fn) ��� 	���"���� 
�������� ������	 ����� g0 : E → F ���	�����

���
���� � r > 0 ���	 ��� d(fn, g0) ≤ r ���� ���� n ∈ N� -��� x ∈ E 	�,�� ���

||f(x)− g0(x)|| = lim ||fn(x)− g0(x)|| ≤ lim d(fn, g0) ≤ r

� ��������� d(f, g0) ≤ r � f ∈ B0(E,F )� .��� ��������� ���� ε > 0 ������	 N ��


��� d(fk, fn) <
ε

2
���� ����	���� k, n ≥ N ��� k, n,N ∈ N� (������ �,��� x ∈ E�

������� ���

||f(x)− fn(x)|| = lim
k→+∞

||fk(x)− fn(x)|| ≤ ε

2
< ε.

-�	�� ����� d(f, fn) < ε ���� ���� n ≥ N � �� 	�!�� lim d(fn, f) = 0 ������

n→∞�

�
����� 	
�
  �!� X � ���!���� ��	 �����	 γ : I → R
d ����
���	 � 
�������	 ��� �

������� �� 	������� /���� (X , d) � �� �	���� ������� ����
��� �������� � .����	����

��0 ���	 Rd � ����
����

 �!� f : M → M ��� ��
������ ��*���� ��� �	���� ������� M ���
����� 1�

����� �
� �� ��
������ f � �� ����� x∗ ��
 ��� f(x∗) = x∗�

�������� 	
�
 ��� ���
��	�
 g : M → M �������� ��������� �����
 ��
��� ���

�
������� ���� 0 ≤ c < 1 ��� ���

d(f(x), f(y)) ≤ cd(x, y),

���� ���
����� x, y ∈M �

2 	�,��� 	�� ���������	 ��	�
����	 ����������	 �� 2�3
�	� (�������
 ��� 	����

���
�4���	 �� ����� �� ���	�"���� �� 	�
��5�	 �� ��� /-6� 2	 �����	 �������	 �����

	�� ����������	 �� 7�8�



�����������	 ��

���� ���� ����� M �� ����	
 ���
��
 � f : M → M ��� �
��
�	�
� ����
 f �

�����

�������� �
�������

��	
��� ���� ��
 �
��
 ��
 �� ������� �� M � �� ����	
 ���
��
 �
�����
� �
��

�
��
�	�
 f : M → M �
���� �� ����
 �
��
 ��
 �� M �  
����������� ���
�����


�� �
��
 x0 ∈ M !���!��
 � �
�
����
 x1 = f(x0)� x2 = f(x1)�����xn+1 = f(xn)���� �

��!�"���� (xn) �
�#�
$� �� M � x∗ = lim xn � 
 ����
 �
��
 ��
 �� f �

%��
���
�	�
� ������ 	
� � ��	

���� (xn) �������� ���� 
� ����� x∗ ∈M � ����

f � 
������������ ������
� ����� ���� ���� ������� ���

f(x∗) = f(lim(xn)) = lim f(xn) = lim f(xn) = lim xn+1 = x∗,

�
 ����� x∗ ∈M � 
� �����  !� �� f �

"��� � ����� �� 
��������� �
���#� 	
� f ������ ���� ������  !�� ���������� �


����� �
���#� � �!���
���� �� x∗, x∗∗ ∈M ���� 	
� f(x∗) = x∗ � f(x∗∗) = x∗∗$ ���%�

d(x∗, x∗∗) = d(f(x∗), f(x∗∗)) ≤ cd(x∗, x∗∗)

�� ���� (1− c)d(x∗, x∗∗) ≤ 0�

���� 1− c > 0 ��� ���� 0 < c < 1� ��&
� 	
� cd(x∗, x∗∗) = 0 � �������� x∗ = x∗∗�

'
���� ( �!���
����� ���� 	
� (xn) � 
�� ��	

���� �� ��
�#) �� �������� ������*

&���� �� M � ���� M � ���������$ �� ����� �+����� 	
�

d(x1, x2) = d(f(x0), f(x1)) ≤ cd(x0, x1),

d(x2, x3) = d(f(x1), f(x2)) ≤ cd(x1, x2) ≤ c2d(x0, x1),

� ��&
� ���
��������� 	
� ���� 	
��	
�� n ∈ N �

d(xn, xn+1) ≤ cnd(x0, x1).

"�������� ���� 	
���	
�� n, p ∈ N� ���*��

d(xn, xn+p) ≤ d(xn, xn+1) + d(xn+1, xn+2)...+ d(xn+p−1, xn+p)

≤ [cn + cn+1 + ...+ cn+p−1]d(x0, x1),

�
 �����

d(xn, xn+p) ≤ cn

1− c
d(x0, x1).

���� lim cn = 0 ����� 0 ≤ c < 1�� � ��	

���� (xn) � �� ��
�#) �� M � �

���������,%� ���- �����
����



�� �������� 	
����
�
�
� ��	

��
��

��� ������	
�� � 
	�
����� �� ���
����

�� ����	
�� �
 
�	�� ������	 ����

�����
��
 ���� �� �������� 	� 
���
� �


����
��� ���
� �������
 �
 ��� 
������ ���
�
����	 �
 ����
��� ���
� ���
��� � ���

�������� ������	�

 
��
 ����! �����"�
 �
 
�������� ��� ��	���� �������	�� x(t) ��	 ��
 
� t0 �
�


�	�� �
�� x0# ⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

dx

dt
= F (t, x),

x(t0) = x0.

���$�

 
��������
��� � �
%��� �� �
��
�� ��
 %�����
 � 
&���'���� 
 ��������
 �
 ��"

	���� ���� ���$� �
�����
 (��)�
�
� ���

��
��
�! �
%���� � �
�
�'���� *+,�

������� ���� ��������	�
 � ���	�


� 
� ��������� ���
 F : U → R
d ��
� U � ��


����� 
� R
1+d 	������
 � ��	
������ ����	�����
�
 �
 �����

 �
�� ���! ���"�#

$! %
�
 ��
� (t0, x0) ∈ U ������ γ : I ⊂ R → R
d& �����"� 
� x′ = F (t, x) 	��

γ(t0) = x0'

(! �� γ1 : I1 → R
d � γ2 : I2 → R

d �"� �������� 
� x′ = F (t, x) � ������ t0 ∈ I1
⋂

I2

�
� )�� γ1(t0) = γ2(t0)& ���"� γ1(t) = γ2(t) �
�
 ��
� t ∈ I1
⋂

I2!

*�������
�"�! -
��� δ > 0 ��	 ��
� Q = Bδ(t0) × Bδ(x0) ⊂ U ! C � ��������
 �


	����(��. 
 Mδ = sup
(t,y)∈Q

||F || 
� Q� -
�� ����� ε > 0 ��	 ��


ε ≤ δ, ε <
1

C
, ε <

δ

Mδ

. ���/0�

 
1����� X ���� � �������� �
 ����� �� ���
�� ����2���� �� ���
�
�	� (t0−ε, t0+ε)


� R
d ����� ���%
�� �
��
��
� � Bδ(x0) ������ �� �3����� d �� ����
��! ���� 3!

X = {γ(t) ∈ Bδ(x0)|γ : (t0 − ε, t0 + ε)→ R
d ����2���! ��� γ(t0) = x0}.

-
%�
 �� 4&
��	� �/�/� ��
 � �������� X ! ������ �� ����� d � �
������ ���

(X , d)� 3 �� 
����� �3����� ����	
��� 4� (X , d) 
���� �
1��� � ��
����� F : X → C
���

F(γ(t)) = x0 +

∫ t

t0

F (s, γ(s))ds ���//�


 ���
�
�� ��
 ��� 
&���
� ����	
��� �
 ���
%����� ��� 

. ��
 F (s, γ(s)) 3 ����2���


 	������� ���� s ∈ [t0, t]! � ��
 %�����
 � 
&���'���� �� ���
%��	�

5	3� �����! � ��
����� F 
��6 �
� �
1����! ���� 3! F(γ) ∈ X , ∀γ ∈ X ! ����
���� Q ������� 	�
���
	� � ���
� 	� ��
��
�� Q� ���� �� � �
��� 	� Q ��� ��	�� �� ���� ��
���

	� �����������



���������	 
 ������	�
 �
 �
����
� ��

�� � ���	
��	 F(γ(t)) � 
������� �
	
 t ∈ (t0 − ε, t0 + ε)�

�� F(γ(t0)) = x0� ����

F(γ(t0)) = x0 +

∫ t0

t0

F (s, γ(s))ds = x0 + 0 = x0.

�� F(γ(t)) ∈ Bδ(x0)� ����

||F(γ(t))− x0|| = ||
∫ t

t0

F (s, γ(s))ds|| ≤Mδ|t− t0| < Mδε < δ.

� ���	
��	 �
�� ��	 ������ � ��
 
���	
��� �� X � ���� �� ������ 0 ≤ λ < 1 �
� ���

d(F(γ1(t),F(γ2(t)) ≤ λd(γ1(t), γ2(t)),

�
	
 ��
�����	 γ1, γ2 ∈ X � t ∈ (t0, t0 + ε)� ��  
��� �� ����!� �����

||F(γ1(t)−F(γ2(t))|| = ||
∫ t

t0

F (s, γ1(s))− F (s, γ2(s))ds|| ≤∫ t

t0

C||γ1(s)− γ2(s)||ds ≤ C|t− t0|d(γ1(t), γ2(t)) ≤

Cεd(γ1(t), γ2(t))

� "
��
 ���
	 λ = Cε�

�	
� ����� ������ ��
 
���	
��� ��� ���
�� ���	�
� 
�������� ��#�� �� $��	��


����� ��� ������ ��
 %��

 
�	&
 γ∗ ∈ X �
� ��� F(γ∗(t)) = γ∗(t)� �� ��'
�

γ∗(t) = x0 +

∫ t

t0

F (s, γ∗(s))ds ∀t ∈ (t0 − ε, t0 + ε).

(��
������� ���
��� ��� ����� � �� �	��
�)&��� ��#�� �� $��	��
 (���
����
� ��

*)�
��� ���

(γ∗)′(t) = F (t, γ∗(t)), ∀t ∈ (t0 − ε, t0 + ε). ������

+��� 
��
��� 
 �������	
��� �� ���� 1�

,
	
 
 �	�&
 �� ���� 2 ��'
� γ1 : I1 → R
d � γ2 : I2 → R

d �����-�� �� x′ = F (t, x)

� ��'
 t0 ∈ I1 ∩ I2 
�� γ1(t0) = γ2(t0) = x0�

��.�����

J = {t ∈ I1 ∩ I2 : γ1(t) = γ2(t)},
&���� ���/

�� J � ��� &
0��� ���� t0 ∈ J �

�� J �  �
1
��� ���� � 
��'���� ��� ������ ���� ��
�  ���-�� 
������
� 
���
����

�  �
1
�� ����"	�2�� �� ��� γ1(t) � γ2(t) ��� 
������
���



�� �������� 	
����
�
�
� ��	

��
��

�� J � ����	
� ���� 
�� ���
� ���	� 	
��� s0 ∈ J � �
�������� y0 = γ1(s0) = γ2(s0)�

���� (s0, y0)� ����	���
 
 �������	
 ����
 �� ��

� �
 �	�� 1 ���	� 	�
�����

�
���
� ���
�	��� ε > 0 	�� ��� F : X → X � ��� �
�	����
 � �
���� ��

����
 �
�	
 ��
� �� 
��� γ1(t) = γ2(t) ���� t ∈ (s0 − ε, s0 + ε) � �
�	��	


(s0 − ε, s0 + ε) ∈ J �

���
� �	��� 1� 2 � 3 ������ J = I1 ∩ I2 � ��	
 ��

� 
 �����	��
�

� ���
��	����
 ����� � �
��	��	�
�� �
��  !�"!# ��	������� ��� � ����� �
����


γ(t) �� ������
 x′ = F (t, x) ��$��	� � γ(t0) = x0 � 
 �
�	
 ��
 �
 
�����
� F ���

�
�� ��� 
�	��
 �	��
�� �� �������
�� �	����%��� �
�
 &��	
 �� ��

� �
 '�
���� (1.1)�

(���	���
� ��	� �������
 �
 )�����
  !�*#�

������� �	
	 +
������� � ������
 ��&�������� x′ = 2tx ��$��	� , �
�����
 �������

(t0, x0) = (0, 1)�

-������
 
 
�����
� �
�
 ��  !�""# ���� ��	� ������
 ��&��������� 	��
�

F(γ(t)) = 1 +

∫ t

0

2sγ(s)ds.

'
����
 �������� ���
� γ(t) 	�� ��� γ(0) = 1 �
�
 �������� ���
������
 ���� �

�
����
� 	��
� �����	��� � �
�
���.���� ��� �������
�� �	������ �
 
�����
� F ���� �

�
����
 �� x′ = 2tx� +
����������
� � ���� ������� ��� ���
�� �
� γ(0) = 1� � ���
�

�
��	��	� γ0(t) ≡ 1 � ��	�


γ1(t) = F(γ0(t)) = 1 +

∫ t

0

2sds = 1 + t2,

γ2(t) = F(γ1(t)) = 1 +

∫ t

0

2s(1 + s2)ds = 1 + t2 +
t4

2
,

� �
� ������
 	��
�

γn(t) = 1 + t2 +
t4

2
+

t6

6
+ ...+

t2n

n!
+ ...  !�"�#

/�������	�� &�0���
 n→∞ ��  !�"�# ����� ���

γ(t) = et
2

� � �
����
 �� x′ = 2tx ��$��	� , (t0, x0) = (0, 1)� �
�
 � &1��� �� 
��������

��
������� �	�	 2 �
��� ����	�	����
� � 3��4	��� �� &����
 F : U → R
d ���

�����3�	0���� �� ������� 
���1
�� ���� 3��4	��� ���� ��1����� �� ����
��� ������� ��������
∂F

∂x
��� �
�	5���� )��
�� � �
�	�������� ������ ����
���� �������� ��$� ���� ���	��	�
��

��� � �� ���� &1��� 
��������
� � ����	�	����
 ��� 3��4	���� ��
 ��	��� �� �
�����%��

�
 '�
����  !�!# �
�� � �
�	�������� ��� ����
���� �������� �����	� � �
�����
 ��

6����3�	0 �� �
�$��	
� �
����	
� �� R
d�
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 ���� �������	 �	 
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�	 �	 �
	�
�
 ����� 
�
�
� 
 �	�������
�
 �


�����	 F : U → R
d 
 �
�
�
��	 
 
�������
 �
 �
� ��������� 
���
 ! �	��"#
� ��	#
� 
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����� �
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�
� �	� ,
�
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 �
�
�����
 -./� %�
�
�

�
 #
��
�
�
 �
 �!����
� 
���
�
�
� 	,�
�#
�	� &�
 
 �	����	 
��	���
�
 
� �
�


�
�	 ! �
 �
�	 
 0���
 �	����	 
����
��
 	 &�
 �	�
 �
� #
��1�
�	 ���
�
�
��
 �	�

�
��#
��	 
 )����1�
�	 �
�	 �
	�
�
 ������

����� ����	
��� ��
��	
���

2�
 
&�
��	 ���
�
���
� ! ��
�
�
 �
 ��
������ �
 �	����� 
 �	��


x′(t) =
f(t)

g(x)
�	� g(x) �= 0, ����.�

	��
 
� ����$
� f 
 g ��	 �	��"��
� 
� 
���� ���
�#
�	 �
 R�

��
�
��	 	 �"�,	�	
dx

dt
�	�	 �� &�	��
��
 �	��
� �

g(x)dx = f(t)dt,


 �	��
��	 
 �
�"��
 �
 ���#
� ���
��
�� �
 ����.� �
����
�∫
g(x)dx =

∫
f(t)dt.

����
�
 ���� 3��	��
 &�
 ��
 �	���
��	 �
 P 
���
�� #�#
 ��	�
�
 
 &�
 
 �
�


�
 #
��
��	 �	 �0�
�	 �
 �	��
���
�	� x(t) �	� ��
 �
��
 �	
��
 �	 ����
��
 t �
)


��	�	���	�
� 
	 �0�
�	 �
 ����#"��	� �
��	� 
 
	 �0�
�	 �
 ����#"��	� �	��
���
�	��

4 �	��"#
� ��
#
� &�
 �
��
� �	����$
� �	�
 
 �	���
��	 �
 �	��
���
�' �
�
 �	
��


�
�
 t ��1��
��
�
��
 ��
��
�

5
 �
�	 �
��	 P 	 �
�
��	 �
 �	���
��	 ��	����
�
�	 �	���
��
� 
 x(t) 	 �0�
�	

�
 ����#"��	� �	
��
� �
�	� &�
 P − x(t) �
��
�
��
 	 �0�
�	 �
 ����#"��	� �
��	��

3��	��	 
 �
�
 �
 #
��
��	
dx

dt
��	�	���	�
� 
 x(t) 
 
 P − x(t) 
���	 
 
&�
��	

���
�
���
� &�
 �	�
�
 	 ��	,�
�
 �
� ���6�
�
� �
�
� !

dx

dt
= αx(P − x), ����7�

�� �������	��
	 �	�	 	 
	
��	�� �� �	
 �	����
	��� 	
������	 � 	 �����	 �	� ������ ���	�	
������

��	 ����	 ���������	
 �� R
2 � ��	 ������ w : Ω→ (R2)∗ ���� Ω � �� 	����� �� �
	�� � (R2)∗ � �

	���
� ���� ���� �������	�� 
���	���� �� R
2� ��	 ���������� 	� 	������ ���� ��� �������	�	 �� ����



�� �������� 	
����
�
�
� ��	

��
��

��� � �� 	
�� ��
��� � ���	��	� ���� ��� ������
	� �� �����

dx

x(P − x)
= αdt.

��� 
�	�������� 	����� ∫
dx

x(P − x)
=

∫
αdt,

�� ����

∫
1

P

(
1

x
+

1

P − x

)
dx = αt+ k1,

∫ (
1

x
+

1

P − x

)
dx = Pαt+ k2,

ln
x

P − x
= Pαt+ k2,

x

P − x
= kePαt.

�
������	�� 
������� � ������ x(t) ��  �	
�� ��� 
��������� ��
�� �����	����� �

������� �� ��
�!�"

x(t) =
P

1 +
1

k
e−Pαt

. ��
�#�

$������ � �
�
	� �� ��
�#� ������ t→∞ 	����"

lim
t→∞

x(t) = lim
t→∞

P

1 +
1

k
e−Pαt

= P,

� ���	��	� � � ���� x(t) �� ���	��
����� 	���� � P 


����� �����	
� �
�
�
��
�
� �
�
��
� 
������
� �
 ��
�

�� ���

�
�

% ����� ����� �� ��� ������� �
������
�� �
���� �� ��
��
�� ����� �

x′(t) + p(t)x(t) = q(t), ��
�&�

���� p, q : (a, b) → R ��� ����'�� ���	(���� �� )��
*)�� 
���������	� t ��+�
��� ��

�,��	� (a, b) � x(t) � ��� ���� �� (a, b)


% ������� ����� x(t) ���� ��� ��	���
���� ���� ������ �� ����� 	
�����
���

���� � ������� �
������
�� ��
�&� � ���	
��
���� ��� ��� ������ μ = μ(t) ������
����

�� ����
�� ��� � ������ �,	
�� ��-� ���
����	� 
�	���*)��
 .�-� ���	��	� μ = μ(t) ��

��	�� 
�	�����	� ���� ��
�&�/ ��	��

μ(t)x′(t) + μ(t)p(t)x(t) = μ(t)q(t). ��
�0�



������� �	
��
�� 
� ��������� ��

������� � 	���
��� �
 ��
 � ��
�

�� �
���� �
 ������ �
�� � �
�
���� �� �������

μ(t)x(t) ��� �
��� ��
 � ��
�

�� �
���� �
�� 
���� � μ′(t)x(t) + μ(t)x′(t)�� �
��
 �


������ ��


μ′(t)x(t) + μ(t)x′(t) = μ(t)x′(t) + μ(t)p(t)x(t),

�
 ���
 ���� �
� ��
 ���  
�!�
�
 x(t) " ��� �����

μ′(t) = μ(t)p(t). ����#�

$��
 ����� ��
 ����#� " ��� 
������ �
���%�
�& �
����
���'� �
�� �"���� �� �
���

���
�
�� 
�	��������

μ(t) = e
∫ t
0 p(s)ds. ����(�

)����� ����
��
	���� � 
������ ����*� ��� ����(� �
���

e
∫ t
0 p(s)dsx′(t) + e

∫ t
0 p(s)dsp(t)x(t) = e

∫ t
0 p(s)dsq(t),

	��� ��
�

�� �
���� " � �
�
���� �� ������� x(t)e
∫ t
0 p(s)ds� ���
������ �
 ����� ��

����� ���
��� 
�	�
�
�

x(t)e
∫ t
0 p(s)ds =

∫
q(s)e

∫ s
0 p(ξ)dξds+ c.


 
������� � +����� x(t) ���
���

x(t) =
1

e
∫ t
0 p(s)ds

∫
q(s)e

∫ s
0 p(ξ)dξds+ c. ������

) 
������ ������ �
� 
��
�
��
 ��
�	
����
��
 �
!�
	�� ��
� 
��
	� ��
 " ����,�
�

���
� �� �����-
� �� 
������ ����*�� .��� �� 
��
����-
� 
/
��
��
� 
� ������ ���
�

��� �
� 
/��
���� 
� �
���� �
 +���-
� 
�
�
����
� 
� ����� �� 	����� ���
 ��� �
�

����,�
� ���
� ��� 
/��
���� 
/��,	
�� ���� � ��������

������� �	
	 ) 
������
dx

dt
− 2x = 4− t ������

" �
�
�� �
 ��
�

�� ���
� 	�� p(t) = −2 
 q(t) = 4− t�

0�� ����#�� � +���� 
��
�����
 �
�%

μ(t) = e
∫ t
0 −2ds = e−2t ������


 ����
��
	���� � 
������ ������ ��� ������ �
��
 ��


e−2t
dx

dt
− 2e−2tx(t) = 4e−2t − te−2t.

0�� 
��
������� �
���∫
(x(t)e−2t)′dt =

∫
(4e−2t − te−2t)dt⇒



�� �������� 	
����
�
�
� ��	

��
��

x(t)e−2t = −2e−2t + 1

2
te−2t +

1

4
e−2t + c,

� �������	�
 �� �
������
 � ������ x(t) �� ��	��� ��
 ���������
 ����� �����	����


� 
������ ������

x(t) = −7

4
+

1

2
t+ ce2t, ��� c ∈ R.

����� �����	
� 
��
��

���� ��	������ ���� � ��� ����
��	�����
 � 
�����
 ���
����� � ������� �����������

2t+ x2 + 2txx′ = 0, ������

��� ���  ������ � 	������� 
����!��� � �

��
 ��� ���� 
�� ��
������ ��� �
 � 	���


��
���������
 ��
 ���
 
��"�
 ��	������
�

#�	� ��� �
 ��� � ������ ψ(t, x) = t2 + tx2 	�� ��������
 �������


∂ψ

∂t
= 2t+ x2,

∂ψ

∂x
= 2tx ����$�

� ���	��	�
 � ������� ������ 
� �
����� �� �����

∂ψ

∂t
+

∂ψ

∂x

dx

dt
= 0.

%� 
���
����
 x ��� ������ �� ����!��� ����������	� t 
���� ���

∂ψ

∂t
=

d

dt
(t2 + tx2) = 0.

� 
���� c ��� ���
	��	� ��������
 �&	���


ψ(t, x) = t2 + tx2 = c,

��� ����� �������	����	� ��� ������ ��� 
�	�
��' �������

(����
���� � ��� �'���
 �����
 ����
 ��� 
) ��� ��

*��� ��
����� � ������� ������

������ ��� �&
������ � �+�
	,���� �� ��� ������ ψ 
�	�
��'���� ����$��

-��
 ��������	�
 
����.� ��� ���� � �������

M(t, x) +N(t, x)x′ = 0 ����/�


�0� ��

*��� ����	����� ��� ������ ψ 	�� ���

∂ψ

∂t
= M(t, x) e

∂ψ

∂x
= N(t, x) ����1�

� 	�� ��� ψ(t, x) = c ����� x = φ(t) �������	����	� ���� ��� ������ ���������!��� ��

t� 2�	��

M(t, x) +N(t, x)x′ =
∂ψ

∂t
+

∂ψ

∂x

dx

dt
=

d

dt
ψ(t, φ(t)),



������� �	
��
�� 
� ��������� ��

�� ���� ��� 	
�
�
 �� ������� ����

d

dt
ψ(t, φ(t)) = 0. 	
�
�


����� ����� � ������� 	
�
�
 � ������� �� ����������	 �
��� � ���� �������� ���

�������� �� �����������  �� ψ(t, x) = c ���� c � ��� ��������� ��!���"���� #��� ����$

������ ��� ������� ��%�������� �&���� ������ � ������� � ��'���� �� ��� ������������

�������� � (��� 	
�

� ��)�  ����  ��� ��� ���������� �� *�+�

��
� ���� �������� �� 	
����
� 	��� f : U → R ���� ��
�� �������
����� �� �����

c ∈ U ⊂ R
d� ���� ��������� 1 ≤ i, j ≤ 2 ������

∂2f

∂xi∂xj

(c) =
∂2f

∂xj∂xi

(c). 	
�
,


�����
� ���� 	������ ��� �� ������� M,N,Mx � Nt ���� �� !���
�� ������� �����

����� ���
���� ����� 
���!���� �� ��"�#� �����"���� �

R = {(x, y) ∈ R
2;α ≤ x ≤ β, δ ≤ y ≤ ε}.

$��#� � �����#� 	
�
�
 % �&��� �� R �� � ������� ��

Mx(t, x) = Nt(t, x) 	
��-


�� 
��� ����� �� R� '��� % �&���� ��� ����#� ψ(x, y) �������
���� 	
�
.
 �� � �������

�� M � N �����(
���� 	
�
,
�

)���������#�� /������ � ������������ �� ����  ������ 0���� ������������ �������

��� �� �&���� ��� %����� ψ ��� ��� 	
�
.
 � �"���� ����� � ������� 	
�
,
 � �����%�����

1��������� Mx � Nt ��� �������� 	
�
.
 �!�����

Mx(t, x) = ψtx(t, x) e Nt(t, x) = ψxt(t, x) 	
��2


�� ���� 	
�
,
 � �����%�����

#������� �'��� ���� �� M � N ������3���� 	
�
,
 ����� � ������� 	
�
�
 � �&���� 4

 ���� ������� � ���������� �� ��� %����� ψ �����%�3���� 	
�
.
� 5���'����� �  �������

��� �������� �� 	
�
.
 �� ������� � t � �������� x ���������� ����� ���

ψ(t, x) =

∫
M(t, x)dt+ g(x), 	
��



���� � %����� g � ��� %����� ��!���"��� �� x� %�3���� �  � �� �� ��������� �� ����$

'������

���� ������	�
�
� ��
���� �����
� ��� ������ ��
�������� � ��� ��� � ��	�������� ���
� ��� �

������ R ���� ����������
� 	������ �� 
������� �� ��
� ������	� ��� R ��� 
�� �����	����� ���

��
������ ����� ������� ��
��������� �� 	��	������ ��� ���������
� 	������� ��� ��� 	���� 	��	����

��� ��  ������ 
�
��!�� ��
�� ��� ��	��
��
�� �� ��"��� 
� #��	��� $"��%�
��



�� �������� 	
����
�
�
� ��	

��
��

����� ����	�	 
�� ���
	� � 
������� �������	 g �� ���� 
�� ψx = N � �� �
�����

������� �����

ψx(t, x) =
∂

∂x

∫
M(t, x)dt+ g′(x) =

∫
Mx(t, x)dt+ g′(x).

� ������� ψx = N � 
�	� g′(x) � �����

g′(x) = N(t, x)−
∫

Mx(t, x)dt. ������

!�	� �� ����	�"��	 � ������ g �� ������ � ������"�� 
��� "���
������� �� �
�	#��"��

� �$
	����� % �"	�"�� �� "&������� ��'� ��� ������ �
���� �� t � (��� 
�� �"��	���"����

������ �� 	������ � t � �����

Nt(t, x)−Mx(x, t) = 0,


�	 ����)�� *�&�� � �$
	����� % �"	�"�� �� "&������� �� ������ ��� ��
���� �� ���� ��

��	"+��� t � ��� �
���� ��� "���&	���� � ����� g� ,� ��"��"��� �&�	� g �� �������

� ����� ���� �������

ψ(t, x) =

∫
M(t, x)dt+

∫ [
Nt(t, x)−

∫
Mx(t, x)dt

]
dx. ����-�

. �������	���� ��"�� � �����	��"�� � ��	���� �� ������ 
�	� � �+����� �� ψ(t, x)

� 
�	����� 
�	� � � ������ �� ������� �� ������� /� &�	��� � ��"� 
	+�"�� ����	 �


	������ "���"	� � ���� ��� 
�� ��	 ������+	"� �� 
�� ��� 	�	 � �0	���� ����-��

������� �	
	 ����� 	������	 � �
����� �"��	���"��

(x cos t+ 2tex) + (sen t+ t2ex − 1)x′ = 0, ����1�

���� M(t, x) = x cos t+ 2tex � N(t, x) = sen t+ t2ex − 1�

2���� Mx(t, x) = cos t + 2tex = Nt(x, y) � 
��� 2��	��� ����� � �
����� ����1� �

�$���� �� ���� 
�� �$"��� ψ(t, x) ��� 
��

ψt(t, x) = x cos t+ 2tex e ψx(t, x) = sen t+ t2ex − 1.

3���&	���� � 
	"��"	� ��� �
���4�� ��"�� �� 	������ � t� � �����

ψ(t, x) = x sen t+ t2ex + g(x), ������

� ������� ψx(t, x) = N �����

ψx(t, x) = sen t+ t2ex + g′(x) = sen t+ t2ex − 1; ����5�
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������ g′(x) = −1 � 	
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�
 g(x) = −x �� �

���
�� �� �
�������
 � 
������� �� ���

�������� �
����
 �� ������
 g′(x) = −1 	
�� ��� ������ 
�
 � 
��������
 ���� � ����

����� 	
�������� ��
����
��� �� ������
�
 g(x) 
� ������
 �!��"� ���
�

ψ(t, x) = x sen t+ t2ex − x

� 	
���
�
 �� �
���#�� �� �!��$� ��
 ����� ��	��������
�� 	
�

x sen t+ t2ex − x = c, �!��%�
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� m � n ���	��������
��� 9
���
�
� r = m− n�

:� ����
� ���������
�� ���� x = x(t) > 0 � 	
	�����
 �� ��� ��	���� 

 �
���
��

�� ���	
 t� '�	

�
 ��� � ��.� �� ��������
�
 �� )�
��
 �
 ���	
� ���
 �� ���
dx

dt
���� 	�
	
���

�� 7 	
	�����
 ����� x(t) �
� �

���
�� �� 	�
	
���

������� r ���
�

dx

dt
= rx(t). �!��;�

* ����� ��� � ������
 �!��;� � ��	������ � ���
�
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�
 �	����
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� ����


(2.3.1) 
 ���
� � �
����
 �����<

x(t) = cert, �!�5=�

��
�
 c ��� �

���
�� �� ��������

'�	

0� ��� � 	
	�����
 �
����� ���� x0� ���
 �� x(0) = x0� :
��
 � �

���
�� c

	
�� ��� ��������� �.	��������
��� �� �!�5=� ����� ���

x0 = cer0
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� �����	��
 c = x0�
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��
 � 
������ �� ������ ��� ��	����� �	����� x(0) = x0 � ���� ���

x(t) = x0e
rt, ������

�	�� r = m− n� � ����������	�� �� 
������ � �������	��� ���� ��	
��	�� r
 ���
�

�� �� r > 0 �	��� � ���
����	�� � � ��	�	���� � 
� !���"�� #��	�� m > n
 �� 
�$�


#��	�� � �� � �� 	��������� � ����� #�� � �� � �� �����������%

�� �� r < 0 �	��� � �����
����	�� � � ��	�	���� 
�&���	�� � � ��	��� �� ���������

� 
� !���"�� #��	�� m < n 
 �� 
�$�
 #��	�� � �� � �� 	��������� � ��	�� #��

� �� � �� �����������%

�� �� r = 0 � ��������� �����	��� ��	
��	��
 �����
��	��	�� ' �&������� �	��� �
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���� � ���� � ��!��

���� � ��"� � ��!�#

���� � ��#! � ��!�"

���� � ��#� � ��!��
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���� � ��!# � ����!
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��	 ����� ���� � �����
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 �*��
 
����*��

 �
� �
�
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�������
�
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	� ��+
 �	�
���	� m = 0, 01781667 � n = 0, 00631333 �� �	�	 (�� 
 
	���
��� ��

��	�	�
�	�
���
�� �	 �	���	 �
��,���
�	 (�� ����+
�	� 
	������� * r = 0, 01150333�

-���� �� 

	��	 
	� .��$�/ ���	� 
 �������� �(�
0�	 �
�
 	 �	���	 �� �
��,��%

x(t) = 10434252e0,01150333t. .��$�/
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�������
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�	� 	�
�
�� �
 �	���
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������� ����������� �
� ���� 
� ����� !�� r = a − bx �
� a, b ���
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*
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 �
� 
 �

��
 ����������
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$� ����
� 
� �!���%�� 
�'���������� ���
��

dx

dt
= (a− bx)x +,��-.

� ���� �

��
 '
� �����

 �
� )������� 
� ������ �� �����	��
�� ���
��	��/ ���0

��� � �
����� �� ��'���� � �!���	
 +,��-. �
�
 ������� ���
��	���

(����#� !�� +,��-. � ��� �!���	
 ���1�
�� ����� �
���%�� �
�������� �	
 
�
��

�
� x(t) ≡ a

b
� x(t) ≡ 0� 2
�� ���
� !�� x(t) ≡ 0 �	
 �� ������ �
 ��
������ ��� #�"

!�� �	
 '�" �����

 �
���
���� ��� �
�����	
 �����

� �!���	
 +,��-. � ������#�� � �
�����
∫
1

(a− bx)x
dx =

∫
dt.

3
� '���%�� �������� #��
� !��
1

(a− bx)x
=

1

ax
+

b

a(a− bx)
� $��	
�

∫
1

ax
dx+

∫
b

a(a− bx)
dx = t+ k.


� �


 !��

ln

∣∣∣∣ x

a− bx

∣∣∣∣ = at+ ak ⇒ |a− bx|eateak = |x|

��� ���������� �	�� �
����
 � ������� �� ������� �� 	�
���
�����
� �
� ��� 	��
 �
�	�������

���� �������� ��� �
� ������	� �� 1834 � �	������ �
� �
��� �� 1920 �
� ����� � ����� �
 �	���
 ��

�
������
 �
��� ����������



������� �����	
�� ��� ��
����� �	������	�	� ��

���� ��� �	
���
	 �
����� x(t0) = x0� ����� ����� ������ �����
	 ���

|x0| = |a− bx0|eat0+ak,

� ���	
�	 �	������ �
������ ������
��� ��� �	������ �� ���������	 ���	�∣∣∣∣ xx0

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ a− bx

a− bx0

∣∣∣∣ ea(t−t0).
�	�	 ���	 ��	���� �� �! �� �	������ �� �� �"! 

	 �
��������� �� �	������ �	
���
#

��� � 
�� � �� ��$������ �� �	�	 ��� �	���	� ������� 	� %��	��� ���	���	� � �&��������

x(t)� �	���
	 �� �� �"! ��'���� ( �	
���
	 x(t0) = x0)

x(t) =
ax0

bx0 + (a− bx0)e−a(t−t0)
. �� ��!

*	�� ��� �� t → +∞ �
�
	 x(t) → a
b

�
����
��
�� �� �	
���
	 �
����� x(t0) =

x0 > 0 � �	� ���	
a

b
+ �,����	 �� ����� �����	
	��� �� 
�
������- ���	� �	���
�	

	 ����	�	 ���	 �� ��� �� �	������ ��
���
	 ���� � �	���
	 �� ���������	 x(t) =
a

b
�
����
��
�� ��� �	
������ �
������ 

.� ����
� ��&�	� 	 %��	�
a

b
� ������� �� ����� �� ��	
���
� �	 ����������

�� �
���	�


��
���� ������ � ������������� ��
 
��	���
 �� ������ �� ����	�
� �������� �

�������� ������� x0 �
���� ������ �	 ����� �� ���������� �� 
	������

���	�� �
 � !�"#�� ��
 
��	���
 �� ������ �� ����	�
�

$��� x0 >
a

b
% � ���	����� x(t) �����
�� ���������������� ���� x(t) =

a

b
& ����	��%


� x0 <
a

b
% � ���	����� x(t) ���
�� �������� ���� a

b
� ��

� ��
� � ��"#�� �
�" �����

x = 0 � x =
a

b
� ��

	� ����� �� '
 (��� )	� �" 	� ����� �� ��*���� �� x =

a

2b
���


��������� +�
, - ����


x′′(t) = (a− 2b)x′(t),
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3000 "����
� #!���������������$ ����%
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� ��� 
� ��� "���� �
����� ���	��
�	�$ ��

	��� 	��
 
��
� 	� 80% 	�
 ����
 	� 
��!� �
����� ��	��
��

'����(� ��� � ����
�	�	� 	� ���������� 	� ��	��	�� 
�)� ������
����� �� �*����

	� ����
 
�	��
 3000 − x(t) � �� �*���� 	� ����
 ��	��
 x(t) 
��	� m � ����� 	�

������
������	�	�+ ��
��
 
��	��,�
$ � ������� -����
��
�. ���� � ��	��� �

dx

dt
= m(3000− x)x, -���/.


�)���� � x(0) = 1$ ���
 �� ��
����� t = 0 
�����
 � �!�
� �
�� 	� �����
 ��� ����

��	���

0�� 
�������� 	� ��������
 ����


1

x(3000− x)
dx = mdt,

	� ��	�

1

3000

(∫
1

x
dx+

∫
1

3000− x
dx

)
=

∫
mdt,

��� ��� ���$ ��� "���,�
 ���
���
$ 
���� ���

1

x(3000− x)
=

1

x
+

1

3000− x
.

1�
�����	� �
 ��������
 ��
�������


lnx− ln(3000− x) = 3000mt+D
x

3000− x
= Ce3000mt

� �
����	� � �������� x(t) ��	���
 	��������&�� �!���
��������2

x(t) =
3000Ce3000mt

1 + Ce3000mt
, -���3.

��	� � 
��
����� C ��	� 
�� �
����	� �
��	� � 
��	���� x(0) = 1� '��
������	� x = 1

� t = 0 �� -���3. 
���� ���

3000C

1 + C
= 1⇒ 2999C = 1⇒ C ∼= 1

3000
.
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�� ��� ��
����� �	������	�	� ��

� � ������	 
���
� �� ��������� �	�	

x(t) =
e3000mt

1 +
1

3000
e3000mt

=
3000e3000mt

3000 + e3000mt
=

3000

1 + 3000e−3000mt
. 
�����

�	�	 x(12) = 2400 � �	������� m �� ��	�	���	�������� ������ �	�� ��� ��������

�	� ������� �����������	 �� 
������ 	� �����

2400 =
3000

1 + 3000e−36000m
⇒ 4 + 12000e−36000m = 5

⇒ m =
ln12000

36000
⇒ m ∼= 0, 000261.

 ��������� �����������	 m = 0, 000261 �� 
����� � �	��!��� �������� �"������������

� �	����	 �	 �	���	 �� ��	��#���	 �� �	�����	 �� �����$

x(t) =
3000

3000e−0,783t + 1
. 
���%�

& ����	 
�� ����� ������'��	 ���� ��� � ���"� �	�� �	� �((( )����� ������ �����*

������� �	��� ��	 �	�� ��� ��������	 � ������ �� 
���%�� �	�� )�+���	 x(t) = 3000

���	�����!��	�

3000e−0,783t + 1 = 1,

��� ��	 ��� �	����	� ,���� ���	� ��� �	� �������#�� � �	��-��� 
���%� ���� �����+���	�

������.�� �� ����	 ������'��	 ���� ��� ���� ��������	�
 �� )����� �� ���"� ��	�����/

�����	� �	�����	� �"������� t �� )����	 �� x = 3000p� 	� �����

3000p =
3000

3000e−0,783t + 1
,

3000pe−0,783t + p = 1,

e−0,783t =
1− p

3000p
.

0����	 �	#�����	� �������� ��	���	� � ����'��� t� 	�����	 �����

t = − 1

0, 783
. ln

1− p

3000p
. 
���1�

��� ������ �� ��	 ����� ��-���� ���� p = 1 
��� �������� � 100% �� ����� �	������

������ ��� ��� �	� ���������� �	�� ��� �	���#���� �	����	 p ��-����������� ��2"��	

�� p = 1/ )�+���	 p = 0, 99 �� 
���1� ���	�

t = − 1

0, 783
. ln

1− 0, 99

3000.0, 99
⇒ t ∼= 16 dias.
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������� ���� 
������ � ����
����	
� �
 ��
�	�� ����

�������� ������ 
� 1760 ������ ����
� �
������� (1700 − 1782) �
� ��������� ����
 �

������� �� 

!� ���
�� �����
��� ���� � 
����� ��� 
���
���� ���
 �
� ���������� ������
�����

��
 ��� ������	
� 
��
"� �������� 
� ���� ����
�# �� ��
 �
� � ��
�	� 
 ���
�

���
���� ������ 
 �� ��
 �
� � �
�$ ��� �
� ����
���
�� � ���������� 

%
"�� y � ������	
� ��� ���������� ����
���
�� 
 x � ������	
� ��� ���
������& 
��
�

x + y = 1 %������ ��
 � ��
�	� �
 
�����
 ������� �� ������� 
���
 �� ��
��
� 
 ��

�
��$ 
 ��
 � ��'� �
 ����
����	
�
dx

dt
�
"� ������������ �� �(�
�� �
 ���� ��������&

������� ����� ��
 �� ���������� ���
���
 ����
�
��
 
���
 ��$ �
 ���� ��
 � �(�
��

�
 �������� �
"� ������������ �� ������� xy 

)
���� �����	*
�$ ���
���
dx

dt
= αx(1− x), +, -./

��"
��� 0 x(0) = x0$ ���
 α � � ��������
 �
 ����������������
 
 x0 � � ������	
�

������� �
 ���������� ������������ 

1��
��
 ��
 � 
���	
� +, -./ � ��� 
���	
� �� ���� +, �2/ ��� α = a = b = 1 �


���� ��
 ��� ����	
�$ ��� +, ��/$ �

x(t) =
x0

x0 + (1 + x0)e−at
. +, -3/

�
���� ��� ���4�
�
� ���������$ �5��
 ��
 ������
��
 ���� � ������	
� �
 ������

������$ ����� ��
 ��
��� �� ��������� 
��
"� ����������� �� �������
 t = 0$ ����

���������� � �����
 �
 +, -3/ ������ � �
��� �
��
 �� ��6���� �
��� ��


lim
t→∞

x(t) = lim
t→∞

x0

x0 + (1 + x0)e−at
= 1. +, -,/

������� �����	*
� �� ���
�� ����� �
� �
 ������
 ���
�
�����
 %������ �����

� ���
���
� �
 ��
�	�� +���� � ����/ ��
 �
 ����
����� ������� �
 ��������
� ��
$

�
��� �
� 
'������ �� �������� �
� �����
� �
 ������������ �
���
��� ��� x 
 y �

������	
� �
 ��������
� 
 ����
���
�� �� ������	
�$ �
��
������
��
 

%������ ��
 �� ��������
� �
� ��
���6����� 
 �
������� �� ������	
� � ��� ��'�

β$ �
 ���� ��


dx

dt
= −βx, +, -2/

��������� �� ����	� ���
��
� � ������ �� ��	����� ����� ����� ���
�	����� ����������� �� ���

���
�� ������		� 
�	
�	�� ��� �� �� ���
�� ��� �����	� �������� ��� �	��������� ����������� ���
�����

�������������
� 
��� ���� � ����

�
��� �� ���� ��� ��������� ��� �� ���� ��� �� �� ���� � � ����� 

!�
� "�# 
�� ��� �	� ��������� �� ���
�� �� ���$���� 
��
������� �� ��
���%&� 
��'������ ��
�	��� ����� � ����	�$�� �� �����$�%&� �� ����%�� ������ ����%(�� ��"����
���� ����

��� ��
��
���� �� 	���� �� ���	�)� 	��
��� �� ���	��$��*�� ����
��	���
� ��� 
���
�	�� +� �� � �� 

,����	
� � ��"����
�� -./ 



������� �����	
�� ��� ��
����� �	������	�	� ��

������	 
	��
� ��� 	 �����	 �� ����	��� 	 ��	 
	�	 ����������	� 	� �����
� �� x

� y� �� ���	� ���

dy

dt
= αxy. ������

���������� 	 ���	� � ����!� ��� �	��"���� ���	�"���� �����
�	���∫
dx

x
=

∫
−βdt

ln x = −βt+ c,

x = ke−βt.

#������ ���� ������ � �����	� x(0) = x0� 	 ����� � �� ����!� 


x = x0e
−βt. ������

$���
�
����� ������ �	 ���	� � ������ �����
�	���

dy

dt
= αx0e

−βty ����%�

� ���	���
� ��� ���	�	� � �� �	��"����� 
����

dy

y
= αx0e

−βtdt.

&�� ��
���	� �� ∫
dy

y
=

∫
αx0e

−βtdt,

ln y = −αx0

β
e−βt + k,

�����

y(t) = e(
−αx0

b )e−βt

ek. ����'�

(���
���� ��� �� ���
	�
� t = 0 )����� y0 �����*���� �����
*���� ���
� 
� �������

��� y(0) = y0� 
 ����*��� ��
�����	� � �	��� �� ek �� ����'�+

y0 = e(
−αx0

b )ek

� ��
 �

ek = y0e
αx0
b . ����,�

(���	� ����
�
����� ����,� �� ����'� �����
�	���

y(t) = e
−αx0

b
e−βt

y0e
αx0
b ,

y(t) = y(0)e
αx0
β

(1−e−βt). ����-�

. ���
� ������� ���
� ������ 
 ��� )	/���� t 
����� 	� ��0��
� �� ����-� 
 ����*���

������ ��� ����
� ��	 �	����	 �� �����*���� �����
*���� ��� ���	�	 �	 ���
	���	� �+

lim
t→∞

y(t) = lim
t→∞

y(0)e
αx0
β

(1−e−βt) = y(0)e
αx0
β . ���%1�
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��� ������	
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�

������	
�
	��� �	�
� �	��� ���	�
	 	�����	� ���	
	������ ��
������� ��
� �� 	����

��	� ���	
	������ ��	 ���	�	��	� �� ��
���	� t ��	�� � 	���� 2.1! ���	�
� " ��������

������� x(0) = x0 	 ��� 	 �#�
	��� ��	 f �	�� �����$�
%����& '�
 �����������	� 	��
	�	�


	���

x′ = f(x) �(&�)!

���	 f : U ⊂ R
d −→ R

d � ���
*��� ��� �	
����� �
��	�
� 
��+�� ���
*���&

,�%	��� ��	 I ⊂ R � �� ��������	 
���
	 �� ������� �	 �(&�)! �	 ���� ������	


������� γ : J → R
d ��� x(0) = x0 
	��� J ⊆ I& - ��
	
���� �� ��� � .���� 	 �	�	

	�
� �	/���� ��� .���� ������� �	 x′ = f(x)& 0 ������� �	/���� �� ��
	
���� �� ���

� �$����� �	 
	����	 
���
�� �	 �(&�)! ��� x(0) = x0 �� �����	��	�
	 ����������

��
 x0&

���
��	 ����� 1��	 U = R
2 	 ������	
	 � 	������ ���	
	�����

dx

dt
= x2

���	�
� " �������� ������� x(t0) = x0&

0 �������� ��
 �	��
���� �	 ��
���	��� � ���� ��


x(t) =
x0

1− x0(t− t0)
�(&�(!

	 � ���*��� ��� ������	� �� ����� �	�	��	� �� ������	 �� ����
 �	 x0& ,	 ��
��


������ x0 > 0 � 	 �
	���� �(&�(! 	�
� �	/���� 	� I =

(
−∞, t0 +

1

x0

)
2 �	 x0 < 0

	�
�� I =

(
t0 +

1

x0

,+∞
)

	 �	 x0 = 0 �	�	��� 
	
 I = (−∞,+∞)&

3�
	 ��	 ��	��
 �� ����� �	 �	
�
	� f(t, x) = x2 	�
�
 �	/���� 	� 
��� � 	�����

	��������� R
2 �	� 
���� �� ������	� �� ����� 	�
�� �	/����� ��
� 
��� � 
	��� t&

1��� ������� �	 ��� 	������ ���	
	����� ���	 �	
 	�
	����� � ��� ������� �� ����&

�� 
	
��� �	 ���*��� �	 �	/����� ��� ������	�� � �����+������	 �	 �	 	�
	��	
 ���

������� � ��� ������� �� ���� ������� ��	 � ���*��� �	 ��� ������� �� ���� ���

���	 �	
 �������� � ���*���� ����
	�&

�������	 ���� ���� γ = γ(t) ��� ����	
� ������� �
 x′ = f(x) ��� ���
�����

�
 �
���	
� I� 
��
� � �������� {γ(t) : t ∈ I} � ������� �
 ������ 
 � ��������

U � � ��	�
� �� 
���� ���� ������ � �
��
�
���	
� ��� ������� �� �������� U �

������
��
 ��� � ������	
� �� �
����� �� �����
��� �
�
�
 � ���
 �
 ������� ��


��� �
 x′ = f(x)�

���
��	 ����� 1��� ���
� �	 	����*+
�� x0 �� 	������ x′ = f(x)� ��
� �� 
��� ���
�


�� ��	 f(x0) = 0� � ��� 4
+�
� �	�
� 	������� ���� � ��
�� ����
��
	 γ : R −→ R
d 
��

��	 γ(t) = x0 � ������� �	 x′ = f(x)&



�������� �� 	��� ��

������� �	
�	 ��� ����	�
���� �
�����
 ������
� �� ������ �
���
� �������� ��� �

������
 x′ = x2 ��� �

���


x(t) =
1

c− t
,

���
� �
����
� ��� �

�� �� ��!����� �������� �� �
������� c� "� #��
� �
����
 �$%

���
� I = (−∞, c)& �� c < 0 ����
 I = 0,+∞) � �� x0 = 0 �����
� ��� I = (−∞,+∞)�

'
�����
� 
	���
� ������ �������

� �� �������
 �� �

�� �� ��!����� �� (�	���� {0}�{
1

c− t
: t ∈ (−∞, c)

}
= R+ �

{
1

c− t
: t ∈ (c,+∞)

}
= R−.

������� �	
�	 )��
� �
 *!���

 ���+,� ��� �� (�	���� �� ������


x′ = x2 ����,�

��
 {0}� R+ � R−� -��
 �
� �. 
 ��/����� ������
 �� #���0

1�/��� ���0 2�����
 �� #��� �� ����,��

������� �	

	 )��
� �
�������� 
 �������{
x′(t) = y(t)

y′(t) = −x(t) ������

3����4�� �� ��� ������
 ���5�
�� ���
 6���
 �
��
 ������
 7 � 
��/�� (0, 0)� 8
��

�/
�� ���� �� x(t) � y(t) ��
 �

�� �� �� ������
 ��
�
��� ����
 ��������
 � �!������


x2 + y2 ���
���������� ���
�

(x2 + y2)′ = 2xx′ + 2yy′ = 2xy + 2y(−x) = 0,


� ����� x2 + y2 = k2� ����
 k ∈ R � 
� ������
� �� #��� ��
� �
�����
� ������#��9�����

�
� �����
 �� 
��/�� �
 �
��
0

1�/��� ��:0 2�����
 �� #��� �� �������
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��
��

������� �	
�	 ������	
	 ���
� � 	
�����{
x′(t) = y(x2 − 1),

y′(t) = x(x2 − 1).
������

�� ������ �
������ ��� �	�	
������� �	�� 
	������� �� ����	��

{
y(x2 − 1) = 0,

x(x2 − 1) = 0,

����� ������	� ��� �� ������ (0, 0), (1, y) 	 (−1, y) ��� y ∈ R� !�
 ���
� ���� �� �����

��� ������	� �	"	��� �	


(x2 − y2)′ = 2xx′ − 2yy′ = 2xy(x2 − 1)− 2xy(x2 − 1) = 0,

�� �	�� �� #
$���� 	���� �������� ��� %��&
$��	� �	'����� ��
 x2 − y2 = k ��� k �= 0

�� 	� ��� ��� $���	�
�(	� �	'����� ��
 x2 = y2� ) �	���
 �	��� �� 	�$��� �� 
	�
���

�	 *��	 ���	 � �	����� �� ��"��	��� ���	 �	
 �$���� �	�	
������� ��
 	+	���� �

����� �	 y′ = x(x2 − 1),

y′ > 0⇐⇒ x ∈ (−1, 0) ∪ (1,+∞),

y′ < 0⇐⇒ x ∈ (−∞,−1) ∪ (0, 1).

-���
� ���, .	�
��� �	 *��	 �	 �������
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� ��	� ��� ���������������� ������
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���� 	� �������


��	�� 
��
��� 	� 
�
 �
	
��
 	� �
������� 	� ���
���� ��	�� 	
	
 
 ��

��� 	����

�����
� y(d) = ad−1y(d−1)+ ...+ a1y
′+ a0y+ b(t) 	�����	���� ���
� ����	��
	
� 
��
���

	� x1 = y�x2 = y′ �����xd = y(n−1) ���
� �
�

x′1 = x2,

x′2 = x3,

���

x′d = ad−1xd + ad−2xd−1...+ a0x1 + b(t),

�
 ���
�

X ′ = AX + g(t)

��	� A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 ... 0

0 0 1 ... 0
���

���
��� ...

���

0 0 0 ... 1

a0 a1 a2 ... an−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∈Md� X =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

x1

x2

���

xd−1
xd

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

� g(t) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0
���

0

b(t)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

��� �
��� ��

���
�
 ��� d ���!
��

"
�
 �����	�� 
 �
����
 ���� 
 �
	
��
 	� ����	��
	
� 
�� ��#�� 
�
 ��

���

	��������
� 	� ��	�� �
��� �
� $� ���
��� 
� �%������

������� �	
	 &����	��� 
 ��

��� y′′′ = −2y′′+y′−4y � 
� �
	
��
� 	� ����	��
	
�

x1 = y� x2 = y′ � x3 = y′′' ���
� �
� x′1 = x2� x
′
2 = x3 � x′3 = −2x3 + x2 � ����
���� 


��

��� ��	� ��� ��������
 �� ���
��� �
�����
� 	� ���
���� ��	��⎛
⎜⎝x′1
x′2
x′3

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝ 0 1 0

0 0 1

−4 1 −2

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝x1

x2

x3

⎞
⎟⎠

()
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X ′ = AX + g(t),

�
 ���
 �� ��� � ������ A ��
 ��	���� �� �������� t ����
 ��� ������ �
� ��������

�
�������� � �
����������
� � �����
 g(t) �
�
 � �����
 ������������� �����

�������� �
 �����
 �� ������


X ′ = AX, ���� 

�
� A ∈ Md! �
�"����� �� ���������� �
�
 ������� �	
��� ��
���
�� ��
 ����

��	�
��� ��
���
���� #	����������
� ���$%� ��� ��������
 �
�	���� �
� ������
�

�� ���� �� �������
 2�

&���
 � ���'��'�� ��������� � ���� �	�
	����� 	��� ������ �� �����(�� ���������

�
� �������� ��������! ����������
� ��'��������� ��'��� ��������
� � � ���'��'�� ��

)�'�$�� *������ +� 	�����	��� ��������
� ����
 �������
� �
 #	,����� -�

.�������������
� �� �
���(�� �� ���� �� ����
� �� �/	
������� �� ������ A� .
��

�
��� ����
 B2 �
 �	,����� B! � �/	
������� �� A ∈Md % ��0���� 	
�

∞∑
n=0

An

n!
= Id+ A+

A2

2!
+ ...+

An

n!
+ ...

� ���
��� ��� 	�
	�������� (5) � (6) �
 *��� �#�� 
� ��'������ ��
�����1

�����
� ���� ���� ��� �����	 A ∈Md 
 x0 ∈ R
d 
���
 � ����� γ(t) = etAX0 �
��


� ����� �
����
 �
 X ′ = AX �
� �
�����
 ������� X(0) = X0�

�����
� ���� � ����� �
����
 �
 ����
�� X ′ = AX �
� �
�����
 ������� X(t0) = X0

� ���� �
�

X(t) = eA(t−t0)X0

�
� t ∈ R�

�
�
�������
� + ��
���� �2�2 '������ � �/���,���� � ��������� �� �
���(��� -����

�
��� ���

X(t0) = eA(t0−t0)X0 = e0X0 = IdX0 = X0

� ���

X ′(t) = AeA(t−t0)X0 = AX(t).

��������
� ���� ����
 �
������
 ��� � ������
 "
�
',��� X ′ = AX ��3���� 4

��� 	�����$���
 g(t) ���$%� 	
�� ��� ���� �
���(�� �/	����������� �����������



��

������� ���� �������� 	� 
�����
� 	�� ����������� ���� g : R −→ R
d ��� ����

�
� ��������� �����	� (t0, X0) ∈ R
1+d ���� ���	��
� �������� � �����
� ������� 	�

�����
� X ′ = AX + g(t)  	�	� ���

X(t) = eA(t−t0)X0 +

∫ t

t0

eA(t−s)g(s)ds, ��� t ∈ I ⊂ R. �����

!���������
�� �	
� �	�
	�� ����� � �
��
	�� �����	 ��
���� 	 	
� � ������ �����

�	
����
  �	 X(t) �	����� ����� � ��
  �	 X(t0) = X(0) 	  �	 X ′(t) = AX(t) + g(t)!

X(t0) = eA0X0 +

∫ t0

t0

eA(t−s)b(s)ds = Id.X0 = X0

	 ��
 �	
������

X ′(t) = AeA(t−t0)X0 +

∫ t

t0

AeA(t−s)g(s)ds+ eA(t−t)g(t)

= A

(
eA(t−t0)X0 +

∫ t

t0

eA(t−s)g(s)ds
)
+ g(t),

�	 ���	 X ′(t) = AX(t) + g(t)�

	
����� ��
� "�����	
	 � 	 ����� ��#	
	����


X ′ =

(
1 1

−2 4

)
X +

(
e−t

0

)
,

��$	��� % �������� X(0) =

(
1

0

)
.

�	
� #&
��
� �����' � ��
���� �	��	 ���� � ���� ��


X(t) = eAt

(
1

0

)
+

∫ t

0

eAs

(
1

0

)
ds. �����

"��#�
�	 ()	��
� B.16 �	*�	  �	'

X(t) =

(
2e2t − e3t −e2t + e3t

2e2t − 2e3t −e2t + 2e3t

)(
1

0

)

+

∫ t

0

(
2e2s − e3s −e2s + e3s

2e2s − 2e3s −e2s + 2e3s

)(
e−s

0

)
ds.

	 ��
��
���� � ���	*
�
 �� 	)�
	���� ���	
��
'

X(t) =

(
2e2t − e3t

2e2t − 2e3t

)
+

[(
2et − 1

2
e2t

2et − e2t

)
−
(

3
2

1

)]
,

�	 ����  �	

X(t) =

(
−e3t + 3

2
e2t + 2et − 3

2

−2e3t + e2t + 2et − 1

)
, t ≥ 0.
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��� �����	
� 
 �
��
�
���
�

�� ����	 
� 	�
�� �
������ ��� �	 	���
��	 �� X ′ = AX 	�� ����	 ��� ��� �����


�
���� ��������� � 
�	�� 	�
�� ����	 ��	������ ���	 �����������
�� �	 ��		���������	

�� eAt�

����
�����	 ��	���
�� ��� � ��
��
�� S ��	 	���
��	 �� � �!" ��		�� �	�������

�� �	��
� ��������# � ��� ���
� �
��	��
	���� �	 �$����	 �� %�&���� '�
��� 
� �	����

�� S�

���� ���� �� X1� X2�����Xd ��� ���	
��� �
 ��	

�� � �!"� ����� c1X1 + c2X2 + ...+

cdXd � �
���� ���	
��� ���� c1� c2�����cd ��� ���
�
���� �	 ���
� 
 ������

�� ����
�

�� ���	
��� �
 ��	

�� X ′ = AX � 
���
 	�
 ���	
�� ����
 ��	

���

��������

��� ���� ��� ���(��	� ���� Xi, i = 1, 2, ..., d $ 	���
�� �� � �!"# 	�&��

�� ���������� ���

X ′
1 = AX1, X ′

2 = AX2, ..., X ′
d = AXd

� �����
��# ����
�� ��� �����
�
�� ��
��� ��	 )�

��	 Xi, i = 1, 2, ..., d 	�&�� ���

(c1X1 + c2X2 + ...+ cdXd)
′ = c1X

′
1 + c2X

′
2 + ..+ cdX

′
d =

c1AX1 + c2AX2 + ...+ cdAXd = A(c1X1 + c2X2 + ...+ cdXd)

� ��� ����� � ��	�������

�	
�
�
��
 ���� ��������� A ∈Md� � ����	��� S �
� ���	
��� �
 ��	

�� X ′ = AX

� 	� ���

� ������
� �� �������� d�

��������

��� *��� ��	���� ��� S ��� �	������� �� �	��
� ��������# ��	�� ����+���

��������
�� ��� �	 ������	 ��� ��+
�� �� �	��
� �������� ����� ��,
���� -" 	��

	���	)����	 ���� ����	���� X1, X2 ∈ S � ���� ����	���� �	������	 α, β ∈ K�

.�	�������	 �&��� ��� dimS = d# �� 	���# ����	 ������ ��� ��	� �� S ��� d

�����
��	� *��� �	��# ����	 ��
	������ �	 )�

��	

φj(t), 1 ≤ j ≤ d � �/"

	���
��	 �� X ′ = AX 	������	 0 ��
��
�� �
����� X(0) = ej, 1 ≤ j ≤ d ��� �	��� ���

�������
���	 �� ������ ��� � 1������ ����"�

2	 d )�

��	 ��+
���	 ��� � �/" 	�� ��
�����
�� �
����
��
��	3 �� )���# ��
	�����

� �����
�
�� ��
���

c1φ1 + c2φ2 + ...+ cdφd = 0 � ��"

�
�� c1, c2, ..., cd 	�� ��
	��
��	 � 0 �
���� � ����� 
��� �� R
d� 4�5�
�� t = 0 �� � ��"#

�
��
�����	

c1e1 + c2e2 + ...+ cded = 0



�������� � 	
�	
���
��� ��

�� ���� c1 = c2 = ... = cd = 0�

�	�
���� 
��	
 ��� � �������� B = {φj(t), 1 ≤ j ≤ d} ��	
 S� �
	
 �����

�	�
���� ��� ���� 
���	 �� S ����� �� ���
 ������� X(t) �
 ���
��� X ′ = AX� ����

��	 ���	��� ���� ������
��� ����
	 �� φ1, φ2, ..., φd�

���
 X �� �������� �� S� ������� � �������� X(0) = c = (c1, c2, ..., cd) ∈ R
d �

���
��� 
� �����
���� c1, c2, ..., cd �����	�
��� 
  �����

φ(t) = c1φ1(t) + c2φ2(t) + ...+ cdφd(t). ���!�

��� �
��� 
" 
 ���
��� X ′ = AX ��	 ��	 ������
��� ����
	 �
� �����#�� φ1, φ2, ..., φd�

��� �	�� $��
 3.1� %��� ������ φ(0) = c = X(0)� ����

φ(0) = c1φ1(0) + c2φ2(0) + ...+ cdφd(0) =

c1e1 + c2e2 + ...+ cded = (c1, c2, ..., cd) = c = X(0).

&	
� ���� '��	��
 �(�(�� 
�  ���#�� φ(t) � X(t) ��
�� ��	 ��)����
�� �� ���
� X(t)

� ������
��� ����
	 �� φ1, φ2, ..., φd�

*� 
��	�� ��� 
 �	�������� ���+�� �
	
 	����
�	 �������
����� X ′ = AX �
��


��� �� ����	���� �� �������� ��� d �����#�� ����
	����� �������������� �,
�
��

�� �� �������� ���	
����
� 	� 
������
 �� �� ���	
� �
�

	
�� ��
 �

� 	�

�
�
�� S�

-������	� X1, X2, ..., Xd �� �������� �� d �����#�� �� X ′ = AX � �������	� 


�
�	�" W (t) ���
� �����
� ��� �� 
���	�� X1, X2, ..., Xd� ����� �
 ����	

��� (B.1)

��� �� 
���	�� �����
 �� X(t) ��� ����
	����� ������������� �
	
 �� �
�� 

��	 �� t

�� detW �= 0 �
	
 ���� 

��	 �� t� .��� ����	���
��� � �,
�
�� �� ����
��
�� �
�

d �����#�� X1, X2, ..., Xd � ��	/ �����
�� ��	 W [X1, X2, ..., Xd]�

���
 ���� �� X1, X2, ..., Xd ��� �����	�� 
� X ′ = AX �� ��
������ α < t < β

��
�� � ���������� W [X1, X2, ..., Xd] �� � �
��
������
� ���� �� ����� �� ����� ���
�

��
�������

������
������ % �������	
��� ���� ��	 ������	
�
 �� 012�

& $��
 ���(� 
���
 � ����	�
��� ���� �����
 ���� �
	
 
�
���
	 
 ��������)���


����
	 �� d �����#�� ��3���
� ��� ����	

�� 
��	�� ��
����	� �
��
 �����,�	 �� �����

���
������� ����	� ����� ����	

���

���
 ���� �����
��� � ������� X ′ = AX ���� A ∈ Md� ���� v ∈ R
d 	
 �	������


�� A ��������� �� �	������
 λ ∈ R� ������ ���� t 
��� �	���	�
�

X(t) = eλtv

� ���	��� �� X ′ = AX ��
 X(0) = v�



�� �������� �� �	
����� ��
��������� ��������

��������	
��� ����� v �	
���
�� �� A �

������ �� �	
������ λ� 
��	� �	� Av = λv�

��������� X(t) = eλtv �� ������� � t 
���


X ′(t) = λeλtv,

X ′(t) = eλtλv,

X ′(t) = eλtAv,

X ′(t) = Aeλtv,

X ′(t) = AX(t).

� �	� �����	� � ������

������� �	�	 ���
����� � ��	���� �����������(
x1

x2

)′
=

(
0 −2
3 5

)(
x1

x2

)
. �����

 �����!��� �����
��"

��� ��

(
0 −2
3 5

)
# p(λ) = λ2−5λ+6 �	$�
 ��"%�
 
�� λ1 = 2

� λ2 = 3�

&��� λ1 = 2 �����
����
 � �	
���
�� v1 = (1,−1)� ���

(
0 −2
3 5

)(
x

y

)
=

(
2x

2y

)


�� 
��	��� ����� (x,−x) � ������
 ���
������ v1 = (1,−1)�
�� ���� ��'����� ���� λ1 = 3 �����
����
 v2 =

(
1,−3

2

)
�

(

��� ���� )��� ��� 
��	� �	�

X1 = e2t

(
1

−1

)
=

(
e2t

−e2t
)

�

X2 = e3t

(
1

−3
2

)
=

(
e3t

−3
2
e3t

)


�� 
��	�*�
 �� ������

&��� ����+��� �	� X1 � X2 ������ 	� ���$	�
� �	������
�� �� 
��	�*�
 ��+����

���� 
��� t ∈ R� �
���,���
 t = 0� �� ���� �	�

W [X1, X2](0) = det

(
1 1

1 −3
2

)
�= 0

� �

��� � 
��	��� ����� �� ����� # ���� ���

X(t) = c1X1 + c2X2,



�������� � 	
�	
���
��� ��

�� �����	�
���

� ���

X(t) = c1

(
e2t

−e2t
)

+ c2

(
e3t

−3
2
e3t

)
.

���
�� � ���� ���� ����� ��� �� �������� �� X ′ = AX ��� ��
����
���� �����

��
�������� � ��
���
���� �� ��
��� ���� A� ����� ���
�

� 
��� 	���� � �
�������

�� ����� �� ��
�������� ����� � ���
�

�� �

�� �� 

!� "�#�
� ��
�������� 	�������� 

�� "�#�
� ��
�������� ����
�����

$��������� �#��� % �
&���� �� 	��� �� ���
�� 	����� "� ��'���
	��� �
�������� '����

()*� (�* � (+*�

����� �����	
���
 ��	�
 � ��
�����


,� 
���� �� d ��
�������� �� ��
��� A ∈Md ��� ����� � ���
�

��� ����
�� ���
���

�

d ��
���
���� ���
�

���

,�-�� λ1, λ2, ..., λd 
��� ��
�������� ����	����� ��� ��
���
���� v1, v2, ..., vd �����	.


�����

�� $��� ���� ��� 	��� '�
���

Xi(t) = eλitvi, 1 ≤ i ≤ d /��01

��
��'�� % ������� ��'���
	��� X ′ = AX� �� ���� ��� 
���� �� 	�
����
� 
�
���� ��

	�
-�

� '�
����

�� �� ��������� � 	�
-�

� ��� d '�
���� /��01�

2��
� ����3	�� �� 
��� '�
���� ��� ��
�����

� �
����
��

��� �� ��-�� �� � 4��
�.

5��
�

W [X1, X2, ...Xd] = det

⎛
⎜⎝
v11e

λ1t · · · v1de
λ1t

· · · � � � · · ·
vd1e

λdt · · · vdde
λdt

⎞
⎟⎠ = e(λ1+λ2+...+λd)tdet

⎛
⎜⎝
v11 · · · v1d

· · · � � � · · ·
vd1 · · · vdd

⎞
⎟⎠

6 
�� 
���� � ��� 6 �� '&	�� ����3	���� ���� � ����
�
	��� 
�
	� �� �
��� � � ��
����.


�

� �� ��#�
�� ���7�� �� �#������� ��#�����

� 
��76� 
��� ��� ��� ��� ����

	���
�� ��� �� ��
���
���� �� A� ������ ��
�����

� �
����
��

�� /��-� �7��������

(B.1)1�

"����� � ������� #���� �� X ′ = AX� A ∈Md 
� 	��� �� ��
�������� ����� � ���
�

��

6 ���� ���

X(t) = c1e
λ1tv1 + c1e

λ2tv2 + ...+ c1e
λdtvd, /��+1

�
�� λi � vi ���� 1 ≤ i ≤ d ��� �� ��
�������� � ��
���
���� �� ��
��� A� �����	
���.

��

��



�� �������� �� �	
����� ��
��������� ��������

����� ����	
���
� �����
���

������	
	 ����
	��	 � 	������ X ′ = AX ���	 A ∈Md � �
� 
��
�� ��
 	��
����


	��� 	 ������� ��	 � ��
��	�� λ = a+ ib �	�� �
 ��������
 �	 A� ��
 b �= 0 ���������

�� �����	��
 w = u+ iv�

��
� � ��������� � �	���
� ���
	
�� �� �	
�� ������ 

���� ���� ���� w ∈ C
d � w ��� ��	��
���� 
 ��	��	�� {w,w} � ��	�����	�� �	���

��	��	���

����	�������� ���	 �	
 	�����
��� 	
 !"#�

���� ���� ����� A ∈ Md ��� ������ ���� � w ∈ C
d �� ��������� �������� �� A

��������� �� ��������� a + ib ∈ C ��� b �= 0� �������	�� w = u + iv ��� u, v ∈ R
d

����� ���

u =
1

2
(w + w)

�

v =
1

2i
(w − w)

��
�� ��� u, v ��� ��	�����	�� �	����	��	��� �� R
d � �����

Au = au− bv $%�&'(

�

Av = bu+ av. $%�&&(

����	�������� )	�� w �����	��
 ��
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w − w = 2iv = iα(w + w)
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Au+ iAv = A(u+ iv) = Aw = zw = (a+ ib)(u+ iv) = (au− bv) + i(bu+ av).
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(A− λIdd)w = 0
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(A− λIdd)w = (A− λIdd)w = 0
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X ′ = AX)

X(t) = (u+ iv)e(a+ib)t ���*+�

�

X(t) = u+ ive(a+ib)t. ���*��
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������� �� -���� �� �� ���*+�  
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X(t) = (u+ iv)eateibt,

X(t) = eat(u+ iv)(cos bt+ i sen bt),

X(t) = eat[u cos bt+ iu sen bt+ iv cos bt− v sen bt]

� ���	


X(t) = eat[u cos bt− v sen bt] + ieat[u sen vt+ v cos vt].
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 X(t) = X1(t) + iX2(t)� ����� ���

X1(t) = eat[u cos bt− v sen bt] ���*.�
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X2(t) = eat[u sen bt+ v cos bt], ���*��
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� Au = au− bv � Av = bu+ av � ���	
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 ���*.� ����� ���

X ′
1(t) = teat[u sen bt+ v cos bt]− eat[vt sen bt− bu cos bt],

X ′
1(t) = eat(au− bv) cos bt− eat(bu+ av) sen bt,

�� 
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X ′
1(t) = A(eat[u cos bt− v sen bt]) = AX1(t).
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���
���� ������� ������� v3�

v4����vd 	 ������� ���	� 
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′ = AX �� ������� ����

X(t) = c1X1(t) + c2X2(t) + c3e
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λdtvd.

������� �	
	  	��� �����
�	� 	 ������� ���	� 
	 �!�	���(
x1

x2

)′
=

(
−1

2
1

−1 −1
2

)(
x1

x2

)
. ����"�

# �����$��� �	�	�
��%�
��� & p(λ) = λ2+λ+
5

4

� ��
� �� 	�
��	����� �����	���	
��

��� λ1 = −1

2
+ i � λ2 = −1

2
− i� '����(���� λ1 = −1

2
+ i 
� ��
�(

−1
2

1

−1 −1
2

)(
x1

x2

)
=

(
−1

2
x+ ix

−1
2
x− ix

)

� �����
�	��� � 	�
���
�� �����	���	
� w = 1 + i�

)���� 	 ������� 
� ����"� &

X(t) =

(
1

i

)
e(−

1
2
+i)t ����*�

� ���
	�
�

X(t) =

(
1

i

)
e(−

1
2
t)eit,

X(t) =

(
1

i

)
e(−

1
2
t)(cos t+ i sen t),

X(t) =

(
1

i

)
e(−

1
2
t)(cos t+ i sen t),

X(t) =

(
e−

1
2
t cos t

−e− 1
2
t sen t

)
+ i

(
e−

1
2
t sen t

e−
1
2
t cos t

)


� ��
� !�� 	� �����+�� ��	�� ���

X1(t) =

⎛
⎜⎝ e

−
1

2
t
cos t

−e− 1
2
t sen t

⎞
⎟⎠

�

X2(t) =

(
e−

1
2
t sen t

e−
1
2
t cos t

)
.

������ 	 ������� ���	� 
� ����"� & 
	
	 ���

X(t) = c1

(
e−

1
2
t cos t

−e− 1
2
t sen t

)
+ c2

(
e−

1
2
t sen t

e−
1
2
t cos t

)
,

��� c1, c2 ����
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 ���� λ �� ����	�
�� �� A 
�� ��
���
�
����� �
�����
� k� �� ����
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��� � λ ��������� k ����	������ 
���������� �������������� ����� λ � �� ���������

��	
����� �� ����
���� � λ ��������� p < k ����	������ 
���������� ��������������

����� λ � �� ��������� ��
������ ��	 ���� �� ��
������� d = k − p�
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A =

⎛
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6 4 3
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p(λ) = (λ− 3)2(λ− 5)
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2
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+ z(0, 0, 1)

�	 �
�
 ��	 	 ��
	� �
�� ��

���
�	� ���	���	�
	 ���	�	��	�
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���������� 	
�
 ���� λ �� ����	�
�� �� A ∈ Md 
�� ��
���
�
����� �
�����
� k

����
���� �� ����	�
�� v1� ����� �� 	������ v1, v2, ..., vk ���� ���

(A− λIdd)v2 = v1,
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(A− λIdd)v3 = v2,
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(A− λIdd)vk = vk−1

��� ����	
����� ��
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�������
	���� ����� �	�
�	 ��
 � 
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a1v1 + a2v2 + ...+ akvk = 0 ������

������� 
� a1 = a2 = ... = ak = 0�

��	� ����� 
���� ����������	 ������ ��	 (A− λIdd)� �
 ���� ��


a1(A− λIdd)v1 + a2(A− λIdd)v2 + ...+ ak(A− λIdd)vk = 0


 ���� ��	 �����
�
 (A−λIdd)v1 = 0 
 (A−λIdd)vk = vk−1 �
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������ � �
	��	
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a2v1 + a3v2 + ...+ akvk−1 = 0. ����!�
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#�� ���������� �� ����!� ��	 (A−λIdd) 
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a3v1 + a4v2 + ...+ akvk−2 = 0,
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a1v1 + a2v2 + ...+ ak−1vk−1 = 0
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k������� �� ���	
��	��� 
����������	� ���	����	� � λ � ��	 ��������	 
� k

����
�� ����	
����� ��
����
����� v1, v2, ..., vk �	�� ���

(A− λIdd)v2 = v1,

(A− λIdd)v3 = v2,
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(A− λIdd)vk = vk−1.
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(A− λIdd)
kvk = 0.

��	� ��	 ����� ���� ��� (A− λIdd)v1 = 0 � ��	����� �� ������� (A− λIdd)v2 = v1

�����

(A− λIdd)(A− λIdd)v2 = (A− λIdd)v1 ⇒ (A− λIdd)
2v2 = 0,
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 ����� �� ���� ���
�
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��	������ � ����� � ��	 ���
����� ��	� 	���
��	 � ������� X ′ = AX �� ���� �� ���

� ���	�� A ��	������ ������
�	�� 	�������� � � �� ��� ���� ������	��� ��� k�������
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 X ′ = AX ��� A ∈ M3 ������
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p(λ) = (λ− a)3,
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#� ��������� � λ �'����	 ������ �� ��������	 v1� �� ����� �� � �� ��(���� �� λ ��	
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��
 � 2� ��� ��� ��
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X1 = v1e
λt,
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X(t) = c1v1e
λt + c2(tv1 + v2)e

λt + c3

(
t2

2!
v1 + tv2 + v3

)
eλt,

���� �� ��� ������� �� ���!������ 
����	 ���	� v1, v2 � v3 ��� �� ������ �� �������
�
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X1 = v1e
λt
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X2 = v2e
λt,
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X(t) = c1v1e
λt + c2v2e

λt + c3(tv1 + v2)e
λt.
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X ′ =
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p(λ) = (λ+ 1)3
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�� λ = −1 ��������� �� �
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X(t) = c1
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⎞
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⎥⎦ e−t.

��� �����	
� ��


���� ����
��� �� �
��

 �����	���	��� �	��� �	��� ��	��� �� 	�
��(	� X ′ = AX ���	 A # 
�� ������

�
������ �	 ���	� 2� ����� �	���	�	� ����
	���	��	 �
�� ��

�(	� 	 �� �	������ �	

���	% �
	 �	�	��	� �� ��&
��	 ��� �
����
��	� �	 A% �������	 ����� �� �	��� ���	,

����� -�� ����
������	 �	 	.�������% �������	��� � 	��
�� � �	� �	��� 	� ��"� �����%

�������	 � ������ A ����
� �
����
��	� ���������% �
����
��	� ����
	.�� 	 ����
$����

�
 �
����
��	� �$
����



�������� �	�
����� ������
� �� ���� ��

����� ����	
���
� �

�� 
 ���������

������	 
�� 	 �	
��� A �� ���
��	 X ′ = AX �����	 ���� 	�
��	����� ��	�� �

���
��
��� ������	 
�� ���� 	�
��	����� ���	� λ1 � λ2 	�����	��� 	�� 	�
���
���� v1 �

v2 ������
��	���
�� ��
��� ��� ����� 	 ������� ���	� ��� �	�	 ���

X(t) = c1v1e
λ1t + c2v2e

λ2t. ���!!�

"����������� 	���	 � ���� �	��� ���#���� �� ���	�� ��� 	�
��	����� λ1 � λ2$

%� "�������� λ1 < λ2 < 0� &�	��� c2 �= 0� �� ���!!� �'
����

X(t)

c2eλ2t
=

c1v1
c2

v2e
(λ1−λ2)t + v2 ���!��

� �� t → ∞ ��
��
X(t)

c2eλ2t
→ v2 � ���
	�
� 	 ������� X(t) 
�� 	����
�
��	���
�

	 ������� �� v2 ���� �� ��
�	
� �� #	�� 	'	�(�� ���� 	 ������ ) ��	�	�	 �� ��

�������

*����	 ��%$ +, ��
 ���$ λ1 < λ2 < 0�

!� "�������� 	���	 λ1 > λ2 > 0� -� ���� 	� ����� �� c2 �= 0 
����
X(t)

c2eλ2t
→ v2 ��

t → −∞� +��
� �	�� 
���� � ������
� ��
�	
� �� #	�� � 	 ������ ) ��	�	�	 ��

�� 	������� �

*����	 ��!$ +, .��
 ���$ λ1 > λ2 > 0�

�� �� λ1 < 0 < λ2 ��
�� � ��	 �(�	���� 	� ����� �	 ������� �� v2 � ��	 ���
�	���

�	 ������� �� v1� / ��
�	
� �� #	�� ) � �����	�� �	 0���	 	'	�(� � ����'� � ����

�� 
���� �� ���
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������ 	
	� �
��
 �� ����� λ1 < 0 < λ2
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���
 ��������


���
 � ������ A ��������� ������ 
 ���
���
� λ ���
����
 v1� �
� ����
��� �
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������
 (3.22) � �
����
 ����� �� X ′ = AX �� ������� �
�


X(t) = c1v1e
λt + c2(v1 + tv2t)e

λt,  	
!�"


��� v2 # �� ���
� �����������
 �� v1


$
 �� λ1 = λ2 = λ < 0 ����
 � �
����
  	
!�" ����� % 
����� � ������ �� &���&���

������

 '���� ���
� � 
����� ���(#� # �)����� �� �� �������* 
 ������
 ��

+��� �
�� ��� ����
 �� ������ (3.4) �(���



������ 	
�� ', ���-���� λ1 = λ2 = λ < 0


!
 �� λ1 = λ2 = λ > 0 ����
 � �
����
  	
!�" �+����.�� �� 
����� �� �
��� ��

�����/��� �� �
�
 &�� ��� # �)����� �� �� 	�������* ��0� � ������ (3.5)
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������ 	
�� �
 �������� λ1 = λ2 = λ > 0


������� �	
	 ��������� � ������� �� ��������{
x′ = 2x+ y

y′ = −2y
����� �������� ��� y(t) = ae2t � x(t) = ate2t + be2t ��� a, b ∈ R
 ����

(x(t), y(t)) → (0, 0) ������ t → −∞ � (x(t), y(t)) → +∞ ������ t → +∞
�� ������
���� � �������� � ��� ��������� ���!��� �"��#� $� ��� ���������� %

����  ���� ������� 3.4 � 3.5&
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��������� ����� ��� � ������� X ′ = AX ���� A ∈Md % ��� �����( ��� ��������

����� ��� ��� � ��� ��#� λ = a + ib ���� ��������� $� ����������������) ���"%� �

��� ��#� λ = a+ ib& ��� b �= 0 ��������� �� ��������� w = u+ iv ��� ��� �����  ��

X(t) = eat[u sen bt+ v cos bt]. $	
*�&

+���� ��,� ����� � �����������



�� �������� �� �	
����� ��
��������� ��������

�� �� a = 0 � ��	
��� �� ��
���� 
��� X(t) = u sen(bt) + v cos bt �� ���� � �������

�� ���� � 
�� �	���� �
 ����� ��
�	� �
� �� ����� ���������� � ������� �� �����

������ ������� �
� � ������ � 
� ������� ������� �
� ����� 
��� �� ��	
�!��

��� ����"��
���

#��
�� $�%& '�����& a = 0�

(� �� a > 0 � ������� �� ���� � � ����
��� �� #��
�� 3.7 � � ������ � 
)����� ��

���� ��	�
����

*���� 
��� �
�	�
�� ��	
��� �� ������ �� �������

#��
�� $�+& #�
� ,���-��	& a > 0�

$� �� a < 0 � ������� �� ���� ���� � 
��.�
����� ����
��� �� #��
�� 3.8 � � ������

� 
)����� �� ���� �	�
����

*���� 
��� �
�	�
�� ��	
��� �� ����/��� �� �������

#��
�� $�0& #�
� 1��-��	& a < 0�
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� ������

	�� �!���� � �"��	#�
�� �
 ��� �� ��	��������� ���� �� ��
��$�� �������� �	��� � ��

��%���� ��� �
	�������� ����
����� & ��
���� � � ��	��������� ���
��� '(��
��� �
�

�����	� ��	
��� � ��	��������� ��� 
����
����	� ���
� ��� �
	�������� �� ���	����

)�	� 
���	
�� ��� ������������ 
	�������� �� �����#�
��� *+,- *., */, � *01,�

2��� 
�� �
���� 
��	��
� F : D → R
d �
� ����	� D ⊂ R × R

d 
�������������

� ��
���� x′ = F (t, x) � �� ���	��	� ���	� 
���	
�� ����� �
��� �
� �"��	� 
�� 3��
�

���
��� γ(t) �� ��
���� x′ = F (t, x) ���� 
��� 
������� ���
��� (t0, x0) ∈ D�

��� �����	
�� � ���
����

�������	���� �� ���
#�
�� � ��!����� �� ��	��������� ���� � ���
��� �� 
�� ��
��

��� �������
���� 4� ���
#�
��- ��
�	����� 
�� ���
�� �"������ ��	� �����	��	� 
���


��	��

�������� 	
�
 ��� �����	� γ(t, t0, x0) 
� �����	� x′ = F (t, x) 
 �����
� 
� �������

�� 
�
� ε > 0 ������ δ > 0 ��� ��� �� ||x0 − x0|| < δ ��� (t0, x0) ∈ D� ���	��

�� � �����	� γ(t, t0, x0) 
� �����	� x′ = F (t, x) ���� 
����
� ���� t > t0�

�� ||γ(t, t0, x0)− γ(t, t0, x0)|| < ε ���� t > t0

5��� 
�� ���
��� ��� ���� ��	%���- ������� �
� ���  ���
�����

6� � ���
��� γ(t, t0, x0)  ��	%��� � �"��	� α > 0 	�� �
� �� ||x0 − x0|| < α ���

	�� ||γ(t, t0, x0) − γ(t, t0, x0)|| → 0 �
���� t → ∞ ��	�� � ���
��� ���% 
������ ��

�����
�
������
� ��
�����

� !�
�� ����"� ��
�	�� � 
��
��	� �� ��	����������

7��� ������%���- 
�������� ε > 0� 6� � ���
���  ��	%���  ������ �������� ��
��	���


� δ > 0 	�� �
� ||x0−x0|| < δ �����
� ||γ(t)−γ(t)|| < ε ��� ����� �
� ���� ε > 0� )�

�
	��� ��������- ���
���� ������� �� 
������� ���
��� ��� ���	�� �����!
�	������	� �


�����	����	� �
	
�� �� ���
����
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�� ��������	� 
 ���
�����
��

������ 	
�� 
������ γ(t, t0, x0) �������

������� �	
	 ��������� � ������� ����������� ��������

dx

dt
= x(x− 1), �	
� 

���� F (x) = x(x− 1)


!�� ��"�����# �� ������� x ���� ��� F (x) = 0 ��� �$������ �� �����
 �� �������

���� �� 
������������
 �� ������� ����������� ��� �� ���%� �� ������� � �� ������

���������� γ(t) = x ��� �$������ �� 
������
 �� ���������� �� �
����������



&'�������� � ������� �	
� # ����� ��� �� �������������� ��� x1 = 0 � x2 = 1 �

%������� �� �����(�� ���������� ��� γ(t) ≡ 0 � γ(t) ≡ 1 %��� ���� t ∈ R
 )��� ��� %���

x ∈ (0, 1) � �*%������ �� ������� ���'�� �� �	
� ������ ������� ���������# �� ����

���# ����� ��������� �� �����(�� ����� ��� ����(�� ����+���� ������������, �� �������

�������# ��� ���������� (−∞, 0) � (1,+∞) � �*%������ �	
� - ��������� �� ���� ���

%��� ���� �� �����(�� ����� ��� ����(�� ����+���� ����������
 
������ � .������ ��

/*���0���� � 1��������# �� ������ ��������� ��� �� �����������
 !�������# - ��2�����

�������� ��� �� �����(�� �� ��������� (0, 1) ����� ������������ ������ 3 ������� ��

�����+'��� γ(t) ≡ 0 ������ t → +∞
 4����������� ������+��� ��� �� �����(�� ��

��������� (−∞, 0) ����� ���������� %������ ������ 3 γ(t) ≡ 0 � �� ��������� (1,+∞)


4 ������� ���%����� ����� �� %�������� �������� ���� %���� �� ������� ��������# ���

- ������ �� ������ �� ��� ��� �� ��� ����� �� ���%��������� ��� �����(��
 &'�����

� ������ ������� ������ ��������� %��� � ������� �	
� � ���%��� ��� � ������� �����


������ 	
5� ������ ��������� �� �	
� 




��������� � �	�
��
� ��

������� �	
	 ������	
	 � 	�
���� ���	
	����� x′ = −x �
�	��� � �������� �������

x(0) = 1 �
�� ���
��� � γ(t) = e−t� � ���
��� γ(t) � ������������	��	 	����	� � �	 �����

������	
	 x0 ��� �
	 |x0 − x0| = |x0 − 1| < δ� �	��	 �����

|γ(t)− γ(t)| = |x0e
−t − x0e

−t| = |x0 − x0| < δe−t < δ < ε

	  �
�����  �
� ���� ε > 0 ����� �����	�
 δ < ε� ��
� ��
� �������
 δ0 �������

t→∞ ��
��

|γ(t)− γ(t)| = |x0 − x0|e−t → 0

����� ��� � ������������ � ������������

����
�� ��� �
� ������� ����
������ � ������� �
���������
���� �����������
����

�������� �� ����� �� ����� �� ��� �������� �
���������
���� �����������
���� ����������

������� �	
	 !����	� ��� � ��������� �� �
� ��
�� ������� ������ �� ���
�� ��


� 
����� x′ = F (t, x)� "�
 ���� 
�
����# �������� �
� ��
��
����� �� 
���# �
�$

������ ���� ���
������ �� ����� �����%���� �� ��������� � ��� ������
���� ����
� �

����
 ����� ��������� ��
� x0� !�&� t0 � 
�
���� �
 ��� ���� ���

�� "� ���'����

����� ��
��
����� �(��
�� # � ����
 �� ��������� �
 t0 ��
�� x0 � ��� �
�&���
�� ����
�

��
�� γ(t, t0, x0) ��
� t ≥ 0� "� �������# ������ ) ��
��
����� �������
���# � ��
��
$

��
���� �� ��������� �����
� � �����
 � �
�&���
�� γ(t, t0, x0)� !� � ������� � �������#

� �	���� �(��
�� �������� ��� ��� ��&� �������� ��� �
� ����
�
 �����*������
����

� �������� �� ���������# ���� ������� ||x0 − x0|| 
�������
���� +�������+��
�
��

||γ(t, t0, x0) − γ(t, t0, x0)|| �����
���� +�������+� !� � ������� � �����������
���� ��$

����� ����
�� ����
�
 ��� ||γ(t, t0, x0) − γ(t, t0, x0)|| → 0 ������ t → ∞# �� ��&�# �

������ �� ��
��
����� � ����
���� �� ����� �� ��
�� � ������
��� �����������
�����

,����
����# �� � ������� � ��������# �������� ����
�� �� ��� ������ �� �������� �����
#

��
� ���� ��
�� t � ��
��
��
���� �� ������� � � ��
��
��
���� �� ��������� �����

���� �����
�� � ������
$�� ���� ��� 
��� �� ������� γ(t, t0, x0)� - *��
� ����(� �����
�

�� �
'� �����.

��
� ��
�� ��
������
 ����
���� �� ������� �� ������������ ��� ������ �� �����%�
��#

���� �# �� ������� �� ������������ ��� ����� �� ���������� �� x′ = F (t, x) ����
��


����
���
 � ��*����� �/�0� �� �������� 
����
�.

���
���� �	�	 ������ �� ��	
��
�
� �������� ���
����
������� ������� � 
������������

γ(t) = x 	� ����� �� ��	
��
�
� �� ��	���� �
������
�� x′ = F (t, x)� ������

 � ! ����� �� ��	
��
�
� x " ������� �� ���� ���� ε > 0 �#
��� δ(t0, ε) ��� �	� �

���
$	������ ||x0 − x|| ≤ δ 
���
�� ||γ(t, t0, x0) − x|| ≤ ε ���� �	���	�� ���	���

γ(t, t0, x0)%

&� ! ����� �� ��	
��
�
� x " ����	�
������	�� ������� �� ��� ������� � �� �#
��
�

δ0 > 0 ��� �	� � ���
$	������ ||x0−x|| ≤ δ0 
���
�� ||γ(t, t0, x0)−x|| → 0 �	����

t→∞%
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 ���
�����
��

������ 	
�� 
������ �������� ���������������� ������� � ��������

�� � ����� �	 	
��
����� x � �������� �	 ��� ��� 	����	
�

��� �����	
	���� �� �
������ 
	������

���������� ����� ����� ��� � ������������ ������� ���� �� ��� ! �� ������� ������

"����#��� X ′ = AX $ ����������� %��� ������� ��� ����������� �� �����& A
 '

��������� $ ������������ ���%���� ��� �� %������ %��� �� ������ �� ��()��� ���� ���

��& ��� � ������� ��� ����������� ��� $ ��� ������� ���%��������� (���� �� ���� ��

�����&�� �� ����� ����� ����


���� � ������������ �� *������ �	
+!� ��������� ������� ����� ����� %�����������

�� ���� ����,��

���� ���� �	 � ������ A ∈Md �	� ��	��� ������
��	� ��� ����	 �	�
 �	������� 	����

	����	� ��������	� k, α > 0 ���� 
�	 ���� t ≥ 0

||eAt|| ≤ ke−αt �	
-!

��� � ����� ||A|| = sup
x�=0

||A(X)||
||X|| �	����� � ������ �	 
��

�	� ����� ||.|| 	� R

d�



�����������	 �	 	
���
	� ���	��	� ��

��������	
��� ���� M ∈ Md ��� 	
� M−1AM = J � �
�� J � � ����� �� �����
 ��

������ A ���
����� � ������ ����
������� 
� ���
���� �� 

!
�"��

M−1eAtM = eM
−1AM t = eJt,

�� �
�� eAt = MeJtM−1 

#�$��

||eAt|| ≤ ||M ||||eJt||||M−1|| ≤
d∑

j=1

||eλjt||||pj(t)|| =
d∑

j=1

eRe(λj)t|pj(t)|,

�
�� pj �"� ����
%���� 

&���
�� �$��� −α1 < −α < 0� ���� ���� λj ��$
� 	
� Re(λj) < −α �� �
��

||eAt|| ≤
d∑

j=1

e−α1t|pj(t)| = e−α1tq(t) = e−αte−(α1−α)tq(t).

'��� α1 − α > 0� �(���� k > 0 ��� 	
�

e−αte−(α1−α)tq(t) ≤ k, t ≥ 0

� �����
���

||eAt|| ≤ ke−αt.

������� ��	� 
�	����� ����
�� ���������� 	� �� ����������� �	 ���	
�� X ′ = AX

����	� � ��������	 ���������� 	 ����
�� ���	� ��

�� �����������	
��
 ����

� �� ����� �� 	����	����� �� A ��������� �	��� ��	�

���	���	 

!� ����

� �� ����� �� 	����	����� �� A ��������� �	��� ��	� ���	���	 �� �	��� ��	�

���	 � �� 	����	����� �� �	��� ��	� ���	 ��������� �����������	�� 	�������	 ���	�

" �����������	�� ���������	 

#� �����

� �� ���� ����� �� ��� 	����	����� ����� �	��� ��	� �������	 �� �� �$�����

	���� 	����	��� ��� �	��� ��	� ���	 ��� �����������	�� 	�������	 �	��� ��� 	

�����������	�� ���������	�

��������	
��� )������� ���
�� � �*���+"� 1 , �����
�� �� ����
����+"� ���� ���

�
��
����� �� -�./ 

��� ����� �� $�
��������� ����� �
������ � ����0������� �� ���
+"� �� �	
��10���

X = 0� ���� ���� �������� ��
����� � ������
+� �� �
�� ���
+2�� � ��
�� 
�� ���
+"� 

'�
����� ������� 
� ���1�
�� �
������� ���� ���
+"� X(t) = (X1(t), ...Xd(t))
T �� ���3

���� X ′ = AX � �� ����� X(t) = eAtX0 ���� φij(t) � �����
�� ij �� ������ eAt �

���� X0 = (x0
1, ...., x

0
d)

T 4 �
�"�



�� ��������	� 
 ���
�����
��

Xi(t) = φi1(t)x
0
1 + ...+ φid(t)x

0
d �����

�	
��
� �	� ����� �� �	��������� �� A 
���	�� 
���� ���� ��������� �	 ����� �	�

maxi=1,...,dRe(λi) < 0� ���� −α1 = maxi=1,...,dRe(λi) � ����� �� ����� 
���� ���� ��

����	��� ��� �	���������� ������ ������� ��� ������ ��� �  ��� ���!�� K > 0 � α > 0

���� �	� −α1 < −α < 0 � |φij(t)| ≤ Ke−αt 
��� ���� t ≥ 0� "�����	���������� 
���

���� i = 1, ..., d �����

|Xi(t)| = |φi1(t)x
0
1...+ φid(t)x

0
d|

≤ Ke−αt|x0
1 + ...+ x0

d|
≤ Ke−αt(|x0

1|+ ...+ |x0
d|)

≤ ke−αtmax{|x10|, ..., |xd0|} = Ke−αtd||X0|| �����

#�����

||X(t)|| ≤ max{|X1(t)|, ..., |Xn(t)|} ≤ dKe−αt.||X0|| ���$�

%��� ε > 0� 
��� �������� ||X(t)|| < ε & �	'������ �	� ������ ||X0|| < ε

dK
� ���

t = 0� (���� ����� �����
���� δ > 0 ��� �	� δ <
ε

dK
� �� ���� ||X0|| ≤ δ � 
��������

||X(t)|| < ε� )��	��� ���*&� �	� 
��� �	���	�� �����+�� ������� ����� ||X(t)|| → 0

�	���� t→ +∞� �	 ����� � ���	+�� �� ��	��,*��� & ���������������� ���-����

������� �	�	 . /������ ���!� 
������ ������'��� ���������� �� 
����� ��,����� ���

�������� 
������� ��������� �� ��+�� 3.4 �� ��
,�	�� �������� �	���� 0 ����*�������

�����&� �� ��-���� ��� �	����������

��������1�� ���	���� �� ��*��� �*���� � ������'��+�� ������ �������� �	���� 0

����*������� �� ���	+2���


��
� ��� �����
����� ���� �� ����� ������� ���
�����
��

λ1 > λ2 > 0 (3 4���-���

λ1 < λ2 < 0 (3 #��������������� ���-���

λ1 < 0 < λ2 5���� �� ���� 4���-���

λ1 = λ2 > 0 (3 4���-���

λ1 = λ2 < 0 (3 #��������������� ���-���

λ1, λ2 = a± bi ��� a > 0 5���� ��
���� 4���-���

λ1, λ2 = a± bi ��� a < 0 5���� ��
���� #��������������� ���-���

λ1, λ2 = ±bi "����� ���-���

/�*��� ��!6 ����*������� ��� �������� �������� X ′ = AX �� .���� 2
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����� � ���
�������� �� ��
� �� ����*������� �
��������� 
��� ������� ������ X ′ = AX


������ �	� �� ���	8�� �� ��9����+2�� ������ �� ����� ��� �	��������� ���������� � A�



�����������	 �	 	
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���� ����	
��� � 
������ �� ������� �	
��� � 	����	
����� �� �
��� �� 
����

���� ��� ����������� �� ����
� A �����	� � 
��������� �	��	� �� 	��
��������� ���

�������� ������ t → ∞� �� ��� ��
� �
�
��� 	��	���� �� ����������� �� A �� ��� ��

�������� ��
��	
��� �� X ′ = F (t,X) � ��������� �  ������� !�
��

���� �� ����������� ��� �� ������ �� 
��
�"�
� 	���	������
	� �� A� �� 	��� ��

�
������ 2 � 
�� ���� ���# ������
�� 	��
���������� ��� 	����� � $	�� ��� ������

�� �
������� 3 � 4 ���
�	�
������� � $	� 	��
�
	��� �� �
������ ��
��
�� � 4 %# ���

����� 	��� ��� ��
��� ������� 
�� ���
	�
��

&��
�� �����'�� �����%��� � ��
��(�	
� �� 	�
���
�� ��� ��	
��� �� �� � �
��� ��� ���'

��� �� 
��
�"�
� 	���	������
	� ��� � 	����	
����� ��
��	
�� ��� ������� ��� �������

��
�
����� � 	����	
����� ��� 	��$	
����� �� 
��
�"�
� 	���	������
	��

&  ��	� ������ 	�
���
�� � 	����	
����� 	��� �������� 	� 
���
�������� �


��� �� �
������� 3 � 4 ��
��� �� ���������� 	�%� ������������ 
��� ��� ��	������� ��

��������	��
 )*+�,-� 
�./� %��������� 	�� 	�
���
�� 
��� �������� 0��� �� 
��
�"�
�

	���	������
	�� ���� 
��1

���������� ���� �
�� p(λ) = a4λ
4 + a3λ

3 + a2λ
2 + a1λ+ a0


�� �
 a4 = 1 
���� �� ����
� �
 p(λ) ����	
� ������� ����
 �
�� �
������ �
 
 ���
��


�
 a3, a2, a1 
 a0 ��� ��������� 
 a3a2a1 > a23a0 + a21�

�� �
 a4 = 0 
���� �� ����
� �
 p(λ) ����	
� ������� ����
 �
�� �
������ �
 
 ���
��


�
 a2, a1 
 a0 ��� ��������� 
 a2a1 > a0�

������� ���� )2�	
����� 3���"�
	� ��� &��
��- �������� 4���
�� (1.1) � �������

��� ������ � ���
����� �� ��� ���� ��� � ���� �� ������ �������� �

x′′ = −kx,

���� � 	�������� k =
C

m
� 
��
�
�� � 	�%� 
���� 	���
	� � � ��
0���

5������ k = w2� �� ���� 
������ ����	����� � ������� 
��� � ������ �� ��	
�����

����"�
	� ��� ���
�� 	���

x′′ + w2x = 0.

4�	������� y = x′ � y′ = −w2x � ������� �� ���������� �� �
����� �
����(
x

y

)′
=

(
0 1

−w2 0

)(
x

y

)
.

2 
��
�"�
� 	���	������
	� ��

(
0 1

−w2 0

)
� p(λ) = λ2 + w2 � ���� ������ ��� λ =

±|w|i� ��0�� �� 4���
�� )6��- ��� � �
����� � ���#��� �� ����� �� ��
0��� � ��� �


���
�
�� �� 
���� �� �
��� ���
	�1 ��� ������� ��
����� �� ���� � ��� ���� �� ������

��������� � �
����� ���� ��	
��� �� ����
�� 
���
������� ��� 	���
���� 
�
	
�
� ���


���� 	��
���������� � ��� �	����	� �
7� � �
��

���� ����� �� ����0
��



�� ��������	� 
 ���
�����
��

������� �	
	 ������	
�� 
	������� ��� ������� �����
��� 	���	 � �������	 	�������

�	� 	���	 ������� � 	��� 
� ��	 ����	 
� 	����� ��� 
����
� �� ���	� 
	  ������
	
�


� ���� �� ��� ������ � �� ������! ���	 "����
	 #�� 
� $�%���& ���
� η ≥ 0 �

���'������ 
� 	����� ���� ��
����
� 
� ������ 
� ���� ��� mx′′ = −kx− ηx 
� ��
�

��
���� ����� ��

x′′ + 2ax′ + w2x = 0,


��
� ��� �	�	��� k = w2 > 0 � a =
η

2m
> 0( )� ���	��� �	�����	� 	 ���	��� 	���	

* ���� 	����� 	 (
x

y

)′
=

(
0 1

−w2 −2a

)(
x

y

)

� ��������� �	�	����+����� 
�

(
0 1

−w2 −2a

)
* p(λ) = λ2 +2aλ+w2 ��
� �	����� ���

a � w �����	���� ������ 	�( ,�	�
� 	� -��	�.�� 
� /��	�
& 	� �	+0�� λ1 � λ2 ��� �	��

��� (i) : λ1λ2 > 0 � (ii) : λ1 + λ2 = −a < 0! ��� (i) ����� ��� 	� �	+0�� ������� �

����� ���	� � ��� (ii) ����� ��� ��	� 
� �� ��� ���	�� 	�( 1��� 2�����	 ��(3� �����

��� 	� �����.�� �� �� �	������	� 	 ������� ��� 	���������	����� ���4 ���(

��
������� �	�	 1	�	 ����
	� 	 ���	����
	
� 
	 ���	��� ����	� X ′ = AX �	��	 ���

�� 	�	���� 	 ������� 
� �����+���� X = 0! � ������	 	 ������ 	'��	 ��� 	 ���	����
	
�


���	 ������� * ����	����5	
	 ��� ��
	� 	� 
��	�� �����.��! �� ����	� �	�	 �	�& 	

������� ���	 X = 0 � ��� ����	��� �����	� t0 	�����4���� * ���4 �� ��������� 	����� 	�6

������� 	����� ���4 ��� �� � ������� �� ��
	� 	� �����.�� ��� ���4 ��� ��������� 	�����

	���������	����� ���4 ���(

"�� ���
��.�� 	������	
	�& 	 ���	����
	
� 	�����7���	 
	 ���	��� X ′ = AX ��

�	��*� ����� ��� �� �����
�0	 ��	 �������	��� ��� ����	�& �� ���	& ��	�
� �	��	���

	 �����
��	� 	 ���	��� X ′ = AX + g(t, x)( 1�����	����� 
�� ���	� 	�	�8�9

���� �	�	 ����� �� ��	
����
 ����� u, v : [a, b] −→ R ��
���� �	
��
��� �	� v ≥ 0

� ���� c ∈ R� ��

u(t) ≤ c+

∫ t

a

u(s)v(s)ds

���� �������� t ∈ [a, b]� �
��	

u(t) ≤ ce
∫ t
a v(s)ds ��(:�

���� �������� t ∈ [a, b]�

���	
������	� �����
��� 	� ����.��

R(t) =

∫ t

a

u(s)v(s)ds

�

V (t) =

∫ t

a

v(s)ds



�����������	 �	 	
���
	� ���	��	� ��

����� �	� R(a) = 0 � 
�� �

����� R′(t) = u(t)v(t) ≤ (c + R(t))v(t) � 
�������

R′(t)− v(t)R(t) ≤ cv(t)� ���
��

d

dt
(e−V (t)R(t)) = e−V (t)(R′(t)− v(t)R(t)) ≤ cv(t)e−V (t)

���� R(a) = 0� �����	���� �	�

e−V (t)R(t) ≤
∫ t

a

cv(ξ)e−V (ξ)dξ = c(1− e−V (t))

� 
������� R(t) ≤ ceV (t) − c� �� ����

u(t) ≤ c+R(t) ≤ ceV (t)


��� ���� t ∈ [a, b] ���� �	��������

���� ���� ���� F : U → R
d ��� ���	
� ���
���� � ��������
� �������
� �� X ���

������
� ����
� U ⊂ R
1+d� �� ��� ����	
� X(t) �� ����	
� X ′ = F (t, x) 
�� ��
������

������ ]a, b[ ��

� ���� ���� ������
� K ⊂ U ����
� ε > 0 
�� ��� (t,X(t)) ∈ U ����

�������� t ∈]a, a+ ε[∪]b− ε, b[ ������� a = −∞ 
���� ]a, a+ ε[= ∅ � ������ b = +∞

���� ]b− ε, b[= ∅�

������
��	
�� ����	��� ����

��	
��� ���� ��������� � ����	
� X ′ = AX ��� A ∈Md � ������� ��� ��� ���� �� 

���
�
������
� ��
����� ���� g : R1+d → R
d ��� ���	
� ���
���� � ��������
� �������
�

�� x ��� g(t, 0) = 0 ���� t ∈ R � 
�� ���

lim
x→0

sup
t∈R

||g(t, x)||
||x|| = 0. �����

!�

� � ����	
� ���� �� ����	
� X ′ = AX + g(t, x) " �����
�
������
� ��
����� #�"�

�����$ ����
�� ����
��
�� C, λ, ε > 0 
��� ��� ���� ���� t0 ∈ R � ���� ����	
� X(t)

��� ||X(t0)|| < ε 
�� �� ���� t ≥ t0

||X(t)|| ≤ Ce−λ(t−t0)||x(t0)||. ��� �

������
��	
�� ���� � ��	�!"� X ′ = AX # ���
����
������� ���$%��� � ����
& A


���	
 �
���� �	��%������ ��� 
���� ���� ��'��
%� � 
��� (��� (4.1) �)
���� ����������

c, μ > 0 ��
� �	�

||eAt|| ≤ ce−ut,


��� t ≥ 0� *�� �

������ ��+�� � ,	�!"� g ������� �	�

||g(t, x)|| ≤ ε||x||,



�� ��������	� 
 ���
�����
��

���� ����	��
� t ∈ R 
 x ∈ R
d ��
 ||x|| < δ� ���	��
�
 ����� X(t) � 	������ �


X ′ = AX + g(t, x) ��
 X(t0) = X0� �
��
 �� ���
��� �� �������� ��	 ���	����
	

��
� �
��

� 3.3� �

�	

X(t) = eA(t−t0)X0 +

∫ t

t0

eA(t−s)g(s, x(s))ds,

���� t �� ���
����� 
� �
� �
 	������� !��

�	 ��
 ���� X0 ∈ R
d ��
 ||X0|| < δ �

	������ X(t) 	���	"�# ||X(t)|| < δ ���� t > t0 
 	�$��
��


��
 ��� �
� �
 t0% �� 	
&�%

t ∈ [t0, t1]� '		�
% ���� t ∈ [t0, t1] 	
��
 ��


||X(t)|| ≤ ce−μ(t−t0)||X0||+
∫ t

t0

ce−μ(t−s)ε||x(s)||ds

�
 ���


eμt||X(t)|| ≤ ceμt0 ||X0||+
∫ t

t0

cεeμs||x(s)||ds


 �
�� (

� �)�*� ��
 +���,����

eμt||X(t)|| ≤ ceμt0 ||X0||ecε(t−t0).

'		�
%

||X(t)|| ≤ ce(−μ+cε)(t−t0)||X0||
'����% 	������ c ≥ 1 
 ��
���� ε > 0 �
 
��� ��
 −μ + cε < 0 �
	���� �� -���
�

�
	��������
 ���
� ��
 	
 ||X0|| < δ
c

���� ||X(t)|| < δ ���� t ∈ [t0, t1]� (���% 
 �	�


t2 > t1 ��� ��
 � 	������ X(t) 
	�� �
$���� �� ���
����� [t0, t2] 
 	���	"�# ||X(t)|| < δ

���� t ∈ [t0, t2]� .��

�	 �
	�
 
��� �
�
��� 	��
		���

��
 � ����

��� ���
����

�	

 
���� ε 
 δ� ���� �������� ��
 
 �	�
 �
� 	
��/���� (tn)n∈N ��
	�
��
 ��� ��


X(t) 
	�� �
$���� �� ���
����� [t, tn] 
 	���	"�#
��� ||X(t)|| < δ� �
&� ����� b = sup tn�

�
 b < +∞ 
���� �
�0�
�	 ||X(b−)|| ≤ δ � ��
 ����������� � (

� �)�1�� (��� b = +∞

 �������� � 	������ X(t) 
	�� �
$���� ���� [t0,+∞)� 2	�� ����� ��
 � 	������ ���� 3

�		��������

��
 
	���
��

��� �����	
	���� �� �
������ ��� 
	������

!
	�� 	
��� 
	�
��
�

�	 ���� 
����4
	 ��� ���
��
	 �	 �
	������	 �5����	 �� 	
���

���
���� ������ ���
	
���
�	 �
 ����3��� ���� � 
	��5������
 ��	 ���
��
	� 6
 �����	

�������	% �
�

�	 ��
 ���� �����	�� �	 	�	�

�	 �
 
����4
	 ��� ���
��
	% 5�	�� 
	�����

	�� ����� ������% �� 	
&�% 
	����� 	�� ��������� �
�������

���	��
�
 � 
������ X ′ = X ���
 X : U ⊂ Rd −→ R
d 3 �
� 
������ ��� ���
��

��
 X ����� �
 
����05����

7 �

� �5�� �% ��&� �

��	������ 
		
�����

��
 �	� � .����8
�� �
 ��9���% 	
��

"����

���� ���� �	 ���	��
���4
	 ��
 "��

�	 �� 	
��/�����



�����������	 �	 	
���
	� ��� ���	��	� ��

���� ���� ���� F : U ⊂ R
d → R

d ��� ���	
� ��� 
�����
�� �������� 
� �����
�

��
�� ��������� ��� �������� � ��
� ��� 
� ���� ��������� x1, x2, ..., xd � ���� X ��

����� �������� 
� 
������ 
� F � ���
�� 
�
� Z = (z1, z2, ..., zd) ∈ R
d ��������������

������� 
� X� F (X + Z) ��
� ��� ������� ����

F (X + Z) = F (X) +DF (X)Z +G(Z), �����

��
�
G(Z)

max{||z1||, ||z2||, ..., ||zd||}
� ��� ���	
� �������� �� �������� Z � �
����������� ���� �� Z = 0� �

DF (X) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∂F1(X)

∂x1

...
∂F1(X)

∂xd
���

� � �
���

∂Fd(X)

∂x1

...
∂Fd(X)

∂xd

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ������

� � ������ ���	
���� 
� F �������
� �� ����� X�

 ��������	
�� 	
��
��� � ���������� �����

��
�����
� ��
�� �
� � ������������ �
  
��
 �� ��
��!���
 X " �����������  ���

��#���� �� �����$ DF (X)% �
� ����
� �
���� �
 �
� &$��
� �� ��'(
 ������
�  ���

��
�')�� ���������

��	�
���
� ���� *��
�����
� ���  ���� �� ������������ �
� X = 0 " � �
�
'(
 ��

��
��!���
 �� ���
�����'(
 ����+
� ,� ���
%  ��� 
�  
��
 X �
���
�� �� ��
��!���
%

�
������� Z = X −X �  
�����
 X = Z +X� -��
� �
� Z ′ = F (X) = F (Z +X) 



����� Z ′ = G(Z)� -� X " � �
�
'(
 �� ��
��!���
 �� X ′ = F (X)% ���
 "% �� F (X) = 0

���(
 0 " �
�
'(
 �� ��
��!���
 �� Z ′ = G(Z)  
�� G(0) = F (0 +X) = 0�

���
��� ���� !"#������$%�����&'����
��� � ����	
� 
���������� X ′ = F (X) � ����$

�(� ��� F ������ 
�����
�� 
� �����
� ��
�� ���������� ���
�)

*� + ����� 
� ������,��� X 
� X ′ = F (X) � ���������������� ������� �� ��
�� ��

����������� 
� �����- DF (X) ������� ����� ���� ��������.

/� + ����� 
� ������,��� X 
� X ′ = F (X) � �������� �� ���� ����� �� 
�� ������$

����� 
� DF (X) ������� ����� ���� ���������

 ��������	
�� 	
��
��� .������'(
 (4.2) ���
� �
 
� �
� X = 0 "  
��
 �� ��
�/

�!���
 �� X ′ = F (X)� 	
�
 X ′ = AX + G(X) � G " �
��!�
� ���
� 01��
�� ��

2����'(
 ��� 	
�������� � �� X(0) = X0 �
�

X(t) = eAtX0 +

∫ t

0

eA(t−s)G(X(s))ds. ������



�� ��������	� 
 ���
�����
��

������	
�� ���
	� ���� ��� 	� ��������� 	���
��	� �� ���
 (1)� ��� ��
���� ||X(t)||
� ��
��	�	 �	�	 ��	����� t ��
� �	
��
 ��� ||X(t)|| → 0 ��	��� t → +∞� ���	

���������� ����	 �	 ��
�����	��� �� �����
	 ��� ! �	��
�� ���� ����� �� 	���
	�����

����� ��"	��
��� �#����
 K > 0 � k > 0 �	�� ���

||eAtX0|| ≤ Ke−kt||X0||,

�� ���� ������	 �	
��


||eA(t−s)G(X(s))|| ≤ Ke−k(t−s)||G(X(s))||.

$��
 ������ �#���� σ > 0 �	� ��� �

||X|| < σ → ||G(X)|| ≤ k

2K
||X||. �%� &!

����	���� ����
�� 	"��	 �����
�� �	�	 ||X|| < σ'

||X(t)|| ≤ ||eAtX0||+
∫ t

0

||eA(t−s)G(X(s))||ds

||X(t)|| ≤ Ke−kt||X0||+
∫ t

0

Ke−k(t−s)||G(X(s))||ds

||X(t)|| ≤ Ke−kt||X0||+
∫ t

0

Ke−k(t−s)
k

2K
||X(s)||ds

||X(t)|| ≤ Ke−kt||X0||+ k

2K

∫ t

0

Ke−k(t−s)||X(s)||ds. �%� �!

(��������	��� 	 ���	��� 	������� ��� ekt ��"�� ���

ekt||X(t)|| ≤ K||X0||+ k

2K

∫ t

0

Keks||X(s)||ds �%� %!

� �	)���� Z(t) = ekt||X(t)|| 	 ����"�	��	�� 	��
	 ���� ��� �����	�	 �	 ���
	

Z(t) ≤ K||X0||+ k

2

∫ t

0

Z(s)ds �%� *!

� ���� +�
	 �%�&! ��� ,���-	��! ��"�� ���

Z(t) ≤ K||X0||e tk
2 �%� .!

� ����	��� Z(t) = ekt||X(t)|| ≤ K||X0||e tk
2 � �� ��/	�

||X(t)|| ≤ K||X0||e−kte tk
2 = K||X0||e− k

2
t, �%� �!

����� ��� �� 	�
������
�� 	� �����
� ����� ��� ���	� � ���
� 	� 
���
� � ��� 	���� 
�	��

||G(X)|| � �
� ���
� ���	������ � ||X|| � �
� ���
� ������� ���� ������� Xi �� ��
�� 	� ����
��

	� �����!"���� ���� �� �� ��
�� 	� #���� ||G(X)|| � $�������$�� ��
����	� ��
 ||X||� %���
� ��
�

��#��&��
� 	� #���� �����
���� �� ��
 ||G(X)|| ≤ c||X||� ��	� c � �
� ��������� �������� � ���

	����	� 	� ���'���� ��	� �� Xi ����� ������	�� ��� �������(����� �����&�
�� c = k
2K � )���� �	
����

��� �� Xi ������ ��� �	�
���	 ��
�������	 � ��
�����	 ||x|| < σ ���� σ > 0�



�����������	 �	 	
���
	� ��� ���	��	� ��

����� ��� ||X(s)|| ≤ σ� 0 ≤ s ≤ t	 
�� �� ||X0|| = ||X(0)|| < σ

K
� ����
�������

||X(t)|| ≤ K||X0||e− k
2
t 
������ ��� ||X(t)|| < σ �� ������� ���� ���� t � ����������

������� ��� � ���������� ���� ���� t �� � ����� ������� ������� ������� � ||X(0)|| < σ

K
�

�������� �� ���� �� ������� ������ ||X(t)|| → 0	

���� � ������������ �� ���� 2� ��������  �!	

�������	
� �
�
 " ������������ �������� ���� #������ ����� ��� ���$��� ��������

������� �����	 ���� ��� ����� ��������� ��� �%����� � ������� x′ = −x2 + 5x + 6

����� ������ �� �����&���� ��� x = −1 � x = 6	 '� ���
��
�� �� ������� ������ �

(�����)(DF (−1) = f ′(−1) = 2+ 5 = 7 � ��� ��� � *���� ��������� � ��������� �� ����

��
�� ��� � ������� x = −1 � ����$���	 + ����� x = 6 � ���������������� ���$���� ���

��) ��� DF (6) = f ′(6) = −12 + 5 = −7 < 0� �� ����� �������� ������� �������� ����

��)��,���� �� x = 6 ����� ���� x = 6 ������ t → ∞- �� �������� � ����� ������� x0

��� ���� ��� �����,��� ���������� �� R � ���� �� ��� �� 
������ x(t, 0, x0) → x = 6

���� ���� x0 ∈ R .����� ��� ��� ���� x0 = 1 � ������� � ����$���/	

������� �
�
 0�������� �� �1����� ������� ��� ����� ���������� .��������/ ���

� ���� �� 2���� �� 
��������	 3����,� ��� ,���� �&
��� �� �����,� l > 0 � �����

������)&��� ���,� �� �%����� �%��� �� ���
�� �� ����� � ��� ����&���� �� �����

m > 0 �� ����� �%�����	 41��� �������� ��� �� �����5�� ����&���� ����� ����&����

����� ����� � ������2��1���� �� ������ (0, 0) � ���� l	 3���� θ � ������� �� ����&���� �

������� ����� � �%���1���� �� ��� 2���� �� ������ �
���� ����� � �1����� � �������

����� ������� 2&���� �

θ′′ + kθ′ + g sen θ = 0

0��� �� ����� �� ��� ������� ��2�������� �� ��
���� ������ �������)���� � ����$���

ω = θ′ � ���������� ��
����� �� ���� ��� ������� �� ������� �� �������� ������ ���

k > 06

{
θ′ = ω

ω′ = −g sen θ − kω

����� ������ �� �����&���� ��� (θ, ω) = (nπ, 0) ���� n ∈ N	 7 ��������� ��� ���� n ���

�� ������ �� �����&���� ��� ���������������� ���$����� �$ ��� ������������ � �������

�� ,���� (������� ���� ���%�(	 ���� ������ � ������������ ������8���� ������ �������

������� ��� � �����) ��������� DF (nπ, 0) � ���� ���

DF (nπ, 0) =

(
0 1

−g cosnπ −k

)

� ���� n ���

DF (nπ, 0) =

(
0 1

−g −k

)



�� ��������	� 
 ���
�����
��

���� ���	
��	� �
�
�������	�� � p(λ) = λ2 + kλ + g �� �
���� λ = −1

2
k ± 1

2

√
k2 − 4g

��� �
��� ��
� 
��
�	�
� � ��� ����
 ����

�� 
 ���
�	�	�
�� 
��	
���	�
 �
�
 �� ��
���

(θ, ω) = (nπ, 0) ��� n �
�� �
�
 n ���
�� �����

DF (nπ, 0) =

(
0 1

g −k

)

��� ���	
��	� �
�
�������	�� p(λ) = λ2 + kλ − g �� �
���� λ = −1

2
k ± 1

2

√
k2 + 4g

������ ��
	�� �
� �� �	

	� ��
����	��� �� �
��	���
�� � 	��� �� 
����
��� ��� �
���

��
� ���	�	�
� � ��� � ��!�	�
�� �
�
 �
�

�	� 
 	
��
�	�	�
�� ��� ��
��� (θ, ω) = (nπ, 0)

��������	
 ���� " #�����
 (4.3) � �� 
��	�
$%� �	�	�
�
� ��
 ��� ��� ��� 

�
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�� �
��� �� ��� 
 �
��	� �
���	


 DF (X) 
�����
�
 
����
����� ��� �
���

��
� 
��
�


�����
 ���� &'����� ����
(����
���) *� ������ �	����	���� 
 	
���
$%� �
��� ��
�

�����	�� �	��	
�
� � ��
��	!�
�
 �� 
����� ��� �� �+�	��� ��� ��
 �����	� �
��
 ��(

��� 
 ����
� *��
 	
���
$%� � ��
��	!�
�
 ���� ������������
� ��

�� ��
 �
�

�����	�� &����
���
) � ��
�!�	
�
 ��� 
 �����
$
 �
 ����
�
 &����
) � ���
 ,��	�
 �

�	���
��
�� 
+��
�
 ���
 �����
$
 �
 ��	��	�
�

-� ��� ������� �����	��� �� �	
.�	�
 �����
�	�

� ��� �������� 
 ���
$%� ����
(

����
��� +�	 
�����
�
�� ��� ����
 �� 1926 ��� /��0
 � 1������
� 2���� � ������

������������� �
� ������ � 


�	�
����� ���� ��
��� �� �	
���
�	�
���

3���
4
 ��� ��
� �����	�� x(t), y(t) �	�	�
� �� 
��	�
�� 	���
�� �� ����
� 	
���
(

$5�� ��� 
%� 
 	
���
$%� ����
(����
���� �������
�

�� ��� x(t) 
 �����
$%� �� ����
�

� y(t) 
 �����
$%� �� ����
����� � ����
4
 
	
�
 ��� 
� ��
� �����
$5�� �
�	�� ��


����� ��� � ����� � ��� � �����	��
�� �� �������	��
�� �� �
�
 ��
 ���
� ����
�


�
� �
 
� �� 

�
�	�
�� � �� ����
�	�
���

6�
��� �� �� ������ �	����	�� ���� ����� � �
� ������
$5�� 

���
	�� �
����

� ���	�� ����� ��� 

 
��7
�	
 ��� ����
������ 
 �����
$%� �� ����
� �������	
 	�	(

�	�
�
��
�� � ��� 

 
��7
�	
 �
� ����
�� 
 �����
$%� �� ����
����� ���
	�	
 
��

� �	
��	�(��� 6���� ����� 
 �
 
 �� ����
�	�
�� �
� ����
� ���� ��� �������	�

� 
�

������� xy ��� �������
�
 � �
��
��� �
��� 
� ��
� �����	���

3���
�� 
	
�
 ��� 
 �
 
 �� 

�
�	�
�� ��� ����
����� � �������	�

� 
� 
,���� ��

	
�	������ �
 �����	� � ��� � �
�

4� ����
 �����
$%� ���
 �������	�

� 8 ��

�	�
��

�� 
�	��
�� �	���
���� &
,���� �� ����
�) ��
������� ��� 
 �
 
 �� 

�
�	�
�� ���

����
����� � �
���� �������	�

� 
� ������� xy�

9� ��
�	���
$5�� 
�	�
 �%� ��!�	�
��� �
�
 
 ��
����$%� �� �	����
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

dx

dt
= mx− αxy = x(m− αy)

dy

dt
= −ny + βxy = y(−n+ βx)

&:�;�)



�����������	 �	 	
���
	� ��� ���	��	� ��

���� �� 	���
��
�� m,n, α, β ��� ���


��� ��

• m � � 
��� �� 	���	
���
� �� ��������� �� �������

• n � 
��� �� ���
��
���� �� ��������� �� �����������

• α, β ��� ���
��� �� ���

� �� 
�
������ ��
�� �� ���� ����	
���

�� �������� ����� ��� 	!������ �� �������� �� 	
���
�
������� "���� ��

����#�	
� ����
��� � 

�� �� ��
�$
�
���� �� 
���� ��� ���
�� �� ���
�%$�
� �� ����� �

&� ���
�� �� ���
�%$�
� 	����������� '� �������� ��

⎧⎪⎨
⎪⎩

x(m− αy) = 0

y(−n+ βx) = 0

����� 

�� ��(�) ��� �� ���
�� A = (0, 0) � B =

(
n

β
,
m

α

)
�

"���� ����
��� �*��� � ��
�$
�
���� ��� ���
�� A � B� +��� ����� � �� �
�
���

��� �
����) �� �	���� 	�� � ,������ ���- ������� ����
��� � ��
�
. (�	�$
��� JF (X)

����	
��� � ��
� �
�
���� ���
��
�) ����� ����
��� �� ��
�������� �� ��
�
.

JF

(
x

y

)
=

(
m− αy −αx

βy −n+ βx

)
���/0 

1� ���
� A = (0, 0)) ���/0 �� ����	���� 	���

JF

(
0

0

)
=

(
m 0

0 −n

)
,

	�(� ���
�2�
� 	���	
��%�

	� �

p(λ) = (λ−m)(λ+ n)

� ���
��
� �� ��
�������� ��� λ1 = m � λ2 = −n�
3� �	���� 	�� � 4������ 4.3) ����� �� ��
�������� �� �
��
� �
�

�
�� � ���
� ��

���
�%$�
� A = (0, 0) � ���
� �� ���� � ���
��
� 
��
5����

1� ���
� B =

(
n

β
,
m

α

)
) ���/0 �� 
����

JF

(
n
β
m
α

)
=

⎛
⎜⎝ 0 −nα

β

m
β

α
0

⎞
⎟⎠ ,

	�(� ���
�2�
� 	���	
��%�

	� �

p(λ) = λ2 +mn, ���/� 

�� ��%.�� λ = ±i√mn� 1������
� ���� 4������ 4.3 � ���
� �� ���
�%$�
� B =(
n

β
,
m

α

)
� �� 	��
�� � ���
��
�) ��
5����



�� ��������	� 
 ���
�����
��

������� 	
� �� ��
�� 
� ����� B �� ����������� 
� ������� ������ ��� ������� �����

����� � 
����� �� ���������
� �� !� �� 2.5 � ���� ���� ��
� ��� ����������
� 
� ��"
����

��
�# ���� ���
�� $�� 
� ����� � ���
�
�� ���%���� ��� ������� 
� B& � �����'� 
�

��
� 
�� 
����� ������( ������ $�� 
���
� )� ������ $��& ��� ������
���� 
� ��
��

����� � ��� 
� ��
�� �����& ��� ������ ���%�������* ����� ���� ��� '( ����"� 
�

�%��� �� �
 �
������
�� �� 
� 	
��	
�� 
�� 
�� 

�� ���+�����

��� ������	�
�
� ���
�
� ����
���

, 
�������"�� �� �� �����"�� �� �������� 
�� 

�� �� $�� ���������� �� ���

� 
�

��������
�
� 
� ���
 �� 
� 
�� �	
� �� 
���������� ������ �
 ��� �� 
��� ������

� ��

���� 
� 	
� ���� 
����
�� �������������� 
� �� ���'���� �� �
��������� 
� 
�� �����-&

� 	
� ����� ���� �����
 �� 
� 
� �����.��� 
� "��
 ������(��� � ��������& ��������

������'��� � �
���� ��-�� ����(����

/���� �� �� 
���
������� ����+���� 	
� ��� �
0������� ���� ����� �� 
� ����� 
�

�	
��1���� + ���(��� �
 ���������������� ���(��� ��� 	
� ��� 
����
� 
� ���'��������


�� �
��������� 
� ����� ������ 
� ����� 
� ��������

2� ��
� ���� �� �� 
��%������ 
� 
��� � ���� �� �������� � ������������ ��������

����� x′ = F (x) ���� 
���"��� 
�� �	
� �� 
���������� ����� 	
� �� 
�����$��

������� 	
� 1� ,�+� 
����& �����
�������� � �
� �� F : U ⊂ R
d → R

d ����������

�����'��- � �������� ����1�
�� 3���������� ������ ��� ϕ(t) = x(t, x0) � ���
 �� 
�

�	
� �� x′ = F (x) �
����� ) ���
� �� x(0) = x0�

3�
� 
�� �
� �� 
��������(��� V : U → R � 
������
� ��� ∇V (x) ��
 "��
�����&


�0����� 
�� ���� �
� �� V̇ : U → R ���

V̇ = ∇V (x)F (x)

� ������� 	
�

V̇ =

(
dϕ(t)V

∂

∂t
ϕt(x)

)
|t=0 =

∂

∂t
V (ϕ(t)|t=0

�������� 	
�
 ������� �	 
��
����� ���� x0 ∈ U ��� F (x0) = 0 ���	��� ��	 ���

������ ���	�	�����	� V : U → R � ��� ������ �	 
��
���� 
��� x0 �	 	����	 �� ��	���

D ⊂ U ����	��� x0 ��� ��	

� V (x0) = 0 	 V (x) > 0 
��� ���� x ∈ D − {x0}!

" V̇ (x) ≤ 0 
��� x ∈ D 

3������ 	
� 
�� �
� �� 
� 45��
��� + 
�� �
���� �� ����
��� ������� ��

�

����� �
�����
�� � ��"
�
� ���
� �� ��� V̇ (x) < 0 ���� x ∈ D�

������� 	
�
 6����
��� � ������� 
� �	
� $�� 
�����������{
x′ = −x+ y

y′ = −x− y3



�����������	 �	
���
 ������
� ��

��� ��� (0, 0) �	�	 
	��	 ��
���	� ����	 � �����	 V : R2 −→ R ���� 
	�

V (x, y) = x2 + y2

� ��� �����	 �� ���
��	� ������� 
��� (0, 0)� �� ���	� ���� �� ����	� V (0, 0) = 0 �

V (x, y) > (0, 0) 
��� (x, y) �= (0, 0) ���	� ������

V̇ (x, y) = (2x, 2y)(−x+ y,−x− y3) = −2(x2 + y4) < 0


��� (x, y) �= (0, 0)

� � ���!���� �� ��� �����	 �� ���
��	� " ���
����������� �����	 �� ���
��	�

�������# 
��� �� 
	��	 �� �����
���	 �� ������	 x′ = F (x) $������ � ������������

"���
����������� ������������ ������%����# ����� 
	��	& �������������� ���� � 	 �	���'�	

�	 ��	���� � ��$����

������� ���� ��������� 	 �
�	�
� ���������	� x′ = F (x) ���	������ ��������� �� ��

�������� 	����� D ⊂ R
d � � ���	 x0 ∈ D �� ����� �� �
��������� ���� �� �� ����� �	�


�� F (x0) = 0� ���
�

�� �� � ���� ��	 ����
� �� �!	����" �	�	 x0 ���
� x0 � ���#"���

$� �� � ���� ��	 ����
� �� �!	����" ������	 �	�	 x0 ���
� x0 � 	���������	�����

���#"���

%�������	�
�� "(#� )�
	�	� 
������	 ��� � ���� ��� �����	 �� ���
��	� 
��� x0

�� ��$�� �����	 E ⊂ D �	�����	 x0� *	�� ε > 0 ��� ��� B(x0, ε) ⊂ E � �	���������

m = min{V (x) : x ∈ ∂B(x0, ε)}.

+	�	 V � �	��
��� "��� ��, ��� � �	�������� ��
��-��,# � V > 0 �� B(x0, ε)−{x0}�
� ���� δ ∈]0, ε[ ��� ���

0 < min{V (x) : x ∈ B(x0, δ)} < m

.	� 	���	 ���	� ��$�� ��� � �����	 t �→ V (ϕ(t)) � ��	 ��������� "�	 ��������	 �� ����

I �� �	����	#& �� ���	� �	����	 ��� ϕt = ϕt−s ◦ ϕs� 
��� t ��/����������� 
�% ��	 ��

s ����	

∂

∂t
ϕt(x)|t=s =

∂

∂t
V (ϕt−s(ϕs(x)))|t=s = V̇ (ϕs(x)) ≤ 0 "0�11#

������ � ��	
��� ∂ ��
��� � ��������� 
� ���������
����� � ����� 
� ���� 
� �	� ������� 
���������� �� ����� ��
����������� �� 	������ ������

���	�	�� 
� ���� � �������� ��	���� 
� ��������	�� �� ϕt : R
d −→ R

d ��� ��� ϕ0 = Id � ϕt+s =

ϕt ◦ϕs� ��	 s, t ∈ R� ��!	 
����� �����"�� ��� �� ����� �� 
� �	� ������� 
���������� x′ = f(x) ��	

���
���� ������� x(0) = x0 
�#��
�� ��� ϕt(x0) = x(t, x0) ! �	 �����



�� ��������	� 
 ���
�����
��

���� s ∈ I� ���	�
	�� �
���
�� ���
��� ϕt(x) �� ��
���� ������
���� x′ = F (x) ����

��� � ��
����� �
����� x(0) = x0 ��� x ∈ B(x0, δ) ��	� ��
	��� �� B(x0, ε) ����

�
���
�� t > 0� ���� ����
	� ��
�� �
� ���� ���
��� ϕt(x) ��� x ∈ B(x0, δ) ��	�

���
��� ���� �
���
�� t > 0 � ���	�
	� � ��
	� ���	��� � ��	�����

� !� "
��
#� ����� �
� �$��	� 
�� �

��� ��	��	� �� %&��

�� ���� x0� '��	�

���	��� �
� ϕt(x) → x0 �
�
�� t → +∞ ���� �
���
�� x ∈ B(x0, α) ��� α �
����
(

	���
	� ���
�
�� '���	�
�� � ���
��
	� ��������� 
� ����
�	����� �� ���	� �)!

���	� 	������� ��
��
���� �
� ���� x ∈ E − {x0} � �

��� t �→ V (ϕ(t)) � ������(

��
	� �
� �
	������ ��$���� �� ���
���!� "�*� ����� (tn) 
�� ���
+
��� �� ����� ���

tn → +∞ 	�� �
� (ϕtn)(x) � ��
�����
	� ���� 
� ���	� y� ,����

V (ϕtn)(x))→ V (y),

�
�
�� n→ +∞� ���� t �→ V (ϕt(x) � ��������
	�� ,���� 	��-��

V (ϕt(x)) > V (y),

���� 	��� t > 0� ���� ��
��
�� � ����
�	������ �
��
#� �
� y �= x0� ,���� �
	��

V (ϕs(y)) < V (y) ���� �
���
�� s > 0� ,���
�� n �
����
	���
	� ���
��� ����(

��� ��.�� ��� �
� ϕtn+s(x) = ϕ(s)(ϕtn(x)) ��	�*� 	�� ��/$��� �
�
	� �
������� ��

V (ϕs(y)) < V (y) �� �
��

V (ϕtn + s(x)) < V (y)

� �
� ��
	����. � ��	� �� �
�

V (ϕt(x)) > V (y)

� ����� ������� � ��
������� y = x0 �� �
�� ��
��
���� �
� ϕt(x) → x0 �
�
��

t→ +∞�

������� �	
�	 0�
������ � ���	��� �� ��
��1�� ������
�����{
x′ = y − xy2

y′ = −x3

�
� 	�� (0, 0) ���� ��
	� ���	���� 2
	�� � �

��� V : R2 → R ���� ���

V (x, y) = x4 + 2y2 ��� 3!

� 
�� �

��� �� %&��

�� ���� (0, 0)� 4��� �� 	����� V (0, 0) = 0 � V (x, y) > (0, 0)

���� (x, y) �= (0, 0) 	���� 	��-��

V̇ (x, y) = (4x3, 4y)(y − xy2,−x3) = 4x3y − 4x4y2 − 4x3y = −4x4y2 ≤ 0

���� (x, y) �= (0, 0) � ���� ,������ ����� ���
�	� �
� � ������ � ��	�����



�����������	 �	
���
 ������
� ��

������� �	

	 ������	
	 � 	�
���� x′′ + f(x) = 0 ���	 f : R→ R � 
�� �
���� �	

�����	 C1 ��� f(0) = 0 ��� �
	 ��
� x �= 0

xf(x) > 0,

�	 ���� �
	 f(x) �	� �	��
	 � �	��� ����� �
	 x� ���� ��

	�����	 � ������
 
��

��
�� −f(x) �
�� ��
���
�� �	 ����� 1 �
	 �	 �	����� �	� ��
���� � �������� xf(x) > 0

��

	�����	 � �
��
 �
	 � ��
�� ������ �	��
	 ��
� � �
��	�� � 	�
���� x′′+f(x) = 0

�	 	��
	�	 ���� {
x′ = y

y′ = −f(x)
�
	 ����
� � �
��	� ���� ����� �
������

����� ����
�
 �
	 � �
��	� � 
� ����� 	����	� 
����� �
���	� �	  !��
����

"��	����	��	 ����� ������	
�
 � �
����

V (x, y) =
1

2
y2 +

∫ x

0

f(s)ds,

�
	 ��

	����	 # ���� �� 	�	
��� ��������
1

2
y2 $�	�%
	&�	 �
	 � ��
���
�� �	� �����

m = 1' ��� � 	�	
��� ���	�����

∫ x

0

f(s)ds� "��	 �
	 V (0, 0) = 0 	 V (x, y) > 0 �	

(x, y) �= (0, 0) ���� xf(x) > 0� ���� �����(

V̇ (x, y) = (f(x), y)(y,−f(x) = 0

�	 ���	 �	��� �
	 V � 
�� �
���� �	  !��
��� ��
� (0, 0)�  ���( �	�� )	�
	�� (4.4)

� �
��	� � 	����	��

������
 �	�	 ��������� �	 
���
�����
�	 � �	�
 x′ = F (x) ��
 	��
��� ���	�	���
�

���	 F : U ⊂ R
d −→ R

d � �	 ��
��	 C1 ��� 
�	��� E ⊂ R
d 	 �	�
 x0 �� �����

�	 	���������� �	�
 �
���� V : E −→ R
d ��
 ������ �	 ��
��	 C1 ���
 ������
��


E ⊂ U �	 x0 �
� ��	  

!� V (x0) = 0 	 V̇ > 0 �
�
 x ∈ E − {x0}"

#� V ���
 �
���	� ��������� 	� ��
���	� ������
��
 �	 x0�

$����% �	��
� ������&	� � ����� �	 	��������� x0 � ����'�	��

(	������
���� ����
��	 *�+�

������� �	
�	 ������	
	 � ����	��{
x′ = 3x+ y3

y′ = −2y + x2



�� ��������	� 
 ���
�����
��

��� ��� � 	
���� (0, 0) 
	�	 �	��	 

���
	 � � �����	

V (x, y) = x2 − y2

�	�� ��� V (0, 0) = 0 � � 
��
	 ��� V �	�� ���	
�� �	�����	� �� �������
 ����������

�� (0, 0)�

���� ����	�

V̇ (x, y) = (2x,−2y)(3x+ y3,−2y + x2) = 6x2 + 4y2 + 2xy3 − 2x2y

� 
	�	
V̇ (x, y)

6x2 + 4y2
→ 1

�����	 (x, y)→ (0, 0)� 
	�
����	� ��� V̇ (x, y) > 0 ��
� (x, y) �= (0, 0) ���
����������

�
 !��	 �� 	
���� �� �	�	 ��� ���	 ��	
��� �
���� � 	
���� � ����"����

��������	
 ��
� #����������� ��	 �!����� ���	�	� ��
� �� ����
����
 ��� �����	

�� $%����	� ��
	�
����� &�� �
����
� ��������� 
	������ �� �������
 � �����	 V (x) =

c1(x1− x1)
2 + ...+ cd(xd− xd) 	��� �� 
	�������� ci ��	 �	������� � 	� ���	
�� xi ��	 ��


		
������� �	 ���	
 x0� �	��	 �� ������'
�	 �� ������	 x′ = f(x)� ('��
�� 	 �
 !��	

�!����	)

������
 ����� *��	� �������
 � 	
���� (0, 0, 0)� �	��	 �� ������'
�	 �	 ������� ��

�����+�� ⎧⎪⎨
⎪⎩

x′ = 2y(z − 1)

y′ = −x(z − 1)

z′ = −z
,� 	���
�	� ��
� � ���
�� -�
	'���� DF (x, y, z) ���� �	��
��	� 
	�
���
� ��� ���

��� ⎛
⎜⎝ 0 2z − 2 2y

1− z 0 −x
0 0 −1

⎞
⎟⎠

�� 	��� �	 �	��	 (x, y, z) = (0, 0, 0) ��
	��
��	�

DF (0, 0, 0) =

⎛
⎜⎝0 −2 0

1 0 0

0 0 −1

⎞
⎟⎠


�-	 �	���.��	 
�
�
��
����
	 p(λ) = λ3 + λ2 + 2λ+ 2 �	���� 
����� λ1 = −1� λ2 = i
√
2

� λ3 = −i
√
2�

������ 
	��	
�� � ('��
����	 �
���� ���	� �����
 	'��
 ��� �����	 �� $%����	�

�	 ���	

V (x, y, z) = c1x
2 + c2y

2 + c3z
2



�����������	 �	
���
 ������
� ��

��� ci > 0 ���� i = 1, 2, 3	 
��� 
�� V (0, 0, 0) = 0 � V (x, y, z) > 0 ���� ����

x �= (0, 0, 0)	


������ 
�� ∇V (x, y, z) = (2c1x, 2c2y, 2c2z) ����� 
��

∇V (x, y, z)F (x, y, z) = (2c1x, 2c2y, 2c2z)(2y(z − 1),−x(z − 1),−z)

�� ����� ���� ���������� �� �������������� �����������

∇V (x, y, z)F (x, y, z) = (2c2 − 4c1)xy + (4c1 − 2c2)xyz − 2c3z
3

� ������� c1 = 1, c2 = 2c1 = 2 � c3 = 1 ��������� ����� 
��

∇V (x, y, z)F (x, y, z) = −2z3 ≤ 0

���� V (x, y, z) = x2 + 2y2 + z3� �� ���� 
�� � ����� (0, 0, 0) � �� �
�������� �������

���� � ������� ����	



� ��������� 	
	��
���

����� �����	
� ������
������� �	�� ��������� ��������� ��� ����������� �� �����
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P1 = (1 + α)P0
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P2 = (1 + α)P1 ⇒ P2 = (1 + α)2P0

P3 = (1 + αP2)⇒ P3 = (1 + α)3P0

	

P4 = (1 + αP3)⇒ P4 = (1 + α)4P0
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Pn = (1 + αPn−1) = (1 + α)nP0 34�%5
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"� #�$���� ��# ����#% ��#�� � ��� �# �����# �# ����# ���� ���# � ��&�� � '��# (�#

���!�� �� ��������� ����� )�* +, ��������� ���� �!�#��! ����� �� '���'��! ���� �-+%

)�* +�� �.�# � ���� ���� ��!� � �!�#����� �% '��� #�!��� �# /� �!�# �� �!����� �# ����+-�

,�0# �# � ��#��##�� ��� �# �����#% &�� � 1  �
��� � ���
�!� � ������ ��� 2�#����%

�.�������� ��# �����# '�� �##� 3 ��##�&�� #� ���2���!��# � ���# �� � α �� �'�����

)���*% '�� ���� #�! ��������� �� #�$��� � �����

�����2� t = 0 �� ��� 2000 � �� �� P0 = 104342524 �� ���� '�� ��!� t = 5 ) ���

2005* � ��������� ��##�� � #�! P = 10865573% ��! #�
# � ����� �� )���* #�$�� '��

P5 = (1 + α)5P0

10865573 = (1 + α)5.10434252

�� ����% �#������ α% ����!!� '��

α =
5

√
10865573

10434252
− 1

�� #�5�%

α = 0, 008134

� '�� #�$����� '�� �� !� �# ���# �� 2000 � 2005 � ��������� �� �# ��� �!�#��� ��! �

�� 0, 8134% �� ����

,$�!�% #�
# � ����� )���* �� )���* 5�� ���� � ��� P0 = 10434252% �
 ��6#� �

�'����� �� ������ ��� 2�#���� ��!� � �!�
���� �� �# ����

Pn = 1, 008134n.10434252 )���*

��!���� �# � #�$���� ���� �/�!������ �� �#���� ��!� �# �����# ����/�# �!�� #��#

�7&���# #�
!� �# ���������(�# �� ��8 ���#� �!� �6#� �� ��� 0 ��� ���! ������� ��

!�����!���� ��!����� ��!� ���#�
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��� �� ������ ����� �����	��� ������ 
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� �����

�� ���� 
� 2006 � 2010 �� �	��� ���	�	�� � �������� �� ��
���� �����	��
�� ��� ��
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� ������� ��� !� ��
��
��
� 	��
��	�� �� ����� ���������	�� ���	�� �� ��"


�
� 
� ��#�
� � ��� �������	
� ��
�� ������ � ���	��
� � ��� 
�� �
��	
��� �
���$�	����

% �������
 ��� �� �
���� ���������� 
&�	
�� ������ �� �'
��
� 
� ���� ���������
(

��������� ) 	��������� 
�� �� �*���
� 
���� �'
��
� �� �
��	
�� �
���$�	���

+#�	*� ����� ���������
�� �� 
�
�� ���	�	� ����	��
�� 
� �	�� 
� �,+-,! ��� ��

�������	��� ���.��/�� �	� ������� ��� ! � �� ����� ���������	� ��� 
�
�� ����� ����
��"


�
�� ���� � 	���	�� ��	� ��0*	�� �� ���� 
� ���.���� 
� ����
���� � ���� 
��� �����


��	��	� �� ���� 
� ���� ���������
 !�

� +�� �������� 	�� ��� ! 
���
 ������
 ,��� ���������


1  221 32�145�2 32�6677� 2� 3

4  224 332�77�7 3323�676 2�51

7  227 333�327� 332�5461 2�� 

�  22� 33 6627� 333173�6 2�17

32  232 3355471� 33 6651� 2�75
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+�0� �� ������ ����	����� � �����	�� � � �������	����� 
� ��#�
�� 
	����� ��� ��

�
���� � �
����#	
	
�
� 
�� 
�
�� ���.���
��� +
����� �����/�� � ����� 
������
��9

3� :� 
�
�� ���.���
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� ��
�
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� �� �
����� #�� ; ���
	
�
�<

 � : ��� �� �����#� ������ �� ���� ���������
<

5� =���	��� � ��#�
� ����
� �� 
�
�� ���� �� ���� 
� 2011� 2012 � 2013� �� �������


��� ���#)� �� ���.��/�� 
� 2015� 2020 � 2030� ������ ������ � ���� �� �����

���	�'��
<

,������ ���� �����	�� ��
� ��������
� ��� �� �
���� � ���� 
� ��� � >?@, ����	
���
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� ����#	
	
�
� 
	����	
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�� ��������� 
	
'�	���� ,��	��
�"�� � ������ ��

����#	
	
�
� 
� ��
�
� ��
����	��� ��� �� ����	���� �����/��9

3� �� � ��*� 
� �������	���
	
�
� α ��
��
�
� ��� �����	��� � ��� �������� ��� �

����
���� P ����	������� 
� ����
���� 	�	�	�
 P0<

������� �� ��	
� �����
�

���������� 
 �������
�������� ��
 �
�����
�	
 ��� ���� ���	
� 

 �
��

������



�� ��������� �	�
�	���

�� �� � ��	� 
� ��
�
���
����
�
� α �������
� �
� �
������� 
 ��� ��
����� �
� �

�
������
 P ������������ 
� �
������
 ������� P0�

������� � ���� �������

 ��� �
������� �����
� ���� �������� 
 �
��
�������



� ������
  !�"# �� ��
� �� 

� ���
�  α > 0 
� α < 0# � 
������ �
� ���� �

����$���
�
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� �
������
 Pn� %��� � ���� ��� ���� & ��� 
�� ���������� ��'����� �
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�	�
������� 
� Pn  �
 ���
 α > 0# ��� ��
 �� ������� �� ��������

��	
�	��
* %������ �
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� �������	
� 	� ����
�� ������

�� �������� V �	� 
��
� � ������� �� ������ ����	
�� ����� �� ����� K �����

�
��������� K = R ou C� �� �� ���� ��������� ���� �	� �������� �� 
�������

���

���� ����
��� �� ��������� �� ���� � �����	��
���� 	�
 ��
���
 �� ���� ��� ��

����
���� �����
������ ����� ���
���
��� ���� ���
����� u, v, w ∈ V � α, β ∈ K 

!" �#������

��u+ v = v + u$

%" �&����
��

� �� '����(u+ v) + w = u+ (v + w)$

(" �)������� *������ )+
��� �� 
����, ������� �� ����
 ����, ��� ��� 0 + v = v$

-" �'
����
��� .��� ���� 
���� v ∈ V �+
��� −v ∈ V ��� ��� v + (−v) = 0$

/" �&����
��

� �� 0���
��
���	� ��� )�������(αβ)v = α(βv)$

1" �)������� 2����
�����1v = v$

3" �4
���
���

� 2� α(u+ v) = αu+ αv$

5" �4
���
���

� 22� (α + β)v = αv + βv"

�
����� ���� 6� ��������� Md, R
d, Cd, F(R) � F(C) ��� ����
��� ��������� �� ���

��� d, ��� d−uplas �� �7����� ���
�, ��� d−uplas �� �7����� ������+��, ��� �������

����8���� ��� ���8�
� ���� � ��� ������� ����8���� ��� ���8�
� ������+� �������
�


������ �	� ������� 
����
�
� ����� R ����������
� ���� ���� � ����
� �����
��

��

����� ��������"

�� 
���� v ∈ V � ��� ����
����� �
���	 ��� 
������ v1, v2, ..., vn ∈ V �� �+
��
�

��� ��������� ��
� ���

v = α1v1 + α2v2 + ...+ αnvn =
n∑

i=1

αivi.

�� �������� B ⊂ V � ������� �� �������� ��	���	 �� V �� ���� �������� v ��

������ V �� �����
� ���� ��� ����
���	� �
���� �� �� �7���� ��
�� �� ��������� ��

B"
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�� ��������	� �� 
����
� �����


������� ��	 
���
�
���	 ��	�� ��
�� � �	����	 ����
���	 ��� 	���� ���������� ���


���	� �� 	���� �	����	 ����
���	 ��� ������� �� �������� ����� �� ��
���
�	�

�� ��
�� �� �	���� ����
��� ��		�� ��
��	 ��������	 ��
���
�	 � � ����
����� ��
�

�	 ������� �	 ��� ������
���	 �� �������� ��
���
 ��� � ����
 �!��
� �� ��������	

��		"���	� # 	�����$� ����� � ��� �
�	�� �� �������� ��
���
 ���� ���� �������� ��

V 	� �	�
��� �� ���� ����� ���� ���%����$� �����
 ��	 ��������	 ��	�� ��������

��
���
� &�
 �
�	 ��		� ��������� ��	����� �	�� � ����
����� �������� �� ��������

�����
����� �������������

�����	
� ��
� ���� V �� ����	
 ���

��� � B �� ����
�����
 �� V �

�� � �
�����
 B = {v1, v2, ..., vd} � �����
����� ������������ �� �������
 �
������

	�
 �����


α1v1 + α2v2 + ...+ αnvn = 0

�
� α1 ∈ K �������
 α1 = α2 = αn = 0�

�� � �
�����
 B � �����
����� ���������� �� ��
 �

 �����
����� �������������

������� ���� ' �������� B = {(0, 0, 1), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} � �����
����� �����������

����� �� R
3( �� ����� ������� )*+ ����	

(α1, 0, 0) + (0, α, 0) + (0, 0, α3) = (0, 0, 0)

� ��� ������� α1 = α2 = α3 = 0�

�������	
� ��
� # ��
�����$� �� ��������,���� �����
 ���
� d ����
�	 �� R
d ���� 	�


����� ��
���	 �� ��
�����$� �� ����
 �� ����
������� ����	 ������	 	���� �	 ���
������	

��	��	 d ����
�	 �� 	������� ����-

����� d ����
�	 v1 = (a1, a2, ..., ad)� v2 = (b1, b2, ..., bd)�����(z1, z2, ..., zd) �� R
d� '

�������� B = {v1, v2, ..., vd} � �����
����� ������������ 	� � 	������ 	�

det

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
a1 b1 · · · z1

a2 b2 · · · z2

. . . . . .
� � �

���

ad bd · · · zd

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ �= 0

�����	
� ���� ���� V �� ����	
 ���

���� �� �
�����
 B ∈ V � ��� ���� �
 ����	


V ��

�� B � �� �
�����
 ��
��

 �� V �

�� B � �� �
�����
 �����
����� �������������

������� ���� ' �������� B = {(0, 0, 1), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} � ��� %�	� �� R
3� .��	

��
�������� �������
 d−upla �� 
���	 ��� ���
��� 1 �� d��	��� ��	��$� � 0 ��	 �����	

� ��� %�	� �� �	���� R
d� �	�� %�	� ��
������� � �/����� �� ���� �������� �� R

d

� 	��	 ��������	 	$� ��	������	 ��
 ������� ����������



��

���������	 � 	�
��� 
�� ���� ��	� B �� �� �	���� �������� ��		�� � ��	�� 
����

������ �� ��������	� �����	�����	 �� ���� �������

���� ���� ���� V �� ����	
 ���

��� � ������ ��� {v1, v2, ..., vm} ���� �� �
�����


��
��

 �� V � ����
 �
�
 �
�����
 �����
����� ������������ �� ���

�� �� V �
����

�
 �����
 m �������
��

�	
�
�
��
 ���� ���� ����� ��������
 B � B′ �� �� ����	
 ���

��� V �
����� 


����
 ����

 �� �������
��

���
���
�	�
� ������� 
�� �	 ��	�	 B � B′ ��		��� ��	������������ m � m′ �������

��	�

���� B 
��� V � B′ � ����������� ������������ � ! 
�� ��� ���"��	� �	 ���	 ����

 ����	 	#� ��	�	 �� �	���� V $% 	�
�� �� &��� �'�($ 
�� � �)���� �� ��������	 �� B′
� ����� �� �
��� �� �)���� �� ��������	 �� B% �� 	� �%

m′ ≤ m

'����
������% B′ ������ 
��� V � B � ����������� ������������ ���������� ���

	���� ��	�	$% �� ���� 
�� � �)���� �� ��������	 �� B � ����� �� �
��� �� �)����

�� ��������	 �� B′�
m ≤ m′

*�	 ���	 ��	�
�������	 �����% 	�
�� � ��	�������

'� �)���� �� ��������	 �� ��� ��	� B �� �� �	���� V �!�	� � ���� �� �
�����


�� V � ��������������� dimV �

������
 ���� +	 �	����	 R
d% Cd � Md 	���� �	 �����	 R,C,R ��		��� ��	��������

����� �����	,�	 d% d � 2d�

-� ��� ���� W ⊂ V �� �� �	���� �������� V � ������� �� ��������
 ���
	
��

�� V 	� ��� � ��	����#� ��	 ������,�	 �� V � ��� ��"���� �� �	���� ��������� ' ������

	��#� � 	�
��� �	�������� ������,�	 ����		!���	 � 	�.������	 ���� 
�� �� 	����� ����

W 
���
��� �� V 	� � �� 	���	���� �������� �� V �

�	
�
�
��
 ���� ���� W �� ����
�����
 �� �� ����	
 ���

��� V �������
� ����


W � �������	
 ���

��� �� V �� � �
����� �� �������� �� ��������� �

�
������� 

!� 0 ∈ W "

#� v1, v2 ∈ W ⇒ v1 + v2 ∈ W ∀v1, v2 ∈ W "

$� λv ∈ W ∀λ ∈ R, v ∈ W �



��� ��������	� �� 
����
� �����


������� �	
	 � �����	
�	��

X = {(x, 0), ∀x ∈ R}

� �
 ��������� �������� �� R
2� �� �����

�� (0, 0) ∈ X�

�� v1 = (x1, 0), v2 = (x2, 0) ∈ x⇒ v1 + v2 = (x1 + x2, 0) ∈ X ∀v1, v2 ∈ x�

�� λ.(x, 0) = (λx, 0) ∈ X� ∀λ ∈ R, v ∈ X�

��� �����	�
����
� � ����� �� �����	

��
 �	������� ���������� �
 �� ���� !�	��� � ������ ��� ��	�"�� �	��� �������

���������� �#�
���� �� ��
������
���� ����
���� $��
��
�	��%

�������� �	�	 ����� U � V �����	� 
��	�
�
� �	��� R� ��� �����	 T : U → V �

��� ������	�����	 �
���� ���

�� T (u1 + u2) = T (u1) + T (u2) ∀u1, u2 ∈ U �

�� T (λu) = λT (u) ∀λ ∈ K� u ∈ U �

������� &�� ���� ���	����
��'� ��	��� ���� � ���
�	�� 	����� �� ������ U 	�

���
�	�� 	����� �� ������ V � �� �����

0V + T (0U) = T (0U) = T (0U + 0U) = T (0U) + T (0U)

� ���� ��� �� ��	����
�	��� T (0U) = 0V

(��� U = V � ���	����
��'� T ���) �#�
��� �� ����
��� ����
��*� �����	��

����� ��+	����� ������	 ���
�� 	���� ������ �
 ��� ���������� ��	������ &�� ����
��,

	#�
 ����� �
�����	�� 	� ������ ��� �&���"�� ������	������

�������� �	�	 ���� T �� 	�����	� �
���� �	��� 	 �����	 
��	�
�� V � ����	�

�� � ������ �� � � 	 �	�����	

NucT = {v ∈ V |T (v) = 0}.

��  	
���
 �� � � 	 �	�����	

ImT = {v ∈ V |∃u ∈ V : T (u) = v}.

�� ��	
�	��� NucT � ImT �'� ���������� ��������� �� ������ V � - ��
�	�����'�

����� ���� � ��
����� �����	�� &�� �� ����.&��
 �� ��	���"�� �� /�������'� 0-��1�

-� ��
�	�"�� ������ ���������� �� �������	�
 ��
 � ��
�	�'� �� ������ V ��	���
�

�	������ 	� ��������'� � �� ����



�����������	
� � ��
�� �� ��
��� ���

���������� 	
�
 ����� T �� ���	�
�	 ��
��	 ���	� � ������ ����	��� V � �
���

dimV = dimNucT + dimImT .

�
����� 	
�
 ������	
	 � ��	
���
 
��	�


T : (x, y) = (x− y, x+ y).

����� �	�	
����
 NucT 	 ImT 	 �� 
	��	������ ���	���	� �	��	� ���	�������

NucT = {u = (x, y) ∈ R
2 : T (x, y) = (x− y, x+ y) = 0},

�	 ���	 	�����
���� � ����	��

{
x− y = 0

x+ y = 0

���� ��
���� � ��	��� � �	��
 (0, 0)� ������ NucT = {(0, 0)} 	

dimNucT = 0.

����� ��
 �	������ �	 ����	� �	 �� ��	
���
 
��	�
� �	��	 ��	

ImT = {(a, b) ∈ R
2 : ∃u = (x, y) ∈ R

2 → T (x, y) = (a, b)}

�	 ���	 	�����
���� � ����	�� {
x− y = a

x+ y = b

���� ��
���� � (x, y) =

(
a+ b

2
,
b− a

2

)
�  ��	
����� ��	

(
a+ b

2
,
b− a

2

)
=

1

2
a(1,−1) + 1

2
b(1, 1)

	�����
����

dimImT = 2.

!��	 � ��
����	 �� �
�������� "��#$�

 ��	 ��
�� � 	��
���
� ��� ��	
���
	� 
��	�
	� ��� ����
	� � � %��� �	 ��	� �	 %�


���&	���� � ���� �� ��	
���
 ���
	 � ���	 �� 	����� V 	���� �	 ���&	�	 � ���� ��

��	
���
 ���
	 ���� � 	����� V �

'	 %���� ������ ��	 V = R
d 	 ������	
	 B = {v1, v2, ..., vd} ��� ���	 �	 V � (�����

���� �� �	��
 w ∈ R
d 	)���	� 	���
�
	� 
	��� α1, α2, ..., αd ���� ��	

w = α1v1 + α2v2 + ...+ αdvd.

��
������ ���
� � ��	
���
 T "�	����� 	� R
d$ �� �	��
 w ���	��� 	��
	�	
 ��

	������ �����

T (w) = α1T (v1) + α2T (v2) + ...+ αdT (vd).



��� ��������	� �� 
����
� �����


���� B = {v1, v2, ..., vd} �	� 
��� �
 �����
 V � ���
 
 
�����
� ������ T : V → V �

�����	
� ������� �� T 	
� �����

 � ���� B � �������	
� T[B] �
	
 � 	����� �����

�
����� ��
 �
�	���� ���
� ��������� α1j, α2j, ....αdj ��� �������	 �����
 �������	
�

� �	���	 �
 ���
� vj ∈ B �
	
 �
	
�����
 ������ �
� ���	���
� �� B�

������
 ����  
������� 
 
�����
� ������ T : R3 → R
3 ������
 �
�

T (x, y, z) = (2x+ y − z, y − z, x+ 7z)

� ���� B � 
��� ���!���� �� R3� "���
� �
	


T (1, 0, 0) = (2, 0, 1)

T (0, 1, 0) = (1, 1, 0)

T (0, 0, 1) = (−1,−1, 7)
� 	����� T[B] �
 
�����
� T # ⎛

⎜⎝2 1 −1
0 1 −1
1 0 7

⎞
⎟⎠ .

 
������� ��
�� ���� 
����� B1 � B2 �
 �����
 ���
���� V � $���	
� � ������� �	�

�
�������
 ��� ���	��� ������
��� �� �

�������� �� �	 ���
� v �	 ������
 % 
��� B1

�
	 �� �

�������� �
 	��	
 ���
� v �	 ������
 % 
��� B2�

 
������� B1 = {v1, v2, ..., vd} � B2 = {w1, w2, ..., wd} 
���� �� V � ����
 v ∈ V �	

���
� ��������� ���� ���& ������
 �
	
 �
	
�����
 ������ �
� ���
��� �� B1 � �� B2'

v = α1v1 + α2v2 + ...+ αdvd ()��*

�

v = β1w1 + β2w2 + ...+ βdwd ()��*

+
� 
���
 ���
� 
� ���
��� �� 
��� B1 �
��	 ��� ������
� �	 ������
 % 
��� B2� ���


#�

v1 = a11w1 + a21w2 + ...+ ad1wd; ()�,*

v2 = a12w1 + a22w2 + ...+ ad2wd; ()�-*

���

vd = a1dw1 + a2dw2 + ...+ addw3; ()�.*

��
��������
 ()�,*�()�-* � ()�.* �	 ()��*� ��	
�'

v = α1(a11w1 + a21w2 + ...+ ad1wd) + α2(a12w1 + a22w2 + ...+ ad2wd)+

...+ αd(a1dw1 + a2dw2 + ...+ addw3)



�����������	
� � ��
�� �� ��
��� ���

� ����	
���

v = (a11α1 + a12α2 + a1dαd)w1 + (a21α1 + a22α2 + ...+ a2dαd)w2+

...+ (ad1α1 + ad2α2 + ...+ addαd)wd

� ��
�	�	
�� ���� ��
 ����� ����� ���

β1 = a11α1 + a12α2 + ...+ a1dαd;

β2 = a21α1 + a22α2 + ...+ a2dαd;

���

βd = ad1α1 + ad2α2 + ...+ addαd

��� 
	 ���
	 
	�����	��

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
β1

β2

���

βd

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
a11 a12 ... a1d

a21 a22 ... a2d
���

���
� � �

���

ad1 ad2 ... add

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
α1

α2

���

αd

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,

��� 
	�� ��
����
�
�� �� ������� ��
�

[v]B2 = [T ]B1
B2
[v]B1

��
�� 	 
	���� ⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
a11 a12 ... a1d

a21 a22 ... a2d

· · · · · · � � � · · ·
ad1 ad2 ... add

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

��	
	�	 �� ������ �	 �
����� �	 
��	 �� B1 �	�	 B2�

�
�	������ ���� ����	� �� ��� �������� ��
������ �	��� �����
�	� �	�	 �
 
��
�

���	 � V � 	 
� !� �� 
	���� �� �
 ����	��� T : V → V ���" ��
 ��#
��	� $� �	���

�	�	� T[B] � T[A]� ��	� �������
�	 %�� 
	�����	�� �����
�	� �� ����	��� V � �&���� �
	

'
��	 
	���� P ∈Md �
�������� �	� ���

T[B] = PT[A]P
−1.

� 
	���� P �	 (�����	 !� ����� ) ��	
	�	 �� 
	���� �� 
��	
 	 �	 �	�� A �	�	

	 �	�� B� �� 
	������ T[B] � T[A] �!� ��	
	�	� �� 
	������ ��
���	
����

�	������ ���� ���� T : V → V �� ���	�
�	 ��
��	� �
��� 
��
�����

�� �� ��������� 
� T � �� �����
�� 
� λ ∈ C ��� ��� ������ �� ����	 v ∈ V 
��


��� ��� T (v) = λv�



��� ��������	� �� 
����
� �����


�� ���� λ �� ��	
���

 �
 
��
��

 T � ��	�
 	
�
 ��	

 ��
 ���
 v ∈ V 	�� ���

T (v) = λv � ������
 �� ��������� �� T �		�
���� � λ� ���
	��
� �



AutT (λ) 
 ��������
 �� V ��
��
 �

 	
�
� 
� ��	
��	

�� ���
����
� � λ�

�� � 
��
��

 T � �����
�������� �� ����	� ��� ���� B �� V  

���� �

 ��	
��!

	

�� �� T �

�����	
�
 T[B] � �

�
�
������ ��������� 	� �

��	�� T 
� �
����� � ���
 B� ������

�
 λ � ��������� 	
 T � �
��
 ��


T[B]v = λv,

��	
 v � �� �����
��� �������	�� �
��� 
������� 	
	������ ��


T[B]v − λv = 0,

�� ���	�

(T[B] − λIdd)v = 0


 
���� 
��
 ����
�� �
� ������� ��� ����  !" ��
 
�	
 	
#����� v �= 0$ �
 
 ���
��


�


det(T[B] − λIdd) = 0,

��	
 Idd � � ������ �	
���	�	
 
� Md�

%�������� �
��� � �
�����
 �
�����	�&

���� ���� ���� T : V → V �� 
��
��

 �����
 	�� ��� ��� 
��
����	���
 �� ���

���� B �������
 ���� T[B]� �� ��	
���

�� λ �� T ��
 �� 
�"#�� �
 �
���$��


pT (λ) = det(T[B] − λIdd) = 0  '�($

%
 �
���$��
  '�($ �&!�� 
 �
�� �� ����
���� 
���
����	��
� �
 
��
��

 T �

) 
����*��� pT (λ) ��	


�	
 	� 
����+� 	� ���
 B 	� 
�
��� V � �
 ,���� �
!�� B

 B′ 	��� ���
� 	
 V - 

�� ���
������  '�.$ 
/���
 P ∈ Md ��� ��
 T[B] = PT[B′]P−1 



��������

det(T[B] − λIdd) = det(PT[B′]P−1 − λPIddP
−1) =

detP (T[B′] − λIdd)P
−1 = detP.det(T[B′] − λIdd).detP

−1 =

det(T[B′] − λIdd).

���� ���� %�	
��	

�� v1, v2, ..., vd ���
����
� � ��	
���

�� ���	��	
� ��
 �����
���	�

����������	���

���
��	
���
� %�� 	
#������ ��	� �����
��� � ��� ���� 
 
������� � �
�����	� 	� �
��

� ������� 
��� �

��� �� �����
���� %�� ������
�������� ����� 
����� ��
 	��� �� ����

�����
���
� ���
���
��
 	


�	
��
� �0� 

�� �
��� �� ��������� ������



�����������	
� � ��
�� �� ��
��� ���

�����	��
 ��
�� v1, v2 ∈ R
d ����������� ��	�����	�� ����	��	��� �� A ∈ Md ���

����������� ���������� λ1, λ2 ������������	��� �����
 ������ a ∈ R ��� ��� a �= 0 �

v2 = av1 � �	���

λ2v2 = Av2 = aAv1 = aλ1v1 = λ1av1 = λ1v2,

�� ��
�
 (λ2 − λ1)v2 = 0 ∈ R
d � ���� v2 � 	�� 	��� ����� ��� λ1 = λ2 � � ��������

���� ������� ���� ���� ��������

��� �	�����
 ����� ����� ��� � ��������� ��
� ���������� ���� k − 1 �����������


��� 1 < k − 1 < d ������  �	������ v1, v2, ..., vk ∈ R
d ����������� ��	�����	��

����	��	��� �� A ��� ����������� λ1, λ2, ..., λk ������������	���

!� v1, v2, ..., vk−1 ��� ��	�����	�� ����	��	��� �	��� ������� ���� ����������� ������


��� "��#���� �� �	����� � 	�� "� 	��� � ����	������ $���� �����	�� ����� ���

v1, v2, ..., vk−1 ��
� ��	�����	�� �	����	��	���
 �� �	�� ������� ��� vk � ��� ���%�	����

��	��� 	�� 	��� ����� � �����	��


vk = α1v1 + α2v2 + ...+ αk−1vk−1

���� ����� αi �= 0� ��� ����� ����
 ����������	�� ���� ������� ��� λk �%�����

λkvk = λkα1v1 + λkα2v2 + ...+ λkαk−1vk−1

� ������	�� A ����� ���

λkvk = Avk = α1Av1 + α2Av2 + ...+ αk−1Avk−1.

!�%����	�� �� ���� &������ ���������� ����� � ����� � ������	�	�� �� ��������

�������

0 = α1(λk − λ1)v1 + α2(λk − λ2)v2 + ...+ α1(λk − λk−1)vk−1.

 ��� ������� ����	�� ��� v1, v2, ..., vk−1 ��� ��	�����	�� �	����	��	��� �������

��� αi(λk − λi) = 0 ���� ���� 1 ≤ i ≤ k − 1 � ���� ����� αi �= 0 ������� ��� λk = λi

���� ����� 1 ≤ i ≤ k − 1
 � ��� ��	���� � ����	��������

�������� 	
�
 ���� λ �� ����	�
�� �� �
������ T : V → V �

�� � ��
��

������� �
������� �� λ � � ��
��

������� �� λ �������� ���� �� 
�
������

�������������� pT (λ)�

�� � ��
��

������� ���������� �� λ � � �������� �� �����
��� �� V ������ 
�
��

����	������ ���������� � λ�

' ��������� � ������ � %����	�� 	������� (��� �����) A �	��� ��� ����	*��� �����+

���,�����-

���
��� 	
�
  !�"
�"#$���
���% &� �
������ 
����� T : V → V � �� ���� �� ���


�
������ ��������������' ���� �

pT (T ) = 0.



��� ��������	� �� 
����
� �����


������� �	
	 �����	
�
 � ��
�
	�� T : R3 → R
3 ���
 �
���� 
� �
�
��� 
 ��
 �
��


�
�
 �

A =

⎛
⎜⎝ 3 −1 1

−1 5 −1
1 −1 3

⎞
⎟⎠

�
� ��������� �
�
��
������� � 	
	� ���

pT (λ) = det

⎛
⎜⎝3− λ −1 1

−1 5− λ −1
1 −1 3− λ

⎞
⎟⎠

��
 
��� � 	
�
�������
��� 	� 	
�
����
��
 
 �
	���� 	
 �
���� �
 
���
�
 ����

pT (λ) = λ3 − 11λ2 + 36λ− 36

���
� �
��
� ���

λ1 = 2,

λ2 = 3,

λ3 = 6.

�� 
����
���
� 
�����
	�� 
 λi� ��� i = 1, 2, 3 ��� 	
	�� �
��� �
���
� vi ����� 
�

	�� ����
�
�

(A− λiIdd)vi = 0 i = 1, 2, 3,

�� �
�
�

v1 =

⎛
⎜⎝ 1

0

−1

⎞
⎟⎠ ,

v2 =

⎛
⎜⎝1

1

1

⎞
⎟⎠ ,

v3 =

⎛
⎜⎝ 1

−2
1

⎞
⎟⎠ .

���
��
 ��
 P = {v1, v2, v3} � ��
 �
�
 	
 R
3� 	
 ��	� ��
 � ��
�
	�� T �

	�
!��
���"�
� �
�	� 
 �
����

P =

⎛
⎜⎝ 1 1 1

0 1 −2
−1 1 1

⎞
⎟⎠



�����������	
� � ��
�� �� ��
��� ���

���� �	
��
� �

P−1 =

⎛
⎜⎝

1
2

0 1
2

1
3

1
3

1
3

1
6
−1

3
1
6

⎞
⎟⎠

� ������ �� ����	�� �� ��
� ���� � ��
� P 	� ���� � �������� T ������ � �����

�����	���

�
 ����	�
 �� P 
�� �������
 ����
 ����
�����
 �� �������� T � �����	��� ��

������ ��� � ��
��
����  ��!" ������
 �������	�� � ����� �����	�� D �� ��������

T � ������ �� �������

D = PAP−1

�� 
��� ⎛
⎜⎝2 0 0

0 3 0

0 0 6

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝ 1 1 1

0 1 −2
−1 1 1

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝ 3 −1 1

−1 5 −1
1 −1 3

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝

1
2

0 1
2

1
3

1
3

1
3

1
6
−1

3
1
6

⎞
⎟⎠

#�� ���� �������� T � �����	����$
��� ��� 
�� ��� 	�� 
����� � ��

%
�� �����&

��	�� ��� ��
� B ������� ��� ����
�����
 �� T � #�
��
 ��
�
 ��	����� � ��

%
��

�	��	���� ��� ����� �� �
���
�� � ������ A �� �������� T �� ���� ��� �� ��	�� ��

�����	�� �������� �������
 ��������
� ��	���
 � ���
 
�����
 ��� A� '����&
� ��

����� �� �����	 �� �������� T �


��	�
�� ���� ���� λ �� ����	�
�� �� �
������ T � ������

�� � ����� �� ����	
 ��	� �� ����	�
�� λ � ������� 
 �

Jλ
 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ 0 0 . . . 0 0

1 λ 0 . . . 0 0

0 1 λ . . . 0 0
���

���
���

���
���

���

0 0 0 . . . 1 λ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

�� � ����� �� ����	
 ������
� �� ����	�
�� λ = a+ ib� b �= 0 � ������� �
 �

Ja,b(�
) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Ja,b 0 0 . . . 0 0

Id2 Ja,b . . . 0 0

0 Id2 Ja,b . . . 0 0
���

���
���

���
���

���

0 0 0 . . . Id2 Ja,b

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

���� 0 � Id2 ������� ���
����	������ � ������ ��
� � � ������ ���������� �� M2

� Ja,b =

(
a b

−b a

)
�



��� ��������	� �� 
����
� �����


� �����	
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� �
��

J = diag(J1, J2, ..., Jr) ∈Md

���
 ���� Ji � �� ����� �
 ������ �
�� �� �����
��� � ����
� J � ��
��� � �
��� ��

���
� ��� ������ �� �
�������

����� �� 

���
����� �� A ������
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��� ��� ������� 	
� �
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� � ��	��� �� ������

�
��
 ����� � ��	��� �� 

���
����� ��������� �� A 
� �� 	!��	� d� �
�� �	 �
� A  
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���
��"!���#

$ ������
%�� �
� ����&���� ���	
� �� ����
� �� 
	 ����
���  �
��
��� ��	���'�

�
�
 ��	 
 ��%�� �� 
���
���� ��
����# � �����	
 ($#�) ���
������ �
� pT (T ) = 0*

����
��� ���� ���� ��� ��� � �����+	�� �� 	���� ��

 �
� 
�
�
 T #

���
���� ����  ���
�	�
� �
�
��� �� ��
����� T : V → V � � ���
�	�
� �	�
��

�
 �
��� ���� !�
 �����
 �� �
���� ��"�
� �� ���
�	�
� ������
�"��
�� �
 T � ��� !�


mT (T ) = 0

$ ��'��%�� 
��	
 �
�
��� �
� � �����+	�� 	���	
�  
	 ������� �� �����+	��

�
�
����������# ,�-
 � ���	���.

����
�� ���� /�������� � ����
��� ����
� T : R4 → R
4 �
� �
�

T (x1, x2, x3, x4) = (8x1 − x2, 4x1 + 12x2, 9x3 + 2x4, 2x3 + 6x4),

�
-
 	
���" �	 ���
%�� 0 �
�� �
�+���
  ⎛
⎜⎜⎜⎝
8 −1 0 0

4 12 0 0

0 0 9 2

0 0 2 6

⎞
⎟⎟⎟⎠

� �
-� �����+	�� �
�
����&�����  

pT (λ) = (λ− 10)3(λ− 5). ($#1)

$� ����������
��� �
�
 � �����+	�� 	���	
� mT (λ) ���

mT (λ) = (λ− 10)(λ− 5),

mT (λ) = (λ− 10)2(λ− 5), ($#�)

�


mT (λ) = (λ− 10)3(λ− 5).
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��� 
��� ��	 ������	
�
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 ������ ��
 ����
�
� �� ����� �
 ������ �
 T �

�� 
�
���� ������ � ��������� ������� 
����
����  �� mT (λ) = (λ− 10)2(λ− 5)�

�
 ���� ��
 � ����� �
 ������ �
�

 ��
����� 

�! �� ����� �
 ������ J2(10) 
 ��

����� �
 ������ J1(5)� "��
��
�� �
�

 ���� 

���

J =

⎛
⎜⎜⎜⎝
10 0 0 0

1 10 0 0

0 0 10 0

0 0 0 5

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

��� �����	�
��
 �	 ������	�

#
$� Md � 
���%� ��� ��
��&
� ��������� �
 ���
� d� �
 ���
��'� dim(Md) = d2�

"��� � ��
 �
(�
� �
$� ||.|| � ����� ����
 Md �
)���� ���

||A|| = sup
||v||≤1

||A(v)||.

*���� A,B ∈Md� �
(�
 ��
+

||AB|| = sup
||v||≤1

||A(B(v))|| = sup

∣∣∣∣
∣∣∣∣A
(

B(v)

||B(v)||
)∣∣∣∣
∣∣∣∣ .||B(v)||

�� �
$��

||AB|| ≤ sup
||v||≤1

∣∣∣∣
∣∣∣∣A
(

B(v)

||B(v)||
)∣∣∣∣
∣∣∣∣ . sup||v||≤1

||B(v)||

�
 ���


||AB|| ≤ ||A||.||B|| ,-��.

- �
��(������
 ,-��. 
� ���
������ ��(��)�� ��


∣∣∣∣
∣∣∣∣An

n!

∣∣∣∣
∣∣∣∣ ≤ αn

n!
��� α = ||A|| 
 ���


�� ���
��� ���
��� � �
���
��� � �
(���+

���� ���� � �����

∞∑
n=0

An

n!
� ���	
���
���� �	��������� ���� �	�	 A ∈Md�

��
	�������	� /��
� ��
�� ��
 � 

��� (
��� �

∞∑
n=0

An

n!
0 �������� 
� ����� �
��
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∞∑
n=0

αn

n!
��
 ���	
�(
 ���� � 
����
����� �
�� en1 ���
��
�� �
��

���
0��� �
 �������%'��� � �0��

∞∑
n=0

An

n!
0 ���	
�(
�

�

�������� ��	
∑

an 	
∑

bn 
	��� 

��	
 �	 �	���
 ��
�����
� �	 	��
�	� c > 0 	 n0 ∈ N ���
 ��	

an ≤ c.bn ���� ���� n > n0 	���� � ����	������� �	
∑

bn ������� � �	
∑

an 	������� � ���	�������

�	
∑

an ������� � �	
∑

bn�
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����� �	
�	������� 
�� ��	������ � � ��	��

∞∑
n=0

An

n!
� ������� �� ����������	 
�

���
�� A � ���
���� �
	 eA� �
 ���� � �����	 ����
 �������� ������� ������

���� ���� � ����� eA =
∞∑
n=0

An

n!
����	� 
� ���	��
�� ��������
����

�� ||eA|| ≤ e||A||� ���� �������� 	�
��� A ∈Md


�
 ���� � 	�
��� P �����
���� �	 Md ��	 ������� P−1 � �������� 	�
��� A ∈ Md

��
�� ePAP−1
= PeAP−1


�
 eAA = AeA� ���� �������� 	�
��� A ∈Md


�
 �� A,B ∈Md ��	�
�	� ��
� �� �� AB = BA� ��
�� eA+B = eB+A


�
 ����� 0 ∈ Md � 	�
��� ���� �� ����	 d� 
�	�� e0 = Id� ���� Id � � 	�
���

����
����� �� Md


�
 � ��������� t ∈ R �→ etA � ����� ��� �	 ������� � t �!

d

dt
etA = Aeta,

�� ��"�� γ(t) = etA � ������� �� ������� ��#�������� X ′ = AX $X ∈Md%


��	���
�����
 ��������	����� 	
��	� 	� 	���	�
�� 2� 3 � 6� (2) ��� ���������

ePAP−1

=
∞∑
n=0

APAP−1

n!
= Id+PAP−1+

(PAP−1)2

2
+

(PAP−1)3

3!
+ ...+

(PAP−1)n

n!
+ ...

� ���	��� ���

(PAP−1)2 = PAP−1PAP−1 = PA2P−1,

(PAP−1)3 = PAP−1PAP−1PAP−1 = PA2P−1 = PA3P−1,

���

(PAP−1)n = PAP−1PAP−1 = PAnP−1,

�����

ePAP−1

= Id+ PAP−1 +
(PA2P−1)

2
+

(PA3P−1)
3!

+ ...+
(PAnP−1)

n!
+ ...

�� ����� �����	��� �� ��������	 � �������	 	 �	���� P � � ������	 	 �	���� P−1 �����

���

ePAP−1

= P

(
Id+ A+

A2

2
+ ....

An

n!
+ ...

)
P−1

�� ���	�

ePAP−1

= PeAP−1.



���������	
 �� �	
����� ���

���� ������ � ���	�
�� (3)� 
���� ����� ���

eAA = A+ A2 +
A3

2
+

A4

3!
+ ...+

An+1

n!
+ ...,

�� ����� ��������� A �	 ��������� �� ���� �������� �� ����	� ��������� ����� ���

eAA = A

(
Id+ A+

A2

2
+

A3

3!
+ ...+

An

n!
+ ...

)
= AeA.

�����	����� ���� � ��	������
�� �� ���	�
�� (6) �
�����	�� ��� � ������ � �����

��
�� ���	� � ���	�� ����
∞∑
n=0

An

n!
���� ����  �	� B.4 � �
������	���� �����������!�

� ��������

d

dt
etA =

d

dt

(
Id+ tA+

t2A2

2
+

t3A3

3!
+ ...+

tnAn

n!
+ ...

)
= A+tA2+

t2A3

2
+...+

tn−1An

(n− 1)!
+...

= A

(
Id+ tA+

t2A2

2
+ ...+

tn−1An−1

(n− 1)!

)
= AetA.

"� ��#$�	�� �$�	���� �������	 � ������� �� �$�������� eA ���� ����	�� ������� ��

	����%��&

������� �	
�	 �'$��������� �� 	����%�� ����������!& (�������� � 	����%

D =

(
λ1 0

0 λ2

)

& (��������� D2 � D3 ��	��)

D2 =

(
λ1 0

0 λ2

)2

=

(
λ1 0

0 λ2

)(
λ1 0

0 λ2

)
=

(
λ2
1 0

0 λ2
2

)

D3 =

(
λ1 0

0 λ2

)3

=

(
λ1 0

0 λ2

)(
λ1 0

0 λ2

)(
λ1 0

0 λ2

)
=

(
λ3
1 0

0 λ3
2

)

� �� 	������ ��������

Dn =

(
λ1 0

0 λ2

)n

=

(
λn
1 0

0 λn
2

)
,

�� ���� � *���� �
��� � �$��������� �� D)

��� � ����� �� 	
��
���� f(x) =
∑

anx
n �

����� ���
������
�� 	��� |x| < R �
��
 g(x) =∑

nanx
n−1 ������ � ���
������
�� �

�����
�� �� |x| < R � f ′(x) = g(x) 	��� �
�
 x 

 �
������


−R < x < R�
����� ����	�
 	
�� ��� ��
��������
 	��� �������� �� ��
�
�� ���� � ������ M �� ���� ����

��

�	������ 
� ��
�
� �� �������� A1� A2�����Ad� 
� ����� �� M = diag(A1, A2, ..., Ad)� �
��
 �� ��
����

�
��
�� �
 ���
 ��� �������� ����

��� ����� ��� eM = diag(eA1 , eA2 , ..., Ad)� �� �
�
 ��� � ��	
�


�
���� �� M � 
����� �
��
�
 � ��	

�
���� �� ���� ��
�
 �
����������
�� �
 �

�
 �� ����

���



��� ��������	� �� 
����
� �����


eD = Id+D +
D2

2
+

D3

3!
+ ...+

Dn

n!
+ .. =

(
1 0

0 1

)
+

(
λ1 0

0 λ2

)
+

⎛
⎜⎝
λ2
1

2
0

0
λ2
2

2

⎞
⎟⎠+ ....+

⎛
⎜⎝
λn
1

n!
0

0
λn
2

n!

⎞
⎟⎠ =

(
eλ1 0

0 eλ2

)
.

�� �����	� 
�	��� 
�
� ��� ���	�� A ∈ Md 
��
���� ��� λi = aii� ��	� i =

1, 2, 3, ..., d ��� �������	������� 
��������� ���� �� �����
� A = diag(λ1, λ2, ..., λd) ��
��

���

eA =
∞∑
n=0

1

n!
An =

∞∑
n=0

1

n!
diag(λn

1 , λ
n
2 , ..., λ

n
d) = diag(eλ1 , eλ2 , ..., eλd).

������� �	

	 ������������ 
� ���	���� ������������ ��� ���	�� N ∈ Md ����

����� � 
��� ���������� �� ������ �� �����	� k ≥ 2 ��� ��� Nk = 0� �� ���	����

����������� ��� ������� ��
� ������ � ���
��
���� �� �	��	 �� ����	��	 ��� ��� �����!

�� 	������� 
���� 
����	��"�� ���	���� � ����"��

Nc(d) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 . . . 0 0

c 0 . . . 0 0

0 c . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . c 0

0 0 . . . 0 c

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

��	� ��� 	� �	�	��� # ���	�� ���������� 
� �	
�� d �� ��$� ���
��
���� �� �	��	 ��

���	�"� � ��������� c 	��� �� ���������

% ����	 �����	� k ��� ��� Nk = 0 � �&���
� 
� '�
��� 
� ������(���� 
� ���	��

N � )���� ����� ������ �� ���	���� N � N2�����Nk−1 ��� ��� ����� � � ����������� eD ��

��	�� ��� ���� *����+

eNc(d) = Id+
1

2
Nc(d)

2 + ...+
1

k − 1
Nc(d)

k−1,

��$� �,����� ��� � ��������
� �� � '�
��� 
� ������(����  �	 ��������

� ����������� 
� ��� ���	�� ���������� ��
� ��	 ����
� ��	 ��
�"�� ���	� � �	
��

d 
� ���	��� -�
�� ���

eNc(d) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 . . . 0 0

c 1 0 . . . 0 0
c2

2!
c 1 . . . 0 0

c3

3!

c2

2!
c . . . 0 0

���
���

���
���

���
���

cd−1

(d− 1)!

cd−2

(d− 2)!

cd−3

(d− 3)!
. . . c 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.



���������	
 �� �	
����� ���

������� �	
�	 ������	�
��
 �	 �
�
�� �	 ������ �	���� �	 �
���� 
�� ����� �

�
�
� �	 ������ �	�
 �� ������
�� λ ∈ R �	 ������� � � � ����� 

Jλ� =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ 0 0 . . . 0 0

1 λ 0 . . . 0 0

0 1 λ . . . 0 0
���

���
���

���
���

���

0 0 0 . . . 1 λ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

!�	 ���	 �	� �	
������� 
��� � ���� �	 ��� ����� ���"���
 λId 	 ��� ����� 

��
���	��	 N1(d) !�	 
������# �� �	$�# �%� ���� !�	 λIdN1(d) = N1(d)λId# �	 ����

!�	 �	
� ��	� 4 �� &	�� ���'�

eJλ(l) = eλId+N1(d) = eλIdeN1(d) = eλeN1(d). ����(�

)	"�	 ��� ��	��
�� B.10 	 B.11 !�	

eJλ(l) = eλ

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 . . . 0 0

1 1 0 . . . 0 0
1

2!
1 1 . . . 0 0

1

3!

1

2!
1 . . . 0 0

���
���

���
���

���
���

1

(l − 1)!

1

(l − 2)!

1

(l − 3)!
. . . 1 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. ������

������� �	
�	 *�����	�	 � ����� A =

(
0 b

−b 0

)
∈ M2 �	��� b �� �	�
 !��
!�	��

+��	��	 !�	

A2 =

(
0 b

−b 0

)(
0 b

−b 0

)
=

(
−b2 0

0 −b2
)

	

A3 =

(
0 b

−b 0

)(
0 b

−b 0

)(
0 b

−b 0

)
=

(
0 −b3
b3 0

)
.

,�� ����-%�# ���	��� ������ !�	 ���� ���.�
��� ���	�(
0 b

−b 0

)2j

= (−1)j
(
b2j 0

0 b2j

)
����/�

	 ���� �� 0����	� (
0 b

−b 0

)2j+1

= (−1)j
(

0 b2j+1

−b2j+1 0

)
. ������



��� ��������	� �� 
����
� �����


����� �� �	
��� � �� �	
�
� ���

eA =

(
1 0

0 1

)
+

(
0 b

−b 0

)
+

1

2

(
b2j 0

0 b2j

)
+ ... =

(
cos b sen b

− sen b cosb

)
.

������� �	
�	 ����� ����������� � ������� �������� �� ���� ��� ���������� ����

����� ����� � ����������� ��

Ja,b =

(
a b

−b a

)
∈M2,

����� a, b ����� ���������


����� � ���

Ja,b =

(
0 b

−b 0

)
+

(
a 0

0 b

)

� �� �������� ��� !����� ��� �������� ����� ���� �������" ���� #$

(
0 b

−b 0

)(
a 0

0 b

)
=

(
0 ab

−ab 0

)

� (
a 0

0 b

)(
0 b

−b 0

)
=

(
0 ab

−ab 0

)

�� ���� ��� �� ������ ���� ���� 4 �� %��� �	
&� � '������� (B.10) � (B.12) �����

eJa,b =

(
ea 0

0 ea

)(
cos b sen b

− sen b cos b

)
= ea

(
cos b sen b

− sen b cos b

)
,

��� ����������� ( ��� ������ �� ����)*� θ = b" ��+� ����)*� ����� # eJa,b = eaRb


������� �	
�	 �'���������� �� ,����� �� -����� 	��������� � 	��� ������ .���

������� .��/���� � 0�!��)*� �	
1�" � ����� �� -����� �������� �� ���� ���� λ =

a+ ib ∈ C �� �����2� �� #

Ja,b(��) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Ja,b 0 0 . . . 0 0

Id2 Ja,b . . . 0 0

0 Id2 Ja,b . . . 0 0




























0 0 0 . . . Id2 Ja,b

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

���� 0 � Id2 ������� �������� ������ � ������ ���� � � ������ ���������� �� M2 �

Ja,b =

(
a b

−b a

)



0� ������� ��3���� �� ��� /�� ����������� �� ������� (B.12)"  ���� ����� ��

Ja,b(l) = J0
a,b(l) +G1,Id2(l),



���������	
 �� �	
����� ���

����

J0
a,b(l) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Ja,b 0 0 . . . 0 0

0 Ja,b . . . 0 0

0 0 Ja,b . . . 0 0
���

���
���

���
���

���

0 0 0 . . . 0 Ja,b

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

�

G1,Id2(l) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 . . . 0 0

Id2 0 0 . . . 0 0

0 Id2 0 . . . 0 0
���

���
���

���
���

���

0 0 0 . . . 0 Id2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

��	� G1,Id2(l) 
 ���
������� ����� �� ���	
�� (B.11) ���

eG1,Id2
(l) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Id2 0 0 . . . 0 0

Id2 Id2 0 . . . 0 0
1

2!
Id2 Id2 Id2 . . . 0 0

c3

3!
Id2

c2

2!
Id2 Id2 . . . 0 0

���
���

���
���

���
���

cl−1

(l − 1)!
Id2

cl−2

(l − 2)!
Id2

cl−3

(l − 3)!
Id2 . . . Id2 Id2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

� ��� ���	
��� (B.10) � (B.12) ���

eJ
0
a,b(l) = diag(eJa,b(l), eJa,b(l), ..., eJa,b(l)) = eadiag(Rb, Rb, ...Rb).

��	� J0
a,b(l)G1,Id2(l) = G1,Id2(l)J

0
a,b(l)� ����� �� ���	 4 �� ��	� ����� ���

eJa,b(l) = eJ
0
a,b(l)eG1,Id2

(l)

� �����

eJa,b(l) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Rb 0 0 . . . 0 0

Rb Rb 0 . . . 0 0
1

2!
Rb Rb Rb . . . 0 0

c3

3!
Rb

c2

2!
Rb Rb . . . 0 0

���
���

���
���

���
���

cl−1

(l − 1)!
Rb

cl−2

(l − 2)!
Rb

cl−3

(l − 3)!
Rb . . . Rb Rb

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

������� �	
�	 ��������� � 	�����

A =

(
1 1

−2 4

)



��� ��������	� �� 
����
� �����


����� ��	�
����
� ��� 2 
 3 
 
�	�� ���������� ��� ��	�

	��
� v1 =

(
1

1

)

 v2 =

(
1

2

)
�
��
�	�
��
�	
�

���� 
���	
 ��� ���
 �
 ��	�

	��
�� A � �����������

�� ��	� �� A = BDB−1 ���


D =

(
2 0

0 3

)

 B =

(
1 1

1 2

)
� ���	��	�� �
�� �	
� 2 �� �
�� � �!" � 
����
����� eA

���
 �
� ��������� �� �
����	
 ����#

eA = BeDB−1 =

(
1 1

1 2

)(
e2 0

0 e3

)(
2 −1
−1 1

)
=

(
2e2 − e3 −e2 + e3

2e2 − 2e3 −e2 + 2e3

)
.

������� �	
�	 ������
�
 � ��	���

A =

⎛
⎜⎝ 1 0 −2
−5 6 11

5 −5 −10

⎞
⎟⎠ , � ��$"

���� �����%��� �����	
�&�	��� �

p(λ) = λ3 − 5λ2 + 9λ− 5 � ��!"

�
 ��&�
� λ1 = 1� λ2 = 2 + i 
 λ3 = 2− i�

'��
�

 (�
 � �����%���� ������� �������
 ��� � �����	
�&�	���� �
 ���� (�
 �

)���� �
 *����� �
 A �#

J =

⎛
⎜⎝1 0 0

0 −2 1

0 −1 −2

⎞
⎟⎠ .

+����	�
��� ����� � ��	��� P 	�� (�
 A = PJP−1�

,���� �
	
������ �� ��	�

	�� ��������� � λ1 = 1� �� �
��� �
���

� � 
(��-��

⎛
⎜⎝ 1 0 −2
−5 6 11

5 −5 −10

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝x

y

z

⎞
⎟⎠−

⎛
⎜⎝x

y

z

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝0

0

0

⎞
⎟⎠

���� ����-�� �

S = {(x, y, z) ∈ R
3|(x, y, z) = (x, x, 0) = x(1, 1, 0), x ∈ R},

�
 ���
 
����	����� � ��	�

	�� v1 = (1, 1, 0)�

.
��� λ2 = 2 + i �� ��	�
���� �����
�� �
 A� 
����	����� �� ��	�
���� v ���/

��
�� ��������� �
���

���

Av − λ2v = 0,

(�
 
(��
��
 �� ���	
�� ���
��



���������	
 �� �	
����� ���

⎧⎪⎨
⎪⎩

(3− i)x+ 0y − 2z = 0

−5x+ (8− i)y + 11z = 0

5x− 5y − (8 + i)z = 0

������� x = 2	 
��
� �� �������� ��
 ��
����
 �
�

6− 2i− 2z = 0⇒ z = 3− i

� 

�
���
���� x = 2 � � ����� �� z �� �������� ��
 ��
����
 ����������


10− 5y − (8 + i)(3− i) = 0⇒ 10− 5y − (25− 5i) = 0

� ��������

y = −3 + i

��
�� ����	 � 
��
��� �� 
�
���� �

S = {(x, y, z) ∈ C
3|(x, y, z) = (2,−3 + i, 3− i) = (2,−3, 3) + i(0, 1,−1)} ����� 

!�������	 �� ����� ������
 �
 ������
 v2 = (2,−3, 3) � v3 = (0, 1,−1)	 �����������

������������
	 �
� "
�������� ��� v1 = (1, 1, 0) #������� �
 ���
��
 �� �����$ P %

P =

⎛
⎜⎝1 2 0

1 −3 1

0 3 −1

⎞
⎟⎠ ,

�
"� �����
� �

P−1 =

⎛
⎜⎝1 1 −1

1
2
−1

2
1
2

3
2
−3

2
1
2

⎞
⎟⎠ .

!�������	

⎛
⎜⎝ 1 0 −2
−5 6 11

5 −5 −10

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝1 2 0

1 −3 1

0 3 −1

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝1 0 0

0 −2 1

0 −1 −2

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝1 1 −1

1
2
−1

2
1
2

3
2
−3

2
1
2

⎞
⎟⎠ ����� 

�� ���� �
�	 ���� ���� 2 �� &��� ���' ����������


eA =

⎛
⎜⎝1 2 0

1 −3 1

0 3 −1

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝e 0 0

0 e−2 cos 1 e−2 sen 1

0 −e−2 sen 1 e−2 cos 1

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝1 1 −1

1
2
−1

2
1
2

3
2
−3

2
1
2

⎞
⎟⎠ ,

�� ���� � ��

(��� ����� �)������������ eA%

eA =

⎛
⎜⎝e−2 cos 1 + 3e−2 sen 1 e− e−2 cos 1− 3e−2 sen 1 −e+ e−2 cos 1 + 3e−2 sen 1

−5e−2 sen 1 e+ 5e−2 sen 1 −e− e−2 cos 1− 2e−2 sen 1

5e−2 sen 1 −5e−2 sen 1 e−2 cos 1 + 2e−2 sen 1

⎞
⎟⎠ .



��� ��������	� �� 
����
� �����


��������	
 ��
� ��� ��� 	
� ��
� ������ A ����
� ����� 
� ���
�� J � 	
��


� ����
� ��� �� �������� (B.12) � (B.14)� � �������� ����
��� �������������� � ���

��������� 
�� ������ 
� ���
�� ������ �
 ����������� � �������� 
� �� 
���������

� ����������� 
� 
�� ������ A ��� ������������� �������
�� ������ 
� �� � ��
���

����� ���!�� � ������"���� ���� � #������ ����� ��
����$
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� �#� 
� $�%�#��� � �!	 �&���

�'� �����	 !� � ��(��� ������
� ���
�
�
���� ����������� "� �
� �#� 
� $�%�#��� � �!	

�&���

��� ���
�	 )� � ��(��� ������
� ���
�
�
���� ��
�
����
� 
 �����
��� �
 �����
�

�
 ��������� *� �
� �#� 
� $�%�#��� �#+��, -.�%#��, � 
#�%(/0��, �
#(��� ��!	 �&&1�

�"� 2�34����5�	 5� ��(��� ������
� ���
�
�
���� ����
����� '� �
� �#� 
� $�%�#���

� �!	 �&���

�1� �� !	 �� �� ����� �
 ������
  ����
 !� ��� �
� �#� 
� $�%�#��� � �!	 �&���

��� �!��!6�7�	 �� 
� "
��� 
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�
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����
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����� ���
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� ��� %�� �����
������ �

�� �
� 6�8 ���9� :�;%�� ���,,	 ���"�

��� �!�����!	 �� � ��(��� ������
� ���
�
�
���� ����������& "
���� '�������� � � ��

�
� �#,<��� �
#(��#�� ���(����	 �&���

��&� ��!46	  � ��(
�
����� ��������� ��� �#
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������� '� �
� 6�8 ���9�

�=�#%���>?�����	 ���'�

���� �� !	 �� �� )�*
��� +��
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� �#� 
� $�%�#��� � �!	 ���1�

���� ��-� !���	 $� +���
� �
 ������
� ���
�
�
���� ����������� �� �
� �#� 
� $�>

%�#��� � �!	 �����

��'� 
���:�	 2� � ��(��� ,� ����� �
 )�*
��� +��
��� �� �
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