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Impacto potencial desta pesquisa

A'interpretac&o dos resultados do problema do planejamento da expansao da rede de
transmissao define estratégias de ag¢des futuras com grande importancia do ponto de
vista econdmico e computacional. Para resolver esse problema, propomos uma téc-
nica de solugao para programacao nao linear inteira mista n&do convexa que apresenta

melhorias, principalmente com questdes de infactibilidade e convergéncia.

Potential impact of this research

The interpretation of the results of the transmission network expansion planning prob-
lem defines strategies for future actions with great importance from the economic and
computational point of view. To solve this problem, we propose a solution technique
for nonconvex mixed-integer nonlinear programming problems that presents improve-

ments, mainly with issues of infeasibility and convergence.
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RESUMO

O algoritmo branch and bound (BB) € amplamente utilizado para obter a solugao glo-
bal de problemas de programacéo linear inteira mista (PLIM). Por outro lado, quando
esse algoritmo tradicional é usado diretamente para resolver problemas ndo convexos
de programacao nao linear inteira mista (PNLIM), ele se torna ineficaz, principalmente
devido a nao linearidade e ndo convexidade da regiao factivel do problema. Este tra-
balho apresenta as dificuldades e ineficacia do uso direto do algoritmo BB tradicional
para a resolucao de problemas PNLIM nao convexos e propde a formulagdo de um
algoritmo BB eficiente para resolver esta categoria de problemas. O algoritmo BB pro-
posto é formulado levando em consideragao aspectos particulares de problemas de
PNLIM n&o convexos, incluindo (i) como lidar com os subproblemas de programacgao
nao linear (PNL), (ii) como detectar a infactibilidade de um subproblema de PNL, (iii)
como tratar a ndo convexidade do problema, e (iv) como definir as regras de sonda-
gem. O algoritmo BB proposto € usado para resolver o problema de planejamento da
expanséao de redes de transmissao (PERT), um problema classico de otimizagao de
sistemas de poténcia, e seu desempenho € comparado com o desempenho de solu-
cionadores comerciais de otimizacao para problemas de PNLIM. Os resultados obti-
dos para sistemas-teste com diferentes graus de complexidade indicam que o algo-
ritmo BB proposto é eficaz para resolver o problema de PERT considerando o modelo
CC com e sem considerar perdas e, também, considerando o modelo CA, apresen-

tando desempenho igual ou melhor que os solucionadores comerciais de otimizagao.

Palavras-chave: Algoritmo branch and bound; Otimizagao; Planejamento da expan-
sdo de redes de transmissao; Problemas de otimizagdo n&o convexos; Programagéo

nao linear inteira mista.



ABSTRACT

The branch and bound (BB) algorithm is widely used to obtain the global solution of
mixed-integer linear programming (MILP) problems. On the other hand, when this tra-
ditional algorithm is directly used to solve nonconvex mixed-integer nonlinear program-
ming (MINLP) problems, it becomes ineffective, mainly due to the nonlinearity and
nonconvexity of the feasible region of the problem. This article presents the difficulties
and ineffectiveness of the direct use of the traditional BB algorithm for solving noncon-
vex MINLP problems and proposes the formulation of an efficient BB algorithm for
solving this category of problems. The proposed BB algorithm is formulated taking into
account particular aspects of nonconvex MINLP problems, including (i) how to deal
with the nonlinear programming (NLP) subproblems, (ii) how to detect the infeasibility
of an NLP subproblem, (iii) how to treat the nonconvexity of the problem, and (iv) how
to define the fathoming rules. The proposed BB algorithm is used to solve the trans-
mission network expansion planning (TNEP) problem, a classical problem in power
systems optimization, and its performance is compared with the performances of off-
the-shelf optimization solvers for MINLP problems. The results obtained for test sys-
tems with different degrees of complexity indicate that the proposed BB algorithm is
effective for solving the DC TNEP problem with and without considering losses and,
also, considering the AC model, showing equal or better performance than off-the-shelf

optimization solvers.

Keywords: Branch and bound algorithm; Mixed-integer nonlinear programming; Non-
convex optimization problems; Optimization. Transmission network expansion plan-

ning.
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1 INTRODUGAO

Neste trabalho é apresentado um algoritmo branch and bound (BB) para resolver
problemas de programac&o nao linear inteira mista (PNLIM) ndo convexos, com apli-
cagao ao problema de planejamento da expansao de redes de transmissédo (PERT)
(ZOPPEI, DELGADO, et al., 2022). Inicialmente, um exemplo simples com duas vari-
aveis é usado para ilustrar alguns problemas encontrados quando o algoritmo BB
apresentado na literatura apenas para problemas de programacao linear inteira mista
(PLIM) convexos é utilizado diretamente em problemas de PNLIM ndo convexos. A
natureza nao linear do problema de PNLIM, mesmo com apenas duas variaveis, jun-
tamente com a ndo convexidade da regido de busca torna o algoritmo BB deficiente,
por isso, uma tentativa de aplicagao direta apresenta falhas. A auséncia da linearidade
ou da convexidade tira a garantia de um 6timo global. Além disso, as ferramentas para
a resolugao dos subproblemas de programacgao nao linear (PNL) dependem muito de
caracteristicas do problema e do tipo da regido de busca a ser investigada. A resolu-
¢ao desse tipo de problema é de grande complexidade devido a sua natureza combi-
natorial e a existéncia de um grande numero de 6timos locais em uma regido de busca
nao convexa. Isso mostra uma necessidade de se adequar o algoritmo BB para con-
tornar os problemas que surgem.

Nesse contexto, € proposto um algoritmo BB para resolver diretamente proble-
mas de PNLIM onde a regido de busca pode ser ndo convexa. O algoritmo € desen-
volvido com base nos questionamentos motivados pelo citado exemplo simples de
duas variaveis. Como consequéncia, foi necessario estabelecer estratégias abor-
dando os seguintes temas: como tratar problemas de programagao nao linear (PNL);
como detectar a infactibilidade de um subproblema de PNL; como tratar a ndo conve-
xidade do problema e; como definir os testes de sondagem. Junto a esses assuntos
provenientes da natureza dos problemas de PNLIM, também foram analisadas estra-
tégias que melhoram a eficacia do algoritmo BB através da escolha da variavel para
separacgao e da escolha do préximo subproblema a ser resolvido.

O algoritmo BB proposto é testado na resolugao de problemas de PERT consi-
derando a operagao representada pelo modelo nao linear de corrente continua (CC)
com e sem perdas de transmissao. Esses problemas sao caracterizados como pro-
blemas de PNLIM n&o convexos. Nesse processo, sdo utilizados quatro sistemas teste

configurados com e sem reprogramagao de geragao: o sistema Garver de 6 barras, o
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sistema IEEE de 24 barras, o sistema Sul Brasileiro de 46 barras e o sistema Colom-
biano de 93 barras. O desempenho do algoritmo BB proposto € comparado com o
desempenho de solucionadores comerciais de otimizag&o para problemas de PNLIM.
No processo comparativo é mostrado que os resultados obtidos pelo algoritmo BB
proposto apresentam desempenho igual ou melhor que os solucionadores comerciais
utilizados. Também foram realizados testes com dois sistemas considerando o modelo
de PERT de corrente alternada (CA).

1.1 CONTRIBUIGOES

As principais contribuigdes deste trabalho sao (i) mostrar porque o algoritmo BB,
conforme definido para o caso de PLIM, ndo é suficiente para a resolugcéo de proble-
mas de PNLIM nao convexos, (ii) identificar os problemas causados pela nao lineari-
dade do problema e pela ndo convexidade da regido de busca, (iii) apresentar estra-
tégias para contornar cada problema identificado, (iv) aplicar o algoritmo proposto em
sistemas-teste para resolver o problema de PERT com e sem perdas de transmissao
usando o modelo CC com formulagdes nao convexas, (v) realizar testes com o modelo
CA e (vi) avaliar o desempenho de varios solucionadores locais e globais para a reso-

lucdo do problema de PERT.

1.2 ESTRUTURA DO TRABALHO

Este documento esta estruturado em cinco capitulos. O Capitulo 1, conforme ja
foi visto, contém um texto introdutorio sobre o assunto tratado neste trabalho. O Ca-
pitulo 2 apresenta o algoritmo BB tradicional para resolver problemas de PLIM, na
sequéncia, esse algoritmo é utilizado para resolver um problema nao linear com regiao
de busca nao convexa tendo como objetivo a identificacdo de questdes relacionadas
com a sua ineficacia na resolugao desse tipo de problema e, finalmente, apresenta as
estratégias propostas para adaptar o algoritmo BB para resolver problemas de PNLIM
nao convexos. O Capitulo 3 apresenta e discute as principais questdes relacionadas
com as modelagens matematicas mais utilizadas na formulagéo do problema de PERT
e, finalmente, apresenta o modelo CC utilizado na formulagédo do problema de PERT
sem e com perdas de transmissao resolvidos neste trabalho, além do modelo CA. O
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Capitulo 4 apresenta os testes e resultados e, por ultimo, o Capitulo 5 apresenta as

conclusdes deste trabalho.
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2 ALGORITMO BRANCH AND BOUND

No campo da pesquisa operacional, ha uma teoria consolidada para resolver os
problemas de programacao linear (PL) com métodos eficazes, e.g., simplex e método
de ponto interior. Complementando essa teoria, o algoritmo branch and bound (BB),
um algoritmo de otimizagéo classica, surgiu como uma poderosa ferramenta para a
resolugao de problemas de programacao linear inteira mista (PLIM). Inicialmente, ele
foi utilizado principalmente para resolver o problema do caixeiro viajante e, com a evo-
lugdo computacional, essa técnica de resolucao esta sendo utilizada para resolver
diversos problemas de otimizacao.

O algoritmo BB, inicialmente foi proposto por Land e Doig em 1960 como um
método de busca de solugdo para problemas de PLIM (LAND e DOIG, 1960). A pri-
meira ideia surgiu por volta de 1958 onde foi descrito apenas um esquema enumera-
tivo. Eastman, provavelmente, desenvolveu o primeiro algoritmo BB (EASTMAN,
1958). Todavia Land e Doig foram os primeiros que propuseram o método BB como
um algoritmo genérico para resolver problemas de PLIM. Por se tratar de um método
geral de ampla abordagem, o algoritmo BB foi amplamente difundido, destacando-se
como uma ferramenta eficiente para a resolugao de problemas de PLIM. Land e Doig
apresentaram um algoritmo numérico para a solugdo de um problema de programacéao
linear em que todas as variaveis assumiam somente valores discretos; trata-se da
primeira apresentagao do algoritmo BB. No decorrer do processo de busca de solu-
¢ao, a variavel era forcada a assumir um valor inteiro, diferentemente da divisdo em
dois subproblemas como atualmente é usado.

A primeira vez que o método foi chamado de BB foi em Little et al. em 1963, em
um artigo sobre o problema do caixeiro viajante (LITTLE, G.MURTY, et al., 1963).
Nesse artigo, o termo branch é utilizado para a busca da menor opgao minimizante de
distancia e/ou custo entre duas cidades e o termo bound para a sondagem das cida-
des ja percorridas e das infactibilidades. Isso foi reconhecido no artigo de Lawler e
Wood em 1966, que apresentaram um modelo de arvore BB onde investigaram as
condi¢des impostas aos novos subproblemas para decidir quando eliminar e quando
resolver cada subproblema gerado na relaxagao do problema original (LAWLER e
WOOQOD, 1966).

Dakin em 1965, baseado no artigo de Land e Doig, apresentou um algoritmo

conceitualmente similar, trazendo como contribuicdo a vantagem de uma maior
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facilidade de implementagao do algoritmo (DAKIN, 1965). Foi no artigo de Dakin que
o algoritmo tomou sua forma atual em que para uma dada uma variavel x;, com k <
x; <k +1 para k inteiro, a regido de busca da solugéo pode ser dividida em duas
regides nao sobrepostas x; < k e x; > k + 1. Dessa forma, foi proposto o algoritmo
somente com duas divisdes para cada variavel, diferentemente de Land e Doig, que
chegaram a fazer seis divisbes em um né da arvore BB.

Posteriormente, em 1970, Mitten determinou as quatro regras basicas do algo-
ritmo BB, a saber: branching, bounding, selection e elimination, que caracterizavam
respectivamente a divisdo do problema em dois subproblemas, a limitagcéo, a regra de
selecao para escolher o proximo né a ser avaliado e a regra de eliminagao para excluir
0S nOs que ndo precisam ser analisados por ndo acrescentarem contribuicdo se forem
resolvidos (MITTEN, 1970).

Na década de 1980 Balas e Toth fizeram uma revisao do estado da arte do algo-
ritmo BB até aquele instante, destacando a aplicagdo do algoritmo para a solugao do
problema do caixeiro viajante (BALAS e TOTH, 1983).

Em 1995, Bruin fez uma nova revisao citando diversos autores que apresenta-
ram alguma contribuicdo ao método BB, em que destacou novamente as quatro regras
basicas de funcionamento do algoritmo BB: a regra branch para a decomposi¢céao dos
nos, a regra bound para a limitagc&o, a regra de selegéo para escolher o proximo no6 a
ser avaliado e a regra de eliminagdo para a poda dos nos (BRUIN, KINDERVATER e
TRIENEKENS, 1995).

O conceito de pseudocustos para problemas de PLIM foi introduzido por Beni-
chou et al. em 1971. A ideia era selecionar a variavel de separacdo que maximiza a
degradagao do valor da fungdo objetivo do problema de PL relaxado. Esta técnica
permite estimar a variagdo no valor da fungéo objetivo de um PL por unidade de vari-
acao no valor de uma variavel inteira e estimar um limitante inferior de cada subpro-
blema (BENICHOU, GAUTHIER, et al., 1971). Assim, € possivel observar o decresci-
mento da fungao objetivo para identificar a variavel mais promissora para ser dividida
e 0 subproblema que deve ser escolhido para analise. Subproblemas que possuem
uma menor estimativa tém grandes probabilidades de levarem as melhores solugdes
inteiras (GAUTHIER e RIBIERE, 1977).

E importante destacar que a utilizagcdo dos pseudocustos & ineficiente para casos
em que ha muitas variaveis para separacao, pois o calculo dos pseudocustos depende
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de subproblemas subsequentes. Nesse sentido, uma observagao importante foi apre-
sentada em (BENICHOU, GAUTHIER, et al., 1971) e, posteriormente, confirmada em
(LINDEROTH e SAVELSBERGH, 1999), que os pseudocustos das variaveis inteiras
em um sentido de determinado ramo permanecem constantes ao longo do ramo na
arvore BB, com excecao de apenas alguns nds, ou seja, o pseudocusto calculado de
uma variavel pode ser utilizado ao longo da arvore de BB sem ter que voltar a calcula-
lo em outros nos.

Alguns autores introduziram algumas variagdes no uso dos pseudocustos, como
Gauthier e Ribiere em 1977 e Linderoth e Savelsbergh em 1999, que sugeriram a
criacdo de um limite para o numero de iteragdes destinadas ao calculo de pseudocus-
tos e, Glankwamdee em 2006 que estendeu a analise considerando os primeiros nds
como nos filhos e os nés subsequentes como ndés netos (GAUTHIER e RIBIERE,
1977), (LINDEROTH e SAVELSBERGH, 1999), (GLANKWAMDEE e LINDEROTH,
2006).

Entre os autores citados até aqui, varios deles usaram o algoritmo BB anexado
a outras ferramentas, como o Lagrangeano, heuristicas e outras relaxagdes e tém
conseguido éxito na resolugao de um grande numero de problemas praticos importan-
tes.

No entanto, o foco deste trabalho esta relacionado com o uso do algoritmo BB
na resolugéo de problemas n&o lineares na engenharia elétrica. Nesse sentido, des-
tacam-se autores que fizeram algum tipo de aplicagdo do algoritmo BB para resolver
problemas de programacgao néo linear inteira mista (PNLIM).

Gupta e Ravindran em 1985, investigaram a capacidade do algoritmo BB para
resolver problemas de PNLIM com regido de busca convexa. Foram testadas 27 es-
tratégias do algoritmo BB envolvendo uma variagdo no uso dos pseudocustos e regras
heuristicas (GUPTA e RAVINDRAN, 1985). Uma aplicagao direta do algoritmo BB para
resolver problemas de PNLIM com regido de busca convexa, também foi feita em
(BONAMI, LEE, et al., 2011). Nesses casos, a convexidade dos problemas é uma
condigao que facilita a convergéncia do algoritmo para encontrar a melhor solugéo
sem ajuste. Isso possibilitou que o algoritmo BB original, definido para a resolugéo de
problemas PLIM, fosse usado diretamente com éxito.

Por outro lado, devido a robustez do algoritmo BB, varios pesquisadores (RIDER,
2006; RIDER, GARCIA e ROMERO, 2008; KILINC e SAHINIDIS, 2018) se interessa-

ram em utiliza-lo para a resolugéo de problemas de programacao néao linear inteira
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mista (PNLIM) com regido de busca ndo convexa, onde utilizaram um solucionador de
suporte para resolver os subproblemas de programacao nao linear (PNL). Os traba-
Ihos desenvolvidos mostraram que o algoritmo BB apresenta falhas ao resolver pro-
blemas de PNLIM nao convexos. Foram apresentadas algumas estratégias para ten-
tar superar as dificuldades decorrentes da natureza nao linear do problema e da con-
vergéncia para solugdes de boa qualidade. Cabe observar que ainda ndo existe uma
proposta de criagdo de um algoritmo BB geral para a resolugdo de problemas de
PNLIM com regido de busca n&do convexa.

Nesse sentido, como contribui¢do, este trabalho apresenta uma proposta de cri-
acao de um algoritmo BB para a resolugcao de problemas de PNLIM com regido de
busca ndo convexa e fungao objetivo linear. Inicialmente é apresentado o algoritmo
BB tradicional para resolver problemas de PLIM. Em seguida, é realizada uma discus-
sdo sobre as questdes da ineficacia do algoritmo BB tradicional na resolucéo de pro-
blemas de PNLIM n&o convexos. Finalmente, sdo apresentadas as estratégias pro-
postas para adaptar o algoritmo BB para resolver problemas de PNLIM ndo convexos
com fungéo objetivo linear. Para dar credibilidade ao algoritmo BB proposto, ele é uti-
lizado para resolver o problema de PERT usando os modelos CC e CA com formula-
¢des nao convexas e o0s resultados obtidos sdo comparados com os existentes na
literatura.

E interessante destacar que em trabalhos futuros, novos estudos poderao definir
uma proposta para a criagao de um algoritmo BB mais geral, onde possa ser possivel
efetuar a resolugao de problemas de PNLIM com regiao de busca nédo convexa e fun-

¢ao objetivo nao linear.
2.1 ALGORITMO BB TRADICIONAL PARA RESOLVER PROBLEMAS DE PLIM

Atécnica de solugéo utilizada no algoritmo BB tradicional (HAFFNER, 2000) para
problemas de PLIM é descrita a seguir. Sem perda de generalidade, considera-se o
caso de minimizagéo (o caso de maximizagdo € analogo) de um problema de PLIM
como apresentado em (1).

sujeito a:

minimizar v(x)
(P) {
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LXEC

onde v € uma fung3o linear, x = (xj)],EI € um vetor onde alguns componentes j € |

devem ser valores inteiros, I € um conjunto de indices das variaveis e C € um conjunto
convexo.

Aresolugao do problema P é uma tarefa dificil devido a condigdo complicante de
integralidade de algumas variaveis x;. Assim, a primeira estratégia do algoritmo BB &
empregada para diminuir a complexidade do problema original, ou seja, € retirada a
condigao complicante de integralidade das variaveis inteiras do problema de PLIM, P,
transformando-o em um subproblema de PL representado por P,. Uma consequéncia
importante obtida com essa estratégia € que os subproblemas de PL tém a caracte-
ristica de obter solugbes otimas que sdo localizadas na fronteira (em um ponto ex-
tremo) da regido convexa. No caso da solugao de P, satisfazer as condigbes de inte-
gralidade do problema P, entdo, tem-se a solugdo 6tima global do problema PLIM
original P e o processo termina. No entanto, o que geralmente ocorre em problemas
reais € a solugcédo de P, ser obtida com algumas variaveis inteiras com valores nao
inteiros. Nesse caso, inicia-se a busca de uma melhor solugio inteira mista a partir da
solugao de P,. Nesse contexto, o subproblema P, é dividido em subproblemas mais
restritos de acordo com alguns critérios que sao definidos no passo branch. O termo
branch esta relacionado com a filosofia do dividir para conquistar, ou seja, € uma es-
tratégia utilizada pelo algoritmo para selecionar entre as variaveis pertencentes a so-
lugdo do subproblema P,, uma variavel inteira x; com valor corrente no inteiro. A va-
riavel x; selecionada € nomeada variavel de divisdo e pode ser escrita na forma x; =
|x;| + #;, em que |x;| é o maior valor inteiro contido em x;, isto é, via truncamento é o
maior inteiro menor que x; e #; representa a parte fracionaria de x;, ou seja, a parte
truncada. A partir dessa sele¢ado, sao criados dois novos subproblemas de PL desig-

nados por P; e P,, que sao representados como mostrado em (2) e (3).

- (Py)
(Py) (2)
x; < |x]
oL
P) [ (Po) (3)
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L ij[ij+1

Sendo assim, a arvore BB pode ser representada conforme mostrado na Figura
1. Nesse processo, é importante verificar que no passo branch inicial ocorre a divisao
da regido factivel de P, em trés sub-regides sendo a sub-regido 1 representada por
x; < |x;]; a sub-regido 2 representada por x; > |x;| + 1; e a sub-regido 3 representada
por |x;| < x; < |x;] + 1. As sub-regiGes 1 e 2 geram os subproblemas P, e P, com a
finalidade de reduzir a regido factivel de P, sem eliminar possiveis solugdes inteiras
factiveis do problema original P e a sub-regido 3 é descartada porque ela ndo possui
solucéo inteira que contribua para a otimizacdo do problema. A escolha da variavel
inteira x; com valor corrente ndo inteiro como variavel de separagéo € de fundamental
importancia, pois essa escolha geralmente altera o tamanho da arvore BB. Além da
escolha da variavel de separagdo x;, também € preciso estabelecer uma estratégia
para selecionar a prioridade na resolugdo dos subproblemas P; e P,, pois o tipo de

estratégia utilizada pode influenciar no tamanho final da arvore BB (BENICHOU,
GAUTHIER, et al., 1971), (LINDEROTH e SAVELSBERGH, 1999).

FIGURA 1 - llustragdo da arvore BB apds a divisdo de P,.

Fonte: Adaptado de (HAFFNER, 2000).

Apds a primeira divisdo do subproblema inicial P, em dois novos subproblemas,
P; e P, e resolvendo-0s, caso nao seja encontrada a solugao do problema original P,
0 processo continua com uma nova subdivisdo tanto de P, como de P,, cada um ge-

rando mais dois novos subproblemas, conforme pode ser visto na Figura 2.
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FIGURA 2 - llustragdo da arvore BB ap0ds as divisdes de P; e P,.

~_ ~_~ ~_~ ~_~

Fonte: Adaptado de (HAFFNER, 2000).

A cada iteragao, o n6 gerador é nomeado no pai e cada um dos nos gerados sao
nomeados nos filhos. Cada subproblema representado pelo no filho esta sujeito a to-
das as restricdes do subproblema representado pelo n6 pai acrescido de mais uma
restricdo que o originou no passo branch. Em consequéncia disso, devido a lineari-
dade do problema, a solugcdo de cada subproblema pai € um limitante inferior para a
solucdo de cada subproblema filho.

O termo bound é utilizado para se referir a aplicagcado das regras de sondagem
nos subproblemas ainda nao resolvidos. As regras de sondagem sao utilizadas para
eliminar um subproblema, ou seja, € o passo em que ocorre a poda dos nés. O algo-
ritmo finaliza o processo quando ndo ha mais subproblemas para sondar. Um subpro-
blema P, € sondado nos seguintes casos:

i.  Quando a solugéo v, do subproblema P, for infactivel;

ii.  Quando for encontrada uma solugao v* do problema de PLIM original, o sub-
problema que produziu esta solugao é eliminado. A solugao v* é chamada
de incumbente e deve ser atualizada sempre que uma melhor solugao in-
cumbente for encontrada, no caso de minimizagdo uma solugao incumbente
melhor € menor que v*;

iii.  Quando a solugao v, for maior que a solugao incumbente v*, pois no caso
de minimizacao, a linearidade do problema impde que qualquer solucio pro-
veniente de mais subdivisbes deste nd sera maior que v, ou seja, v, é um

limite inferior para todas as solucdes de seus subproblemas descendentes.
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O processo utilizado na técnica de solugéo do algoritmo BB tradicional para pro-

blemas de PLIM termina quando ndo ha mais subproblemas para resolver. A solucéo

incumbente v*atualizada, se existir, € a solugdo do problema inicial P.

2.1.1 Estrutura do algoritmo BB para resolver problemas de PLIM

A estrutura do algoritmo BB para resolver problemas de PLIM é formada pelos

seguintes passos.

1.

Inicializacao: Faga o valor da solugéo incumbente v* « oo; inicialize o con-
tador de subproblemas k < 0; inicialize a lista L de subproblemas candi-
datos P, com a solugao v, do subproblema inicial P,. Se a solugéo de P,

for inteira, entdo faga v* « v, e remova P, de L. Va para o Passo 2;

. Teste de convergéncia: Verifique a lista L. Se L = @, entdo o processo ter-

minou e a solucéo incumbente atual v* é a solugao 6tima para o problema
de PLIM original. Se L # @, va para o Passo 3;
Selecédo do subproblema candidato: Utilize uma estratégia pré-definida
para selecionar e retirar um subproblema candidato P, da lista L. Resolva
€ armazene a sua solucao o6tima v, como limitante inferior para todos os
seus descendentes. Va para o Passo 4;
Passo bound: Um subproblema candidato P, € sondado quando satisfaz
uma das seguintes condic¢des:
a. Se a solugao v, do subproblema P, ¢é infactivel,;
b. Se a solugao v, for maior que a solugao incumbente corrente v*,
ou seja, se v, > v’
c. Se a solugao v, do subproblema P, também for uma solugéo para
o problema de PLIM original P, ou seja, se as condigdes de inte-
gralidade forem atendidas. No caso de v, < v*, entdo a solugéo
incumbente é atualizada, v* < v, e o teste 4(b) € aplicado nova-
mente, ou seja, a lista L deve ser revisada para que todos os nés
que apresentem v, = v* sejam sondados e k deve ser atualizado.
ApOss esse passo, se o subproblema candidato P, foi sondado, retorne ao

Passo 2; caso contrario, va para o Passo 5;
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5. Passo branch: Da solugé&o do subproblema Py, utilize uma estratégia pré-
definida para selecionar uma variavel inteira x; com um valor atual nao
inteiro para separagao e gerar dois novos subproblemas descendentes.
Os dois novos subproblemas tém o0 mesmo conjunto de restrigdes do sub-
problema pai P, acrescidos das restricdes x; < |x;| paraum e x; > |x;| +
1 para o outro, em que |x;| € o maior inteiro menor que x;. Adicione os
dois novos subproblemas gerados a lista de candidatos L, fagca k < k + 2
e retorne ao Passo 3.

Esse processo iterativo se encerra quando ndao ha mais subproblemas para son-
dar ou quando a solug&o do problema original P é encontrada, se existir. A proxima
segao apresenta um exemplo para ilustrar a metodologia utilizada pelo algoritmo BB

para resolver problemas de PLIM.
2.1.2 Estudo de caso: Analise de um problema de PLIP

A seguir, é apresentado um exemplo simples com duas variaveis para ilustrar a
estratégia utilizada pelo algoritmo BB em resolver problemas de PLIM. Para isso, se-
lecionamos o problema de programacéo linear inteira pura (PLIP), representado por
P, conforme mostrado em (4). Aresolugao deste problema tem o objetivo de encontrar
o menor valor possivel para a fungédo objetivo v = x; + 6x,, no entanto, a busca da
solugado deve respeitar o conjunto de restricdes formado pelas equagdes imediata-

mente abaixo da fung¢ao objetivo.

minimizarv = x; + 6x,
sujeito a:

X, +3x; —11,433 >0
X, —4x,+16 =0

x, — 0,25%; — 0,7297 > 0 (R)

X1 € X, inteiros
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Esse problema pode ser representado graficamente (variavel x, como fungéo da
variavel x;) conforme mostrado na Figura 3. Este grafico mostra que a regido R de
busca da solugdo é uma regido convexa. A regido R é limitada pela reta decrescente
a esquerda definida pela primeira restricdo, pela reta crescente a direita definida pela
segunda restricado, pela reta crescente mais abaixo definida pela terceira restricao, a
quarta e a quinta restricdes definem que a regiao R de busca da solugédo deve perten-
cer ao primeiro quadrante. Finalmente, a sexta e ultima restricdo com x; € x, inteiros
€ representada pelos pontos destacados na cor preta localizados na parte interna da
regido R. Cada um desses pontos representa uma possivel solu¢géo que o algoritmo

BB podera encontrar para o problema P de PLIP.

FIGURA 3 - Regi&do convexa de busca da solugdo e possiveis solugdes de P.

X1
Fonte: Elaboragéo do préprio autor.

Para encontrar a solugéo do problema P, a primeira estratégia utilizada pelo al-
goritmo BB é relaxar a integralidade das variaveis inteiras do problema P transfor-
mando-o em um problema de PL, representado em (5) pelo subproblema P,. Esse
procedimento ndo altera a regido R de busca da solugéo, isto é, a regido de busca da

solucéo de P, continua sendo a mesma de P.
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minimizarv = x; + 6x,

sujeito a:
Xy +3x; — 11,433 2 0 ]
(Po) X, —4x, +16 >0 (5)
x; —0,25x; — 0,7297 =2 0 (R)
x1 =0
x, =0

Considerando que o solucionador KNITRO (BYRD, NOCEDAL e WALTZ, 2006)
€ utilizado como ferramenta de suporte para resolver os subproblemas de PL que sur-
gem em cada n6 da arvore BB, inicialmente o algoritmo BB encontra a solugao 6tima
global vy = 12,6115 para a fung&o objetivo de P,, com x; = 3,29332 e x, = 1,55303.
Na Figura 4, o ponto A4 (3,29332;1,55303) é utilizado para representar a solugao de

P,. Observe que o ponto A esta localizado na fronteira da regido de busca da solugao.

FIGURA 4 - Ponto A representando a solucéo de P,.

X1
Fonte: Elaboragao do préprio autor.

Como as variaveis inteiras x; e x, da solugdo de P, tém valores correntes néo
inteiros, entdo o proximo passo do método BB € a aplicagao do passo branch. O passo
branch é utilizado para selecionar uma das variaveis x; ou x, para realizar a separa-
¢ao da regiao factivel de busca da solugao gerando dois subproblemas descendentes
de P,. Se a variavel x; = 3,29332 for selecionada, entdo os subproblemas P; (P, com
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a restricdo x; < 3) e P, (P, com a restricdo x; = 4) sédo criados, nesse caso, as sub-
regides da regido factivel assumem a forma mostrada na Figura 5. No caso da variavel
x, = 1,55303 ser selecionada, entdo os subproblemas P; (P, com a restricdo x, < 1)
e P, (P, com a restricado x, = 2) sdo criados e as sub-regides da regido factivel assu-

mem a forma mostrada na Figura 6.

FIGURA 5 - Sub-regides geradas coma FIGURA 6 - Sub-regides geradas com a

variavel de divisao x;. variavel de divisao x,.
7r . L] q r
P1 < > P2
61 L] . R 6
5 2 5
o 4 o
> >
3 3

ol 1 7
A /M
1 / 1 1 ‘b
\ / P1
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6
X1 X1
Fonte: Elaboragdo do préprio autor. Fonte: Elaboragao do proprio autor

Essa estratégia do algoritmo BB divide a regido R de busca da solugéo em trés
sub-regides, sendo que uma delas é eliminada do problema e as outras duas s&o
menores e, portanto, torna-se mais facil de encontrar uma possivel solugcdo. Por exem-
plo, observe na Figura 5 que a regido convexa R foi dividida em trés sub-regi6es: a
sub-regido do lado esquerdo, x; < 3, gerada pela criagdo do subproblema P;; a sub-
regiao do lado direito, x; > 4, gerada pela criagado do subproblema P, e; a sub-regiao
central, com 3 < x; < 4, que ndo contém pares ordenados inteiros, por isso, ela é
excluida da busca pela solugao com x; € x, inteiros definida no problema inicial. Esse
processo se repete sempre que uma variavel inteira com valor corrente nao inteiro é
utilizada para criar dois novos subproblemas descendentes do subproblema pai.

A escolha de uma variavel inadequada para divisdo implica na necessidade de
uma maior quantidade de memoria para armazenar as informagdes dos subproblemas
gerados e seus descendentes, principalmente em problemas de médio/grande porte.
Nao existe uma técnica sistematica para determinar qual variavel de separacio con-

duz mais rapidamente a solugéo, existem apenas algumas regras empiricas que
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permitem identificar caminhos mais atrativos. Uma regra simples de ser utilizada é a
que seleciona a variavel de divisao a partir de uma ordem pré-determinada do maior
para o menor valor dos coeficientes da fung&o objetivo (HAFFNER, 2000).

Nesse sentido, aplicando a citada regra simples, o algoritmo da continuidade a
resolucao deste problema escolhendo a variavel x, = 1,55303 para separag¢ao porque
€ ela a que possui o maior coeficiente na fungao objetivo do problema P. Sendo assim,
0s subproblemas P; (P, com a restricdo x, < 1) e P, (P, com a restricdo x, > 2) sao
criados conforme mostrado na Figura 6. Pode ser observado nessa figura que a solu-
¢ao do subproblema P; ¢é infactivel porque esse subproblema esta localizado fora da
regido convexa de busca. A solugdo encontrada pelo solucionador KNITRO para o
subproblema P, é v, = 15,1443 com x; = 3,14433 e x, = 2,0. AFigura 7 € um comple-
mento da Figura 6 onde esta ilustrado o ponto B = (3,14433; 2,0) com as coordenadas
X, € x, que representam a solugcédo do subproblema P,. Observe que o ponto B esta

localizado na fronteira da sua respectiva sub-regiao factivel.

FIGURA 7 - Solugéo de P, no ponto B. FIGURA 8 - Sub-regides geradas com a
criagcado dos subproblemas P; e P,.

7r T - -
P3 < > P4
6t 6t . .
5( 50 .
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3 [ 3 =
B
2 9
% )
1 ‘L 1r
(VilE
0 : ' : 0 : ' : : '
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7
X1 X1
Fonte: Elaboragéo do préprio autor. Fonte: Elaboragéo do proprio autor.

Na sequéncia, verifica-se que entre as variaveis x; = 3,14433 e x, = 2,0 da so-
lugdo do subproblema P, somente a variavel x; é inteira com valor corrente nao inteiro.
Portanto, ela é selecionada para que seja realizada uma nova separagao da regiao
factivel. Entao, os subproblemas P; (P, com a restricao x; < 3) e P, (P, com a restricao
x; = 4) séo criados. A Figura 8 mostra a representagéo grafica das sub-regides facti-

veis geradas com a criagao dos subproblemas P; e P,. As solugdes dos subproblemas
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P; e P, séo, respectivamente, v; = 17,598 com x; = 3,0 e x, = 2,433 e v, = 16,0 com
x; = 4,0 e x, = 2,0. AFigura 9 é um complemento da Figura 8 onde est&o ilustrados
os pontos C = (3,14433;2,0) e D = (4; 2) com as respectivas coordenadas x; e x, que
representam as solug¢des dos subproblemas P; e P,. Observe que os pontos C e D

estdo localizados nas fronteiras das suas respectivas sub-regides factiveis.

FIGURA 9 - Solugdes de P; e P, nos pontos C e D.
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Fonte: Elaboragao do préprio autor.

Nesta altura da resolugao é interessante organizar todos os resultados obtidos
em uma arvore BB, conforme mostrado na Figura 10. Pode ser observado nesta ar-
vore BB que, devido a linearidade do problema, a solugdo v, do subproblema P, é
uma limitante inferior para as solugdes v, € v, de seus subproblemas descendentes,
assim como, a solugao v, do subproblema P, € uma limitante inferior para as solugdes
v3 € v, de seus subproblemas descendentes. Como consequéncia, verifica-se que o
passo bound pode eliminar os subproblemas P; e P;, ou seja, o subproblema P; é
infactivel (isso quer dizer que a sua solugao estéa fora da regidao convexa de busca de
solugao factivel) e o subproblema P; n&o precisa ser analisado porque a sua solugéo
vz = 17,598 é maior que a soluc¢do v, = 16 encontrada pelo subproblema P,. A elimi-
nacao do subproblema P; € uma consequéncia da linearidade do problema, pois qual-
quer solugao proveniente dos subproblemas descendentes de P; sera maior que o
valor encontrado na solugéo vs, ou seja, v; € um limite inferior para todas as demais
solucdes deste n6. Como a solugao do subproblema P, encontrou valores inteiros para

as variaveis inteiras x; e x, satisfazendo as condi¢des de integralidade do problema
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original P de PLIP e ndo ha mais subproblemas para eliminar, entdo, a solugdo 6tima
global é representada pelo ponto D = (4;2) com valor minimo de v* = 16 para a fun-

¢ao objetivo.

FIGURA 10 - Arvore branch and bound.

Vo=12,6115
X1 =3,29332
X2 =1,65303

vy = 15,1443
X7 = 3,14433
X2 = 2

subproblema
infactivel

vs = 17,5698 vy=16
X1 =3 X4 =4
X2=2,4330 X2=2

Fonte: Elaboragéo do préprio autor.

Na Figura 11 observa-se que a cada passo ao ser encontrada uma solugao nao
inteira, o método BB impde a condigdo de que essa solugéo esteja numa regido infac-
tivel, forcando o retorno a factibilidade na busca de uma solugao inteira para as vari-
aveis inteiras com valor corrente nao inteiro, de forma que, o caminho tracado pelo

método € sempre de uma regiao infactivel para uma regiao factivel.

FIGURA 11 - Representacdo do caminho tragado pelo método BB.

X1
Fonte: Elaboracao do préprio autor.
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A grande vantagem em se utilizar o algoritmo BB para resolver problemas de
PLIM é a garantia de convergéncia para uma solugao global, caso exista. Isso ocorre
devido a linearidade do problema e a convexidade da regido factivel. Deve ser obser-
vado que essa garantia ndo é uma particularidade exclusiva do algoritmo BB, ela se
deve as caracteristicas do tipo de problema que esta sendo resolvido (ROMERO,
1999).

2.1.3 Estudo de caso: Analise de um problema de PNLIP nao convexo

A seguir, novamente € apresentado um exemplo simples com duas variaveis
para ilustrar que a estratégia utilizada pelo algoritmo BB formulado para resolver pro-
blemas de PLIM, na forma como foi definido na secao 2.1.1, apresenta falhas quando
utilizado para resolver problemas nao lineares com regido de busca nao convexa.
Para isso, selecionamos o problema de programacgao nao linear inteira pura (PNLIP)

com regiao de busca nao convexa, representado por P, conforme mostrado em (6).

| minimizarv = X, + 6x,
sujeito a:
(¢, — 2D, —2)(x, —3)=55+x,=>0 |
(P) X, —4x, +16 >0 (6)
x1 =0 (®)
x, =0
X1 € X, inteiros o

A solucao desse problema P pode ser visualizada graficamente conforme mostra
a Figura 12. Nesta figura, verifica-se que as restricbes impostas a solugao desse pro-
blema delimitam uma regi&o ndo convexa R de busca da solugdo. Dentro desta regido
estao representadas as localizagdes de todos os pontos que contém as possiveis so-
lugdes inteiras para as variaveis x; e x,. Também pode ser observada a existéncia de
retas paralelas com seus respectivos valores representando algumas curvas de nivel
da funcgao objetivo. Como o problema P de PNLIP é um problema de minimizagao,
entdo as curvas de nivel indicam que a solugéo inteira global desse problema esta

localizada no ponto (x,,x,) = (4;2) com valor minimo de v* = 16.
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FIGURA 12 - Representagao grafica da regidao ndo convexa de busca da solugéo de

X1
Fonte: Elaboragéo do préprio autor.

Diante dessas informagdes, a seguir é apresentada a resolu¢gdo desse mesmo
problema P de PNLIP utilizando o algoritmo BB na forma como foi definido na Seg¢ao
2.1.1. O objetivo que se pretende alcangar é analisar e argumentar sobre a possibili-
dade de utilizar o algoritmo BB (formulado para resolver problemas de PLIM) para
resolver problemas de PNLIM nao convexos. Como ferramenta de suporte, os soluci-
onadores KNITRO (BYRD, NOCEDAL e WALTZ, 2006) e IPOPT (WACHTER e
BIEGLER, 2006) s&o utilizados para resolver os subproblemas de PNL que surgem
em cada no da arvore BB.

No inicio do processo da resolugdo, o algoritmo BB relaxa a integralidade do
problema P de PNLIP transformando-o em um subproblema P, de PNL. Os soluciona-
dores KNITRO e IPOPT encontram a mesma solug¢ao 6tima local para P, sendo v =
34,9013 com x; = 1,92509 e x, = 5,50603. Esse resultado esta representado grafica-
mente no ponto A da Figura 13.

O passo branch pode ser iniciado com a escolha de qualquer uma das duas
variaveis inteiras com valor corrente nao inteiro x; = 1,92509 ou x, = 5,50603 para
dividir e criar dois novos subproblemas. Para cada um dos dois casos relacionados
com a escolha da variavel x; ou da variavel x,, as arvores BB assumem as formas

mostradas na Figura 14.
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FIGURA 13 - Representagao grafica da solugéo 6tima local encontrada para P,.

= Solugao continua local

0 1 2 3 4 5 6 7
X1
Fonte: Elaboragéo do préprio autor.

FIGURA 14 - Representacao da arvore BB apds a primeira divisao.

X;< 1 X122 x2<5 X226

Fonte: Elaboragéo do proprio autor.

A resolugao deste problema sera apresentada em quatro casos possiveis para
mostrar que a conclusao independe da escolha da primeira variavel de divisédo x; e x,
ou dos solucionadores KNITRO e IPOPT utilizados para resolver os subproblemas de
PNL. Apds a escolha da primeira variavel de divisdo, o passo branch utilizara a estra-

tégia de selecionar sempre a maior variavel de diviséo.

1° Caso: escolha de x; = 1,9 como variavel de divisdo e uso do solucionador
KNITRO. Neste caso, o processo desenvolvido pelo algoritmo BB para resolver o pro-
blema P gerou a arvore BB mostrada na Figura 15. Observe que o passo bound eli-
minou os subproblemas P; e P5, pois v; € v; sdo solugdes maiores que v,. Assimv* =

v, = 29 é a solugao 6tima no ponto (x;,x,) = (5; 4) encontrada para o problema P.
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FIGURA 15 - Representacao da arvore BB para o 1° Caso.

V3=35
X1=2
X, =55

Fonte: Elaboragao do préprio autor.

A Figura 16 mostra a representagcao geométrica da primeira particado na regiao

factivel, executada quando o passo branch selecionou a variavel x; como variavel de

divisdo no subproblema P,, gerando os subproblemas P; e P,. Nesta figura, o ponto A

representa a solugao v, = 34,9 no ponto (x;,x,) = (1,9;5,5) encontrada para o sub-

problema P,, o ponto B representa a solugao v, = 46 no ponto (x;,x,) = (1;7,5) en-

contrada para o subproblema P;, e o ponto C representa a solugao v, = 6,97 no ponto

(x1,x,) = (4,11;0,476) encontrada para o subproblema P,.

FIGURA 16 - Representagao da regido
de busca apds a primeira divisao.

P1 =

X1
Fonte: Elaboragao do préprio autor.
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FIGURA 17 - Representagao da regiao
de busca ap6s a segunda divisao.
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AFigura 17 complementa a Figura 16 com a adi¢ao da representagdo geométrica
da segunda parti¢gdo na regiao factivel, executada quando o passo branch selecionou
a variavel x; = 4,11 como variavel de divisdo no subproblema P,, gerando os subpro-
blemas P; e P,. O ponto D representa a solugdo v; = 35 no ponto (x;,x,) = (2;5,5)
encontrada para o subproblema P; e o ponto E representa a solugcéo v, = 29 no ponto
(x1,x,) = (5;4) encontrada para o subproblema P,. A solugdo v, = v* € a solugao en-

contrada pelo algoritmo BB para o problema P no 1° Caso.

2° Caso: escolha de x, = 5,5 como variavel de divisdo e uso do solucionador
KNITRO. Neste caso, o processo desenvolvido pelo algoritmo BB para resolver o pro-
blema P gerou a arvore BB mostrada na Figura 18. Observe que o passo bound eli-
minou o subproblema P, por possuir uma solugéo v, maior que v, e, também, eliminou
o subproblema P; porque a sua solugéo foi encontrada numa posigao localizada fora
da regiao factivel. Assim v* = v, = 29 é a solugao 6tima no ponto (x;,x,) = (5;4) en-

contrada para o problema P.

FIGURA 18 - Representacéo da arvore BB para o 2° Caso.

infactivel vs=29
X1 = 5
X2 = 4

Fonte: Elaboragao do préprio autor.

A Figura 19 mostra a representagcao geométrica da primeira particado na regiao
factivel, executada quando o passo branch selecionou a variavel x, como variavel de
divisdo no subproblema P,, gerando os subproblemas P; e P,. Nesta figura, o ponto A
representa a solugdo v, = 34,9 no ponto (x;,x,) = (1,9;5,5) encontrada para o sub-

problema P,, o ponto B representa a solugcado v, = 6,97 no ponto (x;,x,) = (4,11;0,47),
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encontrada para o subproblema P;, e o ponto C representa a solugéo v, = 37,4 no

ponto (x;,x,) = (1,43;6), encontrada para o subproblema P,.

FIGURA 19 - Representacao da regiao  FIGURA 20 - Representagao da regiao

de busca apds a primeira diviséo. de busca apds a segunda divisao.
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Fonte: Elaboracgao do préprio autor. Fonte: Elaboracao do préprio autor.

AFigura 20 complementa a Figura 19 com a adi¢gao da representagéo geométrica
da segunda parti¢gdo na regiao factivel, executada quando o passo branch selecionou
a variavel x; = 4,11 como variavel de divisdo no subproblema P,, gerando os subpro-
blemas P; e P,. O ponto D, representando a solugao do subproblema P;, n&o € incluido
nessa figura porque ele cai numa regiao infactivel, e o ponto E representa a solugao
vy = 29 no ponto (x,,x,) = (5;4) encontrada para o subproblema P,. A solugao v, =

v* € a solugao encontrada pelo algoritmo BB para o problema P no 2° Caso.

3° Caso: escolha de x; = 1,9 como variavel de divisdo e uso do solucionador
IPOPT. Neste caso, o processo desenvolvido pelo algoritmo BB para resolver o pro-
blema P gerou a arvore BB mostrada na Figura 21. Observe que o passo bound eli-
minou o subproblema P, por possuir uma solugao v, maior que v, e, também, eliminou
0 subproblema P; porque a sua solugao foi encontrada numa posigao localizada fora
da regiao factivel. Assim v* = v, = 38 é a solugao 6tima no ponto (x;,x,) = (2;6) en-

contrada para o problema P.
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FIGURA 21 - Representagao da arvore BB apds a segunda diviséo.

infactivel

Fonte: Elaboragéo do préprio autor.

A Figura 22 mostra a representagdo geométrica da primeira particdo na regiao

factivel, executada quando o passo branch selecionou a variavel x; como variavel de

divisdo no subproblema P,, gerando os subproblemas P, e P,. Nesta figura, o ponto A

representa a solugéo v, = 34,9 no ponto (x,,x,) = (1,9;5,5) encontrada para o sub-

problema P,, o ponto B representa a solugédo v, = 46 no ponto (x,,x,) = (1;7,5), en-

contrada para o subproblema P;, e o ponto C representa a solugéo v, = 35 no ponto

(x1,x,) = (2;5,5), encontrada para o subproblema P,.

FIGURA 22 - Representagao da regiao
de busca apods a primeira divisao.
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Fonte: Elaboragéo do proprio autor.
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FIGURA 23 - Representacao da regido
de busca apds a segunda divisao.
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AFigura 23 complementa a Figura 22 com a adi¢gao da representagéo geométrica
da segunda parti¢gdo na regiao factivel, executada quando o passo branch selecionou
a variavel x, = 5,5 como variavel de divisdo no subproblema P,, gerando os subpro-
blemas P; e P,. O ponto D, representando a solugao do subproblema P;, n&o € incluido
nesta figura porque ele cai numa regiao infactivel e o ponto E representa a solugao
v, = 38 no ponto (x4, x,) = (2;6), encontrada para o subproblema P,. A solugéo v, =

v* € a solugao encontrada pelo algoritmo BB para o problema P no 3° Caso.

4° Caso: escolha de x, = 5,5 como variavel de divisao e uso do solucionador
IPOPT. Neste caso, o processo desenvolvido pelo algoritmo BB para resolver o pro-
blema P gerou a arvore BB mostrada na Figura 24. Observe que o passo bound eli-
minou o subproblema P, por possuir uma solugéo v, maior que v, e, também, eliminou
o subproblema P; porque a sua solugéo foi encontrada numa posigao localizada fora
da regiao factivel. Assim v* = v, = 29 é a solugao 6tima no ponto (x;,x,) = (5;4) en-

contrada para o problema P.

FIGURA 24 - Representacao da arvore BB ap0s a segunda diviséo.

infactivel vy =29
X1 = 5
X2 = 4

Fonte: Elaboragao do préprio autor.

A Figura 25 mostra a representagdo geométrica da primeira particdo na regiao
factivel, executada quando o passo branch selecionou x, como variavel de divisao no
subproblema P,, gerando os subproblemas P; e P,. Nesta figura, o ponto A representa
a solucao v, = 34,9 no ponto (x;,x,) = (1,9; 5,5), encontrada para o subproblema P,,

o ponto B representa a solugéo v; = 6,97 no ponto (x;,x,) = (4,11;0,47) encontrada
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para o subproblema (P;) e o ponto C representa a solugdo v, = 37,4 no ponto

(x1,x2) = (1,43; 6) encontrada para o subproblema (P,).

FIGURA 25 - Representacao da regidao  FIGURA 26 - Representagao da regiao

de busca apds a primeira diviséo. de busca apdés a segunda divisao.
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Fonte: Elaboragao do préprio autor. Fonte: Elaboragao do proprio autor.

AFigura 26 complementa a Figura 25 com a adi¢gao da representagéo geométrica
da segunda parti¢gado na regido factivel, executada quando o passo branch selecionou
x; = 4,11 como variavel de divisdo no subproblema P;, gerando os subproblemas P;
e P,. O ponto D representando a solugdo do subproblema P; ndo é incluido nesta
figura porque ele cai numa regiao infactivel e o ponto E representa a solugéo v, = 29
no ponto (x4, x,) = (5;4), encontrada para o subproblema P,. A solugéo v, =v* é a

solugdo encontrada pelo algoritmo BB para o problema P no 4° Caso.

Fazendo o fechamento dos quatro casos possiveis de resolucédo do problema P
de PNLIP, com o uso do algoritmo BB definido para resolver problemas de PLIM, a
Tabela 1, a seguir, mostra os resultados obtidos com (i) solugdo do subproblema inicial
P, obtido relaxando a integralidade de P, (ii) escolha da variavel de divisdo (passo
branch) e (iii) solugao inteira final do problema P.

Os resultados obtidos nesses quatro casos mostram que o algoritmo BB n&o
conseguiu obter a solugéo 6tima global v* = 16 no ponto (x4, x,) = (4,2). Esses resul-
tados estdo mostrados graficamente na Figura 27. As curvas de nivel nesta figura
mostram claramente a existéncia de outros pontos 6timos locais de melhor qualidade

do que aqueles que foram encontrados com o uso do algoritmo BB.
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Tabela 1 - Quatro casos possiveis de resolugéo do problema de PNLIP com o uso
do algoritmo BB definido para resolver problemas de PLIM

KNITRO IPOPT
v* = 34913 v* = 34913
Solugao do P, x; = 1,92509 x; = 1,92509
X, = 5,5063 x, = 5,5063
Aplicando branch Variavel de Variavel de | Variavel de | Variavel de
(e seguindo em profundidade) divisdo x; divisdo x, divisdo x; divisdo x,
v =129 v =29 v* =38 v =29
Solugao do P x; =5 X1 =5 X =2 X1 =5
X, =4 X, =4 X, =6 X, =4

Fonte: Elaboragéo do préprio autor.

FIGURA 27 - Representacdo da localizagao das solu¢des encontradas para cada um
dos quatro casos.
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Fonte: Elaboragao do préprio autor.

Concluindo, este simples exemplo em duas dimensdes mostra que, independen-
temente do uso do solucionador ou da escolha da variavel de divisao, o algoritmo BB
desenvolvido para resolver problemas de PLIM ndo produz o efeito desejado para
resolver problemas de PNLIM nao convexos.

A seguir, sdo destacados os problemas que provocam a deficiéncia do algoritmo.

2.1.3.1 Ineficacia do algoritmo BB em problemas de PNLIM nao convexo

A natureza ndo linear do problema, mesmo com apenas duas variaveis como no

exemplo anterior, juntamente com a ndo convexidade da regiao de busca, tornam o
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algoritmo BB deficiente na forma como esta definido para resolver problemas de PLIM.
Por isso, uma tentativa de aplicacéo direta a problemas de PNLIM ndo convexos apre-
senta falhas. O algoritmo funciona, mas nao alcancga éxito.

Quando o modelo matematico € um problema de PNLIM nao convexo, varios
problemas surgem devido a auséncia da linearidade ou da convexidade. As ferramen-
tas de suporte utilizadas na resolugao dos subproblemas de PNL dependem muito das
caracteristicas do problema e do tipo de regido de busca a ser investigada. A n&o
convexidade da regido factivel dificulta a convergéncia dos subproblemas de PNL para
encontrar um 6timo global. Além disso, a otimizagao depende do ponto inicial utilizado
e devido ao grande numero de pontos 6timos locais nesse tipo de problema, frequen-
temente chega-se a pontos 6timos locais de baixa qualidade, isto &, 6timos locais que
estdo longe do ponto 6timo global conhecido. Assim, a necessidade de resolver os
subproblemas de PNL em cada n6 da arvore de BB € uma condi¢gao complicante, pois,
de acordo com os testes de sondagem definidos para problemas de PLIM, o surgi-
mento de um 6timo local no decorrer do processo pode induzir a eliminacao de um né
importante da arvore e excluir um possivel caminho que levaria a um 6timo de melhor
qualidade. Essa eliminagao equivocada pode ocorrer sempre que o algoritmo encon-
trar uma solucao local de baixa qualidade. Diante do exposto, fica evidente a neces-
sidade de adequar o método do algoritmo para contornar os problemas que surgem.
Para isso, € necessario estabelecer estratégias de agéo para lidar com temas sobre
como:

1. Tratar subproblemas de PNL;
2. Manipular a ndo convexidade do problema;
3. Definir os testes de sondagem;
4. Detectar a infactibilidade e a convergéncia dos subproblemas de PNL.
Junto a esses assuntos provenientes da natureza dos problemas do tipo
PNLIM, é indispensavel analisar estratégias que melhorem a eficacia do algoritmo BB

em temas relacionados sobre como:

5. Definir a escolha da variavel de divisao para separar os subproblemas;
6. Definir a escolha do proximo subproblema a ser resolvido.
Na proxima secdo sao apresentadas solugcdes para cada questionamento levan-

tado nesse topico.
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2.2 ALGORITMO BB PROPOSTO PARA RESOLVER PROBLEMAS DE PNLIM NAO
CONVEXOS

Para o algoritmo BB utilizado na resolugao de problemas lineares se tornar efici-
ente na resolugao de problemas de PNLIM é necessario estabelecer uma mudanca
de abordagem nas estratégias de agao do algoritmo, principalmente, para resolver os
subproblemas de PNL que surgem em cada no6 da arvore BB. Nesse processo existe
a forte presencga da nao linearidade do problema e a ndo convexidade da regido de

busca. Nas préoximas sec¢oes, sao tratadas essas questdes.

2.2.1 Como lidar com os subproblemas de PNL

Ao se trabalhar com problemas de PNLIM é necessario estabelecer uma ferra-
menta de apoio para a resolugéo dos subproblemas de PNL que surgem em cada n6
da arvore BB. Neste trabalho, s&o utilizados os solucionadores KNITRO (BYRD,
NOCEDAL e WALTZ, 2006), IPOPT (WACHTER e BIEGLER, 2006), LOQO
(VANDERLEI, 1999) e MINOS (HUA ET AL, 2003). A decisao de utilizar esses quatro
solucionadores ocorreu apos testar alguns solucionadores disponiveis no mercado,
sendo que esses foram os mais eficazes. E vantajoso para a pesquisa que haja mais
de uma ferramenta para a resolucao de cada problema de PNL, isso proporciona mais
credibilidade aos resultados, além de uma comparagao entre as quatro ferramentas.
Nesse contexto, € interessante destacar as caracteristicas dos quatro solucionadores
que sao utilizados para a resolugao dos subproblemas de PNL.

O KNITRO é um software que busca solugdes 6timas locais para a otimizacao
em problemas de grande porte de programacgao nao linear. Adicionalmente, apresenta
uma opgao que € utilizada para a resolugao de problemas de PLIM e uma segunda
opcao para resolver problemas de PNLIM convexos. Neste trabalho, o solucionador
KNITRO (i) sera utilizado apenas para resolver os subproblemas de PNL e (ii) podera
ser usado casualmente para tentar resolver diretamente um problema de PNLIM nao
convexo apenas para a avaliagdo do desempenho do algoritmo BB proposto. O KNI-
TRO oferece varias configuragbes como opgdes para abordar um problema de dife-
rentes maneiras. As dificuldades apresentadas por cada tipo especifico de problema

determinam qual € a melhor forma de uso do solucionador, se o usuario ndo quiser se
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preocupar com isso, existe um comando em que o proprio solucionador escolhe que
tipo de ferramenta utilizar durante a busca da solucgao.

O IPOPT é um software de codigo aberto para a resolugéo de problemas n&o
lineares, sendo possivel otimizar problemas gerais de PNL de grande porte. Ao exe-
cutar a otimizagao, ele utiliza um algoritmo de ponto interior primal-dual com um mé-
todo de filtro de busca linear para assegurar a convergéncia global. Todavia, o soluci-
onador IPOPT resolve apenas problemas de PNL, ndo tratando problemas inteiros ou
mistos.

O solucionador LOQO € um software apropriado para lidar com uma variedade
de problemas, incluindo lineares e nao lineares, convexos € nao convexos, restritos e
irrestritos, desde que as fungdes definidoras sejam suaves (nos pontos avaliados pelo
algoritmo). Ao executar a otimizagéo, ele utiliza um algoritmo que se baseia no método
de ponto interior aplicado a uma sequéncia de aproximagdes quadraticas. Na resolu-
¢ao de problemas nao convexos, o solucionador LOQO itera a partir de um ponto de
partida especificado e fornece uma solugéo localmente 6tima, enquanto para proble-
mas convexos ele encontra uma solug¢do globalmente o6tima.

O solucionador MINOS é um software especialmente eficiente na resolucéo de
objetivos ndo lineares com restricdes lineares ou quase lineares. Ele pode resolver
problemas de otimizacao linear e nao linear. Ao executar a otimizacao, ele utiliza um
algoritmo que se baseia no método Lagrangiano linearmente restrito para problemas
nao lineares esparsos de grande porte.

2.2.2 Como tratar a ndo convexidade do modelo

Um dos fatores complicantes na resolugao de problemas de PNLIM é a ndo con-
vexidade da regido factivel por possuir muitos pontos 6timos locais. Isso prejudica o
funcionamento do algoritmo BB tradicional, porque é possivel que o algoritmo encon-
tre um ponto 6timo local de baixa qualidade e, através dos testes de sondagem, sejam
eliminados alguns nés promissores da arvore BB.

No caso linear onde existe regiao factivel convexa, a fungéo objetivo mantém um
crescimento/decrescimento linear permitindo o controle sobre cada solugao v, encon-
trada na arvore BB. No caso de minimizagcdo, sempre a solugéo v, do subproblema

filho sera maior do que a solugéo v,_,; do subproblema pai, ou seja, v, > vy_4. Isso
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garante a funcionalidade dos testes de sondagem e a convergéncia para o 6timo glo-
bal.

Para problemas de PNL com regido de busca ndo convexa, como no caso do
problema analisado no item 2.1.3, ndo é possivel ter o controle de v, em relagao a
Uk_41: pode ocorrer v, > v,_, OU v, < v,_;. Ou seja, devido a ndo convexidade, a ga-
rantia que v, > v,_, sempre ocorra é perdida, isso faz o algoritmo trabalhar sem a
certeza de convergéncia. Mesmo quando a convergéncia ocorre, ndo € possivel ga-
rantir que a solugéo encontrada seja a melhor possivel.

Para contornar esse tipo de problema, um fator de seguranga € > 0 é acrescen-
tado ao algoritmo, conforme apresentado em (RIDER, 2006). Uma representacao ge-

omeétrica da funcionalidade do fator de seguranga € é mostrada na Figura 28.

FIGURA 28 - Representacao de uma regido de busca nao convexa.
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Fonte: (RIDER, 2006).

Essa figura representa uma situagado em que o algoritmo de busca encontra uma
solugdo o6tima local v'. Se n&o for utilizado o fator de seguranga €, de acordo com o
critério de sondagem estabelecido para o algoritmo BB linear usual, o n6 k deve ser
descartado, pois v* > v!. Essa eliminacao traz como consequéncia a perda de um né

promissor que levaria ao valor 6timo. Nesse caso, a utilizagdo do fator de seguranga,
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€ > 0, promove uma mudanga na estratégia de sondagem do algoritmo BB, tal que,
apds um no ser analisado e apresentar v¥ > v*, o algoritmo continua a preservar os
nos descendentes que possuem uma solugdo v* maior que v*, até um limite v* + €.
Isso pode evitar a perda de um né promissor na busca de uma solugao melhor. Por-
tanto, é necessario redefinir a regra de sondagem do algoritmo BB, reescrevendo-a
da seguinte forma: o subproblema k que tem solugéo v* > v* + € sera descartado.

Observe que quando € = 0 a nova regra de sondagem torna-se a mesma usada
no algoritmo BB tradicional. Se € for um numero grande, o algoritmo BB tera uma
chance maior de encontrar a solugao 6tima global do problema, mas o esfor¢o com-
putacional exigido também sera maior, devido ao aumento no numero de nds a serem
analisados na arvore BB. Portanto, deve haver um equilibrio na escolha do valor de
E.

Neste trabalho, para as regras de sondagem, foi definido um fator de seguranca
com valor € = 5%. Este valor de € foi definido com base em testes experimentais e
demonstrou ser conservador sem aumentar muito o tamanho da arvore BB e os tem-

pos computacionais para resolver o problema.

2.2.3 Regras de sondagem

Em relagcéo as regras de sondagem utilizadas no algoritmo BB tradicional para
resolver problemas de PLIM, sua aplicacédo em problemas de PNLIM recebe uma mo-
dificagao na regra de sondagem numero 2 conforme justificativa recentemente apre-
sentada no item 2.2.2. Sendo assim, nos subproblemas de PNL ainda nio resolvidos
na arvore BB, as regras de sondagem que eliminam a necessidade de analisar os nds
descendentes de um n¢ pai sao:

1. Um subproblema é sondado quando a sua solugao vy, € infactivel;

2. Para problemas de minimizacao, um subproblema é sondado quando pos-
sui uma solugéo vy, > v* + §;

3. Um subproblema é sondado quando o algoritmo encontra uma solugao

factivel para o problema original de PNLIM n&o convexo.
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2.2.4 Como tratar questoes de infactibilidade e convergéncia

As questdes relacionadas com a dificuldade em detectar a infactibilidade dos
subproblemas de PNL que surgem na arvore BB e a incerteza da convergéncia do
algoritmo para encontrar uma solugao que seja a melhor possivel, sdo questbes que
contribuem para a ineficiéncia na resolugdo de problemas de PNLIM ndo convexos
quando é utilizado o algoritmo BB tradicional para problemas de PLIM.

Geralmente, muitos nés da arvore BB apresentam subproblemas infactiveis,
principalmente em problemas com dimensdes maiores, isso exige um alto esforgo
computacional dos solucionadores de otimizacao para detecta-los. A ideia é resolver
subproblemas de PNL que sejam sempre factiveis e, para isso, € necessario obter
transicoes mais suaves no espacgo de busca do problema. Particularmente, para con-
tornar os casos de infactibilidade dos subproblemas de PNL quando a fungéo objetivo
tem caracteristica linear, é acrescentado na fungéo objetivo e nas restricbes um con-
junto de variaveis artificiais ndo negativas (q;) combinadas com um parametro de pe-
nalizacao positivo (A). O objetivo é inibir as possiveis infactibilidades ao forgar o algo-
ritmo a rejeitar os subproblemas infactiveis zerando as variaveis artificiais. Nao ha
como saber quando um subproblema é infactivel, por isso, essa estratégia é utilizada
para tentar contornar esse problema. Note que essa proposta garante uma solugao
factivel trivial, com os valores das geragdes artificiais complementando os valores das
demandas das barras correspondentes.

Existe uma grande possibilidade para o algoritmo BB chegar a uma solugao fac-
tivel com a incorporagéo do parédmetro de penalizagdo a fungéo objetivo com caracte-
ristica linear, cujo objetivo é forgar o algoritmo a tentar zerar as variaveis artificiais
associadas a esse parametro, mas para que isso ocorra € necessario definir um valor
alto para o parametro de penalizacdo. Nao ha um critério para saber qual € o valor
ideal desse parametro, o que foi observado nos testes é que:

i. Um parametro fixo pode ser ruim para um determinado sistema e bom
para outro;

ii. Um parametro pequeno pode nao atingir o objetivo, pois nesse caso, a
opgao do algoritmo podera ser a atribuicdo de valores positivos as varia-
veis artificiais;

iii.  Um parametro muito grande pode prejudicar a convergéncia, pois o algo-

ritmo tentara a todo custo zerar as variaveis artificiais agregadas ao
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parametro de penalizacéo, prejudicando a convergéncia para uma solu-
¢ao de boa qualidade.

Tendo em vista a estruturagdo de um algoritmo BB para resolver problemas de
PNLIM ndo convexos quando a fungao objetivo tem caracteristica linear, € mais apro-
priado que o parametro de penalizagao seja definido em fungéo do problema em ques-
tdo. Portanto, € adequado que o valor definido para o parametro de penalizagao A seja
determinado em fung¢ao dos coeficientes da funcéo objetivo de cada problema. Por

exemplo, se v(x) = X ¢ ¢; xj, 0 pardmetro de penalizagéo pode ser definido como A =
2|Ic||, onde ||c]|| := /Z]-E, cj2 € a norma euclidiana dos coeficientes da fungao objetivo

para um conjunto de indices I. Nessa forma, o parametro de penalizagao A proporci-
ona maior flexibilidade para resolver diferentes sistemas, preserva a generalidade e
retira a rigidez de um valor fixo para todos os problemas.

Em relagéo a convergéncia dos subproblemas de PNL, o solucionador é progra-
mado para resolver novamente o subproblema de PNL que ndo convergiu, reiniciando
exatamente do ponto onde parou. Sdo consideradas até trés tentativas em cada no.
Nao obtendo resultado favoravel, o subproblema de PNL é considerado como n&o
convergido, e o respectivo n6 é descartado. Essa estratégia evita eliminar um né

quando o algoritmo BB n&o convergiu na primeira tentativa.
2.2.5 Selecao da variavel de separacao e o préximo subproblema a analisar

Nao existem técnicas sistematicas que identificam qual é a variavel 6tima de
separagao ou que determinam qual € o subproblema que conduz mais rapido a solu-
¢ao, mas existem algumas regras empiricas que podem ser utilizadas. Em sistemas
onde o numero de restricbes e variaveis é grande, a forma pela qual s&o escolhidas
as variaveis de separacao e os subproblemas candidatos pode afetar completamente
o desempenho do algoritmo BB. E muito grande o esforgo dedicado na especializagéo
de técnicas que possuam ferramentas mais eficientes para selecionar a variavel de
separagao e o proximo subproblema a analisar.

Entre os varios métodos utilizados na selecdo da variavel de separagao e do
proximo subproblema a analisar, alguns estao fundamentados em uma sensibilidade

denominada pseudocusto, descrita a seguir. O pseudocusto de uma variavel inteira x;

com valor atual ndo inteiro é dado pela relagéo entre a degradagéo do valor 6timo da
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fungao objetivo por unidade de variagdo da variavel x; quando ela € diminuida ou au-

mentada ao ser forgada a admitir um valor inteiro (GAUTHIER e RIBIERE, 1977;
LINDEROTH e SAVELSBERGH, 1999; HAFFNER, 2000). Assim, para uma determi-

nada variavel inteira x; com valor atual n&o inteiro, sdo definidos dois pseudocustos,

um de redugao, denotado por P;, e outro de aumento, denotado por P]-+:

Pj_ = #]lc (7)
+ UI-CF — Uk

P = —noa——

"= ®

em que v, é o valor 6timo do subproblema k; v, € o valor 6timo do subproblema
descendente de k obtido com a redug&o da variavel x;; v é o valor 6timo do subpro-

blema descendente de k obtido com o aumento da variavel x;; #}‘ € a parte fracionaria

de x/ definida como #f = x — ||, sendo |x/| o maior valor inteiro contido em xf.

Para cada uma das variaveis reais x}‘ de cada no k da arvore séo calculados os pseu-
docustos de redugao P;~ e de aumento Pj+. Para isso, € necessario resolver dois sub-
problemas, um para encontrar o valor v, , da fungdo objetivo do subproblema descen-
dente de k obtido com a redugéo da variavel x; e o outro para encontrar o valor vy, da
funcao objetivo do subproblema descendente de k obtido com o0 aumento da variavel
Xj.
Uma maneira de selecionar a variavel de separacédo € através do método da
selecéo pela maior degradacéo no valor da fungéo objetivo. O critério utilizado nesse
método emprega pseudocustos, conforme mostrado em (9), e serve para obter uma
estimativa da degradacgao provocada pela variavel j do subproblema candidato do né
k.
max{min[ P $; P (1 - $7)]) (9)
A execugao desse critério pode ser realizada em trés passos: (i) para cada uma
das variaveis reais x}“ de cada né k da arvore BB, calcular os dois valores dados por
P #f e P (1 — #F); (ii) para cada uma das varidveis x/, identificar os menores valores
encontrados; (iii) a variavel selecionada sera aquela que tem o maior valor entre os

menores valores encontrados para cada uma das variaveis x}‘. Entdo, a variavel sele-

cionada sera aquela cuja menor degradag¢ao no valor da fungao objetivo € maxima.
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Apods escolher a variavel para separar e criar os novos subproblemas, a selegao
do proximo subproblema a analisar, entre todos os candidatos, pode ser realizada
através do método de estimativas do valor da fungéo objetivo (vX,.). Uma forma de
calcular a estimativa v, para cada um dos subproblemas candidatos utiliza pseu-
docustos e é definida em (10).

Ubse = Vlpp + Z min[P#{; P (1 - #)] (10)

i€l

onde Uiknf € o valor do limite inferior do subproblema candidato k e I € o conjunto das
variaveis inteiras x¥ com valor atual n&o inteiro do subproblema candidato k. Assim, a
estimativa vX,, para cada subproblema candidato é obtida através da soma do limite
inferior do candidato com o somatdério dos menores valores associados as alteragdes
necessarias para que a variavel x* deixe seu valor original para assumir os valores
inteiros vizinhos. O valor obtido para v%,, busca estimar a melhor solugéo inteira que
poderia ser obtida entre todos os subproblemas descendentes do candidato k. Entao,
o préximo subproblema candidato selecionado para analisar sera aquele que apre-
sentar a menor estimativa v%,, no valor da fungéo objetivo.

A grande desvantagem do uso das expressoes (9) e (10), que empregam o uso
dos pseudocustos, é a necessidade de resolver dois problemas de otimizacao para
cada um dos subproblemas candidatos e armazenar as informagdes obtidas (solugéo
e base 6tima, para subproblemas de PL), para dar suporte a solu¢gao dos seus futuros
descendentes, antes de fazer a selecao da variavel de separacao ou do proximo sub-
problema candidato. Em relacdo aos problemas armazenados, uma parte deles acaba
sendo inutil pois, quando o valor da incumbente é atualizado € possivel descartar al-
guns candidatos. Uma outra desvantagem, € que para problemas de PNL com regi&o
de busca n&o convexa nao é possivel ter o controle de v, em relacdo a v,_;: pode
ocorrer v, > vU,_1 OU v, < vUg_;. Nesse caso, pode surgir pseudocustos negativos
como resultado da nao linearidade e da ndo convexidade do problema, sugerindo que
a solucao obtida para o subproblema k de PNL é apenas uma solugao 6tima local.

Alternativamente, é possivel utilizar outros métodos para selecionar a variavel
de divisao e o proximo subproblema candidato a ser analisado. Outra maneira de se-
lecionar a variavel de divisao € a partir de uma ordem pré-determinada dos coeficien-
tes da fungéo objetivo, por exemplo: do maior para o menor. Para selecionar o préximo

subproblema candidato a ser analisado também podem ser utilizadas as regras FIFO
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(first in first out) e LIFO (last in first out). A regra FIFO consiste em um procedimento
que realiza uma busca em largura na arvore BB, ou seja, consiste em tratar a lista dos
subproblemas candidatos como sendo uma estrutura em que sempre € selecionado o
primeiro n6 que foi inserido e a regra LIFO consiste em um procedimento que realiza
uma busca em profundidade na arvore BB, ou seja, consiste em tratar a lista dos sub-
problemas candidatos como sendo uma estrutura em que sempre € selecionado o
ultimo no6 que foi inserido. A utilizagdo desses métodos minimiza as necessidades de
memoria para armazenar as informagdes dos subproblemas candidatos.

Para evitar os inconvenientes relacionados ao calculo dos pseudocustos, o algo-
ritmo BB proposto emprega como estratégia de selecdo da variavel de divisao, os
valores (do maior para o menor) dos coeficientes da fungao objetivo que s&o definidos
no inicio do algoritmo e ndo mudam. Uma outra estratégia que o algoritmo BB proposto
utiliza é a realizagao de uma busca em largura (regra FIFO) para determinar o proximo
subproblema a ser analisado.

A secgdo a seguir, apresenta as estratégias propostas neste trabalho para obter
uma versao do algoritmo BB que seja eficiente na resolugédo de problemas de PNLIM

Nnao convexos.

2.2.6 Estrutura do algoritmo BB proposto para resolver problemas de PNLIM

Com motivagao baseada na deficiéncia do algoritmo BB tradicional ao lidar com
problemas onde espaco de busca é ndo convexo, identificada ao analisar o estudo de
caso apresentado na Secgao 2.1.3, aqui é proposto um algoritmo BB adaptado para
obter uma estrutura de operagao que é capacitada para resolver problemas de PNLIM
onde a regido de busca pode ser ndo convexa. As estratégias de agédo desse algoritmo
proposto ja foram discutidas em se¢des anteriores, mas € interessante que elas sejam
pontuadas novamente de forma resumida.

Para a resolugédo dos subproblemas de PNL que surgem em cada n6 da arvore
BB sao utilizados os solucionadores KNITRO, IPOPT, LOQO e MINOS, porque isso
proporciona mais credibilidade aos resultados e permite uma comparacao entre essas
ferramentas de apoio. A ndo convexidade da regiao de busca faz o algoritmo trabalhar
sem a certeza da convergéncia para uma solugéo 6tima global e, para contornar esse
problema, um fator de seguranga € > 0 é acrescentado ao algoritmo, tal que, o algo-

ritmo continua a preservar os nos descendentes que possuem uma solugéo v* maior
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que v* até um limite v* + €, isso pode evitar a perda de um nd promissor na busca de
uma solucado melhor. Para contornar os casos de infactibilidade dos subproblemas de
PNL, o ajuste proposto € acrescentar na fungdo objetivo com caracteristica linear e
nas restricdes do problema de PNLIM original um conjunto de variaveis artificiais nao
negativas (gq;) combinadas com um parametro de penalizagao positivo (A), isso forca
o algoritmo a rejeitar os subproblemas infactiveis zerando as variaveis artificiais. Uma
medida que atua em auxilio a convergéncia dos subproblemas de PNL é o soluciona-
dor ser programado para resolver novamente o subproblema de PNL que nao conver-
giu, apos trés tentativas o respectivo né é descartado, isso evita eliminar um né
guando o algoritmo ndo convergiu na primeira tentativa. Para evitar os inconvenientes
relacionados ao calculo e atualizagdo dos pseudocustos, o algoritmo emprega como
estratégia de selegao da variavel de divisdo os valores (do maior para o0 menor) dos
coeficientes da fungéo objetivo, que sao definidos no inicio do algoritmo e ndo mudam.
Também evitando o uso dos pseudocustos, o algoritmo realiza uma busca em largura
(regra FIFO) para determinar o proximo subproblema a ser analisado.

Essas estratégias de agao procuram evitar a exigéncia de um alto esfor¢co com-
putacional por parte dos solucionadores de otimizagao. Isso foi pensado principal-
mente nos casos relacionados com a deteccgio da infactibilidade de um subproblema
de PNL e no uso de pseudocustos para selecionar a variavel de divisdo ou o préximo
subproblema candidato a analisar. Diante das condicbes pré-estabelecidas, a estru-
tura do algoritmo BB proposto para resolver problemas de PNLIM ndo convexos é
formada pelos seguintes passos.

1. Inicializacdo: Faga o valor da solugao incumbente v* « oo; inicialize o contador
de subproblemas k < 0; inicialize a lista L de subproblemas candidatos (Py)
com a solugao v, do problema de PNL correspondente P,. Se a solug¢ao de
P, for inteira, entdo seja v* « v, e remova P, de L. V& para o Passo 2.

2. Teste de convergéncia: Verifique a lista L; se L = @, entdo o processo terminou
e a solugado incumbente atual v* é a solugdo 6tima para o problema PNLIM
original. Caso contrario, va para o Passo 3.

3. Selegao do subproblema candidato: Entre os subproblemas candidatos P, per-
tencentes a lista L, selecione o primeiro que foi inserido nessa lista; resolva

€ armazene a sua solugao 6tima v,. Va para o Passo 4.
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4. Passo bound: Um subproblema candidato P, € sondado quando satisfaz uma
das seguintes condigdes:
(a) Se a solugao v, do subproblema P, € infactivel.
(b) Se a solugéo v, for maior que a atual solugdo incumbente v* somada
com o fator de seguranga €, ou seja, se v, > v* + €.
(c) Se a solugao v, do subproblema P, também for uma solugéo para o
problema de PNLIM original, ou seja, se as condigdes de integralidade
forem atendidas. No caso de v, < v*, entdo a solugdo incumbente é
atualizada, v* < vy, e o teste 4(b) é aplicado novamente, ou seja, a
lista L deve ser revisada para que todos os nds que apresentem v, >
v* + € sejam sondados e k deve ser atualizado.
Apds esse passo, se 0 subproblema candidato P, foi sondado, retorne ao
Passo 2; caso contrario, va para o Passo 5.

5. Passo branch: Entre as variaveis inteiras x; com valor atual n&o inteiro da
solugao do subproblema Py, selecione aquela cujo coeficiente na fungao ob-
jetivo tem o maior valor para realizar a separagéo e adicione os dois novos
subproblemas descendentes gerados a lista de candidatos L. Os dois novos
subproblemas s&o gerados a partir do subproblema pai (P,), um com a res-
tricdo x; < [xjj incluida no conjunto de restricdes do subproblema pai (P;) e
o outro com a restricdo x; > |x;| + 1 incluida no conjunto de restricdes do
subproblema pai (P, ), onde [xj] € 0 maior inteiro menor que x;. Apds adicio-
nar esses dois novos subproblemas a lista L, faca k < k + 2 e retorne ao
Passo 3.

Observacao: Esse processo iterativo se encerra quando n&o ha mais subproble-

mas para sondar ou quando a solu¢do do problema original P € encontrada (caso
exista). O algoritmo BB proposto é testado no problema do planejamento da expanséo

de redes de transmissao de energia elétrica.
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3 PLANEJAMENTO DA EXPANSAO DE REDES DE TRANSMISSAO

3.1 INTRODUCAO

O tema relacionado com o planejamento da expansao da rede de transmisséo
(PERT) de energia elétrica € bastante conhecido por engenheiros, pesquisadores e
especialistas em planejamento das empresas de energia elétrica em diferentes pai-
ses. Ele se apresenta como um problema que é muito estudado e amplamente anali-
sado sob diversos aspectos. A interpretacdo dos resultados obtidos na resolucido
deste problema possibilita a definicdo de estratégias que servem para direcionar as
acdes que s&o exigidas pelo sistema elétrico no futuro. Tais estratégias sao de grande
importancia do ponto de vista econdmico e computacional. O problema real apresenta
uma rede de transmissao de um sistema elétrico com uma topologia atual, onde deve
ser determinado um planejamento de expanséao 6timo com a finalidade de atender um
aumento esperado da demanda de carga dentro de um intervalo de tempo pré-definido
de curto ou longo prazo, isto &, a sua solugado tem como objetivo informar onde, quan-
tas e quando novas linhas de transmissao devem ser construidas a um custo minimo,
garantindo a operagdo do sistema sem que haja cortes de carga (RIDER, 2006;
MAHDAVI, ANTUNEZ, et al., 2018; HEMMATI, HOOSHMAND e KHODABAKHSHIAN,
2013; UDE, YSKANDAR e GRAHAM, 2019). Este problema pode ser abordado con-
siderando apenas um unico estagio onde todos os investimentos s&o realizados em
uma unica etapa, chamado planejamento estatico (FREITAS, MACEDO e ROMERO,
2019), ou quando o planejamento ¢ dividido em varios estagios, designado planeja-
mento multiestagio (FREITAS, MACEDO e ROMERO, 2020), (FREITAS, MACEDO e
ROMERO, 2018).

O problema de PERT é um problema de otimizacédo e, como todo problema de
otimizagdo matematica, sua solugao é obtida através da implementacao de dois pro-
cessos consecutivos: a modelagem matematica e a técnica de solugédo. Em relagéo a
modelagem matematica do problema de PERT, uma discusséo é realizada na Seg¢ao
3.2. Quanto as técnicas de solugdo (SILVA, 2013), existem varios métodos que sao
usados e eles podem ser classificadas em dois grandes grupos que sao os métodos
exatos (técnicas exatas) e os métodos aproximados (técnicas heuristicas e metaheu-
risticas).
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Entre os métodos que utilizam as técnicas exatas de otimizagdo (VARGAS,
2018), podemos encontrar trabalhos que usam PLIM, PNLIM, decomposi¢ao de Ben-
ders e algoritmo BB. Essas técnicas fornecem resultados de boa qualidade. Como o
problema de PERT possui variaveis inteiras € necessaria a utilizacdo de técnicas de
programacao inteira. Além disso, o problema de PERT tem a caracteristica de apre-
sentar um elevado numero de solugdes 6timas locais, como consequéncia isso exige
um alto esforgo computacional dos solucionadores (solvers) para obter a solugao
6tima global (ORIONDO, 2020), (MENESES, NASCIMENTO, et al., 2020).

Uma estratégia utilizada para resolver o problema de PERT ¢é através de uma
formulagao disjuntiva que converte o problema de PNLIM n&o convexo do modelo CC
em um problema de PLIM que encontra a mesma solugdo original do problema. O
modelo disjuntivo foi utilizado em (BAHIENSE, OLIVEIRA, et al., 2001) para resolver
o problema de PERT sem considerar as perdas de transmissdo. A vantagem dessa
formulagao é que um problema de PLIM é mais facil de resolver. No entanto, o modelo
resultante encontra dificuldades para resolver sistemas de grande porte, pois a abor-
dagem utilizada nessa formulagao resulta em um maior espago de busca e, também,
promove um aumento significativo no numero de restrigdes e variaveis continuas e
discretas.

Em (ALGUACIL, MOTTO e CONEJO, 2003) o modelo disjuntivo foi formulado
com uma linearizacao por partes para as perdas. O modelo CC n&o considera as per-
das de transmissdo que podem ndo ser despreziveis (ALGUACIL, MOTTO e
CONEJO, 2003), por isso, € muito importante que elas sejam contabilizadas na for-
mulagao do problema de PERT. Outras aplicagées do algoritmo BB, onde € usado o
modelo linear disjuntivo para resolver o problema de PERT, podem ser encontradas
nas referéncias (ASADA, CARRENO, et al., 2005; ALGUACIL, ARROYO e CARRION,
2010; GARCES, CONEJO, et al., 2009).

Também tem sido utilizada a estratégia da decomposigdo matematica para re-
solver o problema de PERT. Uma estratégia de decomposi¢do de Benders aplicada
na resolugao do modelo disjuntivo do problema de PERT é apresentada na referéncia
(BINATO, PEREIRA e GRANVILLE, 2001). Uma estrutura de decomposigao conside-
rando geracao renovavel e cenarios de contingéncia para o problema de PERT é pro-
posta em (MAJIDI-QADIKOLAI e BALDICK, 2017). Na referéncia (HONG, CHENG e

ZENG, 2017) é utilizada a decomposi¢cédo de Benders para a expanséo da geragéo do
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problema de PERT considerando investimentos simultdneos em contingéncia e incer-
teza de carga.

Outra maneira de resolver o problema de PERT, que também €& considerada
neste trabalho, é usar um algoritmo BB para resolver o problema diretamente. As re-
feréncias (HAFFNER, MONTICELLI, et al., 2000; HAFFNER, MONTICELLI, et al.,
2001) aplicam o algoritmo BB para resolver o modelo de transportes do problema de
PERT. Em (RIDER, GARCIA e ROMERO, 2008) & proposto um algoritmo BB usando
o modelo CC com um método de pontos interiores para resolver o problema de PERT.
Em oposigcdo com este trabalho, a metodologia proposta na referéncia (RIDER,
GARCIA e ROMERO, 2008) inviabiliza a escolha de diferentes solucionadores dos
subproblemas de PNL que surgem durante o desenvolvimento do procedimento BB,
pois utiliza um algoritmo de otimizagao baseado no método de ponto interior especia-
lizado para o problema. Ainda em comparagao com a referéncia (RIDER, GARCIA e
ROMERO, 2008), este trabalho apresenta outras melhorias, principalmente aquelas
relacionadas com assuntos que tratam sobre questdes de infactibilidade e de conver-
géncia. Em (DELGADO, POURAKBARI-KASMAEI e RIDER, 2013) é proposto um al-
goritmo BB usando o modelo CC para resolver o problema de PERT sem considerar
as perdas que ocorrem na transmissao.

Também para resolver o problema de PERT, varios métodos aproximados de
otimizagdo (heuristicas e metaheuristicas) tém sido utilizados (REEVES, GLOVER e
KOCHENBERGER, 2003). Entre eles, podemos encontrar trabalhos que usam o al-
goritmo de otimizagdo de enxame de particulas (MURUGAN, 2012; DA ROCHA e
SARAIVA, 2013), o algoritmo de busca harménica (VERMA, PANIGRAHI e BIJWE,
2010; RASTGOU e MOSHTAGH, 2014), o algoritmo de colbnia artificial de abelhas
(MAHDAVI, ALHELOU, et al., 2021), o algoritmo de partida multipla com religagdo de
caminho (SILVA, FARIA, et al., 2021) e otimizagao evolutiva (GUPTA, KHOSRAVY, et
al., 2018). Os métodos aproximados tém como fundamento o raciocinio de que é pos-
sivel obter uma solugido de boa qualidade através de um processo iterativo de explo-
ragao na regiao factivel de busca com a aceitagdo de algum critério que seja aplicado
ao problema. Sao robustos, adaptaveis e de facil implementacao, por isso, sdo uma
boa opgao para abordar problemas complexos. Mas possuem algumas desvantagens,
tais como: exigéncia de uma alta demanda computacional, ajuste de parametros e
estabelecimento de uma condigcido de parada. Além disso, a caracteristica multimodal

(elevado numero de 6timos locais) do problema de PERT leva a maioria dos métodos
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aproximados a nao fornecer a garantia de uma convergéncia para a solugao 6tima
global e, em certas ocasides, a solugao 6tima local é de baixa qualidade (ORIONDO,
2020; REEVES, GLOVER e KOCHENBERGER, 2003).

Uma proposta de utilizagdo do modelo de operacdo CA no problema de PERT &
apresentada em (RIDER, GARCIA e ROMERO, 2007). A resolugédo deste problema
pode ser obtida principalmente através da utilizagcado de heuristicas e metaheuristicas
(GOMES e SARAIVA, 2020) e formulagbes convexas ou linearizadas (LUBURICE,
PANDzI¢ e CARRION, 2020). A utilizagdo da operacdo CA no problema de PERT
ainda é dificil, porque as metaheuristicas ndo garantem que uma solugao 6tima possa
ser encontrada e as formulacdes convexas ou linearizadas podem produzir resultados

inviaveis.

3.2 MODELOS CLASSICOS DE PERT

O estado de operagéo de uma rede de transmisséo de energia elétrica é descrito
através de um conjunto de relagdes matematicas que definem uma teoria denominada
fluxo de carga CA, por isso, a modelagem matematica ideal para representar o pro-
blema de PERT teria que utilizar o modelo de fluxo de carga CA (ROMERO, 1999).
No entanto, desde a introdugao do problema de PERT por Garver em 1970 (GARVER,
1970), este modelo n&o é frequentemente utilizado devido a complexidade das suas
relagdbes matematicas e, por isso, tem sido substituido por modelos matematicos
(SILVA, 2013; VARGAS, 2018; ORIONDO, 2020) que sao versdes relaxadas do mo-
delo CA(MACEDO, MONTES, et al., 2016), (MONTES, MACEDO, et al., 2016), dentre
0s quais destacam-se: modelo de transportes, modelos hibridos linear
(SCHIAVINATO, MACEDO e ROMERO, 2022) e nao-linear, modelo de fluxo de carga
CC (ou modelo CC) e, também, um modelo alternativo ao modelo CC que é chamado
de modelo disjuntivo. Atualmente, muitos pesquisadores consideram que o modelo
CC é o modelo ideal para representar o problema de PERT (ROMERO, 1999), e os
principais motivos sao:

i. Geralmente, a topologia base do sistema elétrico € ndo conexa, isto &,
existem conjuntos de barras isoladas da configuracdo principal. E dificil
resolver este tipo de problema usando o modelo CA.

i. O planejamento do fornecimento da poténcia reativa € um problema de

dificil convergéncia no modelo CA.
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iii. Em relagao a distribuicdo dos fluxos de poténcia ativa, numerosos testes
experimentais mostraram que os resultados obtidos usando o modelo CC
apresentam resultados muito préximos aos encontrados quando o modelo
de fluxo de carga CA ¢ usado (RIDER, 2006).

iv. Varios métodos de otimizacdo que usam o modelo CC foram desenvolvi-
dos de maneira adequada para resolver o problema de PERT (ROMERO,
1999; LATORRE, CRUZ, et al., 2003; LEE, NG, et al., 2006).

Nao existem muitas publicagdes na literatura especializada em que seja usado
o modelo CA. Isso ocorre, principalmente, devido as dificuldades encontradas em re-
alizar o planejamento de reativos de forma simultdnea com a expanséao do sistema de
transmissao e, também, devido ao fato de a topologia base ser desconexa e, as vezes,
altamente ilhada (RIDER, 2006).

A modelagem matematica utilizada no modelo CC considera as duas leis de Kir-
chhoff, como consequéncia, o problema de PERT se torna um problema de PNLIM
com regido de busca n&o convexa. Os modelos de transportes e hibridos séo versées
relaxadas do modelo CC. A primeira lei de Kirchhoff (ou lei das correntes) aplicada no
problema de PERT sem considerar as perdas de poténcia que ocorrem na transmis-
sdo, € baseada no principio da conservacgao de carga, isto é, o somatério dos fluxos
de poténcia ativa que entram numa barra do sistema deve ser igual ao somatério dos
fluxos de poténcia ativa que saem dessa mesma barra. A aplicagao da primeira lei de
Kirchhoff considera que as unidades geradoras de poténcia ativa e os circuitos de
transmissao devem operar dentro de limites que sao especificados pelo problema.
Para cumprir a segunda lei de Kirchhoff (ou lei das tensdes), € necessario que cada
lago do sistema respeite a condicdo de que Zieﬂlc(ei — Gj) = 0, onde Q. € o conjunto
das barras terminais de cada caminho que pertence ao lago e 6; — 6; € a defasagem
angular entre as tensdes das duas barras terminais de cada caminho ij pertencente
ao respectivo lago. Um lago € um conjunto de caminhos que forma um percurso onde
o ponto de partida coincide com o ponto de chegada, ou seja, é um percurso fechado.

No geral, a modelagem matematica do problema de otimizagdo de PERT con-
templa uma fungéo objetivo e um conjunto de restricées. O problema utiliza a fungéo
objetivo para buscar uma solugdo com o menor valor possivel para o custo de inves-
timento que sera utilizado na construgdo de novos circuitos (linhas e/ou transforma-

dores) de transmiss&o, no entanto, a busca da solugao deve respeitar um conjunto de
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restricdes que € principalmente formado pelas equagdes basicas do fluxo de poténcia
dos circuitos de transmissio e pelo nUmero maximo de novos circuitos que sao per-
mitidos incluir na expansao da rede. A modelagem matematica n&o precisa ter uma
estrutura rigida, dependendo da técnica de solugao utilizada podem ocorrer a incluséo
de incertezas em algum dos parametros e/ou a utilizacdo de variaveis artificiais, entre
outras. As relagdes matematicas do modelo ndo devem atingir um nivel de complexi-
dade tal que néo seja possivel encontrar uma solugao valida para o problema da vida
real ou que dificulte a resolucdo do problema num tempo computacional aceitavel
(ORIONDO, 2020). No futuro, com a evolugédo para computadores mais rapidos e a
apresentacao de novas técnicas de solugédo, os modelos matematicos atualmente jul-
gados como complexos e de dificil solugdo, poderao ser restabelecidos e ajustados
para resolver o problema de PERT (SILVA, 2013).

3.2.1 Modelo de transportes

O modelo de transportes foi proposto por GARVER em 1970 (GARVER, 1970;
GALLEGO, ROMERO e MONTICELLI, 2000) e representou o inicio de uma sistema-
tizagcdo de modelagens matematicas utilizadas no problema de PERT. Esse modelo
inclui na sua formulagdo matematica a primeira lei de Kirchhoff (lei das correntes) e
ignora a segunda lei de Kirchhoff (lei das tensées). Nesse contexto, a formulagdo ma-

tematica do modelo de transportes assume a forma:

minimizarv = z Cijnyj (11)
ij€Q,

sujeito a:

Zﬂi‘Zﬁj"‘gi:Di Vi€ Q, (12)
Ji€Q, T

\fijl < (NG + 1) Fy Vij € Q, (13)
G, <g; <G Vi € Q, (14)
OS'I’li]' Sﬁl’j VijEQC (15)

n;; inteiro Vij € Q. (16)
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sendo que (), € o conjunto de todas as barras do sistema; (). € o conjunto de todos
os caminhos ij de transmiss&do formados entre duas barras terminais i e j; v € o custo
total de investimento devido a construgcao de novos circuitos (linha e/ou transformado-

res) na rede de transmissao; C;; € o custo da construgao de um novo circuito no cami-
nho ij; n;; € o numero de novos circuitos adicionados no caminho ij que pode ou nao
existir na configuragéo base; Nl-j € 0 numero maximo de novos circuitos que podem
ser construidos no caminho ij; Ni(} € 0 numero de circuitos existentes no caminho ij

da configuragédo base (ou inicial); f;; € o fluxo total de poténcia ativa no caminho ij

pertencente ou ndo a configuracdo base; F; ; € o fluxo maximo de poténcia ativa per-

mitido para cada circuito do caminho ij; g; é o nivel de geragédo de poténcia ativa na

barra de geragao i; G; € a maxima capacidade do gerador (de poténcia ativa) na barra
i; G; é o limite minimo de geracdo na barra i; D; é o nivel de demanda na barra de
carga i.

A funcédo v em (11) representa a fungao objetivo que o problema deve minimizar,
a finalidade é encontrar uma solugao que fornegca o menor valor possivel de investi-
mento para adicionar novos circuitos de transmissdo na expansao da rede. A restricao
(12) representa as equacgdes da primeira lei de Kirchhoff, sendo uma para cada barra
do sistema, onde fj; € o fluxo de poténcia ativa entrando na barra i e f;; € o fluxo de
poténcia ativa saindo da barra i. A restricdo (13) representa os limites de capacidade
(fluxo total de poténcia ativa) de transmissdo em cada caminho do sistema, sendo que
os fluxos f;; podem fluir nos dois sentidos (positivos ou negativos), por isso, a neces-
sidade de incluir o valor absoluto nela. A restricdo (14) representa o limite de geragéo
de poténcia ativa nas barras que tém geradores conectados. A restricao (15) repre-
senta o numero maximo de circuitos de transmissao que podem ser construidos em
cada caminho ij. A restricdo (16) define a integralidade da variavel n;;, ou seja, n;;
deve ser um numero inteiro. esta restricdo representa a maior fonte de complexidade
do problema, principalmente para redes de transmissao de grande porte.

No modelo de transportes, a relacao linear existente entre as variaveis e a inte-
gralidade da variavel n;; transforma o problema de PERT em um problema de PLIM,
que é mais facil de resolver do que um problema de PNLIM formulado no modelo CC.
Além disso, a grande vantagem do modelo de transportes é que ele fornece uma
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excelente flexibilidade para trabalhar com sistemas nao conexos e/ou altamente ilha-
dos. No entanto, a omissao da lei das tensées de Kirchhoff em sua formulagcdo mate-
matica pode, em algumas situagdes, fazer esse modelo encontrar uma solugéo 6tima
muito distante da correspondente solugdo 6tima obtida pelo modelo CC (ROMERO,
1999; VARGAS, 2018; ORIONDO, 2020; SILVA, FARIA, et al., 2021).

3.2.2 Modelos hibridos

Os modelos hibridos foram criados para melhorar os resultados alcangados pelo
modelo de transportes e contornar as dificuldades do modelo CC. Sao utilizadas

duas versoes de modelos hibridos: a ndo linear e a linear.
3.2.2.1 Modelo hibrido nao linear

Em (ORIONDO, 2020) o modelo hibrido n&o linear é caracterizado considerando
que o numero total de circuitos da rede de transmissao € dividido em trés parcelas
destacadas a sequir: Ni(} € 0 numero de circuitos da configuragdo base existentes no
caminho ij, nj; € o nimero de novos circuitos adicionados no caminho ij existente na
configuragdo base e nizj € 0 numero de novos circuitos adicionados em um novo ca-
minho ij ndo existente na configuragdo base. Os circuitos contidos nas parcelas Ni‘} e
nilj devem satisfazer as duas leis de Kirchhoff e os circuitos contidos na parcela nizj
devem satisfazer apenas a primeira lei de Kirchhoff.

Uma forma equivalente a apresentacao das caracteristicas do modelo hibrido
nao linear é dada em (ROMERO, 1999), onde consta o seguinte: (i) todas as barras
do sistema precisam cumprir a primeira lei de Kirchhoff e (ii) somente os lagos que
inicialmente se encontravam na configuragéo base precisam cumprir a segunda lei de
Kirchhoff. Os novos lagos que possivelmente podem surgir, como resultado da adi¢ao
de um novo circuito pertencente a parcela nl-zj, nao precisam cumprir a segunda lei de
Kirchhoff.

Conforme mostrado em (SILVA, 2013; ORIONDO, 2020; MIASAKI, 2006), a for-

mulagao matematica do modelo hibrido nao linear é a seguinte:
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minimizarv = Z Cimij + z Cijni; (17)
ijEQc ijEQ.

sujeito a:

Zﬁ?—Zﬁ?+Zﬁ%—2ﬁ}+gi=Di VieQ, (18)
Jji€Q, ijEQ. Jji€Q, ijEQC

fii = (NS +nl;) (6, — 6;) /X5 vij € Q2 (19)
I3 < (nd; + N3 Fy; vij € 02 (20)
|| < nf Fy Vij € Q (21)
G; < g; <G; Vi€ (), (22)
0 <nj; <N} Vij € Q2 (23)
0 <n}; <N Vij € Q. (24)
n;; inteiro vij € Q2 (25)
nf; inteiro Vij € Q. (26)
0; irrestrito Vi€ Qi #ref (27)
Brer =0 (28)

sendo que , é o conjunto de barras do sistema; Q2 é o conjunto de caminhos ij com
circuitos existentes na configuragao base; Q. € o conjunto de caminhos ij sem circui-
tos existentes na configuragao base; (. = Q2 U Q.. é o conjunto de todos os caminhos
ij do sistema; v é o custo total de investimento devido a construgcédo de novos circuitos

(linhas e/ou transformadores) na rede de transmisséo; C;; € o custo da construgéo de
um novo circuito no caminho ij; nilj € 0 numero de novos circuitos adicionados no
caminho ij existente na configuracdo base; nl-zj € 0 numero de novos circuitos adicio-
nados em um novo caminho ij ndo existente na configuragdo base; Nl-lj € 0 numero

maximo de novos circuitos que podem ser construidos no caminho ij da configuragao

base; Nizj € 0 numero maximo de novos circuitos que podem ser construidos em um
. . ~ ~ . ~ . 0 , ’ . .
novo caminho ij que ndo pertence a configuragéo base; N;; € o numero de circuitos

da configuragao base existentes no caminho ij; fi} é o fluxo total de poténcia ativa no
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caminho ij da configuragdo base; fj é o fluxo total de poténcia ativa no caminho ij

que nao pertence a configuragao base; fi]- € o fluxo maximo de poténcia ativa permi-

tido para cada circuito do caminho ij; X;; € a reatancia de um circuito no caminho ij;

g; é o nivel de geracdo de poténcia ativa na barra de geracdo i; G; € a maxima geracéo
de poténcia ativa na barra i; G; € o limite minimo de gerag&o na barra i; D; € o nivel
de demanda na barra de carga i; 6; € o angulo de fase da tensao na barra i; 6, € a
referéncia angular para o conjunto de barras.

Comparando com o modelo de transportes, 0 modelo hibrido ndo linear acres-
centa uma modificagdo na aplicagao da primeira lei de Kirchhoff conforme mostrado
na restrigdo (18), e introduz as restrigdes (19), (20), (21) e (28) no problema.

Com relagao a restricao (18), a estrutura da aplicagéo da primeira lei de Kirchhoff
continua a mesma. As restricées (20) e (21) estdo contempladas no modelo de Trans-
portes, no entanto, aqui elas estao divididas em duas partes.

As restricoes (19) e (28) estéo relacionadas com a aplicacéo sistematica da se-
gunda lei de Kirchhoff aos caminhos com linhas existentes. A restricdo (19), definida
pela equagéo f;j = (N +n};) (6; — 6;)/X;;, € uma express&o da lei Ohm que relaci-
ona os fluxos de poténcia ativa nos circuitos como fung¢ao dos angulos de fase das
tensGes de suas barras terminais. O termo no linear, n};(6; — 6;) e a integralidade

das variaveis nilj e nizj representam as condi¢gdes complicantes que transformam o
modelo hibrido n&o linear em um problema de PNLIM, produzindo um nivel de com-
plexidade maior em relacdo ao modelo de transportes que € um problema de PLIM. A
restricdo (28) define uma referéncia angular para o sistema.

O modelo hibrido nao linear trabalha de forma eficiente com as partes ndo cone-
xas do sistema (ROMERO, 1999). Isso ocorre porque quando um novo circuito € ins-
talado em um novo caminho que forma um novo lago que n&o existia na configuragao

base, o fluxo de poténcia ativa desse novo circuito € limitado apenas pela maxima
capacidade de transmiss&o definida na restricdo |f;;| < n;; F;;, sendo que, nesse
caso, o mesmo nao ocorre com o modelo CC, porque o fluxo de poténcia ativa do
citado novo circuito também fica limitado pela maxima abertura angular definida na
restricdo f;; = n;; (Hl- — Hj)/Xij, que também ¢é imposta pela segunda lei de Kirchhoff
aos novos lagos que nao existiam na configuragdo base (ROMERO, 1999). Dessa
forma, o modelo CC perde eficiéncia em trabalhar com sistemas nédo conexos, devido
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a dependéncia que é adquirida ao ter que manipular a abertura angular entre as duas
barras terminais do novo circuito.

Uma breve comparacéao entre as eficiéncias dos modelos de transporte, hibrido
e CC para resolver o problema de PERT é feita a seguir. O modelo de transportes
encontra solucdes que é possivel se localizar bastante distanciadas da solugao 6tima
do modelo CC, mas, € muito mais facil de resolver. O modelo hibrido encontra solu-
¢des que se localizam mais perto da solugdo 6tima do modelo CC, porém, a sua re-
solucdo apresenta um nivel de maior dificuldade. Ambos os modelos de transporte e
hibrido apresentam bom desempenho em trabalhar com sistemas n&o conexos, en-
quanto o modelo CC pode apresentar sérias dificuldades. Esse tema esta aberto a
discussdes sobre qual € o modelo mais adequado para utilizagdo nas estratégias de
obtencdo de uma solugao para o problema de PERT, no entanto, é evidente que os
modelos relaxados tém um grande potencial para serem resolvidos com maior facili-
dade. Uma discussao mais detalhada sobre esse assunto pode ser encontrada em
(ROMERO, 1999).

3.2.2.2 Modelo hibrido linear

O modelo hibrido nao linear € pouco utilizado, pois apresenta dificuldades seme-
Ihantes as do modelo CC, nesse caso é preferivel utilizar diretamente o modelo CC.
Para contornar essa dificuldade, uma relaxagcédo da n&o linearidade é aplicada no mo-
delo hibrido nao linear, com isso, uma nova formulagao matematica denominada mo-
delo hibrido linear é obtida. Como consequéncia, o problema de PERT se transforma
em um problema de PLIM. As técnicas de solugcdo usadas para resolver o modelo
hibrido linear sdo as mesmas que as do modelo de transportes, assim sua aplicagao
se torna mais adequada porque ele oferece uma representagdo mais completa para o
problema de PERT.

No modelo hibrido linear, todas as barras do sistema devem cumprir a primeira
lei de Kirchhoff, em outras palavras, todos os novos circuitos adicionados em cami-
nhos pertencentes ou ndo a configuragdao base devem satisfazer somente a primeira
lei de Kirchhoff e, devem cumprir a segunda lei de Kirchhoff somente os lagos exis-
tentes na configuragdo base considerando apenas os circuitos existentes neles, ou
seja, todos os novos circuitos adicionados em lagos existentes ou ndo existentes na

configuragao base nao precisam cumprir a segunda lei de Kirchhoff (ROMERO, 1999;
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SILVA, 2013; ORIONDO, 2020; MIASAKI, 2006). A formulagao matematica assume a

seguinte forma:

minimizarv = Z Cijnij (29)
T

sujeito a:

Zﬂi—Zﬁ;+ZE?—Zﬁ?+gi=Di Vi€ Q, (30)
Jji€Q, T Jji€Q, ijEQ.

fi) =N (6; — 6;) /Xy vij € 09 (31)
|f3] < N Fij vij € Q0 (32)
|fij| < mnyj Fyj Vij € Q. (33)
Gi<gi<G Vi€ Q, (34)
0<ny; <Ny vij € Q. (35)
n;; inteiro Vij € Q, (36)
0; irrestrito Vi€ Qy,i+ref (37)
Orer =0 i =ref (38)

sendo que (), é o conjunto de barras do sistema; Q2 é o conjunto de caminhos ij com
circuitos existentes na configuracao base; Q. é o conjunto de todos os caminhos ij de
transmissao formados entre quaisquer duas barras vizinhas; v € o custo total de in-
vestimento devido a construgdo de novos circuitos (linhas e/ou transformadores) na

rede de transmissao; C;; € o custo da construgdo de um novo circuito no caminho ij;
Ni‘} € o numero de circuitos da configuragdo base existentes no caminho ij; n;; € o
numero de novos circuitos adicionados em um caminho ij que pertence ou nao a con-
figuracao base; Ni]- € 0 numero maximo de novos circuitos que podem ser construidos
em um caminho ij que pertence ou nao a configuragao base; fl-? € o fluxo total de
poténcia ativa dos circuitos da configuragdo base existentes no caminho ij perten-

cente a configuragéo base; f;; € o fluxo total de poténcia ativa dos novos circuitos

adicionados no caminho ij pertencente ou ndo a configuracado base; fi]- € o fluxo
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maximo de poténcia ativa permitido para cada circuito do caminho ij; X;; € a reatancia
do circuito no caminho ij pertencente a configuragao base; g; € o nivel de geragéo de
poténcia ativa na barra de geracéo i; G; é a maxima capacidade de geracdo de potén-
cia ativa na barra i; G ; € o limite minimo de gerag&o na barra i; D; € o nivel de demanda
de poténcia ativa na barra de carga i; 6; € a magnitude do angulo de fase da tenséo
na barra i; ... € a referéncia angular para o conjunto de barras.

Comparando com o modelo de transportes, o modelo hibrido linear acrescenta
uma modificagdo na aplicagao da primeira lei de Kirchhoff conforme mostrado na res-
tricdo (30) sendo que a estrutura da aplicagado dessa lei continua a mesma e, ainda,
introduz a aplicagdo da segunda lei de Kirchhoff somente nos circuitos pertencentes
a configuragédo base conforme mostra a restricao (31).

E interessante observar que em um determinado caminho pertencente a um lago
da configuragdo base, o fluxo de poténcia ativa de um circuito existente pode ser di-
ferente do fluxo de poténcia ativa de um novo circuito adicionado nesse mesmo cami-

nho (ROMERO, 1999), porque o primeiro esta limitado pela maxima abertura angular

(3 = N{ (6; — 6;)/Xi;) e pela maxima capacidade de transmissao (|f;}| < NjF;;), e o

outro esta apenas limitado pela maxima capacidade de transmissao (|fij| < nijfij).
3.2.3 Modelo CC

Na referéncia (MONTICELLI, 1983) pode ser encontrada uma ampla discussao
sobre 0 modelo CC. Esse modelo é considerado o modelo ideal para a analise do
problema de PERT (ROMERO, 1999), habitualmente ele é utilizado nas pesquisas e
por especialistas em planejamento das empresas de energia elétrica.

A formulagcdo matematica do modelo CC considera as duas leis de Kirchhoff no
sistema completo, isto €, todas as barras e todos os lagos da configuragao base e,
também, todas as barras e todos os lacos incluidos na expansao da rede de transmis-
sdo devem cumprir a primeira e a segunda lei de Kirchhoff, respectivamente
(ROMERO, 1999; SILVA, 2013; ORIONDO, 2020; MIASAKI, 2006). O modelo CC tem

o seguinte formato:
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minimizarv = z Cijngj (39)
ijEQ,

sujeito a:
Efji_Zfij‘l'gi:Di Vi€ Q, (40)
Jji€Q, ijEQ,
fij = (NG + ;) (6, — 6;) /X35 Vij € Q. (41)
Ifij| < (NS +n;) Fyj Vij € Q, (42)
Gi<gi<G; Vi€, (43)
0<n; <N, vijEQ,  (44)
n;; inteiro Vij € Q. (45)
0; irrestrito Vi€ Qi #ref (46)
Orer =0 (47)

sendo que ;, € o conjunto de barras do sistema; Q. € o conjunto de todos os caminhos
ij do sistema; v € o custo total de investimento devido a construgdo de novos circuitos
(linhas e/ou transformadores) na rede de transmisséo; C;; € o custo da construgéo de
um novo circuito no caminho ij; Nl-‘} € 0 numero de circuitos da configuracao base

existentes no caminho ij; n;; € o numero de novos circuitos adicionados em um cami-

nho ij que pertence ou ndo a configuragao base; NU € 0 numero maximo permitido de
adi¢cdes de novos circuitos que podem ser construidos em um caminho ij que pertence
ou nao a configuragao base; f;; € o fluxo total de poténcia ativa de todos os circuitos
(existentes e adicionados) no caminho ij que pertence ou ndo a configuragédo base;
Fij é o fluxo maximo de poténcia ativa permitido para cada circuito do caminho ij; X;;
€ a reaténcia do circuito no caminho ij; g; € o nivel de geragao de poténcia ativa na

barra de geragéo i; G; € a maxima capacidade do gerador de poténcia ativa na barra
i; G; é o limite minimo de geracdo na barra i; D; é o nivel de demanda de poténcia
ativa na barra de carga i; 6; € o angulo de fase da tensao na barra i; 0,..; € a referéncia

angular para o conjunto de barras.
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Comparando com o modelo de transportes, o0 modelo CC introduz as restricdes
(41) e (47) no problema. Essas restricdes estdo relacionadas com a aplicagao siste-
matica da segunda lei de Kirchhoff ao sistema.

A restricdo f;; = (Nf; +n;;) (6; — 6;)/X;; € uma expressao que relaciona os flu-
xo0s de poténcia ativa nos circuitos como fungdo dos angulos de fase das tensdes em
suas barras terminais. O termo nao linear, ni,-(ei — Hj), e a integralidade da variavel
n;; representam as condigdes complicantes do problema. Sao elas que transformam
o0 modelo CC em um problema de PNLIM.

Nesse tipo de problema costuma surgir um numero muito grande de solugdes
otimas locais, por isso, para haver compatibilidade com as ferramentas computacio-
nais atualmente disponiveis, varios modelos relaxados e varias técnicas de otimizagao
tém sido utilizadas (RIDER, 2006; ROMERO, 1999; MAHDAVI, ANTUNEZ, et al.,
2018; LATORRE, CRUZ, et al., 2003; LEE, NG, et al., 2006). Em relagao a distribuicao
dos fluxos de poténcia ativa, numerosos testes experimentais mostram que os resul-
tados obtidos usando o modelo CC apresentam resultados muito proximos aos obtidos

usando o modelo de fluxo de carga CA.
3.3 MODELO CC PARA O PROBLEMA DE PERT CONSIDERANDO PERDAS

O modelo CC, apresentado na Secao 3.2.3, ndo considera as perdas de trans-
missao que podem n&o ser despreziveis (ALGUACIL, MOTTO e CONEJO, 2003), por
isso, € muito importante que elas sejam contabilizadas na formulagdo do problema de
PERT. O modelo CC discutido nesta se¢ao acrescenta consideragdes relacionadas
com as perdas de poténcia ativa na rede de transmissédo. A modelagem matematica
apresentada nesta secao € utilizada para obter os resultados discutidos na Secéo 4.

Pode ser considerado que as perdas de poténcia ativa na rede de transmissao
correspondem a cargas distribuidas em todos os circuitos do sistema. Em sistemas
de médio/grande porte as perdas que ocorrem na transmissdo podem ser muito gran-
des quando comparadas com o nivel de geragcdo (RIDER, GARCIA e ROMERO,
2008), (DOMINGUEZ, MACEDO, et al., 2016), (DOMINGUEZ, MACEDO, et al., 2017).
Na referéncia (MONTICELLI, 1983) pode ser encontrada uma discuss&o mais deta-

Ihada sobre esse assunto.
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O problema de PERT considerando a operacdo CC da rede de transmissdo com

perdas de transmissao € um problema de PNLIM nao convexo. Nesse caso, a mode-

lagem matematica considera as duas leis de Kirchhoff no sistema completo conforme

pode ser verificado na formulagdo matematica apresentada a seguir.

minimizarv = Z Cijni; + A z qi

ijeQ, i€y
sujeito a:
Z f}'i_z Z fl] —|+9i=Di—q;
Ji€Q ijeQ,

fi = (NG +ny;) (6: = 6,) /Xy
2y = Gy (NG +ny) (6 — 6)°

|f11|+ U<( +nl])Fl]

n;; inteiro

Qref =0

Vi € Q,

vij € Q.
vij € Q.

Vij € Q,

Vi€ Q,

Vi € Q,

Vij € Q,

Vij € Q,

(48)

(49)

(50)

(51)

(52)

(53)
(54)
(59)
(56)

(57)

sendo que ; € o conjunto de todas as barras do sistema; Q. € o conjunto de todos

os caminhos de transmissao formados entre duas barras vizinhas; v é o custo total de

investimento devido a construgao de novos circuitos (linhas e/ou transformadores) na

rede de transmissao; C;; € o custo da construgdo de um novo circuito no caminho ij;

n;; € 0 numero de novos circuitos adicionados no caminho ij; A € o parametro de

penalizacao de custo devido a perdas de carga, sendo A := 2|[c|| onde |[|c|| :=

/ZU-E, Cizj € a norma euclidiano do vetor dos custos da construgao de novos circuitos

nos caminhos ij; q; € geragéo artificial de poténcia ativa na barra de carga i; f;; € o
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fluxo total de poténcia ativa de todos os circuitos (existentes e adicionados) no cami-
nho ij; ¢;; perda total de poténcia ativa no caminho ij; g; € o nivel de geragéo de
poténcia ativa na barra de geracgao i; D; é o nivel de demanda de poténcia ativa na
barra de carga i; Ni(} € o numero de circuitos da configuragao base (ou inicial) existen-
tes no caminho ij; 6; — 6; € a defasagem angular entre as tensGes das duas barras
terminais do caminho ij; X;; € a reatancia de um circuito no caminho ij; G;; € a condu-
tdncia de um circuito no caminho ij; fl-,- € o fluxo maximo de poténcia ativa permitido
para cada circuito do caminho ij; G; € a maxima geracdo de poténcia ativa na barra
de geragdo i; G; € o limite minimo de geragdo na barra i; NU € 0 humero maximo
permitido de adi¢bes de novos circuitos no caminho ij; 6. € a referéncia angular para
o conjunto de barras.

A funcéo v em (48) representa a fungao objetivo que o problema deve minimizar,
0 objetivo é encontrar uma solugdo que fornega o menor valor possivel de investi-
mento para adicionar novos circuitos de transmiss&o na expansao da rede. Nela estao
incluidos o custo total de investimento da expansao do sistema de transmissao e o
custo de corte de carga. O termo relacionado com o custo de corte de carga tem o
objetivo de inibir as possiveis infactibilidades ao forgar o algoritmo a rejeitar os sub-
problemas de PNL infactiveis zerando as variaveis artificiais, ou seja, a intengéo é

evitar a ocorréncia de subproblemas de PNL infactiveis.

FIGURA 29 - llustragao da restricao do balanco de poténcia.

0; o fij 0.
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Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Arestricdo (49) esta ilustrada na Figura 29, ela representa a equagao do balanco
de poténcia ativa definida pela primeira lei de Kirchhoff, sendo uma equacgao para cada

barra do sistema, onde f;; — ¢;;/2 é o fluxo de poténcia ativa entrando na barra i e

fij +€ij/2 € o fluxo de poténcia ativa saindo na barra i. Observe, nessa figura, a
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inclusdo do efeito das perdas ativas em cada caminho ij com metade para cada uma
de suas barras terminais e, também, inclui a geracéo artificial g; a qual permite que o
modelo seja factivel em qualquer situagéo.

As restricoes (50) e (57) estao relacionadas com a aplicagéo sistematica da se-
gunda lei de Kirchhoff ao sistema. Arestricao (51) é utilizada para se obter um conjunto
de equacgbes, sendo uma equagao para cada caminho ij, que corresponde a uma
estimativa das perdas de poténcia ativa no caminho ij em fungado da condutancia de
um circuito, do numero de circuitos instalados no caminho ij e da diferenga de fase do
angulo de tensao através do caminho ij. A condutancia de um circuito é definida pela
equagao G;; = Rl-j/(Rizj + Xlz]) onde R;; é a resisténcia de um circuito no caminho ij. A
restricdo (52) é a capacidade de transmissao do fluxo de poténcia ativa de um caminho
ij, sendo que os fluxos f;; podem fluir nos dois sentidos, por isso, a necessidade de
incluir o valor absoluto nela. A restricdo (53) € a capacidade da geragao de poténcia
ativa das barras de geracéo e a restrigao (54) é a capacidade de geracéo artificial das
barras de carga. A restricao (55) limita o numero maximo de novos circuitos que po-
dem ser construidos no caminho ij. Finalmente, a restricdo (56) representa a natureza
inteira da variavel de investimento n;;.

No modelo apresentado, a fungao objetivo (48) é linear, assim como as restri¢des
(49) e (52)—(57). No entanto, as restrigcdes (50) e (51) sdo nao lineares e ndo convexas,
pois apresentam o produto de variaveis e variaveis quadradas. Além disso, observe
que (50) € uma igualdade quadratica (com um termo bilinear), e quando as perdas
nao s&o consideradas no problema, o modelo se torna um problema de programagao
com restricdes quadraticas inteira mista ndo convexa.

A Figura 30 representa a restrigao (50) considerando f;; como uma fungao de n;;
e (Hl- — Hj) para X;; = 1, enquanto a Figura 31 representa a restrigdo (51) conside-
rando £;; como uma fungdo das mesmas variaveis para G;; = 1. Nestas figuras, as
curvas vermelhas representam os valores possiveis de f;; e £;; quando n;; € um nu-

mero inteiro, enquanto toda a superficie de ambas as figuras representa os valores

para f;; and ¢;; quando a integralidade de n;; € relaxada. Pode-se ver que ambas as
restricdes sdo n&o lineares e ndo convexas, mesmo quando a integralidade de n;; €

relaxada.
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FIGURA 30 - llustracao da restricao (50) FIGURA 31 - llustracao da restricao (51)
com X;; = 1. com G;; = 1.
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Fonte: Elaboragao do préprio autor. Fonte: Elaboragéo do préprio autor.

3.4 MODELO CA PARA O PROBLEMA DE PERT

O modelo matematico para o PERT usando o modelo CA é a formulagdo mais
completa do problema (RIDER, 2006; SILVA, 2013; ORIONDO, 2020). Esse modelo
€ baseado nas relagdes do fluxo de carga CA apresentadas em (MONTICELLI, 1983).
O modelo CA é definido como sendo uma extensdo do modelo CC. Ele pode ser es-

crito como apresentado em (58)—(75)

minimizarv = Z Cijnij + A z (qi +wy) (58)
ijEQ. i€y
sujeito a:
d para _
gi_Zfije_z i tai=D vie, (59)
ijEQ. jigQ,
G — Z q’ - z ay" "+ B+ w = Q vieq, (60)
ijen. jigQ,
3¢ = (ny + Nij|Gijv? — vivy(Gij cos 6;; + Byjsen 6] vij € Q. (61)
P — (4 NO)[Giyv? — vivy(Gij cos By — Byjsen 6y;)] vijeq, (62)
qlfije = (‘I’ll] + Nl(;)[_(BlS}h + Bu)vlz - vivj(gij sen 01] - Bl] Ccos 01])] Vl] € .QC (63)

quara = (nij + Ng)[—(BlS]h + Bij)vjz + vivj(gij sen 01] + BU cos 911)] Vl] € ‘QC (64)
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(F4)” + (afe)” < [(nyy + NY)Fy] vij € Q. (65)
(£ + (q7)* < [(nyy + NOFy]’ Vij€Q, (66)
G; <9 <G VieQ, (67)
Q<4 <Q, Vieq, (68)
0<gq; <D vieQ, (69)
0<w; <Q; vieQ, (70)
Vi<v <V; VieQ, (71)
0<ny; <Ny VijeQ, (72)
n;; inteiro VijeQ, (73)
0; irrestrito Vi€ Qp, i #ref (74)
Orer =0 (75)

no qual , € o conjunto de barras do sistema; (. € o conjunto de todos os caminhos
ij do sistema.
Os parametros sdo: v € o custo total de investimento devido a construcédo de

novos circuitos (linhas e/ou transformadores) na rede de transmissao; C;; € o custo da

construgcéo de um novo circuito no caminho ij; Ni(} € o numero de circuitos da configu-
ragao base existentes no caminho ij; Nij € 0 numero maximo permitido de adi¢des de

novos circuitos que podem ser construidos em um caminho ij; G; e G; s&o os limites
minimo e maximo de poténcia ativa gerada na barra i; D; € o nivel de demanda de
poténcia ativa na barra i; Q; é o nivel de demanda de poténcia reativa na barra i; Q;e
51. sdo os limites minimo e maximo de geragao de poténcia reativa na barra i; fl-,- €o
limite maximo de fluxo de poténcia aparente no caminho ij; V; e V; sdo os limites
minimo e maximo da magnitude de tens&o na barra i; G;; € a condutancia no caminho
ij, Bjj = —Xl-,-/(Rl-Zj + Xf]) € a susceptancia no caminho ij; Bf]-h € a susceptancia shunt
no caminho ij (se ij € um transformador B;}* = 0, os taps fora do valor nominal dos

transformadores nao foram considerados e, neste caso as linhas de transmisséao e os
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transformadores tem um mesmo circuito equivalente); Bs" é a susceptancia shunt na
barra i; 6, € a referéncia angular para o conjunto de barras.
As variaveis continuas sao: g; € o nivel de geragao de poténcia ativa na barra i;

g; € o nivel de geragao de poténcia reativa na barra i; fl-;le é o fluxo total de poténcia

para

ativa saindo da barra i; f;;™ ~ € o fluxo total de poténcia ativa entrando na barra i; qff

para

é o fluxo total de poténcia reativa saindo da barra i; q;;~ = € fluxo total de poténcia
reativa entrando na barra i; v; € a magnitude de tenséo na barra i; 6;,; = 6; — 6; € a
diferenga do angulo de fase da tenséo entre as barras i e j; q; € a geragao artificial de
poténcia ativa na barra i; w; € a geragao artificial de poténcia reativa na barra i; n;; €
0 numero de novos circuitos adicionados em um caminho ij.

Nesse modelo, a fungéo objetivo v em (58) representa o investimento a ser mi-
nimizado no sistema devido a constru¢cao das novas linhas na rede de transmissao e
inclui os custos de geracgéao artificial. As restricbes (59) e (60) representam as equa-
¢des do balanco das poténcias ativa e reativa em cada barra do sistema, as quais sao
definidas pela primeira lei de Kirchhoff. As restricdes (61)—(64) estao relacionadas com
a aplicagao sistematica da segunda lei de Kirchhoff ao sistema; elas representam os
fluxos de poténcias ativa e reativa saindo e entrando na barra i. Essas restricbes sao
altamente nao lineares devido a existéncia de fungdes trigopnométricas, multiplicagéo
de variaveis continuas e multiplicagao de variaveis inteiras por continuas. As restri-
cdes (65) e (66) representam os limites de capacidade de transmissao dos fluxos de
poténcias ativa e reativa de um caminho ij, os quais séo limitados pelo maximo fluxo
de poténcia aparente fi]-. As restrigbes (67) e (68) representam os limites superior e
inferior da geracéo de poténcias ativa e reativa nas barras de geracdo. As restricbes
(69) e (70) sao os limites de geracao artificial de poténcia ativa e reativa na barra i. A
restricdo (71) representa os limites superior e inferior da magnitude de tens&o em cada
barra do sistema. A restricdo (72) limita o nUmero maximo de novos circuitos que po-
dem ser construidos no caminho ij. A restricdo (73) representa a natureza inteira da
variavel de investimento n;;, a qual representa a maior fonte de complexidade do pro-
blema. Finalmente (74) indica que a variavel 6; é irrestrita e (75) define a referéncia
angular do sistema elétrico.

A mesma estratégia utilizada em (48)—(57) para garantir solugdes factiveis, i.e.,

considerar geragdes artificiais nas barras, também foi considerada em (58)—(75), mas
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nesse caso foram consideradas geragdes artificiais de poténcia ativa e reativa, sendo

ambas minimizadas na fungéo objetivo.
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4 TESTES E RESULTADOS

O algoritmo BB proposto para resolver problemas de PNLIM ndo convexos foi
implementado na linguagem de modelagem matematica AMPL (FOURER, GAY e
KERNIGHAN, 2003). O solucionador (solver) de cddigo aberto IPOPT v3.12.13
(WACHTER e BIEGLER, 2006) e os solucionadores comerciais KNITRO v12.4.0
(BYRD, NOCEDAL e WALTZ, 2006), LOQO v7.03 (VANDERLEI, 1999) e MINOS
v5.51 (HUA ET AL, 2003) foram usados, com configuragdes padrao, para resolver os
subproblemas de PNL que surgem em cada n6 da arvore BB.

Para as regras de sondagem, foi definido um fator de seguranga com valor € =
5%. Este valor de € foi definido com base em testes experimentais e demonstrou ser
conservador sem aumentar muito o tamanho da arvore BB e os tempos computacio-
nais para resolver o problema. Para outros problemas, pode ser adequado realizar

uma analise para definir valores de € mais adequados.
4.1 TESTES COM O MODELO CC

Os testes foram realizados utilizando o sistema Garver de 6 barras, o sistema
IEEE de 24 barras, o sistema Sul Brasileiro de 46 barras e o sistema Colombiano de
93 barras considerando os seguintes casos: (i) sem perdas de poténcia ativa na trans-
missao e sem reprogramacao de geragao de poténcia ativa; (ii) sem perdas e com
reprogramacao de geracgao; (iii) com perdas e com reprogramagao de geragao.

Os casos sem perdas sao obtidos considerando nulas as resisténcias em todos
os caminhos, ou seja R;; = 0. Nos casos sem reprogramagéao de geragdo os valores
da geracgao nas barras de geracgédo sao fixos. Nos casos com reprogramagéo de gera-
¢do os valores da geracgdo nas barras de geragao podem ser ajustados para um valor
compreendido entre G; < g; < G;. Observe que no caso com perdas, as perdas s
podem ser consideradas nos casos com reprogramacgao de geragdo, sendo que a re-
programacao € fungao do nivel das perdas que ocorrem na transmissao.

Dados completos para todos os sistemas estao disponiveis em (LAPSEE). Todos
os testes foram realizados em um computador com processador AMD Ryzen™ 9
5950X de 3,4 GHz e 32 GB de RAM. Deve-se destacar que o sistema Colombiano de
93 barras representa um caso de grande porte do problema de PERT. Observe que a
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complexidade de um sistema para PERT nao esta diretamente relacionada ao numero
de barras. De fato, a complexidade do problema esta muito mais relacionada ao nivel
de estresse da rede e ao numero de linhas de transmissdo que devem ser construidas
para uma operagao adequada da rede.

Para fins de comparagao, o modelo de PNLIM (48)—(57) também foi resolvido
diretamente usando solucionadores comerciais de otimizagcdo para problemas de
PNLIM n&o convexos. Entre eles, foram utilizados os solucionadores que podem obter
solugdes locais KNITRO v12.4.0 e BONMIN v1.8.8 (BONAMI, BIEGLER, et al., 2008).
O solucionador BONMIN é um solver de codigo aberto que opera de forma associada
com os solucionadores CBC v2.10.5 e IPOPT v3.12.13. Também foram utilizados os
solucionadores globais BARON v21.1.13 (SAHINIDIS, 2015), LINDO GLOBAL
v13.0.4099.255 (LINDO SYSTEMS INC.), COUENNE v0.5.8 (BELOTTI, 2009) e SCIP
v8.0.0 (VIGERSKE e GLEIXNER, 2018). Entre esses solucionadores globais,
COUENNE e SCIP sao solucionadores de codigo aberto. Além disso, o GUROBI
v9.5.0 (GUROBI OPTIMIZATION INC.), que € capaz de resolver problemas de progra-
macé&o quadratica n&o convexos, foi utilizado para resolver o problema sem considerar
perdas. Em todos os testes, as configuragcbées padrao foram consideradas em todos

os solucionadores, e o tempo limite foi fixado em uma hora.

Tabela 2 - Dimensdes dos problemas considerando o modelo CC

Sistemas sem perdas Sistemas com perdas
£ £ 5 5 L & £ £ 5 &
3 g ] o | 3 3 g 5 8 g g g
(o] = O pid © o © (o] O O © (e} O
¢ | 5 | 88| § |[:.8|% |8.¢|8 8¢ 8¢ | T % |8_¢
Caracteristicas dos problemas g g © g g 3 sEZ| o SEE| 8 g g g g SEQ SEE
2§ ° Qg ] 00 & o4 00 & o8 25 Qg 00 ® 00 &
© < <+ & = = =) = o © = < & = = o
0 2 & g | 289 | 2 58| & 0 B 289 | 889
T = @ o = B - = D S == 3 o = o = B s S ==
s Q Q w Q Q L Q Q Q
g8 5 oo wo| 5 e| g E | 5§ g2 o S 8|5 ¢
S o w = S p <] 3 5 w S o]
o w a a (&} o 1] w @ [$)
Numero de variaveis 38 38 115 115 214 214 451 451 53 156 294 606
Limitadas abaixo somente 0 0 0 0 0 0 0 0 15 41 79 155
Limitadas abaixo e acima 18 18 51 51 91 91 204 204 18 51 91 204
Livres 20 20 64 64 123 123 247 247 20 64 124 247
Numero de variaveis inteiras 15 15 41 41 79 79 155 155 15 41 79 155
Numero de restrigoes 51 51 147 147 280 280 558 558 66 188 362 713
Igualdades lineares 6 6 24 24 45 45 93 93 6 24 46 93
Igualdades quadraticas 15 15 41 41 79 79 155 155 15 41 79 155
Igualdades néo lineares gerais 0 0 0 0 0 0 0 0 15 41 79 155
Desigualdade linear unilateral 30 30 82 82 156 156 310 310 30 82 158 310
Numeros nao zeros na Jacobiana 148 148 414 414 790 790 1593 1593 263 736 1424 2827
Numeros nao zeros na Hessiana 25 25 76 76 153 153 304 304 40 134 272 545

Fonte: Elaboragao do préprio autor.

A Tabela 2 mostra as dimensdes dos problemas. O numero de variaveis inteiras
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€ igual ao numero de caminhos do sistema. Os testes foram realizados sem considerar
perdas no sistema e com perdas para os sistemas com reprogramagao de geragao. A
Tabela 2 mostra que o sistema Garver de 6 barras € o menor problema considerado,
enquanto o sistema Colombiano de 93 barras é o maior. Além disso, quando as perdas
sdo consideradas, os problemas tornam-se significativamente mais complexos, con-
forme indicado pelo numero de n&o-zeros na Jacobiana e na Hessiana quando com-
parados com os respectivos problemas sem perdas. Os numeros nio-zeros sao defi-
nidos pelos parametros, variaveis continuas e variaveis inteiras utilizados no modelo
matematico. A matriz jacobiana é formada pelas derivadas parciais de primeira ordem.
A matriz hessiana organiza todas as derivadas parciais de segunda ordem.

As Tabelas 3-6 apresentam os principais resultados, incluindo o custo de inves-
timento e o tempo computacional (entre parénteses) para encontrar a solugdo em
cada teste. Um asterisco indica que o solucionador encerrou antes do limite de tempo
de uma hora, encontrando uma solucgao 6tima local (ou global). Os tempos menores
que 3600 s sem asterisco indicam o tempo que o solucionador demorou para encon-
trar a solugao registrada, porém o limite de tempo foi utilizado para tentar encontrar
uma solugdo melhor. Um valor em negrito indica que o solucionador encontrou a me-
Ihor solugédo conhecida do problema. A sigla NC indica que o solucionador ndo conse-

guiu encontrar uma solugao inteira para o problema no tempo maximo permitido.

Tabela 3 - Resultados dos custos de investimentos dos sistemas sem perdas para o
modelo CC usando solucionadores locais/globais (MUS$)

Melhor Solucionador
resul-
Sistema
tado co- KNITRO BONMIN BARON LINDO GLOBAL | COUENNE SCIP GUROBI
nhecido
Garver de 6 barras com reprogramag&o || 110,000 130,000 (<1s)*| 244,000 (1s)*[ 110,000 (<1 s)* 110,000 (<1s)*| 110,000 (<1s)*| 110,000 (<1s)*| 110,000 (<1s)*
Garver de 6 barras 231,000( 231,000 (<1s)*| 238,000 (<1s)*| 231,000 (<1s)* infactivel*| 231,000 (<1s)*[ 231,000 (<1s)*| 231,000 (<1s)*
|EEE de 24 barras com reprogramagé@o [|152,000| 152,000 (<1s)* 152,000 (2 s) * 152,000 (4 s) * infactivel* 152,000 (5 s) * 152,000 (5 s) * 152,000 (<1s)*
|IEEE de 24 barras 370,000( 370,000 (<1s)*| 370,000 (3s)*| 370,000 (218 s) infactivel*| 370,000 (51 s) * 383,000 (2s)[ 370,000 (<15s)*
Sul do Brasil de 46 barras com reprogra-
B 72,870( 72,870 (8s)*| 72,870 (115s)*| 72,870 (62s)* infactivel*| 72,870 (41s)* 72,870 (7 5) * 72,870 (25) *
magao
Sul do Brasil de 46 barras 154,420 157,304 (11s) *| 154,420 (311s)*| 164,880 (1258's)| 250,143 (3321s)| 168,314 (40s)| 154,420 (26s)*| 154,420 (372s)*
Colombiano de 93 barras com reprogra-
. 189,650| 189,650 (1s)*| 189,650 (96 s) * 189,650 (31s) Infactivel*| 196,373 (11s) * NC 404,120 (1°s)
mag&o
Colombiano de 93 barras 562,417 562,417 (31s)*| 562,417 (179s)* 735,180 (93 s) 4,512,213 (22 s) NC NC| 651,576 (709 s)

Fonte: Elaboragao do préprio autor.
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Tabela 4 - Resultados dos custos de investimentos dos sistemas com perdas para o
modelo CC usando solucionadores locais/globais (MUS$)

Melhor Solucionador
resul-
Sistema
tado co- KNITRO BONMIN BARON LINDO GLOBAL COUENNE SCIP
nhecido
Garver de 6 barras com reprogramagao [(130,000( 140,000 (<1s)*| 130,000 (<1s)* 130,000 (4 s) *| 140,000 (<1s)* 130,000 (1s) *| 130,000 (<1s)*
|IEEE de 24 barras com reprogramagdo [|188,000| 203,000 (<1s)*| 188,000 (10s)*| 188,000 (362s)*| 188,000 (12s)*| 188,000 (43s)*| 188,000 (137 s)*
Sul do Brasil de 46 barras com reprogra-
~ 75,895 102,821 (<1s)*| 94,004 (128s)*| 75,895 (3589s)*| 129,055 (58's)*| 75,895 (255s)*| 75,895 (1053 s) *
magao
Colombiano de 93 barras com reprogra-
~ 202,920 202,920 (4 s)*| 204,528 (47 s)*| 781,747 (2850s)| 370,250 (121s) 235,610 (45 s) NC
magao

Fonte: Elaboragéo do préprio autor.

Tabela 5 - Resultados dos custos de investimentos dos sistemas sem perdas para o
modelo CC usando o algoritmo BB proposto (MUS$)

Melhor Solucionador
resul-
Sistema tado
conhe- IPOPT KNITRO LOQO MINOS
cido
Garver de 6 barras com reprogramagédo 110,000 110,000 (<1s) * 110,000 (1 s) * 110,000 (<1s) * 110,000 (1 s) *
Garver de 6 barras 231,000 231,000 (1s) * 231,000 (1s) * 231,000 (1s) * 231,000 (1s) *
IEEE de 24 barras com reprogramacgéo [[152,000 152,000 (3 s) * 152,000 (2 s) * 152,000 (1s) * 152,000 (1s) *
|IEEE de 24 barras 370,000 370,000 (10 s) * 370,000 (5s) * 370,000 (3s) * 370,000 (4 s) *
Sul do Brasil de 46 barras com reprogra-
B 72,870 72,870 (43 s) * 72,870 (86 s) * 72,870 (20 s) * 105,317 (3s) *
magao
Sul do Brasil de 46 barras 154,420 154,420 (459 s) * 154,420 (241s)* 154,420 (163 s) * 185,774 (4s) *
Colombiano de 93 barras com reprogra-
~ 189,650 189,650 (20 s) * 189,650 (5s) * 189,650 (4 s) * 189,650 (9s) *
magao
Colombiano de 93 barras 562,417 572,061 (1982 s) 572,061 (663 s) 562,417 (3292 s) 579,411 (1545 s)

Fonte: Elaboragéo do préprio autor.

Tabela 6 - Resultados dos custos de investimentos dos sistemas com perdas para o
modelo CC usando o algoritmo BB proposto (MUS$)

Melhor Solucionador
resul-
Sistema
tado co- IPOPT KNITRO LOQO MINOS
nhecido
Garver de 6 barras com reprogramagédo |130,000 130,000 (3 s) * 130,000 (2 s) * 130,000 (1s) * 170,000 (<1s)
|IEEE de 24 barras com reprogramagéo |[188,000 188,000 (36 s) * 188,000 (18 s) * 188,000 (4 s) * infactivel*
Sul do Brasil de 46 barras com reprogra-
~ 75,895 75,895 (24 s) * 75,895 (22 s) * 75,895 (2s) * infactivel*
magao
Colombiano de 93 barras com reprogra-
~ 202,920 202,920 (78 s) * 202,920 (102 s) * 202,920 (10s) * infactivel*
magao

Fonte: Elaboracao do préprio autor.



83

As Tabelas 3 e 5 apresentam, respectivamente, os resultados obtidos pelos so-
lucionadores locais e globais e algoritmo BB proposto para problemas de PNLIM n&o
convexos para resolver o problema de PERT considerando os seguintes dois casos:
(i) sistemas sem perdas e sem reprogramacao de geracao e (ii) sistemas sem perdas
e com reprogramacao de geragao. As Tabelas 4 e 6 apresentam, respectivamente, os
resultados obtidos pelos solucionadores locais e globais e algoritmo BB proposto para
problemas de PNLIM ndo convexos na resolucéo do problema de PERT considerando
sistemas com perdas e com reprogramacao de geragao.

As sec¢des a seguir apresentam uma discusséao com mais detalhes sobre os re-

sultados obtidos para cada sistema.
4.1.1 Sistema Garver de 6 barras

A topologia inicial para o sistema Garver de 6 barras é apresentada na Figura
32. As linhas continuas indicam circuitos de transmissao existentes e as linhas ponti-
Ihadas indicam caminhos onde novos circuitos podem ser construidos. Até trés novos

circuitos podem ser construidos em cada caminho.

FIGURA 32 - Topologia inicial do sistema Garver de 6 barras.

' Generation bus

Fonte: (GARVER, 1970)

Nas Tabelas 3 e 5, para o sistema Garver de 6 barras sem considerar perdas de

poténcia ativa na transmissdo e considerando a reprogramacgcdo de geracdo de
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poténcia ativa a solugao 6tima global deste problema de PERT tem um custo de in-
vestimento de MUS$ 110,000 (cento e dez milhdes de ddlares) com a construgdo dos
circuitos ns_s = 1 e ny_g = 3. ATabela 3 mostra que, com excec¢éo dos solucionadores
KNITRO e BONMIN, todos os demais solucionadores foram capazes de encontrar a
solugdo 6tima global do problema em menos de 1 s. As solugbes encontradas pelo
KNITRO e BONMIN sao 18,18% e 121,82% piores que a solugado 6tima, respectiva-
mente. Por outro lado, analisando a Tabela 5, é possivel verificar que o algoritmo BB
proposto foi capaz de encontrar a solugéo 6tima global com todos os solucionadores
utilizados para resolver os subproblemas de PNL em até 1 s.

Nas Tabelas 3 e 5, para o sistema Garver de 6 barras sem considerar perdas e
sem considerar a reprogramacgédo de geragdo a solugao 6tima global deste problema
de PERT tem um custo de investimento de MUS$ 231,000 com a construgéo dos cir-
cuitos ny,_g =3, n3_5s =1, ny_¢ = 2, € ns_g = 1. A Tabela 3 mostra que, com excegao
dos solucionadores BONMIN e LINDO GLOBAL, todos os demais solucionadores fo-
ram capazes de encontrar a solu¢gado 6tima global do problema em menos de 1 s. A
solugao encontrada pelo BONMIN é 3,03% pior que a solugéo 6tima, e o LINDO GLO-
BAL encontrou uma solugao que é infactivel. Por outro lado, a Tabela 5 mostra que o
algoritmo BB proposto foi capaz de encontrar a solugédo 6tima global com todos os
solucionadores utilizados para resolver os subproblemas de PNL em menos de 1s.

Nas Tabelas 4 e 6, para o sistema Garver de 6 barras considerando as perdas e
considerando a reprogramacgéao de geragao a solugao 6tima global deste problema de
PERT tem um custo de investimento de MUS$ 130,000 com a construgéo dos circuitos
n,_3=1,n3_5 =1, en,_g = 3. ATabela 4 mostra que, com excegao dos solucionado-
res KNITRO e LINDO GLOBAL, todos os demais solucionadores foram capazes de
encontrar a solugao 6tima global do problema em menos de 4 s. As solugdées encon-
tradas pelo KNITRO e LINDO GLOBAL sao 7,69% piores que a solugao mais conhe-
cida. Por outro lado, a Tabela 6 mostra que, com excecgao do solucionador MINOS, o
algoritmo BB proposto foi capaz de encontrar a solugédo 6tima global com todos os
solucionadores utilizados para resolver os subproblemas de PNL em menos de 3 s. A

solugao encontrada pelo MINOS ¢é 30,77% pior que a solugao mais conhecida.

4.1.2 Sistema IEEE de 24 barras

Atopologia inicial para o sistema IEEE de 24 barras é apresentada na Figura 33.
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As linhas continuas indicam circuitos de transmissao existentes e as linhas pontilha-
das indicam caminhos onde novos circuitos podem ser construidos. Até cinco novos

circuitos podem ser construidos em cada caminho.

FIGURA 33 - Topologia inicial do sistema IEEE de 24 barras.

‘ Generation bus
O Demand bus

Fonte: (FANG e HILL, 2003)

Nas Tabelas 3 e 5, para o sistema IEEE de 24 barras sem considerar perdas de
poténcia ativa na transmissdo e considerando a reprogramagéo de geragdo de potén-
cia ativa a solugdo otima global deste problema de PERT tem um custo de investi-
mento de MUS$ 152,000 (cento e cinquenta e dois milhdes de délares) com a cons-
trugdo dos circuitos ng_1yp =1, ny_g = 2, nyg-1 =1, € ny4_1, = 1. A Tabela 3 mostra
que, com excecgao do solucionador LINDO GLOBAL, todos os demais solucionadores
foram capazes de encontrar a solugao 6tima global do problema em menos de 5s. A
solugao encontrada pelo LINDO GLOBAL ¢ infactivel. Por outro lado, analisando a
Tabela 5, é possivel verificar que o algoritmo BB proposto foi capaz de encontrar a
solugao 6tima global com todos os solucionadores utilizados para resolver os subpro-

blemas de PNL em até 3 s.
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Nas Tabelas 3 e 5, para o sistema IEEE de 24 barras sem considerar perdas e
sem considerar a reprogramacgédo de gerag¢éo a solugao 6tima global deste problema
de PERT tem um custo de investimento de MUS$ 370,000 com a construgéo dos cir-
Cuitos nz_p, =1,n6-10 =1, M7 g =1, Ny9-12 =1L, Ny 16 =L, s 24 =1, N4y =2,€
ny,-1 = 2.ATabela 3 mostra que, com excec¢ao dos solucionadores LINDO GLOBAL
e SCIP, todos os demais solucionadores foram capazes de encontrar a solugao 6tima
global do problema em menos de 218 s. A solugé&o encontrada pelo LINDO GLOBAL
€ infactivel e o SCIP encontrou uma solugao 3,51% pior que a solugéo 6tima. Por outro
lado, a Tabela 5 mostra que o algoritmo BB proposto foi capaz de encontrar a solugao
otima global com todos os solucionadores utilizados para resolver os subproblemas
de PNL em menos de 10 s.

Nas Tabelas 4 e 6, para o sistema IEEE de 24 barras considerando as perdas e
considerando a reprogramacgéao de geragao a solugao 6tima global deste problema de
PERT tem um custo de investimento de MUS$ 188,000 com a construgéo dos circuitos
Ng_10=1,N7_g =2, N19-1 =1,n141 =1,en_, = 1. ATabela 4 mostra que, com
excegao do solucionador KNITRO, todos os demais solucionadores foram capazes de
encontrar a solugao 6tima global do problema em menos de 362 s. A solugao encon-
trada pelo KNITRO é 7,98% pior que a solugdo mais conhecida. Por outro lado, a
Tabela 6 mostra que, com excegao do solucionador MINOS, o algoritmo BB proposto
foi capaz de encontrar a solugao 6tima global com todos os solucionadores utilizados
para resolver os subproblemas de PNL em menos de 36 s. A solucdo encontrada pelo
MINQOS ¢ infactivel.

4.1.3 Sistema Sul Brasileiro de 46 barras

A topologia inicial para o sistema Sul Brasileiro de 46 barras € apresentada na
Figura 34. As linhas continuas indicam circuitos de transmissao existentes e as linhas
pontilhadas indicam caminhos onde novos circuitos podem ser construidos. Até cinco
novos circuitos podem ser construidos em cada caminho.

Nas Tabelas 3 e 5, para o sistema Sul Brasileiro de 46 barras sem considerar
perdas de poténcia ativa na transmissdo e considerando a reprogramacgao de geragao
de poténcia ativa a solugao 6tima global deste problema de PERT tem um custo de
investimento de MUS$ 72,870 (setenta e dois milhdes, oitocentos e setenta mil ddla-

res) com a construgdo dos circuitos n,_s =1, niz =1, nyg_y3 =1, Nyo_y; = 2,



87

Nus_az = 1, Nye_g = 1, € ns_¢ = 2. ATabela 3 mostra que, com exceg¢ao do soluciona-
dor LINDO GLOBAL, todos os demais solucionadores foram capazes de encontrar a
solugao 6tima global do problema em menos de 115 s. A solugdo encontrada pelo
LINDO GLOBAL ¢ infactivel. Por outro lado, analisando a Tabela 5, com excec¢éo do
solucionador MINOS, é possivel verificar que o algoritmo BB proposto foi capaz de
encontrar a solugao 6tima global com todos os solucionadores utilizados para resolver
os subproblemas de PNL em até 86 s. A solugéo encontrada pelo MINOS ¢é 44,53%

mais cara que a solugao otima.

FIGURA 34 - Topologia inicial do sistema Sul Brasileiro de 46 barras.

‘ Generation bus

N\

PR R

Fonte: (HAFFNER, MONTICELLI, et al., 2000)

Nas Tabelas 3 e 5, para o sistema Sul Brasileiro de 46 barras sem considerar
perdas” e “sem considerar a reprogramagéo de geragdo a solugéo 6tima global deste
problema de PERT tem um custo de investimento de MUS$ 154,420 com a construcao

dos circuitos nyo—z =1, Nyp-43 =2, Nye— = 1, Nyg_p5 = 1, N31-3; = 1, Npg-30 =1,
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Nog—29 = 3, Naa—y = 2, Nyg_39 = 2, € Ng_g = 2. A Tabela 3 mostra que, com excegao
dos solucionadores KNITRO, BARON, LINDO GLOBAL e COUENNE, todos os de-
mais solucionadores foram capazes de encontrar a solugao 6tima global do problema
em até 311 s. As solugdes encontradas por KNITRO, BARON, LINDO GLOBAL e
COUENNE séao, respectivamente, 1,87%, 6,77%, 61,99% e 9,00% piores que a solu-
¢ao otima. Por outro lado, a Tabela 5 mostra que, com excecéo do solucionador MI-
NOS, o algoritmo BB proposto foi capaz de encontrar a solugao 6tima global com to-
dos os solucionadores utilizados para resolver os subproblemas de PNL em menos
de 459 s. A solugéo encontrada pelo MINOS é 20,30% mais cara que a solugao 6tima.

Nas Tabelas 4 e 6, para o sistema Sul Brasileiro de 46 barras considerando as
perdas e considerando a reprogramacgdo de geragdo a solugao 6tima global deste
problema de PERT tem um custo de investimento de MUS$ 75,895 com a construcao
dos circuitos nyg_o0 =1, Nyg_o3 =1, Nypg21 =2, Nyy =1, Nyg_g =1, € Ng_g =2. A
Tabela 4 mostra que, com excecao dos solucionadores KNITRO, BONMIN e LINDO
GLOBAL, todos os demais solucionadores foram capazes de encontrar a solugao
6tima global do problema em menos de 3589 s. As solugbdes encontradas pelo KNI-
TRO, BONMIN e LINDO GLOBAL séao, respectivamente, 35,48%, 23,86% e 70,04%
mais caras que a solugao mais conhecida. Por outro lado, a Tabela 6 mostra que, com
excegao do solucionador MINOS, o algoritmo BB proposto foi capaz de encontrar a
solugao 6tima global com todos os solucionadores utilizados para resolver os subpro-

blemas de PNL em menos de 24 s. A solucédo encontrada pelo MINOS é infactivel.

4.1.4 Sistema Colombiano de 93 barras

A topologia inicial para o sistema Colombiano de 93 barras é apresentada na
Figura 35. As linhas continuas indicam circuitos de transmiss&o existentes e as linhas
pontilhadas indicam caminhos onde novos circuitos podem ser construidos. Até quatro
novos circuitos podem ser construidos em cada caminho.

Nas Tabelas 3 e 5, para o sistema Colombiano de 93 barras sem considerar
perdas de poténcia ativa na transmissdo e considerando a reprogramacgao de geragéao
de poténcia ativa a solugao 6tima global deste problema de PERT tem um custo de
investimento de MUS$ 189,650 (cento e oitenta e nove milhdes, seiscentos e cin-
quenta mil dolares) com a construgao dos circuitos n,;_59 = 1, nga_73 = 1, nyg_gy = 1,

Ngo_gs = 1, € ngg_ge = 1. A Tabela 3 mostra que, com excecido dos solucionadores
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LINDO GLOBAL, COUENNE, SCIP e GUROBI, todos os demais solucionadores fo-
ram capazes de encontrar a solugéo 6tima global do problema em até 96 s. O soluci-
onador LINDO GLOBAL convergiu para uma solugéo infactivel, o SCIP n&o foi capaz
de encontrar uma solugéao viavel, o COUENNE e o GUROBI encontraram, respectiva-
mente, solugdes 3,54% e 113,18% mais caras que a solugao 6tima. Por outro lado, a
Tabela 5 mostra que o algoritmo BB proposto foi capaz de encontrar a solugéo 6tima
global com todos os solucionadores utilizados para resolver os subproblemas de PNL

em nao mais de 20 s.

FIGURA 35 - Topologia inicial do sistema Colombiano de 93 barras.
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Fonte: Elaboragao do préprio autor.

Nas Tabelas 3 e 5, para o sistema Colombiano de 93 barras sem considerar
perdas e sem considerar a reprogramacao de geracdo a solugao 6tima global deste
problema de PERT tem um custo de investimento de MUS$ 562,417 com a construcao
dos circuitos nyz_gg = 2, Nys_1g =1, Ngg_g =1, N39_72 =1, Ngs_g =1, Ngg_gq = 1,
Nsg—s =1, Ns5_¢ =1, Nyy_ea =1, N7 29=1, N5o_5 =1, Ngzy =1, ngy5 =1,
Nyy 73 =1,n19. =2,ng, g5 =1,eng_g = 1.ATabela 3 mostra que apenas os sol-

vers KNITRO e BONMIN foram capazes de encontrar a solugao 6tima global do
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problema em menos de 179 s. As solugdes encontradas por BARON, LINDO GLOBAL
e GUROBI sao, respectivamente, 30,72%, 702,29% e 15,85% mais caras que a solu-
¢ao otima, enquanto COUENNE e SCIP ndo conseguiram encontrar uma solugéo in-
teira para o problema dentro do prazo. Analisando a Tabela 5, € possivel verificar que
o algoritmo BB proposto s6 conseguiu encontrar a solugao 6tima global para o pro-
blema utilizando o solver LOQO para resolver os subproblemas de PNL em 3292 s. A
solugao obtida pelo algoritmo BB proposto com os solvers IPOPT e KNITRO é apenas
1,71% mais cara que a solucgao 6tima, enquanto a solugao obtida com o solver MINOS
€ 3,02% mais cara que a solugao 6tima.

Nas Tabelas 4 e 6, para o sistema Colombiano de 93 barras considerando as
perdas e considerando a reprogramacgdo de geragédo a solugao 6tima global deste
problema de PERT tem um custo de investimento de MUS$ 202,920 com a construgdo
dos circuitos ny;_,9 =1, Ngy_y =1, Nyg_g, = 2, Ngo_g = 1, and ngg_g = 1.0s resul-
tados apresentados na Tabela 4 indicam que apenas o KNITRO foi capaz de encontrar
a solugao mais conhecida para o problema em 4 s. As solugdes encontradas por BON-
MIN, BARON, LINDO GLOBAL e COUENNE sao, respectivamente, 0,79%, 285,25%,
82,46% e 16,11% piores que a solu¢gdo mais conhecida. O SCIP n&o conseguiu en-
contrar uma solucéo inteira para o problema dentro do prazo. A Tabela 6 mostra que
o algoritmo BB proposto foi capaz de encontrar a solugdo mais conhecida com cada
solucionador de PNL em menos de 102 s, exceto ao usar MINOS para o qual o algo-

ritmo BB indicou incorretamente que o problema era infactivel.

4.1.5 Discussao

Com base nos resultados apresentados na Tabela 3 e na Tabela 4, verifica-se
que nenhum solucionador de problemas de PNLIM foi capaz de obter a solugao 6tima
de todas as instancias do problema considerado. Os solucionadores KNITRO e BON-
MIN foram capazes de encontrar a solu¢gao mais conhecida de 7 e 8 de 12 instancias,
respectivamente. Os solucionadores globais BARON, LINDO GLOBAL, COUENNE e
SCIP encontraram as solugdes mais conhecidas para 9, 2, 8 e 8 de 12 instancias,
respectivamente. Além disso, GUROBI encontrou as solugdes mais conhecidas para
6 de 8 instancias do problema sem considerar as perdas. Com exce¢ao do soluciona-
dor LINDO GLOBAL, deve-se notar que os solucionadores globais sdo mais eficientes

na resolugao de instancias menores do problema.
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As Tabelas 5 e 6 mostram que o algoritmo BB proposto para problemas de
PNLIM ndo convexos foi capaz de encontrar as melhores solugbes conhecidas de
todas as instancias consideradas quando o solucionador LOQO foi usado para resol-
ver os subproblemas de PNL. Além disso, com os solucionadores IPOPT e KNITRO,
nao foi possivel encontrar a melhor solugao conhecida de apenas uma instancia. Com
o solucionador MINOS, o algoritmo BB proposto so6 foi capaz de encontrar a melhor
solugdo conhecida em 5 das 12 instancias. Observe na Tabela 5 que, para o sistema
Colombiano de 93 barras sem considerar perdas e sem reprogramagao de geracao,
o algoritmo BB proposto utilizando os solucionadores IPOPT, KNITRO e MINOS foi
encerrado devido ao tempo computacional maximo permitido de 3600 s. Portanto,
pode ser possivel obter as melhores solugdes conhecidas ajustando os parametros
do algoritmo, como o tempo computacional maximo.

Uma alternativa para melhorar o desempenho do algoritmo BB proposto para
resolver grandes instancias é usar heuristicas para tentar encontrar solugdes iniciais
de alta qualidade para o problema. Essa estratégia € utilizada em algumas técnicas
de resolugao para melhorar as solugdes nos nos da arvore BB, e para definir a préxima

variavel de separagao e o proximo subproblema a ser resolvido.

4.2 TESTES COM O MODELO CA

Testes adicionais com o algoritmo BB proposto foram realizados considerando o
modelo CA do problema de PERT utilizando o sistema Garver de 6 barras e o sistema
IEEE de 118 barras com o objetivo de se avaliar o potencial da proposta de resolver
essa formulagao altamente complexa.

A Tabela 7 mostra as dimensdes dos problemas, a Tabela 8 apresenta os resul-
tados obtidos pelos solucionadores locais e globais e a Tabela 9 apresenta os resul-
tados obtidos pelo algoritmo BB proposto.

Nas Tabelas 8 e 9 constam o custo de investimento da expansdo da rede de
cada sistema e o tempo computacional (entre parénteses) para encontrar a solugéo
em cada teste. Os tempos com um asterisco indicam que o solucionador encerrou
antes do limite de tempo de uma hora encontrando uma solugao 6tima local (ou glo-
bal). Os tempos menores que 3600 s sem asterisco indicam o tempo que o soluciona-
dor demorou para encontrar a solugéo registrada, porém o limite de tempo foi utilizado

para tentar encontrar uma solugdo melhor. Um valor em negrito indica que o
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solucionador encontrou a melhor solugao conhecida do problema. A sigla NC indica
que o solucionador ndo conseguiu encontrar uma solucgéao inteira para o problema no

tempo maximo permitido.

Tabela 7 - Dimensdes dos problemas considerando o modelo CA

Caracteristicas dos problemas Sistema
Garver de 6 barras |EEE de 118 barras
Numero de variaveis 92 1082
Limitadas abaixo somente 0 0
Limitadas abaixo e acima 27 251
Livres 65 831
Numero de variaveis inteiras 15 25
Numero de restrigdes 102 1308
Igualdades lineares 12 220
Igualdades quadraticas 0 14
Igualdades néo lineares gerais 60 716
Desigualdades quadraticas unilaterais 30 358
Numeros ndo zeros na Jacobiana 496 5254
Numeros néo zeros na Hessiana 196 1894

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Tabela 8 - Resultados dos custos de investimentos dos sistemas para o modelo CA
usando solucionadores locais/globais (MUS$)

Melhor Solucionador
resultado
Sistema
conhe- KNITRO BONMIN BARON LINDO GLOBAL COUENNE scIp
cido
Garver de 6 barras 180,000( 180,000 (<15s)*| 180,000 (2's)* —| 190,000 (1766 s) NC| 600,000 (16 s)
IEEE de 118 barras 25,920 25,920 (1s) * 25,920 (7 s) * —| 37,953 (3365s)| 25,920 (216 ) * NC

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Tabela 9 - Resultados dos custos de investimentos dos sistemas para o modelo CA
usando o algoritmo BB proposto (MUS$)

Melhor Solucionador
resultado
Sistema
conhe- IPOPT KNITRO LOQO MINOS
cido
Garver de 6 barras 180,000 180,000 (1s) * 180,000 (1s) * 180,000 (1s) * -
|IEEE de 118 barras 25,920 25,920 (22 s) 25,920 (2 s) 25,920 (7 s) -

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

As sec¢des a seguir apresentam uma discusséao com mais detalhes sobre os re-
sultados obtidos para cada sistema.
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4.2.1 Sistema Garver de 6 barras

Nas Tabelas 8 e 9, para o sistema Garver de 6 barras considerando o modelo
CA a solugao 6tima global deste problema de PERT tem um custo de investimento de
MUS$ 180,000 (cento e oitenta milhdes de dolares) com a construgdo dos circuitos
n_s=1,n,3=1,n,_¢=1,n3 s =1en,_¢=3.

A Tabela 8 mostra que os solucionadores KNITRO e BONMIN foram capazes de
encontrar a solugéo 6tima global do problema em até 2 s. O BARON né&o foi capaz de
resolver o problema pois ndo € capaz de resolver problemas com fungdes trigonomeé-
tricas. Os solucionadores globais LINDO GLOBAL, COUENNE e SCIP nao convergi-
ram para a melhor solugdo conhecida no tempo maximo de 3600 s. Por outro lado,
analisando a Tabela 9, é possivel verificar que o algoritmo BB proposto foi capaz de
encontrar a solugao 6tima global com todos os solucionadores utilizados para resolver
os subproblemas de PNL em até 1 s, com exceg¢ao do solver MINOS, que nao foi

capaz de resolver os subproblemas de PNL.

4.2.2 Sistema IEEE de 118 barras

Nas Tabelas 8 e 9, para o sistema IEEE de 118 barras considerando o modelo
CA a solugao 6tima global deste problema de PERT tem um custo de investimento de
MUSS$ 25,920 (vinte e cinco milhdes e novecentos e vinte mil délares) com a constru-
gao dos circuitos ng_g = 1, ng_jp =l engg. =1.

A Tabela 8 mostra que os solucionadores KNITRO e BONMIN foram capazes de
encontrar a solugao 6tima global do problema em até 7 s. O BARON nao foi capaz de
resolver o problema pois nao € capaz de resolver problemas com func¢des trigonomé-
tricas. Os solucionadores globais LINDO GLOBAL e SCIP ndo convergiram para a
melhor solugdo conhecida no tempo maximo de 3600 s enquanto o COUENNE en-
controu a melhor solugédo conhecida em 216 s. Por outro lado, analisando a Tabela 9,
€ possivel verificar que o algoritmo BB proposto foi capaz de encontrar a solugéo 6tima
global com todos os solucionadores utilizados para resolver os subproblemas de PNL
em até 22 s, com excecgao do solver MINOS, que novamente nao foi capaz de resolver
os subproblemas de PNL. Cabe observar aqui que o solver KNITRO apresentou a
melhor performance nesse caso, pois quando foi utilizado, o algoritmo BB foi capaz

de resolver o problema em apenas 2 s.
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4.2.3 Discussao

Pode-se concluir que os resultados obtidos com o algoritmo BB para o problema
de PERT usando o modelo CA sdo competitivos quando comparados com os resulta-
dos obtidos pelos solucionadores locais/globais quando utilizados para resolver o pro-
blema diretamente, principalmente quando o algoritmo BB utilizou o KNITRO para re-
solver os subproblemas de PNL.

Por outro lado, cabe comentar sobre a necessidade do desenvolvimento de ins-
tAncias mais complexas para serem testadas utilizando-se o0 modelo CA, pois a litera-
tura apresenta apenas sistemas com grande numero de barras e que necessitam de
poucas linhas novas instaladas para uma operacao adequada, sendo, portanto, siste-

mas de baixa ou média complexidade para o problema de PERT.
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5 CONCLUSAO

Esse trabalho apresentou e discutiu a ineficacia e as dificuldades do algoritmo
branch and bound (BB) tradicional para resolver problemas de programagao linear
inteira mista (PLIM) quando utilizado para resolver problemas ndo convexos de pro-
gramacao nao linear inteira mista (PNLIM) e propds uma versao modificada desse
algoritmo BB para resolver essa categoria de problemas.

A implementag&o proposta do algoritmo BB incluiu estratégias para lidar com
subproblemas de programacéao nao linear (PNL), detectar a infactibilidade de um sub-
problema de PNL e tratar a ndo convexidade do problema, bem como regras de son-
dagem adequadas.

O algoritmo BB foi testado para resolver o problema de planejamento de expan-
sdo da rede de transmissédo (PERT), que é um problema de PNLIM n&o convexo de
dificil resolugdo. Quatro sistemas foram utilizados nos testes (Garver de 6 barras,
IEEE de 24 barras, Sul Brasileiro de 46 barras e Colombiano de 93 barras) conside-
rando os casos com o modelo CC sem e com perdas de poténcia ativa durante a
transmissao e sem e com reprogramacgao de geragao de poténcia ativa. Quatro solu-
cionadores de otimizacao (IPOPT, KNITRO, LOQO, MINOS) foram usados para resol-
ver os subproblemas de PNL. Além disso, para fins de comparacio, os problemas
também foram resolvidos diretamente usando dois solucionadores de otimizagao local
(KNITRO e BONMIN) e cinco globais (BARON, LINDO GLOBAL, COUENNE, SCIP e
GUROBI) para problemas de PNLIM n&o convexos. Testes adicionais foram realiza-
dos considerando o modelo CA com os sistemas Garver de 6 barras e IEEE de 118
barras.

Os resultados indicam que o algoritmo BB proposto apresenta resultados com-
petitivos para o problema de PERT quando comparado com solucionadores comerci-
ais e de cdédigo aberto para problemas de PNLIM n&o convexos, principalmente
quando o solver LOQO ¢ utilizado para resolver os subproblemas de PNL, pois com
ele foi possivel obter as melhores solu¢gées conhecidas para todas as instancias, in-
clusive quando o modelo CA é utilizado.

Trabalhos futuros desenvolverdo melhorias para o algoritmo BB proposto neste
trabalho, incluindo abordagens heuristicas para obter solugdes factiveis de alta quali-
dade para o problema e determinar a variavel de divisdo e o préximo subproblema a

ser resolvido. Além disso, novos estudos poderao definir uma proposta para a criagao
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de um algoritmo BB mais geral, onde possa ser possivel efetuar a resolugao de pro-

blemas de PNLIM com regido de busca nao convexa e fungéo objetivo n&o linear.
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