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Resumo

Um problema de controle exato na fronteira para um sistema de equacoes de ondas
acopladas é considerado em um retangulo do plano. Obtém-se controle de quadrado

integravel para estados iniciais de energia finita.

Palavras chave: Espacos de Sobolev, Equacao de onda, Decaimento de Energia, Con-

trole Exato na Fronteira.



Abstract

We are concerned with a problem of exact boundary controllability for a coupled sistem
of wave equations in a rectangle of the plane. We obtain square integrable control for

initial state with finite energy.

Key words: Sobolev Spaces, Wave equation, Energy Decay, Exact Bondary Control.
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Introducao

Sejam R C R? um retangulo aberto com fronteira denotada por OR e H™(R) o
espago de Sobolev das funcoes de L?(R) com derivadas distribucionais até a ordem

mem L*(R), meN .

Neste trabalho dedicamos a mostrar a existéncia de um tempo 1" > 0 e funcoes
controles f,g em L*(OR x [0,T]), tais que para qualquer (ug,u;,vo,v1) € H(R) =
HY(R) x L*(R) x H'(R) x L*(R), a solugao do problema

uy — Au+alu—v) =0 em Rx|0,T]

vy — Av+av—u)=0 em Rx]0,T]|

u=f v=yg em OR x [0,T] (1)
u(-,0) =ug, u(,0)=u; em R

v(+,0) = vy, v(-,0)=v; em R

satisfaz

u(T)=w(,T)=v(,T)=v(,T)=0 em R

Como se pode ver em [13], a interpretagao fisica ¢ dada por um sistema de duas
membranas retangulares paralelas conectadas por uma camada elastica de Winkler
sem massa e linear. B suposto que as membranas sejam finas, homogéneas e per-
feitamente eldstica e tém espessura constante. As membranas sao uniformemente
apertadas adequadamente por tensao constante na fronteira e sao submetidas ar-
bitrariamente por distribuicoes de cargas continuas. Se o sistema é submetido a

pequenas vibragoes devemos achar fungoes controles sobre a fronteira tal que num

determinado tempo T' > 0, as vibracoes param completamente.

Esse problema é considerado em [2] em um dominio chamado poligono curvo. A



organizacao deste trabalho é a seguinte:

No capitulo 1 apresentamos resultados preliminares necessarios ao desenvolvimento
do estudo feito ([1],[4],[5],[6],[16],[17]). No capitulo 2 foram postos os principais
resultados a serem usados no capitulo 3, que sao teoremas sobre decaimento local de
energia para equagoes do tipo wy — Aw + Aw = 0, onde A > 0. Usamos aqui a teoria
do capitulo 1 para esses teoremas, que foram tiradas de ([2],[3],[4],[15]). No capitulo
3 foi trabalhado o problema (1) apenas para uma equagdo na segao 3.1, onde os
principais resultados usados foram dados no capitulo 2, formulamos nosso problema
na secao 3.2 e por fim o teorema principal na se¢ao 3.3, e cuja demonstragao é feita

usando os resultados da secao 3.1.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados que serao usados no desenvolvi-
mento do nosso trabalho. Por serem resultados familiares, colocaremos apenas os
seus enunciados, deixando a cargo do leitor interessado a busca de suas demons-

tracgoes.

1.1 Norma de uma Transformacao Linear
e 0 Teorema de Neumann

Sejam W e V espagos vetoriais sobre um mesmo corpo K =R ou C. Sejam || - ||w
e || - |y normas em W e V respectivamente. Uma transformacao linear 7' : W — V

é limitada se, e somente se, existe uma constante C' > 0 tal que

| Tw [lv< Cllw flw,

para todo w € W.

A transformacao linear T' é limitada se, e somente se, T' é continua (ver [8]). Se

T ¢é limitada, a norma de T' é definida por

T = inf{C>0; | Tw lv< C | w [lw,w e W},



que é equivalente a

Tw
| T[= sup |[Tw [y=sup u
lwllw=1 w0 || w [lw

Um espaco vetorial normado completo é chamado de espago de Banach. Se a norma
de um espaco de Banach é proveniente de um produto interno entao esse espaco é

chamado de espaco de Hilbert.

Seja T : W — W uma transformagcao linear e n € N. Denotamos por T" a

composicao com n fatores ToT o...oT. Se T é limitada entao T" é limitada e vale

<7 [" .
Seja I : W — W o operador identidade. O teorema a seguir, devido a Neumann
[17], estabelece uma condigao para a invertibilidade de I — T

Teorema 1.1. Sejam W um espaco de Banach e T : W — W uma transformacao

linear limitada. Se

I {<1

entao I — T admite inversa e vale

(I-T)'=) 1" T°=1
n=0

Demonstracao: [17]

1.2 Distribuicoes e Espacos Funcionais

1.2.1 Nocao de Derivada Fraca

No estudo de problemas descritos pelas equacoes diferenciais parciais cujos dados
iniciais nao sao regulares o suficiente para possuirem derivada no sentido classico,

faz-se necessaria a introducao de um novo conceito de derivada.
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Para entendermos tal conceito necessitamos de algumas defini¢oes:
1°) Espago das fungoes testes.

Dados a = (e, q,...,0,) € N* e @ = (21,29,...,2,) € R", representaremos

por D% o operador derivagao de ordem « definido por

olel
D* =
3x1a18m20‘2 e 8xn0‘n ’

onde |a| = Zai. Se a = (0,0,...,0), define-se D*u = u.
i=1

Seja 2 um aberto em R"™. Denotaremos por C3°(€2) o conjunto das fungoes
v : 2 — R que sao infinitamente diferenciaveis em {2 e que tém suporte compacto,

onde o suporte de ¢ é o fecho do conjunto {z € Q;¢(z) # 0} em £, ou seja,

supp () = {w € O p(x) £0} .

Dizemos que uma sequéncia {p,} C C5°(Q2) converge para zero, e denotamos

v, — 0, se e somente se existe um subconjunto compacto K de €2, tal que:

i) supp(p,) C K,Vv eN;

ii) D%p, — 0 uniformemente sobre K, Voo € N™.

Dizemos que uma sequéncia {¢,} C C§°(2) converge para ¢ € C§°(2) quando

a sequéncia {¢, — ¢} converge para zero no sentido acima definido.

O espago C°(€2), munido dessa nogao de convergéncia, ¢ denominado espago das

fungoes testes, denotado por D(£2).

2°) Distribuigao sobre um aberto 2 C R".

Uma distribuigao em € é uma forma linear 7' : D(Q2) — K continua, isto é;
i) T é linear

ii) {p,} C D), o, = pem D(Q) =T, — T, em K.



O conjunto de todas as distribuigdes sobre €2 é um espago vetorial, o qual
representa-se por D'(Q), chamado espaco das distribuicoes sobre €2, munido da
seguinte nocdo de convergéncia: seja (7)) uma sucessio em D (Q) e T € D'(Q).
Dizemos que T, — T em D'(Q) se a sequéncia numérica {(T}, o)} converge para

(T,p) em R,V p € D(Q).

3°) Denotaremos por L7 (€2), 1 < p < +00 o espago das (classes de) funcoes

([ tup)s < +oc,
K

Uma sucessao {u,} de fungées em Lj (€2) converge para zero em Lj () se

u: 2 — R tais que

sobre cada compacto K de €.

V——+00

lim (/ |uy|p)5 = 0, para todo compacto K de €.
K

Seja {u, } uma sucessao de fungoes de LV (Q) e u € LY (Q). Dizemos que {u,}

converge para v em L7 (Q) se {(u, —u)} converge para zero em L ().

De posse dessas defini¢oes estamos aptos a entender um novo conceito de derivada.
S. Sobolev introduziu, em meados de 1936, uma nocao global de derivada a qual
denominou-se derivada fraca, cuja construcao dar-se-a a seguir. Quando €2 é um
aberto limitado define-se C™(Q) como:
CmQ)={f=glu9g€C™R") e D*f é limitado em Q, |a|<m}.
Sejam u, v definidas num aberto limitado €2 do R"™, cuja fronteira 9€) é regular.

Suponhamos que u, v € C*(Q). Se u ou v se anula sobre 92, da integracao por partes

A expressao anterior motivou a derivada fraca dada por Sobolev: Uma funcao

obtemos,

u € L, .(Q) é derivavel no sentido fraco num aberto 2, quando existe uma fungao

v e L. () tal que

8$k

/Qu(a:)agp(x)dm:—/Qv(:v)go(x)das,



para toda ¢ € D(Q2). A fungao v é a derivada fraca de u em relacdo a xy, denotada

ou
por —

8xk'

Embora tal conceito de derivada tenha sido um marco na evolucao do conceito
de solugao de uma equagao diferencial, ela apresenta uma grave imperfeicao no fato
que nem toda fungao de L}, (€2) possui derivada nesse sentido. No intuito de sanar
esse tipo de problema, Laurent Schwartz, em meados de 1945, introduziu a nogao
de derivada no sentido das distribuicoes, a qual generaliza a nocao de derivada

formulada por Sobolev, como segue:

Sejam T uma distribuicao sobre 2 e o € N”. A derivada de ordem « de T, no

sentido das distribuigoes, é definida por:
(DT, ) = (=1)*NT, D*); Vi € D(9).

Verifica-se que D*I é ainda uma distribuicato e que o operador

D :D'(Q) — D'(Q), tal que a cada T associa DT, é linear e continuo.

ou
Seja u € Lj,.(f2) uma fun¢ao que possui derivada fraca 7. © seja T;, a dis-
T,

tribuicao definida por (T, p) = [, u(z)p(z)dz, Vo € D(Q). Temos
<DaTu7 90> = _<Tu7 Da90>

que se reduz a

/Q () 228 g /Q 0ul®) ()

8xk al'k
N o . ou : :
Logo, DT, coincide neste caso com a derivada fraca . definida anteriormente.
L

Veremos (proposicao 1.3) que T, é definida univocamente para toda u € L} ().

1.2.2 Os Espagos L?(12)

Seja € um aberto do R™. Representaremos por LP(Q2), 1 < p < +00, 0 espago
de Banach das (classes de) fungoes definidas em 2 com valores em R tais que |u|? é

integravel no sentido de Lebesgue em (2, com norma.
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| w||ze)= (/Q |u(:z:)\pd:c)%.

Teorema 1.2. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) - Seja
{u, }ven uma sequéncia de fungoes integraveis num aberto @ C R™, convergente
quase sempre para uma funcdo u. Se existe uma funcgao ug € LY (Q) tal que |u,| < ug

quase sempre, Vv € N, entao u € integravel e tem-se

u= lim Uy,
Q v—-—400 0

Demonstragao: Ver [9].

Proposigao 1.3. (Lema de Du Bois Raymond) - Seja u € L}, (), e seja T, a
distribui¢ao definida por (T, p) = [, u(z)p(z)dz, Yo € D(Q). Entio T, =0 se, e

somente se, u = 0 quase sempre em §2.

Demonstracao: Ver [12].

Dessa proposigao tem-se que T, fica univocamente determinada por u € Lj, (Q),

1

e(€2), entdo T, = T, se, e somente se, u = v quase sempre em §.

isto é, se u,v € L

Proposigao 1.4. Seja {u,},en € L7 (), 1 < p < 400. Se u, — u em L}

loc loc

(62).

Entdo u, — u em D'(Q).
Demonstracao: Ver [12].

1.2.3 Espacos de Sobolev

Seja 2 um aberto do R", 1 < p < +oocem € N. Se u € LP(Q)) sabemos que u possui
derivadas de todas as ordens no sentido das distribui¢oes, mas nao é verdade, em
geral, que D%u seja uma distribuigdo definida por uma fungao de LP(2). Quando
D%u é definida por uma fungao de LP(Q2) define-se um novo espa¢o denominado

espago de Sobolev. Representa-se por W™P(€)) o espago vetorial de todas as fungoes



u € LP(Q), tais que para todo |a| < m, D% pertence a LP(S2), sendo D®u a derivada

no sentido das distribuicoes.

O espago W™P(€) munido da norma

lallp = [ 3 / Dufde |

|laj<m

¢ um espacgo de Banach (ver [12]).

Representa-se W™2(Q2) = H™() devido a sua estrutura hilbertiana, ou seja, os

espagos H™(2) sao espagos de Hilbert.

E sabido que C5°(2) é denso em LP(£2), mas nio é verdade que C°(2) é denso
em W™P(Q) param > 1. Motivado por essa razao define-se o espago Wy (£2) como

sendo o fecho de C°(€2) em W™P(Q), isto é,

R mvP(

— WP () m,
cr@)" " —wrr o).

E também define-se o subespago H{*(§2) de H™(2) como sendo o fecho de C§°(12)

em H™(Q), isto é,

ou seja, WJ™*(Q) = HJ(Q).

Proposigao 1.5. Seja K C R™ um conjunto compacto e Q) um aberto tal que IC C 2.

Entao existe uma fungao 0 € C§°(R™) tal que

=1 em K
0<0<1 em R" (1.1)
supp(d) C Q

Demonstracao: Ver [3]
Proposicao 1.6. Dado 0 € C3°(Q2), seja o operador
51 HY(Q) — HYQ)
u— B(u) = Ou.

Entao B € linear e limitado.



Demonstracao: Ver [4]

1.3 Extensoes e Tracos em Espacos de Sobolev

Seja 2 um aberto de R™ e seja F'(€2) um espago vetorial normado cujos elementos sao
fungoes reais definidas em €. Um operador extensao para F'({2) é uma transformagao

linear limitada

E: F(Q) — F(RY)

tal que (Ef) |o= f para todo f € F(€). A limitagdo é expressa por:

| Ef lreny< C |l fllF@),

para toda f € F(Q2) e alguma constante C' > 0.
Um exemplo de operador extensao é aquele que estende as fungoes de LP(§2) para

R"™ como sendo nulas no complementar de €. Neste caso temos:

| Ef [|ee@ny=| f [|zr),

para toda f € LP(S2).

Lema 1.7. Seja R =la,b[x]c,d| um retangulo em R? e u € H'(R) uma funcao.
Seja u* definida em R =]a,b[x]2c — d, d] por

. B u(z,y) se c<y<d
u(:z:,y)—{ u(z,2c—y) se 2c—d<y<ec (1.2)

Entao u* € H'(R) e

™ < 2 Hu ) -

Demonstragao: ver [3]
Observacgao: R é obtido refletindo R em torno do eixo y = c. O lema acima permite

estender por reflexao, fungoes definidas em retangulos.
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Se 2 C R™, usaremos a notacao {2, para designar a vizinhaca aberta de () definida
por

Q. =Q+ B(0,¢)
onde B(0,¢) é a bola aberta de centro na origem e raio € > 0.

O teorema a seguir d4 uma extensao para as fungoes de H'(R) com R =|a, b[x]c, d].

Teorema 1.8. Seja R =a,b[x]c,d[, e ¢ > 0. Existe um operador extensio E de
HY(R) em H*(R?) tal que

suppFEu C R.

para todo u € H'(R)

Demonstragao: Refletindo o retangulo em torno de y = ¢ e usando o lema (1.7),
estende-se as funcoes de H'(R) para ]a,b[x|2c — d,d[. Usando o mesmo lema e
reflexoes consecutivas em torno dos demais lados de R obtém-se extensoes de funcoes
de H'(R) para o retangulo R =]2a—b, 3b—2a[x]2c—d, 3d—2c[. Desta forma constréi-

se uma transformagao linear limitada
¢: H'(R) — H'(R)

tal que
eu |gr= u,
I ew |z < C Il u lmm)

para todo u € H'(R) e alguma constante C' > 0. Seja § > 0 tal que R; C Re
Rs C R.. A proposigao (1.5) nos d4 uma fungao 6 € C5°(R?) tal que § = 1 em R,

(em particular @ = 1 em R) e suppf C Rs. Para cada u € H'(R), feu € H'(R?) e
suppfeu C R..

Definindo F = fe obtemos a extensao desejada.
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Um outro tipo de extensao que consideraremos é o seguinte:

Seja X um espaco vetorial normado, ¥ um espaco de Banach e D C X subespago

vetorial de X.

Proposicao 1.9. Seja uma aplicacdo linear T : D — Y. Se T € limitada entdo
existe uma unica transformacao linear limitada T definida em todo D, que estende

TelTI=IT1-

Demonstragao: Ver [1].

Em R?, as fungoes de H'(£2) nem sempre sao continuas sobre o fecho de €2, como
mostra o exemplo a seguir.
Seja €, o disco aberto do R? dé centro na origem e raio R < 1. Isto equivale a dizer
que

Qo = {(71,2) ERQ;forxg <R}, 0<R<I1.

A funcao
1

2 2
\V T] + x5

pertence a H'(€),) para 0 < k < % De fato, considerando-se coordenadas polares,

U(ZE) = (10g( ))k7 ('Tlvx2> # (07 0)

encontra-se:

1 27 R 1
v |12, :/ UQZL‘diL‘:/ log(————— 2kalxz/ / log(=))**rdrdf =
| v lI72000) o (z) 0( g(m)) ) ( g(r))

LS|
27r/ (log =)**rdr < oo,
0 r

(S

R e Ly | K / R tog(L))2rdrds =
° Q0 \/m 1+ 13 0 r

R
27rk:2/ (log 1)2]“_2@ < 00.
0

T r

Isto prova que v € H'(Q,). Entretanto, v nao é continua porque possui uma singu-

laridade na origem.
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Em virtude desse exemplo, é necessario fazer uma analise mais cuidadosa com o ob-
jetivo de dar uma defini¢ao precisa do que se entende por restricao de v a fronteira
0) de 2. De modo vago, a técnica usada consiste no prolongamento ao fecho de

certas formas lineares. Faremos no caso em que €2 é um semi-espago.

Se Q é um aberto, representa-se por D(€2) a restricao a Q das funcées v € D(R").

Indica-se com R’} o semiespaco:

sendo ' = (21, s, ..., T,_1.) Representa-se por I' a variedade linear de R" definida
por:
[ ={z=(,0);2 e R" '}

Lema 1.10. D(R%) € denso em H'(R™).

Demonstracao: ver [11].

De posse do lema (1.10), define-se no caso particular @ = R’} o que se entende
por trago de uma fungio v de H(R™ ) sobre I'. De fato, dada v € D(R"). faz sentido

falar em sua restricao a I', que identifica-se ao R"~!. Considere a restricao

7: D(RY) — DR
definida por
yo(z', x,) = v(2',0).

A etapa seguinte é estender v como uma aplicacao de H 1(R7fr) no espaco L2(R"1).
Sendo v uma aplicacio linear de D(R") em L?(T'), para estendé-la ao fecho é sufi-
ciente demonstrar que ela é limitada, o que seré feito a seguir:

Seja v € D(R%). Tem-se:
> 0

102:_
v(a', 0) o

v (2, zy,)dx, <

13



o 0
<2 ' n ' n dn<
< /0 [ v(@’, ) [l axnv(w,x)l\ T <

> / > a /
<o [ o) [P dn) [ et [P <
0 0 n

o0 o0 a
< /n 2dn / /n 2'
<[ lean e [ g |

Integrando ambos os membros sobre o R"™!, obtemos:

/ wmmwwfs/ d’wmwmwwmw+
Rn—l ]R”_l 0

+ v(a, z, dz,)dz' <
Lo et 1P o
/]R

0
Dessa desigualdade resulta

/n 2d En_/ 2d.
o) P e+ 35 [ oot | de

n
+

[y ey <l ol @y,

isto é, a aplicacao

v: DRY) — L*(I)

é linear continua. Portanto, 7 admite uma extensao, representada por ~g, tal que
Yo : H'(R?) — L*(I).

A aplicacao linear continua 7y denomina-se trago sobre I'.
Assim, olha-se 7y como uma generalizacao da operacao de restricao de uma funcao

regular em R” & variedade I' = R" 1.

Com base na demonstragao acima temos provado o teorema seguinte.

Teorema 1.11. Existe um operador linear limitado
T HRY) — (R,

14



tal que Yov = v |r para todo v € C®(RL) e

| vou l2@e-1) <[l w [ @n),

para todo uw € H'(R™).
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Capitulo 2

Decaimento de energia

O objetivo deste capitulo é apresentar teoremas sobre decaimento local de energia
para equacgoes do tipo wy — Aw + Aw = 0, onde A > 0, que sdo os principais
resultados a serem utilizados no capitulo 3, e cujas demonstragdes nao serao feitas

aqui. O interessado nas demonstragoes pode ver em [2].

Para tg € R sejam w(-, o) : R? — R e w(-, ty) : R* — R as fungdes que a cada

r € R? associam w(z, t) e wy(z, 1) respectivamente.

Definigao 2.1. Sejam u € H'(R?), v € L*(R?), to € R e A > 0. Uma fungdo

w € HL (R? x R) € solugao com energia finita do problema de Cauchy generalizado
wy — Aw + Aw =0 em R? x R
w(x,ty) = u(x) em R? (2.1)
wi(z,ty) = v(x) em R?

se existe uma sequéncia {w,}52; C C®(R? x R) tal que

i) lim w, =w em H..(R*xR),

V—00

i) (W) — Aw, + Aw, =0 em R* X R, para todo v=1,2,..,

i) lim w, (-, t)) = u em H'(R?),

V—00

0
iv) lim —twy(-,to) =v em L*(R?),

V—00

Observamos que o problema de Cauchy (2.1) tem uma tnica solugdo com energia

finita w € H}

loc

(R? x R) (ver [2] e [4]).

16



Lema 2.2. Seja Q C R? um dominio limitado e Q5 wma vizinhanca aberta de Q.
Sejam f,g € C°(R?) fungdes com suportes compactos em Q5 e u € C°(R?* x R) a

solugao do problema de Cauchy

Uy — Au+Iu =0 em R? x R
u(z,0) = f(x) em R? (2.2)
u(z,0) = g(z) em R?

com A > 0.
Para cada Ty > diam(Qds), existe Ky = Ki(\, Ty, Qs) > 0 tal que para cada

multi-indice o = (o, an, a3) € N3, com |a| = ay + as + ag < 1, tem-se

8‘04 Kl
‘(‘3(1: t>au(:r;,t)\ < T{H f ey + 119 lz2p}

para todo x € Q5 et > T.

Demonstragao: Ver [2] ou [4].

Corolario 2.3. Nas mesmas hipdteses de lema (2.2) vale a sequinte estimativa:

K
Hut('at)H%%Qé) + ”U('yt)”%ﬂ(gé) < t_g(HgH%Q(Q(;) + Hf“%{lmé))
onde K > 0.

Demonstragao: Usando o lema (2.2) temos

o ) I 2
e @ DF < G i + 119 iz} =
K o 2
t

2K?
< I ran + 119 li2@n

Chamando 2K? = K’ obtemos
lot]

K/

com K’ > 0. Agora, escrevendo as quatros desigualdades para todos os multi-indices

a € N? com |a| <1 e somando temos

17



KI
et [+ et I” + llaal + el < A=A F ) + 1 9 122003

Integrando esta ultima desigualdade em relacao a x em {25 obtém-se

K/
e 22y + 1l D llirrap) < 4190175 (19 11Z20p) + 1 2p)

e chamando 4|{2s| K’ = K temos o desejado.

Lema 2.4. Sejam Q C R? um dominio limitado, A > 0 e Qs uma vizinhanca aberta
de Q. Sejam (0y,01) € HY(R?) x L*(R?) fungdes com suportes compactos em §2s.
Para cada Ty > diam(Qds) existe uma constante K = K(\, Ty, Q) > 0, independente
(R? x R) do problema de cauchy

de (09, 01), tal que a solugdo v € H}.,

,’Ijtt—A"E‘l—)\’ﬁ:O emRQXR
v(x,0) = vp(x) em R? (2.3)
0(z,0) = 01 () em R?
satisfaz
~ 2 ~ 2 Ko~ ~ 12
19eC Dl[720) + 110G Dl 0y < 5 (101172 0) + 1901l (05)) (2.4)

para cada x € Q5 et > Tj.

Demonstracao: Como €2 é um dominio limitado e os suportes de vy e v; estao
contidos em 5, temos vy € H} () e v1 € L*(Qs).

Pelo fato de C§°(£25) ser denso em H{(£2s) e L?(Qs), existem sequéncias
{@lo}neN - 080(96)7 {%l}neN C 080(95)

tais que

limo,’ =0y em H(Qs) (2.5)

limo," =0, em L*(Qs) (2.6)

18



Para cada n podemos olhar 7,,° e 7,' definidas em todo R? (nulos fora de € ).
Portanto para cada n temos v,°, 0, € C5°(R?), ambas com suporte no dominio

limitado €.

A sequéncia {0, }neny C C®(R? x R) de solugoes dos problemas de Cauchy

(%)tt_A’[)\’f/l_FAaL:O 6mR2XR
on(z,0) = 0,°(2) em R? (2.7)
(Un)e(x,0) = v, () em R2

converge para a solucao v do problema de Cauchy

gtt—A5+A’17:O emszR
v(x,0) = vg(x) em R? (2.8)
U(z,0) = 01 () em R?

1
em Hj

(R? x R) (ver demonstragao em [4]). E

Tim 7,(,0) =7(-1) em H'(R?) (2.9)
nhjgo({)\;z)t(ﬂt) = (a)t<'7t) em L2(R2)7 (210)

para todo t € R (ver [4]).

Agora, aplicando o corolario (2.3) a v, temos

| =

1(T)e (O Z2 ) + 100G O @) < 3 (100" 1220 + 190" 170 0))

para todon € Ne t > Ty.

\V)

t

Passando o limite quando n — oo nesta ultima desigualdade e usando (2.5), (2.6),

(2.9) e (2.10) obtemos (2.4).

Lema 2.5. Seja Q2 C R? um dominio limitado, X > 0 e Q5 uma vizinhanca aberta de
Q. Sejam (vg,01) € H'(R?) x L*(R?) funcdes com suportes compactos em Qs. Para

cada Ty > diam(S)s) existe uma constante K = K (X, Ty, $2s5) > 0, independente de
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(00, 01), tal que a solugio v € HL (R? x R) do problema de cauchy generalizado

”Utt—A;l\)/"—)\’ﬁ:O 6mR2XR
(x,T) = vy(x) em R? (2.11)
O(x, T) = v1(2) em R?
satisfaz
~ O 2 ~ O 2 < K ~ 112 ~ 112 *
19C5 Ol z2gqs) + 19, )l () < 75 (101l zZ2(0) + 101121 0) (%)

para cada x € Q5 e T > Ty.

Demonstragio: Seja V € HL (R2 x R) a solucdo do problema de Cauchy

loc

YN/tt—AIN/%—)\‘N/:O em R? x R
V(x,0) = vo(x) em R? (2.12)
Vi(z,0) = —ov1(x) em R2.

Fazemos 7 =T — t e observamos que

V(-,T—1t)="1v(1),

‘/T('vT - t) = _5t('7t)'

Agora, usando o lema (2.4) obtemos a seguinte estimativa:

~ ~ K - -
50 0220y + 00 )1 ) < 7= t)z(Hleiamé) + 11901l (@)

sempre que T'—t > Tj.

Pelo fato de T' > Ty, fazendo t=0 segue (*).

2.1 O Problema de Valor Inicial e Fronteira

Definicao 2.6. Seja Q2 C R? um dominio limitado com fronteira O, X >0eT >0
nimeros reais. Sejam h € L*(0Q x [0,T]), u € HY(Q) e v € L*(Q). Uma fungio

w € HY(OQx]0,T]) € solugao do problema de valor inicial e fronteira

20



wy — Aw + Aw =0 em 2x]0, T
w(z,0) = u(x) em ()
wi(z,0) = v(x) em )

w(z,t) = h(z,t) em 02 x [0, 7]

(2.13)

se existe uma sequéncia {w, }>2, C C®(Qx[0,T]) satisfazendo as sequintes condi¢oes:

i) im w, =w em H'(Qx]0,T)

V—00

7’7’) (wu)tt - Awy + Awy — O em QX]O,T[, UV = 1,27 .

i) lim w,(-,0) =u em H'(Q),

V—00

iv) lim %wy(-,O) =v em L*(Q),

vV—00

v)lim w, = h em L*(0Q x [0,T)).

V—00

Se 2 C R? ¢ um retangulo aberto, chamando 2 = R entao Rx]0,T[ é um pa-
ralelepipedo cujo a base é R e superficie lateral é OR x [0, T']. Cada face de OR x [0, T
pode ser identificada com um retangulo e portanto um dominio de R%. Uma funcao
h estd em L?*(Rx]0,T[) se h restrita a cada uma das faces de IR x [0,T] é fungao

de quadrado integravel no correspondente retangulo.

Proposigao 2.7. Dado um retingulo R C R*> e A > 0, sejam f € H'(R) e g €
L*(R) funcoes dadas. Seja w € H}

loc

(R? x R) a solugdo do problema de Cauchy

@tt—A’lE‘l—)\ﬁJ/:O 6mR2XR
w(x,0) = f em R? (2.14)
wi(z,0) =7 em R?

onde fE H'(R?) e g € L*(R?) sdo extencdes de f e g respectivamente, com suportes
em alguma vizinhanca Rs de R.
Seja W a restri¢io de w ao paralelepipedo Rx0,T| onde T > 0.

Entao:

a) W tem trago de quadrado integravel em R x [0,T7].
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b) Denotando porﬁ o trago de W em OR x 0,77, W satisfaz o problema de valor

incial e fronteira

Wy — AW + AW =0 em Rx]0,T]

W(z,0)=f em R (2.15)
Wi(z,0) =g em R '
Wiz,t)=nh em OR x [0,T].

Demonstragao: a) Seja ¢ € C°(R? x R) uma funcgio tal que ¢ = 1 em alguma
vizinhaca aberta de R x [0,T]. Em particular, ¢ = 1 numa vizinhaca aberta de
AR x [0,T]. A funcio o estéd em H'(R? x R) e coincide com W em R x [0,T].
Assim, o trago de pw em JR x [0,7T] serd o traco de W ai. Para ver que pw tem
trago de quadrado integravel em OR x [0, 7], fixemos uma face I'y de IR x [0,7T] e
provemos que pw tem tal trago em I'y. Seja II o plano que contém T’y e seja > o
semiespaco que contém R X [0,T]. Podemos identificar > com R?. A restri¢ao de
W a 'y é vista como uma funcao de H*(R3). Logo, pelo teorema (1.11), segue que
pw tem traco de quadrado integravel em II, e portanto o mesmo vale em I'y, uma
vez que 'y C II.

Pelo fato de podermos fazer isso em cada uma das faces, segue que pw tem traco
em L2(OR x [0,T]). Assim W tem traco em L2(dR x [0, T]).

Seja h o traco de W em OR x [0, T]. Entdo, para toda sequéncia {1,}2°, C

C>®(R x [0,T]) com

lim ¥, = W em H'(Rx]0,T]),

V—00

tem-se

Vli_)rgoz/)bex[O’T} =h em L*OR x [0,T)).

b) Seja {w,}2, € C*(R? x R) uma sequéncia satisfazendo a definicao (2.1) de

solugao do problema de Cauchy (2.14). Usando Rx]0,T[, a condigao i) da defini¢ao
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(2.1) fornece

lim w, =w em H'(Rx]0,T]).

V—00
Como W ¢ a restricdo de @ a Rx]0, T, temos entdo a condicdo i) da definicio (2.6)

satisteita.

Como (w,)y — Aw, + Mw, = 0 em R? x R para todo v, o mesmo valerd em
Rx]0,T]. Portanto vale a condigao ii) da defini¢do (2.6). As condigdes iii) e iv) da
defini¢ao (2.6) seguem imediatamente das respectivas condigoes na definigao (2.1),

tomando-se ty = 0, e f, g em vez de u, v.

Seja agora 1, = pw,, onde ¢ foi definida em a). Como ¢ = 1 em R x [0,7]

temos:

lim ¢, = lim w, =@ =W em H'(Rx]0,T]).

V—00

Logo

Vll_)Iilo ©Wy|arxj0.1] = h em L*(OR x [0,T)).

Como ¢ = 1 numa vizinhanga aberta de R x [0,7T], o ultimo limite pode ser

escrito assim:

lim w, |grxor=h em L*(OR x [0,T7).

Logo a condicao v) da definigdo (2.6) esta satisfeita.
Portanto W = @ | rx]o,r] € solucao do problema de valor inicial e fronteira (2.15) no

sentido da definigao (2.6).
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Capitulo 3

O Problema de controle

3.1 Introducao

O objetivo deste capitulo é estudar o problema de controle exato na fronteira para
um sistema de equacoes de ondas num retangulo aberto R C R?. Em nosso estudo
usaremos a teoria exposta nos capitulos anteriores para exibir os detalhes da demons-

tracao do teorema principal deste trabalho.

Teorema 3.1. Sejam um retingulo aberto R C R? com fronteira denotada OR e
A > 0. Eziste T > 0 tal que, para cada v € H'(R), v € L*(R) dados, existe

h € L*(OR x [0,T]) de modo que a solu¢io do problema de valor inicial e fronteira

wy — Aw + Aw =0 em Rx]0,T]|

w(x,0) = u(x) em R

wy(z,0) = v(x) em R (3.1)
w(z,t) = h(z,t) em OR x [0,T]

satisfaz a condi¢do

w(-,T)=w(-,T) =0 em R

Demonstragao: Sejam § > 0 e Rs = R+ B(0,0) uma vizinhaga aberta de R.

Suponhamos que existam extensoes u e v de u e v respectivamente tais que
ue€ H'Y(R?), velLl*R?),
suppu, suppv C Rs,
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e que a solucao do do problema de Cauchy

yuw — Ay + Ay =0 em R? x R
y(-,0)=u em R? (3.2)
u(,0) =0 em R?

satisfaz a condigao

y(,T)=wy(,T)=0 em R.

Chamando de w a restri¢ao de y ao paralelepipedo Rx]0,T[, da proposigao (2.7)
segue que w tem traco h sobre R x [0,T] com h € L*(OR x [0,T]) e satisfaz o
teorema. Logo, para provarmos o teorema, basta acharmos 7' > 0 tal que cada par de
dados iniciais (u,v) € H'(R) x L*(R) possui uma extengao (u,v) € H'(R?) x L*(R?)
com a propriedade de que a soluc¢do y do problema de Cauchy (3.2) tenha seus dados

identicamente nulos no instante 7.

Do teorema (1.8) do capitulo 1 segue que existe um operador extensao
E: HY(R) x L*(R) — H*(R?) x L*(R?

(f:9) = (£.9)
linear, que satisfaz

suppf, suppg C R;

1 f 1z @)=l f < C I f o)
g H%Q(Rz):” ] ||2L2(R5):|| g ||2L2(R)

para alguma constante C' > 0. Desta forma, F ¢ linear e limitado. Sejam (f,g) €
HY(R) x L*(R) ¢ (f,§) = E(f. g) e seja @ € HL (R? x R) a solugdo do problema de

Cauchy
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@tt—A@—i—)\w:O emRQXR
w(x,0) = f em R? (3.3)
wy(z,0) =g em R2,

Agora, para Ty > diam(Rs) e T > Ty, definimos o operador linear
St Hy(R;) x L*(R;) — H'(R?) x L*(R?)

onde w ¢ a solugao de (3.3).

Sabemos que St é limitado. Observe que
(@(,T), @ (-, T)) = Sr(f.§) = SrE(}, 9). (3.4)

Pelo lema (2.4) temos
|G gy + 18T By < ol T By + 17 o} (35)
» 5 Al (Rs) L) L2 (R = 72 HY(Ry) T 119 22 (Rs) ~
para todo T' > Tj.

Seja ¢ € C(R?*) com ¢ = 1 em R e suppp C Rs. Consideremos agora o

problema de Cauchy retrogrado

2 — Az + A2 =0 em R? x R
2(,T) = p(x)w(x, T) em R? (3.6)
z(,T) = p(z)wy(z,T) em R?

cuja solugao z estd em H} (R? x R).

Consideremos y € H! (R? x R) a solugao do problema de Cauchy

loc

Y — Ay + Ay =0 em R2 x R
y(-,0) = f(z) — 2(z,0) em R (3.7)
Ye(+,0) = g(w) — 2(z,0) em R2,
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Observe que w — z satisfaz (3.7). De fato: usando (3.3) e (3.6) temos

(W—2)y —A(w—2)+ MNw—2) =
= (Wy — Aw 4+ A\w) — (2 — Az + A2) =0
(ﬁ - Z)(I70) - (7:’7(‘%0) - Z(m,O)) - f(l’) - Z(ZE,O)7
(W — 2)¢(x,0) = (w(x,0) — z(x,0)) = g(x) — 2z(z,0).

Logo,y=w—ze
y(va) = {D@;?T) - Z(JJ,T) = (1 - QO(SC))’&XJJ,T),

(e, T) = (1 = p(x))w,(z, T).

Como ¢ =1 em R temos

y(.T)=wy(-,T)=0 em R.

Assim, a restri¢ao y ao paralelepipedo Rx]0,T[ resolvera o problema de controle

se T, f e g forem escolhidos de tal forma que

f—=2(-,0) ¢éuma estensao de u

g — z(-,0) ¢é uma estensao de v

ao plano.

Seja St o operador linear definido por
Sk Hy(Rs;) x L*(R;) — H'(R?) x L*(R?)

(Z(-, T)v Zt('v T)) - (Z(’ 0)7 Zt('7 0))
onde z ¢é a solugao de (3.6). S} é limitado, logo

(2(-,0),2(,0)) = Sp(( 1), 2(+, 1)) = Sp(e()w(-, T), o()we(+, T)
= Sple()(w(-, T), wi(-, T))]
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= Sile()Sr(f.9)]
= STle(-)STE(f, 9)]
= (S7eSTE)(f, 9).

Denotando por X a restrigao de (S;¢SrE) a R, a condicao

f=200)lr=u e f—z(,0)|r=v

pode ser escrita na forma

[I — (XSpeSTE)|(f,9) = (u,v)
onde I denota o operador identidade.
Seja Kp = XS;oSrE. Assim,
Kr: H'(R) x L*(R) — H'(R) x L*(R)
¢ um operador linear limitado e

(2(+,0),2(-,0)) = Kr(f,9) em R.

Para concluirmos a demonstracao devemos provar que existe 7' > 0 tal que para

todo (u,v) € H*(R) x L*(R), a equagao

(I = Kr)(f,9) = (u,v) (3.8)

tem solugao (f,g) € H'(R) x L?*(R). Para isso provaremos que tomando T' > 0
suficientemente grande, o operador Kp é uma contragao. Pelo teorema (1.1) do
capitulo 1 teremos que I — K é invertivel e assim existira tal solugao para a equacao

(3.8).

Agora utilizaremos as estimativas de decaimento local de energia obtidas no

capitulo 2.
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Seja T > Ty e w € H. (R? x R) a solugao do problema de Cauchy (3.3). Do

lema (2.4) temos

. ~ K
FBCT) gy + 1| @G T) Nzzag < 5l I Vg + 11 11Z2(r)]

< (C+ D= f ey + 11 g Z2m)- (3.9)

ﬂ|m

Como || K7 35 gysrzm=Il 2(+0) l7n(m + I 2(,0) |72z, usando o lema (2.5)

\_/\_/

para a soluc¢do z do problema (3.6) temos

| Kr(f,9) H%ﬂ(R)XLQ(R)S” z(+,0) H%{l(m) + [| 2(+,0) ”%2(35)

< 5l 26T Wiy + 11205 T) 12 ry)]

= SO T) By + | $OTCT) Py
< T() gl ) By + 15 T) By

onde I'(p) é uma constante que depende dos valores méximos de ¢ e suas derivadas

em R;. Usando a desiqualdade (3.9) concluimos

(1+ O (p)K
I K (f, 9) Wi, (myxr2m < T [II F ey + 119 1Zam)s
ou seja,
CQ
I Kr(£:9) ez < 5l f T + 11 1Z200) (3.10)

para todo (f,g) € H'(R) x L*(R), onde ¢ = K+/(1+ C)T'(¢).
De (3.10) segue que

_ | K7(f,9) |l (ryxL2(R S
| Kr = sup =5
(F9)EHY(R)XLA(R) sr0000 || (J59) ||H1(R)><L2(R) S7e

Assim, para T > /(, tem-se || K7 ||< 1. Escolhendo T' > Ty e T' > /C temos o

desejado.

29



3.2 Formulacao do Problema

O modelo mecanico do sistema de vibragoes em consideracao é composto de duas
membranas retangulares paralelas conectadas por uma camada elastica de Winkler
sem massa e linear. E suposto que as membranas sao finas, homogéneas e per-
feitamente eldsticas e tém espessura constante. As membranas sao uniformemente
apertadas adequadamente por tensao constante na fronteira e sao submetidas arbi-

trariamente por distribuicoes de cargas continuas.

—~
/|
1

AT LT
peazaiiifiiones” L

> IR )’{é/\,’{j/ < /V/Z
@ N, 7 ARAPAT AR TAPAT. ¥

As equagoes diferenciais que regem as vibragoes transversais do sistema de duas

membranas tém a seguinte forma:

{ myw, — N1Awy + k(w1 - w2) = f1, (3 11)

Moty — NoAwsg + k(we — wq) = fa,

onde w; = w;(x,y,t) é o deslocamento transversal da membrana, f; = f;(x,y,t) é
a distribuigao de cargas, (z,y) e t sdo pares ordenados e o tempo respectivamente;
k ¢ o modulo da rigidez de uma camada elastica de Winkler, m; é a massa, N; ¢ a

constante de tensao uniforme por unidade de comprimento,

_ Ow; w;  O*w;

Aw; = Z0 L T g,
ot VT o T e !

w;

Este problema é trabalhado por Oniszczuk [13] e [14]. O teorema principal do

nosso trabalho é um tipo particular do sistema (3.11), onde f; = fo = 0.
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3.3 Teorema Principal

Notacao:H(R) = H*(R) x L*(R) x H*(R) x L*(R)

Teorema 3.2. Sejam um retangulo aberto R C R? com fronteira denotada OR e
A > 0. Eziste T > 0 tal que para todos (ug,ui,ve,v1) € H(R) existe controles
f,g9 € L*(OR x [0,T]) de modo que a solugio de

uy — Au+ AMu—v)=0 em Rx]0,T]

vy — Av+ANv—u)=0 em Rx]0,T]

u=f, v=g em OR x [0,T] (3.12)
u(-,0) =ug, u(,0)=u; em R

v(+,0) = vy, v(-,0)=v; em R

satisfaz a condicao final

u(-T) =u(-,T) =v(-,T) =v(-,T) =0 em R

Demonstracao: Fazendo a mudanca de variaveis z = u +v e w = u — v, temos

w="2 —g Yev=2 _2 w) que substituindo na equagao (3.12) nos dao
z+w zZ4+w Zz+w z—w
(2)tt_A(2)+(2 - £>:O
z=w z=w z2=w  zFw
_A _ —
(2)tt(2)+)\(2 2)0
Assim,
(z+w)y—Alz4+w)+ AN(z4+w)—(z—w)] =0
(z—w)y—Az—w)+ A(z—w)—(z4+w)] =0
Logo,
2z — Az + (wy — Aw + 2 \w) =0 (3.13)
2z — Az — (wy — Aw + 2 w) = 0, '
e como
wy — Aw + 2w = (u—v)y — Alu — v) + 2\ (u — v)
:Utt—vtt—AU+AU‘|‘)\(u—U)—A(’U—u)
= [uy — Au+ ANu —v)] — [vy — Av+ (v —u)] =0,
substituindo em (3.13) obtemos
Ztt — Az=0
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De (3.14) e (3.12) devemos encontrar T' > 0 e controles F,G € L*(OR x [0,T1]) tais

que
2z — Az =10
2(+,0) = ugy + vy,
2(+,0) =up + v,
z=F
e

wy — Aw + 2w =0
w(+,0) = uy — vy,
wt('7 0) =U — VU

w=G3G

em Rx|0,T|
em R

em R

em OR x [0,T]

em Rx]0,T|
em R
em R

em OR x [0,T]

satisfazendo z(-,T) = z(-,T) = w(-,T) = w(-,T) =0 em R.

(3.15)

(3.16)

Para A = 0, usando o teorema (3.1), existe T} > 0 e controle F' € L*(OR x [0, T1])

tal que a solucao do problema de valor inicial e fronteira

z — Az =0
2(+,0) = ug + vo,
2(+,0) = up + 1y
z=F

satisfaz

em RX]O, Tl[

em R
em R
em OR x [0,T}]

z2(,T1) = z(-,T1) =0 em R.

Na demonstragao do teorema (3.1) vimos que para todo T > Tj,

2z — Az =0
Z(,O) = up + Vo,
2(+,0) = uy + vy
z=F

satisfaz

em Rx]0, T
em R

em R

em OR x [0,T]

2(+,T)=2z(-,T)=0 em R.

(3.17)

(3.18)

Pelo mesmo teorema (3.1) usando A > 0, existe 75 > 0 e controle G € L*(ORx [0, Ty])

tal que a solucao do problema de valor inicial e fronteira

Wy — Aw + 2 w =0
w(+,0) = ug — vy,
wt(-,O) = Uy — U
w=G
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em Rx|0, Ty
em R
em R

em OR x [0, T3]

(3.19)



satisfaz

w(-,Ty) = w(-,T) =0 em R.

Analogamente para T > T, tem-se que

wy — Aw + 22w =0 em Rx]0,T|
w(+,0) = ug — vy, em R
wi(+,0) = ug — vy em R (3.20)
w=_G em OR x [0,T]
satisfaz
w(,T)=w(-,T)=0 em R.
Tomando 7" > max{1y,T>} temos
2 — Az =0 em Rx]0,T[
2(+,0) = ugy + vy, em R
2(+,0) =up + 1, em R (3:21)
z=F em OR x [0,T]
e
wy — Aw + 22w =0 em Rx]0,T]|
w(+,0) = ug — vy, em R
wi(+,0) = uy — vy em R (3.22)
w=_G em OR x [0,T]

satisfazendo z(+,T) = z(-,T) = w(-,T) = w(-,T) =0 em R.

Agora, substituindo z = u 4+ v em (3.21) e w = u — v em (3.22) temos

{ (u+v)y —Alu+v) =0
(u—0v)y — Alu—v) + 2a(u —v) =0,

ou seja,
Utt—Au+Utt—AU:0
(utt — Au + 2>\U) - (Utt — Av + 2A'U) =0.
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Somando as duas iltimas equacoes obtemos
2utt — 2Au + 2)\(” — U) = O,

ou seja,

Uy — Au+ AMu—v) =0.

Substituindo essa equacdo na equagao (uy — Au + 2 u) — (v — Av 4+ 2Mv) = 0
obtém-se

—Utt+AU+)\<U—U):O

ou seja,
Utt—AU‘i‘)\(U—U) =0.

Z+w Z—Ww

5 ev = temos:

Também, de u =

( ) [(ug + vo) + (ug — v0)]/2 = 2up/2 =up em R

= [(ug +v1) + (ug —v1)]/2 =2u1 /2 =u; em R
( ) [(up + vo) — (up — v9)]/2 = 2vg/2 =v9 em R
ve(+,0) = [(ug +v1) — (ug —v1)]/2 =201 /2 =v; em R.

Assim,

Uy —Au+ANu—v)=0 em Rx|0,T]
vy —Av+ANv—u)=0 em Rx|0,T]
u=58¢ y=£C em OR x [0,T] (3.23)

que satisfaz

u(-T)=(z2(-,T)+w(-,T7))/2=0 em R
w (- T) = (2(-,T) + we(, 7)) /2=0 em R
v(-,T) = (2(-T) —w(-T))/2=0 em R
v(,T) = (z(-,T) +w(-,T7))/2=0 em R.

Como L?(OR x [0,T]) é um espaco vetorial temos que

F F — F F _
;G; 5 ¢ € L*(OR x [0,T]). Chamando +G =fe 5 G
desejado.

= ¢ temos o
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