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Resumo

O modelo Ising é uma representacao matematica que descreve o comportamento magnético
de um sélido cristalino em termos de spins de elétrons localizados em uma rede regular.
A simulagdo de Monte Carlo é uma técnica numérica utilizada para estudar sistemas
complexos, onde se utilizam amostras aleatérias para avaliar probabilidades e calcular
quantidades estatisticas. Neste contexto, a simulagao de Monte Carlo no modelo Ising
em uma rede quadrada é uma abordagem para investigar a transicao de fase em sistemas
magnéticos bidimensionais. Essa ocorre em uma determinada temperatura critica, na qual
os spins dos elétrons passam de um estado ordenado a um estado desordenado. Além disso,
as propriedades magnéticas do sistema também sao analisadas, como a magnetizacao e a

susceptibilidade magnética.

Palavras-chave: Modelo Ising, Simulacao de Monte Carlo, Transi¢ao de fase, Fenomenos

criticos, Propriedades Magnéticas.



ABSTRACT

The Ising model is a mathematical representation that describes the magnetic behavior
of a crystalline solid in terms of electron spins located in a regular lattice. Monte Carlo
simulation is a numerical technique used to study complex systems, where random samples
are used to evaluate probabilities and calculate statistical quantities. In this context, the
Monte Carlo simulation in the Ising model on a square lattice is an approach to investigate
the phase transition in two-dimensional magnetic systems. This occurs at a certain critical
temperature, at which the electron spins pass from an ordered state to a disordered state.
In addition, the magnetic properties of the system are also analyzed, such as magnetization

and magnetic susceptibility.

Keywords: Ising Model, Monte Carlo Simulation, Phase transition, Critical phenomena,

Magnetic properties.
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1 Objetivos

O objetivo principal deste projeto é aplicar um método estatistico para experimentos
randomicos e complexos (Monte Carlo) ao modelo fisico de Ising para determinar as
propriedades magnéticas do mesmo, o qual é baseado em particulas de spin meio classico
interagindo em uma rede quadrada e apresenta uma transicao de fase de segunda ordem

em funcdo da temperatura.
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2 INTRODUCAO

Durante simulacao computacional de sistemas fisicos que exibem comportamento critico
na transicao de fase, sdo aplicados conceitos de mecénica estatistica, como a teoria
classica de transicdo de fase proposta por Van der Waals, no qual se propoe que a

interagao das particulas, e a forca de interacao entre elas, resultaria em uma mudanga de

estado no sistema. E também a teoria de Curie-Weiss, na qual introduziram a interagao
de primeiros vizinhos para materiais ferromagnétcos, onde o sistema constréi um
alinhamento preferencial baseado no campo magnético gerado pela interagao dos spins
contidos no sistema. Tendo esses conhecimentos, Lev Landau introduziu o conceito de
parametro de ordem e formulou uma expansao da energia livre como uma série de
poténcias. Também é discutido como a simulagao numérica, conhecida como Método de
Monte Carlo, é uma ferramenta poderosa para obter resultados onde os métodos de

aproximacao analitica falham.

Entres os mais variados modelos, o modelo de Ising descreve o comportamento magnético
de materiais em uma rede discreta. Essa abordagem fornece uma descri¢ao simplificada,
mas poderosa, de fendmenos complexos, como transi¢oes de fase e comportamento critico
em sistemas magnéticos. Tal método de simulagao é amplamente utilizado para investigar

propriedades termodinamicas desses sistemas.

Nesse modelo é considerado aqui numa rede bidimensional quadrada, onde cada sitio é
ocupado por um spin (ou momento magnético), o qual possui apenas 2 estados, up (1) ou
down (}). A interagao entre spins vizinhos é modelada por um hamiltoniano, e a dindmica
do sistema ¢é explorada usando o método de Monte Carlo. Nesse método, uma sequéncia

de configuracoes de spins é gerada aleatoriamente, seguindo regras probabilisticas
especificas. Vale notar que o presente modelo possui uma solugao analitica exata, de modo
que o valor da temperatura critica é conhecido (1). Mas devido a relativa complexidade
matematica dessa solugao, e justamente porque a temperatura critica de um tal sistema
nao trivial é conhecida, é comum usa-lo como exemplo em estudos numeéricos, seja para

testar novos métodos ou exercitar métodos ja conhecidos.

A simulagao permite estudar as transicoes de fase que ocorrem nesse sistema. Uma
transicao de fase é uma mudanca drastica nas propriedades fisicas de um sistema quando
uma variavel termodinamica, como a temperatura, atravessa um valor critico. No caso do

Modelo de Ising, as transi¢oes de fase sao caracterizadas pela mudanca de um estado

desordenado (paramagnético) para um estado ordenado (ferromagnético) ou vice-versa.

Analisando as variaveis perto dos valores criticos é possivel calcular os expoentes criticos,

que sao quantidades fundamentais que descrevem o comportamento proximo a uma
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Figura 1 — Spins alinhados em um estado Ferromagnético

Ferromagnetic

trtreeett

Fonte: (2)

Figura 2 — Spins alinhados em um estado Paramagnético

Paramagnetic

tettetett

Fonte: (2)

transicao de fase. Esses expoentes desempenham um papel crucial na classificacao das

transicoes de fase e na compreensao dos fen6menos criticos(3). Alguns exemplos de

expoentes criticos relevantes para o Modelo de Ising incluem os expoentes de correlagao,

magnetizagao e calor especifico. Os quais, podem ser determinados por meio de técnicas

numéricas avancadas, como o método dos minimos quadrados e andlise de rescaling.

O modelo Ising possui certo aplicabilidade experimental, apesar de ser um modelo de

fisica tedrica. Contudo por ser uma simulacao ha limitagoes até onde é possivel calcular as

variaveis do sistema.

O uso de Monte Carlo para esse modelo, oferece uma ferramenta poderosa para investigar

as propriedades termodinamicas e as transicoes de fase nesse sistema. Através da analise

dos expoentes criticos, é possivel obter informagoes valiosas sobre o comportamento

proximo as transigoes de fase, agrupando-as em classes de universalidade e contribuindo

para uma compreensao mais profunda dos fendmenos fisicos subjacentes.
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3 Modelo Ising

O Modelo de Ising é um modelo tedrico em fisica estatistica que foi proposto pelo fisico
Ernst Ising em 1925 como uma simplificacdo para estudar fendmenos de magnetismo em
materiais. Tal exemplar se tornou um dos principais pilares da teoria dos sistemas

magnéticos.

O modelo descreve um sistema composto por uma rede discreta de "sitios de spins', que
podem ser pensados como atomos ou imas elementares. Cada sitio pode ter um spin up
(1) ou down ({), que podem serem representados por +1 e -1, respectivamente. O
comportamento magnético do sistema é determinado pelas interacoes entre os spins

vizinhos.

A energia do sistema no modelo de Ising é dada pela soma das contribui¢oes energéticas

de cada par de spins vizinhos. Isso pode ser expresso matematicamente como:

H=-J Z 0,05 (31)
<iyj>
Nessa equagao, J(> 0) é uma constante que representa a intensidade da intera¢ao entre
spins, o; e 0 sao os spins nos sitios 7 e j, respectivamente, e a soma ¢ realizada sobre
todos os pares de sitios vizinhos mais préximos, o que ¢é representado pelo simbolo < ... >.
O sinal negativo na frente da equacao reflete o fato de que os spins alinhados

paralelamente tendem a diminuir a energia do sistema, enquanto os spins antialinhados
contribuem para um aumento da energia. Assim, o sistema tende a minimizar sua energia

total, buscando um arranjo de spins mais estavel.

O J foi utilizado com valor de 1, constante em todos os sitios, contudo é possivel varia-lo
(com um valor aleatério para cada sitio por exemplo), porém isso resultaria em outro tipo
de hamiltoniana, a qual envolve uma tratamento mais sofisticado. No nosso caso J
funciona como uma escala global de energia, sua alteracao de valor causaria apenas uma
reescalamento do valor da temperatura critica, ou seja, se J fosse 2 o valor da

temperatura critica dobraria.

Uma das principais caracteristicas do modelo de Ising é a descricao de sistemas
magnéticos que exibem um fenémeno conhecido como transicao de fase. Isso significa que,
a medida que temperatura do sistema é variada, ocorre uma mudanca abrupta em suas

propriedades magnéticas. A transicao de fase estd associada a perda de ordenamento

magnético em uma temperatura critica especifica.

Em baixas temperaturas, o sistema tende a se organizar em um estado no qual os spins

sao alinhados em uma dire¢ao preferencial (ferromagnetismo). A medida que a
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temperatura aumenta, a energia térmica comeca a superar as interagdes magnéticas e os
spins se tornam mais desordenados, levando a um estado de alta energia sem
magnetizac¢ao liquida (paramagnetismo). A temperatura critica na qual ocorre essa
transicao é uma propriedade caracteristica do modelo e depende do valor da constante J e
da dimensionalidade espacial da rede. Para uma rede quadrada e em unidades de J
(tomando a constante de Boltzmann igual a 1) temos T, = 2 ~ 2.2691853...
In(1+v/2)

Embora o modelo de Ising original seja uma simplificacao, ele tem sido aplicado com
sucesso para descrever uma variedade de fendomenos em fisica estatistica, desde a
magnetizagdo de materiais reais até comportamentos coletivos em sistemas biologicos e
sociais(3). Além disso, o modelo de Ising forneceu a base para o desenvolvimento de
técnicas computacionais poderosas, como a simulagao de Monte Carlo, que permitem

estudar sistemas complexos que nao podem ser resolvidos analiticamente.(4)

3.1 Primeiros Vizinhos

A interagao de primeiros vizinhos de spins refere-se a uma interagdo magnética entre os
spins de particulas ou atomos que estao mais proximos em um sistema. Essa interagao é
comumente encontrada em materiais magnéticos, onde os spins atomicos ou eletronicos

sao responsaveis pela propriedade magnética do material.

Na analise do Modelo Ising de duas dimensoes é estudado a interacao de primeiros
vizinhos, onde o spin interage com seus vizinhos mais préximos. Dessa correlagao surge um
campo magnético interno, que durante a execugao do projeto serd o parametro de ordem
que competird contra a temperatura (variavel desordem), ou seja, o campo magnético ird
‘tentar’ alinhar os spins na rede, os mantendo na mesma dire¢cao do campo, os ordenando
e gerando uma magnetizacao no material. Porém, com um aumento na temperatura, tal

energia térmica tendera a desordenar os spins, gerando uma queda na magnetizacao.

Figura 3 — Interagdo de Primeiros Vizinhos

i, j+1

ij-1
Fonte: (5)

Quando dois spins estao proximos o suficiente, eles podem interagir através de forgas
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magnéticas. Essa interagdo ocorre principalmente devido a interacao de troca, que é uma
interacdo quantica entre os spins. Esta tende a alinhar os spins paralelamente ou

antiparalelamente, dependendo de sua natureza.

A natureza exata da interagao de primeiros vizinhos de spins depende do sistema em
questao e pode variar. Em alguns materiais, como ferromagnéticos, a interacao de
primeiros vizinhos tende a alinhar os spins paralelamente, resultando em um alinhamento
global dos spins e uma magnetizacao liquida nao nula. Em outros materiais, como
antiferromagnéticos, a interagao de primeiros vizinhos tende a alinhar os spins

antiparalelamente, levando a uma magnetizacao liquida global igual a zero.

As interagoes de primeiros vizinhos de spins sao fundamentais para a compreensao das
propriedades magnéticas dos materiais. Elas influenciam o comportamento magnético
global, como a temperatura critica de transicdo magnética, a formagao de dominios

magnéticos, a resposta magnética a um campo externo, entre outras propriedades.

E importante ressaltar que, além desse tipo de interacao, as de ordens mais distantes
também podem desempenhar um papel significativo em alguns sistemas magnéticos. Essas
interacoes podem ser levadas em consideracao para uma descricao mais precisa e completa

do comportamento magnético de um material.

3.2 Condigoes Periddicas de Contorno

-

E um conceito utilizado em diferentes areas da fisica, como mecanica quantica,
eletromagnetismo, mecanica dos fluidos e muitas outras. Essa condigao ¢é aplicada quando
se deseja estudar um sistema que possui uma periodicidade espacial, ou seja, uma

propriedade que se repete em intervalos regulares.

Em termos simples, a condi¢ao peridédica de contorno implica que um sistema em uma
extremidade é conectado a sua extremidade oposta, de forma que qualquer objeto ou
propriedade que saia de uma extremidade entra na outra, como se o sistema fosse

"enrolado"ou "envolvido"em si mesmo(3).

Figura 4 — Condic¢ao periodica de contorno em um rede quadrada
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Ao aplicar essa condicao, considera-se que o sistema forma um "toro"ou um "cilindro"(3),
em vez de ser uma extensao infinita. Isso simplifica a andlise mateméatica e permite a
exploracao das propriedades do sistema em um espaco finito. Tal técnica reduz a
complexidade do problema, permitindo uma andlise mais facil e a obten¢ao de solugoes
matematicas mais elegantes, também se aproxima da realidade fisica, j4 que muitos

sistemas reais possuem alguma forma de periodicidade espacial.

Apesar dos varios beneficios, toda técnica tem seus pontos negativos. Porém, essa
condicao de contorno, é apenas aplicavel a sistemas que possuem um certo nivel de
simetria periédica. Além disso, tal condicdo, exclui as possiveis intera¢oes com o ambiente
externo do sistema, pois assume uma conexao direta entre as extremidades opostas. Em
alguns casos as interagoes de fronteira ou superficie tém alto peso no desempenho e
elimina-las através das condigdes periddicas de contorno faz os resultados convergirem
mais rapidamente para o limite termodinamico. Obviamente, se o interesse estiver

justamente nos efeitos de superficie, condi¢oes abertas de contorno deverao ser aplicadas.

3.3 Escala de Tamanho Finito

A escala de tamanho finito é um conceito utilizado na fisica estatistica para compreender
como o comportamento de um sistema muda com o tamanho do sistema (ntimero de
particulas, volume, etc.) proximo a uma transi¢ao de fase. No contexto do modelo de

Ising, tal técnica nos permite estudar como as propriedades dependem do seu tamanho

proximo ao ponto critico.

Préximo a temperatura critica de uma transicao de fase no modelo de Ising, o
comprimento de correlagao, que caracteriza a extensao das interagoes entre spins, diverge.
No entanto, em um sistema de tamanho finito, o limite para o comprimento de correlagao

é o tamanho do préprio sistema. A escala de tamanho finito leva em consideracao esse
tamanho finito e fornece um procedimento para extrapolar o comportamento do sistema

no limite termodindmico (tamanho do sistema tendendo ao infinito).
Esse metodo ¢ importante para o modelo de Ising por vérias razoes:

1. Estimativa de parametros criticos: Ao estudar o comportamento do modelo de Ising em
diferentes tamanhos de sistema préximos a temperatura critica, a escala de tamanho
finito nos permite estimar os expoentes criticos, que descrevem como as grandezas fisicas
se comportam préoximo ao ponto critico. Esses expoentes sao universais e fornecem

insights valiosos sobre a natureza da transicao de fase.

2. Verificacao de universalidade: A escala de tamanho finito ajuda a verificar o conceito de
universalidade no modelo de Ising. A universalidade afirma que sistemas pertencentes a
mesma classe de universalidade (descritos pelo mesmo conjunto de expoentes criticos)

exibem comportamento semelhante proximo ao ponto critico, independentemente dos
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detalhes microscopicos. Ao analisar o comportamento do modelo de Ising em diferentes
tamanhos, é possivel verificar se os expoentes criticos observados sao consistentes com as

classes de universalidade conhecidas.

3. Efeitos de tamanho finito: A escala de tamanho finito nos permite entender a influéncia
dos efeitos de tamanho finito no comportamento do sistema. Préximo ao ponto critico, os
efeitos de tamanho finito se tornam significativos, levando a desvios mais relevantes do
comportamento de um sistema infinito. Ao considerar esses efeitos, é possivel analisar com
precisao dados experimentais ou de simulagoes obtidos de sistemas de tamanho finito e

obter informagoes confiaveis sobre o comportamento critico.

4. Simulagoes numéricas: A escala de tamanho finito fornece orientacao para simulagoes
numéricas do modelo de Ising. Como simular um sistema infinito nao é viavel, sistemas de
tamanho finito sao utilizados em estudos numéricos. As técnicas de escala de tamanho
finito permitem que os pesquisadores extrapolem os resultados da simulagao para obter

informagoes significativas sobre o comportamento critico no limite termodinamico.

3.4 Expoentes Criticos

Os expoentes criticos sao grandezas universais que descrevem o comportamento de
sistemas em torno de uma transicao de fase critica. Eles sao independentes das
propriedades especificas do material, mas dependem apenas do tipo de transi¢ao de fase
que ocorre no sistema. Em particular, para uma transicao de fase de segunda ordem, os
expoentes criticos descrevem como as propriedades termodindmicas do sistema se

comportam em torno da temperatura critica.

Na simulacao Monte Carlo do modelo de Ising, os expoentes criticos sao obtidos a partir
da analise do comportamento da magnetizacao e da suscetibilidade magnética em torno
da temperatura critica. A magnetizacao é a medida da média dos spins magnéticos do
sistema, enquanto a suscetibilidade magnética é uma medida da resposta do sistema a um

campo magnético externo.

Em torno da temperatura critica, a magnetizacao e a suscetibilidade magnética se
comportam de acordo com leis de poténcia, com expoentes criticos especificos. Mais

precisamente, a magnetizacao do sistema ¢ dada por:

M =~ |T — Tc|ﬁ (3.2)

onde T é a temperatura, T, é a temperatura critica, J é o expoente critico da
magnetizagdo. O expoente beta descreve como a magnetizacao se comporta em torno da

temperatura critica. Da mesma forma, a suscetibilidade magnética do sistema é dada por:
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x~|T—T| (3.3)

onde 7y é o expoente critico da suscetibilidade magnética. O expoente gamma descreve

como a suscetibilidade magnética se comporta em torno da temperatura critica.

A partir das simulagoes Monte Carlo do modelo de Ising, é possivel obter valores
numeéricos dos expoentes criticos 3 e v, bem como de outros expoentes criticos, como o
expoente critico de correlacao. Esses valores podem ser comparados com valores tedricos

ou experimentais, permitindo a validacao da simulacao Monte Carlo e o estudo de

materiais reais.

Em resumo, os expoentes criticos sdo grandezas universais que descrevem o
)
comportamento de sistemas em torno de uma transi¢ao de fase critica, e sao obtidos a
partir da andlise da magnetizacao e da suscetibilidade magnética em torno da

temperatura critica na simulagdo Monte Carlo do modelo de Ising.

3.5 Suscetibilidade magnética

A suscetibilidade magnética é uma medida da resposta magnética de um material quando
um campo magnético é aplicado a ele. Ela é definida como a razao entre a magnetizacao e
o campo magnético aplicado. Em outras palavras, a suscetibilidade magnética mede a

facilidade com que um material se magnetiza em resposta a um campo magnético externo.

No modelo de Ising 2D, a suscetibilidade magnética é uma medida da tendéncia dos spins
no material a se alinharem com o campo magnético aplicado. O modelo em questao é uma
simplificacdo do modelo de Ising original, que descreve a interacao entre spins magnéticos

em um material.

Em tal modelo, consideramos um material bidimensional composto de N spins magnéticos,
cada um com um valor de spin de +1 ou -1. O Hamiltoniano que descreve a energia total

do sistema é dado por:

H:—JZO'Z‘O'J'—ILLBZO'Z‘ (34)
0, 0,

onde J é a constante de acoplamento entre spins, ;1 ¢ o momento magnético de cada spin,
B é o campo magnético aplicado e o; é o valor do spin na posigao i. A suscetibilidade
magnética no modelo de Ising 2D pode ser calculada a partir da derivada segunda da

energia livre F' com relacao ao campo magnético B. A energia livre F é dada por:

F = —kTin(Z) (3.5)
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onde k é a constante de Boltzmann, T é a temperatura e Z é a funcao de particao do

sistema, dada por:

Z =3 e K (3.6)

onde a soma é sobre todos os possiveis estados dos spins magnéticos. A partir da energia

livre, podemos calcular a suscetibilidade magnética usando a equacao:

x = (0*F/0B*)/kT (3.7)

Usando algumas simplifica¢gbes matematicas e assumindo que a temperatura é baixa,

podemos mostrar que a suscetibilidade magnética no modelo é dada por:

X = (W /KT)N(1 — (T./T) ~ 1) (3.8)

onde T, é a temperatura critica do sistema, acima da qual o material se torna
paramagnético, e N é o nimero total de spins no material. Esta equacao mostra que a
suscetibilidade magnética aumenta quando a temperatura diminui e se aproxima da
temperatura critica T,.. Quando a temperatura é maior que 7., a suscetibilidade

magnética diminui rapidamente, indicando que o material se tornou paramagnético.

3.6 Calor Especifico

O calor especifico é uma propriedade termodinamica que descreve a quantidade de calor
necessaria para elevar a temperatura de uma determinada quantidade de substancia em
uma unidade. Ele é uma medida da capacidade de armazenamento de energia térmica de
um sistema. No contexto do modelo de Ising, o calor especifico esté relacionado a resposta

térmica do sistema de spins a variagao de temperatura.

O calor especifico do sistema de Ising é uma medida da quantidade de energia térmica
necessaria para alterar a temperatura do sistema. Ele esta relacionado a variacao de

energia do sistema em resposta a mudanca de temperatura.

A energia do sistema de Ising é uma funcao da configuragdao dos spins e é definida pelo
hamiltoniano do sistema. A variacao de energia com a temperatura afeta diretamente o

calor especifico.

Quando a temperatura aumenta, os spins do sistema comecam a apresentar uma maior

tendéncia a agitagdo térmica, levando a flutuagoes na configuragao dos spins e a um
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aumento na energia térmica. Isso resulta em um aumento na capacidade do sistema de

armazenar energia térmica, ou seja, um aumento no calor especifico.

Proximo a temperatura critica, onde ocorre a transicao de fase no sistema de Ising, o calor
especifico pode exibir um comportamento singular. Ele pode divergir, indicando uma
resposta térmica intensa do sistema as flutuagoes térmicas nessa regiao critica. Essa

divergéncia é uma caracteristica de transicoes de fase de segunda ordem.

A relagao entre o calor especifico (¢) e a energia do sistema de Ising pode ser expressa

através da seguinte relacao:

¢ = OE /T, (3.9)

onde F ¢é a energia total do sistema.

Em resumo, o calor especifico no modelo de Ising esté relacionado a capacidade de
armazenamento de energia térmica do sistema. Ele é influenciado pela variacdo de energia
com a temperatura e desempenha um papel importante na descricio do comportamento

térmico do sistema, incluindo o comportamento proximo a temperatura critica.
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4 Simulacao de Monte Carlo

A simulagao Monte Carlo é uma técnica computacional usada para simular o
comportamento de sistemas complexos que sao dificeis de serem analisados de forma
analitica. A técnica é baseada na geracao aleatéria de estados do sistema, seguindo uma

distribuicao de probabilidade especifica, e na avaliacao estatistica dos resultados.

Por outro lado, a simulagdo Monte Carlo pode ser computacionalmente intensiva e

requerer o uso de recursos computacionais significativos.

4.1 Algoritmo de Metropolis

Também conhecido como algoritmo de Metropolis-Hastings, ¢ um método de simulagao
Monte Carlo Markov Chain (MCMC) amplamente utilizado na area de estatistica e fisica

computacional. Ele foi originalmente proposto por Nicholas Metropolis, Arianna W.

Rosenbluth, Marshall N. Rosenbluth, Augusta H. Teller, Edward Teller em 1953 (6).

Tal algoritmo esta intimidamente ligado a pesquisa em fisica estatistica e a necessidade de
simular sistemas fisicos complexos, como o Modelo de Ising, analisado nesse trabalho.
Como mencionado acima, o caso que estamos analisando possui solugao analitica mas

outras configuragoes relevantes (como, por exemplo, a cadeia ctbica ou interagbes entre

segundos vizinhos) nao possuem tal solugdo e precisam se abordagens numéricas.

O algoritmo de Metropolis é uma técnica de Monte Carlo, o que significa que é uma
abordagem estatistica para resolver problemas envolvendo probabilidade e aleatoriedade.
Em particular, o algoritmo de Metropolis é usado para calcular as probabilidades de
transicao entre diferentes estados de um sistema. E um dos métodos mais comuns usados
para realizar simulagoes de Monte Carlo no modelo Ising (7). Ele é um algoritmo de
aceitacao-rejeicdo que gera uma nova configuracao de spins e decide se aceita ou rejeita

essa nova configuracdo com base em uma probabilidade de transicao.

Ele utiliza conceitos da teoria das cadeias de Markov para gerar uma sequéncia de estados
de um sistema, onde cada estado depende do estado anterior. Essa sequéncia de estados é

entao utilizada para estimar propriedades do sistema.

Sua principal funcao é gerar amostras de uma distribuicao de probabilidade desconhecida,
mas da qual é possivel calcular proporcoes de probabilidade. Uma de suas qualidades é
conseguir explorar regides de alta probabilidade em um espago de estados, mesmo quando

a distribuicao nao pode ser normalizada.
Segue os passos do algoritmo:

1. Gera uma configuracao aleatéria de spins na rede quadrada. 2. Em seguida, escolhe
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aleatoriamente um spin dentro da rede para ser "virado', mais precisamente, para alterar
sua orientagao (de -1 para +1 ou vice-versa). 3. Entao é calculado a energia da rede com
esse spins flipado. No modelo Ising a energia da rede é calculada como a soma das

interagoes de cada spins vizinhos mais préximos.

Tal energia ¢ dada pela seguinte equacao:

H:—JZO'iO'j—HZO'i (41)
1,5 i

onde J é a constante de acoplamento entre os spins e 0; e 0; sao os spins adjacentes ao

spin i’ que esta sendo virado.

4. Se a mudanca de energia for negativa, ou seja, se a nova configuragdo de spins tiver
energia menor que a anterior, a nova configuracao é aceita automanticamente e o spin é
virado. 5. Se a mudanca de energia for positiva, ou seja, se a nova configuragao de spins
tiver a maior energia que a anterior, a nova configuracao é aceita com uma probabilidade

dada por:

p = e~ BT

(4.2)
6. Esse processo é repetido para um numero suficiente de passos de Monte Carlo para
permitir que o sistema atinja o equilibrio termodindmico e para que os valores médios das
propriedades termodinamicas do sistema possam convergir, dentro de uma margem de

erro determinada previamente, assim como ¢ mostrado no 5.

O algoritmo de Metropolis ¢ 1til para simular sistemas fisicos porque permite que vocé
explore diferentes estados do sistema de maneira eficiente e estocastica, e que calcule as
propriedades termodinamicas do sistema a partir das amostras geradas. O algoritmo é
amplamente utilizado em fisica, quimica, biologia, ciéncia dos materiais e outras areas da

ciéncia e da engenharia.
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Figura 5 — Fluxograma do Algoritmo de Metropolis
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5 Metodologia

Para analisarmos a Simulagao de Monte Carlo aplicada ao Modelo Ising bidimensional foi
preciso inicialmente estudar o Método Monte Carlo e o Modelo Ising pela referéncia (3),
depois de entendido suas propriedades e operacoes, foi escrito um programa em python
que pudesse efetuar os cdlculos deste trabalho. Contudo, ao executa-lo, verificou-se a
demora para que o cddigo tivesse os resultados desejados, tornando tal cddigo ineficiente.
Entao foi escrito um novo cédigo(anexado ao final desta monografia), porém em C, visto
que ¢ uma linguagem de programagao mais otimizada para esse tipo de calculo mais
custoso computacionalmente. Procuramos comentar tal cddigo de maneira a torna-lo

inteligivel para o usuério.

Para alguns gréficos foi utilizado "Matplotlib", uma biblioteca python para construcao de

graficos e para outros o program Origin 8.5 Pro.

O cédigo final em C escreve os dados coletados em um arquivo, que entao é lido por um

cbddigo python para construir os graficos.

Para otimizacao do cédigo em C, foi utilizado um ’struct’ que comprime varias variaveis
em um unico tipo de variavel, ou seja, em vez de fazer varias fungoes para cada variavel
criada, foi feita uma funcao para cada etapa dos calculos: condigoes periddicas de
contorno, calculo da variacao de energia, magnetizagao, etc, e utilizada a struct contendo

as variaveis de cada etapa, sendo que algumas variaveis sao compartilhadas.

Foi preciso reduzir o maximo possivel de processos no qual retardariam a execugao do
codigo, pois para rede pequenas a tempo de execucao era baixa, contudo para redes
maiores (72x72 e 80x80) o tempo de execucao foi bem maior de acordo com a tabela 1,

mesmo com todas as técnicas para otimizacao.

Tabela 1 — Tabela do tempo de execucao aproximadamente em relacao ao tamanho da

rede
Tamanho da Rede | Tempo de Execugdo (min)

16 ~25

20 ~60

32 ~150
40 ~240
48 ~400
56 ~860
64 ~2460
72 ~4900
80 ~8500

Tal cédigo tem grande controle sobre as variaveis que foram utilizadas no calculo da
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variacao de energia, magnetizacao e calor especifico, ou seja, é possivel altera-las de forma
que os resultados fossem mais preciso. Foi utilizado também uma funcao intrinseca de

nimeros randdmicos da biblioteca C (rand()), nota-se que foram testadas outras fungoes

de nimeros randémicos para verificagdo da autenticidade do 'rand()’, o que resultou em

resultados semelhantes.

No final do c6digo os dados foram armazenados em um arquivo ".dat’ que foi lido pelos
programas de graficos citados mais cedo. E uma imagem gerado e salva em um arquivo

"png’. Codigo utilizado encontra-se no apendice A.
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6 Resultados

A partir da teoria introduzida no comeco desse projeto e aplicado os métodos citados foi
possivel obter a magnetizacao e a energia para redes que variaram dos tamanhos de 16x16
até 80x80 com 10° de iteracoes de execucao e 2 x 10° iteracdes para termalizacdo ou 20%
(iteragdes sdo a executagao total do cddigo). O computador usado para a execugao do
codigo possuis as seguintes especificagoes: GPU = i7 com 16 nucleos e 16gh de memoria e
uma placa grafica 3080Ti. O cédigo utilizado implementa os metddos ja explicados na
introdugao e citados na metodologia. Como o proposito do projeto é encontrar o
temperatura critica, foram confeccionados graficos de magnetizacao, energia e calor

especifico.

6.1 Energia

Através do hamiltoniano é calculado a variagao de energia toda vez que um spin é virado,
ou seja, antes do codigo comecar a executar o método monte carlo, a energia inicial é
calculada e a cada iteragao do algoritmo de metropolis na rede, a energia total desta é
variada. Como o projeto tem como objetivo encontrar a temperatura critica no limite
termodinamico (tamanho da rede tendendo a infinito) a mudanga na concavidade do

grafico determina uma estimativa dessa temperatura para cada rede finita. Um grafico foi
confeccionado utilizando essas estimativas e extrapolando para L — oo e produz uma

estimativa da temperatura critica.

Iniciando com os resultados para a energia, vemos nos graficos da Figura 6 a energia total
para dois intervalos de temperatura, sendo o segundo um "zoom'numa regiao em torno de
T..

Figura 6 — Grafico da Energia pela Temperatura. a) Intervalo de temperatura: 1 a 4 (em
unidades arbitrarias) e b) Intervalo de temperatura 2,25 a 2,30
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6.2 Calor Especifico

O calor especifico foi calculado como a derivada da energia, como citado anteriormente. O
pico dos graficos na Fig. 7 representam a temperatura critica, ou seja, é o ponto quando a
temperatura "supera'o campo interno gerado pela interacao dos spins e os desordena,

assim fazendo que percam momentaneamente suas propriedades magnéticas.

Figura 7 — Gréfico da Energia pela Temperatura. a) Interavalo de temperatura: 1 a 4 e b)
Intervalo de temperatura 2,20 a 2,40

—16 b) —16
08 —20 0,75~ —20
—32 —32
—40 —40
—48
—56
—64
—72
0,5 —80

0,74

0,6

T

6.3 Magnetizacao

Na Fig. 8 vemos a magnetizagdo em fun¢do da temperatura. No gréafico realizado
percebe-se que ha uma queda abrupta, no qual representa o término da fase com
ordenamento ferromagnético e o comego da fase paramagnética. O ponto de inflexao

fornece uma estimativa da temperatura critica.
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Figura 8 — Gréafico da Magnetizacao pela temperatura
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6.4 Estimativas da temperatura critica para cada tamanho da rede e o limite

termodinamico

A Tabela abaixo contém as estimativas da temperatura critica para cada tamanho de rede

obtidas a partir da magnetizacdo e do calor especifico.

Tabela 2 — Tabela da temperatura critica em relagdo ao tamanho da matriz

Tamanho da matriz Te

1/L M M(s) C

1/16 2,110 | 2,162 | 2,255
1/20 2,020 | 2,076 | 2,271
1/32 2,134 | 2,139 | 2,277
1/40 2,159 | 2,168 | 2,280
1/48 2,172 | 2,189 | 2,287
1/56 2,188 | 2,195 | 2,295
1/64 2,243 | 2,253 | 2,297
1/72 2,229 | 2,237 | 2,306
1/80 2,239 | 2,243 | 2,315

Na tabela acima, M é a magnetizagao, M(s) é magnetizagao suavizada e C é o calor

especifico.

A seguir foram feitos graficos para mostrar que ao aumentar o tamanho da rede a
estimativa da temperatura critica tende a ficar cada vez mais préxima da temperatura

critica prevista pela solucao analitica.

Com os dados da tabela acima foram feitos dois graficos, um para magnetizacao (Figura
9) e um para o calor especifico (Figura 10), ambos em relagao ao inverso do tamanho do
lado da rede. Seus coeficientes lineares, indicados na legenda de cada grafico, representam

uma estimativa da temperatura critica no limite termodinamico para aquela quantidade.
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Figura 9 — Grafico do inverso do lado da rede pela Temperatura Critica segundo os dados
da tabela da magnetizagao suavizada; Coeficiente Linear: 2.28543
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Figura 10 — Gréfico do inverso do lado da rede pela Temperatura Critica segundo os dados
da tabela do calor especifico; Coeficiente Linear: 2.25843

2.32 A

2.31 A

2.30 A
o 2.29 1
S

2.28 A .

2.27 A

2.26

g e
g-
a4
W |
S
-

1/L



33

7 Conclusao

Neste projeto, o Método Monte Carlo foi aplicado ao Modelo Ising Classico com duas
dimensoes (rede quadrada) de forma sistematica. Com utilizacdo do Método de Monte
Carlo (mais precisamente com o algoritmo de Metropolis) e de técnicas de modelagem
computacional de sistemas finitos foi possivel obter a magnetizagao e o calor especifico em
fungao da temperatura para sistemas (amostras) de varios tamanhos e, a partir desses
resultados, estimar a temperatura critica da transicdo ordem-desordem do modelo. Nossa
inexperiéncia com o método e também dificuldades técnicas com a implementacgao
computacional contribuiram para os erros nos resultados, assim como as limitacoes

inerentes ao proprio método tais como sua convergéncia lenta na regiao da transicao.

Ainda assim, o erro percentual na estimativa da temperatura critica obtida pela

magnetizacao foi de 0.7 % e para o calor especifico foi de 0.5 %.
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A Program Github

Jean, Y. (2023). TCC Program [Computer software]

https://github.com/JeanYone/TCC-code

// Libraries that provide necessary data ypes and functions
#include <stdint.h>

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <math.h>

#include <stdbool.h>

7 #include <time.h>

o)

10
11

12

42

// External Library used for writing images in PNG format
#define STB_IMAGE_WRITE_IMPLEMENTATION

#include "stb_image_write.h"

34

// Defines LATYPE as int and represent the data type used for each point in the magnetic

lattice.
#define LATYPE int //
typedef unsigned long long u64;
typedef long long i64;

// A data type that stores other variables within it, so when it is

variables contained within it are read.
typedef struct {
double energy, magnetization;
} energy_magnetization_pack;
// Same as above
typedef struct {
double avg_E, avg_M, specific_heat, magnetic_sus;
double avg_E2, avg_M2;

} ising_data;

"called ,"

all the

// The intrinsic function of random numbers "rand()" generates a random number between 0

and 1.
double rrand() {

return (double)rand() / (double)RAND_MAX;
IF

// Initializes a random lattice by allocating memory for the lattice and

// assigning random spin values (+1 or -1) to each lattice point.

LATYPE* init_random_lattice(u64 n) {
LATYPE *lattice = (LATYPEx*)calloc(n * n, sizeof (LATYPE));
for (u64 i = 0; i < n * n; ++i)
lattice[i] = 2 * (rand () % 2) - 1;

return lattice;

¥

// unction takes an existing lattice and randomizes its spin values.

void randomize_lattice (LATYPE x*lattice, u64 n) {
for (u64 i = 0; i < n * n; ++i)
lattice[i] = 2 * (rand() % 2) - 1;
T

// ensures that lattice indices wrap around the boundaries of the lattice,

periodic boundary conditions.

i64 bounds(i64 i, u64 n) {
if (0 <= i && (u64)i < n) return ij;
return ((i % n) + n) % n;

}

// calculates the change in energy

allowing
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double dE_to_flip (LATYPE S, double J, LATYPE sum_neigh, double H) {
return 2.0 * S *x (J * sum_neigh + H);
}
// calculates the sum of the nearest neighbor spins for a given lattice point.
LATYPE neighbor_sum(LATYPE *lattice, 164 i, i64 j, int n) {

LATYPE left = lattice[i * n + bounds(j - 1, n)]l;
LATYPE right = lattice[i * n + bounds(j + 1, n)l;
LATYPE down = lattice[bounds(i - 1, n) * n + jl;
LATYPE up = lattice[bounds(i + 1, n) * n + jl;
return left + right + down + up;

¥

// calculates the total energy and magnetization of the lattice by iterating

// over all lattice points and summing the corresponding contributions.

energy_magnetization_pack lattice_energy_magnetization(LATYPE *lattice, u64 n, double J,
double H) {

energy_magnetization_pack to_return = {0};
for (i64 row = 0; (u64)row < n; ++row) {
for (i64 col = 0; (u64)col < n; ++col) {
to_return.energy += -H * latticel[row * n + col]l] - J * neighbor_sum(lattice,
row, col, n) * lattice[row * n + col] / 4.0;
to_return.magnetization += lattice[row * n + coll;
}
}
return to_return;
}

// Performs a single step of the Metropolis algorithm for thermalization. It randomly
selects a lattice point, calculates the change in energy

// if the spin were flipped, and decides whether to flip the spin based on the Metropolis
criterion.

void termal_step (LATYPE *lattice, u64 n, double J, double H, double T) {

for (u64 row = 0; row < n; ++row) {
for (u64 col = 0; col < mn; ++col) {
u64 row_random = rand() % n;
u64 col_random = rand() % n;
double dE = 2.0 * lattice[row_random * n + col_random] * (J * neighbor_sum(
lattice, row_random, col_random, n) + H);
if (dE < 0)
lattice[row_random * n + col_random] *= -1;
else if (rrand() < exp(-dE / T))
lattice[row_random * n + col_random] *= -1;
}
¥
}
// Performs the simulation of the Ising model using the Metropolis algorithm.

// It takes a lattice, its size, the number of simulation steps, and the physical
parameters (interaction energy J, external magnetic field H, and temperature T).

// It executes thermalization steps to reach thermal equilibrium and then performs
additional steps to calculate statistical averages of energy and magnetization. The
specific heat and magnetic susceptibility are also calculated using these averages

ising_data ising_metropolis (LATYPE *lattice, u64 n, u64 steps, double J, double H, double

T) {
ising_data data = {0};

bool valid_lattice = lattice;
if (!valid_lattice) {

fprintf (stderr, "Warning: lattice provided is NULL. Will be created a lattice and
freed afterwards. You will have no access to that lattice");

lattice = init_random_lattice(n);
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double energy = 0.0;

double magnetization

[
o

for (u64 i = 0; i < steps; ++i) {
termal_step(lattice, n, J, H, T);

energy_magnetization_pack E_M = lattice_energy_magnetization(lattice, n, J, H);
energy = E_M.energy;
magnetization = E_M.magnetization;

data.avg_E += energy;
data.avg_M += magnetization;
data.avg_E2 += energy * energy;

data.avg_M2 += magnetization * magnetization;

double avg_fac 1.0 / (steps * n * n);

double avg_fac2 1.0 / (steps * steps * n * n);

data.specific_heat = (avg_fac * data.avg_E2 - avg_fac2 * data.avg_E * data.avg_E) / (
T * T);

data.magnetic_sus = (avg_fac * data.avg_M2 - avg_fac2 * data.avg_M * data.avg_M) / T

5>

data.avg_E *= avg_fac;

data.avg_M *= avg_fac;

if (!valid_lattice)
free(lattice);

return data;
}
// exports the lattice as a PNG image. It converts the spin values to pixel colors (black
or white)
// and uses the STB library to write the image file.
void export_lattice(double T, LATYPE *lattice, int n) {
unsigned int char_size = snprintf (NULL, O, "./imgs/%e.png", T) + 1;
char *str = (charx)calloc(char_size, 1);

snprintf (str, char_size, "./imgs/Je.png", T);

uint32_t *lattice_img = (uint32_t#*)calloc(n * n, sizeof (uint32_t));
for (int i = 0; i < n * n; ++i)
lattice_img[i] = (int)lattice[i] == 1? OxFFFFFFFF: 0xFF000000;

stbi_write_png(str, n, n, 4, lattice_img, sizeof(uint32_t) * n);

free(str);
free(lattice_img);

}

//Compilar com:

//gcc -03 -Wall -Wextra -pedantic -o main main.c -1m

// is the entry point of the program. It sets the simulation parameters, initializes the
lattice, iterates over temperatures, performs the simulation for each temperature,
and writes the results to a data file.

// Optionally, it exports the lattice as PNG images.
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153 int main(void) {

154 int n_temperatures = 100;

155 u64 steps = 1000000;

156 u64 eq_steps = 200000;

157 u64 n = 32;

158 double Tmin = 1.0;

159 double Tmax = 4.0;

160 double dT = (Tmax - Tmin) / n_temperatures;

161 double trans_start = 2.1; //Onset of the transition range

162 double trans_end = 2.8; //end of transition lane

163 double fac_trans = 30.0;//factor of the number of points in the transition region (

this value x how many they would have). If you don’t want it, just put =1.0

164

165 double J = 1.0;

166 double H = 0.0;

167

168 bool print_lattice = true; //disabling makes the program much faster

169

170 FILE *out_test = fopen("./data.dat", "w");

171

172 double T = Tmin;

173 int i = 0;

174 double dT_var = dT;

175 LATYPE *lattice = init_random_lattice(n);

176 while (T <= Tmax) {

177 srand (time (NULL)) ;

178 //randomize_lattice (lattice, n);

179

180 if (i % (n_temperatures / 10) == 0)

181 printf ("T = %.5e\n", T);

182 fflush(out_test);

183 fflush(stdout);

184

185

186 ising_data data = ising_metropolis(lattice, n, eq_steps, J, H, T); //for EQ

187 data = ising_metropolis(lattice, n, steps, J, H, T);

188

189 if (print_lattice)

190 export_lattice(T, lattice, n);

191

192 fprintf (out_test, "Je\tle\tle\tle\tle\n", T, data.avg_E, data.avg_M, data.
specific_heat, data.magnetic_sus);

193 ++1;

194

195 dT_var = dT;

196 if (trans_start < T && T < trans_end)

197 dT_var = dT / fac_trans;

198

199 T += dT_var;

200 }

201 free(lattice);

202 fclose(out_test);

203 return O0;
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