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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo explicitar todos os passos que Einstein tomou para que pudesse
resolver o problema da precessao do periélio de Merctrio e encontrar seu desvio orbital (a
contribui¢cdo que a Relatividade Geral deu para corrigir a abordagem da mecanica Newtoniana).
O primeiro passo foi utilizar a Relatividade Especial, numa métrica plana, onde as transformacdes
de Lorentz sdo validas, e definir a notagdo tensorial e suas propriedades. Ao passar para a
Relatividade Geral, o problema de dois corpos €é abordado, que consequentemente trata de um
referencial acelerado e outro inercial numa métrica curva, que neste trabalho serd adotada a
métrica de Schwarzschild. Calculos sao desenvolvidos e consideragdes feitas para a obtengdo
das curvas geodésicas para o sistema Sol-Merctrio a partir das equacdes de Euler-Lagrange,
para que possa obter o desvio orbital e a forma que a érbita de Mercitrio toma com a precessao
em sua rotacdo em torno do Sol. Por fim, foi utilizada a plataforma MAT LAB para a obten¢do da
solu¢do numérica do problema e casos foram estudados para sua valida¢ido e comparagdo com a

solucdo analitica obtida.

PALAVRAS-CHAVE: Einstein. Precess@o. Merctrio. Relatividade especial. Relatividade

geral. Mecanica Newtoniana. Métrica de Schwarzschild. Geodésicas. Desvio orbital. Sol.



ABSTRACT

This work’s objective is to explicit all the steps taken by Einstein so that he could solve the
precession of the perihelion of Mercury and find its orbital deflection (the contribution the
Special Relativity has given to solve the Newtonian mechanics approach). The first step was to
use the Special Relativity, in a plane metric, where the Lorentz Transformations are valid, then
define a tensor notation and its properties. While going to the General Relativity, the two body
problem approach is made, therefore an accelerated moving reference frame with respect to a
steady one are treated in a curve metric, and that will be a Schwarzschild metric approach in
this work. Calculations are developed and considerations made to obtain the geodesic curves to
the Sun-Mercury sistem from the Euler-Lagrange equations, so that the orbital deflection can be
acquired and the exact shape that Mercury’s orbit takes in the precession while rotating around
the Sun. Finally, the MAT LAB platform was used in order to get the numerical solution for the
problem, and specific cases were studied to get the validation and a comparison made with the

analitical solution.

KEYWORDS: Einstein. Precession. Perihelion. Mercury. Special relativity. General relativity.

Newtonian mechanics. Schwazschild metric. Geodesic. Orbital deflection. Sun.
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1 INTRODUCAO

No inicio do século XX, um jovem fisico alemdo chamado Albert Einstein desenvolveu um
conjunto de hipéteses com o intuito de generalizar as leis da mecéanica da época, fazendo nascer
a Relatividade Especial. Um tempo depois ele unifica a Lei de Gravitacao Universal de Newton
em uma so teoria, que fornece a descricao da gravidade como uma geometria do espaco-tempo,

denominada Teoria da Relatividade Geral. Para comprové-la, foram propostos trés testes:

e Deflexdo de um feixe de luz por um campo gravitacional - Como a massa dos corpos
deforma o espaco-tempo préximo a eles, quando um feixe de luz € incidido em sua dire¢do,
espera-se que ocorra uma "curvatura da luz", que s6 poderia ser identificada através de um
eclipse total do Sol. Isso foi possivel ser comprovado no eclipse de 1919, quando houve a

ocultacdo total do Sol e pode-se ver o brilho das estrelas proximas e sua curvatura;

e Desvio gravitacional da frequéncia de um feixe de luz imerso num campo gravitacional -
Como a frequéncia € o inverso do tempo, a velocidade que o tempo passa em um relégio é
afetada por um campo gravitacional. Isso foi comprovado ao colocar relé6gio em um avido
e no Experimento de Pound-Rebka, ao detectar frequéncias diferentes no topo e na base

de uma torre.

e Precessdo do periélio de Mercurio - Discrepancia entre a precessao calculada ao utilizar a
mecénica Newtoniana e a precessdo observada, de 43,11” 4-0,45"” por século. Einstein
obteve o valor de 43" por século para esse desvio, simplesmente como consequéncia da

Relatividade Geral, sem qualquer hipétese adicional.

Este trabalho se aprofunda na abordagem do terceiro item, que levou muitos anos para ser
resolvido.

Em meados do século XIX ndo se sabia como era o comportamento exato da orbita de
Merctirio, foi notado que o planeta além de girar em torno do Sol, oscilava em sua Orbita
(denominada precessao do periélio de Mercurio). Foram levantadas hipoteses que sugeriam a
existéncia de um planeta movendo-se entre o Sol e Mercurio, referia-se a ele como Vulcano. Nao
sendo suficiente para explicar esse desvio, o matemaético francés Urbain Le Verrier observou em
1860 corpos que transitavam em torno do Sol, que mais tarde seriam denominados asterdides,
que segundo ele, quando todas essas massas fossem somadas, resolveria o problema. Mas ainda
assim os cdlculos ndo batiam.

Foi s6 em 1916 que foi publicada uma nova teoria na qual se explicava satisfatoriamente
o movimento da 6rbita de Mercurio sem a necessidade de asterdides ou um planeta intra-
mercuriano: a Teoria da Relatividade Geral de Einstein, que mostrou que ao contrario da
gravitacdo Newtoniana, a 6rbita de um planeta ndo € necessariamente fechada, pois a de Merctirio

ndo era, isto &, a elipse que compde a Orbita ndo fica no mesmo lugar o tempo todo e ndo se
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fecha, e mais, o ponto de maxima aproximacgado ao Sol (periélio) muda de localizagcdo. Ao utilizar
a gravitacdo, pode-se obter as equacdes geodésicas que compde o problema e finalmente, o valor

numeérico dessa precessao.
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2 RELATIVIDADE ESPECIAL

Ao tratar de problemas que envolvem particulas que se deslocam com velocidades préximas
a velocidade da luz, as ferramentas desenvolvidas na mecéanica de Newton ndo sdao apropriadas
para descrevé-los. Com o objetivo de completar essa lacuna da mecanica analitica, Einstein

desenvolveu uma nova e sélida teoria geral que se basea em dois postulados:
1°: As leis da Fisica sdo as mesmas em qualquer referencial inercial.

2°: A velocidade da luz no véicuo é invariante em todos os sistemas referenciais inerciais.

2.1 TRANSFORMACAO DE LORENTZ

Para analisar as consequéncias desses postulados, pode-se utilizar as Leis de Eletrodinamica
(Leis de Maxwell) como uma aplicacdo fora do escopo relativistico. Essas leis devem ser vélidas
em qualquer referencial, mas observa-se que sua validagdo esta relacionada a um "referencial
privilegiado", isto é, onde a velocidade da luz é a mesma (c) em todas as dire¢des. Portanto, pelas
Transformacdes de Galileu (abordada no decorrer deste capitulo e com mais profundidade em
NUSSENZVEIG (2014)), mais especificamente pela lei de composi¢do de velocidades, teriamos
que a velocidade da luz final seria diferente da inicial, resultado incompativel com o primeiro
postulado. Existe entdo uma necessidade de um novo sistema de referenciais que comporte os
dois postulados, descreva a fisica e satisfaca também as Leis de Maxwell. Isso leva a origem das
Transformagdes de Lorentz.

A partir desses postulados, a teoria da Relatividade Especial introduziu uma interdependéncia
entre o espaco e o tempo, ao determinar um sistema de coordenadas formado pelas trés dimensdes
espaciais mais a dimensdo temporal (3+1) no denominado Espago-tempo de Minkowski. Dessa
forma, tudo o que foi estudado no Espaco Euclidiado, pode ser retratado nesse novo sistema, na
notacdo quadrivetorial, descrita a seguir:

Um quadrivetor x* = (x°,x', x>, %) possui as seguintes componentes:

xO:ct, X =x, xX*=y x =z 2.1)

A seguir mostramos como fica o quadrivetor por uma transformacao de coordenadas na
relatividade especial.

Suponha dois referenciais inerciais: R parado e R’ que se move a uma velocidade v na
direcdo x. Para relacionar as coordenadas de um referencial com o outro, serdo utilizadas as

Transformagdes de Lorentz que s@o escritas como:

r=y(—-3) (22)
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¥ =y(x—vt) (2.3)
y=y (2.4)
7=z (2.5)
onde |
’Y: —2 5 (2'6)
1_¥

que na notacdo quadrivetorial, as transformacdes sdo representadas por:

K= AN XY = AN X A XA A X (2.7)

onde A", sdo as componentes da matriz de transformagio linear A responsdvel pela mudanca das

coordenadas de um referencial para outro. Os indices v e u variam de 0 a 3, e quando repetidos,

como 6.acontece com V, representam uma soma. (O que chamamos de Notagdo de Einstein).
Pode-se construir a matriz A, com os componentes A", para a Transformacio de Lorentz por

. /) pd
meio de AH, = aafo e obtém:

v —By 00
A= By v 00
0 0 10
0 0 01
onde os coeficientes y e B sdo dados por:
1 %
V=—r0w—xr, B=-. (2.8)

V12 ¢
Os coeficientes sdo entendidos como a corre¢@o que a relatividade obteve para a mecanica New-
toniana, na andlise de problemas envolvendo grandezas proporcionais a fracdes da velocidade da
luz. Isso implica que pode-se recuperar o regime cldssico ao tomar v << ¢, assim sao obtidas as

Transformagoes de Galileu:

¥ =x—vit (2.9)

y=y (2.10)

7=z (2.11)
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t=t. (2.12)

2.2 NOTACAO COVARIANTE, CONTRAVARIANTE E METRICA

A forma de indices dada por A* = (AO,A1 ,AZ,A3) ¢ denominada contravariante. J4 a forma

dada por A, = (Ag,A1,A2,A3) € dita covariante, onde

Ag=A° (2.13)
A =—A! (2.14)
Ay = —A? (2.15)
Az = —A° (2.16)

A relagdo entre A* e A, pode ser construida introduzindo-se o conceito de métrica.

A métrica pode ser definida como a relacdo dada para determinar a distancia entre dois
pontos no espaco. Isto é, essa grandeza dependera do tipo de curvatura que o espaco-tempo esté
tomando.

E possivel definir o tensor métrico G no espaco de Minkowski a partir das componentes da

métrica 1,

1 0 0 O
0 -1 0 O
0O 0 0 -1

onde os elementos de 1, sdo constantemente utilizados para o levantamento e abaixamento de
indices dos vetores, escritos tanto na forma contravariante, como covariante.
Note que a matriz inversa de G é dada por G~! definida pelas componentes de N* e mais, ao
tratar de matrizes simétricas, pode-se concluir que N*¥ =n"* e 0 mesmo para a forma covariante:
Ny = Ny

Agora, suponha um tensor covariante V,, € um tensor contravariante V. Para abaixar e

levantar, respectivamente, os seus indices, utiliza-se a métrica como uma matriz de transformacao:

Va=1 V" (2.18)

Ve =1V (2.19)
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2.3 TRANSFORMACOES DE TENSORES

Um tensor de ordem zero é chamado de escalar e possui 0 mesmo valor em todos os sistemas
de coordenadas.
Um tensor contravariante de primeira ordem € representado por um quadrivetor, e sua transfor-

macao para um sistema de coordenadas relacionado pela equacgao (2.13) é:
A = A, AV (2.20)

z . /
onde A", é a matriz que transforma o tensor A em A¥. Analogamente, um tensor de segunda

ordem também representado por um quadrivetor, possui a seguinte transformacao:
/!
T = Ao AV T8, (2.21)
O mesmo € vdlido para tensores de ordem superior.

2.4 PROPRIEDADES TENSORIAIS

1. Suponha um tensor A%. Ao deriva-lo pelo quadrivetor x* e aplicar a regra da cadeia, o
resultado obtido depende do valor da Delta de Kronecker:
0A% dx” v

2. Seja um tensor métrico N**. A relagdo entre sua forma contravariante e covariante, é dada
por:
N Nyo, = N (2.23)

3. O produto direto das componentes de dois tensores AO‘B e BY resulta em outro tensor cujos

indices sao iguais aos dos tensores originais:

T"‘B Y= A%BY. (2.24)

Essas sdo algumas propriedades importantes utilizadas no decorrer deste trabalho. (SOUZA,

2015) cita essas e outras propriedades tensoriais com maior profundidade.
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3 RELATIVIDADE GERAL

O capitulo anterior trata de toda uma mecanica baseada em referenciais inerciais, isto €,
referenciais que estdo em repouso ou em movimento retilineo uniforme em relacdo a um sistema
inercial. O préximo passo € considerar referenciais acelerados e a formulacdo matematica que os

descrevem e introduzir grandezas como a métrica e conexao afim nesse novo sistema.

3.1 RELACAO ENTRE REFERENCIAIS ACELERADOS

O sistema se apresenta em dois referenciais: x* e &, onde " possui uma acelerac¢éo d@ com

respeito a x*.

Figura 1 — Referencial inercial da Terra, S (x) e referencial acelerado do corpo em queda livre,
S*(EM).

]

Fonte: Producdo do préprio autor.

Suponha entdo que a Terra esteja em x* (sistema S) e um corpo em queda livre, em S’,
representado por E4. Somente o efeito da forga gravitacional que atua nesse sistema, portanto,
utiliza-se a 2* Lei de Newton no referencial E:

d2 o
& — O’
dt?

onde dt é o tempo proprio do sistema, em outras palavras, o intervalo de tempo no referencial de

F =md=

3.1

repouso de um evento.
Ao relacionar o sistema em queda livre com o sistema x* pode-se reescrever a equagao (3.1)

como:

200 o
ag* _d (a‘tv dx”) _o, 3.2)

dt2 ~ dt \ ot dt
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utiliza-se a regra da cadeia, da seguinte maneira:

OE* d?xH  9E* dxt

= — 33
ox* dt?>  dxHot dt 3-3)
Escreve-se ag: = fliv ddxt no segundo termo:
o0& dx  0%E* dx*dx¥ (3.4)
oxt dt2 = ox4ox¥ dt dt '
Agora, toda a equacao (3.4) € multiplicada por aéoc:
oxt 98 d2x 92E* OxM dx* dxV _o (3.5)
0 OxH dt?  OxMdx¥ OE® dt dt '
utiliza-se a propriedade tensorial (2.22) (sec¢do 2.4) e chega no seguinte resultado:
> dfdxY
== = 3.6
a2 g (3.6)
onde ny\, ¢ definido por
2t 9 A
= 95 & (3.7)

WV QxtxY 98

Essa é a equacdo de movimento da particula no referencial x*. Dela pode-se definir a
geodésica que uma particula descreve quando orbita um corpo no espaco, que serd feito neste
trabalho.

O tensor FXW € o elemento que estabelece a relacdo entre o evento que ocorre no referencial
acelerado (&") com o observador no referencial em repouso (x*). Essa grandeza é denominada
conexao afim, e é extremamente importante na defini¢ao do tensor de Ricci para a construcao
da equacdo de Einstein.

Foi definida a forma que a conexdo afim se apresenta, o proximo passo € relaciond-la a uma
métrica 8uv» que neste momento esta sendo arbitrdria. Para que isso acontega, deve-se olhar o

tempo proprio

dv* = g, dx"dx", (3.8)

que deve ser redefinido em termos do sistema arbitrario x* como:

oE™ 8&5
2
dt =Nyg = “dx“a S (3.9
com g, definido por
dE* 8§B
Euv = nocﬁ oM OV’ (3.10)

onde € introduzida a métrica 8op arbitraria, em fungado de 1, que € o tensor métrico do sistema,
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o mesmo que foi introduzido no tépico 2.2, mais especificamente com a matriz (2.17). Nesse
contexto, a métrica possui um significado mais fisico, isto é, dependerd da geometria que o

problema € proposto, que pode ser plana, esférica, etc.

3.2 CONEXAO AFIM E TENSOR METRICO

O préximo passo € obter uma relacdo direta entre a conexdo afim e o tensor métrico, portanto,

A

deriva-se o tensor métrico em relag@o a x™ e utiliza-se a equagao obtida em (3.10)

o NS
m”ﬂw(ww , G1D

TN e -
o B | om0 | ot o | G12)
Lembre-se que a conexao afim é definida pela equacao (3.7):
a&oc o 825‘_,0‘
oxP - M gy’ (3.13)
p 2ep
Krp _ 9% (3.14)

oxP~ W gxhoxV
O indice A da conex@o afim foi trocado por p por ndo possuir relagdo com coordenadas que o
problema proporciona e por ser indice mudo.
Ao substituir (3.13) e (3.14) em (3.12):

08, o 3EP P oE
o~ e D augee g T g g | ©-15)

A equacdo anterior pode ser reescrita ao utilizar a definicdo da métrica da equagdo (3.10):

og uv

onr Fp?»ugpv + Fp}wgpu- (3.16)
Agora, some (3.16) com aaiﬁy:
g og
ox* axﬂv =T u8pv +I w8pu T r DEpv +1I w8pn (3.17)

. 0g
e subtraia a"vx :
X

og og g
1V A A P p p P p p
o T 3~ 3 = L a8y P 8ou t T 8oy T wor — vgon = v (3:18)
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e sobram apenas

9w | 98, agﬂk P
oxt 8x#v T o 2r 2u8pv: (3.19)

Podem-se anular os termos da equagao (3.18) pois wa = vay, ou seja, € simétrico nos indices
V.

Dessa maneira, FpM pode ser isolado na equagdo (3.19), que € reescrita como:
1 oy ag‘u\, dg W aglﬂv

P _
Pw=28" |0 T o |- (3.20)

Ao olhar novamente para as equagdes (3.1) e (3.6), percebe-se que um evento que ocorre
num referencial acelerado, pode ser relacionado a um referencial inercial por uma conexdo afim,
que por sua vez pode ser descrita por uma métrica.

Foi feito neste capitulo a descricdo de um evento de duas maneiras diferentes: uma no
referencial de repouso e outro no referencial acelerado. A relag@o entre as duas permite definir a
conexao afim 1“7‘#\,, que nao depende dos detalhes dos referenciais e sim apenas da geometria
que o sistema apresenta.

Portanto, o proximo passo € definir uma métrica para gP¥ para a obten¢do das componen-
tes que a conexao afim deve possuir (FOOO,Fl()O, etc). Neste trabalho utiliza-se a métrica de

Schwarzschild que € aplicdavel a buracos negros e sistemas com distribui¢do de massa esferica-
mente simétricas.
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4 METRICA DE SCHWARZSCHILD

Este capitulo introduz conceitos fundamentais para o desenvolvimento de calculos para a
relacdo da conexao afim e da métrica que foi apresentada no capitulo anterior. Trata-se da
geometria de um corpo que descreve uma trajetdria em torno de um corpo massivo, um planeta
em torno do sol, por exemplo. De agora em diante precisa-se de uma métrica bem definida, que
seja estaciondria (ndo dependa do tempo) e isotrépica em um espaco curvo, isto €, supor um
universo idéntico em qualquer dire¢do. Foi utilizado o livio de HOBSON e col. (2006) para a

defini¢do de conceitos como Conexdo Afim e Tensor de Ricci, abordados neste trabalho.

4.1 CONEXAO AFIM

O objetivo aqui € obter as componentes da conexdo afim, dada uma métrica. Para definir o
tipo de métrica que satisfaca esse problema, utiliza-se o conceito de deslocamento entre dois
eventos no espaco-tempo da Relatividade Especial. Esse intervalo no espaco-tempo plano pode
ser escrito como

ds* = 2di®> — dx* — dy* — dZ? 4.1

onde ¢ € a velocidade da luz e a métrica 1, € dada pelos coeficientes desses parametros de
tempo e espago 1, = diag(1,—1,—1,—1) e pode ser expressa na forma matricial como na
matriz (2.17). Ao tratar de um espago curvo, esse intervalo serd redefinido em coordenadas
esféricas:

ds® = B(r)dt* — A(r)dr* — r*d®® — r* sin® 0d¢?, (4.2)

onde A(r) e B(r) sdo parametros que dependem do raio . E necessdrio saber que a componente
temporal ndo € necessaria para o desenvolvimento deste trabalho, pois ndo altera os resultados
dos célculos realizados, seria relevante somente se o objetivo fosse calcular a diferenga de tempo
(horas, minutos, segundos) entre duas Orbitas, por exemplo.

Portanto, pode-se escrever g, com a seguinte nota¢ao matricial:

Biry 0 0 0

8pv 4.3)

0
0 0 —r 0 ’
0 0 0 —r%sin®0

as componentes de g, quando p # V sdo iguais a zero e assim, as ndo nulas sdo as seguintes:

goo = B(r); (4.4)



g = —A(r);
2
8 =T
g33 = —rzsinze.

Mas, com a propriedade tensorial (2.23) as componentes ndo nulas de gP¥ sdo:

g% = ﬁ;
gl __Iﬁ;
gzz__%;
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4.5)

(4.6)

4.7)

(4.8)

4.9)

(4.10)

(4.11)

Definidas as componentes do tensor métrico, pode-se retomar a relacdo (3.20) ao utilizar a

notagio dy = %

Ao abrir as somatorias de (3.20) os elementos da conexao afim sio definidas por:

FO00 = %goo(aogoo + 90800 — 90800) = %]ﬁ 9;B(r)=0
o, — % £" (90819 + 91800 — dogo1) = % B(lr) az;(rw _ fB((’;))
- - 50
T, = %gll(aogm + 90801 — d1800) = %A(lr) alg(rr) _ Z((:))
rl, = %gll(algn gy —digy) = %A(lr) a,;x)(rﬂ _ 2;((:))

= %gzz(algzz + 0281, — 02812) = %rlzag’:) _ %
I = %g22(32g12+81g22 —028y) = %r_lzag:) _ %

4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

4.17)

(4.18)
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1 1 1 9(r?) r
', =-g¢"0 02821 — 0182) = — = =— 4.19
2= 58 (02821 + 02821 — 01822) 2A(r) or A(r) (4.19)
1 1 1 9(2sin’0) 1
3 _ 1.3 _ _ 2 - -
Fiz=58 (01833 + 03813 — 03813) = 22520 or r (4.20)
1 1 1 9(r’sin?0) 1
3 _ 13 _ _! _ 2
IM5=58 (93813191833 —93831) = 2 2sle or  r (4.21)
1 1 1 9(r*sin?0) rsin @
I'y=-g"(0 93831 — 01833) = — = =— 4.22
337 58 (93831 + 93831 —d1833) 2A() o A (4.22)
1 1 1 9(?sin’0) 2r2sin@cos® cosO
R C. 03823 — 03823) = = = = 4.23
23 = 58 (02833 193823 — 93823) 3 2sn’e 98 S an?e  sme (H2Y
1 1 1 9(?sin?0) 2r2sin@cos® cosO
5, =-¢70 02833 — 03832) = = = = 4.24
32 = 58 (03823 02833 — 9383) 2 2en’e 98 52528 sing (24
1 119(r*sin’0 25inBcos _
1ﬁ233 = —5822(33832 + 0383, — 02833) = 22 ( 20 ) = 5 = —sinBcosO.
(4.25)

Dessa forma, das 40 componentes, apenas 13 s@o nao nulas. Com os FPM determinados,
pode-se construir o Tensor de Ricci (R) para determinar as equacdes de movimento do sistema

proposto.

4.2 TENSOR DE RICCI

O Tensor de Ricci, pode ser representado na forma matricial e é definido pela relacdo:

— p p p p

Elementos que nio sdo da diagonal principal, isto é, A # u sdo nulas. As componentes nao

nulas sdo, portanto: Ry, R11, R22, R33. A componente Ry ¢ dada por:
Roo = 00T, — 9pT 00+ TV 00T 0 = TVoT v, (4.27)

onde o primeiro termo € zero para qualquer valor de v, os elementos da soma em v dos demais

termos devem ser analisados. Dessa forma, R, pode ser escrita como:
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0 I 2 3
AT 00 + T 0ol 10+ To0pT P50 + TIP3
_FOOOFpOp - l_‘]OOFPIp - 1_‘2001_‘F)2p - l_‘3001_“)3p (4.28)
Ry =-01T"y
+T0%, T o0+ T 00T
T ool =Tl 1 =T ool %1, — Tl 13 4.29)
Ryy =-01T oo+ T g~ =T ool — Tl 13

_ 5. (# +B’ B B A B1 BI

7"\ 24 2B2A 2A2A 2Ar 2Ar
B/ B/2 A/B/ B/

= —0, (ﬂ) + - _ =

2 A/ B/ B// B/2 A/ B/ B/

A2 2A TaAB  4AT  Ar

portanto:

A/ B/ B// B/2 B/

Rypy=—5 — — —— 4.30
0= 447 24 " 2B Ar (4.30)
Utiliza-se o mesmo procedimento para Rj;:
Rip = 0ilP = 9pI® + TV Iy — TV TPy
=g+l |+l + il 3 -l
0 1 2 3
+I lprOI +I lprpll +I lprZI +I 1prp31
0 1
—I IIFPOp_F I]Fp]p , (4.31)
ao abrir a soma em p dos tensores, eliminar os termos cruzados e zerar Fonl“pop, obtém-se:

Ry =0+l +0i TP+ 05—
AT, 0T + T T 4+ T2 ,T % + 0 50,
T o1ty - 2, -, (4.32)



B 1 1 B? 1 1 A B A B Al
Ry =0 -

) 2 2B 272 2424 242B 2Ar
B/ B// B/Z A/B/ A/

Ry T
2B2 * 2B Jr4B2 4AB 1A

B// 2B/2 B/2 A/B/ A/
=28 4B TiB2 1AB A

portanto:

B// B/Z A/ B/ A/

Ry = — .
W™79op 4B 4AB 1A

Obtém-se R»;, analogamente por:

Ry = a1 ®, — 0pI Py + T 1P ) =TVl Py,
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(4.33)

(4.34)

pode ser analisado quais sdo as componentes ndo nulas deste tensor, a partir das conexdes afim

nao nulas que envolvem os indices 2 (equagdes 4.17 a 4.19 e 4.23 a 4.25) em suas devidas

posicdes na somatdria acima, dessa forma:

Ry =007
AT 5 TP + T2, TPy + T, TP =TI (4.35)
Ry =07 —0iTy
+T T2, + T2 T, + 17,5,
Tl =TT =TI, — TP g (4.36)
cos O —r 1(—r) cos’0 rB rA rl
R =0 -0, — - S T
2 e(sine) r(A)+r A s’ A2B A2A Ay
_ cosH cos sin@  2r o 1 1 +00526+ rB N rA’ N 1
"~ sin%6 sin® 242 A A sin?e 24B 24 A
portanto:
R — 1 rA’+rB’+1 437)
2= 242 " 2AB " A[ '
Por dltimo, para R33
Ry = a3rp3p —0pIPyy + TV TP s — TV, (4.38)
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Ryz  =—0il'y3— 0%,
H TP 3+ T3y + 15T
_FISSFplp - 1ﬁ2331“pzp (4.39)
Ry =—0il'y3— Iy
AT 30 4+ T2 + T Ty + T3,
3T =TTy =T3P, =T 5 =TT, (4.40)

os termos cruzados siao eliminados, assim:

in’ 102 2 /
R33 = —0, (_rsm 9) —89(—sinecose)—1rsm 6 rsin 92

A rA+A2B

rsinf®@ A’ rsin?01 cos®

4 L inBcosB
A 2A T A 5 sing mucoes
2rsin”@ in”0 in”0
= _ rzsilnz A+ 511114 —sin%0+ cos? 9 —
rsin’ OB’ N rsin® QA N sin” @ 2q
—Cos
2AB 2A2 A

_ rsin?0A’ sin?0 ., rsin’6B

TToar A TSmOt
. rA 1 rB’

_sin2e| -2 -

S et AT T o

mas a equacdo (4.37) € justamente o termo em colchete (R,, = [—2% + % -1+ % ), portanto

R35 € definido em fungdo de R,,:

R33 =sin?6R,, | (4.41)

Com todos os tensores de Ricci definidos, pode-se finalmente escrever a equagao de Einstein,

para a obtenc¢do das equacdes de movimento do sistema.

4.3 EQUACAO DE EINSTEIN

E possivel obter a equagdo de Einstein a partir do Principio da Minima Acéo. E utilizada a
integracdo do tensor que define a curvatura do espaco-tempo, isto €, o Tensor de Riemann e da
métrica. Todas as dedugdes sdo feitas em KOCH (2017). A partir dessa equacao serd definida

uma condi¢@o fundamental para a resolu¢do do problema proposto. A equacgdo de Einstein na
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Relatividade Geral é dada por:

1
Ry~ 581K = 81GT,,,. (4.42)

onde o lado esquerdo da equacdo representa a curvatura do espago tempo e o lado direito contém
a matéria-energia do sistema em questao.

A equacdo € descrita pela constante gravitacional G, pelo Tensor de Ricci RM , Ja calculado
anteriormente, pelo chamado tensor de energia-momento 7, .0 que descreve toda a matéria e
energia existente no sistema, e R denominado Escalar de Ricci.

Para obter R, é necessdrio uma contra¢do do Tensor de Ricci e utiliza-se o tensor métrico gt

como demonstrado a seguir:

Ry g"=R. (4.43)

Solucionar a equacao de Einstein significa obter um tipo de curvatura do espacgo-tempo,
isto €, uma métrica 8, que satisfaca a equacdo (4.42). Neste trabalho, utiliza-se a solu¢do de
Schwazschild, no vacuo.

Para o caso de um planeta que orbita o Sol em uma regido livre de matéria, o tensor de

energia-momento TM = 0, portanto, a equacdo de Einstein a ser resolvida é:

1

Ry, — Eg;ng‘ﬁ‘RmB = 0. (4.44)
O tensor de Ricci pode ser escrito como:
1
8% 8P Rop — 3 2,8 Ryg =0, (4.45)
ao colocar RocB em evidéncia, se obtém:
1
Rog (g“xgﬁy - ngygaﬁ) =0. (4.46)

o termo em parénteses igual a zero ndo possui nenhum significado fisico interessante para este
trabalho, ja que o tensor de energia-momento € nulo, dessa forma, para a obtengao das equagdes
de movimento do sistema € feito:

Ry =0, (4.47)

isso significa que todas as componentes do tensor de Ricci valem zero.
Ao retomar as componentes, verifica-se a existéncia de um sistema de quatro equagdes €

duas incégnitas (A e B):



29

A/ BI B// B/2 B/

R - — S 4.48
00 A2 oA TaaB ar ¥ (4.48)
B// B/Z A/B/ A/

R _> 5 Ab A, 4.49

1 2B 4B2 4AB rA (4.49)
A’ rB' 1

R S s B e 4.50
22 2t oagtTa=? (4.50)

Ry;  =sin’6R,, = 0. (4.51)

Para defini-las, basta multiplicar (4.48) e (4.49) por g e soma-las:

0

B”B+B’B A’+B’ B’B+B”B B'B A’+B’ A'B
242 442\ A B A2r  2AB 4AB\ A B A2r

B'B/1 1 N A N B\BB/1 1 B (A B) =0
24 \A B A B)4A \A B A2r -
B'B AB BBl /1 1\ [(A'B+AB B A'B+AB
- +— (- [——— )= —AB[——— ) =0
24 \A'B+AB 4A | \A B AB A2y AB

B'B AB BB /1 1 B%| (A'B+AB
_ GBBML 1N B (ABTARN (4.52)
2A \A'B+AB 4A \A B/ Ar AB

Ao igualar o termo em parénteses a zero, encontra-se a relagdo de A e B:

A'B+AB =0, (4.53)

para que seja satisfeita, AB = constante = Q..
Dessa forma, substitua A = %, em R,, (dada pela equagdo (4.50)):

B rB (B o ,B
R :__1 - N _B/— e 4. 4
27 +20((B+B2 oc) 0 (4.54)
B rB 2B’
14— =0 4.55
o +2(xB ( )
B B’
Z+2 =0 (4.56)
o o
B+rB =a (4.57)

a equacdo acima € justamente a regra da derivada do produto de (rB) e pode-se utilizar a

integracdo para a obtencdo da constante B:

/dgf)dr:/adr (4.58)
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rB = ol(r+k) (4.59)

onde k é uma constante resultante da integracdo realizada. Ao isolar B, tem-se que:
k
B(ry=o(1+4+- (4.60)
r

e como como A = %,
-1
o k
Alr)=—F——x = (1+—) . (4.61)
o(l+7) r
Podem-se adotar valores especificos para as constantes k, o e introduzir a fun¢do ® que

depende do raio r,

o=c? (4.62)
k=— 262M (4.63)
C
d= _oM (4.64)
r

k representa a massa do corpo que estd produzindo o campo gravitacional, ¢ a velocidade da luz,
M a massa do corpo em questdo e ® define o potencial gravitacional em B originado da parte
temporal da equacio da geodésica ds® (equacio 4.2).

Dessa forma, pode-se reescrever A(r) e B(r)

26M\ !
A(r) = (1 2, ) (4.65)
2GM
B(r)=¢* (1 -3 ) (4.66)
e consequentemente, a métrica € definida por
26M 26M\ !
ds* = c? <1 —T) dr* — (1 -= ) dr* —r* d® — r*sin> 0 d¢® (4.67)
cr cr

por fim, o tensor métrico g, pode escrito na forma matricial, ao substituir as constantes obtidas
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na matriz (4.3):

¢ (1-24) 0 0 0
—1
2GM
2oy = 0 - (1 - T) 0 0 (4.68)
0 0 —r? 0
0 0 0 —r’sin’0

Dada essa métrica, o proximo passo € calcular o desvio do periélio de Merctirio, para isso,
precisa-se obter as equacdes de movimento (que sdo as geodésicas do sistema) através do
conceito da Lagrangeana. Esses temas sdo abordados com maior profundidade no préximo

capitulo.
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5 PERIELIO DE MERCURIO

5.1 LAGRANGEANA E GEODESICAS

Definida a métrica, o préximo passo € obter as geodésicas do sistema, para isso, utiliza-se a
lagrangeana e as equagOes de Euler-Lagrange como serd visto neste capitulo.
A Lagrangeana de um corpo girando em torno de uma estrutura fisica esférica e massiva é

definida na mecéanica cléssica por:

1
L:EMVZ—V(?) (5.1)

onde M € a massa da particula, v € a velocidade da particula e V é o potencial do sistema.
E utilizada essa mesma forma de lagrangeana na relatividade geral, porém, pode ser simplifi-

cada ao considerar uma particula livre, isto €, V = 0. Portanto, a lagrangeana € reescrita como:

com !
X
=5 (5.3)

onde ¢ representa um parametro ao longo da geodésica e a constante (1/2) da equacao (5.1) é
desconsiderada por ndo influenciar na obtencao das equacdes de movimento (através da equagao

de Euler-Lagrange). No caso de ¢ representar o tempo fisico t,

dt
—=1. 5.4
7o (5.4)

O préximo passo € abrir as somatdrias da Lagrangeana e substituir os termos:

2GM )\ | 2GM\ ! : .
L:c2<1— )tz—(l— ) i —r? 0% — r?sin? 6 ¢° (5.5)

C2r czr

€ possivel determinar as equagdes de movimento (geodésicas) a partir da aplicagdo das equacdes
de Euler-Lagrange, como dito anteriormente, para cada componente (¢, r, 0, ).

Para a componente temporal, t€ém-se:
d (JL oL
— (=1 Z==0 5.6
do (8i) ot (56)

Entao,

5—20 (l——)t (5.7)
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o _
o

d 2 2‘U 2\
o (2c (1 - 7) z) =0 (5.9)

obtém-se entdo a equagdo geodésica final para a componente temporal:

0 (5.8)

onde,u:(i—gl,

r

u .
(1 — _,u> t = K = constante |. (5.10)

A geodésica para a parte radial é definida pelo mesmo procedimento das equacdes de

-1
oL _ _ (1_2_“) i (5.11)
or r

Euler-Lagrange e € dada por:

-2
O _ 22\ (42 2—‘ur'2—2r(92—|—sin29¢2), (5.12)
or r2 r r2

a geodésica € definida entdo a partir da seguinte equagao:

d AN 2 (21 2 2\ 7 21 2 2o

Sabe-se que € possivel decompor a derivada de 7 com relag@o a G através das relacdes (5.3) e
(5.4):

dir  dr dt
—=——="F 5.14
do  dids G149
Portanto:
2u\ ' P o\ P :
(1——“) f+%’t2+(1——“)  —r(87+5in?0 %) = 0| (5.15)
r r r r
Para as componentes angulares 0 e ¢ t€m-se:
oL 24
— = —2r°0, 5.16
% (5.16)
oL .
— = —2r*sinBcos B §?, (5.17)
00
que ao ser substituido na equacao de Euler-Lagrange, gera o resultado de:
dr . de .
486 2227 1 2126in0cos6 ¢F = 0, (5.18)

do do
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novamente, ao utilizar as relagdes (5.3) e (5.4)

do  dodt .dt
T =9 5.19
do dtdo do (>.19)
dr drdt dt
R S — 5.20
do  dids 'do 20
ao substituir os valores acima na equacio (5.18) e dividir por (—2r?), obtém-se a equacdo

geodésica para a componente 6:

. 2. .
6+ =0 —sinBcos® > =0/, (5.21)
r

Finalmente, para a componente angular ¢:

% = r%sin’0 ¢ (5.22)
oL
3= 0 (5.23)
portanto,
2 (P sin0 §) =0 (5.24)

andlogo a componente temporal, a equagdo acima implica que a geodésica em ¢ € definida por:

?sin” O = h = constante |. (5.25)

5.2 SOLUCAO DA GEODESICA

Na secao anterior foram definidas as geodésicas de um sistema composto por dois corpos,
sendo um massivo e o outro acelerado. Sdo utilizadas as hipéteses ja descritas no inicio deste

capitulo e outras acrescidas para a andlise do periélio de Mercurio:
1. Métrica de geometria esférica;
2. Métrica estacionaria;
3. O problema proposto se ambienta em um meio isotropico;
4. Todos os calculos serdo feitos considerando o vacuo;

5. O foco do sistema estd no plano equatorial do objeto massivo, que neste caso € o sol e o

segundo corpo, o planeta Merciirio, orbitando-o.

A partir das quatro geodésicas obtidas anteriormente,
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2
(1 — _,u> { = K = constante (5.26)
r
2u\ ", Pu 2u\ it :
O——J F+—7ﬂ+0——0 - — (6% +sin’0 ¢%) =0 (5.27)
r T r I
.2, .
0+ =/ —sinBcosO > =0 (5.28)
r
7 sin” 0 ¢2 = h = constante (5.29)

¢ possivel utilizar as hipéteses citadas para modelar as equacdes geodésicas para que ela descreva
a Orbita que Merctrio faz em torno do sol.

A hipétese 5 garante que o angulo a ser avaliado no problema € 6 = %, dessa forma, a equacdo
(5.29) fica

h = 202, (5.30)

Para modelar e reescrever a geodésica para a parte radial do problema de uma maneira mais
simples, € feita uma integra¢do em (5.27) na varidvel r, para que depois seja aplicada as condigdes

e substituidas as constantes. Portanto:

h? 2GM 2GM
ﬂ+70_ 2>_ — A(K2—1)| (5.31)
I c°r r

O préximo passo € realizar uma mudanga de varidveis para tentar facilitar a resolugc@o e tomar
K=1.
Seja
A (5.32)
,

a unido de todas as condicdes e a combinagdo das componentes (¢,7,0 e ¢) da geodésica rearran-

jada resulta na chamada Equacdo de Schwarzschild:

dv  GM 3GM

2
W%—u— n2 2 u | (533)

Essa equagdo, sendo ndo linear, dificulta sua resolu¢do. Neste momento, serd utilizada a
solucdo analitica aproximada proveniente do livro de FIGUEIREDO e col. (1997) e o software
MAT LAB para a validacao da resolucdo da equacdo diferencial ndo linear acima e andlise de

resultados.
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5.3 RESULTADOS

5.3.1 Solucao Analitica

A solucdo analitica serd obtida através de aproximagdes:

1. A primeira aproximacao € tomar

3GM
>— =0, (5.34)
c
obtendo a solucao Newtoniana do problema:
GM
u(9) = T2 [1+ecos(¢ —do)] (5.35)

onde ¢ é a excentricidade da Orbita, isto é:

Se e < 1, a orbita € eliptica ;
Se e =1, a drbita € parabdlica ;

Se e > 1, a 6rbita € hiperbdlica;
e 0o € uma constante de integracdo, que pode ser obtida em termos da distancia Sol-
Merciirio.

2. A segunda aproximacdo é obtida através da substitui¢do de u(9) (equagédo 5.35) na equagdo

diferencial ndo linear a ser resolvida (equagdo 5.33):

d? GM 3(GM)?
dT:Zt “=z (c2h4) [1+ecos(9—do)]* (5.36)

Sabe-se que a soluc¢do da equacdo acima sem a fracao Gh—g’l é:

3(GM)? e . 1
u(9) = (c2h4) Kl + 5) +edsin(d —¢g) — gez cos(2(d— o)) | - (5.37)
mas, o primeiro termo 1+ % representa apenas uma translacao de u na equacao, e seu efeito
¢ bem pequeno. O terceiro termo %ez cos(2(0 — ¢p)) além de ser periddico e pequeno, é
menor ainda quando comparado com o a primeira ordem de e. Dessa forma, sobra apenas
o segundo membro da expressao:

3
0) = G0 cgsino — 00). 5.38)
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Para escrever a solugdo de (5.33), basta somar as solugdes de u(0) obtidas em (5.35) com

(5.38):
GM 3(GM)?
ut0) = D1 ecos(o—00) + 2T eosint0 00, 539)
e ao colocar (};lM em evidéncia, tem-se
GM 3(GM)? .
u<¢) = h2 1 —|—€COS(¢ ¢0) (czhz) ¢Sln(¢_¢0) : (5.40)

3. A terceira e ultima aproximacdo € feita ao tomar

3(GM
Ko = <c2h2) ¢

cos(kd) = 1;
sin(¥9) = K0,

portanto u(¢) (equacdo 5.40) é reescrita como:

(@) = 3 1 4-ecos(kd) cos(0 — o) +sin(k0)sin(0—0)]  (5.41)

que descreve justamente a soma de cossenos cos(a + b) = cosacosb + sinasinb.

Com todas as aproximagdes e consideragdes feitas para a obtenc@o de um resultado para a
equagdo diferencial, a solu¢do final é dada por:

U= (Z—];[ [14ecos(¢— o —KP)] | (5.42)

Uma das dependéncias da solucdo de u(¢) é com relag@o ao tipo de 6rbita em torno do Sol
que Mercurio apresenta. A Orbita do problema € eliptica, isto é, e < 1, isso implica em um sinal
positivo dos termos oscilantes do cosseno. Portanto, a coordenada angular do periélio varia de
0o + k. O que significa que existe uma rotacao da linha que liga os extremos da elipse, isto &,
uma rotacdo do semi-eixo maior da orbita. Sua variagdo por periodo € definida em termos de

(A9):
6nGZM?

A =27k = TR

(5.43)

A corda focal, denominada por [ = GM, ao ser substituida na equacao acima, obtém-se:

6nGM
2l

AY =

mas [ pode ser escrita também por [ = a(1 — e?) em consequéncia da segunda Lei de Kepler
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apresentada no (Apéndice A). Assim o desvio do periélio é dado por

6nGM

M=

(5.44)

Os dados necessarios para calcular a precessdo do periélio do planeta Mercurio estdo apre-

sentados na tabela abaixo.

Tabela 1 — Dados orbitais para a determina¢do do desvio A¢.

PARAMETRO SIMBOLO VALOR UNIDADE
Semi eixo maior a 5,767 x 1011 m
Excentricidade da orbita e 0,205 -
Constante gravitacional G 6,673 x 1011 | Nm?kg~?
Massa do Sol M 1,99 x 1030 kg

Fonte: Produgao do préprio autor.

Pode-se finalmente calcular o desvio orbital A¢ do planeta Merctrio ao orbitar o Sol, quando

os valores da Tabela 1 sdo substituidos na equacao (5.44):
A¢ = 0,1036 segundos por periodo.

Sabe-se que o periodo de translagdo de Mercurio € de 88 dias, dessa forma, a precessao é definida:
o semi-eixo maior do planeta avanca 43 segundos por século, isto é, o valor exato que Einstein
detectou.

A precessao € ilustrada a seguir:

Figura 2 — Precessdo do periélio de Mercurio.

Mercurio
¥

Afélio

Periélio

Fonte: Producdo do préprio autor.

Esse resultado s6 pode ser obtido a partir da Relatividade Geral de Einstein, ja que o desvio
do periélio de Merctrio ndo foi resolvido corretamente com a gravitacdo Newtoniana. O termo

de correcdo relativisto foi essencial para a descri¢do exata da orbita.



39

Em seguida, serd feita a implementa¢do da mesma equacdo diferencial resolvida nessa secao,

mas com o auxilio do software MAT LAB™,

5.3.2 Solucao Numérica

Neste trabalho foi implementada também a resolu¢do numérica da equagao (5.33), utilizando-
se, para tanto, a plataforma MATLAB™. Ressalta-se que ndo é objetivo deste trabalho o
desenvolvimento do cédigo computacional para a resolucdo da equacgao (5.33). Neste contexto,
foi utilizado o cédigo computacional de resolucao de Equagdes Diferenciais Ordindrias (EDO)
desenvolvido no Instituto de Aerondutica e Espaco (IAE) do Departamento de Ciéncias e
Tecnologia Aeroespacial (DCTA) localizado em Sao José dos Campos.

A ideia principal foi implementar o sistema de equacao diferencial ordindria (EDO) associado
a Equacdo (5.33) com a finalidade de se verificar a validade da solu¢do analitica determinada
na secdo anterior deste trabalho a partir de um c6digo computacional ja validado. O cdédigo
computacional em questdo trabalha apenas com EDO de primeira ordem. Neste contexto, a

equacao (5.33) foi representada como sendo o sistema de EDO’s abaixo:

du

— = 4
40 ) (5.45)
d® GM 3GM ,

d_¢ == 7 + C2 u —u (5.46)

O programa apresentou sérios problemas de convergéncia. A partir da discussdo com o0s
1

desenvolvedores do codigo, observou-se que a variavel u = -, assume valores muito proximos
a zero, desde que r assume valores da ordem de 6,98169 x 10'°, correspondente ao afélio do
planeta Merctrio. Sendo o sistema de EDO um processo tipico de marcha em ¢, pode-se
concluir que a propagacao de erros numéricos torna invidvel a resolucao destas equacdes quando
apresentadas neste formato.

Procedeu-se entdo a um processo de adimensionalizacdo das equagdes. Adotando-se:

g (5.47)

sendo r4 o afélio do planeta Mercurio. Ao substituir a equacao (5.47) na equacgdo diferencial

(5.33), tem-se:
d*u* . czrf‘ GM\? 2
W—Ht =7 3 (%) (u")”. (5.48)

1

Observe que, para u = 7 O valor de u* serd da ordem de 107, viabilizando, portanto, a solucao



40

numérica. Logo, o sistema de EDO implementado estd representado pelas equacdes abaixo:

du*

=o' 4
a0 () (5.49)
dw* c*rd GM\*
o h2A+3(Cer> (u?)*. (5.50)

Outro aspecto de resolucdo que deve ser ressaltado sdo as condi¢des iniciais do problema a
partir da equacdo (5.33), para a obtenc¢ado das solugdes analitica e numérica (aproximadas). Neste
trabalho, adotou-se como ponto inicial da marcha em ¢ o afélio do planeta Mercurio. O valor de
u* é calculado de forma direta. J4, com relagdo ao valor de ®*, é necessdrio conhecer % nesta

localizacdo da oOrbita. Ao partir da equacdo (5.42)

=S5 1+ ecos(@— 00— x9)].
tem-se que
j_;‘) _ _%(1 — ) sin(6 — 0o — K0), (5.51)
e portanto
- S (1 sin(o - b ) (5.52)

_ 1 _ _ du* __
Para o caso de u = 7> tem-se que 0 = 0o = 0, consequentemente €6 = 0.

Os parametros necessdrios para realizar a simulag@o estao apresentados na tabela abaixo.

Tabela 2 — Parametros utilizados na simulagao.

PARAMETRO SIMBOLO VALOR UNIDADE
Afélio de Mercirio ra 6,98169 x 10 m
Excentricidade da orbita de Mercurio e 0,205 -
Constante gravitacional G 6,673 x 10711 | Nm?kg~?
Massa do Sol M 1,99 x 10%0 kg
Velocidade da luz c 3x10° o

Fonte: Produg¢ao do préprio autor.

O programa desenvolvido que foi utilizado neste trabalho estd disponibilizado no (Apéndice
B). Ao resolver a equagdo diferencial com o software, € possivel valida-lo ao gerar resultados
para diferentes excentricidades, analisar o caso de Mercurio e obter o erro entre a solugdo

aproximada analitica, apresentada na secao (5.3.1) e a solu¢do numérica abordada nesta secao.



41

A seguir, a Tabela 3 mostra os casos a serem tratados e analisados:

Tabela 3 — Casos estudados através da solu¢do numérica da EDO (5.33).

Caso I e>1 Orbita hiperbdlica
Caso 11 e=1 Orbita parabdlica
Caso 111 e<l1 Orbita eliptica

Orbita de Merctrio

Erro entre a solu¢gdo numerica e solucao analitica
Fonte: Producdo do préprio autor.

Caso IV | ¢=0,205

e Caso I: Orbita hiperbélica (e > 1)

Esse tipo de trajetéria € comum em corpos que estdo em torno de outro, mas que possuem
uma velocidade grande o suficente para escapar do campo gravitacional que esse corpo

central produz.

Neste caso foi estudado um corpo cuja trajetdria se passa em torno do Sol, com excentrici-

dade de 1,205 e se inicia no pequeno circulo vermelho na Figura 3.

Figura 3 — Orbita hiperbdlica com excentricidade de e = 1,205.

-20 -10 0 10 20 30
X [u.a]

Fonte: Produg¢do do préprio autor.
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e Caso II: Orbita Parabélica (e = 1)

A orbita parabdlica pode variar de "6rbita de escape'e "6rbita de captura”, a depender se
o corpo que a descreve se move para longe ou para perto, respectivamente, de um corpo

central.

A Figura 4 ilustra esse caso, onde a trajetdria tem excentridade e = 1, tem inicio no
pequeno circulo vermelho no grafico e mostra que o corpo se afasta do Sol, isto €, percorre

uma 6rbita de escape.

Figura 4 — Orbita parabélica com excentricidade de e = 1.

40 1

30

Y [u.g]

1 1 1 1 1 1
-120 -100 -80 -60 -40 -20 0
X [u.a]

Fonte: Producdo do préprio autor.

e Caso III: Orbita eliptica (e < 1)
O caso mais comum de ser visto no universo, a Orbita eliptica é descrita por todos os

planetas, com o Sol em um dos focos. A drbita é periddica e ndo necessariamente fechada.

A Figura 5 ilustra a trajetéria que um corpo percorre em torno do Sol, com uma excentrici-
dade de 0,805. O ponto de inicio de sua trajetéria € representado pelo pequeno circulo

vermelho no grafico, no periélio da elipse.

Um caso especial da 6rbita eliptica € a orbita circular, isto €, quando a excentricidade é

igual a zero (e = 0).
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Figura 5 — Orbita eliptica com excentricidade de e = 0, 805.

1 1 L 1 1 1 L
-4 36 3 25 -2 156 A 0.5 0
X [u.a]

Fonte: Producdo do préprio autor.

e Caso IV: Orbita de Mercirio

Como visto anteriormente, a érbita de Mercurio € eliptica, quase circular, aberta e periddica.
Foram gerados 2000 ciclos do planeta em torno do Sol, que teve inicio no pequeno circulo

vermelho no periélio da elipse, ilustrado na Figura 6.

Figura 6 — Orbita eliptica de Merctirio com excentricidade de e = 0,205.

0.5

047

D3

0.2

Y [u.a]

-0.8 0.6 -0.4 -0.2 0.6
X [u.a]

Fonte: Produg¢do do préprio autor.
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Como previsto, o desvio é praticamente imperceptivel, afinal sdo 43’ por século. Mas, ao
ampliar essa imagem para a melhor percep¢ao das linhas orbitais presentes no periélio e

no afélio, obtém-se:

Figura 7 — Detalhes do desvio do afélio (7a) e do periélio (7b)

%10 %108

=21

-22

| | ) | I | | |
-0.7102 -0.7102 0.7102 0.7102 0.7102 -0.7102 -0.7102 -0.7102 -0.7102 0.46860.46860.46860.4686 0.4686 0.46860.46860.4686 0.4686 0.4686
X[u.a] X [u.a]

Fonte: Produg¢do do préprio autor.

Na Figura 7a (figura a esquerda) observa-se melhor o desvio de ordem 10~ presente no
afélio da 6rbita de Merciirio. E esperado encontrar um erro maior nessa regido devido a
precessao da Orbita, que sempre que ocorre no periélio, causa efeito nesse outro extremo na
elipse. J4 na Figura 7b (figura a direita), € relevante notar que a Orbita € aberta e o desvio
orbital é bem pequeno (ordem 107%). Nessa regido ocorre a precessio orbital, que foi
descrita exageradamente na Figura 2, mas que € observada quando analisada em pequenas

escalas como essa.

Por fim, foi feita uma andlise da fun¢do u(¢) por ciclo e o cdlculo do erro entre as solugdes

analitica e numérica conforme o tempo cresce.
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Figura 8 — Evolugdo temporal da funggo u(¢) (8a) e erro entre as solu¢des analitica e numérica

(8b).
_ %107
- |
O Mumérco |4
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= |
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U L L 1 ' 'l L
0 5 10 15 20 25 30 35
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Fonte: Produgdo do préprio autor.

Na Figura 8a (figura superior) é apresentado um gréfico da fungdo u(¢) por ciclo. Essa
funcdo descreve 5 ciclos gerados, isto €, 5 voltas de Mercurio em torno do Sol. Sua
variacdo temporal € delimitada entre os extremos do afélio (limite superior) e periélio
(limite inferior). A solucao gerada pelas aproximagdes na se¢ao Solu¢ao Analitica esta
representada pela linha vermelha e a Solugdo Numérica desenvolvida nessa sec¢io pelo
circulo preto na figura. Note que ambas estdo praticamente sobrepostas, isso significa que

a solucdo aproximada esta certa e pdde ser validada pela analitica.

Ao calcular a discrepancia entre as duas solugdes obteve-se um erro bem menor do que 1%
e estd ilustrado na Figura 8b (figura inferior). E importante lembrar que conforme o tempo
tende ao infinito, a solu¢cdo aproximada j4 nao representard o comportamento orbital exato
de Merctirio, pois a solucdo é aproximada e essas aproximagodes feitas a limitam em um
determinado intervalo de tempo. J4 a solucdo numérica € vélida para qualquer intervalo
de tempo, basta defini-lo e gerar os resultados, afinal nao foi feita nenhuma aproximagao
para obté-la. Ao comparé-las em um tempo crescente, as duas passam a divergir € o erro

consequentemente aumenta.
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6 CONCLUSAO

Este trabalho teve como objetivo apresentar todos os passos que Einstein teve que percorrer
para obter o valor numérico do desvio orbital do planeta Mercurio e obter a correcao que faltava
para que a mecanica Newtoniana pudesse resolver esse problema.

A partir da Relatividade Geral, pdde-se avaliar o espago-tempo como uma grandeza geomé-
trica e utilizar o tensor métrico para descrevé-lo. Todo o desenvolvimento foi feito a partir da
métrica esférica de Schwarzschild com duas constantes a serem determinadas (A(r) e B(r) a
partir da geometria do problema, que por sua vez serd o considerado o problema de dois corpos.

O problema se ambienta em um espago-tempo considerado isotropico; homogéneo; estacio-
ndrio; no vacuo; em dois referenciais, um acelerado (Mercurio) em relagao ao outro fixo (Sol);
por fim, as geodésicas obtidas sdo analisadas no plano equatorial.

O desvio foi obtido a partir da Relatividade Geral que leva em conta justamente esse refe-
rencial acelerado de Merctirio, relacionando-o com um referencial fixo (Sol) por uma grandeza
chamada conex@o afim. A partir dela, o tensor e o escalar de Ricci foram determinados e quando
substituidos na equacdo de Einstein, obteve-se que RaB =0, o que condiz com a hipétese de
que o problema se ambienta no viacuo. Dessa forma, as constantes presentes na métrica sao
determinadas.

Para gerar as equagdes geodésicas do problema, foram utilizadas a Lagrangeana e as equacdes
de Euler-Lagrange para que, com todas as hipdteses consideradas, obteve-se a equacdo de
Schwarzschild:

d*u GM 3GM ,
W—f—u:—-}— u-. (6.1)

h? 2
que depende das coordenadas r e ¢. O ultimo termo dessa expressao representa a correcao dada

pela Relatividade Geral.

O desvio A¢ é dado em termos da constante gravitacional G, massa do sol M, da varidvel
angular (¢) e da velocidade da luz c. Ao substituir os valores: A¢ = 0,1036" por periodo, isto
€, o planeta avanca 43 segundos por século, que foi o resultado exato que Einstein obteve e que
foi um dos testes comprovados da Teoria da Relatividade Geral.

Por fim, foram obtidas as solu¢des analitica e numérica desse problema, com um erro de
menos de 1%, mas deve-se lembrar que ao avaliar a evolug¢do temporal do erro entre elas,
conforme o tempo tende ao infinito a solu¢do analitica ndo se torna mais vélida, isso se deve ao
fato de ser uma solucdo aproximada e dessa forma destoa da solu¢ao numérica.

Os resultados foram satisfatorios, foram gerados também diferentes casos provenientes da

equacao diferencial (6.1), que fez com que a solucdo analitica para esse trabalho fosse validada.
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APENDICE A - LEIS DE KEPLER

Desde 1609, na publicacdo "Astronomia Nova", o astronomo Johannes Kepler dava inicio
a uma nova visao de dindmica planetaria, ao defender que as 6rbitas dos planetas em torno do
Sol ndo sao necessariamente circulos e depois na "Harmonia do Universo", uma nova teoria
planetaria. Nesses trabalhos foram enunciadas um conjunto de trés leis, denominadas Leis de
Kepler:

1. Primeira Lei - As Unicas Orbitas possiveis para um corpo que interage gravitacionamente
com outro sdo cOnicas, isto €: elipse, pardbola, circulo ou hipérbole. Particularmente, cada
planeta se move numa O6rbita eliptica e o Sol se situa em um dos focos, como mostra a

figura a seguir:

Figura 9 — Elementos da 6rbita de um planeta.

Periélio Afélio

Fonte: Producdo do préprio autor.

onde a € o semi-eixo maior, b 0 semi-eixo menor, ¢ € a distancia de um foco ao centro da

elipse e [ € a corda focal e que possuem as seguintes relacdes:

2
[ = b (A.1)

a
e="S (A2)

a
a’ = b*+c? (A.3)

que quando combinadas,

a® = al + é*d? (A4)

l=a—e"a (A.5)
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obtém:

I=a(l—é*)|, (A.6)

isto €, uma relagdo direta da corda focal com a excentricidade e o semi-eixo maior da

elipse.

. Segunda Lei - O vetor que liga o Sol a um dado planeta varre dreas iguais em tempos

iguais. Dessa forma, o momento angular dos planetas também € constante:

dA h
e A7
dt 2 (A7)

onde A € a drea varrida pelo vetor e & € 0 momento angular por unidade de masssa, o
mesmo 4 visto nos capitulos 4 e 5. Essa razao (%) é denominada "velocidade areal'e é

constante devido a conservagao do momento angular.

. Terceira Lei - A razao entre o quadrado do periodo de um planeta o cubo do semi-eixo
maior de sua Orbita, além de ser valida para todos os planetas, ela tem o mesmo valor para

todos.

T2 4w’
a  GM

onde T representa o periodo, a o semi-eixo maior, G a constante gravitacional de Newton

(A.8)

e M a massa do corpo analisado.



APENDICE B - PROGRAMA MATLAB

% MAIN
%
% Programa: Perielio de Mercurio
% Referencia: TG Ana Luiza

%

clear all

close all
cle

format long

% Input and Initial Conditions
[Set, InitCond] = INPUT;

% SOLVER
[Traj, TrajA]= SOLVER(Set,InitCond);

% OUTPUT
OUTPUT(Set,Traj, TrajA);

% Initial Value of Ustar

% Set.c*c*Set.r_M/(Set.G*Set.M)

% INPUT
function [Set, InitCond] = INPUT

% - OBSERVATION
% Set Configuration and Input Data

% - CALL

% NA

% - CALLED by

% MAIN

So I LT
% Set configuration

% Number of Cycles (to plot)
Set.N=2000;
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% Tolerance
Set. Tol= 1d-08;

% Parameters
% Gravitational Constant (from Newton): [ N.m*m/kg*kg ]
Set.G= 6.673d-11;

% Mass of Sun [kg]

Set.M= 1.99d30;

% Light Speed [m/s]

Set.c= 3d8;

% Mu

Set.Mu= Set.G*Set.M/Set.c*c;

% Excentricity

Set.e= 0.205;

% Afélio

Set.r_M= 69816900d3;

% Periélio

Set.r_m= 46001200d3;

% Time Configuration
% Time of Simulation

Set.tinicial= 0;

Set.tfinal= Set.N*2*pi; % [s]

% Dimensionless Parameter
Set.adm= Set.G*Set.M/(Set.c*Set.r_M)" 2;

% Initial Conditions
% Phi0

PhiO= 0*pi/180;

Set.PhiO= Phi0;

% u0

0= Set.r_M;

u0= 1/r0;

uadmO= u0/Set.adm;

% Determine "h"
Set=h_CONSTANT(Set);

% VO

Set.k= 3*(Set.G*Set.M)" 2/(Set.h*Set.c)” 2;
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duml= (Set.c*Set.r_M/Set.h)" 2;

V0= duml*Set.e*(1-Set.k)*sin(-Set.k*Phi0);

% Vector used at MATLAB function (ODE45)
%InitCond.x0= [r0 PhiO VO ThetaO Theta_point0];
InitCond.x0= [uadmO VO]J;

% SOLVER
function [Traj,TrajA]= SOLVER(Set,InitCond)

% - OBSERVATION
% Solve ODE

% - CALL

% ODE

% - CALLED by
% MAIN

R

Yo 1111111111111/ Numerical Solution

% Set Time Simulation

tint= [Set.tinicial Set.tfinal];

% Set Initial Conditions of Dependent Variables
x0= [InitCond.xO0];

% Set Tolerance

options = odeset(’RelTol’,Set. Tol);

Jooptions = odeset(’Events’, @ EVENTS_ORBIT);

% Solver

[tt,XX] = ode45(@ (t,X)ODE(t,X,Set),tint,x0,0ptions);

% Output

Traj.t=tt;

% 1/t

Traj.uadm= XX(:,1);

% d(1/r)/dPhi

Traj.Vadm= XX(:,2);

%

for i= 1:length(Traj.t)
Traj.radm(i)= 1/Traj.uadm(i);
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Traj.r(i)= Traj.radm(i)/Set.adm;

end

% 1111111111111 Analytical Solution
TrajA= ANALYTICAL(Set,Traj);
% ODE

function Xp= ODE(t,X,Set)

% - OBSERVATION
% Solve ODE

% - CALL

% NA

% - CALLED by
% SOLVER

o T T
% - Update

% 1/t

u= X(1);

V=X(2);

% - ODE System
% u Equation: du/dphi=v
Xp(H=V;

% V Equation: dV/dphi= ... (Equation ...)
duml= (Set.c*Set.r_M)" 2/Set.h” 2;

dum2= 3*(Set.G*Set.M/(Set.c*c*Set.r_M))" 2;
Xp(2)= duml + dum? - u;

Xp=Xp’;

% OUTPUT
function OUTPUT(Set, Traj, TrajA)

% - OBSERVATION
% Plot Output

% - CALL

% NA

% - CALLED by
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% MAIN

Yo IIITIIIITHIITTIILTIIEET LT LT LT T
% 1111111111111 Graficos

k=1;

% -
f=length(Traj.t);
figure(k)

grid on

subplot(2,1,1); Ih1= plot(Traj.t(1:£)*180/pi, Traj.uadm(1:f),’ko’);
xlabel(’t [s]”); ylabel(Cu [m]’);
hold on

subplot(2,1,1); Ih1= plot(Traj.t(1:£)*180/pi, TrajA.uadm(1:f),’r’);
xlabel(’t [s]’); ylabel(Cu [m]’);

legend(’ Numérico’,” Analitico’)

fori= 1:f

Error(i)= 100*(abs(TrajA.uadm(i)-Traj.uadm(i))/TrajA.uadm(i));

end

subplot(2,1,2); Ih1= plot(Traj.t,Error,’k’); grid on; xlabel(’t [s]’);
ylabel(’Error [%]);

k=k+1;

figure(k)

[x,y] = pol2cart(Traj.t, Traj.r’);
plot(x(1)/0.149d12,y(1)/0.149d12,r0’)

hold on

plot(x(2:£)/0.149d12,y(2:1)/0.149d12)

grid on

xlabel("X [u.a]’); ylabel(’Y [u.a]’);

axis equal

% ANALYTICAL

function TrajA= ANALYTICAL(Set,Traj)

% - OBSERVATION

% Mercury Perielium: Analytical Solution
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% - CALL

% NA

% - CALLED by
% SOLVER

Yo I T

for i= 1:length(Traj.t)

dumO= Traj.t(i)-Set.Phi0 - Set.k*Traj.t(i);
duml= Set.G*Set. M*(1 + Set.e*cos(dum0));
TrajA.u(i)= dum1/Set.h” 2;

TrajA.uadm(i)= TrajA.u(i)/Set.adm;

9% h CONSTANT

function Set= h_ CONSTANT(Set)

% - OBSERVATION

% Determine Constant "h"

% - CALL

% NA

% - CALLED by
% MAIN

So I T

duml= Set.G*Set.M*Set.r_M*(1+Set.e);
Set.h= sqrt(dum1);
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