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RESUMO

O objetivo desta pesquisa é investigar os significados que as demonstracGes ou provas
matematicas tém em diferentes épocas da histéria dessa ciéncia, desde a idade antiga,
momento em que comegou a existir uma preocupagdo em sistematizar e validar a producao
matematica, até os dias atuais. Comegcamos com a exposicdo de algumas definicdes e
consideracOes acerca do que € uma demonstracdo matematica e apresentamos exemplos de
diferentes modos de demonstrar construidos no percurso histérico, desde a Grécia antiga até
por volta do século XIX, em que destacam-se as escolas filoséficas: logicista, intuicionista e
formalistas, que sdos as bases para o que consideramos demonstragdo ou prova matematica na
atualidade. Trata-se de uma pesquisa de carater qualitativo, desenvolvida segundo a
abordagem fenomenoldgica, que langa mdo da hermenéutica como um procedimento para

compreender a demonstracdo ou prova matematica em sua historicidade.

PALAVRAS-CHAVE: Matematica. Demonstragbes matematicas. Prova. Histéria da

matematica.



ABSTRACT

The aim of this research is to investigate the meaning of the demonstrations and proofs in
mathematics on the different historical ages of this science, since the ancient age, when in
mathematics started a movement to methodize the knowlegde of mathematics. We began this
text showing some definitions and considerations about what is make a demonstration in
mathematics and we presented some examples of different ways to demonstrate in
mathematics along its history, since ancient Greece until the 19th century. Along that period
there were philosophical schools as logicism, intuitionism, formalism. Those philosophical
schools built the basis for the demonstrations in mathematics nowadays. It’s a qualitative
research developing in the phenomenological approach according to the hermeneutical
procedure to understand what were considered demonstration in mathematics along the

history of its science.

KEYWORDS: Mathematics. Mathematical demonstrations. Proof. History of mathematics.
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1 INTRODUCAO

Hé indicios de que as demonstracbes matematicas surgiram na Grécia Antiga, época na
qual existia uma sociedade que se destacava na producdo do conhecimento em diversas areas,
tais como: a filosofia, a ciéncia, a politica, as artes e a matematica. Tratava-se de um povo
com um raciocinio peculiar “que duvidava de tudo, [...] era investigador e experimental”
(CAMPOS; MIRANDA, 2005, p. 51). Neste contexto, mais ou menos perto do século VI a.
C., Tales de Mileto, segundo Eves (2004), faz algumas comprovaces em geometria, como
por exemplo, que os angulos da base de um triangulo is6sceles sdo iguais, ou que qualquer
didmetro efetua a bissec¢do do circulo em que é tracado, ou que se dois triangulos tém dois
angulos e um lado iguais, entdo eles sdo iguais. Esses conceitos ja eram ideias conhecidas na
Antiguidade. O que é apresentado por Tales € uma argumentacdo logica para comprovar a
veracidade de tais ideias.

Fato é que, a partir do feito por Tales, inaugura-se um modo de produzir um especifico
tipo de conhecimento, denominado de matematica, em que os resultados obtidos necessitavam
obrigatoriamente de comprovacdo de sua veracidade. Esse modo de proceder culmina, mais
tarde, com uma das obras mais importantes da antiguidade no que diz respeito a matematica
demonstrativa: Os Elementos, escrito por Euclides’. A obra euclidiana, apesar de copilar
praticamente toda matematica da época, ndo pode ser pensada como um compéndio, pois se
trata de um texto “cobrindo toda a matematica elementar — isto é, aritmética (no sentido de
‘teoria dos numeros’), geometria sintética (de pontos, retas, circulos e esferas), e algebra (nao
no sentido simbolico moderno, mas um equivalente em roupagem geométrica)” (BOYER,
1996, p. 72) e, além disso, apresenta uma sequéncia l6gica e a comprovacao de insercdo de
algumas ideias. Sendo assim quando pensamos na matematica antiga (grega), o livro texto de
Euclides é o nosso maior expoente da época. Essa obra possibilita ao leitor um meio de
conceber a ciéncia matematica daquele momento e, mais do que isso, um método de
reproduzi-la, visto que “nessa ciéncia e nesse método eles (os gregos) foram os mestres
insuperaveis” (SILVA, 2007, p. 36).

Mais tarde, no periodo que se estende desde a queda do Império Romano?, na segunda

metade do século V, até o século XI, a producdo de conhecimento matematico se tornou

1 A respeito de Euclides pouco se sabe, muito embora encontremos edi¢des de os elementos identificando-o
como Euclides de Megara, e um retrato onde ele aparece neste lugar, segundo Boyer (2012), isso é apenas um
erro de identidade.

2 O império Romano comega a partir do ano 27 a. C. e tem seu fim no ano 476 d. C.
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escassa. Segundo Eves (2004), quase todo o saber desenvolvido pelos gregos foi rejeitado e
parcialmente destruido. As artes e os oficios legados do mundo antigo foram considerados
inapropriados para os cristdos. A matematica passa a ser desenvolvida dentro dos monastérios
e, dessa forma, o saber grego fica nas maos de poucos monges catélicos e de alguns leigos
cultos que ainda preservaram alguma ligacdo com o saber helénico. Com o advento e
expansdo do cristianismo, a lingua latina acaba por ser introduzida e, segundo Cajori (2007),
“ndo sO eclesiastica, como também cientificamente em todas as importantes transagdes
mundiais” (CAJORI, 2007, p. 169). Ainda segundo este autor, antes do século XIII nenhum
trabalho grego foi lido ou traduzido para o latim.

Com a queda do Império Romano e, sequencialmente com a interrupcdo do seu
comércio, € de seus projetos expansionistas, houve “pouca producao da ci€ncia matematica
durante 0 meio milénio da Baixa Idade Média” (EVES, 2004, p. 289). Mas, ainda assim,
alguns nomes tém papéis importantes na historia da matematica neste periodo. Entre eles
estdo Boécio, Beda, Acuino e Gerbert, que se dedicaram a traduzir as produgdes matematicas

gregas, que sdo utilizadas até os dias atuais.

De um lado a geometria euclidiana realmente sendo resgatada no Ocidente, com o
respeito e a admiracdo dos estudiosos, gracas sobretudo a sua organizacdo logica,
ndo obstante algumas falhas ja detectadas em seu desenvolvimento; de outro, a
matematica passando por um surto de desenvolvimento muito grande, em varios
campos (DOMINGUES, 2002, p. 06).

O acesso as obras gregas, por intermédio das tradu¢des mugulmanas, possibilitou o
desenvolvimento de novas teorias entre os cientistas europeus ocidentais, que culminam, por
exemplo, com a criacdo da geometria analitica e do célculo, durante o século XVII.

Nesse periodo, ja havia uma grande diferenca do ponto de vista légico e estrutural entre
essas teorias e a desenvolvida por Euclides em os elementos. Segundo Domingues (2002),
caracteriza-se as produgdes feitas no século XVII como “ilogicas”, pois, segundo ele, citando
como exemplo uma das obras desenvolvida na idade moderna, A geometria (escrita por
Descartes em 1637), “ndo utilizou nem postulados e nem demonstragdes, marginalizando
assim sua propria epistemologia” (DOMINGUES, 2002, p. 06).

Com o passar do tempo muitas criticas foram dirigidas a tais obras, o que mais tarde ira
resultar em questionamentos a respeito dos fundamentos da matematica e a conclusdo de que
era necessario explicitar ou estruturar para essa ciéncia uma forma “mais solida e abrangente
e isso ndo seria alcancado sendo na segunda metade do século XIX, ap6s um arrastado

processo de maturacdo” (DOMINGUES, 2002, p. 06). Essa retomada a comprovacao de
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verdades matemadticas ocorre por volta do século XIX, principalmente no &mbito de trés
filosofias da matematica, que iniciam uma retomada da discussdo sobre o que é a ciéncia
matematica: o Logicismo, o Intuicionismo e o Formalismo.

As ideias que regiam os logicistas estavam mais diretamente ligadas as proposicoes,
uma vez que para os ldgicos as proposicdes eram tidas como os fundamentos a partir dos
quais todo o conhecimento matematico poderia ser justificado. Nesta doutrina, temos dois
eixos centrais: 0s axiomas matematicos, como principios da ldgica, e a possibilidade de se
poder deduzir a matematica a partir dela, isto é, da logica.

Os intuicionistas concebiam a matematica como uma atividade mental, isto é, fruto de
um processo que consistia em “realizar constru¢cdes mentais efetivas e indutivas uma apos a
outra, ou seja, constructos, um ap6s o outro. O mesmo que vale para 0s nimeros valeria para
as demonstragdes, para os teoremas e para as definicdes” (BATISTELA; BICUDO; LAZARI,
2017, p. 201). Para eles, o alicerce natural da matematica eram 0s numeros naturais, pois
iniciado com o nimero 1 e, por acréscimos de uma unidade em sucessivas vezes, € possivel
encontrar tantos naturais quanto se queira. Assim, se por processos mentais € possivel realizar
tais construgdes, entdo essas construcoes sdo consideradas matematicas.

Ja, para os formalistas, havia a necessidade de formalizar toda a matematica classica.
Um exemplo de formalizacéo feita pelo fundador desta doutrina, David Hilbert (1862-1943),
é o Fundamentos da Geometria, obra em que ele d4 uma fundamentacdo para os Elementos
de Euclides, tornando a geometria euclidiana formalizada. Eles acreditavam que ao
“formalizar as teorias matematicas livrariam a matematica de contradi¢cdes, bem como de
possiveis paradoxos, pois seriam eliminados pelo processo de sua reescrita com
demonstragdes rigorosas em um sistema formal” (BATISTELA; BICUDO; LAZARI, 2017,
p. 202). Entretanto, em 1931, Kurt Friedrich Godel (1906-1978), prova a impossibilidade de
se estabelecer a consisténcia de qualquer teoria ou sistema formal, o que repercute
diretamente na doutrina formalista.

Nesse contexto, nosso objetivo com este trabalho é compreender o que sdo as
demonstracdes matematicas em sua historicidade. Para tanto, optamos por desenvolver uma
pesquisa de cunho qualitativo, desenvolvida na perspectiva de um estudo fenomenoldgico,
que lanca méo da hermenéutica como um procedimento metodolégico para a compreensao do

fendmeno investigado.
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2 METODOLOGIA

O ato de pesquisar se inicia quando estamos interessados em responder a alguma
interrogacdo, em um momento de duvidas em que queremos uma resposta plausivel para uma
necessidade. Nesse sentido, pesquisar pode ser definido como a busca de respostas para as
nossas interrogacdes (GERHARDT, SILVEIRA, 2009, p. 12).

Segundo Bicudo (2012) no ato de pesquisar sempre retornamos as nossas interrogacdes
iniciais, que sdo o pano de fundo da pesquisa. Isso nos possibilita trabalha-las em diferentes
perspectivas. Neste processo, a interrogacdo é um norte para o pesquisador que, de tempos em
tempos, retorna a ela para direcionar os procedimentos investigativos (BICUDO, 2012, p. 20).

E nesse sentido que a pergunta se diferencia da interrogacio, pois a primeira indaga,
solicita esclarecimentos mais imediatos, enquanto a segunda é o pano de fundo que define as
acOes do ato de pesquisar. A esse respeito, Bicudo (2012) esclarece que a interrogacédo

embasa as pesquisas, enguanto

formular problemas, hipéteses e perguntas sdo maneiras de assumir perspectivas a
partir das quais a interrogacdo serd perseguida. Ela (a interrogacdo) diz da
perplexidade do investigador diante do mundo, a qual se manifesta inclusive como
forca que o mantém alerta buscando, perquirindo, ndo se conformando com
respostas quaisquer (BICUDO, 2012, p. 21).

Com esse entendimento sobre 0 que é a interrogacdo e sua importancia para a pesquisa,
apresentamos a interrogacdo norteadora deste trabalho, que pode assim ser definida: “O que é
uma demonstragdo matematica?”’. Na busca por respostas a essa interrogagdo, optamos por
realizar uma pesquisa qualitativa, desenvolvida segundo uma postura fenomenoldgica. A
seguir, neste capitulo, exporemos nossas compreensdes a respeito da Pesquisa Qualitativa,
Pesquisa Qualitativa em Educacdo Matematica e Pesquisa Qualitativa em Educacéo

Matematica desenvolvida segundo uma abordagem fenomenoldgica.

2.1 PESQUISA QUALITATIVA

Segundo Chizzoti (2003), o termo qualitativo implica uma conexdo com as pessoas,
com 0s acontecimentos e também com a localidade que, segundo ele, constituem os objetos
da pesquisa. E de um determinado contexto que extraimos os entendimentos possiveis

mediante uma atencdo sensivel. Desse primeiro contato € que o autor busca interpretar 0s
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significados relevantes em sua pesquisa e 0S expdem em forma de textos escritos
(CHIZZOTTI, 2003, p. 221).

A abordagem de pesquisa qualitativa se diferencia da quantitativa, pois enquanto a
primeira apresenta diversos caminhos no seu desenvolvimento, a segunda recorre as

quantificagdes,

como Unica via de assegurar a validade de uma generalizagdo, pressupondo um
modelo Unico de investigacdo. Derivada das ciéncias naturais, (a pesquisa
quantitativa) parte de uma hip6tese-guia, s6 admite observacGes externas, segue um
caminho indutivo para estabelecer leis, mediante verificacGes objetivas, amparadas
em frequéncias estatisticas (CHIZZOTTI, 2003, p. 222).

Ainda, segundo este mesmo autor, muitos sdo 0s pesquisadores que se dizem
qualitativos, havendo em suas pesquisas distingdes em termos teoricos, metodologicos e até
mesmo, no que diz respeito as técnicas de investigacao e objetivos da pesquisa.

Das causas citadas no paragrafo anterior € que surgem as dificuldades de se definir a
pesquisa qualitativa. Conforme Mazzotti (1991), a pesquisa qualitativa ndo é algo simples de
se definir, devido as diversas abordagens que a compde: naturalista, pOs-positivista,
antropologica, etnografica, estudo de caso, humanista, fenomenoldgica, hermenéutica,
ideografica, ecologica, construtivista, entre outras. Neves (1996) acrescenta a essa dificuldade
de se definir a pesquisa qualitativa o fato de ela assumir diversos significados, ou seja, das
diferentes possibilidade de proceder para interpretar e compreender um determinado
fenémeno.

Sampieri, Collado e Lucio (2006) evidenciam que, diferentemente da pesquisa
quantitativa, que permite ao pesquisador realizar uma generalizacdo dos resultados pelo fato
de se ter um controle estatistico sobre os fendmenos, a pesquisa qualitativa permite uma
riqgueza interpretativa, pois envolve uma “contextualizacdo do ambiente, detalhes e
experiéncias unicas” (SAMPIERI, COLLADO, LUCIO, 2006, p. 15). Ainda nesse contexto,
Bogdan e Biklen (1994, p. 49) dizem que “os investigadores qualitativos interessam-se muito
mais pelo processo do que simplesmente pelo resultado ou produtos”.

Pesquisar qualitativamente significa trabalhar com a qualidade daquilo que se esta
investigando. Bicudo (2012) nos leva a imaginar dois processos distintos que ocorrem quando
estamos trabalhando qualitativamente, e que podem nos esclarecer as diversas maneiras de se
trabalhar com as qualidades do investigado. O primeiro processo se da pela ideia de

objeto/observado. Vamos ver como isso ocorre.
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O processo consegue detectar uma postura de separagéo entre 0 sujeito que observa e o
objeto que esta em observagdo. Nosso interesse o tempo todo é direcionado para a qualidade
que, segundo a autora, ¢ inerente ao objeto e que estd amostra em sua totalidade. “Aqui ¢
interessante destacar que a qualidade do objeto é passivel de observagdo pelo sujeito”
(BICUDO, 2012, p. 17).

Neste contexto € que estdo as pesquisas de “categorizagdes” de uma qualidade, e sdo
essas categorizacOes que conduzirdo a observacdo. Nesta modalidade, pesquisar € mensurar
ou quantificar as qualidades dos objetos. Este tipo de pesquisa ocorre quando direcionamos a
pesquisa sob a luz de uma teoria e esperamos que as caracteristicas definidas sejam coerentes

com o que se observou. Nas pesquisas em Educacéo,

[...] quando se toma o definido como aprendizagem, por exemplo, e caminha-se em
direcdo de observar se o caracterizado nessa definicdo estd presente em
comportamentos do sujeito observado e, entdo, passa-se a interpretar os dados
observados a luz da teoria em que a definicdo esta contextualizada. Lembremos,
entretanto, que ndo é apenas a Psicologia que procede desse modo, mas também a
Linguistica, Educacdo, Sociologia, Antropologia, disciplinas da Medicina, etc. Ou
seja, disciplinas notadamente humanas e que assumem concepcles positivistas,
baseando-se na separacdo sujeito/ objeto (BICUDO, 2012, p. 17-18).

O segundo modo de pesquisar qualitativamente destacado pela autora é o par
fenomeno/percebido. Nesse caso a qualidade ¢ percebida pelo sujeito. “Ha uma doagao de
aspectos passiveis de serem percebidos em modos préprios de aparecer” (BICUDO, 2012, p.
18). Neste contexto, ndo se define o que sera observado, mas fica-se em alerta para perceber o
gue se mostra. Em um momento posterior, 0 que nos resta sdo 0s processos da consciéncia
que organizardo e correlatardo o percebido por meio de palavras, comunicando todo o
processo a comunidade, que podera analisar e interpretar os dados. Devemos estar sempre
atentos para ndo cairmos em visdes que sdo particulares nossas, nem de outros tedricos que
trabalham o assunto, por outro lado podemos analisar as diversas possibilidades surgidas
daquilo que se disse do percebido levando em consideracdo seu contexto e sua relevancia para

a pesquisa.

Esse modo de proceder vem ao encontro de discursos que criticam o cartesianismo e
0 positivismo, no que tém de determinante, categorico, objetivo e mensuréavel e é
consonante com discursos que promulgam a inseparabilidade entre sujeito e objeto,
a impossibilidade de se ter apenas um modo de ver o estudado, bem como com a
relevancia dos contextos histérico, politico e social em que o estudado se situa e
com a impossibilidade de aprisionar-se o dito na linguagem em caixas de
interpretacdo (BICUDO, 2012, p. 17-18).
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Entendemos por pesquisa qualitativa diferentes posturas que podem ser assumidas numa
investigacdo. Assim, diferente da pesquisa quantitativa que objetiva a exatiddo ou
generalizacdo em suas abordagens, a pesquisa qualitativa abarca outras possibilidades na
busca de respostas, levando em conta as diversas solucbes possiveis as interrogacdes
formuladas, de modo que o contexto e as pessoas envolvidas sdo importantes no ato de

pesquisar.

2.2 PESQUISA QUALITATIVA EM EDUCACAO MATEMATICA

As pesquisas qualitativas em Educacdo Matematica também ndo sdo isentas ideoldgica
nem cientificamente, inclusive quando abordam o mesmo assunto. Por exemplo, ao pesquisar

o0 tema aprendizagem matematica

Podemos apontar em um grande leque de possibilidades de temas de pesquisa, por
exemplo, aquelas que buscam por compreensdes de modos pelos quais os alunos
constroem suas aprendizagens (de matematica), individualmente, com o0s colegas,
com a midia, em contextos especificos; de atividades de ensino, da realidade escolar,
dos textos que servem de mediadores ao ensino, mas que ndo sao entendidos como
neutros ideolégica e cientificamente, donde atentar-se pelo que dizem além do dito
(BICUDO, 2012, p. 24).

A autora também nos alerta para o fato de que, na area de conhecimento Educacgéo
Matematica, “Educac¢do e Matematica dialogam, ou seja, oferecem-se ao trabalho da producéo
de conhecimento. Portanto, ndo podem ser caladas, nem serem tomadas isoladamente ou
sobrepor-se uma a outra” (BICUDO, 2012, p. 20). Isso significa que os pesquisadores dessa
ciéncia devem sempre estar atentos a essas duas areas tdo distintas do saber, nunca destacando
uma em detrimento da outra, mas trabalhando para a producéo de ambas, tanto da Matematica
quanto da Educacao.

Todavia, muitas vezes em Educacdo Matematica, as investigacdes realizadas tém sido
baseadas em estudos que estdo mais diretamente relacionados a educacdo. A esse respeito

Bicudo (2005) nos diz que a producdo do conhecimento em Educacdo Matematica,

seja ela a efetuada mediante processo investigativo, seja a efetuada em atividades
didatico-pedagogicas, tem conduzido a uma pratica de tomarem-se estudos, obras,
teorias de autores que se dedicam as Ciéncias Humanas e a Filosofia que dao
sustentacdo a Educacéo e conduzir os trabalhos em Educagdo Matematica de acordo
com o assumido nessas obras (BICUDO, 2005, p. 13).
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Sendo essa a logica dominante, ela propria “configura uma auséncia de reflexdo
primeira sobre a prépria Educagdo Matematica, entendida como uma totalidade constituida no
espago do “entre”, com suas caracteristicas que dizem do seu modo de ser e de aparecer”
(BICUDO, 2005, p. 13).

Além disso, hd também que se pensar na distingdo entre Matematica e Educacdo
Matematica. Em termos profissionais, os matematicos se preocupam com 0S Processos
hipotético-dedutivos, buscando assim desenvolver artificios que desenvolvam tanto a
matematica pura, quanto a aplicada. Ja, os educadores matematicos estdo preocupados com
métodos interpretativos e analiticos das ciéncias sociais e humanas, para com isso
desenvolverem meios para a formagdo num sentido geral (FIORENTINI, LORENZATO,
2012, p. 4).

Acrescenta-se a essas diferencas o fato de a matematica ser uma ciéncia milenar,
sendo estruturada em bases logicas bem definidas, enquanto a educacdo matematica
(EM) é uma area emergente de estudos, recém-nascida, ndo possuindo uma
metodologia Unica de investigacdo nem uma teoria claramente configurada
(FIORENTINI, LORENZATO, 2012, p. 4).

Sendo assim, devemos ter sempre em mente que quando pesquisamos qualitativamente
em educacdo matematica ndo pesquisamos nem em matematica e nem em educacdo, mas
estamos em outra area do conhecimento humano, que tem afinidade com a Educacéo e com a

Matematica a0 mesmo tempo em que possui suas especificidades.

2.3 PESQUISA FENOMENOLOGICA

A Fenomenologia surgiu com Edmund Husserl no século XIX e continuou a ser
desenvolvida por outros filésofos, dentre os quais se destacam os trabalhos de Martin
Heidegger, Merleau-Ponty, George Gadamer e Paul Ricoeur.

Segundo Bicudo (1994), em sua origem, a Fenomenologia surge como um novo método
de investigacdo para as Ciéncias Humanas, que se opde radicalmente ao modo de produzir
ciéncia nesse campo do conhecimento, na época em que predominava o método positivista.

O que diferencia a fenomenologia do positivismo ndo é o pensar em si, mas 0 processo
para atingir esse ato. No pensar fenomenoldgico e positivista estdo explicitas as buscas por
rigor e a presenca de concepgdes que dizem respeito a interpretacdo do mundo enquanto
fendmeno, realidade, consciéncia, esséncia, verdade, experiéncia, a priori, categoria e

intersubjetividade. Porém o processo como isso é feito é que diferencia um método do outro
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(BICUDO, 1994, p. 17). Ainda de acordo com Bicudo (1994), o método positivista ganhou
forca na época moderna e ainda hoje se faz presente, sendo aceito e difundido. Este método
baseia-se em teorias jA comprovadas, traz a concepcdo de que a ciéncia € um conjunto de
conhecimentos estruturado em afirmacfes provadas e conectadas segundo 0s preceitos da
I6gica. Dessa maneira, 0 que dita os problemas a serem investigados numa pesquisa, bem
como os procedimentos utilizados, é esse corpo de conhecimentos. Seguindo essa perspectiva,
toda teoria desenvolvida sob a perspectiva positivista é construida a partir de conhecimentos
ja estruturados que trazem explicacdo de fatos conhecidos e predizem os que ainda nao o sao.
Em suma, nas teorias positivistas, estd dado de antemd@ o padrdo a ser seguido na
investigacdo, com os objetivos e procedimentos especificados.

Ja, no método fenomenoldgico faz-se uma exploracdo dos processos e modos pelos
quais a qualidade se mostra, e se expde compreensdes e interpretacdes acerca disto. Os dados,
neste método, ndo podem ser generalizados nem colocados em outros contextos, pois hd um
sentido naquilo que se expressa. Os procedimentos empregados na pesquisa sdo inseparaveis
do fenémeno que esta sendo estudado e também do pesquisador, pois “ndo ha uma separagdo
entre o percebido e a percepcdo de quem percebe, uma vez que é exigida uma correlacdo de
sintonia, entendida como doacéo, no sentido de exposicéo, entre ambos” (BICUDO, 2012, p.
18).

Fendmeno ¢ o que esta sendo investigado. Etimologicamente, “vem da palavra grega
fainomenon — que deriva do verbo fainestai — e significa 0 que se mostra, 0 que se manifesta,
0 que aparece. E o que se manifesta para uma consciéncia” (BICUDO, 1994, p. 17). Bicudo
(1994) nos diz que dai deriva a ideia de estar atento ao que se mostra no momento de uma
investigacdo, ou seja, estar atento para perceber, mediante uma intencionalidade. Neste
processo, destaca-se 0 papel da consciéncia, que € o estar voltado/ atentamente para algo.

Deve-se lembrar de que quando algo estd a mostra, ele ndo se mostra de imediato,
depende a todo instante da intencdo do sujeito que interroga, do rigor e da insisténcia para se
obter aquilo que é caracteristico, basico e essencial do fen6meno. Sendo o fendémeno
percebido pelo sujeito, a percepcdo é particular. Neste sentido, a realidade ja ndo serd mais
objetiva, mas se torna aquilo que se compreendeu, que se interpretou e que se comunicou do
percebido. “E portanto, perspectival, ndo havendo uma Unica realidade, mas tantas quantas
forem suas interpretacdes e comunicacdes” (BICUDO, 1994, p. 18).

Seguindo o raciocinio até aqui apresentado, muitos autores dirdo que a fenomenologia
abarca visdes subjetivas e relativas ao que em respostas a essas criticas, a fenomenologia traz

algumas considerag¢Ges importantes.
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Para haver a percepg¢do do fendmeno é certo que aquele que percebe deve estar presente
neste processo. Além disso, o pesquisador tem que olhar e estar atento para ver o que se
mostra, onde novamente aparece o papel da consciéncia. Todavia, isto ndo exclui o rigor, mas
faz com que o sujeito fique livre de preconceitos para ver com atengéo. Isto ndo significa que
0 que é visto acontece de maneira isolada, pois existem outros sujeitos que também estdo a
perceber e compartilnar o vivido entre si, formando, dessa maneira, 0 que se chama
intersubjetividade, que justamente € essa troca de ideias que acontece por meio da linguagem.
E por meio do compartilhamento criado pela intersubjetividade que chegamos a ideia de
verdade concebida pela fenomenologia, que ndo € subjetiva, objetiva ou relativa, ja que 0s
sujeitos estdo em consentimento. Entendemos que, no momento de investigagdo, em uma
pesquisa fenomenoldgica, procuramos de maneira rigorosa a esséncia do fendmeno, que sera
compreendida e exposta. Em nossa pesquisa, focamos o fendmeno demonstracGes
matematicas. Abordar o tema fenomenologicamente significa que procuramos compreendé-lo
partindo de como ele se mostra a nés em nossa experiéncia vivida ou seja, em disciplinas que
tratam do tema no curso de Licenciatura em Matematica, em textos que versam sobre o
assunto e em nossa pratica enquanto professores de Matematica. Para expor nossa
compreensdo sobre o assunto, optamos por realizar um estudo hermenéutico sobre o que sdo
as demonstracGes matematicas ao longo da histéria dessa ciéncia. Partimos do que esta ai,
disponivel para as pessoas que se interessam sobre o tema. Estudamos livros de Histéria e

Filosofia da Matematica, alem de artigos em periodicos cientificos que discutiam o assunto.

2.3.1 A hermenéutica como procedimentos investigativos

Esclarecida a abordagem de pesquisa assumida nessa investigacdo, passaremos agora a
expor os procedimentos investigativos efetuados nessa pesquisa, que se propde a compreender
0 gue é uma demonstracdo matematica ao longo da histdria do desenvolvimento dessa ciéncia.
Para tanto, estudamos as diferentes concepcbes de demonstracdo que se efetivaram ao logo da
idade antiga, media, moderna e contemporanea.

Esclarecemos que, em nossa concepcdo, historia

ndo significa apenas o passado no sentido do que passou, mas também a sua
proveniéncia. O que tem histéria encontra-se inserido num devir. O seu
desenvolvimento pode ser ora ascensdo, ora queda. O que, desse modo, tem uma
historia pode, ao mesmo tempo, fazer histéria (GADAMER, 2002, p. 470).
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Ao fazer histéria estrutura-se uma atualizacéo, ou seja, projeta-se* o futuro. Portanto, ao
falarmos em histdria, nos referimos “a um conjunto de acontecimentos e influéncias que
atravessam passado, presente e futuro. E o que se move ‘no tempo’. Sao as transformacoes
dos destinos dos homens, dos grupos humanos e de suas culturas” (GADAMER, 2002, p.
470). Assim, ao desenvolver esse trabalho, ndo partimos de métodos prévios e nem de
referenciais tedricos predeterminados, mas iniciamos com o fendmeno (as demonstracdes
matematicas ao longo da histéria dessa ciéncia) tal qual ele se mostra a nds nos documentos e
nos textos que retratam a histéria dessa ciéncia.

Com a clareza de que para iniciar o estudo do fenémeno € preciso também conhecer
contexto sdcio-historico politico em que ele ocorreu, elaboramos este trabalho que retrata o
que é uma demonstracdo matematica nas diferentes épocas que marcam a historia da
humanidade. Trata-se de um estudo hermenéutico que procura compreender o fendmeno em
sua historicidade, ou seja, 0 modo pelo qual esse fendmeno se desenvolveu historicamente ao
longo do tempo, até o presente.

Existem muitas maneiras de proceder uma investigacéo historica. Neste texto seguimos
as orientagdes expostas no texto “Sobre historia e historicidade em Edmund Husserl”
(BICUDO, 2016). Segundo a autora, as concepcoes de historia e historicidade presentes nos
trabalhos de Husserl, bem como os aspectos metodologicos da investigacdo historica
concebida por ele, ao investigar (fenomenologicamente) aquilo que é dado no presente,
Husserl emprega um processo retrospectivo, utilizando-se das ideias nucleares presentes na

ciéncia a qual se esta tomando como foco da pesquisa. Assim:

O que nos é dado, em termos do exemplo por ele mencionado, o da ciéncia
“Geometria”, esta ali, presente em sua imediaticidade posta em termos préticos e
tedricos. E como se estivéssemos olhando-a e nos locomovendo em sua superficie,
aquela do momento do “agora” em que olhamos interrogadoramente para isso que
nos é dado. Assumindo a postura de inquirir intencionalmente, locomovemo-nos
para o mais profundo, ou seja, para um agora que se afasta deste, e vamos
desnudando camadas de atos sensoriais, psicolégicos e espirituais que vieram
constituindo esta ciéncia, tal como nos é dada no presente (BICUDO, 2016, p. 37).

4”

O presente que Husserl explicita é o presente do “mundo-vida™ no qual vivemos. Nesse

presente estd contido o nosso passado cultural, bem como um projeto do futuro. Assim, ele

3 Projetar € lancar-se a frente, atualizando-se em a¢des e programacdes na temporalidade e na especialidade
mundanas.

4 “Esse ¢ o mundo a priori das coisas espago-temporais experienciadas na vida pré e extracientifica. Ele é o
mundo-horizonte no qual sempre se esta consciente dos objetos existentes e dos Outros, Companheiros, e onde
se vive na certeza da sua existéncia” (BICUDO, 1999, p. 25).
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nos traz essa possibilidade de investigacdo, na qual podemos estudar tanto o passado quanto o
futuro: “Isso significa que nos locomovemos em um horizonte historico e que, entretanto,
podemos, intencionalmente, investigar sua estrutura essencial de modo metodico” (BICUDO,
2016, p. 37-38).

Para Husserl, como nos diz Bicudo, “ambos — intropatia5 (Einfiihlung) e linguagem — séo
nucleares a comunicagao entre sujeitos e, desse modo, a constituicdo da esfera da intersubjetividade”
(BICUDO, 2016, p. 39). Ou seja, sdo nucleares para com a conducdo e a manutencdo do que se
constitui a tradicdo®, e nesse sentido estdo presentes para a histéria, e no momento em que ela é posta
como tema, tanto a intropatia, quanto a linguagem, se constituem em material para a investigacao

daquilo que constitui os atos originais.

Né&o podemos proceder a investigacdo historica a partir do presente, sem que nos
detenhamos nos sentidos e nos significados dos signos, das palavras orais e escritas,
da voz como expde Derrida (Derrida, 1994) e da visdo de mundo, usos e costumes
gue tecem fios, unindo sujeitos em uma comunidade que se mantém e renova em sua
historicidade (BICUDO, 2016, p. 39).

Segundo a autora, a linguagem em sua forma escrita € permanente juntamente a seus
signos, e sao decifraveis, de modo que a partir de uma intencdo consciente, ha a possibilidade
de se chegar as evidéncias primeiras de um fato historico, e semelhantemente € possivel
enxergar claramente 0s encadeamentos que se seguem a partir das premissas. A partir da
linguagem é concebivel que seja possivel também ter acesso ao que vem juntamente a esse

encadeamento.

Desse modo, parece que, comegando com as auto-evidéncias primeiras, a
genuinidade original se propaga através da cadeia de inferéncia logica, ndo importa
qudo longa ela seja. Ela transcende a finitude individual e mesmo cultural e social,
pois traz consigo a remocédo de limites de nossa capacidade, indo em dire¢do a um
encadeamento infinito. Nisso esta a idealizacdo permitida pela ldgica e, portanto,
também pela linguagem. Ai se encontra a base do procedimento histérico que
retroativamente interroga pela origem (BICUDO, 2016, p. 41).

> A intropatia é basicamente conhecimento do outro que se desenvolve nas vivéncias em que o outro é dado
(trazido, exposto) Sobre histdria e historicidade em Edmund Husserl 40 Cadernos da EMARF, Fenomenologia e
Direito, Rio de Janeiro, v.9, n.1, p.1-174, abr./set.2016 ao eu em sua corporeidade. E uma percep¢io constituinte
da intersubjetividade. N&o se trata, assim, de um conceito tedrico ou de uma afirmacdo predicativamente
construida (BICUDO, 2016, p. 39-40)..

® Tradicdo, aqui compreendida como Dasein, termo heideggeriano que diz do homem lancado em sua
temporalidade, em sua condiggo histérica, “na qual toda compreensdo € possibilitada e ao mesmo tempo limitada
pela histéria e pela finitude” (HEIDEGGER, 2008). “Quando se nega a historia efeitual na ingenuidade da fé
metodoldgica, o resultado pode até ser uma deformagio do proprio conhecimento” (GADAMER, 1999, p. 450)
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Dessa maneira, segundo as palavras da autora, quando se percorre retroativamente a
cadeia logica da linguagem proposicional, “orientados por uma interrogacdo que,
intencionalmente posta, conduz a investigacdo, desvelando ideias originais, bem como a
constituicdo de idealizagdes, podemos efetuar uma pesquisa historica” (BICUDO, 2016, p.
43).

Com o esclarecimento que uma pesquisa historica, na perspectiva fenomenolégica, é
uma pesquisa sobre “o sentido que o mundo faz para n6s” (BICUDO, 2016, p. 47), expomos
nos capitulos que seguem a nossa compreensdo sobre o que sdo as demonstracdes
matematicas. Ressaltamos que tais compreens@es sdo os frutos de nosso pensar reflexivo,

proveniente do esforgo hermenéutico que realizamos.
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3 SOBRE AS DEMONSTRACOES MATEMATICAS

O objetivo deste capitulo é discorrer sobre as diferentes formas de manifestaces das
demonstracdes na historia da matematica, bem como algumas abordagens tedricas filoséficas
sobre o tema, desde a antiguidade até o século XX, uma vez que os pensamentos de alguns
filosofos influenciardo grandemente o fazer matematico, e, por conseguinte, 0s processos de

demonstragdes e provas.

3.1 DEMONSTRAGCAO MATEMATICA

Nesta sessdo falaremos em linhas gerais sobre as demonstragbes na atualidade.
Comecamos com uma breve discusséo inicial em torno do que dizem alguns autores acerca do
assunto e, assim, construiremos algumas no¢6es de como esses artificios e procedimentos de
validade em matematica séo teorizados e concebidos.

As demonstracfes (ou provas) matematicas sdo 0s meios pelos quais se aceita uma
verdade em matematica, sdo 0s meios de producdo desta ciéncia. Portanto, para comegarmos,

vamos a algumas consideracdes sobre este conceito, objeto de estudo desta pesquisa.

3.1.1 Sobre o que sdo demonstracGes matematicas

As demonstracbes matematicas sdo artificios utilizados por matematicos para
convencer-nos a respeito de uma afirmacao que se fez sobre uma propriedade presente huma
teoria. De acordo com Bicudo (2002) elas garantirdo a validade ou ndo dessas afirmacdes.

Os primeiros registros de demonstracdes matematicas que tivemos acesso sao relativos

aos séculos V e IV a.C. e ligados ao conhecimento grego. Segundo Bicudo (1999)

[...] os gregos herdaram - por meio de Tales - a matemética (geometria) dos
egipcios. Mas, em algum ponto da histéria, no cadinho em que se formou o
pensamento grego, em geral, e 0 pensamento matematico grego, em particular, uma
faisca de genialidade alterou o material. Disso resultou ndo bastar mais ver para crer;
para CRER era preciso PROVAR. O mundo sensivel era mutavel e ilusério. Havia
mister de apreender o estavel por trds da mudanca, a unidade que se escondia na
multiplicidade o eterno no perecivel (BICUDO, 1999, p. 118).

Em civilizagdes como a dos egipcios e babilénios ndo encontramos ideias semelhantes
ao que hoje chamamos de uma demonstracdo matemética. Embora eles se valessem de

instrucdes para a resolucdo de problemas, em suma, eram apenas passos recomendados, sem
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registros que justificassem os resultados obtidos. Tais resultados, que em sua maioria, eram
baseados em observagdes.
Em relacdo a matematica egipcia e babildnica, Domingues (2002) diz que

[...] nenhuma delas se baseou em qualquer estrutura axiomatica que se pudesse
servir de garantia para a validade dos procedimentos praticos de que essencialmente
se compunham. O critério de confiabilidade das regras e procedimentos usados era
simplesmente a concordancia com a realidade a que se destinavam (DOMINGUES,
2002, p. 56).

Domingues (2002) relata que os matematicos egipcios utilizavam evidéncias fisicas,
métodos de tentativa e erro, comparacfes e em algumas situacdes, como no volume do tronco
de piramides, deducdes algébricas. A respeito disso, é possivel que os egipcios ja tivessem a
ideia de demonstragdo, mesmo que para isso nao utilizassem nenhum formalismo.

A respeito da transi¢do de uma matematica obtida apenas pelas observacoes da natureza
ou por tentativa e erro, para uma matematica demonstrativa, o historiador Howard Eves nos
diz

Pela primeira vez na matemética, como em outros campos, 0 homem comecou a
formular questdes fundamentais como “Por que os dngulos da base de um triangulo
isosceles sdo iguais?” e “Por que o didmetro de um circulo divide esse circulo ao
meio?”. Os processos empiricos do Oriente antigo, suficiente o bastante para
responder questdes na forma de como, ndo mais bastavam para as indaga¢@es mais
cientificas na forma de por qué. Algumas experiéncias com o método demonstrativo
foram se consubstanciando e se impondo, e a afeicdo dedutiva da matemética,
considerada pelos doutos como sua caracteristica fundamental, passou ao primeiro
plano (EVES, 2004, p. 94).

Outro fato importante aconteceu na Grécia Antiga, com o inicio do desenvolvimento da
l6gica, mais precisamente com Aristételes (384-322 a.C.) de Estagira, um grande
sistematizador da logica formal. O trabalho desenvolvido por ele traz em sua proposta o que

chamamos de formas validas de inferéncia:

Uma forma valida de inferéncia € um modo de se obter conclusdes a partir de
pressupostos; uma inferéncia é (logicamente) vélida se a veracidade das conclus6es
depender apenas da veracidade dos pressupostos; ela serd formal se independer do
contetdo (do que é dito), mas apenas da forma Idgica das assercfes (de como isso é
dito) (SILVA, 2007, p. 49).

Silva (2007) utiliza o seguinte exemplo: “se assumo como premissa que todo homem ¢
mortal e que Soécrates ¢ um homem, segue que Socrates € mortal” (SILVA, 2007, p. 49).

Analisando essa frase, percebemos que a validade de uma inferéncia ndo tem dependéncia em
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relagdo aos conceitos que aparecem na frase, como 0s conceitos de mortalidade e
humanidade, nem tdo pouco com Socrates.

A validade é assumida através do que se disse. Entretanto, na l6gica desenvolvida por
Aristételes hd uma estreita relacdo com as assercdes envolvidas e, por conseguinte, com a
lingua grega. Assim a sistematizacdo da logica “ocorre na sociedade grega quase
contemporaneamente e de forma estreitamente relacionada com as profundas transformacées
que ocorriam na estruturacdo da propria lingua grega” (MACHADO, 2001, p. 78). Disto,
Machado (2001) destaca que a l6gica pouco se relacionava com a matematica na antiguidade,
Antes esteve diretamente ligada ao idioma Grego.

Porém fica claro que todas as bases para uma matematica demonstrativa ja estavam em
curso de desenvolvimento, mesmo que em suas fases iniciais. Até proximo ao seculo XIX, a

demonstracéo era trabalhada com meios intuitivos e, segundo Domingues (2002):

a partir de algum momento, porém, tornou-se necessario submeter a nocdo de
demonstracdo a uma analise mais profunda, com vistas a reduzir o recurso ao uso da
evidéncia intuitiva. Capitulos importantes da matematica, como o Calculo, por
exemplo, tinham sido explorados tdo profundamente que a intuicdo apenas ou
raciocinios heuristicos-geométricos ja ndo bastavam para explicar alguns resultados
aparentemente paradoxais (DOMINGUES, 2002, p. 61).

Entretanto, a l6gica desenvolve-se ao longo do tempo e, a partir de um determinado
momento da historia, meados do século XIX, ela evolui: “privilegiando linguagens simbolicas
e ampliando o seu repertorio de modos validos de inferéncia, ela foi capaz de fornecer um
meio ideal de expressdo e articulacdo para as teorias matematicas, o0 que a ldgica Aristotélica
estava longe de poder prover” (SILVA, 2007, p. 49). Dessa maneira, a logica passa a ser parte
fundamental nas teorias matematicas.

Para que fique mais claro como se da o processo de uma demonstracdo, apresentamos o
gue os matematicos chamam de sistema formal, que é a parte sintatica de um sistema
axiomatico. Um sistema formal pode ser descrito por trés partes. A primeira é sua linguagem,
que diz respeito aos simbolos e expressdes da linguagem, sendo toda sequéncia de simbolos
uma expressao. Das expressdes destacamos o que vem a ser uma formula da linguagem, ou
seja, subconjuntos das expressdes. A parte seguinte é descrita pelos axiomas, que sao
formulas da linguagem. E a terceira parte é o que chamamos de regras de inferéncia, € o que
nos afirma que em determinadas condi¢fes uma férmula pode ser deduzida. De acordo com
Bicudo (2002), essas formulas que inferimos a partir de outras, chamamos de conclusdo da

regra, e das quais inferimos chamamos hipéteses.
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Uma férmula matematica ¢ uma afirmacdo feita a cerca de uma determinada verdade
presente em alguma teoria da matematica. Essas afirmacgdes sdo chamadas de proposi¢ées ou

sentencas:

Uma sentenga ou proposicdo € uma frase, expressa em linguagem matematica,
podendo conter apenas simbolos matematicos, que cumpre as condicdes:

(1)  Apresenta-se estruturada como uma oragdo, com sujeito e predicado,
incluindo o verbo.

2 E afirmativa declarativa (ndo é interrogativa, nem exclamativa).
3) Satisfaz os seguintes principios:

(3.1) Principio do Terceiro Excluido: uma sentenca é falsa ou verdadeira,
excluindo-se uma terceira alternativa.

(3.2) Principio da Ndo Contradi¢do: uma sentenga ndo pode ser falsa e verdadeira
ao mesmo tempo, ndo podendo contradizer-se (FILHO, 2012, p. 30-31).

Por exemplo, nas sentengas:

S1: Os lados de qualquer quadrado sdo paralelos.

S2: A soma das medidas dos angulos internos de um tridngulo no plano somam
180°.

S3:4+2=25

S4: O Brasil fica no hemisfério sul do globo.

S5: Se uma reta corta uma de duas paralelas, entdo, corta também a outra (FILHO,
2012, p. 30-31).

Todas elas satisfazem as condicdes 1, 2 e 3 mencionadas acima. Desta maneira, todas
sdo proposicoes.

Ora, as frases estdo estruturadas em forma de oracGes, contendo sujeito predicado e
verbo. Como exemplo, em S1 “Os lados” € o seu sujeito, “paralelos” ¢ o predicado, pois diz
da propriedade dos lados pertencentes a qualquer quadrado, € “sdo” € o verbo. Todas elas sao
afirmacdes declarativas, pois fazem afirmacdes sobre 0s objetos matematicos, ou que os lados
de qualquer quadrado sdo paralelos, como em S1, ou que a soma das medidas dos angulos
internos de um dado triangulo no plano tem a propriedade de somar sempre 180°, como em
S2. Obedecem aos principios do terceiro excluido e da ndo contradi¢do, visto que elas ou sdo
falsas, ou sdo verdadeiras, ndo cabendo outro valor l6gico, e, além disso, ndo sdo afirmacdes
onde encontramos contradicdes, ja que ou s&o verdadeiras ou sao falsas.

Por meio do Principio do Terceiro Excluido, uma sentenga pode ser verdadeira ou falsa,
ndo podendo assumir uma terceira opgdo. Assim, as sentengas S1, S2, S4 e S5 sdo sentencas

que possuem valor l6gico verdadeiro, ao passo que a sentenga S3 tem seu valor falso.
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Ainda podemos, de acordo com Filho (2012), classifica-las como véalidas quando forem
verdadeiras, e ndo validas quando elas forem falsas. Neste sentido, as afirmacdes S1, S2, S4 e
S5 séo validas e a S3 é ndo valida.

Em Bicudo (2002), “demonstrar uma proposi¢ao (exprimindo uma propriedade de um
conceito) significa argumentar pela aceitagéo de sua validade, a partir da validade de outras
proposigdes ja demonstradas” (BICUDO, 2002, p. 80). Porém, ainda segundo o autor, existem
algumas proposi¢des que ndo sdo possiveis de serem demonstradas e, para estas, Sdo
estabelecidas algumas “arquiteturas das teorias matemadticas: que as consideram como sendo

conceitos primitivos (axiomas) e conceitos derivados (teoremas)” (BICUDO, 2002, p. 80).

Um axioma ou postulado é uma sentenca matematica que ndo é uma definicéo e nao
precisa ser demonstrada. Bem diferente do que ocorre com 0s teoremas — que
precisam de demonstracdo —, 0s axiomas ou postulados ndo precisam ser
demonstrados e sdo apresentados realmente como decretos. Entretanto, como as
nogBes primitivas, esses “decretos” ndo surgem de opinides pessoais isoladas, sdo
frutos da experiéncia, da observagdo e, também, de certo “consenso coletivo”
(FILHO, 2012, p. 164).

“Um teorema é uma sentenca matematica valida, cuja validade é garantida por uma
demonstracdo matematica” (FILHO, 2012). Os livros de matematica apresentam sentengas
que ja foram provadas, ou seja, teoremas. Um teorema pode receber nomes distintos,
dependendo do contexto em que ele esta. Eles podem ser denominamos de Corolario, Lema

Ou proposicao.

. Chamamos Corolario a um teorema obtido como consequéncia de outro
recém-provado. Neste caso, 0 segundo teorema é chamado corolario do teorema
provado.

. Ja um teorema usado para provar outro que lhe sucede é chamado lema;
podemos dizer que um lema é um teorema auxiliar ou preparatério, que sera usado
na demonstracdo de outro teorema.

. Em algumas ocasifes, chama-se proposi¢cdo a um teorema que ndo é central
no contexto e tem importancia limitada (FILHO, 2012, p. 137).

Assim, em matematica, todas as afirmacbes devem ser demonstradas, provadas, para
serem validas, a menos que sejam axiomas.

Silva (2002) considera a demonstracdo matematica como sendo simultaneamente uma
“peca de retdrica destinada a convencer, como um encadeamento logico conduzindo a

verdade e ao conhecimento e como um possivel catalisador de descoberta matematica”

(SILVA, 2002, p. 68).
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Neste sentido, uma demonstracdo matematica € uma maneira de convencimento de uma
verdade e a0 mesmo tempo é um modo de produzir novas verdades, ou seja, como ja
enunciado por Bicudo (2002), é um modo de argumentar a partir de proposicdes ja
demonstradas, bem como, um modo de originar esse e encadeamento logico.

Para Silva (2002), as demonstracfes matematicas possuem como caracteristicas 0s

aspectos légico-epistemoldgico, retorico e heuristico:

Chamarei de légico-epistemologico esse aspecto das demonstragdes que as mostra
como objetos légicos ideais, arvores ou sequéncias ordenadas no espaco ldgico,
segundo relagBes de dependéncia, ou consequéncia, légica. E de retorico o aspecto
das demonstracfes, segundo o qual, elas aparecem como portadoras de forca
coercitiva de aquiescéncia as teses demonstradas. Ha ainda um aspecto a ser
considerado. Demonstracdes podem ter também uma fungdo heuristica. Isto é, elas
podem ser indutoras de descoberta matematica (SILVA, 2002, p. 69).

A partir desses aspectos observados, Silva (2002) refere-se a uma demonstracéo
matematicamente perfeita como sendo uma jungio desses fatores, ou seja, ela é “logicamente
correta, compreensivel a um agente racional com limitacdes cognitivas humanas e, ainda
assim, heuristicamente estimulante” (SILVA, 2002, p. 71). Assim, entende-se que uma
demonstracdo perfeita € aquela em que a riqueza heuristica deve ser acessivel a quem for se
utilizar dela, levando em consideracdo que todos somos limitados cognitivamente. A Unica
exigéncia é que ela esteja estruturada de acordo com as normas légicas.

Neste sentido, quando falamos em demonstracao, estamos falando do meio pelo qual o0s
matematicos se utilizam para validar seus resultados. Nas palavras de Bicudo: “de fato, parece
um fato notdrio que o matematico, quando expde uma teoria, em sua area de interesse, a seus
pares, preocupa-se, formalmente, com duas opera¢des fundamentais: DEFINIR seus conceitos
e DEMONSTRAR as propriedades desses conceitos” (BICUDO, 2002, p. 80).

Porém, esse modo de validar verdades matematicas se modifica ao longo da historia da
matematica. Neste trabalho, nos propusemos a compreender as diferentes maneiras de
demonstrar uma verdade matematica ao longo do percurso histérico dessa ciéncia. O resultado

desse estudo esta exposto na continuidade desse capitulo.

3.2 EXEMPLOS DE DEMONSTRACOES MATEMATICAS NA ANTIGUIDADE

Apresentamos nesse topico nossa compreensdo sobre as demonstracbes matematicas
na Grécia Antiga, época em que surgem as demonstragbes matematicas. Para isso,

apresentamos, além das teorias desenvolvidas na época, alguns aspectos das filosofias de
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Platdo e Aristételes, sistematizadores do pensamento dedutivo e l6gico. Ressaltamos que
Platdo ndo foi matematico, mas sua filosofia influencia os trabalhos de alguns matematicos
importantes da era grega, como Euclides, por exemplo, que sistematiza o conhecimento
matematico na obra Os Elementos. J&, Aristoteles foi um dos primeiros sistematizadores da
I6gica, que fundamenta as regras de demonstragdo matematica.

3.2.1 As demonstragdes matematica na Grécia Antiga

A matematica em sociedades antigas era entendida como uma técnica que possibilitava
a realizacdo de calculos aritméticos e geométricos elementares. Dentre as civiliza¢des antigas,
segundo Silva (2007), tanto os egipcios quanto os babilonios foram povos que fizeram muitas
realizagdes em matematica. No entanto, em suas produgdes ndo havia “o carater sistematico,
rigoroso, puro — isto é, ndo empirico — e, em grande medida, a indiferenca com respeito a
aplicagdes préaticas imediatas que caracterizam o conhecimento matematico, tal como o
entendemos hoje” (SILVA, 2007, p. 31).

Possivelmente, muitos resultados que conhecemos hoje tenham sido originados de
conhecimento dessas civilizagbes. Como exemplo, podemos falar no famoso teorema de
Pitagoras” que certamente fazia parte da matematica babilonica. Contudo, este teorema no
tinha uma demonstracdo desenvolvida segundo uma argumentacdo irrefutavel que viesse
garantir sua validade, “essa ¢ uma invencao grega e caracteriza a matematica produzida por
essa civilizacao” (SILVA, 2007, p. 31).

Acontece gque ao passar do tempo, por volta dos altimos séculos do segundo milénio a.
C., “algumas civilizagdes desapareceram, o poder do Egito e da Babilonia declinou, e outros
povos, especialmente os hebreus, os assirios, 0s fenicios e 0s gregos, passaram ao primeiro
plano” (EVES, 2004, p. 94). Com todas as mudancas que ocorreram, houve também, em
algum momento da histéria, questionamentos a cerca da veracidade dos artificios matematicos
que eram utilizados, acontecendo, dessa maneira, as primeiras verificacfes que garantiriam as

verdades matematicas validas.

Pela primeira vez na matematica, como em outros campos, 0 homem comecou a
formular questdes fundamentais como “Por que 0s angulos da base de um tridngulo
isosceles sdo iguais?” e “Por que o didmetro de um circulo divide esse circulo ao
meio?”. Algumas experiéncias com o método demonstrativo foram se
consubstanciando e se impondo, e a feicdo dedutiva da matemética, considerada

7 Teorema de Pitagoras: nos tridangulos retangulos, o quadrado sobre o lado que se estende sob o angulo reto é
igual aos quadrados sobre os lados que contém o angulo reto.
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pelos doutos como sua caracteristica fundamental, passou ao primeiro plano.
(EVES, 2004, p. 94).

A principal fonte de estudos a respeito do desenvolvimento da matemética grega,
segundo Eves (2004), é o Sumario Eudemiano de Proclo, no qual ele apresenta um resumo a
cerca da geometria grega, que vai desde as primeiras producGes matematicas realizadas por
esta civilizacdo até Euclides com Os elementos.

De acordo com o Sumario Eudemiano, o primeiro homem a demonstrar uma verdade

matematica foi Tales de Mileto, que enunciou os seguintes resultados:

1. Qualquer diametro efetua a bisseccdo do circulo em que é tragado.

2. Os angulos da base de um triangulo isdsceles sdo iguais.

3. Angulos opostos pelo vértice sdo iguais.

4, Se dois triangulos tém dois angulos e um lado cada um deles respectivamente
iguais, entdo esses triangulos sdo iguais.

5 Um angulo inscrito num semicirculo é reto (EVES, 2004, p. 95).

Apresentaremos a demonstragdo do resultado 3, no qual Tales, através de meios logicos
e dedutivos, provou que angulos opostos pelo vértice sdo angulos sempre iguais. Esta
demonstracéo foi retirada dos elementos de Euclides e é a prova da proposicdo 15 do Livro I,
traducdo de Irineu Bicudo (2009).

Caso duas retas se cortem, fazemos angulos no vértice iguais entre si.

Figura 1- Representacao de angulos apostos pelo vértice.

Fonte: adaptada de Euclides (2009).
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Demonstragdo: Cortem-se, pois, as retas AB, CD no ponto E; digo que, por um
lado, 0 angulo sob AEC é igual ao DEB, e, por outro lado, os sob CEB, ao sob AED.
Pois, como a reta AE foi alteada sobre a reta CD, fazendo os &ngulos sob CEA,
AED, portanto, os angulos sob CEA, AED séo iguais a dois retos. De novo, como a
reta DE foi alteada sobre a reta AB, fazendo os angulos sob AED, DEB, portanto, 0s
angulos sob AED, DEB séo iguais a dois retos. Mas foram provados também os sob
CEA, AED iguais a dois retos; portanto, os sob CEA, AED sdo iguais aos sob AED,
DEB. Fique subtraido o sob AED comum; portanto, o sob CEA restante é igual ao
sob BED restante; do mesmo modo, entdo, sera provado que também os sob CEB,
DEA sdo iguais.

Portanto, caso duas retas se cortem, fazem os angulos no vértice iguais entre si: 0
que era preciso provar (EUCLIDES, 2009, p. 109).

Outro matematico citado no Sumério Eudemiano é Pitagoras, que nasceu por volta de
572 a. C. em Samos, mais especificamente na ilha egeia. Ao que tudo indica, Pitagoras viveu
por certo periodo de tempo no Egito e, ao retornar a Samos, segundo relata Eves (2004),
deparou-se com um tirano no poder: Policrates. Além disso, toda a Jonia estava sob o dominio
persa, 0 que fez com que ele optasse por morar no porto maritimo de Crotona ao sul da Italia,
onde havia uma col6nia grega. A respeito da vida de Pitagoras, pouca coisa se sabe. Mas suas

producdes permanecem ate os dias atuais,

pouco se conhece da vida e dos feitos do Pitdgoras histérico, ele e seus
ensinamentos dissolvem-se na névoa de um passado mitico em que a realidade € a
lenda se misturam. Mas a tradicdo pitagérica sobreviveu ao seu fundador e
influenciou de modo inequivoco o pensamento e a ciéncia ocidentais (SILVA, 2007,
p. 32).

Ao se instalar em Crotona, ele funda a escola pitagorica, “uma seita mistica na qual
conviviam o racionalismo grego e os elementos do pensamento méagico de povos mais ao leste
e ao sul” (SILVA, 2007, p. 32). Tal escola era um centro de estudos filosoficos, matematicos
e das ciéncias naturais. Os pitagoricos sdo conhecidos pela sua “teoria, meio metafisica, meio
magica, que tudo se reduz a numeros” (SILVA, 2007, p. 32). Acredita-se que a teoria dos
nameros tenha comecado a se desenvolver nesse meio em que a filosofia da escola estava em
vigor.

E atribuida aos pitagoricos a descoberta dos nimeros amigaveis, nimeros tais que a
soma dos divisores proprios de um resulta no outro. Sao amigaveis, por exemplo, 0s nimeros
284 e 220, 0s nimeros 1184 e 1210, como também os nimeros 17296 e 18416. Hoje ja sdo de
conhecimento dos matematicos todos os nimeros amigaveis existentes menores do que 1
bilhdo. Além desses, o0 conceito de numeros figurados, que sdo numeros que podem ser
representados por uma colecdo de pontos numa dada configuragdo geométrica, sdo também

criacOes atribuidas a eles. Vejamos alguns exemplos a partir das imagens abaixo.
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Figura 2 - Numeros triangulares.

AAN

Fonte: adaptado de Eves (2004).

Figura 3 - Numeros quadrados

Fonte: adaptada de Eves (2004)

Figura 4 - Numeros pentagonais.

R,

Fonte: adaptada de Eves (2004).

Segundo Eves (2004), esses numeros representam um elo entre geometria e aritmética.
Olhando as figuras que representam os nimeros figurados, partindo-se da primeira nomeamos
esses nimeros de triangulares, quadrados e pentagonais. E claro que podemos encontrar mais
deles. Nas figuras estdo representados apenas alguns exemplos, mas podemos achar tanto
mais nimeros com essas configuragdes, quanto com outras, hexagonais, heptagonais, e assim

por diante.
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O interessante ¢ que “se podem estabelecer muitos teoremas interessantes relativos a
numeros figurados de maneira puramente geométrica” (EVES, 2004, p. 101). Vejamos o
seguinte teorema: Todo nimero quadrado é a soma de dois nUmeros triangulares sucessivos.
Na figura a seguir, como um exemplo, podemos ver que o dado nimero quadrado, na sua

forma geométrica, foi dividido em dois triangulares, o que de certa forma justifica o teorema.

Figura 5 - Representacdo da divisdo de um nimero quadrado em dois triangulares.

Fonte: adaptada de Eves (2004).

Mas também podemos prover uma demonstracdo algébrica para este resultado. E claro

que 0 enésimo namero triangular, T,, pode ser obtido pela soma da progressdo, T,, = 1+ 2 +

3+...+n = "("2“), e, como é evidente que o enésimo nimero quadrado S, é n®, podemos

2 _ nn+1)
2

+ n(n-1)

demonstrar o teorema da seguinte forma: S,, = n =T, + T,_1. O que prova
algebricamente o teorema, visto que encontramos a forma de um niimero quadrado como dois
triangulares e sucessivos.

Também se credita aos pitagdricos a descoberta dos nimeros perfeitos, abundantes e
deficientes. Sdo perfeitos os nimeros cuja soma de seus divisores proprios sdo iguais a eles
mesmos. Os nimeros abundantes sdo 0s que a soma de seus divisores proprios € menor que
eles. E, caso a soma dos divisores proprios exceda o nimero, ele é deficiente. Segundo Eves
(2004) em Os elementos®, Euclides (c. 300 a. C.) demonstra “que se 2" —1 é um ndmero
primo, entdo 2""1(2" —1) é um numero perfeito” (EVES, 2004, p. 99). Passemos a
demonstracdo deste fato, também retirada da tradugao feita por Bicudo (2009), do livro “Os

Elementos”, presente no Livro X, proposicao 36.

8 Obra de que falaremos na continuidade do texto.
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Caso numeros, quantos quer que sejam, a partir da unidade, sejam expostos,

continuamente, na proporcdo duplicada, até que o que foi composto todo junto se torne

primo, e todo junto, tendo sido multiplicado pelo dltimo, faca algum, o produzido ser&

perfeito.

Figura 6 - Representacdo dos numeros A, B, C e D.

*—-=~e A ——9 &

L ®
D

Fonte: adaptada de Euclides (2009).

Figura 7 - Representacdo dos numeros J, E, L, FG, FN, NG, HI, HM, MI, O e P.

J

L @ *—o
E
L
[ = L]
[ L ® 00 0: 0—0—0
F N H M |
00 o———8F

Fonte: adaptada de Euclides (2009).

Demonstragdo: Fiquem, pois, expostos os numeros A, B, C, D, quantos quer que
sejam, a partir da unidade, na proporcéo duplicada, até que o que foi composto todo
junto se torne primo, e o E seja igual ao todo junto, e o E, tendo multiplicado o D,
faga o FG. Digo que o FG ¢ perfeito.

Pois, quantos sdo os A, B, C, D, em quantidade, tantos fiquem tomados, os E, HI, J,
L, a partir do E, na proporg¢do duplicada; portanto, por igual posto, como o A esta
para o D, assim o E para o L. Portanto, o dos E, D é igual ao dos A, L. E 0o dos E, D
é 0 FG; portanto, também os dos A, L é o FG. Portanto, o A, tendo multiplicado o L,
fez o FG; portanto, o L mede o FG, segundo as unidades no A. E o A é uma diade;
portanto, FG é o dobro do L. Mas também ao L, J, HI, E sdo, continuadamente, o
dobro, um do outro; portanto, os E, HI, J, L, FG estdo em propor¢do continuada, na
proporcdo duplicada. Fique, entdo, subtraido, do segundo HI e do ultimo FG, cada
um dos HM, FN, igual ao primeiro E; portanto, como o excesso do segundo esta
para o primeiro, assim o excesso do Ultimo para todos os antes dele mesmo.
Portanto, como o Ml esta para o E, assim o NG paraos L, J, IH, E. E 0 Ml é igual ao
E; portanto, também o NG € igual aos L, J, HI, E. E, também o FN é igual a0 E, e 0
E, aos A, B, C, D, e a unidade. Portanto, o todo FG é igual tanto aos E, HI, J, L
quanto aos A, B, C, D, e & unidade; e é medido por eles. Digo que também o FG néo
sera medido por nenhum outro, além dos A, B, C, D, E, HI, J, L, e da unidade. Pois,
se possivel, algum, 0 O, meca o FG, e 0 O ndo seja 0 mesmo que algum dos A, B, C,
D, E, HI, J, L. E, 0 O mede o FG 0 mesmo nimero de vezes quantas unidades
estejam no P; portanto, o P, tendo multiplicado 0 O, fez 0 FG. Mas, de fato, também
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o E, tendo multiplicado o D, fez o FG; portanto, como o E esta para 0 P, 0 O para o
D. E, como os A, B, C, D estdo, a partir da unidade, em propor¢do continuada,
portanto, o D serd medido por nenhum outro ndmero, além dos A, B, C. E 0 O foi
suposto 0 mesmo que nenhum dos A, B, C; portanto, 0 O ndo medird o D. Mas,
como 0 O para o D, o E para o P; portanto, nem o E mede o P. E 0 E é primo; e todo
namero primo [ é ] primo com todos que ndo mede. Portanto, os E, P sdo primos
entre si. E 0s primos sdo também os menores, e 0s menores medem os que tém a
mesma razao o mesmo ndmero de vezes, tanto o antecedente, o antecedente quanto o
consequente, o consequente; e, como o E esta para o P, o O para o D; portanto, 0 E
mede 0 O 0 mesmo ndmero de vezes que o P, 0 D. Mas o D é medido por nenhum
outro, além dos A, B, C; portanto, o P ¢ o mesmo que um dos A, B, C. Seja o
mesmo que B. E quantos séo os B, C, D em quantidade tantos fiquem tomados, os E,
HI, J, a partir do E. E os E, HI estdo na mesma razdo com os B, C, D; portanto, por
igual posto, como o B esta para o D, o E para o J. Portanto, o dos B, J é igual ao dos
D, E; mas o dos D, E é igual ao dos P, O; portanto, também o dos P, O € igual ao
dos B, J. Portanto, como o P esta para o B, o J para 0 O. E 0 P é 0 mesmo que B;
portanto, também o J é o mesmo que o0 O; o que é impossivel; pois o0 O foi suposto
ndo o mesmo que algum dos expostos. Portanto, nenhum nimero medira o FG, além
dos A, B, C, D, E, HI, J, L, e da unidade. E foi provado o FG igual aos A, B, C, D,
E, HI, J, L, e a unidade. Mas um numero perfeito é o que é igual as partes de si
mesmo; portanto, o FG é perfeito; o que era preciso provar (EUCLIDES, 2009, p.
351).

Mas talvez o trunfo da escola esteja no famoso teorema de Pitdgoras, que afirma “que o
quadrado sobre a hipotenusa de um triangulo retangulo € igual a soma dos quadrados sobre 0s
catetos” (EVES, 2004, p. 103). Este teorema ja era conhecido pelos babilonios, mas sua
primeira demonstracdo pode ter sido dada por Pitagoras, ao que tudo indica por um processo

de decomposicéo.

Figura 8 - Representacdo da possivel decomposicéo feita por Pitagoras .

b a a b

b a
Fonte: Eves (2004).

Demonstracdo: Sejam a, b e ¢ 0s catetos e a hipotenusa respectivamente, de um dado
triangulo retangulo, e consideremos 0s quadrados como aparecem nas figuras anexa acima,

com lados iguais a a + b. Nosso quadrado da esquerda é composto por seis partes, 0s dois
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quadrados dispostos sobre os catetos, e quatro triangulos retangulos congruentes ao triangulo
dado, com as medidas a, b e c. Nosso segundo quadrado, o da direita, € composto por cinco
partes, o quadrado sobre a hipotenusa e quatro outros triangulos retangulos congruentes ao
mesmo tridngulo dado. Retirando as partes iguais, ou seja, subtraindo iguais de iguais,
concluiremos que o quadrado sobre a hipotenusa € igual a soma dos quadrados sobre 0s
catetos. Ainda, para provar que o quadrado da parte central da segunda figura possui lado de
medida ¢, necessitamos usar o fato de que a soma dos angulos internos de um triangulo
retangulo é igual 180°, ou dois retos. A demonstracdo desse fato também esté presente na obra
euclidiana, na proposicéo 47, do livro I.

Nos triangulos retangulos, o quadrado sobre o lado que se estende sob o angulo reto é

igual aos quadrados sobre os lados que contém o angulo reto.

Figura 9 — Representacdo da construcéo usada como apoio para a demonstracédo do
teorema de Pitagoras.

H

D L E
Fonte: adaptada de Euclides (2009).

Demonstracgéo: Seja o triangulo retangulo ABC, tendo o angulo sob BAC reto; digo
que o quadrado sobre a BC é igual aos quadrados sobre as BA, AC.

Fiquem, pois, descritos, por um lado, o quadrado BDEC sobre a BC, e, por outro
lado, os GB, HC sobre as BA, AC, e, pelo A, fique tracada a AL paralela a qualquer
uma das BD, CE; e fiquem ligadas as AD, FC. E, como cada um dos angulos sob
BAC, BAG é reto, entdo, as duas retas AC, AG, ndo postas no mesmo lado, fazem
relativamente a alguma reta, a BA, e no ponto A sobre ela, os angulos adjacentes
iguais a dois retos; portanto, a CA estd sobre uma reta com a AG. Pelas mesmas
coisas, entdo, também a BA estd sobre uma reta com a AH. E, como o angulo sob
DBC é igual ao sob FBA; pois, cada um € reto; fique adicionado o sob ABC
comum; portanto, o sob DBA todo é igual ao sob FBC todo.

E como, por um lado, a DB € igual a BC, e por outro lado, a FB, a BA, entdo, as
duas DB, BA sdo iguais as duas FB, BC, cada uma a cada uma; e o angulo sob DBA
é igual ao angulo sob FBC; portanto, a base AD [ € ] igual a base FC, e o tridngulo
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ABD é igual ao triangulo FBC; e, por um lado, o paralelogramo BL [ é ] o dobro do
tridngulo ABD; pois, tanto tém a mesma base BD quanto estdo nas mesmas paralelas
BD, AL; e, por outro lado, o quadrado GB é o dobro do triangulo FBC; pois, de
novo, tanto tém a mesma base FB quanto estdo nas mesmas paralelas FB, GC. [Mas
os dobros das coisas iguais sdo iguais entre si;] portanto, também o paralelogramo
BL ¢ igual ao quadrado GB. Do mesmo modo, entdo, sendo ligadas as AE, BK, sera
provado também o paralelogramo CL igual ao quadrado HC; portanto, o quadrado
BDEC todo é igual aos quadrados GB, HC. E por um lado, o quadrado BDEC foi
descrito sobre a BC, e, por outro, os GB, HC, sobre as BA, AC. Portanto, o0
quadrado sobre o lado BC ¢ igual aos quadrados sobre os lados BA, AC.

Portanto, nos triangulos retangulos, o quadrado sobre o lado que se estende sob o
angulo reto é igual aos quadrados sobre os lados que contém o [angulo] reto; o que
era preciso provar (EUCLIDES, 2009, p. 133).

E atribuida aos pitagoricos também a elaboracio da ideia de grandezas
incomensuraveis. Tal descoberta, de acordo com Silva (2007), contrariava a ideia de que 0s
ndmeros constituiam todas as coisas e, dessa maneira, a realidade. Por isso, foi mantida em
segredo e, segundo lendas, pode ter custado a vida de um membro que tentou divulga-la.
Segundo 0 modo de pensar dos pitagdricos, como tudo de fato era constituido de nimeros,
esperava-se que tudo estivesse em uma relacdo de proporcionalidade, o que ndo ocorreu na
verificacdo de alguns casos estudados.

Para entender esse fato, podemos pensar, por exemplo, na comensurabilidade entre o
lado de um quadrado e sua diagonal. Se tentarmos acha-la ndo a encontraremos, pois esses
entes do quadrado (lado e diagonal) ndo sdo comensuraveis, ou seja, ndo € possivel expressar
ambos no mesmo conjunto numérico. Se 0s nimeros racionais fossem dispostos em uma reta,
todos estariam bem espacados segundo a unidade escolhida. A incomensurabilidade exibia

nameros que nao se comportavam de acordo com a unidade escolhida. Dai,

novos nameros tiveram de ser inventados para serem associados a esses pontos; e
ndo sendo racionais, vieram a se chamar ndmeros irracionais (0 que significa
nimeros ndo racionais). A descoberta desses nimeros assinala um dos grandes
marcos da histéria da matematica (EVES, 2004, p. 105).

Silva (2007) nos diz que a descoberta da incomensurabilidade constitui a primeira
grande crise enfrentada pelos matematicos, mas que foi rapidamente superada a partir das
teorias de Eudoxo, a respeito das proporcionalidades, e também no século XIX com as teorias

dos irracionais por Dedekind.

3.2.2 As filosofias de Platdo e Aristételes
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Platdo viveu mais ou menos entre 0s anos 476 e 347 a. C. e sua filosofia, segundo Silva
(2007), busca compreender a realidade (sentida ou pensada) em dois niveis distintos de
mundo: “um mundo transcendente perfeito e imutavel — 0 mundo do ser, atemporal e eterno —
e outro imperfeito e corruptivel — 0 mundo imanente do vir-a-ser, imerso no tempo e no
torvelinho da transformacdo incessante, este em que nds vivemos” (SILVA, 2007, p. 38). Para
Platdo, o mundo imanente (este o qual fazemos parte) é acessivel a n6s por meio dos sentidos,
ja o transcendente apenas pelo entendimento ou pela razéo.

No que diz respeito as coisas deste mundo acessivel, por intermédio dos sentidos ha, de
acordo com a filosofia de Platdo, como descreve Silva (2007), objetos que, por exemplo,
podem figurar serem circulares e até pessoas se assemelharem a boas. Mas somente no mundo
transcendente encontraremos “a propria Ideia de circularidade, a bondade sem jaca e 0s
circulos perfeitos” (SILVA, 2007, p. 39).

Em relacdo a matematica, a filosofia platonica diz que as “Ideias matematicas”
assumem instancias perfeitas e dessa forma ndo podem ser acessiveis aos sentidos, ja que

pertencem ao mundo transcendental.

Os objetos triangulares e os pares de objetos do mundo fisico, por sua vez, tém
apenas uma relacdo de semelhanca — ndo de identidade — com as formas. Dizemos
gue um objeto sensivel tem a forma triangular — e isso quer dizer que ele é
semelhante a um tridngulo, mas ndo € ele préprio um triangulo — e que um par
qualquer de objetos tem a forma do nimero 2, isto é, a forma de algo e algo — e isso
¢ um modo de dizer que ele € semelhante a um qualquer nimero 2, mas ndo € um
deles (SILVA, 2007, p. 41).

Para essa filosofia, a matematica ocupa-se das formas e ndo das ideias. As formas e 0s
objetos matematicos existem antes da atividade matematica que, segundo Platdo, é o meio
pelo qual ascendemos até eles para estuda-los. Assim, é via intelecto que podemos conhecer
os entes matematicos. De acordo com Silva (2007), “os sentidos podem nos sugerir, conduzir
nossa atencdo para as entidades perfeitas; conhecé-las, porém, é tarefa exclusiva da
inteligéncia” (SILVA, 2007, p. 42).

Esse modo de pensar admite 0 homem como possuidor de uma alma racional e de um
corpo sensivel. A alma pode ascender até o mundo das ideias, onde ja esteve antes de se
ajuntar a um corpo. O corpo percebe aquilo que lhe é posto por intermédio dos sentidos e ndo
pode, a partir disto, desenvolver conhecimento perfeito e indubitavel. “As verdades
matematicas, em particular, expressam simplesmente, para Platdo, relacGes universais e

imutéaveis entre as formas matematicas” (SILVA, 2007, p. 42).
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Platdo ndo era um matematico, mas sem ddvidas foi um grande influenciador no
desenvolvimento da matematica, visto que quase todas as descobertas matematicas da época
séo feitas por frequentadores da Academia de Platéo.

Mais que uma filosofia da matematica, Platdo nos legou um estereotipo. Hoje,
poucos ainda aceitam seriamente o reino puro de Ideias de Platdo, sua teoria da
reminiscéncia, e outras idiossincrasias da sua filosofia, mas a imagem da matematica
como uma ciéncia de um dominio fora desse mundo ao qual ascendemos pelo
pensamento é ainda a “filosofia” natural dos matematicos (SILVA, 2007, p. 43).

Aristoteles (384-322 a. C), discipulo e critico da teoria de Platdo, também influenciou o
fazer matematico grego. Segundo Silva (2007), Aristoteles ndo admitia a existéncia de um
mundo transcendental, onde haveria o conceito de ideias e formas matematicas. Para
Aristételes, as formas geométricas e nimeros existem “apenas como aspectos de objetos e
colecBes de objetos reais, isto €, notas caracteristicas desses objetos cuja existéncia depende
da existéncia dos proprios objetos” (SILVA, 2007, p. 43). Deste modo, em sua filosofia nao
aprecem os conceitos de ideia ou formas transcendentes, isto &, pertencentes a um mundo que
transcende, mas apenas objetos matematicos vistos de acordo com os aspectos que se fazem
importantes, ora num ou em outro momento.

A matematica assim entendida ndo se diferencia das demais ciéncias empiricas. Assim
como na fisica, preocupa-se com 0s objetos pertencentes a realidade desde mundo,
diferenciando-se apenas no modo de estudar tais objetos. “A matematica considera-0S
exclusivamente do aspecto formal matematico, isto €, vé neles apenas sua forma geométrica
ou aritmética” (SILVA, 2007, p. 44).

Os objetos matematicos sdo, portanto, uma abstracdo, ou uma ficcdo util. Eles sdo
aspectos dos objetos empiricos, sendo 0s objetos empiricos considerados como matematicos

quando estamos interessados neles enquanto matematicos.

Analogamente, para Aristételes, a matematica estuda objetos sob certos aspectos
apenas, uma bola como uma esfera, um par de dois livros como dois. Ao fazer isso,
dizemos, abstraimos da bola a sua forma geométrica e da colegdo de livros a sua
forma aritmética. Visto assim, Arist6teles € um empirista em ontologia, pois, para
ele, apenas os objetos dos sentidos existem realmente, com um sentido pleno de
existéncia (SILVA, 2007, p. 45).

Quanto aos objetos matematicos que nao tém correspondentes reais, como por exemplo,

o miriagono®, Aristételes diz que devemos reconhecer certas formas ficticias. Formas

9 E um poligono que apresenta 10000 lados.
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possiveis de existéncia, uma vez podem ser criadas a partir de objetos reais. O proprio
miridgono pode ser construido a partir de circulos e segmentos de retas. E até numeros tdo
grandes, que por serem tdo grandes ndo podem enumerar um conjunto, podem ser obtidos por
acréscimos sucessivos de unidades.

Na filosofia de Aristételes, os objetos sensiveis (0s reais ou empiricos) sdo formas
aproximadamente perfeitas. Uma bola, por exemplo, esta proxima de ser uma esfera, mas ndo
o ¢. A abstracdo aristotélica ¢ “uma operagdo mais complexa que a mera separagdo em
pensamento (ou, melhor ainda, separacdo logica) de um aspecto como ele realmente se
apresenta no objeto” (SILVA, 2007, p. 46).

Assim, surge mais um elemento na teoria aristotélica, a idealizacdo, pois quando
usamos uma esfera em lugar de uma bola da realidade idealizamos essa forma, ou seja,
desconsideramos suas diferencas e, dessa maneira, “uma esfera matematica ¢, assim, a
idealizacdo de um aspecto da bola, e s6 assim ela existe” (SILVA, 2007, p. 46).

Trazendo essa concepgdo de idealizagcdo dos objetos matematicos a partir dos objetos
reais, como sdo entendidas as verdades matematicas, de acordo com a filosofia aristotélica?
Para ele, 0os objetos sensiveis ndo tém, como em Platdo, uma forma ideal que seja
independente deles. Dessa forma, as verdades (ou asser¢des) matematicas dizem respeito aos
objetos reais. Vejamos um exemplo: Silva (2007) apresenta uma afirmacdo muito conhecida,
o teorema de Tales, que diz: “(1) a soma dos angulos internos de um objeto triangular
qualquer é igual a dois retos. Ou ainda, equivalentemente: (2) a soma dos angulos internos de
um objeto triangular qualquer, na medida em que ele é um objeto triangular, é igual a dois
retos” (SILVA, 2007, p. 46-47). A afirmacdo (1) esta nos dizendo que todo objeto triangular
apresenta a propriedade de ter seus angulos somando igual a dois retos; ja (2) diz a mesma
coisa, porém acrescenta a necessidade do objeto ser triangular para apresentar a propriedade
enunciada.

Para demonstrar essa propriedade (ou teorema), escolhemos um objeto triangular
qualquer. Utilizando construcgdes, constatamos de alguma forma, quer empiricamente ou por
imaginacdo, que o0s angulos internos desse objeto somam dois angulos retos. Sempre
considerando que as formas geomeétricas, os angulos, e os aspectos desse objeto sdo instancias
perfeitas. Vamos a prova dada por Euclides a afirmacdo 1, que em sua obra é a proposi¢cdo 32

do Livro I, como disposta em Bicudo (2009).

Tendo sido prolongado um dos lados de todo tridangulo, o angulo exterior é igual aos

dois anteriores e opostos, e 0s trés angulos interiores do tridngulo séo iguais a dois retos.
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Figura 10 - Representacdo da construgdo usada como apoio para a demonstragéo da
soma dos angulos internos de um triangulo.

= C D
Fonte: adaptada de Euclides (2009).

Demonstracao: Seja o triangulo ABC, e fique prolongado um lado dele, o BC, até o
D; digo que o angulo sob ACD, exterior, é igual aos dois sob CAB, ABC, interiores
e opostos, e os trés angulos sob ABC, BCA, CAB, interiores do triangulo, sdo iguais
a dois retos.

Fique, pois, tracada, pelo ponto C, a CE paralela a reta AB.

E como a AB é paralela a CE, e a AC caiu sobre elas, os angulos sob BAC, ACE,
alternos, sdo iguais entre si. De novo, como a AB ¢é paralela & CE, e a reta BD caiu
sobre elas, o angulo sob ECD, exterior, é igual ao sob ABC, interior e oposto. Mas
foi provado também o sob ACE igual ao sob BAC; portanto, o &ngulo sob ACD todo
é igual aos dois sob BAC, ABC, interiores e opostos.

Fique adicionada o sob ACB comum; portanto, os sob ACD, ACB sdo iguais aos
trés sob ABC, BCA, CAB. Mas os sob ACD, ACB séo iguais a dois retos; portanto,
o0s sob ACB, CBA, CAB sao iguais a dois retos.

Portanto, tendo sido prolongado um dos lados de todo tridngulo, o angulo exterior é
igual aos dois interiores e opostos, e os trés angulos interiores do triangulo séo
iguais a dois retos; o que era preciso provar (EUCLIDES, 2009, p.122).

Porém, quando analisamos esse objeto particular, verificamos que a Unica propriedade
que desempenha papel na demonstracao € a triangularidade. Desse modo, por generalizacao,

todos os objetos triangulares tém essa propriedade.

Assim, a demonstracdo do teorema envolve verificagdo empirica (ou, se usamos
apenas imaginacao, o esboco mental de uma verificagdo empirica, que também conta
como uma verificacdo empirica, jA4 que a imaginacdo, nesse caso, é apenas
reprodutiva: o objeto triangular imaginado é a imagem de um objeto real possivel)
para mostrarmos que um particular objeto tem a propriedade requerida, e reflexdo ou
analise logica, isto é, a razdo para fundamentar a generalizag¢do (SILVA, 2007, p.
48).

Aristételes, mesmo sendo um empirista, admitia como validos 0os métodos matematicos
de demonstracGes de sua época, que estabeleciam resultados universais, mesmo que néo
partissem de fatos enumerativos e das necessidades humanas, visto que versavam sobre coisas

reais.
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Dessa maneira, em relagdo as questdes concernentes aos objetos matematicos “ele
parece admitir um misto de racionalismo e empirismo em questdes epistemoldgicas — as que
dizem respeito a verdade matematica” (SILVA, 2007, p. 48). Entretanto, ha um método de
demonstracdo matematica, a reducdo ao absurdo, que Aristoteles muito criticou. Esse método
consiste em negar a assercao que se quer provar e, dessa forma, como consequéncia, chegar a
alguma contradicdo. O que justifica que a assercdo € verdadeira. Para Aristételes, esse tipo
demonstracdo ndo é causal, pois se chega a uma verdade sem se saber 0 motivo que a torna
verdadeira, dai suas criticas a0 método. Ainda de acordo com Avila (2001), as demonstragdes
por absurdo seguem um roteiro. Para se provar que A —»B, ou seja, que dada uma proposicéo
A concluiremos B, comecamos supondo A verdadeira, e B falsa. “esta ultima ¢ chamada
‘hipotese do raciocinio por absurdo’, uma suposi¢do apenas temporaria, até chegarmos a uma
contradicdo, um absurdo. Somos entdo forcados a remover a hipotese do raciocinio por
absurdo e concluir que B é verdadeira” (AVILA, 2001, p. 04).

Vejamos um exemplo desse tipo de prova através da proposicdo 6 do Livro | dos

elementos.

Caso os dois angulos de um triangulo sejam iguais entre si, também os lados que se

estendem sob os angulos iguais serdo iguais entre si.

Figura 11 - Representacdo da construcdo usada como apoio para a demonstracao da igualdade
dos lados AB e AC do triangulo ABC devido a igualdade dos angulos ABC e ACB.

Fonte: adaptado de Euclides (2009).

Demonstracgao: Seja o triangulo ABC, tento o angulo sob ABC igual ao angulo sob
ACB; digo que também o lado AB ¢é igual ao lado AC.
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Pois, se AB é desigual a AC, uma delas é maior. Seja maior a AB, e fique subtraida
da maior AB a DB igual a menor AC, e fique ligada a DC.

Como, de fato, a DB ¢ igual a AC, e a BC é comum, entdo, as duas DB, BC séo
iguais as duas AC, CB, cada uma a cada uma, e o0 angulo sob DBC ¢ igual ao angulo
sob ACB; portanto, a base DC € igual a base AB e o triangulo DBC ser igual ao
triangulo ACB, 0 menor, ao maior; o que é absurdo; portanto, a AB néo é desigual a
AC; portanto, € igual.

Portanto, caso os dois angulos de um triangulo sejam iguais entre si, também os
lados que se estendem sob os &ngulos iguais serdo iguais entre si; 0 que era preciso
provar (EUCLIDES, 2009, p. 103).

Entre as principais contribuicbes de Aristoteles para a matematica, destaca-se a
sistematizacdo da l6gica por meio do estudo das formas de inferéncia que, no século XIX,
abrem caminhos para o desenvolvimento da matematica formal.

Aristoteles também apresenta em sua filosofia a concepcdo de matematica como uma
ciéncia dedutiva. Para ele, a matematica € como um edificio estruturado sobre verdades
relacionadas segundo os preceitos l6gicos a partir de pressupostos fundamentais. E a partir
dessa ideia que Euclides escreve Os Elementos, um texto que enuncia verdades aritméticas e
geométricas, partindo de um conjunto minimo de axiomas e postulados.

As contribuicdes da silogistica® aristotélica fazem emergir no cenério do conhecimento
matematico as raizes da logica formal e da matematica enquanto uma ciéncia axiomatico-
dedutiva, propriamente dita que, mais tarde, se transformam num modelo cientifico da
matematica. Silva (2007) afirma que “dificilmente poderiamos encontrar melhor exemplo que
o0 de Aristételes da influéncia da filosofia ndo apenas na reflexdo sobre a matematica, mas no

desenvolvimento da propria matematica” (SILVA, 2007, p. 53).
3.2.3 As demonstracdes matematicas em Euclides e os elementos

De acordo com o historiador Carl B. Boyer, autor do livro “Historia da Matematica”,
com a morte de Alexandre, o Grande, os generais do exército grego acabaram por entrar em
conflitos entre si. Em 306 a. C., por exemplo, o controle da parte egipcia do império grego
estava nas mdos dos Ptolomeus, dos maceddnios e dos governantes locais do Egito. Ptolomeu
| comandava Alexandria com o auxilio de seu filho Ptolomeu II. Em seu governo fundou duas
instituicbes importantes, que tornaram a regido um dos principais centros de erudicdo da

histdria, a saber, a universidade (Museum) e a Biblioteca.

10 Silogismo ¢é um tipo de raciocinio dedutivo em que, “de duas proposi¢des iniciais (as premissas), uma terceira
(a conclusé&o) é logicamente tirada na medida em que ela estava implicita nas primeiras. O modelo do silogismo
¢ ‘Todo A € B, ora, C é A, portanto C é B, onde A ¢ o meio-termo, o que serve de intermediario entre B e C.””
(DUROZOI, G. e ROUSSEL, 1993).
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Para compor esse centro de pesquisas, Ptolomeu Il trouxe um grupo de sébios de
diversas areas. E nessa composicdo estava Euclides, autor de Os elementos. A respeito dele
pouco se sabe, nas palavras de Boyer, “considerando a fama do autor e de seu best-seller,
sabe-se notavelmente pouco sobre a vida de Euclides. Ele foi tdo obscuro que nenhum lugar
de nascimento ¢ associado a seu nome” (BOYER e MERZBACH, 2012, p. 87). Em algumas
edi¢des que se fizeram de Os elementos ha um engano ao identificar Euclides como sendo de
Megara.

Em se tratando da sua formac¢do, Boyer diz que “da natureza de seu trabalho, pode-se
presumir que Euclides de Alexandria tenha estudado com os discipulos de Platdo, sendo na
propria academia” (BOYER e MERZBACH, 2012, p. 87).

Euclides desenvolveu, alem de os elementos outras obras, algumas das quais se
perderam e outras foram preservadas. Entre as obras que se perderam estava um tratado sobre
as conicas, composto por quatro volumes, Lugares geometricos de superficie, Pseudaria e
Porismas. Acerca dessas obras, segundo os historiadores, ndo fica claro que tipo de contedos

elas possuiam, mas uma em especial, Porismas, se tornou uma grande perda.

A perda dos Porismas de Euclides é particularmente atormentadora. Papus disse
mais tarde que um porisma é algo intermediario entre um teorema, em que alguma
coisa € proposta para demonstracdo, e um problema, em que alguma coisa é
proposta para construgdo. Outros descrevem um porisma como uma proposicao em
que se determina uma relacdo entre quantidades conhecidas e varidveis ou
indeterminadas, talvez a melhor aproximacdo da ideia de funcdo da antiguidade
(BOYER e MERZBACH, 2012, p. 88).

Dentre as obras que se preservaram estdo: Os dados, Divisdo de figuras, Os fendmenos,
Optica e Os elementos. Os dados, segundo Boyer e Merzbach (2012), é uma espécie de
complemento para os seis primeiros volumes de Os elementos e, ao que parece, foi escrito
para ser utilizado na universidade de Alexandria. Inicialmente sdo apresentadas quinze
definicBes acerca de grandezas e lugares geométricos. Sua parte central é composta de
noventa e cinco enunciados que versam sobre as implicacdes das condicdes e grandezas
possiveis em problemas. Sua parte final traz enunciados referentes a relagdes entre grandezas
lineares e angulares em um dado circulo. A préxima obra é Divisdo de figuras, obra, alias,
que teria se perdido caso 0s sabios arabes ndo a tivessem traduzido. Sua versdo original em
grego segundo Boyer (1996) ndo sobreviveu, mas sabe-se que algumas provas contidas no
livro foram omitidas, por serem consideradas faceis. Seu conteudo contém trinta e seis

proposicoes, todas relacionadas a divisdo de configuragdes planas.
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Um fato interessante ocorre com a obra Os fendbmenos, pois ela é comparével a outra de

sua época.

Os fendmenos, de Euclides, é muito semelhante a A esfera de Autdlico — isto €, uma
obra de geometria esférica para o uso dos astrénomos. Uma comparagdo entre as
duas mostra que os dois autores se aproveitaram fortemente de uma tradicdo de
livro-texto que era bem conhecida de sua geracdo (BOYER, 1996, p. 70).

Este ocorrido pode ser verdade também para Os elementos, trabalho que falaremos mais
adiante.

Optica é uma das primeiras obras a falar sobre perspectiva, ou geometria da visao direta.
O seu estudo era dividido em trés partes, em Optica, “a geometria da visdo direta”, em
catoptrica, “a geometria dos raios refletidos” e dioptrica, “a geometria dos raios refratados”.
Em especial, a “Optica de Euclides ¢ digna de nota por adotar uma teoria de ‘emissdao’ para a
visdo, segundo o qual o olho envia raios que vao até o objeto, em contraste com uma doutrina
rival de Aristoteles, na qual uma atividade em um meio caminha em linha reta do objeto para
o olho” (BOYER e MERZBACH, 2012, p. 88).

Entretanto, a obra mais importante, em matematica, desenvolvida por Euclides foi sem
duvidas Os elementos. Segundo Boyer (1996), a universidade de Alexandria era muito
parecida com as instituigdes modernas de niveis superiores. ‘“Parte dos professores
provavelmente se notabilizava na pesquisa, outros eram melhores como administradores e
outros ainda eram conhecidos pela capacidade de ensinar. Pelos relatos que possuimos, parece
que Euclides definitivamente pertencia a ultima categoria” (BOYER, 1996, p. 71). Dessa
forma, Boyer (1996) diz que ele era conhecido na universidade pela sua habilidade de expor
bem as suas ideias. Essa habilidade, de acordo com o autor, foi a chave do sucesso na
producéo de Os elementos. E sabido que houve outras obras antes dessa, dentre as quais esta a

de Hipdcrates de Chios, porém ndo resta se quer tracos de nenhuma dessas obras.

Os elementos de Euclides superam de tanto seus competidores que foram os Gnicos a
sobreviver. Ndo eram, como se pensa a&s vezes, um compéndio de todo o
conhecimento geométrico; ao contrério, trata-se de um texto introdutério cobrindo
toda a matematica elementar — isto ¢, aritmética (no sentido de ‘teoria dos
numeros’), geometria sintética (de pontos, retas, circulos e esferas), e algebra (ndo
no sentido simbdlico moderno, mas um equivalente em roupagem geométrica)
(BOYER, 1996, p. 72).

Nas palavras de Proclo segundo Boyer (1996), ele descreve “Os elementos, em relagao

ao resto da matematica, como as letras do alfabeto em relacdo com a linguagem” (BOYER,

1996, p. 72).
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Com o decorrer dos anos, outros autores incluiram no livro-texto de Os elementos,
comentérios explicativos, o que mais tarde veio a ser copiado pelos escribas posteriores, como
parte do texto original. Alguns desses acréscimos permanecem no texto que possuimos nos
dias atuais. “Acredita-se que a ordenacdo seja dele (de Euclides) e, presumivelmente, algumas
provas foram fornecidas por ele; mas, afora isso, é dificil avaliar o grau de originalidade dessa
obra, a mais renomada na historia da matematica” (BOYER, 1996, p. 72).

A obra em si esta dividida em treze livros ou capitulos. De acordo com Boyer (1996), 0s
seis primeiros tratam de geometria plana elementar, os livros VII, VIII e IX, versam sobre
teoria dos nimeros, o livro X, sobre incomensuraveis, e os trés Gltimos de geometria espacial.

O texto ndo contém em sua estrutura uma introducdo, nem alguma preliminar antes de
entrar em sua parte central. Parte-se do livro I, que se inicia com vinte e trés defini¢des, cinco
postulados e cinco no¢des comuns. Acerca das defini¢bes, Boyer (1996) diz: “A deficiéncia,
aqui, é que algumas defini¢cbes ndo definem, pois ndo ha um conjunto prévio de elementos
ndo-definidos em termos dos quais os outros sejam definidos” (BOYER, 1996, p. 72). Assim,
quando Euclides faz a sua primeira definicdo: “Ponto ¢ aquilo de que nada ¢ parte”
(BICUDO, 2009, p. 97), ndo esta definindo estes entes, pois para se definir algo, deve-se
partir de termos precedentes, termos, alias, bem mais conhecidos do que aquilo que se deseja
definir.

Parte-se entdo, logo em seguida, das defini¢cBes para os postulados e no¢des comuns.
Vejamos abaixo como é apresentada essa parte da obra retirada do livro Os elementos,
traducdo de Irineu Bicudo (2009):

Postulados.

1. Figue postulado tragar uma reta a partir de todo ponto até todo ponto.

2. Também prolongar uma reta limitada, continuamente, sobre uma reta.

3. E, com todo centro e distancia, descreve um circulo.

4, E serem iguais entre si todos os angulos retos.

5. E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faga os angulos interiores e do

mesmo lado menores do que dois retos, sendo prolongadas as duas retas,
ilimitadamente, encontrarem-se no lado no qual estdo os menores do que dois retos
(EUCLIDES, 2009, p. 98).

Nogdes comuns.

As coisas iguais &s mesmas coisas sao também iguais entre si.

E, caso sejam adicionadas coisas iguais a coisas iguais, os todos sdo iguais.
E, caso de iguais sejam subtraidas iguais, as restantes sdo iguais.

E, caso iguais sejam adicionadas a desiguais, os todos séo desiguais.

E os dobros da mesma coisa séo iguais entre si.

E as metades da mesma coisa sdo iguais entre si.

E as coisas que se ajustam uma as outras sao iguais entre si.

E o todo [é] maior do que a parte.

E duas retas ndo contém uma area (EUCLIDES, 2009, p. 99).

CENOURWNR
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Segundo Eves (2004), ¢ interessante fazer alguns comentérios acerca das proposi¢des
encontradas na obra. Para nds, como o foco sdo as demonstra¢Ges, destacaremos algumas
para que possamos expor como Euclides aferia as provas nesta obra. Assim, olhando para o
Livro I, selecionamos entre os varios métodos de provas trés tipos: por superposicdao, por
reducdo ao absurdo e por construgéo.

Comecemos com a prova da proposicdo 4 da obra. “A demonstracdo se faz por
superposicao: colocando-se o angulo dado de um dos triangulos sobre o angulo dado do outro
triangulo de maneira que os lados iguais também coincidam, prova-se que um dos triangulos
pode ser aplicado no outro” (EVES, 2004, p. 169).

Caso dois triangulos tenham os dois lados iguais [aos] dois lados, cada um a cada um,
e tenham o angulo contido pelas retas iguais igual ao angulo, também terdo a base igual a
base, e o triangulo sera igual ao triangulo, e os angulos restantes serdo iguais aos angulos

restantes, cada um a cada um, sob os quais se estendem os lados iguais.

Figura 12 — Representacao da construcdo usada como apoio para a demonstracéo.

Fonte: adaptado de Euclides (2009).

Demonstragdo: Sejam os dois tridngulos ABC, DEF, tendo os dois lados AB, AC
iguais aos lados DE, DF, cada um a cada um, por um lado, o AB ao DE, e, por outro
lado, 0 AC ao DF, e 0 &ngulo sob BAC igual ao angulo sob EDF. Digo que também
a base BC ¢ igual & base EF, e o tridngulo ABC serd igual ao triangulo DEF, e os
angulos restantes serdo iguais aos angulos restantes, cada um a cada um, sob os
quais se estendem os lados iguais, por um lado, o sob ABC ao sob o DEF e, por
outro lado, o sob ACB ao sob DFE.

Poais, o triangulo ABC, sendo ajustado sobre o tridngulo DEF, e sendo posto,
por um lado, o ponto A sobre o ponto D, e, por outro lado, a reta AB sobre a DE,
também o ponto B se ajustard sobre o E , por ser AB igual & DE; entdo, tendo se
ajustado a AB sobre a DE, também a reta AC se ajustard sobre a DF, por ser o
angulo sob BAC igual ao sob EDF; desse modo, também o ponto C se ajustaréd
sobre o ponto F, por ser, de novo, a AC igual & DF. Mas, por certo, também o B
ajustou-se sobre o E; desse modo, a base BC se ajustara sobre a base EF. Pois se a
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base B, tendo, por um lado, o B se ajustado sobre o E, e por outro lado, o ¢ sobre o
F, ndo se ajustar sobre a EF, duas retas conterdo uma érea; o que é impossivel.
Portanto, a base BC ajustar-se-a sobre a EF e sera igual a ela; desse modo, também o
triangulo ABC todo se ajustara sobre o triangulo DEF todo e serd igual a ele, e os
angulos restantes ajustar-se-8o sobre os angulos restantes e serdo iguais a eles, por
um lado, o sob ABC ao sob DEF, e, por outro lado, o sob ACB ao sob DFE.
Portanto, caso dois tridngulos tenham os dois lados iguais [aos] dois lados, cada um
a cada um, e tenham o angulo contido pelas retas iguais igual ao angulo, também
terdo a base igual a base, e o tridngulo sera igual ao triangulo, e os angulos restantes
serdo iguais aos angulos restantes, cada um a cada um, sob os quais se estendem os
lados iguais (EUCLIDES, 2009, p. 101).

A prova por reducdo ao absurdo ja foi discutida anteriormente nesse mesmo capitulo,

vejamos mais um exemplo através da proposicdo 7 a seguir.

Sobre a mesma reta ndo serdo construidas duas outras retas iguais as duas mesmas
retas, cada uma a cada uma, em um e outro ponto, no mesmo lado, tendo as mesmas

extremidades que as retas do comeco.

Figura 13 — Representacao da construcdo usada como apoio para a demonstracéo por
absurdo.

Fonte: adaptado de Euclides (2009).

Demonstragdo: Pois, se possivel, sobre a mesma reta AB fiquem construidas as
duas retas AD, DB, iguais as mesmas retas AC, CB, cada uma a cada uma, sobre um
e outro ponto, tanto o C quanto D, no mesmo lado, tendo as mesmas extremidades,
de modo a ser, por um lado, a CA igual & DA, tendo a mesma extremidade A com
ela, e, por outro lado, a CB, a DB, tendo a mesma extremidade B com ela, e fique
ligada a CD.

Como, de fato, AC é igual & AD, também o angulo sob ACD é igual ao sob
ADC; portanto, o sob ADC é maior do que o sob DCB; portanto, o sob CDB &, por
muito, maior do que o sob DCB. De novo, como a CB é igual & DB, também o
angulo sob CDB é igual ao angulo sob DCB. Mas foi também provado maior, por
muito, do que ele; o que é impossivel.

Portanto, sobre a mesma reta ndo serdo construidas duas outras retas iguais as
duas mesmas retas, cada uma a cada uma, em um e outro ponto, no mesmo lado,
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tendo as mesmas extremidades que as retas do comego; 0 que era preciso provar
(EUCLIDES, 2009, p. 104).

Como exemplo do método de construcdo, escolhemos a proposicdo 9. De acordo com
Eves (2004), um dos propdsitos desse método ¢ de servir de prova de existéncia; “por
exemplo, a melhor maneira talvez de provar a existéncia da bissetriz de um angulo é

efetivamente construi-la” (EVES, 2004, p. 170). Vejamos como.

Cortar em dois o angulo retilineo dado.

Figura 14 — Representacao da construgdo usada como apoio para a demonstracéo por
construcéo.

A

B c
Fonte: adaptado por Euclides (2009).

Demonstracgéo: Seja o angulo retilineo dado o sob BAC; € preciso, entdo, corta-los
em dois.

Fique tomado sobre AB o ponto D, encontrado ao acaso, e fique subtraida da AC a
AE igual & AD, e fique ligada a DE, e fique construido sobre a DE o triangulo
equilatero DEF, e fique ligada a AF; digo que o angulo sob BAC foi cortado em dois
pela reta AF.

Pois, como a AD ¢ igual & AE, e a AF é comum, ento, as duas DA, AF sdo
iguais as duas EA, AF, cada uma a cada uma. Também a base DF é igual a base EF;
portanto, o angulo sob DAF é igual ao &ngulo sob EAF.

Portanto, o angulo retilineo dado, o sob BAC, foi cortado em dois pela reta
AF; o que era preciso fazer (EUCLIDES, 2009, p. 105).

Os elementos ndo é apenas 0 mais antigo texto de matematica grega a chegar até nos,
mas € o texto de maior influéncia em matematica de todos os tempos. “Foi composto em 300

a.C. aproximadamente e foi copiado e recopiado repetidamente depois” (BOYER, 1996, p.
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82). Ao passar dos anos, erros e variag0es foram sendo inseridos, o que fez, de acordo com
Boyer (1996), com que alguns editores, posteriormente, tentassem melhorar o original. Algo
que s6 foi possivel ao se comparar mais de meia ddzia de cdpias em manuscritas gregas, que
datam em sua maioria do século X e XII.

Muitas cdpias da obra chegaram até nds através de tradugdes arabes, que no século XII
passam a ser traduzidas para o latim e, mais tarde, no século XVI, para o vernaculo. A grande
obra teve sua primeira versao impressa em 1482, em Veneza, constituindo um dos primeiros
livros de matematica impressos; calcula-se que, desde entdo, pelo menos mil edi¢cGes foram
publicadas. Talvez nenhum livro, além da Biblia, possa se gabar de tantas edicles, e
certamente nenhuma obra matematica teve influéncia comparavel a de Os elementos de

Euclides. Como ¢ apropriado o nome que sucessores de Euclides lhe deram, “o

Elementador”!(BOYER, 1996, p. 82).

3.3 AS DEMONSTRACOES MATEMATICAS NA IDADE MEDIA

Durante a Idade Média, ha um grande declinio cultural atestado no Ocidente, “os
Elementos tornaram-se uma obra de um nivel muito acima das possibilidades da época, s
usada muito restrita e superficialmente” (DOMINGUES, 2002, p. 06). Agora, o centro de
estudos matematicos passa a ser nos mundos arabes e hindus, entretanto de acordo com
Domingues (2002), nenhum desses povos empregava suas atencdes para as demonstracdes
matematicas como 0s povos gregos do periodo classico o faziam, antes, estavam muito longe
disso. Enfocaremos nessa secdo o periodo de transmissdo, momento em que 0S centros de
estudos do lado ocidental passam a ser dentro dos monastérios, local onde se faziam as
traducOes de textos importantes daquela época.

Durante os séculos que se seguiram depois de Euclides, Alexandria continuou sendo o
centro de atividades intelectuais do mundo dito civilizado, entretanto, vinha sofrendo ameacas
dos exércitos estrangeiros. De acordo com Simon Singh (2014), a cidade de Alexandria sofre
seu primeiro ataque no ano 47 a. C. por Jilio César, quando este tenta derrubar Cle6patra™
ateando fogo em seu exército. A biblioteca, que ficava perto do porto, acabou também sendo
incendiada, e isso levou a perda de milhares de livros, todos destruidos. Mas, por fim, como a
rainha era uma grande apreciadora da importancia do conhecimento, resolveu restaurar a

biblioteca que se havia perdido.

11 Cleotpatra foi a Gltima rainha da dinastia de Ptolemeu, general que governou o Egito apds a conquista daquele
pais pelo rei Alexandre 111 da Macedonia.
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Aléem disso, no ano 389, a biblioteca sofre outro ataque, desta vez por cristdos. O
imperador Teoddsio, um cristdo, deu ordens ao bispo Teofilo de Alexandria para que este
destruisse todos 0s monumentos pagdos. Juntando este fato com o de que quando Cledpatra
restaura a biblioteca, ela a deixa alojada no Templo de Serapis, podemos imaginar no que deu,

mais uma vez a biblioteca se torna um alvo, agora de Tedfilo.

E assim a Biblioteca foi jogada no meio da flria para a destruicdo de icones e
altares. Os estudiosos “pagdos” tentaram salvar seis séculos de conhecimento, mas
antes que pudessem fazer qualquer coisa foram linchados pela horda de cristdo. O
mergulho em dire¢do a Idade das Trevas tinha comegado (SINGH, 2014, p. 72).

Porém, algumas coOpias de livros muito importantes escaparam desta segunda destruicéo
e, assim, os estudiosos continuaram a visitar a cidade de Alexandria em busca de novos
conhecimentos. Entretanto, outro ataque em 642, agora desferido pelos mugulmanos, veio

terminar o que os cristdos comegaram.

Quando Ihe perguntaram o que devia ser feito com a biblioteca, o califa Omar,
vitorioso, declarou que os livros que fossem contrarios ao Cordo deveriam ser
destruidos. E os livros que apoiassem o Cordo seriam supeérfluos e, portanto,
também deviam ser destruidos. Os manuscritos foram usados como combustivel
para as fornalhas que aqueciam os banhos publicos. A matematica grega virou
fumaca (SINGH, 2014, p. 72).

Com todas as obras perdidas, a matematica no Ocidente fica por um fio, reduzida,
portanto, ao basico. Mas, gracgas aos indianos e aos arabes, que copiaram as férmulas do que
havia restado, iniciou-se um processo de restauracdo. Eles mesmos comecaram a recriar 0S
teoremas que se haviam perdido. E ndo s6 isso, sdo responsaveis pela insercdo de novos
elementos na matematica, como € o caso do numero zero. Este nimero realiza, na
matematica, duas funcbes importantes. Com ele é possivel distinguir 43 de 403, sua primeira
funcdo. E, além disso, num sistema como 0 nosso, posicional, onde cada posi¢do ocupada por
um namero tem um significado, é necessario um simbolo para demarcar a posicao vazia e,
neste caso, utilizamos o zero. Entdo, quando escrevemos 403, significa que temos quatro

vezes cem, mais zero vez dez, mais trés vezes um.

Os hindus reconheceram que o zero tinha uma existéncia independente, além do
mero papel de marcar espacos entre ndmeros. O zero era um nUimero como 0S
outros, ele representava a quantificacdo do nada. E pela primeira vez o conceito
abstrato do nada recebia uma representacéo simbolica (SINGH, 2014, p. 73).
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Assim, enquanto a Europa deixava de lado a busca pelas verdades matematicas, a India
e a Arabia iam produzindo a partir do que se podia das cinzas que restaram de Alexandria e

(13

dando solidez ao conhecimento que conseguiam estruturar. E, mais do que isso, “o
reinterpretavam com uma linguagem nova e mais eloquente” (SINGH, 2014, p. 73).

Em suma, além de acrescentarem 0 zero a numeracdo matematica, eles também
substituiram os diversos simbolos gregos e 0s numeros romanos pelo sistema de contagem
hindu-arabico. “As ideias de Pitagoras ¢ Euclides ndo eram menos elegantes em seu modo de
expressao desajeitado. Mas traduzidas para os simbolos da Arabia desabrochariam e produzir
conceitos novos e mais ricos” (SINGH, 2014, p. 72).

J4, do lado ocidental, segundo Eves (2004), durante a Baixa Idade Média, periodo que

se estende da metade do século V ate o século XI,

0 ensino praticamente deixou de existir, quase todo o saber grego desapareceu e
muitas das artes e dos oficios legados pelo mundo antigo foram esquecidos. Apenas
os monges dos monastérios catélicos e uns poucos leigos cultos preservaram um
ténue fio de saber grego e latino. O periodo foi marcado por muita violéncia fisica e
intensa fé religiosa. A ordem social antiga cedeu lugar a uma outra, feudal e
eclesiastica (EVES, 2004, p. 289).

O mundo antigo, antes desse periodo, era dominado pelos romanos, pois desde 63 a. C.
estes dominaram diversos territdrios num processo de expansédo, inclusive a Grécia Antiga.
Porém, os romanos, de acordo com os relatos de Eves (2004), ndo tinham interesse na
matematica abstrata. Seus interesses eram voltados para os aspectos praticos, no que diz
respeito ao comércio e a engenharia civil.

Quando o seu império entra em decadéncia, ocorre uma interrupcdo do comércio e 0s
projetos de engenharia foram abandonados, o que faz com que ndo seja “exagero dizer que,
afora a elaboracdo do calendario cristdo, muito pouca matematica se fez durante o meio
milénio da Baixa idade Média” (EVES, 2004, p. 289).

Mas, ainda assim, podemos na historia da matematica citar alguns nomes importantes:
Boécio (c. 475-524), Beda (c. 673-735), Acuino (735-804) e Gerberte (c. 950-1003), sendo
que este ultimo, mais tarde se tornou o papa Silvestre II.

A importancia de Boécio para a histdria da matematica, segundo Eves (2004), se da pelo
fato de seus livros de geometria e aritmética serem usados por muitos séculos nas escolas
monasticas. A sua geometria se resume nas proposicdes do Livro | e na sele¢do de outras do
Livro Il e IV dos Elementos de Euclides, em conjunto com algumas aplicagfes de

mensuracao. Ja, sua Aritmética era baseada na de Nicbmaco, que havia sido escrita quatro
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séculos antes. Boécio se tornou o fundador da escoléstica medieval. Isso se deu tanto por seus
trabalhos em matematica, quanto pela sua filosofia. Porém, foi “preso e condenado, sofreu
morte cruel, razdo pela qual foi proclamado martir da Igreja” (EVES, 2004, p. 290),
provavelmente por seus questionamentos politicos.

Beda e Acuino eram inglese. O primeiro nasceu em Northumberland, era conhecido
pela alcunha de o Veneravel, sendo um dos maiores eruditos da igreja naqueles tempos. Entre
suas obras ha trabalhos que versam sobre matematica, a saber, um tratado sobre o calendéario e
outro sobre a contagem com os dedos. O segundo nasceu em Yorkshire, escreveu a respeito
de muitos tépicos de matematica e, embora haja duvidas, credita-se a ele uma cole¢do de
problemas na forma de quebra-cabeca, que por muitos séculos influenciou autores de textos
escolares.

Ja, Gerbert nasceu em Auvergne, na Franca. Estudou em escolas mulgumanas, na

Espanha. Durante seus estudos tem contato com obras importantes da matematica.

Foi um dos primeiros cristdos a estudar nas escolas mugulmanas na Espanha e ha
indicios de que, ao retornar, tenho introduzido na Europa cristdo os numerais hindu-
arabicos (sem o zero). Atribui-se a ele a construcdo de &bacos, globos terrestres e
celestes, um relégio e, talvez, um 6rgdo. Esses feitos corroboram em alguns de seus
contemporaneos a suspeita de que ele tenha vendido a alma ao demdnio. Néo
obstante, ele subiu firmemente na hierarquia da Igreja, acabando por se eleger papa,
com o nome de Silvestre Il, em 999. Considerado erudito profundo, escreveu sobre
astrologia, aritmética e geometria, embora sua obra matematica seja de pouco valor
(EVES, 2004, p. 291).

Nesse periodo, muitos manuscritos Arabes foram traduzidos para o latim. Isso se deu
devido ao grande interesse e procura por textos gregos, principalmente pelas obras que
continham ideias filosoficas e matematicas. Quando os latinos descobriram que os arabes
eram também grandes admiradores do peripatetismo e possuidores de tradugdes e comentarios
acerca de muitos trabalhos (principalmente os de Aristoteles), buscaram traduzir as obras

arabicas. De acordo com Cajori,

Durante essa busca, os trabalhos matematicos também vieram a ser notados e
traduzidos para o latim. Embora a principio sé alguns poucos trabalhos de menos
importancia tenham sido traduzidos, o interesse havia comeg¢ado por volta de 1100 e
0 zelo dedicado aos conhecimentos maometanos excedeu até mesmo ao dos proprios
arabes, quando no oitavo século, estes saquearam os ricos cofres da ciéncia dos
gregos e hindus (CAJORI, 2007, p. 176).

Para ndo deixar de citar alguns nomes importantes de pessoas que muito contribuiram

com suas traducdes temos: Abelardo de Bath (c. 1120), Jo&o de Sevilha, Gerardo de Cremona
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(1114-1187) e Giovanni Campano (1220-1296). O primeiro, Abelardo de Bath, teve sua época
de atividades no inicio do século XII, dentre seus trabalhos destaca-se uma das traducdes mais
antigas dos Elementos de Euclides. Ele também é responsavel pela traducdo das tabuas
astrondmicas de Al-Khowarizmi e a aritmética de Al-Khowarizmi. Jodo de Sevilha atuou
como tradutor em meados do século XII. Nesta época, existiu um grupo de cientistas cristdos
que sob o comando de Raymond, bispo em Toledo, estavam incumbidos a realizar traducdes
de obras consideradas importantes. Jodo de Sevilha realizou traduc6es da filosofia aristotélica,
de muita importancia para a matematica. O terceiro tradutor, Gerardo de Cremona, por volta
de 1175 traduziu o Almagesto de Ptolomeu, pois tinha o desejo de adquiri-lo. Traduziu
também para o latim mais de 70 trabalhos arabes. Dentre as obras matematicas traduzidas por
Cremona estao, além do Almagesto, “os 15 livros de Euclides, e a Sphaerica de Teodosio,
citam-se um trabalho de Menelau, a algebra de Al-Khowarizmi, a astronomia de Jabir ibn
Aflah, e outros menos importantes” (CAJORI, 2007, p. 177).

Podemos, assim, ver que muitos foram os tradutores daquela época que colaboraram
para a difusdo da ciéncia do arabe para a lingua latina. Podemos citar, ainda, Giovanni
Campano de Novara, que por volta de 1260 “publicou uma nova traducao Euclides, a qual deu
origem a mais, outras tantas, surgindo dessas a base para as edigdes impressas” (CAJORI,
2007, p. 178).

A ciéncia dessa forma, segundo Cajori, veio a chegar as méos dos cristdos, sendo que ja

na metade do século XIlI,

o0 Ocidente j& estava de posse da chamada notacéo ardbica. No final do século, os
métodos de calcular hindus comecaram a se sobrepor aos complicados métodos
herdados dos romanos. A algebra, com as suas regras, para resolver equagdes
lineares e quadraticas, tornou-se acessivel aos latinos. A geometria de Euclides, a
Sphaerica de Teoddsio, a astronomia de Ptolomeu, e outros trabalhos estavam agora
ao alcance da lingua latina (CAJORI, 2007, p. 178).

Neste periodo, mais especificamente nos séculos XII e X1V, aparecem dois matematicos
importantes, Leonardo Fibonacci (1175-1250) e Nicole Oresme (1323-1382). O primeiro,
nascido em Pisa, inspirado por seu pai, um alfandegério, realizou diversas viagens ao Egito,
Sicilia, Grécia e Siria, lugares onde teve contato com a matematica oriental e arabe. Assim
sendo, Fibonacci, com seu conhecimento dos algarismos indo-arabicos, torna-se o primeiro

matematico cristdo a escrever e publicar no ano de 1202, um tratado, Liber abaci'.

12 Livro do abaco
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Entretanto, seu contetdo ndo tem nada a ver com o que o titulo sugere, antes trata de

problemas e conceitos algébricos.

Descreve nos quinze primeiros capitulos o modo de tratamento que se deve dar aos
nove algarismos indianos mais o zephirum ou zero; métodos de calculos com fracoes
comuns; sexagesimais e unitarias, mas ndo as decimais, discute sobre raizes de
equacdes do segundo e terceiro graus; e calculo de raizes quadradas e cubicas
(CONTADOR, 2006, p. 451).

Outros trabalhos de sua autoria sdo também Practica Geometriae, publicado em 1220, e
0 Liber quadratorum de 1225. O primeiro trata de geometria e trigonometria, e 0 segundo
sobre andlise indeterminada.

Em se tratando do Liber Abaci, um problema que muito chama a atencdo € o seguinte:
Quantos pares de coelhos serdo produzidos num ano, comegando com um sé par, se em cada
més cada par gera um novo par que torna produtivo a partir do segundo més?
(CONTADOR, 2008, p. 451)

Analisando este problema, vamos chamar como o fez Contador (2006): de P um par de
coelhos e de P1 os pares gerados por P, de P2 os gerados por P1, o que permitira a construcéo
de uma tabela, que faremos até o sexto més. Lembrando, porém, que os coelhos do primeiro
par sdo adultos e ndo entram nos resultados. Entretanto, esse primeiro par produzira um novo
a cada més e, além disso, o primeiro par produzido sé podera produzir um novo par no seu

terceiro més.

Tabela 1 - Pares de Coelhos.

Més Os pares a cada més Numero de pares
1 P 1
2 P 1
3 P+P1 2
4 P+Pl+P1 3
5 P+Pl+P1+P1+P2 5
6 P+Pl+P1l+P1+P1+P2+P2+P2 8

Fonte: autor.

Olhando para esta tabela, é possivel perceber uma regra, que cada termo da sequéncia é
igual a soma dos dois termos anteriores. Dessa maneira € que podemos desenvolver uma
generalizacdo para a sequéncia: 1, 1, 2, 3, 5, 8,..., @n-2, @n-1, @n,.. Onde a, = an2 + a1, para n > 2.
Esta sequéncia recebe o nome de Sequéncia de Fibonacci. Podemos pensar numa nova tabela

para resolver este problema, vejamos como.
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Tabela 2 - Quantidades de pares em cada més.

Fim do més, n° Casalis adultos Casals jovens Total de casais
1 1 0 1
2 1 0 1
3 1 1 2
4 1 2 3
5 2 3 5
6 3 5 8
7 5 8 13
8 8 13 21
9 13 21 34
10 21 34 55
11 34 55 89
12 55 89 144
13 89 144 233

Fonte: autor.

Assim, analisando a tabela, vemos que ao final de um ano teremos 233 casais de
coelhos, de acordo com as condi¢fes dadas.

O outro importante matematico para a época, como mencionado anteriormente, é o
bispo Nicole de Oresme. Este foi professor no colégio Navarre de Paris, fez traducdes de
Aristoteles, também desenvolveu obras acerca da matematica e, segundo Contador (2006), a

sua grande importancia se deve a trés fatos:

Usar expoentes fracionarios, em um de seus trabalhos apresentou a representacdo
grafica de funcbes com o nome de latitude de formas, estudou e localizou pontos
num plano através de coordenadas usando os nomes latitude e longitude — que
correspondem as nossas ordenadas e abscissa -, assunto que mais tarde daria origem
a Geometria analitica; diz-se que num trabalho que ndo chegou a ser publicado, ele

, . 1 1 1 1
obteve a soma da série ¢ ou 2—1+2—2+2—3+---+— fazendo de Oresme,

2n’
juntamente com Arquimedes os primeiros a trabalharem com o que seria mais tarde
a analise infinitesimal (CONTADOR, 2006, p. 461).

Dessa forma, Oresme percebe que, trabalhando com os dois eixos longitude e latitude,
ele conseguia utilizar duas varia¢cbes ao mesmo tempo. Eentdo, a partir disso, ele conseguiu
tracar um gréafico de velocidade em funcédo do tempo, isso para um objeto que tem aceleracéo
constante a partir do repouso. Assim, foi possivel a ele analisar este grafico, sabendo que a
distdncia do eixo horizontal até o grafico da funcdo representava a velocidade do corpo

naquele instante.
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Foi assim que aconteceu o inicio da lei do movimento que, mais a frente no século
XVII, através de um experimento préatico, Galileu concluiria que a distancia total percorrida
por um corpo varia com o0 quadrado do tempo. Ele observou neste experimento que as
distancias estdo entre si do mesmo modo que estdo 0s nUmeros impares e, assim como a soma
dos n primeiros niimeros impares resulta em n?, logo a distancia total percorrida por um corpo
varia com o quadrado do tempo.

Oresme também trabalhou com a série harmdnica % + % + % + i NN % infinita. Ele foi

0 primeiro a demonstrar que ela é divergente. Vejamos uma demonstracdo para este fato.

Demonstracdo: consideremos a série reescrita da seguinte forma 2;‘;;1% = %+%+§+

T (1+3) + (1+1+3+3) + -~ Notemos, a partir disso, que cada expressio
4 5 1 2 3 4 5 6 7 8

dentro dos parénteses é maior do que 5. Como por exemplo, >+ > +7 =2 0Uz+=+-+
S>cdodtods=2 AsSim, T - =c4+o4s+>cHo+o+o 4=, portanto uma
série divergente.

Também sugeriu em seus trabalhos a extensdo para trés e quatro dimensdes de sua
latitude de formas, mas infelizmente isso ndo foi possivel a ele. A falta de uma geometria
algébrica pode ter sido um dos maiores obstaculos para o prosseguimento de seus trabalhos.

Isto também pode ter impedido os matematicos do século X1V de terem desenvolvido
técnicas algébricas novas e, ao invés disso, opostos aos gregos, comecarem a resolver
somatarios de series infinitas.

A matematica desenvolvida em todos esses anos ndo chega a ser como nos periodos
classicos gregos, estd mais voltada a resolucdo de problemas praticos, assim como faziam os

antigos egipcios e babil6nicos.

Na Europa, nos cerca de 1.500 anos que se seguiram apés o periodo classico, poucos
foram os trabalhos de Matematica que surgiram, e se somarmos todos os trabalhos
de todas as civilizagdes nesse periodo, veremos que em nenhum sentido poder-se-a
comparé-lo com as realiza¢Bes da Grécia antiga. Talvez o maior feito desse periodo
tenha ficado por conta da criacdo do zero (CONTADOR, 2006, p. 463).

3.4 AS DEMONSTRACOES MATEMATICAS NA IDADE MODERNA

Na Idade Moderna, a matematica herdada dos antigos gregos havia sido bastante
modificada em seus conteddos, métodos e, como enfatiza Silva (2007), em espirito. Neste

periodo, muitas ciéncias, como a algebra, acabam surgindo, ao passo que as antigas
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disciplinas, geometria e aritmética, ja haviam se desenvolvido consideravelmente. Entretanto,
como nos diz Silva (2007), “o que mais chama ateng¢do nessa época sdo a crescente autonomia
do simbolismo matematico e as novas concepcbes de nimero germinadas nos dominios da
algebra” (SILVA, 2007, p. 77).

Desde o final da Antiguidade, a partir de Diofanto™ e também dos algebristas arabes, na
Idade Média, h4 uma grande evolucdo na notacdo algébrica que se constitui num sistema
simbolico, “capaz de expressar em sinais 0s termos numéricos (incognitas e parametros) € as
operagdes as quais as quantidades denotadas por esses termos estdo submetidas” (SILVA,
2007, p. 77). Consequentemente, com a sofisticacdo dos simbolos algébricos, a resolugdo de
equacdes que, para os arabes, consistiam em preenchimento™ e balanceamento™, mais tarde
ira progredir até técnicas mais sofisticadas com os algebristas italianos do século XVI,
Scipione del Ferro (1465-1526), Tartaglia (1499-1557), Cardano (1501-1576) e Bombelli
(1526-1572). Esses matematicos, em suma, inventaram alguns métodos que reduzem
equacdes a suas formas candnicas e expressam as raizes dessas equagdes candnicas através de

operagdes com seus coeficientes.

Desse modo, o procedimento de resolucdo de equagdes torna-se pouco a pouco um
processo mecanico de manipulacdo de simbolos. Estdo criadas as condicfes para que
0 simbolismo algébrico adquira uma espécie de vida propria, gerando os seus
proprios conceitos (SILVA, 2007, p. 78).

Com o avanco e estudos de equacOes feitas por eles, chega-se em expressdes que para
aquela época ndo fazia muito sentido, como é o caso da raiz quadrada de nimeros negativos,
ja que ela era entendida como a média proporcional entre esse nimero e a unidade. Mas isso
ndo impediu que matematicos como Bombelli e Cardano tratassem o0s ndmeros negativos e
suas respectivas raizes quadradas em detrimento de seus significados, o que deu origem aos
nameros imaginarios, visto apenas como simbolos sem sentidos. Segundo Silva (2007), este
foi um momento importante para a historia da matematica, ndo s6 em respeito a extensdo do
conceito de nimero, mas também para a constituicdo da concepcdo moderna de matematica. E

claro que esses procedimentos traziam vantagens matematicas. Esses novos numeros

13 Nascido entre os anos 201 e 214 e falecido entre 284 e 298 é considerado o maior algebrista da antiguidade, e
desempenha um papel semelhante ao que Euclides tem na Geometria.

14 Consiste na eliminacdo dos termos a serem subtraidos de um membro da equacéo por adicdo a ambos o0s
membros de termos iguais.

15 Consiste na redugdo de termos iguais de ambos 0s membros de uma equagao.
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possibilitaram, por exemplo, a extensdo da formula®® criada por Scipione del Ferro, bem como

sua generalizagéo.

Nesse ato aparentemente banal em que o simbolismo matematico clama pela sua
autonomia séo criados nimeros que ndo mais correspondem a uma particularizagao
do conceito de quantidade, mas respondem apenas a razdo formal. Se um termo
numérico se comportava como se denotasse um nUmero, mesmo que isso fosse
impossivel segundo a concep¢do de nimero em voga, entdo ele efetivamente
denotava um ndmero. Desde entdo ndmeros ndo sdo mais entidades independentes
apenas denotadas pelos simbolos, mas entidades geradas pelo proprio simbolismo
que se caracterizam exclusivamente pelas suas relagdes operat6rias com outros
numeros (SILVA, 2007, p. 78-79).

Talvez para os matematicos italianos faltasse a percepcdo, que mais tarde surge na
historia da matematica, de que dentro de um determinado dominio numérico os seus objetos
podem ser substituidos por outros sem que nada se modifique, tendo apenas que garantir que
esses novos elementos gozem das mesmas propriedades formais que 0s nimeros substituidos.
Isso nos traz a possibilidade de extensdo dos dominios matematicos, acrescentando a ele
novos objetos, como o fez Bombelli com 0s nUmeros imaginarios.

Assim, se iniciava na algebra do século XVI uma concepcdo formal do fazer
matematica que ira visivelmente se desenvolver no século XIX, onde surge a ideia de
matematica como uma ciéncia de “estruturas ou involucros formais de possiveis dominios de
objetos, definidos por relagcdes puramente formais no interior de um sistema simbdlico sem
interpretacdes pré-determinadas” (SILVA, 2007, p. 80).

Mais a frente, no século XVII, ha muitas revolucbes dentro e fora da matematica. S&o
desenvolvidas a filosofia moderna com René Descartes (1596-1650), a ciéncia moderna com
Galileu (1564-1642) e a matematica moderna com Cavalieri (1598-1647), Descartes, Leibniz
(1646-1716) entre outros mais. A matematica moderna tem como caracteristica 0 uso de
métodos infinitarios’’ em aritmética, algebra e geometria. E neste periodo que ocorre também
a criacdo do calculo infinitesimal por Newton (1643-1727) e Leibniz, e a algebrizacdo da
geometria por Descartes.

Em se tratando dos métodos infinitarios que, alias, € marca da matematica deste
periodo, foi possivel se chegar a alguns resultados importantes em matematica, na geometria

por exemplo, Cavaliere em 1635 descobre o famoso Principio de Cavalieri, que diz que dois

2[c2 b2

31_ 2 2 3_
16 Essa férmula hoje em dia é conhecida como Ferro-Tartaglia: x = \]f + /% + 12’—7 + Jf -5t

17 Método da matematica classica que busca abstra¢des sobre o infinito, “das demonstra¢cdes ndo construtivas,
dos objectos ideais ¢ uma extensdo conservativa da matematica finitista” (OLIVERIA, 2009).
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solidos tém o mesmo volume caso tenham alturas iguais e secBes planas com areas
equivalentes a mesma altura.

De acordo com Silva (2007), a utilizacdo dos métodos infinitarios traz a vantagem de
ndo se trabalhar com a dupla reducdo ao absurdo, mesmo que ndo possibilitem o rigor
Arquimediano.

Se esses métodos ndo tém o rigor da matematica de Arquimedes [...], ttm ao menos
a vantagem de evitar a dupla reducdo ao absurdo que o método arquimediano de
exaustdo exige, privilegiando demonstracdes explicativas, ou causais, segundo 0s
preceitos légicos-epistemologicos de Aristételes (SILVA, 2007, p. 81).

Mais a frente, o calculo infinitesimal criado por Newton e Leibniz de forma simultanea
e independente € outra conquista daquele momento. Leibniz publicou a sua descoberta em um
texto de seis paginas em 1684 sob o titulo: Um novo método para maximos e minimos, assim
como para tangentes, que ndo é obstruido por quantidades irracionais e fracionarias, e um
curioso tipo de calculo para ele’®. Em termos de demonstracéo Silva (2007), diz que neste
texto elas aparecem um pouco obscuras.

Ja, Newton publicou seu método de calculo infinitesimal entre 1704 e 1736, mas
provavelmente o descobriu entre 1655 e 1666, ao passo que Leibniz descoberto o seu em

1673 e 1676. Entretanto a obra ndo escapou as criticas

ambos foram acidamente criticados pelo carater vago e pouco rigoroso de suas
criacdes. Newton, por Berkeley e Leibniz pelo holandés Nieuwentijt (se bem que, no
segundo caso, a disputa ndo envolvesse uma negacao pura e simples do método, mas
antes as idiossincrasias proprias de cada um no trato com os infinitésimos) (SILVA,
2007, p. 82).

A fundamentacdo rigorosa do célculo s6 foi possivel no século XIX, com a nocdo de
limite e a reducdo dessa nocdo as puramente aritméticas, o que elimina as quantidades
infinitesimais e métodos pouco rigorosos de aproximacao. Bastava para isso a criacdo de uma
teoria dos nimeros que resolvesse alguns problemas. “[...], por exemplo, a natureza dos
nameros irracionais — que se arrastava, a bem da verdade, desde a descoberta das grandezas
incomensuraveis no século V a. C” (SILVA, 2007, p. 82).

Esses tedricos de que tratamos até agora sdo semelhantes aos inventores em busca de
um novo método de descoberta, ndo sdo rigorosos e zelosos pela ldgica. Matematicos assim

aparecerdo mais adiante como devia ocorrer. Mesmo que o calculo tenha tido sucesso em sua

18 Nova methodus pro maximis et minimis, itemque tangentibus, quae nec fractas nec irrationales quantitates
moratur, et singulare pro illis calculi genus.
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criacdo, ele nao foi tdo bem recebido como um avancgo tecnoldgico, como dito antes Newton
foi duramente criticado por Berkeley (1685-1753), aja vista que sua teoria deixava muito a
desejar do ponto de vista légico.

Como vimos ate aqui, S&0 muitos 0s avangos matematicos ocorridos nesse periodo da
historia da matemaética, entretanto ndo podemos deixar de citar outro importante teorico e
filosofo dessa ciéncia, que no século XV1I torna-se um marco fundamental, tanto em filosofia
quanto em matematica, estamos falando de Rene Descartes.

Em se tratando de suas contribuicdes para a matematica, Descartes cria um método
original para tratar a matematica tradicional herdada dos antigos gregos. Sabe-se que eles, 0s
gregos, concebiam a aritmética em termos exclusivamente geométricos. “Numeros, para eles,
estavam sempre associados a segmentos, e operagdes aritméticas, como somas e produtos a
construgdes geométricas” (SILVA, 2007, p. 85). O quadrado de um nimero pode ser
associado a area de um quadrado e o cubo ao volume. Por vezes, isso gerava problemas
quando o expoente ia crescendo e se tornavam maiores do que 3. Quem resolve este problema
é Descartes, representando as operacées algébricas por operacdes apenas sobre 0s segmentos,
e ndo mais como figuras de dimensdes superiores como faziam 0s gregos, ou seja, operacoes

com ndmeros em segmento sO pode resultar nimeros em segmentos.

Assim, na resolucdo de um problema geométrico, Descartes estava livre para tratar
os segmentos dados como constantes, 0os segmentos a serem obtidos como
incdgnitas e relaciona-los por meio de identidades geométrica conhecidas, dando
origem, desse modo, a uma relacdo funcional entre constantes e incognitas — em
suma, uma equacdo. Bastava entdo, para resolver o problema geomeétrico, resolver a
equacdo algébrica — isto é, isolar as incognitas em termos das constantes — e, depois,
construir os segmentos correspondentes as grandezas antes incégnitas, mas agora
dadas em razdo das grandezas conhecidas (SILVA, 2007, p. 85).

Dessa maneira, a algebra usada por Descartes era como um atalho e a algebrizagédo
como um instrumento geométrico de acordo com Silva (2007).

Sua obra, A Geométrie, foi publicada em 1637 em forma de apéndice ao seu Discours
de la Méthode. Esta obra ndo se assemelha a Geometria Analitica, ainda que ele seja
considerado um de seus criadores. Nela ndo aparecem como na Geometria Analitica 0s
sistemas de coordenadas, nem equacdes de retas e conicas. Entretanto, é atestado o sucesso de
seus métodos, quando Descartes resolve, além de generalizar um problema proposto por
Pappus (séculos I11-1V) que diz: “dadas quatro retas e quatro angulos, encontre um ponto tal
que, desse ponto, sejam tracadas retas que encontram as retas dadas segundo os angulos dados

e tal que os segmentos assim determinados sejam proporcionais entre si” (SILVA, 2007, p.
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86). Mas de tudo, a classificagdo de curvas que essa geometria proporcionou, pode ser seu
trunfo mais interessante, em suma eram distinguidas as curvas geométricas e as mecanicas, as
geométricas dignas da Geometria, sdo aquelas dadas por equacdes algébricas.

Nesse periodo, ocorre uma verdadeira explosdao em termos de producdo matematica,
que se caracteriza por importantes descobertas de resultados matematicos interessantes, tais
como os citados, porém tais resultados ndo sdo comprovados. Se ndo sdo comprovados,
podem ser considerados conhecimentos da “matematica”? Essa € a discussao que adentra a
idade moderna, que se caracteriza pela discussdo sobre os fundamentos da ciéncia

matematica.

3.5 AS DEMONSTRACOES MATEMATICAS NA IDADE CONTEMPORANEA

A matematica neste periodo passa por uma grande transformacdo e contestacdes,
principalmente sobre sues fundamentos. Muito se havia produzido! As duvidas eram se 0 que
foi produzido e denominado de ciéncia matematica era de fato matematico. Ha um consenso
sobre a necessidade de comprovacdo. Poréem a discordancia sobre o que era uma prova
matematica.

Neste contexto, emergem trés escolas filosdficas importantes: O Logicismo, o
Intuicionismo e o Formalismo. Cada uma com suas doutrinas e especificidade, procurando
fundamentar as bases da matematica construida ha milénios e com compreensdes distintas
sobre o papel da demonstragdo matematica, visto que, conforme explicitado na introducéo

desse trabalho, compreendiam a matematica de forma diferente.

3.5.1 A matematica no século XIX

Segundo Simon Singh (2014) em seu livro “O Ultimo Teorema de Fermat” a partir do
final século XIX, os matematicos comecgaram a se questionar a respeito dos fundamentos da
matematica, ou seja, passaram a olhar para as suas origens, verificando-a e tentando
reconstrui-la, para que assim pudessem garantir que seus fundamentos fossem confiaveis. Leis
como a lei da tricotomia®, tiveram que passar por analise rigorosa e demonstradas como
verdadeiras, pois havia a possibilidade de elas serem falsas, 0 que poderia por em prova, todas

as teorias que eram dependentes delas.

19 Tricotomia: essa lei diz que um ndmero € ou negativo, positivo ou nulo.
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Desde os antigos gregos a matemética vem acumulando mais teoremas e verdades, e
embora a maioria deles tenha sido rigorosamente provada os matematicos temiam
que alguns casos, como a lei da tricotomia, tivessem sido aceitos sem o exame
adequado. Algumas ideias tinham se tornado parte da tradicdo e ninguém tinha
certeza de como foram originalmente demonstradas, se de fato algum dia tinham
sido (SINGH, 2014, p. 129).

Singh (2014) relata que esse fato leva os matematicos se preocuparam em demonstrar
todas as verdades matematicas, ou seja, provar todos 0s teoremas existentes até entdo, sempre
embasados nos principios fundamentais. Nessa tentativa de provar todas as teorias, oS
matematicos deduziam teoremas (ou verdades) a partir de outros, de maneira que, seguindo
esse procedimento, eles chegaram a questdes tdo fundamentais, que para elas ja ndo era mais
possivel encontrar uma prova. Essas questdes fundamentais sdo os axiomas das teorias.

Seguem abaixo, como exemplos, os axiomas da aritmética, submetidos também as
analises da época:

a) Para quaisquer nimeros X, Y e Z

(X+Y)+Z =X+ (Y+2) e (XY)Z =X(Y2)
b) Para quaisquer nimeros X e'Y

X+Y =Y+Xe XY =YX
c) Para quaisquer nimeros X, Y e Z

X(Y+2Z) = XY + XZ.
d) Existéncia de elemento neutro

X+0=XeXl=X(1%£0)
e) Existéncia de oposto
X+Y=0

Os axiomas sdo os alicerces da matematica. Segundo Singh (2014), compreende-se que
é a partir deles que a matematica deveria ser reconstruida e, a esse propdsito, muitos esforcos
foram empreendidos. Esse trabalho de reconstrucdo da matematica a partir de seus
fundamentos exigiu coopera¢do entre 0s matematicos, o que uniu muitos tedricos na tentativa
de reconstruir toda a matematica empregando apenas os padrdes da logica.

Nesse sentido é que emergem as escolas filos6ficas que destacamos: o Logicismo, 0
Intuicionismo e o Formalismo. De acordo com Batistela et al. (2017), em ordem de aparigéo,

a primeira doutrina que se apresentou foi o logicismo. Iniciada por volta do ano 1884, tem
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como seus principais defensores, Gottlob Frege (1848-1925), Giuseppe Peano (1858-1932),
Bertrand Russel (1872-1970) e Alfred North Whitehead (1861-1947).

As ideias centrais do logicismo giraram em torno das proposicOes analiticas da
Idgica, uma vez que estas eram tidas como o fundamento sobre o qual o
conhecimento matematico poderia se justificar. Assim, a proposta logicista
apresentava dois eixos importantes: a) os axiomas matematicos sdo os principios da
Idgica; e b) a Matematica pode ser deduzida da Idgica (BATISTELA et al., 2017, p.
199).

O projeto desta escola, segundo estes mesmos autores, fundamentava-se na obra
Principia Mathematica (Principia), considerada como um marco para a constru¢do de uma
teoria formal dos conjuntos, cujos autores sao Russell ¢ Whitehead “Na obra buscou-se
mostrar que toda Matematica classica poderia ser deduzida da teoria dos conjuntos e, ao final,
mostrar que a Matematica Classica poderia ser escrita com as pegas da logica” (BATISTELA
et al. 2017, p. 199).

Entretanto, deduzir a matematica a partir da teoria dos conjuntos era 0 mesmo que

mostrar que 0s axiomas dessa teoria eram pertencentes a logica. Assim,

a tarefa entdo passou a ser a seguinte: demonstrar que os axiomas do Principia
pertenciam a légica. Como, neste caso, em vez dos axiomas do Principia, poderia se
usar qualquer outra teoria formal dos conjuntos, e, a teoria desenvolvida por
Zermelo e Frankel (ZF) é mais conhecida (BATISTELA et al., 2017, p. 199).

De acordo com Batistela et al. (2017), restava demonstrar que esses axiomas pertenciam

a logica. Abaixo segue a lista de axiomas da teoria de Zermelo e Frankel.

1) Axioma da extensionalidade: V x, v (V z (z € x < ze y) — X =) (diz que dois
conjuntos sdo idénticos se, e somente se, tém 0s mesmos elementos);

2) Axioma do conjunto vazio: 3 x; V y (~(y € X)) (enuncia a existéncia de um
conjunto que ndo tem nenhum elemento);

3) Axioma da formacéo de pares: 3 x,ya z; Vw (We z < w =X ou w = y) (enuncia
que dados dois objetos x e y, existe um conjunto z cujos elementos sdo exatamente x
ey);

4) Axioma da unido: Vx 3 y Vz (ze y « 3t (zet e te x)) (afirma que dado um
conjunto arbitrario x, existe um conjunto y tal que os elementos de y sdo os
elementos de Xx);

5) Axioma da infinidade: ax; (J € x e V y (yex = y U {y}e X)) (afirma a
existéncia de um conjunto que contém os seguintes elementos &; {J}; {J,{T}};
{0}y {0{2}}}: {0{0}{2{2}} {0 { T} {2 {T}}}}..)

6) Esquema de axiomas de substituicdo: se A(x,y, t1, t2, ..., tn) é uma férmula com
variaveis livres X e y com parametros tl, t2, ..., tn, entdo Vtl, t2, ..., tn (VX, T um
anico y; A(X, y, t1, t2, ..., th) > Vu av; B(u,v)) onde B(u,v) designa a formula Vr
(rev « as;(seu e A(s, r, t1, t2, ..., tn))). (A formula A define uma funcdo implicita
de x em y. O axioma afirma que para qualquer conjunto u, existe um conjunto v, que
€ imagem de u através dessa funcdo implicita);
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7) Axioma do conjunto das partes: Vx a y; Vz (zex < zcX) (enuncia que para
qualquer conjunto x existe um conjunto y cujos elementos sdo 0s subconjuntos de
X);

8) Axioma da escolha: Seja {Ai}iel uma familia ndo vazia de conjuntos néo vazios,
entdo, existe uma funcdo f | UAI iel : — tal que f(i)cAi. f é uma funcéo escolha e
equivale a: Se Ai# J, Viel, entdo X iel Ai #J;

9) Axioma da fundagio: Vx ay (x =J ou (ye x e Vz (ze X —> ~(ze Y))).

(afirma que nenhum conjunto € um de seus prdprios elementos (isso evita o
paradoxo de Russell)) (BATISTELA et al., 2017, p.199).

Porém, analisando o axioma da escolha e o0 axioma da infinidade, chega-se a conclusao
de que eles ndo podem ser pertencentes a logica, pois, de acordo com Batistela et al. (2017),
para serem aceitos como axiomas da l6gica deveriam ser aceitos em funcéo de seus conteidos
e ndo de suas formas sintéticas, o que era contrario a definicdo de proposicdes aceitas pelos

10gicos.

O enunciado do axioma da escolha ndo especifica se a colecdo de conjuntos nédo-
vazios é finita ou infinita. Isso implica dizer que toda colecdo finita de conjuntos
ndo-vazios tem uma funcdo de escolha. No caso de termos uma colecdo de um
conjunto, uma funcdo de escolha correspondente a apenas um elemento. Este
exemplo diz que todo conjunto ndo-vazio tem um elemento, mas isso é trivialmente
valido (BATISTELA et al., 2017, p. 200).

O axioma da infinidade diz respeito a existéncia de conjuntos infinitos, familiar na
matematica atual, seja por meio dos varios conjuntos infinitos que conhecemos, seja pelo
conjunto de pontos no espaco euclidiano, entre outros. O que se revela € que a aceitacdo deste
axioma se da em virtude de seu conteudo.

Isso promove uma mudanca na implementacdo do plano logicista. Os matematicos
iniciam o desenvolvimento de teorias para mostrar logicamente que 0s nove axiomas de ZF
eram pertencentes a logica, que todos eles teriam generalidades completas e seriam
verdadeiras, ndo em virtude de seus conteddos, mas das suas formas sintaticas. Porém, isso

nao ocorreu e a escola fracassou.

A escola logicista fracassou devido & impossibilidade de ela prépria mostrar
concretamente que todas as proposi¢des matematicas poderiam ser expressas na
terminologia légica e, que todas as proposicbes matematicas verdadeiras sdo as
expressdes verdadeiras para a l6gica (BATISTELA et al, 2017, p. 200).

Entretanto, ter fracassado em sua empreitada ndo diminui a importancia dada aos
logicistas, principalmente pela influéncia causada pelo Principia na histéria da matematica e
também pelo tratamento ldgico que deu possibilidades para o desenvolvimento da Logica

Matematica Moderna. Isso se deu principalmente pela introducdo dos simbolos de
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quantificadores universais e de existéncia,v (para todo) e 3 (existe) respectivamente. Esses
simbolos foram criados por Frege em sua obra, e o objetivo era formalizar as regras de
demonstragdes, “iniciando com regras elementares simples sobre as quais ndo houvesse
davidas, revolucionou a légica, pois proporcionou o desenvolvimento do célculo de
predicados (ou légica de predicados)” (BATISTELA et al,. 2017, p. 200).

Entretanto, havia outros matematicos, como o0s intuicionistas que entendiam a
matematica de modo diferente dos logicistas, consideravam que essa ciéncia deveria ter suas
bases bem seguras, estruturadas a partir da intuicao.

Entre os intuicionistas, uma corrente filos6fica do movimento construcionista, destaca-
se nome Kant (1724-1804), um dos principais tedricos a fundamentar o construtivismo. Sua
importancia ¢ destacada por Silva (2007), quando afirma que, de “um modo ou de outro,
todos os filosofos da matematica de orientacdo construtivista sdo seus herdeiros” (SILVA,

2007, p. 143).

Kant exigia que todos os enunciados geométricos e aritméticos verdadeiros fossem
intuitivamente justificados (isto é, demonstrados por meio de construcdes intuitivas),
e 0s conceitos numéricos e geomeétricos, construidos (isto €, seus exemplos deveriam
ser apresentados a priori na intuicdo pura). Kant ndo hesitou em banir da
matematica tudo o que nédo fosse atual ou potencialmente construido, como as raizes
quadradas de nimeros negativos (SILVA, 2007, p. 143).

A construgdo de carater intuicionista era “efetiva (uma vez completada a construgdo de
um numero, ele era considerado integralmente) e indutiva (para construir o nimero, deve-se
percorrer todos os passos mentais de construcdo desde o 1 até o n)” (BATISTELA et al.,
2017, p. 201). A matematica nesse contexto era entendida como um processo mental, e se
consistia de realizagbes mentais, efetivas e indutivas uma seguida da outra. “O mesmo que
vale para os numeros vale para as demonstragdes, para os teoremas ¢ para as definigdes”
(BATISTELA et al., 2017, p. 201). Segundo Batistela et al. (2017) os teoremas intuicionistas
se tornaram muito longos, pois eram feitos de maneira construtiva, 0 que acarretava perda da
elegancia, da engenhosidade e da brevidade.

“As consequéncias mais importantes da defini¢do intuicionista de Matematica sdo: a
Matematica € construtiva e ela ndo pode ser reduzida a nenhuma outra ciéncia” (BATISTELA
et al.,, 2017, p. 201). Assim, os intuicionistas acabam por travar um embate contra 0S
logicistas, pois, devido a segunda consequéncia da definicdo e, dada a informacdo de que as
leis I6gicas eram entendidas como combinac6es de palavras e ndo como construgdes mentais,

logo ndo eram matematica, ou seja, 0 que € matematica para os logicistas pode ndo ser
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matematica para os intuicionistas.. Dessa maneira, o projeto dos intuicionistas pauta-se em
definir o que é matemaética, segundo um critério. Tudo o que ndo atende o critério ndo €
matematica. O modo como a escola intuicionista trabalhou, por meio de constructos mentais,
consegue apresentar uma matematica sem contradi¢cdes além de oferecer uma solugdo para a
fundamentacdo dessa ciéncia. O problema € que, para a escola intuicionista, boa parte do
conhecimento da matematica deixou de ser matematica, pois tudo o que ndo se pautava na
intuicdo ndo era Matematica.

Passam a existir entdo

i) A ocorréncia de teoremas classicos que ndo sdo compostos de constructos, e
portanto, ndo podem ser demonstrados pelo modo intuicionista; ii) os que podem ser
demonstrados tanto de maneira classica quanto da maneira intuicionista e, iii) os
que sdo demonstrados como verdadeiros no intuicionismo e como falsos na
Matematica classica (BATISTELA et al., 2017, p. 201).

Seguindo a nossa lista de escolas filosoficas, temos ainda o formalismo, cujo objetivo
era 0 de provar que toda a matematica classica era consistente. Na lideranca deste trabalho
estava a figura de David Hilbert (1862-1943), grande adepto da ideia de que tudo na
matematica deve ser provado a partir dos axiomas basicos.

A conclusdo que chegam, segundo Singh (2014), € que era necessario dar certeza a duas
ideias centrais em matematica. A primeira € que, em matematica, se encontrariam respostas
para cada uma de suas partes individuais, suscitando, dessa forma, o conceito de
completeza®®. A segunda é a de que ndo haveria inconsisténcias nas teorias formalizadas, pois,
sendo uma afirmacdo verdadeira a partir de um método, ndo poderiamos concluir que ela é
falsa a partir de outro.

No Congresso Internacional de Matematica em Paris, no dia 8 de agosto de 1900,
Hilbert apresentou 23 problemas ndo solucionados da matematica os quais ele acreditava ser
os mais importantes na época. Singh (2014) diz que, dentre esses, “alguns problemas
relacionavam-se com areas mais gerais da matematica, mas a maioria deles estava ligada aos
fundamentos l6gicos dessa ciéncia” (SINGH, 2014, p.130). Estava claro que, a partir desses
problemas, Hilbert queria que a comunidade de matematicos se unisse com a intencdo de
realizar um programa de pesquisas que proporcionasse a realizacdo de um trabalho capaz de

tornar a matematica livre de davidas e inconsisténcias.

20 Diz da consisténcia de um sistema axiomatico.
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Segundo Silva (2007), nesse momento da histéria da matematica muitos sdo 0s
acontecimentos em torno das teorias ja existentes, bem como o surgimento de outras novas,
como, por exemplo, o das geometrias ndo euclidianas, que se desenvolveram do esforgo
durante anos de se provar o quinto axioma da geometria euclidiana a partir dos quatro
primeiros.

N&o podemos deixar de nos perguntar, quais foram as consequéncias e conclusdes as
quais 0s matematicos chegaram ao desenvolvimento de todo esse trabalho. Analisemos, entéo,
a estrutura das teorias que propunham os teéricos formalistas da época, liderados pela imagem
de Hilbert, fazendo um comparativo com o método axiomatico desenvolvido por Euclides.

Segundo Boyer (1996), a obra de maior expressdo em matematica na Grécia antiga € Os
Elementos, escrita por Euclides. Esta obra contém treze livros, sendo 0s seis primeiros
referentes a geometria plana, do sétimo ao nono referentes a teoria dos nimeros, o décimo
acerca dos incomensuraveis e os trés ultimos destacam a geometria no espaco.

No desenvolvimento de os elementos, Euclides utilizou 0 método axiomatico o qual ele
mesmo desenvolveu. Esse método, como dito antes, “consiste em fundar toda uma ciéncia em
uma base de verdades ndo demonstradas - 0s axiomas da teoria — a partir das quais se podem
derivar todas as verdades dessa ciéncia por meios exclusivamente l6gicos” (SILVA, 2007, p.
183). Mas, segundo 0 mesmo autor, a geometria euclidiana ndo possui uma axiomatizacao
completa, pois, para demonstrar resultados da sua teoria, Euclides muitas vezes usava meios
intuitivos, os quais ndo estavam presentes nos axiomas. Além disso, ele utilizava construcdes
em meio as suas demonstracdes. Destes fatos é que ndo se classifica os elementos como sendo
um sistema logico ou logico-formal, sistemas onde estdo explicitamente dados os seus
simbolos, bem como, as regras para a sua manipulacdo. Além disso, segundo Silva (2007),
podemos classificar as teorias axiomaticas da matematica como sendo teorias interpretadas,
“cujas asser¢des tém um significado determinado e descrevem um dominio especificado de
objetos” (SILVA, 2007, p. 184), nesta classificacdo estd a geometria de Euclides presente em
0s elementos.

Em contra partida, ha aquelas cujos seus resultados ndo expressam nenhum significado
esperado e sdo vistas apenas como uma sequéncia de simbolos, que estdo presentes na
linguagem onde a teoria esta sendo expressa. Essas sdo denominadas teorias axiomaticas nédo
interpretadas. Em relacdo aos axiomas presentes nas teorias axiomaticas ndo interpretadas,
Silva (2007) nos diz que
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0s axiomas dessas teorias podem ser entendidos como defini¢Bes implicitas dos
termos especificos da teoria em questdo — isso significa apenas que ndo importa
como interpretemos esses termos, eles s6 tém as propriedades que lhe sdo dadas
pelos axiomas e suas consequéncias logicas (SILVA, 2007, p. 185).

Dessa forma, as teorias ndo interpretadas podem admitir diversas interpretacoes,
independente dos significados que se deem aos termos da teoria para tornd-los verdadeiros, o
que importa sdo as propriedades que 0s axiomas empregam a esses termos. Silva (2007) nos
diz que por esse motivo “uma teoria axiomatico-dedutiva interpretada pode ou nao ser formal,
mas uma teoria nao interpretada é sempre formal” (SILVA, 2007, p. 186). J& que seus termos
ndo significam coisa alguma, a Unica op¢do ¢ manipula-los segundo um conjunto de regras
explicitas.

A propria geometria, de acordo com o mesmo autor, foi novamente axiomatizada por
Hilbert e apresentada em 1899 no que se chamou Grundlagen der Geometrie (Os
fundamentos da Geometria), sendo esta uma geometria que se enquadra no tipo de teoria nao
interpretada. No que diz respeito a diferenca entre essa nova formulacdo e a de Euclides,
Hilbert ndo define, por exemplo, 0 que € ponto, ou 0 que é reta ou ainda o que é plano, quem
se utiliza da teoria pode substituir esses termos por qualquer outro, como por exemplo, casa,
pode representar o conceito de ponto, estrada pode representar o de reta, ou mesmo o termo
cidade pode representar o de plano. Ja Euclides apresenta, em sua geometria, defini¢bes para
cada um desses termos, bem como, para 0s axiomas, entendendo esses termos como
evidentes. Dessa forma a geometria de Hilbert abstrai todos os termos submetidos a

evidéncias.

Esse procedimento — o de abstrair o sentido dos termos de uma teoria que se quer
axiomatizar — tem a Gbvia vantagem de impedir que o significado desses termos se
intrometa nas deducbes, emprestando-lhes verdades que ndo foram selecionadas
como axiomas (SILVA, 2007, p. 186).

Como dito antes, na geometria euclidiana se utilizava muitas vezes meios intuitivos ou
de construces, ja Hilbert apenas usava 0s meios légicos e os axiomas e, dessa forma, deduz
todos os teoremas que compunham a geometria. Porém, segundo Silva (2007), a eliminacéo
dos processos intuitivos nas dedugdes matematicas, fez com que surgissem 0 que 0S
matematicos chamam de sistemas inconsistentes, ou seja, um tipo de sistema onde todas as
assercOes podem ser demonstradas. Para resolver esse problema, surge um novo campo de
estudos em matematica, a metamatematica, que tém como objetos de estudos as teorias

formais, ou seja, a propria matematica.
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A questdo, segundo Silva (2007), ¢ a seguinte: “se teorias puramente formais ndo sao
nem verdadeiras nem falsas, por ndo serem interpretadas, como garantir que ndo Sao
absurdas?” (SILVA, 2007, p. 188). As teorias interpretadas sdo consistentes, visto que
expressam uma dada realidade, seja a dos nimeros ou das formas espaciais ou ainda qualquer
outra, e por isso, verdadeiras. J& as teorias ndo interpretadas ndo expressam nenhuma
realidade, dai a necessidade de verificar se sdo ou ndo consistentes.

Para verificar se tais teorias sd0 consistentes é preciso que se garantam duas
propriedades, a da completude e a da independéncia. A completude diz que dada uma
assercdo em um dado sistema, ela ou sua negacdo sdo demonstraveis, mas ndo ambas. Ja a
independéncia diz respeito aos axiomas, ou seja, nenhum deles pode ser derivado dos
restantes. Assim “o primeiro passo para se mostrar a consisténcia de uma teoria é axiomatiza-
la como um sistema formal e submeté-la a analises metamatematicas” (SILVA, 2007, p. 189).

A primeira parte, a de tornar as teorias da matematica formais, foi um passo que vinha
dando certo desde Hilbert, quando ele apresentou a aritmética dos nimeros reais como um
sistema formal em um de seus artigos intitulados: “Sobre o conceito de numero” (Uber den
Begriff der Zahl), em 1900. Mas quando se tentou demonstrar a consisténcia de tais sistemas,
os logicos se depararam com algumas dificuldades. Primeiramente, deveria ser decidido como
isso seria feito. E, para isso, “o método usual de demonstracdo de consisténcia a época
consistia em exibir um modelo da teoria, isto €, uma interpretacéo de seus termos que tornasse
verdadeiro os seus axiomas” (SILVA, 2007, p. 189). Hilbert demonstrou a consisténcia das
geometrias, euclidiana e ndo euclidianas, interpretando cada uma delas a partir de termos
numéricos. Mas dai outro problema surge: o de provar a consisténcia da aritmética dos
nameros reais.

Uma proposta era a de partir de uma teoria interpretada que fosse simples, “pois, se
tivéssemos que demonstra-la, essa demonstracdo exigiria uma teoria ainda mais fundamental,
num processo de regressdo que ndo pode durar para sempre” (SILVA, 2007, p. 190). A teoria
que Hilbert privilegiou foi a teoria mais elementar de aritmética, que ele chamaria de
matematica finitaria. Assim, nascia o programa de Hilbert que era composto por dois

momentos:

(1) a formalizacdo das tradicionais teorias matematicas (a aritmética dos reais, a
andlise, a teoria dos conjuntos etc.) e (2) a demonstracdo da consisténcia dessas
versbes formalizadas da matematica standard numa aritmética finitaria cuja
veracidade poderia ser diretamente verificada (SILVA, 2007, p. 195).
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Porém, em 1931, Godel demonstra seus dois teoremas da incompletude, fazendo com
que o programa Hilbert fracassasse. Vamos a seguir estudar um pouco sobre o que foi

proposto por Godel.

3.5.2 Indecidibilidade

Kurt Godel nasceu no dia 28 de abril de 1906, na Moravia. Singh (2014) relata que
“ainda crianca Godel exibiu um talento para ciéncia e matemdtica e sua natureza curiosa
levou a familia a apelida-lo der Herr Warum (Senhor Por que)” (SINGH, 2014, p. 131).
Godel costumava participar de alguns encontros do Wiener Kreis (Circulo Vienense), onde
eles se reuniam para discutir questdes de logica. E foi justamente nesse periodo, quando
Godel tinha em torno de vinte anos, que ele desenvolveu as ideias que segundo Singh (2014)
“devastariam os fundamentos da matematica” (SINGH, 2014, p. 131).

Acontece que, em 1931, de acordo com Singh (2014), Gddel publicou o livro
intitulado: “Sobre as proposi¢Ges indecidiveis no Principia Mathematica e sistemas

relacionados”, onde se encontravam os teoremas da indecidibilidade.

Quando a noticia dos teoremas chegou aos Estados Unidos, o grande matematico
John Von Neumann imediatamente cancelou uma série de aulas que estava dando
sobre o programa de Hilbert e substituiu o resto do curso por um debate sobre o

trabalho revolucionario de GOdel (SINGH, 2014, p. 132).

Godel mostrou em seus trabalhos ser impossivel criar um sistema matematico que fosse

completo e consistente. Singh (2014) resume suas ideias em duas declaracoes:

Primeiro teorema da indecidibilidade

Se 0 conjunto axiomatico de uma teoria é consistente, entdo existem teoremas que
ndo podem ser nem provados nem negados.

Segundo teorema da indecidibilidade

N&o existe procedimento construtivo que prove ser consistente a teoria axiomatica
(SINGH, 2014, p. 132).

A primeira afirmacdo diz que independentemente do conjunto de axiomas que se esta
utilizando, existem problemas que ndo é possivel resolver. Isso, segundo Singh (2014),
implica que a completeza ndo pode ser alcancada. Ja, a segunda afirmacdo nos diz que ndo
importa qual seja o sistema em que os matematicos estejam trabalhando, nunca havera a
certeza de que a escolha de seus axiomas ndo os levara a uma contradi¢do. “Godel tinha

demonstrado que o programa de Hilbert era um exercicio impossivel” (SINGH, 2014, p. 132).



72

Podemos ainda dizer que a segunda afirmacdo ndo diz que os sistemas matematicos sdo
inconsistentes, mas que a demonstracdo da sua consisténcia o é. Este era o Unico fato que
pdde manter muitos matematicos crendo que a matematica permanecia consistente.

Para entender o primeiro teorema de Godel, Singh (2014) se utiliza de um fragmento de
I6gica da Grécia Antiga, chamado o paradoxo de Creta (ou o paradoxo do mentiroso), que foi
inventado por Epimenides de Creta, que exclamou dizendo: “Eu sou um mentiroso!”.

O paradoxo? por tras desta frase surge quando tentamos determinar a validade dessa
proposicdo em falsa ou verdadeira. Segundo Singh (2014), quando assumimos que essa
assercdo é verdadeira, estamos dizendo que Epimenides € um mentiroso, mas aceitamos no
mesmo instante que sua declaracdo é verdadeira, ou seja, ele esta dizendo a verdade.
Concluimos que ele ndo é um mentiroso, portanto caimos em uma inconsisténcia intuitiva. Se
considerarmos que a proposicéo é falsa, estamos concluindo que Epimenides ndo é mentiroso,
porém ele esta fazendo uma declaragéo falsa, ou seja, se concluirmos que ele € um mentiroso,
novamente caimos em outra inconsisténcia intuitiva. E foi assim que Godel reinterpretou o
paradoxo do mentiroso e a0 mesmo tempo introduziu o conceito de prova. Nas palavras de
Singh,

Se a declaracdo fosse falsa entdo ela seria provavel, mas isso iria contradizé-la.
Portanto, a declaragdo deve ser verdadeira de modo a evitar a contradi¢do. Contudo,
embora a declaragdo seja verdadeira ela ndo pode ser provada, porque essa
declarago (que agora sabemos ser verdadeira) assim diz (SINGH, 2014, p.133).

Godel traduzia declaracdes como a do paradoxo do mentiroso, mencionado acima, por
meio de notacdo matematica. Dessa forma, ele provou que existem declaracdes matematicas
verdadeiras, mas que nunca poderdo ser demonstradas como tal, sdo as afirmacdes

indecidiveis.

21 Paradoxo é um argumento que produz uma conclusdo surpreendente, a qual € contraria & nossa intuigao.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Com o disposto neste trabalho, procuramos expor nossa compreensao acerca do que é
uma demonstracdo matematica, desde seus primdrdios até os dias atuais. Constatamos que,
desde a Antiguidade, no periodo em que viveu Tales, Pitagoras e Euclides, a prova das
proposicoes e assercGes matematicas, isto é, o argumento que dé validade a essas afirmacdes,
era tido como parte central na matematica que vinha sendo produzida. Anterior aos gregos, o
que se via eram aplicacbes praticas com pouco ou nenhum formalismo. Respostas que
justificam essa mudanca no fazer matematico sdo trabalhadas a partir de duas teses
formuladas por Arsac (1987, apud GARNICA, 1995) %.

A primeira delas é conhecida como a tese Externalista e ndo envolve diretamente a
comunidade matematica, mas sim a comunidade grega em geral. Ela esté diretamente ligada
aos debates argumentativos da vida publica e politica dos cidaddos gregos. “[...] A
transformacédo da Matematica em ciéncia hipotético-dedutivo serd a aplicagdo das regras do
debate argumentativo que governava a vida politica na cidade grega” (ARSAC, 1987, p. 271
apud GARNICA, 1995, p. 16). Desta forma, os processos de demonstracdo estariam ligados a
lingua grega e seus processos de argumentacéo.

A segunda tese, denominada de Internalista, diz respeito do porque as demonstracdes
matematicas se tornaram indispensaveis na matematica. Segundo Arsac (1987, apud
GARNICA, 1995), hd uma estreita ligacao entre as demonstracdes matematicas e o problema
da irracionalidade. E possivel que o problema da irracionalidade tenha surgido por volta do
século V, quando um dos integrantes da seita pitagorica descobriu a incomensurabilidade da
medida do lado do quadrado, com a medida do lado da diagonal. Podemos analisar o
problema de duas formas: aritmeticamente e por meios geométricos. No primeiro caso, é
evidente que ndo conseguimos a raiz quadrada exata e racional de 2. Ao passo que no
contexto geométrico é constatada a impossibilidade de se conseguir uma unidade de medida
comum, tanto a diagonal quanto ao lado de um quadrado com esta mesma diagonal. Assim,
ndo € possivel que se tenha constatado a incomensurabilidade através do tracado de um
gréfico.

Entretanto, em qualquer uma das hipo6teses o objetivo é estabelecer uma verdade. E,

nesse contexto, 0s processos demonstrativos ou de prova tém uma finalidade bem

22 GARNICA, A. V. M. Fascinio da técnica, declinio da critica: um estudo sobre a prova rigorosa na
formacgdo do professor de matematica. 1995. Tese (Doutorado em Educacdo Matematica) — Instituto de
Geociéncias e Ciéncias Exatas, Universidade Estadual Paulista “Jalio de Mesquita Filho” — Rio Claro.
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determinada, “¢ o que atesta a veracidade ou autenticidade, a garantia, o testemunho, o
processo de verificagdo de exatiddo de calculos ou raciocinios, a deducdo que mantém a
verdade de sua conclusdo apoiando-se em premissas admitidas como verdadeiras”
(GARNICA, 1995, p. 10).

Entre as idades média e moderna ha uma pausa na produgdo matematica da Europa
ocidental. Essa pausa ocorre por motivos que podem ser entendidos a luz dos acontecimentos
da época. Domingues (2002) relata que na “Idade Média, com o grande declinio cultural
verificado no Ocidente, em particular na matematica, os Elementos tornaram-se uma obra de
um nivel muito acima das possibilidades da época, s6 usada muito restrita e superficialmente”
(DOMINGUES, 2002, p. 06). Esse declinio cultural veio trazer diversas baixas para o
desenvolvimento matematico, como exposto ao longo do trabalho. J& na modernidade, mesmo
com a presenca de muitos tedricos notaveis como I. Newton e R. Descartes, admiradores do
método axiomatico-dedutivo, ndo detectamos em suas obras nenhum traco de demonstracdes

matematicas.

Evidentemente ndo faltava capacidade a esses matematicos, muito pelo contrério. A
verdade é que os fundamentos da matemaética, de um modo geral, careciam ainda de
uma estruturacdo mais sélida e abrangente e isso ndo seria alcancado sendo na
segunda metade do seculo XIX, ap6s um arrastado processo de maturagdo
(DOMINGUES, 2002, p.06).

Com o desenvolvimento da l6gica formal, a matematica passa a ser compreendida como
uma ciéncia formal e as demonstragdes matematicas passam a ser novamente, o elemento
central nesta atividade.

Segundo Russell (2007), a matematica é uma ciéncia dedutiva, onde a partir de algumas
premissas ou hipoteses e por processos de deducdes, chega-se aos varios teoremas que a
compde. No passado, é compreensivel que as dedugdes eram desprovidas de rigor, mas €
também entendido que rigor perfeito é algo inatingivel. Mas, se falta rigor, nossas
demonstracdes sdo defeituosas. Dito isto, podemos afirmar que os métodos matematicos, por
mais apurados que sejam ndo podem tudo, deixando sempre algo para que os matematicos
completem ou melhorem.

As demonstracdes matematicas de acordo com Silva (2002) tém varias finalidades, ao
que em primeiro lugar deve estabelecer a veracidade relativa a alguma tese enunciada. Em
segundo ela propria, a demonstracdo, deve nos convencer da veracidade que se d& a tese. Tal

tese permanece como uma verdade indubitavel da matematica, até que se prove o contrario.
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E por meio das demonstragbes que os matematicos desenvolvem, avancam e
produzem ciéncia, pois a partir desse processo chega-se a novos resultados construindo uma
espécie de arvore que se inicia com os postulados e axiomas (raizes), que continua com as
inferéncias logicas (caule) e se expande em diversos resultados (galhos), ou seja, os teoremas
da teoria, 0 que mantém o carater de verdade, verdade essa que é universal e, mais do que

isso, atemporal, valendo para todas as épocas.
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