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Resumo

Sejam S, (z), n > 0, os polinomios de Sobolev, ortogonais com rela¢do ao produto

interno

(s = [ f@a@din) + [ f@g@an@, Ao
onde {dipo, dip1} forma um par coerente de medidas relacionadas as medidas de Jacobi
ou de Laguerre. Denotemos por P¥°(z) e P¥'(z), n > 0, os polinémios ortogonais com
respeito a diyy e diy, respectivamente.

Neste trabalho, estudamos o comportamento assintotico, quando n — oo, das razoes
entre os polindomios de Sobolev, S, (z), e os polindmios ortogonais PY°(z) e PY'(x), além
do comportamento limite da razao entre esses dois tultimos polinéomios. Propriedades
assintoticas para os coeficientes da relacao de recorréncia satisfeita pelos polinémios de
Sobolev também foram estudadas.

Palavras-chave: polinémios ortogonais, polindmios ortogonais de Sobolev, compor-

tamento assintoético.



Abstract

Let S,(x), n > 0, be the Sobolev polynomials, orthogonal with respect to the inner

product
(f.9)s = / F(2)g(@)do(x) + A / F@)g @dda(z),  A> 0,

where {dig,di1} forms a coherent pair of measures related to the Jacobi measure or
Laguerre measure. Let PY(x) and PY'(z), n > 0, denote the orthogonal polynomials
with respect to diyy and di)q, respectively.

In this work we study the asymptotic behaviour, as n — o0, of the ratio between the
Sobolev polynomials, S, (x), and the ortogonal polynomials PY(x) and PY(x), as well
as the limit behaviour of the ratio between the last two polynomials. Furthermore, we
also give asymptotic results for the coefficients of the recurrence relation satisfied by the
Sobolev polynomials.

Keywords: orthogonal polynomials, Sobolev orthogonal polynomials, asymptotic

behaviour.
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Capitulo 1

Introducao

De modo geral, a teoria dos polindmios ortogonais iniciou-se com o estudo de um caso
especial de fracao continua. Os primeiros trabalhos sobre o assunto foram do matematico
russo Parfnuti Lvovich Chebyshev (1821-1894) [16] e do matemaético holandés Thomas
Jan Stieltjes (1856-1894) [53] que, independente um do outro, demonstraram um certo
ntimero de propriedades validas para polinémios ortogonais.

O conceito de ortogonalidade com relagao a uma distribui¢ao (medida) foi atribuido a
Stieltjes [52]. Contudo, os sistemas especiais de polinémios ortogonais ja eram conhecidos
antes desse tempo. Por exemplo, nos estudos de Adrien Marie Legendre (1752-1833) sobre
o movimento dos planetas [36], publicado em 1875, os polindmios, que agora recebem seu
nome, foram mencionados. Porém, Joseph-Louis Lagrange ja tinha descoberto por acaso

a relacao de recorréncia para estes polindmios.

Os polindémios de Jacobi apareceram em 1859, em um estudo de Carl Jacob Jacobi
(1804-1851) [30]. Os polindmios de Laguerre (o = 0) ja aparecem nos trabalhos de Niels
Henrink Abel (1802-1829), Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) e Chebyshev [15], antes
mesmo de Edmond Nicolas Laguerre (1834-1886) estudé-los em 1875 [34]. A generalizacao
dos polindémios de Laguerre foi estudada primeiro por Yulian-Karl Sokhotsky (1842-1927)
e mais tarde por Nikolai Yakovlevich Sonin [51]. Os polinémios de Hermite apareceram
pela primeira vez nos estudos de Pierre Simon de Laplace (1749-1827) [35] e foram também

considerados por Chebyshev [15| antes de Charles Hermite (1822-1901) utilizé-los.

Os polindmios de Charlier foram introduzidos por Carl Wilhelm Ludwing Charlier(1862-
1934) [13]. Ja os polinomios de Meixner foram estudados por Josef Meizner [40] que

investigava um tipo especial de funcao geradora. Os polindmios de Meixner foram, tam-
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Introducao 2

bém, considerados por Ervin Feldheim [21], independente de Meixner e Stieltjes também
mencionou-os brevemente [53]. Feliz Pollaczek (1892-1981) descreve os polindémios que
levam seu nome em uma série de estudos [46, 47]. Estes tltimos polindémios sdo um
importante exemplo de polindmios ortogonais para os quais, a teoria de Szegd para os

polindémios ortogonais no intervalo [—1, 1] nao é valida.

A férmula de quadratura foi dada primeiramente por Karl Friedrich Gauss(1777-1855)
para os polindmios de Legendre [24] . Jacobi demonstrou a féormula de quadratura para
este caso [29], usada até hoje em livros didaticos, mas a demonstragao para uma distri-
buigao geral foi dada por Stieltjes [52]. A féormula de Christoffel-Darboux foi publicada
por Chebyshev [14] antes de Elwin Bruno Christoffel (1829-1900) descobri-la para poliné-
mios de Legendre [18] e mais tarde para o caso geral, na mesma época que Jean Gaston
Darbouz (1842-1917) [19]. O teorema de Favard foi escrito por Jean Aimé Favard [20],

mas j& explicitamente dado por Stone [54] e de uma forma dissimulada por Perron [45].

Os polinémios ortogonais cléssicos sao muito estudados na literatura e ainda hoje
varios resultados sao encontrados para eles. Dentre estes estudos foram realizados vérias
pesquisas em relagao ao comportamento assintotico dos polinomios ortogonais. A teoria
geral para o comportamento assintdtico dos polindmios ortogonais no intervalo [—1,1]
comegou com a investigagdo de Sergei Natanovich Bernstein (1880-1968) [9] e culminou
na teoria desenvolvida por Gabor Szegs (1895-1985). Szegd introduziu o conceito de
polindmios ortogonais no circulo unitario [55, 56| e enfatizou a estreita ligacdo com os
polindémios ortogonais no intervalo [—1,1]. Szegd sempre tratou de medidas continuas,
sua teoria foi generalizada para medidas mais gerais por Andrei Nikolaevich Kolmogorov
(1903- ) [31] e Mark Grigorievich Krein (1907-) [32]. Além disso, Géza Freud (1922-1979)
[22, 23] e Yakov Lazonovich Geronimus |25, 26| fizeram contribuigoes importantes para a

teoria de Szego.

Os estudos de polindmios ortogonais ficaram adormecidos até o inicio do século pas-
sado. A publicacao do livro de Szegd ajudou a reavivar o interesse por polindmios or-
togonais. Este livro ainda hoje é o melhor livro sobre polindmios ortogonais, apesar de
sua primeira edicao constar de 1939. Durante as ultimas décadas, a teoria assintotica
para os polindmios ortogonais em conjuntos nao compactos foi iniciada por G. Freud .
Seus estudos tiveram grande influéncia sobre os matemaéticos contemporaneos como Paul

Nevai (e seus colaboradores) e Joseph Ullman (veja W. Van Assche [8] para maiores
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detalhes sobre o trabalho desses pesquisadores). Ken Case e Marc Kac mostraram al-
guns aspectos da teoria de polindmios ortogonais que estao diretamente ligados a teoria
discreta de dispersao [12], que levaram a novos e interessantes métodos de demonstragao.
Richard Askey fez uma série de pesquisas sobre polinémios ortogonais que sao escritos
como fungoes especiais [7]. Ele e muitos outros matematicos tornaram-se muito interes-
sados em polindmios ortogonais que podem ser escritos como fungoes g-hipergeométricas
ou simplesmente hipergeométricas.

O comportamento assintotico e a localizagao dos zeros sao os problemas centrais da
teoria de polinémios ortogonais. Neste trabalho, estudaremos o comportamento assinto-
tico para os polindmios de Sobolev, S,(z), que sdo ortogonais em relagdo a um produto

interno que envolve derivadas, ou seja,

(f,9)s = / F(2)g(x)dio(x) + A / £'(@)g (@)din (z),

onde A > 0.

Algumas propriedades dos polindémios ortogonais também sao validas para esses po-
linomios. Porém, para eles, de forma geral, nao existe uma relagao de recorréncia de trés
termos.

A motivacao para os estudos desses polinémios surge da Teoria de Aproximacao, pois
para se obter a melhor aproximagao ¢ de grande interesse utilizar uma base de polinémios
ortogonais de Sobolev.

Muitos estudos assintéticos sobre os polinomios ortogonais de Sobolev associados ao
produto interno acima, onde {diy, dy;} formam um par coerente ou simetricamente co-
erente de medidas (definidos no capitulo 2), ja foram realizados. Em nosso trabalho as
medidas envolvidas formam um par coerente de medidas e esta organizado da seguinte
forma.

No Capitulo 2, sao apresentados, resumidamente, algumas defini¢oes e resultados im-
portantes para o desenvolvimento do nosso trabalho. Além disso, é dado um breve resumo
dos polinémios ortogonais classicos de Jacobi, Laguerre, Hermite e os polinémios ortogo-
nais de Sobolev, além da definicao dos pares coerentes de medidas.

No Capitulo 3, apresentamos resultados encontrados em [43, 44|, onde as medidas
classicas envolvidas sao as de Jacobi. Para os polindmios ortogonais de Sobolev-Jacobi
associados, temos dois casos, o caso Jacobi do tipo I, onde di; é a medida classica e o

tipo II, onde di)y é a medida de Jacobi. Para ambos os casos, apresentaremos um estudo



Introducao 4

sobre o comportamento assintético dos polinémios ortogonais associados as medidas di)y
e di; e dos coeficientes da relacao de recorréncia relacionada.

Estudos assintoticos sobre os polindmios ortogonais de Sobolev-Laguerre, baseados nos
estudos de Meijer et.al. [39] e Alfaro et.al. [2], sdo dados no Capitulo 4. Assim como
nas medidas de Jacobi, as medidas de Laguerre também se dividem em dois casos, o caso
Laguerre do tipo I e o caso Laguerre do tipo II. Ainda neste capitulo, mostramos que
existe uma relacao entre os polindmios de Sobolev e os polinémios de Laguerre, e que é
possivel obter a expansao assintotica de S,, apenas com dois termos. Além disso, para
ambos os casos, estudamos o comportamento assintotico para a razao entre os polindmios

ortogonais de Sobolev e os polindémios ortogonais relacionados as medidas dyyy e di)y.



Capitulo 2
Pré-requisitos

Neste capitulo, apresentamos defini¢oes e propriedades bem conhecidas da Analise,
principalmente sobre polindmios ortogonais, de maneira bastante sucinta, mas suficiente
para a compreensao do trabalho. Para este proposito, usamos as referéncias [4], [17], [27],

[42], [50], [57] e [58].

2.1 Dominios e caminhos no plano complexo

Daremos algumas definigbes para caracterizar as curvas no plano complexo.
Definicao 2.1. Um caminho suave em C € uma aplicagao
I':a,b — C,
com derivada continua em [a, b].

Lembremos que esta aplicagio é dada por T'(t) = (x(¢),y(t)) = x(t) +iy(t) e, & medida
que t percorre [a, b], o vetor I'(¢) descreve o caminho. Os pontos I'(a) e I'(b) sdo chamados
ponto inicial e ponto final do caminho I, respectivamente. Se I'(a) = I'(b) dizemos que o
caminho é fechado.

Observemos que, na defini¢ao de caminho, subentende-se a no¢ao de sentido ou orien-
tacao de percurso do caminho, mais precisamente, o caminho é percorrido do ponto inicial
ao ponto final & medida que t € [a,b]. Podemos inverter o sentido do percurso definindo

o caminho reverso de I', '™, por
It)y=T(a+b—1t), a<t<b.

Consideremos, agora, uma classe mais ampla de caminhos em C.
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Definicao 2.2. Um caminho suave por partes em C € uma colecao finita de caminhos

suaves Iy : [a;, ;] — C, 1 <i < n, satisfazendo: T';(b;) = T'iyq1(aiz1) para 1 <i<mn—1.

Como para caminhos suaves, dizemos que um caminho suave por partes é fechado se
I'y(a;) = Ty (by,), isto é, o ponto inicial do primeiro caminho coincide com o ponto final

do ultimo caminho.

Definicao 2.3. Um caminho suave por partes e fechado € simples, se a aplicagio T' :
[0,1] — C que o define € injetiva, exceto nos pontos 0 e 1, ou seja, I'(0) = I'(1), I'(¢) #
['0) se0<t<1el(t;) #(ta) se 0 <ty #ty < 1.

A definicao acima quer dizer, em outras palavras, que o caminho nao possui auto-

intersecgoes. Apresentaremos, agora, um conceito muito importante.

Definig¢ao 2.4. [Curva de Jordan] Uma curva de Jordan suave por partes é um caminho

suave por partes, fechado e simples.

Definicao 2.5. Um subconjunto nao vazio U C C é chamado dominio se U € aberto e se,
dados dois pontos quaisquer p e ¢ em U, existe um caminho suave por partes inteiramente

contido em U, cujos pontos inicial e final sao, respectivamente, p e q.

2.2 Funcoes complexas

Denotando por z = z + iy a variavel complexa, a expressao f(z) = u(z) + iv(z) é
chamada de fung¢ao de variavel complexa se, para todo valor de z numa certa regiao, temos

um valor correspondente a f(z). Consideremos f : D — C, onde D C C é um dominio.

Defini¢ao 2.6. [Continuidade| Seja f(z) uma fung¢ao em z. Dizemos que f é continua
em zg € D se, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que para todo z € D a sequinte propriedade é
satisfeita

|z — 20| <& =[f(2) — f(20)] <e
Defini¢ao 2.7. [Diferenciabilidade| Uma fungio f(z) € considerada diferencidvel em

zo € D se o limite

(2.1)

existe e nao depende do caminho pelo qual z — zy. Chamamos o limite (2.1) de derivada

de f no ponto z.
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As proximas definigoes podem ser encontradas em Lima [37] e Oliveira et. al.[42].

Definig¢ao 2.8. Uma fun¢ao f(x) é chamada analitica num dominio D se f(x) € definida
e diferencidvel em todo os pontos de D. A funcdao f(x) € analitica num ponto xy em D se

f(z) for analitica numa vizinhanga de x.

Definicao 2.9. Diz-se que uma seqiiéncia de fungoes f, : D — C converge simplesmente
ou pontualmente para a funcao f : D — C, quando dados € > 0 e x € D, existe ng € N

(dependendo de € e de x) tal que
n>ng = |fu(x) = f(z)| <e

Exemplo 2.1. A seqiiéncia de fungoes f, : C — C, onde f,(x) = z/n, converge simples-

: x
mente para zero, pois dado qualquer € > 0, se tomarmos ng > u, ng € N,

@)

|z/n| <€, para todo n > ny.

Podemos observar que, para cada x fixado, encontramos um N, mas este N varia
conforme z. Assim, quanto maior for |z|, maior serd N. Portanto, a convergéncia da

seqiiéncia f,, para zero nao se dd de maneira uniforme para diferentes valores de x.

Definicao 2.10. Diz-se que uma seqiiéncia de funcgoes f, : D — C converge uniforme-
mente para a fun¢ao f: D — C quando, para todo € > 0 dado, eziste ng € N (dependendo

apenas de €) tal que

n>ng = [fu(z) — f(2)] <e,

seja qual for x € D.

Dizer que f, — f uniformemente em D significa que, para todo ¢ > 0, existe ng € N
tal que o gréfico de f,, para todo n > ng, esta contido na faixa de raio € em torno do
grafico de f.

A proxima definigdo pode ser encontrada em Kreyszig [33].

Defini¢ao 2.11. [Operador linear fechado| Sejam X e Y espagos normados e T :
D(T) — Y um operador linear com dominio D(T') C X. Entao, T é um operador linear

fechado se seu grafico

o(T) = {(z,y)/z € D(T),y = Tz}
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€ fechado no espago normado X XY, onde as duas operacoes algébricas para vetores do

espaco X XY sao definidas como as usuais, ou seja,

(z1,91) + (2,92) = (21 + 22,41 + 12),

alz,y) = (ax, ay), « escalar

e a norma em X XY € definida por

(@, )l = ]| + [ly]l.
Para a demonstragao do teorema a seguir, veja [33, pag.293|.

Teorema 2.1. [Operador linear fechado| Seja T : D(T) — Y um operador linear,
onde D(T) C X e X eY espacos normados. Entao, T € fechado se, e somente se, satisfaz

a sequinte propriedade: se x, — x, com x,, € D(T) e Tz, — vy, entdox € D(T) e Tz = y.

2.3 Séries de poténcias
Nesta secao, daremos alguns resultados sobre séries de poténcias.

Defini¢ao 2.12. Dada uma seqiiéncia {a,(z — 20)"}, a série por ela gerada é chamada
o0

uma série de poténcias de centro em zy e denotada por g an(z — z0)".

n=0
o0
Definicao 2.13. A série E an(z — z)" converge simplesmente, se a seqiéncia das redu-
n=0

m
zidas {sm(z) = Zan(z — 29)" p convergir simplesmente.

n=0
o0
Definicao 2.14. A série E an(z — 29)" converge uniformemente se a seqiéncia das re-
n=0

duzidas {sm(2)} convergir uniformemente.

[e.e] oo
Definigao 2.15. A série E an(z—29)" converge absolutamente se a série E lan(z — 20)"|
oo
convergir. Se g \an(z — 20)"| convergir simplesmente (uniformemente), diremos que
n=0

oo
g an(z — zo)" converge absoluta e simplesmente (uniformemente).
n=0
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o0
Lema 2.1. Dada uma série de poténcias g an(z—z9)", existe um disco fechado de centro
n=0

em zg tal que a série converge absolutamente em todos os pontos z no interior desse disco

e diverge em todos os pontos z exteriores a ele.

Definicao 2.16. O raio R do disco dado pelo lema acima é chamado de raio de conver-

géncia da série E an(z — 2)".

n=0

As demonstragoes do teorema e corolario seguintes encontram-se em [50, pag.88|.

o0
Teorema 2.2. Seja f(z) = E an(z — 20)" wma série de poténcias com raio de conver-

n=0
géncia R > 0. Entao,

f'(z) = Znan(z — )"}

para todo z tal que |z| < R, isto €, podemos derivar termo a termo uma série de poténcias

no interior de seu disco de convergéncia.

O Teorema 2.2 nos diz que uma série de poténcias define uma func¢ao analitica no seu

disco de convergéncia.

[e.e]

Corolario 2.1. Seja f(z) = Zan(z — 20)" uma série de poténcias com raio de conver-
n=0
géncia R > 0. Entao, f(z) € dada por sua série de Taylor de centro em 2o,

£ (2
1) = S

e essa série converge absolutamente em qualquer ponto do disco de centro em zy e raio R,

D(ZQ,R).

Definicao 2.17. Sejam U C C um dominio e f : U — C uma funcao. f é analitica em
U se, para todo ponto zy € U, f se expressa como uma série de poténcias de centro em z

e rato de convergéncia R,, > 0.

A mais importante propriedade das séries de poténcias é o fato de que toda funcao
analitica pode ser representada, em uma vizinhanga de qualquer ponto de seu dominio,

por meio de uma série de poténcias, isto é,

f(z) = Zan(z —2)"

ou seja, uma série de Taylor em torno do ponto z = zj.



2.4. Funcgoes Gama e de Bessel 10

Definigao 2.18. Seja f(2) #0. Seag =a1 = ... = apm_1 =0 € ap, # 0, 0 primeiro termo
do desenvolvimento de Taylor € a,,(z — a)™. Neste caso dizemos que a fun¢ao f(z) tem

um zero de ordem m em z = a.
Para a demonstragao do proximo resultado, veja Szego |57, pag.22|.

Teorema 2.3. [Teorema de Hurwitz| Seja { f,,(z)} uma seqiiéncia de fungoes analiticas
em uma regiao G e seja esta seqiiéncia uniformemente convergente em todos subconjuntos
fechados de G. Suponha que a func¢dao analitica f(x) = Jirgofn(:c) nao € identicamente
nula. Se x = a € um zero de f(z) de ordem k, entao, existem uma vizinhanca |x —a| < ¢

de x = a e um numero N, tais que sen > N, f,(x) tem exatamente k zeros em |x—a| < 6.

2.4 Funcoes Gama e de Bessel

A fungao Gama, I'(z), foi descoberta por Euler no estudo do problema de estender o
dominio da fung¢ao fatorial, por volta de 1729 (veja [5]). Para encontrar a generalizagao de

fatorial de Euler, suponhamos = > 0 e n > 0 ntimeros inteiros. Consideremos o nimero

1, sen =020,
(@)n =
ala+1)(a+2)---(a+n—1), sen>0,
conhecido por fatorial deslocado ou fatorial generalizado ou, ainda, simbolo de Pochham-

mer, onde a pode ser um numero real ou complexo. Podemos, entao, escrever

o (x +n)! ois (x +n)! _ (H©2)---(z—1)(x)(z+1)---(x+n)
T @+, P @t @+ D)(@+2)--(z+n) '
Mas,
(x4+n)!=1)2)--(n—=1Dn)n+1)---(n+2z)=nl(n+1),
o o nl(n+1),  nan® (n+1),
 (r+1), (z+1), nT
Como nh_}rglo m;—xl)m = 1, podemos concluir que
) nln®
x! = nlljl;lO CEE (2.2)

Observe que se  é um nimero complexo, mas diferente de um inteiro negativo, entao

o limite (2.2) existe e o chamamos de

nln®

P(z+1) = lim ———
(z+1) B Py
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parar € Cex # —1,-2,....

Note que se z ¢é inteiro positivo, entao I'(z + 1) =zl e ['(1) = 1.

Definicao 2.19. A fun¢ao Gama pode ser definida, para x € C e x # —1,—2, ..., como

nin®=1

I'(z) = lim

e (@),

onde (), =z(x+1)(x+2)---(x +n—1).
A func¢ao Gama também pode ser dada como a integral de Euler de segunda espécie
[(x) = / e " tdt,
0

para x € C e Re(x) > 0.

Da Definicao 2.19, podemos demonstrar a seguinte propriedade.
Propriedade 2.1. I'(x + 1) = 2I'(z).

Demonstracgao: Da Definicao 2.19, obtemos

B Y nln®1 r nln®1
we) = ol = = i e+ @rn=1)
, nln® (x 4+ n) , nln®
= lim = lim ——
n—oo (z+ 1) (z+2)---(x+n—-1)(x+n) n n—oo (z + 1),
= I'(z+1).

Notacgao: Para x > 0 e y > 0, denotemos

<x> _ I(z+1) (2.3)

y Fy+1I(z—y+1)

Para n inteiro e z > 0, denotemos

(x)  Ta+1) 2.4

n) nll(x—-n+1)

A fungao de Bessel de primeira espécie e de ordem «, representada por J,(z), é definida

pela série infinita

s —1)k 2\ 2kt
Jal2) = ;k!r(( n 3)4 1) (5)  ach (25)

convergente para todo z € C.
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Multiplicando ambos os lados da equacao anterior por z® e derivando com relagao a

z, obtemos
— (= DF(2K + 2a) 22201
et kZ:O K122+ (k + o + 1)

B i(_l)k(k+a) 22k+2a—1
k2 ID(k +a+ 1)

Da Propriedade 2.1, temos que

d . . B L (=1)F 2z 2ktant
&z a2 = kz_;k’!l“(k—l—oc) (5) !
ou seja,
d o o
7 (290 (2)] = 2%Ja-1(2). (2.6)

Da mesma forma, podemos obter

diz (27 Ja(2)] = =2 “Jas1(2). (2.7)

Além disso,
Ja1(2) 4+ Jag1(2) = 20271 T, (2). (2.8)
Uma propriedade interessante das fungoes de Bessel é o entrelagamento de seus zeros.

Propriedade 2.2. Sejam j,;, i > 1, 0s zeros positivos de J,(z) em ordem crescente.

Entao, jot+1i < Jai < Jat1i+1, @ > 0, ou seja, os zeros de Jo(z) e Joi11(2) se entrelagcam.

Para a demonstrac@o deste resultado veja [48].

2.5 Polinémios ortogonais

Seja 1 : R — R uma funcado definida em um intervalo (a,b) C R, —oo < a < b < o0,
real, limitada, nao-decrescente e com infinitos pontos de aumento em (a,b). Sejam os

momentos definidos por

b
,un:/ a"dp(z), n=0,1,.... (2.9)

Se os p, existem para m > 0, entdo diy(z) é chamada uma distribui¢do (medida

positiva) em (a,b). O suporte E C (a,b) de dip é o conjunto de pontos de aumento de v,



2.5. Polinémios ortogonais 13

ou seja, sao os pontos x tais que Y (x+¢€) —(x—e) > 0, para € > 0. Se os p, existem para
n=0,£1,42,..., di(x) é uma distribuigao forte. Se (a,b) é tal que 0 < a < b < oo,
entdo dip(x) é uma distribuigao forte de Stieltjes. Se, além disso, di(z) é definida em um
intervalo (—a,a), 0 < a < oo, com a propriedade di)(—z) = —di(x), entdo dip é uma
distribuicao simétrica.

Definimos polinémios ortogonais P¥(x), para n > 0, com relagdo a uma distribui¢ao

di(x), em um intervalo real (a,b), —oo < a < b < oo, por:

(1) PY(x) é de grau exatamente n,

(2.10)
b 0, se0<s<n-1
(i) [« Piad(z) -
“ W >0, ses=n.
A relagdo (i7) acima é equivalente a
b 0, sem#mn
(B Py), = [ Pa@Pi i) - 2.1)

pY >0, sem=n.

Se p¥ = 1, dizemos que formam uma seqiiéncia de polinémios ortonormais e os deno-
taremos por {p?},.
Na forma monica, ou seja, quando os coeficientes dos termos de maior grau sao iguais

a 1, os polindmios ortogonais satisfazem a seguinte relacao de recorréncia de trés termos:

Piq(x) = (z — ﬁ:f—l—l)P;f(m) - O‘ZJHP;Z) (), (2.12)

Compép(x)zl, pr(x)::c—ﬁf’,ﬁ;feReaﬁH >0, n>1.
Além disso, os coeficientes 3¢ e Ozﬁ 41, > 1, sdo todos reais e

LBy (@)Pde() [P (@)2di(x)

ﬁ;f: b o Q1 = 5 :
S ()2 ()] Jo Paz(@)Pdi ()

Para obtermos uma seqiiéncia de polinémios ortonormais, basta dividirmos os polin6-

mios ortogonais por suas normas. Entao,

. on=0,1,..., (2.13)

phla) = (”,

1Y (@)l

onde [|PY(x)[|3 = (PY, Pw> =pl.
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Esses polinomios satisfazem a uma relagao de recorréncia da forma

P () = AP () + 00pY () + Nph_ (), (2.14)

onde A} = V& n+1 edy = n+1

O estudo de polindmios ortogonais sempre despertou o interesse de renomados pes-
quisadores e, além da relagao de recorréncia (2.12), possuem muitas outras propriedades

interessantes, tais como:

Propriedade 2.3. Os zeros de PY(x), n > 1, sdo reais, simples e pertencem ao intervalo

(a,b).

Propriedade 2.4. Se z,; < T,9 < ... < T, denotam os zeros de PY(z), n > 1, entdo

Tpi1i < Tni < Tpytitl, § = 1,...,n, ou seja, 0s zeros de PY(z) e P;fﬂ(x) se entrelacam.

Propriedade 2.5. Se, na formula de quadratura interpolatoria
/ F(@)du(a ankf (k) + Ealf),

08 MOS8 Ty g, k = 1,2,...,n, sdo 0s zeros de P¥(x), entao E,(f) = 0 sempre que f € Py, 1,

onde P,, n >0, € o espaco vetorial dos polindmios de grau menor ou iqual a n.
Propriedade 2.6. <P7’f, Qm>¢ = 0 para qualquer polinomio Q,, de grau m < n.

Propriedade 2.7. Se di) € uma distribuicdo simétrica, entao os polindmios PY satisfazem
a relagio PY(—x) = (—=1)"P¥%(x), n > 1 e, além disso, 3° = 0, n > 1, na relagdo de

recorréncia.

Propriedade 2.8. Os polinémios ortogonais moénicos, PY, satisfazem a sequinte propri-

edade

(PEPEY, < Qo Q)

onde ), € um polindmio monico qualquer de grau n, isto €, dentre todos os polindmios
monicos de graun, PY é o polindmio que minimiza a norma induzida pelo produto interno

(-, ->w. Esta propriedade é conhecida como propriedade minimal .

As proximas definigoes podem ser encontradas em Nevai [41] e serdo importantes para

o desenvolvimento do nosso trabalho.
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Definigao 2.20. Sejam a € R e b > 0. Definimos C;f(a, b) por

Ci(a.b) =[5 —a| +

b
Af—§‘+

b
(4
Ak;.t,.l - 5‘ 9 k Z 17
onde 6,15 e )\}f sao os coeficientes da relagao de recorréncia (2.14).

Definicao 2.21. Sejam a € R e b > 0. Dizemos que a distribui¢do i pertence a classe
M(a,b) se
lim C} (a,b) = 0.

k—oo

Daremos, agora, dois resultados cujas demonstragoes podem ser encontradas, respec-

tivamente, em Van Assche [8, Teorema 4.10, pag.117] e em Nevai [41].

Teorema 2.4. Seja f : Rt — R™ uma funcao nao-decrescente tal que, para todo t € R,

. flx+1) B
Ay Tk

Suponha, ainda, que existam constantes X > 0 e 0 € R, tais que

¥ 5Y
lim —"2- =)\ e lim—2- =9.
) ()
Entao,
pi_1(f(n)z) 2\

im = ,
n—oo p(f(n)x) @ — 0+ /(v —0)2 — 42
uniformemente em conguntos compactos de C\ [A, B], onde [A, B] é o menor intervalo

que contém {0} e [0 — 2X,0 + 2.

Teorema 2.5. Sejam ) € M(0,1) e p¥(z) = ¥2"+..., k¥ > 0, o polinémio ortonormal

de grau n com respeito a 1. Entao,

»
1
lim H”;l = -,
o Plal®) o)
m T =
R
n—oo nPY (x) z2 —1

(4
localmente uniformemente em C \ [~1,1], onde P¥(z) = Pn (f), plx)=x+vaz2—-1lea
K

raiz quadrada € tal que vVx?> —1> 0 para x > 1 e Va2 —1<0 para x < —1.
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2.6 Polindmios ortogonais classicos

Segundo Chihara (veja [17], pag.152) as medidas que satisfazem a uma equagao dife-
rencial do tipo Pearson da forma
Y'(z) ar+b
U(x)  ple)

onde p ¢ um polinémio de grau menor ou igual a dois, sao chamadas medidas cldssicas.

: (2.15)

Os polindémios ortogonais cujas medidas satisfazem (2.15) s@o os polinémios de Jacobi
(incluindo os casos especiais de Legendre, Chebyshev de 1% e 2* espécies e Gegenbauer),

de Laguerre e de Hermite, que sao conhecidos como polindmios ortogonais classicos.

2.6.1 Polindbmios de Jacobi

Os polindmios de Jacobi sdo ortogonais no intervalo [—1, 1], com relagdo & medida

di(z) = (1 — 2)*(1 + x)dx, com «, 3 > —1 e sdo dados explicitamente por

n n+« n -+
P (z) =27 g (z—1) @x+1)"" n=>0,
k=0 n — k’ k

Z n+a n+ 3
k=0 k n—=k

(2.16)

sao os coeficientes dos termos de maior grau. Podem, também, ser definidos através da

formula de Rodrigues

@) = CUN 0 e - (e, w0

A relagao de recorréncia de trés termos para os polindémios de Jacobi é dada por

PD(x) = (it — Bup) PO (2) — ani P (x), 1 >0,

onde P47 (z) =0, Pl*(z)=1e

1 Ta+p+2n+3)'(a+8+n+1)

T S DTt Bt nt (et Brant 1) =0
_ (B2 —aH)(a+B+2n+1)
5”“_2(n+1)(a+ﬁ+n+1)(a+ﬁ+2n)’ n20
€
(at+n)(B+n)fatft+2nt2)

et = (n+1)(a+p+n+1)(a+B+2n)
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Além disso, esses polinomios satisfazem a seguinte relagao de ortogonalidade

1
(PP ple)y = / PO ()PP (2)(1 — 2)2(1 + z)°da

1

0, se m # n,
= 20t (o + 4+ 1)T(B+n + 1) (f) (2.17)
=p7 sem=mn
(a+p+2n+1nl(a+5+n+1)
Os polindmios moénicos de Jacobi satisfazem a relagao diferencial
d 18-
— PO (@) = (n+ 1) POA (). (2.18)

dx n+1
Usando a equacao acima, podemos obter o comportamento assintotico entre os po-

lindmios ortogonais monicos P (z) e P 7 (z) .

Teorema 2.6. Para o quociente entre Pfla”g)(a:) e Pé“‘l’ﬂ‘l)(x), monicos, vale o sequinte

resultado

D 50 CO NI C)
n—oo plo=lA=D () 2\/a2 — 1

localmente uniformemente em C \ [—1,1].

Y

Demonstragao: Da equagao (2.18) e do Teorema 2.5, obtemos

a, d pla—1,0-1)
D . ) NN 7 PRl C)
CERT@ e DA
o 17/6 [0} 1,,871
ST = T(L+1 (x) P72+1 )(37)
e+ DR @) P @)
()

W12 —1

Os polindémios ortonormais de Jacobi, p,(@a’ﬁ )(ZL‘), satisfazem a relacao de recorréncia

el @) = XNETpi (@) + 80P @) + N (@),

com A@5 _( dn(n +a)(n+ B)(n +a+ 3) )1/2e
" (2n+oz+ﬂ—1)(2n+a+ﬁ) 2n+a+p+1)
5(047/@ o’ —
2n+a+0+2)2n+a+ )

Logo, das Defini¢oes 2.20 e 2.21,

lim C(a’ﬁ (0,1) = lim “(SIEQ’B)‘ + )\](Caﬁ) —

k—oo k—o0

Ly
2

1
)\(CY,B) . — O.
k+1 2
Portanto, a distribuigdo de Jacobi pertence a classe M (0, 1).
Podemos, também, obter o limite para a razao entre os coeficientes dos termos de

maior grau dos polindémios ortonormais p; B )( )e pﬁf‘ 18- 1)( ).
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Lema 2.2. Para os coeficientes dos termos de mator grau dos polindmios ortonormais de

Jacobi, p "V (z) e pi®P(z), temos
y Hgla—l,,@—l) 1
im ————— = —.
n—oo Kjgla’ﬁ) 8

Demonstracao: De (2.16) e (2.17), obtemos que o coeficiente do termo de maior grau

dos polindmios ortonormais de Jacobi é dado por

s 1 ( gotB+1 F(n+a+1)r(n+5+1))1/2 2+ a+ 3
Ky P = —
" 2 \2n+a+pf+1n+ Hl(n+a+ 5+ 1) n
Assim,
(a-1,8-1) _ 1 goth-1 Tn+a)(n+8) \7?[ 22n+a+p-2
K ’ = —
" 2 \2n+a+pf—-1T'n+DI'(n+a+ 5 —1) n

Da Propriedade 2.1 e de (2.4), obtemos

ROV 1 @ndat B Dt at B 132 (n+a+ )P

e 220t at B 1PR@n+at B)(n+ o) B(n+ 5)17
Aplicando o limite para n — oo, obtemos o resultado desejado. |

Polindmios Ortogonais de Gegenbauer.

Os polinémios de Gegenbauer, ou polinémios Ultrasféricos, sao multiplos de um caso

1
especial dos polinémios de Jacobi, com aa = =\ — 3 > —1. Sao ortogonais no intervalo

[—1,1] com relagdo & funcio peso w(x) = (1 — 22)*~1/2,

A notagao usual para os polinomios de Gegenbauer é G;’\) (x) e sdo dados por

6 = (*) R (") e,

(0% «

onde ™ (x) s@o os polindémios de Jacobi com (3 = a.

A relagao de recorréncia de trés termos para os polindmios de Gegenbauer ¢ da forma

(n+1)GWY, (z) = 2(n + N)2GV(z) — (n+ 22 — NGV, (2), (2.19)

onde G(_Al)(x) =0e Gé)‘) (x) = 1.
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2.6.2 Polindmios de Laguerre

Os polindmios de Laguerre sao ortogonais com relagao a medida diy(z) = z%e *dx,

« > —1, no intervalo [0, 00) e sao dados explicitamente pela expressiao

n

L@ =" nben) ot (2.20)

=0 \ n—k k!

onde Lﬁf)(x) ¢ o polinomio de grau n com o coeficiente do termo de maior grau

£l =

que é independente de a, e

LI(0) = . (2.21)

A férmula de Rodrigues para esses polindémios é a seguinte:

dn
L9 (z) = (—1)”x’ae””%[x°‘+”eﬂ] (2.22)

e satisfazem a relagao de recorréncia de trés termos

L (@) = ~(n+ DL (@) + @0+ o+ DIP(@) — (0t a) LY (), n >0, (223)

n—1

com L' (z) =0 e LI (z) = 1.
Além disso, satisfazem a seguinte relacao de ortogonalidade
0, sem #n,

(@ Fn+a+1)
pn = n!

(2.24)

, sem =n.

(10,1 = [ L@ waede =
0

De (2.23), é facil verificar que os polindmios ortonormais de Laguerre, ou seja, 1) (x) =

(e « . N . ~ A .
R , com ) > 0, satisfazem a seguinte relacao de recorréncia

2l (@) = ML () + 00 (2) + A (), m > 1,

n n

onde

MY =Vnn+a) e 6 =2m+a+1, n>1 (2.25)

n

Enunciaremos, a seguir, alguns resultados que serao importantes para o desenvolvi-
mento deste trabalho. As demonstracoes serao omitidas pois, além de envolverem muitos
outros resultados, o que tornaria este texto demasiado longo, nao sao o objetivo deste

trabalho. Porém, podem ser encontradas em Szegd [57].
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Teorema 2.7. | Teorema 8.1.3] Formula de Mehler-Heine

LY
lim £ (/™)

n—00 n«

=2 ], (2v/7),

uniformemente em subconjuntos compactos de C, onde J, € a fun¢ao de Bessel definida

em (2.5).

Como conseqiiéncia imediata deste teorema, obtemos

i L@/ ()

n—o00 n<«

= 272 ], (2V/T), (2.26)

uniformemente em subconjuntos compactos de C e uniformemente em j € NU {0}.

LY (x)

Teorema 2.8. [Teorema 8.22.1] A seqiéncia {W

} ¢ uniformemente limitada
n

em subconjuntos compactos de (0,+00).

Teorema 2.9. [Teorema 8.22.3| Seja o um nimero real arbitrdrio. Entao,

L) (z) = 1 #12(—g) (/=14 na/2—1/4€2\/—7a:{1 +O(n_1/2)}, N — o0

2y

Dizemos que f(z) = O(g(z)) quando z — ¢ € G C C se, e somente se, |f(z)/g(z)| ¢
limitada quando z — c.

Como conseqiiéncia direta do teorema anterior, temos que

LYY
11m @ (1:)
el Ln—l ($)

=1, a>-1 (2.27)

/2 (a=1)
lim "(+(x) = V=7, a>0, (2.28)
L)

uniformemente em subconjuntos compactos de C \ [0, oc.

Teorema 2.10. [Teorema 8.22.5] Os polinémios de Laguerre também satisfazem

nga)(x) z/2, .—a)2 -3/4
T/QZG T Ja(2\/nx)+0(n ), nZ ]., o > —]_,
n

uniformemente em subconjuntos compactos de (0,400).

Agora, de (2.20), obtemos

L (x) — L V(z) = n_l{ nre) et } (o), (2.29)
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Da Propriedade 2.1, temos que

nta ) n+a-—1 B F'n+a+1) B I'(n+ «)
"k n—k - (n=KT(k+a+1) (n—k)TE+a)
(n—k)I'(n+a) _ I'(n+ «)
mn—klk+a)l'(k+a) nm—-—KTk+a+l)
B n+oa—1
N n—Fk—1

Substituindo na equagao (2.29), de (2.20) obtemos

L) = LD (2) = LY (2), 020, a>0,

ou seja,

L) = L' (z) = L V(2), n>0, a>0. (2.30)
Derivando, agora, ambos os membros da equagao (2.20) com relagao a x, obtemos

n—1

n—14+a+1 (—x)k
k=0 n—1—k k! .

d “f nta ) (—z)k!
T L) = - --
dx ; n—k | (k=1)

Portanto, usando novamente (2.20), os polinémios de Laguerre satisfazem a seguinte
relagao:

d
%Lgﬂ(gg) =@, n>0 a>-1. (2.31)

Das duas relagoes anteriores, (2.30) e (2.31), obtemos

d
(L("‘) () — Lfﬁjl(x)) = L9), n>0, a>-1. (2.32)

d‘r n n

Se tomarmos f(n) = n no Teorema 2.4, de (2.25), obtemos

lim—=1 e lim— =2.
n—oo n n—oo 1

Logo,
1 _ 2 — 1
”_’OOlna)(nl’) —x—2—|—\/(l‘—2)2—4—(p((x_Q)/Z)’

uniformemente em subconjuntos compactos de C\ [0, 4], onde ¢ é a aplicagao definida no

Teorema 2.5.
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(@) (@) (—1)" LS ()

Como I (z) = k™2™ + ..., com &) > 0, entdo I (2) = 9w Logo, de
n xr
(2.24), imediatamente obtemos
LY 1
lim Lo (n2) (2.33)

n=o0 [\ (ng) e((z—2)/2)’
uniformemente em subconjuntos compactos de C \ [0, 4], onde ¢ ¢ a aplica¢do definida no
Teorema 2.5.

Como conseqiiéncia imediata de (2.33), obtemos

L((n+4)x) 1
P g e Pl —2)2) (234)

uniformemente em subconjuntos compactos de C\ [0, 4] e uniformemente em 7 € NU{0}.

Paraz > 0,n>0e a > —1, [1, Fomulas 22.14.13 e Fomulas 22.14.14 | temos que

L) ()] < A(n, a)e"’?, (2.35)
onde
r 1
%7 s a>0,
Afn,a) = { "Fle+1) (2.36)
I'n+a+1)
2——~— 7 s —-1<a<0.
n!l'(a+1)

2.6.3 Polinémios de Hermite

Os polinémios de Hermite sdo ortogonais com relagdo a medida di(x) = e‘””Qd:c,

definida no intervalo (—o0, ), e sao dados explicitamente pela expressao

[n/2] (_1>kn|(2x>n—2k -

H,(x) = n! . o>
(z) =n n—2k)k "

k=0
onde |z] denota o maior inteiro menor ou igual a z. H,(x) é o polinomio de grau n com

coeficiente do termo de maior grau dado por

7. n

Ry, = 2".
Sao, também, definidos pela formula de Rodrigues

22 d" 2

H,(z)=(—-1)"e e e™™], mn>0.

A relag@o de recorréncia de trés termos para os polinomios de Hermite é

Hyi(x) =22H,(x) — 2nH,_1(x), n>1,
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com Hy(z) =1e Hy(z) = 2z.
Além disso, esses polindmios satisfazem a seguinte relagao de ortogonalidade

00 ) 0, sem #n,
(Ho M), = / Hy () o ()= d —

2"nl\/7, sem =n.
Mais informacoes sobre os polinémios ortogonais podem ser encontrados , por exemplo,

em Chihara [17], Freud [22]| e Szeg6 [57].

2.7 Polindbmios ortogonais de Sobolev

Sejam diy, k= 0,1,..., N, medidas positivas na reta real R, tendo suporte limitado

ou nao. Se o espaco das fungoes diferenciaveis até ordem N em R satisfaz

Z/ Py (o

entao esse espaco é chamado espaco de Sobolev.
Uma seqiiéncia de polinomios {5, }5°, é chamada seqiiéncia de polinémios ortogonais

de Sobolev, se S,, é de grau exatamente n e

(S, Spn) e = / S0 ()80 ()i (z) = 4 para m 7 n, (2.37)

p,sl >0, param =n.

Em nosso trabalho, consideraremos estes polindbmios no caso em que N = 1 e escreve-

mos o produto interno como

/ F@)g(x)diio () + A / £ (2)g (@)dvn (x), (2.38)

onde A > 0.

O estudo de uma interessante subclasse desses polinomios, associados a medidas que
formam par coerente, cuja definicio daremos mais adiante, iniciou-se com o trabalho
de Irseles [28]. Esta subclasse despertou o interesse de muitos mateméticos e, como
conseqjiiéncia, a publicacao de muitos trabalhos de pesquisa nos ultimos anos.

Algumas das propriedades dos polindmios ortogonais também sao validas para os po-
lindbmios ortogonais de Sobolev como, por exemplo, a propriedade minimal, que dentre
todos os polinémios de grau n, S, é o polindmio que minimiza a norma induzida pelo

produto interno <~, > ¢ Porém, para os polindmios ortogonais de Sobolev de forma geral,
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nao existe uma relacao de recorréncia de trés termos. Existem relagoes entre os polind-
mios ortogonais de Sobolev e os polindmios ortogonais associados a diyy. Vejamos, agora,
algumas defini¢oes e resultados que serao importantes no decorrer deste trabalho.

Sejam {P¥0}> e {P¥1}2°, seqiiéncias de polinémios ortogonais monicos com relagio
as medidas diyg e diq, respectivamente. Entao, {dio,dy,} forma um par coerente de

medidas se

P (2) = [P (2) + 0, P¥], n > 0,

n-+1

onde {0,}>, ¢ uma seqiiéncia de nimeros reais nao nulos. Esta defini¢ao foi primeira-
mente dada em Iserles [28]. Neste mesmo trabalho, foi demonstrado que vale a seguinte
relagao:

Spi1(2) + an(N\)S,(x) = P, (x) + 0, PP (), n >0, (2.39)

onde
0
an(A) = i Un, n > 0.
I

Os coeficientes a,(\) podem ser obtidos recursivamente por

On pw()

an(A) = >
pxo +>‘n2p +Un 1pn 1~ On-— 1pn 14n— 1()\>

n>1

Y

com agp(A) = 0y.
De modo anélogo, Iserles [28] também definiu o conceito de par simetricamente coe-
rente. Assim, duas medidas simétricas diy e diy; formam um par simetricamente coerente

se os polindmios monicos associados estiverem relacionados da forma

Pffl (z) = [Pnﬁ%( ) + Un—lpﬁoﬂa n =1,

n+1
onde {0,}2, ¢ uma seqiiéncia de nimeros reais nao nulos.
Também para este caso sao validas propriedades semelhantes ao caso dos pares coe-

rentes, entre elas a relagao

Sni1(2) + an_1(N)Snor(x) = P (2) + 001 Py (1), n>1, (2.40)
onde
Qﬁoan
aTb()\): nS 9 nZO
Pn

Os coeficientes podem ser obtidos recursivamente pela expressao

O'npxo

Pw0+)\n2 Liton 2pn 2~ On— 2Pn 20n—2(A)

an(A) =
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ooy

0 or Neste caso, os polindmios S,, também sao simétri-
P+ Apg

com ag(A) = 0g e a;(A\) =
Cos.

Em 1997, Meijer [38] resolveu completamente o problema de determinar os pares co-
erentes e simetricamente coerentes, mostrando que, necessariamente, uma das medidas
deve ser classica. Assim, por exemplo, as medidas de Jacobi e Laguerre estao associadas
a pares coerentes, enquanto que as medidas de Hermite e Gegenbauer estao relacionadas
a pares simetricamente coerentes. Em particular, Meijer [38] demonstrou que existem so-
mente dois tipos de pares coerentes envolvendo as medidas classicas de Jacobi e Laguerre,

que sao:

Tipo I: dy é classica:
(i) O caso Jacobi:
dpg = (x =1 —2)""(1+2)" dz,
dipy = (1—2)*(1+ z)dx,
comé<—1, a>0, >0.
(ii) O caso Laguerre:
dipg = (v —&)x* e "da + M§(0),
dyp; = x%e “dx,
comé=0se—-1<a<0eM=0sea#0.

Aqui, §(z) é a funcao delta de Dirac tal que / f(x)d(z)dx = f(0) para f continua.

Tipo 1I: d é classica:
(iii) O caso Jacobi:

dpy = (1-2)*(1+2)’de,

i = BT e

comé < —1l,a>—-1,6>-1,M > 0.
(iv) O caso Laguerre:
dpg = x% “dx,
diy, = ———dz+ M),

coma>—1,£<0eM>0.
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Iniciaremos, a seguir, nossos estudos sobre as propriedades assintéticas dos polind-
mios de Sobolev associados a esses pares de medidas, ou seja, Sobolev-Jacobi e Sobolev-

Laguerre.



Capitulo 3

Polinémios ortogonais de Sobolev -

Jacobi: propriedades assintoticas

Neste capitulo, apresentaremos um estudo sobre o comportamento assintético dos
polindmios ortogonais associados as medidas envolvidas no produto interno de Sobolev-

Jacobi e dos coeficientes relacionados. Este estudo foi baseado, principalmente, nos tra-

balhos de Pan [43, 44].

3.1 Introducgao

Seja {S, }22, uma seqiiéncia de polindémios de Sobolev monicos, ortogonais com res-

peito ao produto interno
s = [ F@al@dinta) + ) [ 7@ @)ain(z), (3.)

onde A > 0 e {diy, dip} forma um par coerente de medidas de Jacobi.
Sejam {p¥°(x) = k¥°z" + ...} a seqiiéncia de polinémios ortonormais com respeito
a dipg e {p¥*(z) = k¥'2" + ...} a seqiiéncia de polindmios ortonormais com respeito a

dipy com k¥ > 0 e k%' > 0. Como {diy,dy;} forma um par coerente, entdo existem

constantes D,, # 0 tais que

p’wo P'to
P;fl(:c) — n+1(x) + Dn n ('T)’ n > 1, (32>
n+1 n
o () P ()
P1 —n v/ ) — n
onde PV (z) = o e PYo(x) = o

27
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Observe que

1
= (PY", PM = —— i=0,len>0. (3.3)
(sh)?

Usando (3.2) e o fato de que {Sk}}_, forma uma base para o espago dos polinémios

de grau < n, P,, podemos facilmente demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 3.1. Para n > 1 as sequintes relagoes sao satisfeitas:

Py (x Po S, S,
n+1 n n+1 n
e
! S/ (:C)
Pwl _ n+1(x) dn n 3.5
P (@) = 2D 4 g, 2 (35)
b 2
PYo d D
onde d,, = f“ [ ° (:)] ¢0Dn = ¢—n
Pr (kn°)2p3
Demonstracao: Desde que Sj(x), j = 0,...,n+ 1, formam uma base para o espago
P11, podemos escrever
P:f—il( ) Pwo <
g th = 28 (3.6)

com ¢, = 1/(n+1).
Para k =0,...,n, de (2.37) obtemos

S, S -
<n +lo ZCJS],Sk>S = <n _:11,Sk>s + ch<5j,5k>s = ck,of. (3.7)

§=0 §=0

Mas, de (3.6),

Sn+1 P’[Zil,o»]_ Pd)o
= n D, —2
<n +chsj,sk>s <n+1+ . Sk )

7=0
PWO Pzpo Pld’o P’iﬁo
= LD, S ) A 4D, S )
n+1 n n+1 n
Yo Y1
Assim, de (3.2) e (3.7),

pYo po
Ck:pg = <—+1+Dn775k> +)\<P:L/)1’Sk>wl.
%o

n+1
Entao,
(P8 DB S, A (RS
n+1 n+17kw0 n "’kd)o n 1Pk /gy
Cr, — 5
Pk
0, se k <mn,
= DulB Sy, D (BB,
_—S:_—S7 Sek::n.
n P, n Prn
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Portanto,
n+1 "on n+1 "o
(P, Pi°)
onde d,, = 3 ~ P, Agora, de (3.2) e da relagio acima, obtemos
Pn

Pl (z) = S;*Jlr(f) 1,50,

Em 1997, Pan [43] obteve a seguinte relagao de recorréncia para d,, em termos de x*°

1
e kUL

Teorema 3.2. Os coeficientes d,, em (3.4) satisfazem

D,
dn = b ’
D2 n2(k,0)?2 )\n2(nﬁ0)2 . Dn71n2(’%$0)2
(n—1)2(k20 )2 T (kP12 " 1)2 (650 )2

P

com a condi¢ao iicial dy = ———
P+ oy

D;.

Demonstragao: Consideremos os polinomios

Pi(@) o Bio() Su(2)
== D,—™ =, .
Ryii(x) = 1 + D= e Ch(x) . (3.8)
Da equacao (3.4),
Spa1(x S, (x
Rp(z) = n+—il—<1) +d, 75 ) _ Chi1(2) + dnCo (). (3.9)
Primeiramente, mostraremos que
Ry1, Ry
d, = (B, o . (3.10)
<Rn> Rn>s - dn71<Rn7 Rn71>s

Observe que

Sna1 Sn 1 Sn

= d,— - n dn —ydlp
<Rn+1aRn>S <n+1+ nnaRn>S n+1<Sn+1aR >S+ <7’L R >S

= dp(Cpy Ry)yg. (3.11)



Polinémios ortogonais de Sobolev-Jacobi 30

Além disso, de (3.9) e (3.8),

(R, Ry —dn1Ry1)y = (Cp+dy1Cny, Ry — dp_1Rp1)
= (Cn, Bu)g + dna(Crt, B} g = dnr(Coy Bt )
—dp 1 (Cn, B g
= (G, Bn) g+ dn1{(Cry, Cp + dy1Cry) g — diy 1 {Criy, R )
= (Co,Rp)g+dy ((Crny,Cra)g—di ((Cry, Ryn)
= (Cn, Bu) g

De (3.11) e da igualdade acima, obtemos

<Rn+1; Rn>s . <Rn+17 Rn>s

dn = = ’
<Cn7Rn>S <RnaRn>S - dn71<RnaRnfl>s

que ¢ o resultado (3.10).
Por definigao,

(B R = (R Ry + Ao R, = (R B+ A(PYL PE),

Yo

, P'vo leo
pois R, (x) = B + DnlL(f) = PY(z). Mas, de (3.8),
n R—
pwo po pwo pYo
Rna Rn = < Dn s Dn— n-l >
< >1/’0 n * n— 1 n + n—1
_ n 1 U W
on? <P;‘bo’ n >¢o <P Ol’P"01>wo

Assim, de (3.3), obtemos
U S R

<Rm Rn>wo T n2 (H%OV (n—1) (”30—1)2
e
AP P, =
1 Hn1—1)2
Logo, D?
) 1
<Rn7 Rn> = + n_l + A : <3'12>
S n2(/€%0)2 (n— 1) ( zo—l)Q ( zl 1)2

Portanto, temos que

(Ros1, Ru)g = (Rugis Ra), + MRy, Ry, =<Rn+1,Rn>¢O+A<P,?1,P;“1>1

- n+1 nn7 n—1 o

_ P —— 3.13
RLER),, = (313)



3.2. O caso Jacobi do tipo I 31

e

(Ro, Rut)g = (BuyRua)y, + MR R, y), = (Ruy Rao), + AP P

pd)o P% Pll)o Pwoz
- D Dy_g—1= >
< n T T T 0
anl Dn 1
= =L (p¥% P . 3.14
(n—1)2< " >1"° (n—1)2(k}2,)? .
Substituindo (3.12), (3.13), (3.14) em (3.10), obtemos
D,
g n2(,‘g}f0)2
L 1 + Dy_ 1 4\ 1 —d Dp_1 ’
202 (D202 G2 T e )2, )2
de onde segue o resultado do teorema. |

3.2 O caso Jacobi do tipo 1

Lembremos que, neste caso, as medidas envolvidas sao diyy = wo(z)dz = (x — &)(1 —
2)* 1 (142)tdz e dipy = wy(z)dz = (1—2)*(1+x) dz. Consideremos p(x) = wo(z)/(z—
£)-

Assim, P¥1(z) = Péa’m(x) ¢ o polindmio ménico de Jacobi de grau n, com «, 3 > —1.

O proximo resultado estabelece uma relagao entre PY0(x) e pletA= (x).

Proposicao 3.1. Sejam n >0 e o, 3 > 0. Entao,
plo=1.8-1)

o a—1 n+1 (f) a—1
(x = PP (x) = P )<$>—P<IT1>@P( 70 (x).

Demonstragao: Como (z —&)PY0(x) é um polindmio de grau n + 1, podemos escrevé-lo

da forma

(x — )P (z) = PG V(2 +Zé P (), (3.15)

_ / F@)g@y(a)da.

(@—gpp pem) (e T
6 = b= Yo —0, 0<i<n-—1,
<P'(a71»571)’ P}(a717B71)> <P'(O‘717571)’ P‘(a717ﬂ71)>
I

1

Se definirmos

entao,

I
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pela Propriedade 2.6. Assim, podemos escrever a equagao (3.15) como
(v = P (@) = BV (@) + 0P (@),

Fazendo x = £, na equacao acima, obtemos
a—1,0-1
P

(Sn - M.

O préximo resultado nos mostra o comportamento assintético da raziao entre PY0(x)

e PV () em €\ [-1,1].

Teorema 3.3.

. By (x) Lo(x) = 9(§)
nh_,rgo Péafl,ﬂfl)(x) = 5 T _£

localmente uniformemente em C \ [—1, 1], onde ¢(x) € a funcao definida no Teorema 2.5.

Demonstragao: Da Proposicao 3.1, temos que
(= OPP@) _ By @) RGN
Péa—l,ﬁ—l) (.T) Péa—l,ﬁ—l) (I) PTga—l,ﬁ—l) (5)

Portanto, do Teorema 2.5,

(@ =9Pr@) . PYYTV@ PR
lim ——"* /2 = lim—*2>*>— 72 lim 2~ 7
N 00 Tgafl,ﬂfl)(a:) naoopéaflvﬁfl)(m) N 00 éafl,ﬂfl)(g)
_ e@) - 90
2 )
demonstrando assim o teorema. [

Agora, podemos obter o comportamento da razio entre P )(:v) e PY(x) em C \

~1,1].

Teorema 3.4. Para os polinémios P¥(x) e pleP) (x), o sequinte resultado € verdadeiro:

T C B O N
n—00 PﬁZJO(x) \/ 2 —1 QO(ZL’) - 90(5)’

localmente uniformemente em C \ [—1,1].

Demonstragao: Usando os Teoremas 3.3 e 2.6, obtemos

PP PO P (pe)f2 ¢
e P@) e P ) PR ) 71 (ple) — ()2
plr)  x—¢

22 —1p(x) —9(§)
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O resultado a seguir sera importante para a obtermos o limite da seqiiéncia dos coefi-

cientes D,,.

Lema 3.1. Sejam ¢ € M(0,1) e p,(z) o polindmio ortogonal moénico de grau n com
respeito a dip. Para qualquer seqiiéncia de polinomios {u,}, se lim u,(x)/®,(x) eziste
localmente uniformemente em C \ [—1,1], entdo

lim Uy () = lim Un ()

n—oo &, () n—oe &y (2)’

localmente uniformemente em C \ [—1,1].

Demonstragao: Desde que

i(un(x)) U (2)Pa(2) — un(2) P, (2)
de \ ®,(z) 2 (1) ’

multiplicando ambos os membros por ®,(z)/® (), obtemos

®(2) d (un_(fﬂ)) U (2) P (@) — un (1) P, ()

¥, (2) dz \ @, () D, ()% (x)
@) wla)
O (x) Pp(x)

Do Teorema 2.5,
. D,(x) . nd,(x) 1
1 = 1 _—=
W () niee @ (2) 1

Portanto, pelo Teorema 2.1, temos que

- u, () B imu"—(x): i Pp(z) d [ un(z) _
Jim S o g = g 5 () =

Mostraremos, agora, que o limite de D,, existe.

Teorema 3.5. Para o caso Jacobi do tipo I, os coeficientes D,, satisfazem

lim D, = —=——.
n—oo 2¢(¢)

Demonstragao: Primeiro, note que diyg € M(0, 1) e, do Teorema 2.5 | temos que

p'wo P/TIJO 1 Piﬁo Yo
n=s P (z) noe (n+ )P (e)  nPP(x)  B(x) 2

localmente uniformemente em C \ [—1,1].
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Dos Teoremas 3.3, 2.6 e 2.5 e do Lema 3.1 |

P () _ P(x) nPWLﬁ*”(x) AP V()
lm ————~ = lim L ;
n—00 ino(fl,’) n—o00 P(a 1,8-1) d P a—1,8-1) (ZL‘) ino(l‘)
o(r) Vi —1 2(x —¢€)
= — 2 \é — 1—
2/ — 1 p(x) — (&)
_ pl)@=¢ (3.17)
p(z) — (&)’
localmente uniformemente em C \ [—1,1]. Logo, das equagdes (3.2), (3.16) e (3.17),
obtemos
(e,8) Yo _
n—00 n—00 Pnd’o (ZE) n—o0 ino (:L') n-+1 (p(.%‘) — g0<€) 2

20p(2) - 2(9))
2e =€) = (r+ Va7 = 1)

2(p(z) — 9(£))
©(§) — ()

Para demonstrar o comportamento limite dos coeficientes d,, definidos no Teorema 3.2,

precisaremos do lema a seguir, cuja demonstragao pode ser encontrada em Nevai [41].

(a—1,6-1) (a—1,6— )(m)

Lema 3.2. Sejam ky, e kY0 0s coeficientes dos termos de maior grau de pr

e pto(z), respectivamente. Entio,

onde A = e:vp{ lo\i%) dt}.

Teorema 3.6. Sejam d,,, n > 1, definidos como no Teorema 3.2. Entao,

8A?
lim n%d, = — .
n—oc0 Ap(€)

Demonstragao: Da definicdo de p° e da Propriedade 2.8,

W < <Sn78n>¢0 < Pi'
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Assim, do Teorema 3.1, temos que

P

n

Do Teorema 2.5 e dos Lemas 3.2 e 2.2, obtemos

%o o (a—1,8-1) (a—1,-1)
A T BT (a/{w )Z?a—m—n Rnﬁ(laﬁ) :ﬁ' (3.18)
Kn—1 n—1 n—1
Assim, dos Teoremas 3.2 e 3.5 e 2.5 e da equagao (3.18),
D,
= T B P AP D,
e N P R C R VP
= lim —Dn = — BA® .
n—oo A[kp0]? Ap(£)
T
n

Nosso objetivo, agora, é obter propriedades envolvendo os polindémios S, (z). Para
isso, consideremos o operador linear definido por:

r—8

wo()

1"

Ffx) = {f (@)wo(x) = Af'(z)wy (x) = ALf ()] wy ()}

Considere o produto interno entre os polinémios ortonormais

<P >s = /lpﬁ(’(w)pﬁf’m(ﬂf)(fc —O(1—2) (1 +2)" de

1

af @D () (1 — ) (1 + ).

1

Integrando por partes a segunda integral, obtemos

<ppef s = [ (@) (@) (e — )(1 — )" (1 + )
1

[ AP @ ) 40l - 2 )
+B(1 = 2)*(1 + 2)'}dx

= [ @ wute) - i)
— AP (x)] wi (x) bda. (3.19)

Entao, de (3.19),

(pie, ple?y —/119%1(56)1%”“ (x)de = (Fpy°,p}"), - (3.20)



3.2. O caso Jacobi do tipo I 36

Para a investigacao do operador F' é conveniente fazer a mudanca de varidveis t—§ = t.

Entao,
PG = G s e~ O o e
—apl(@)[=o(l = 2)* (1 +2)" + B(1 = 2)*(1 + 2)" "]
—Alph (@) (1= 2)°(1+ )}
= P @)t + 2 @)alt + €+ 1) + Bt + &+ D]+ A (@)] [ 1+ (¢ + 26€ + )],
Assim,

Fplo(z) = oplo(x) + Ma(a+ B) +&(a+ B) — B+ a] + Ma? + 22 + €2 — 1)pl°(x).

Lema 3.3. O operador diferencial F' pode ser dado em termos do produto interno (.,.)g,
ou seja,

(Fpie,plPy o = (pte, Fple?)

para os polindmios pt°(z) e pﬁf‘ 5)( ).

Demonstracao: De (3.20), temos que

(P Fpi) g = (Fppo, Fpi?)

Logo,
(Fpie,p?) g = (pl? Fpie) g = (Fpie, Fpi?) = (oo, Fpt?)
|
Teorema 3.7. Para o operador F', temos
FSu(a) = B0 (@) + 0, P00 (@),
STL7 STL S
onde b, = < )s = Pn .
<P7(la—1,,8—1) Pr(Loz—l,ﬁ—l)> pﬁ{*_l’ﬁ_l)
’ I3
Demonstracao: Como {Pk(a*l’ﬂ — ”“ forma uma base para P, 1, podemos escrever
FS,(z) = P97 V(@) + Zb PO (), (3.21)

Fazendo o produto interno de F'S,,(x) com P(CY Lo )( ), a demonstragao segue, agora,
de maneira analoga a da Proposicao 3.1. ]
Veremos, a seguir, uma relagao entre os polinémios plo—tp _1)(x) e 0s polindmios

ortogonais em relagao a diy.
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Teorema 3.8. Temos que

P (@) = B () + en P (),

onde ¢, = %
pn’

Demonstracgao: Escrevendo

n

a—1,0—1
PATY (@) = PR () + Y e PP (w),

j=0
com
(pision )
cj = gz wo,ij,...,n,
a demonstragao segue de maneira analoga a da Proposigao 3.1. |

Podemos, agora, demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 3.9. Para os polindomios S,(x), temos que

FS,(x) = Spi1(x) + anSp(z) + pn_1Sn-1(7)

i 1 1
onde Q,_1 = Z—" ea, = nt d,, — nt D, +b,+c,, comb, ec, definidos nos Teoremas
Prn—1 n n

3.7 e 8.8, respectivamente.

Demonstragao: Podemos escrever

FSu(@) = Sua(@) + 3 78(@)

Do Lema 3.3,
FS,.S; Sy, F'S; .
%:< . >S:< < >S:Oparaz:O,...,n—2.
Pi Pi

Para i = n — 1, temos que

Vg = <SnvFSn—1>S _ pg .
pg—l Pn-1
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Usando os Teoremas 3.7, 3.8 e 3.1, obtemos

SuFs)y (S BETV) (S PT)

Tn
I P I
<S pro +cnP¢o> <Sn R&a‘lﬂ‘”>
+1 s ’ s
+ b, S
Pn Pn
s P >
<S w1 (S, PO _g
Pi P " ps5
gm Spiq + dn”—“Sn _ Dnn_ﬂpwo
— < +1 n - n >S _I_Cn ‘l‘b
o P
Sy On 1o 1. (S, P
_ < ) +1>S+n+ dnp_”_n+ Dn< >S+bn+cn
P noopyon P

1 1
S S ey S SR
n n

Fazendo, agora, a,_1 = Y,_1 € a, = 7, concluimos a demonstracao do teorema. [ ]

3.3 O caso Jacobi do tipo II

Lembremos, agora, que as medidas envolvidas sdo diyy = (1 — 2)%(1 + 2)dz, dy, =

_ o+l B+1
(1—2) . _<1£+ z) dx + MJ(€), € < —1, e consideremos v(x) = (1 — z)*1(1 + )5+,

Logo, PY°(x) = p? (x) ¢ o polindomio ortogonal de Jacobi moénico. A demonstragao do

lema a seguir pode ser encontrada em Alfaro et al.[3].

Lema 3.4. Sejam d¥(z) = (1 — 2)*" (1 + 2)P*/(x — E)dx e p¥(x) = kY2 + ... 0

polindmio ortonormal de grau n com respeito a d¥(x) com Y > 0. Entao,

anl(xu

1 = v )
Py (x) = Pl (x) - 5 + MK, (€

MPY(§), (3.22)

onde

2Pr\zp(x>P7;p—1(y) - P??(y)Pg—l(l.).
T —y

Kn71<$7 y) = (’%1\371)
Somando e subtraindo PY(x)PY ,(x) ao numerados da fragio acima, obtemos

Kor(y) = (k7 )QP,‘E’ (2) (PY(2) — Pg(y))x—_ig(x) (Pa(@) = BYAW)

n—1




3.3. O caso Jacobi do tipo II 39

Aplicando o limite em ambos os membros para y — x, temos

Knoa(z,2) = (5, 1)* | Py (2) P, (2) = PY (@) P24 (2)]

n—1
O proéximo 1 t t t intoti tre K, v
proximo lema nos mostra o comportamento assintotico entre £, _1(z,y) e p, (x).

Lema 3.5. Localmente uniformemente em x € C \ [—-1,1] ey € C \ [-1,1],

- Kni(zy) _ 1 o(x) — p(y)
n—oo pY()pr (y)  20(x)e(y) (v —y)
lim (pg’(—m))Q = p*(z) — 1.

ne Ty (2, 7)

Demonstracao: Da defini¢ao de K,,_1(z,y) e lembrando que ¥(z) € M (0, 1), obtemos

Ko 1(z,y) (5, )°PY(x)P) (y) — BY(y) Py i (x) 1
pe(x)py(y) T —y pY (z)p¥ (y)
P () Paa(¥)  p¥(y) Pr_i(@)
— (,{‘I’_I)Q Ko Fop_y K gy . 1
" T —y py (@)py (v)

oY, <p,‘£’_1(y) p:f_l(os))

kY (z—y)\ p¥(y)  pY(a)

(e 1 (P P
- () (w—y)(R?(y) Pf(m))'

Portanto, do Teorema 2.5,

PTG R B (%fg)?(Pf_l((y)_Pf_l(m)
)

n—oop (2)py (y) (. —y)n—oo

Agora, do limite acima, obtemos

i (s ) - 22 o

Mas,

O?(r) —1=22" -2+ 22vVa2 — 1 =2Va2 1 [a:—l—\/a:Q - 1} =2vVa? —1 p(x).

Logo,
e*(z) -1 Va2—-1 1
2¢°(x) plz) ()
Substituindo o lado esquerdo da expressao acima em (3.23), concluimos a demonstra-

¢ao do lema. n

No préximo resultado, obtemos o comportamento limite da razdo entre PY'(x) e
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Teorema 3.10.

i D@ VE — 1 p(e) — ¢(€)]
n—00 PE(J}) QO(ZL‘) T — ¢ )

localmente uniformemente em C \ [—1,1].

Demonstragao: E facil ver que lim (py (£))* = oo, pois £ < —1. De (3.22), obtemos

P _ | L@e)  MEE
iy L L 1+MKn 1(6,6) 2
o L K@ Mpl(©) pr(©)
nooo| L+ MK, 1(6,6) pr(z) pr(6)
i |y B8 MpEA©)
noe | pE@)PY(E) 1T+ MK, (€€
. (2, €) M ]
= lim 1— .
[ e T

Portanto, do Lema 3.5,

P () () — (€ 2
1 =1- —1].
PP T dpae@ -9 ” O
Como ¢?(z) — 1 = 2v/a2 — 1 (z), obtemos o resultado desejado. ]

Os dois proximos resultados serao importantes para a demonstragao do comporta-

mento assintético da razao entre P™” (z) e PV ().

Teorema 3.11. Para os polinémios quaﬂ’ﬂﬂ)(x) e PY(x), temos o sequinte resultado:

lim 2 @) ple) — ()

nooe - BY(x) 2(z = ¢)

localmente uniformemente em C \ [—1,1].

Demonstragao: Como (zr — f)P,EO‘H’ﬂH)(x) ¢ um polinémio de grau n + 1, podemos

escrevé-lo da forma
(z — f)PéaH’BH)( ) = PT\LII+1 () + Zbk,n—i-lplg](x)'
k=0
Logo, para i =0,...,n — 1, obtemos

<(l’ o g)PT(LOH‘LB'Fl)’ PZ\I/>\II _ <P7(La+1ﬁ+1)’ _F)Z\I/>

bi,n+1 - v = 07
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pela Propriedade 2.6. Assim,
(& = OPLTI (@) = Pl (@) + bonia Py ().

Fazendo x = &, na equacao acima, obtemos

b B
TR

Logo, do Teorema 2.5, temos que

n—00 PY(z) el PY(x ) n—oo PY(&) 2 '
u
Teorema 3.12. Para PY(z) e P\ (z), temos
pPY —
i D=9 st
n—co PP ()~ o(z) —p(6) Vi -1
localmente uniformemente em C \ [—1,1].
Demonstragao: Do Teorema 2.6,
PO @) ()
lim = :
n—oo plefy 2y =1
Usando este fato e o Teorema 3.11, obtemos
P C5 IS 45 C) P 5 S € B et S ()
im ——— = lim = ,
n—oo pled) () n—oo pletlAED () pA gy p(z) —@(§) Va?—1
concluindo, assim, a demonstragao do teorema. |

Para o caso Jacobi tipo II, temos o seguinte resultado para a razao entre os poliné6mios

P (z) e PP (x).

Teorema 3.13.

hy P@) (=8 ple) VeI
n—so PO () p(r) =€) Vet =1 Va1

localmente uniformemente em C \ [—1,1].

Demonstracgao: Usando os Teoremas 3.10 e 3.12,
P1 Y1 )4
L PA@) L BP) PYG)
n=oo pi(g)  n=e PY(x) B0 (g)
_ [y V€ Lp) — ()]
p(x) T =g p(x

z—§ ple) V&1
p(x) =€) Va2 -1 Va2-1

N~—
|
S
—~
I
S~—
8
[\V]
I
—
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Estamos, agora, em condi¢oes de demonstrar o comportamento dos coeficientes D,,

para o caso Jacobi do tipo II, quando n — oo.

Teorema 3.14. Para o caso Jacobi do tipo 11, os coeficientes D,, em (3.2) satisfazem

lim D,, = —@.
n—oo 2
Demonstracao: Como, de (3.2),
nP(x) __n P (@)

n —

Pl (z) 1 pe0) gy’

usando os Teoremas 2.5 e 3.13 e o Lema 3.1, obtemos

m D, — 1m (PB0@ B POP(@)
nh—{{.lo D, = nh—{{olo (PT'L% (I) Pq;(a’ﬁ)(x) - n+1 P;l(—;’ﬁ)(x)
— V221 (z —¢) plx) VE-1) o)
[p(z) — ()] Va2 -1 Va2 -1
(z=Oex) o) 5
P - 2z VETh

Da demonstracao do Teorema 3.5, note que

e, portanto,




Capitulo 4

Polinémios ortogonais de Sobolev -

Laguerre: propriedades assintoticas

Neste capitulo, apresentaremos os resultados de Meijer [39] e Alfaro et al. |2] sobre as
propriedades assintoticas dos polindomios ortogonais que envolvem as medidas relacionadas
aos polinomios de Sobolev-Laguerre. Seja {5, }, a seqiiéncia de polinémios ortogonais com

respeito ao produto interno de Sobolev

(fra)s = / " F@)gla)dvolz) + A / " a)g @) dda(x), A > 0. (4.1)

4.1 O caso Laguerre do tipo I

Considere o par coerente de medidas {diy, dy, }, onde dipy = z%e *dx, a > —1, é a
medida de Laguerre definida em [0, c0). Para diy (veja Meijer [38]), temos trés situagoes

diferentes:
(a) Se a > 0, entdo diyy(z) = (xz — &)x* e ", com & < 0;
(b) Se a = 0, entao diyy(z) = e *dx + M(0), com M > 0;
(¢) Se =1 < a <0, entao diyy(z) = z%e *dux,
que, como ja vimos, podem ser representadas de uma unica forma por
dipg = (x — &)x* e *dx + M6(0),

comé=0se —1l<a<0eM=0sea#0.

43
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Sejam {PY°}, a seqiiéncia de polindmios ortogonais com respeito a di)y e {L%a)}n a
seqiiencia de polindmios ortogonais de Laguerre com respeito a di;. Além disso, vamos
considerar que os polinémios ortogonais S, (x) e sza)(x) tém os coeficientes dos termos de
maior grau iguais. Entdo, em particular, Sp(x) = Lga) (x).

O primeiro lema deste capitulo mostra uma relagao de recorréncia entre os polinoémios

Sy () e os polinémios de Laguerre.
Proposicao 4.1. Existem constantes positivas a,, tais que
LO(z) — L' (2) = S,(2) — ap_1Sp1(z), n>1. (4.2)

n n—1

Demonstracgao: Para n > 1, podemos escrever
L(@) = L2 (2) = Sulw) + D085 (2).

Usando a equagao (2.32) e a Propriedade 2.6, respectivamente, para 0 < i < n — 1

temos que

O

b (Si, Si)g = <L >—ij?1,5¢>
S ACECE
- / L () — L, ()] Si(x)dio(z) — A / "L, ()8 (2)dn (1)
= [ I - L @S @dino) (43)
b (S Sy = /0 T (@) — L (2)]Si(r)a%eda — € /0 L 8, ()20 e da

) n—1

= —/OOL(Q)I(:U)SZ-(:B)xO‘e_Idx, i=0,...,
0
Mas, para 0 < i < n — 2, a integral anterior é nula. Assim, b; =0,7=0,...,n—2 e
b1 (Sn_1,Sn_1)g = — / OO[L;“_)I(:E)]%ae—xdx. (4.4)
0
eSe =0, a=0e M >0, podemos escrever (4.3) como

bi (Si, Si)g = / L) — L @) (x)eda + ML (0) — L, (0)]5:(0).

n
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De (2.21), obtemos

o0 n
b (S S = /0 L () = L@ (2)]S:(2)a@ e—da + M _ NIEC
n n —

= —/ Lfla_)l(:v)Si(:E)x(o‘)e_””dm, i=0,1,...,n—1.
0

Como ja vimos, para 0 < i < n — 2, a ultima integral é zero. Logo, obtemos novamente a
equagao (4.4).

eScé=0,—1<a<0eM =0, da mesma forma que fizemos para os outros dois casos,
chegamos & equagao (4.4).

Portanto, tomando a,,_1 = —b,_1, obtemos

L(z) = L (2) = Sp(2) — an_1Sp_1(z), n>1,

()
onde a,_1 = pg_l
Pn—1
u
Proposigao 4.2. A seqiiéncia {an}, em (4.2) satisfaz a relagao de recorréncia
n+ao
n = , > 1, 4.5
¢ n24+\)+a—§&—na, "= (4:5)
>0 ! 0 1 1<a<0
com ag = se = sea=0eayg=1 se — Q@ .
0= Iy a » ao M1 0
Demonstragao: Consideremos
Ry(z) = So(z) e Ry(x) = Sp(x) — ap—1Sn-1(x), n>1.
Assim, paran > 1,
<Rn+1a Rn>5 + an, <Rn7 Rn>5‘ + anQn—1 <Rn7 Rn—l)s - _anps + an, PS
+ anap_ypn — apas,_pp = 0. (4.6)

Por outro lado, de (4.2), R,(z) = L&a)(x) e (x). Aplicando o produto interno de

n—1

Sobolev , obtemos

(Rt Bu)g = (L (@) = L), Ry )
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Da equagao (2.32),
(FascRods = [ @) = LD @R (@dina) =) [ 0@ R, (oo
= [ 1)~ L @R @) dvo(a).

Procedendo de modo analogo a demonstracao do lema anterior, chegamos que

/0 L) (2) — L ()] Ro(2)dibolx) = — / "L @) ds

0
Fn+a+1)
a n!

Y

por (2.24). Assim,

I'n+a+1)

<Rn+17 Rn)s = - nl

Resolveremos, agora, o produto interno (R,, R,) .

(R R = (L= L, Ry) = / T @)~ L @] Ra) o)

[ L) - L @R (w)ae da,
0 dx

Usando novamente a equagao (2.32),
By = [ L) = L @) Rala)din(e) A [ L @R, ()ae "do.
0 0

e Se a > 0, da equacdo (2.30) e lembrando que R, (z) = L[LY (2)— LY, (z)] = L'V, (z),

obtemos

(Ry,Rn)g = / (a)(x)Rn(a:)xo‘emd:c—/ L' (2)Ry(2)2%e " dx
0

—¢ / L (@) Ry (2)2* e~ da + A /0 T, () Pate " da
- / ) (z) Ry, (x)xe " dx — /OOOLff)l(x)Rn(x)xo‘e””d:c
—¢ [ L@ @) - L @l e A [ @)are s
- / @) ()27 da + /0 T, (o)Pa%e " da
—¢ / )22 e da + A /0 OO[LSLQ_)I(:E)]Z:BO‘e_zdx.
Assim, de (2.24),
(B Ryyg = " tj b F(flnj&) —¢ F(nnT 9. Aii”jl?!), n>1.



Polinémios ortogonais de Sobolev - Laguerre: propriedades assintéticas 47
e Se o = 0, temos que
(R, Ru)s = /’u#”u>—L&Lmanxn%f%m+»wu#”w>—LﬁhmnRam
0
—A/ Lgloi)l(x)R;L(x)mae_xdx
0
= / [L9(2)]2x% " dx — / Lgla_)l(:v)Rn(x)xo‘e_xdx
0 0
—i—)\/ (L), (2)Pae *du,
0
de (2.21). Novamente de (2.24), obtemos
(R R 'n+a+1) T'(n+a) F(n—i—oz).
n! (n+1)! (n+1)!
eSe —1<a<0,
(Ru, Ru)g = / (L) (2)2ae " dx — / LY, (2)Ry(x)2%e " dx
0 0
+)\/ [Lgloi)l(x)]%ae_mdx
0
_ T'n+a+1) TI'(n+a) I'(n+a)
B n! (n+1)! (n+1)!
Logo, podemos escrever
'n+a+1) Tn+a) T(n+a) I'(n+ )
_ _ >1. (4
(B, B n! (n—1)! ¢ o A (n—1)1" "= (48)
Substituindo (4.7) e (4.8) em (4.6) e usando a Propriedade 2.1, obtemos
I'n+a+1)
o = n!
" Tht+a+l) T'(n+a) _éF(n—i-oz) +)\F(n+a) . I'(n+ )
n! (n—1)! n! m—1! (=1
r
_ (n+a)l'(n+ «) B n+«a n>1

Fn+a)[(n+a)+n—E+An+na,1] n2+A)+a—E&—na,

Para obtermos ay, utilizamos (4.2) com n = 1. Entao,
LY (@) = Li? (@) = S1(w) = aoSo(x)
Assim, como Sy(z) = L(()a)(x) e (S1,1)g = 0, obtemos
<L§“> ol 1> = (Sy — agSe, 1) — ag <Lga>, 1> ,
S o

ou seja,
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Calculando os produtos internos acima, obtemos o valor de aq. |

Daremos, agora, um resultado sobre o comportamento assintotico da seqiiéncia {ay, }n,

definida em (4.2).

Teorema 4.1. A seqiiéncia {a,},, dos coeficientes em (4.2) é convergente e

. A+2—VA2 44N
[ = lim a, = 5 < 1.

Além disso, para todo p < 1, temos

lim n*(a, —1) = 0. (4.9)

n—oo

Demonstracao: Primeiro, observe que 0 < ag < 1, pois, da proposi¢cao anterior, temos
que
.

1/(M+1)<1, sea=0,

ao = a/f(a—§) <1, sea>0,

1, se —1<a<0.
\

Observe que, se a > 0 e £ <0, temos a — & > «. Entao,
a+1

0< = <1
“ )\+2+a—§—a0 ’

pois A\ +2+a—-E¢—ay> A +2+a—-E—-1=A+14+a—&>a+ 1. Suponha que, para
k=1,....n—1,

0<a, <l
Assim, temos que

— a+k+1
LT kDA +2) +a—E— (k+ Day

pois (k+1)(A+2)+a—E—(k+1)ar > (k+1)(A+2)+a—E—(k+1) = k+1+a+A(k+1)—€ >
k + 1+ «a. Logo,

<1,

O<a, <1, n>1.

Suponhamos, agora, que lim a, = [. Entao,
n—oo

) . n+ « .
[=lima, = lim = lim
n—00 n—>oon()\ + 2) + o — f — NAyp_1 n—oo

(A+2)+a——an,1
n
1
A+2-=10
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) A4+ 2 — VA2 +4A
de onde concluimos que [ = 5 < 1.

Usando (4.5) e o fato de que I(2 + \) = [? + 1, obtemos

0 —1 — n—+ o 1
" o2+ N+ a—€—nay,

n+a—nl(A+2) —al+&l+nlay—y  a—Il(a—§)+nl(a,—1 —1)

n2+A)+a—E&—na,; C n24+ N +a—E&—na,

Entao, como a,_1 < 1,

o —l(a = &) +nl(an—1 —1)]  |a—I(la—E)+nl(a—1 —1)]

an — 1]

N2+ +a—€E—n| In(A+1)+a—¢]
a—la=9 +nilas— )] _|a—la=9| | nllai—1]
- In(A+1) + af “nA+D+a n(A+1)+a

Considere t,, = n?|a,, — [|, com p < 1. Entao,

nPla—lla—E&)| nlla,—1 —Un? (n—1)P

n(A+1)+a nA+1)+a (n—1)’

nPla, — 1| <

ou, ainda,

n’la —lfa = ¢ ! It
nA+1)+a (n—1Pn(1+A)+a] "

—1-
Sejam € > 0 el < r < 1. Entao, existe N positivo tal que
th,<e+rt,_1, n>N+1.

Aplicando para k& > 1, temos

r¥ k € k
+rity < — +1rty.
1—1r

tN_|_k<6(1—|—T—|—T2+...+’r’k_1)+7’kt1v:G1

Isso implica que

lim ¢, =0,

n—oo

o que conclui a demonstragao do teorema.

Observacao 4.1. Se consideramos os dois casos especiais

(i) dipo(z) = (x — x> te *dr,com a > 0,£ >0 e a = —%f,

(ii) dipo(z) = e *dx+ Mo(0),com M > 0,

10)
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a relagao (4.10) reduz-se a

I I
] e -
A YAl nlla,—1 — |

ln =1 < z z
14 A) — —— 14A) — ——
PIAN) — e a4 -
nl|a,_1 — | nl|a,_1 — | l
B — n(l+N) :1+A‘a”’1_”'
n(l4+A) — ——¢
1-1
Assim,
_l < < (=Y g — 1)
lan = 1] < 35 lan l|_(1+)\) a0 = 1]

Entao, para todo valor de p, temos

lim n?(a, —1) = 0.

n—oo

Teorema 4.2. Seja

1
N RGO -
Sn(x) T an (x) T an(x)
Sex € C\[0,400), entao
, F,.(x) 1
lim

n=00 LSL‘X—2)($) 1=

uniformemente em subconjuntos compactos de C \ [0, +00).

Antes de demonstrarmos o Teorema 4.2, falaremos de dois casos especiais em que é

possivel obter uma completa expansao assintotica para S, ().
Teorema 4.3. Suponha que

(i) dii(z) = 2% *dx, dipg(z) = (x—&)x* e ™ dr, coma >0, <0 ea=—

11 lé, ou

(it) dyn(x) = e *dx, dipo(x) = e *dx + Md(0), com M > 0.

O suporte das medidas € [0,00) e {S,}n € definido como no Teorema 4.2. Entao, a

completa expansao assintotica para S, € dada por

(DR
S(x) = #Lg 1) (),
k=0

uniformemente em subconjuntos compactos de C \ [0, 00).
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Demonstracao: A demonstracao deste teorema é constituida de dois passos. No primeiro
k

(CDT iy, (DA
passo devemos demonstrar que S,(z) = Zan (x) + WQn(SC),
i=0

onde (), é um polindémio. E no segundo passo devemos mostrar que lim (a—k——Q)() =
n—>ooL T
n

1 .
17 uniformemente em subconjuntos compactos de C\ [0, 00). Assim, podemos escrever
[i _1)k+1 lk-i—l

- < ( Qu(2)
-+ e

sen— oo

k /i ( - (—l)k“lkﬂ k2
1=0
E+1 -
(= -1
= LY ().
£ (1 — 1)+t

1° passo: Da equagao (2.30), obtemos

1) = 72 [Le0@) ~ 1180 (@)] — L 7o),

1-1 1-1
Assim
a 1 a— a— [ o o
@) = o [0 — 0@ - o [ @) - )
l2
s P (@),

(1—=1)

Repetindo este processo k vezes , obtemos

k
o a ( I’ a—i— a—i—
LR @) = L) = D> o HZH L0 (@) = 1L ()]
7= 0
1 k+1lk+1 o
OV ek (@) - 107 V(@) ()

(1 l)k—i—l
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Como, de (4.2), S,(z) = LY (z) — Lgfi)l(x) + ap-1S,-1(z), de (4.11) obtemos
k
(DT iy, (DS (1)1 g
Su(@) = ) a—pml @ T T
=0
k . .
(_1)Z+1l1+1 a—i— a—k— a—k—
X Z (1 _ l)i-|—1 L7(171 U(l’) + L% F 1)(17) - L1(171 1)(x)
=0
-1 k+1 1—1 k+1
+( ) lk(+1 ) a”—lsn—l(x)]
k i - (—1)k+1pk
= Z 1 —l L () + WQn(x)a (4.12)
onde @,(x) ¢ o polindomio que aparece entre colchetes.
2° passo:
n 1
lim (Qk(g)) = , (4.13)
n—oo [ M @ (ZE) 1-1
uniformemente em subconjuntos compactos de C \ [0, c0).
Usando a equagao (4.2) e escrevendo a,, = [ + r,,, obtemos
L9(z) = L' (@) = Sp(2) = 1Sp-1(2) = Tn1Sn_1(x), n>1. (4.14)
Substituindo (4.12), paran e n — 1, em (4.14), temos
b= , A
L;a)(x) Z 1 — l @+1 L(a—z—l)(x) i an_l(x)(a—z—l)]
z:O
( 1)k+1lk+1
+ (1 )k+1 [Qn( ) lQn_l(ﬂf) _rn—lQn—l($)]
k .
(=1 (amie
—Tn—1ZmL£L1 1)($)- (4.15)

i=0
De (4.11) e (4.15) obtemos, entao,

(_1)k+1lk+1 )k-‘rllk-‘rl

DT T ek pplehD g - (— (@
(1 —1)k+1 L () 1Ly~ (2)] (1 — 1)t [@Qn(z) — 1Qn-1(2)

1 Qo (2)] — rn_lz%mf”(x).

=0
(1 _ l)k+1

Multiplicando ambos os membros da equagao anterior por W7

temos que

Lo D) = L (@) = Qula) = (14 1m1)Qna (@)

_nk+1 ko 1y .
+Tn71(—1)k<1 l) ( 1)l (Oé—l—l)x

k Y n—1 ( )
L (1= 1)
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Usando a equagao (2.30) no lado esquerdo da expressao acima, chegamos em

LY () = Qu(r) — (14 rn1)Qna () + ra (1) s ;“j)l + = (1(_—12)2511

L ().

Podemos escrever a relacao acima como

Ap(x) =1+ by (x)Ap_1(z) + mpo1(2), (4.16)
. S 1 R B O !
R It T L g

k (_1)”171471[104 Z—1)(‘,13)

Tn_1(z) = (=1, (2) ‘ -l : (4.17)
2 (- )
Da Observacao 4.1, para qualquer valor de p, temos
lim nPr,_1(xz) = 0.
Logo, de (2.27) e (2.28),
k i— (a 2 1) (a—i—2)
YR L
i () = (1) i )3 ) S T,
nee noee i=0 TRy () Ly ()
uniformemente em subconjuntos compactos de C \ [0, 00). Além disso, por (2.27),
. . Ly ()
M bya(z) = T (I+ Tn1<$>>mfk—_2>($) =1
novamente uniformemente em subconjuntos compactos de C \ [0, c0).
Nossa intenc¢ao ¢ demonstrar (4.13), isto é,
lim A, (z) !
im A,(zr) = —,
: . . 1
uniformemente em subconjuntos compactos de C \ [0,00). Seja A% (z) = A, (x) — T

Entao, de (4.16), obtemos

bn_1<l‘) —1

() = =

+ bn_l(x)A;_l(I) + Fn_l(l').

Sejam K um subconjunto compacto de C\ [0,00), e >0el <r < 1. Como m,_1 — 0

eb, =1, n— o0, existe N >0, tal que,sen >N +1ex € K, temos

AL (@)] < e+ rlAL i (@)].
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Logo, para k> 1lex € K,

AN n(@)] < e+ AN 1 (@) < e+ r(E+7|AN_pn(@)]) = e+ re+ 12 AN ok (2)]
< <edre+ri4 . 4+ e+ b A% (2)]

= (L7t (@) + rF| AL (2)] = ﬁ + k| A% ()]

Isto implica que

lim A} (z) =0,
ou seja,
1
lim A, = —,
Jim An(r) =75
uniformemente em K. n

Demonstracao do Teorema 4.2: A demonstracao do Teorema 4.2 é a mesmo do
Teorema 4.3 com k = 0. Do Teorema 4.1,

lim nr,_1(x) =0,

n—oo

mas somente para p < 1. Portanto, de (4.17)

lim 7,_1(x) =0,

n—oo

somente para k = 0. Assim, é possivel obter a expansao assintotica de .S,, apenas com dois

termos.

4.2 O caso Laguerre do tipo II

Nesta se¢@o, vamos considerar o par coerente {dvy, di);} dado por

a+1 T

e
r—£

dio(x) = % “dx, di(x) = dx + M6(€),

onde as medidas estao definidas em (0,00), com a > —1, £ < 0e M > 0.
Nosso objetivo é estudar o comportamento assintotico da seqiiéncia de polindmios de

Sobolev {S,, },, ortogonais com relagdo ao produto interno

(f.9)s = / F(2)g()dio(x) + A / F(@)g (@)di (2). (4.18)
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Sejam {L }n e {P¥1}, as seqiiéncias de polindmios ortogonais com respeito a diy(x)
e dii(x), respectivamente. Como na se¢do anterior, vamos considerar o coeficiente do

termo de maior grau de S, (x) e de P¥'(z) iguais ao coeficiente do termo de maior grau

de LY (z). Observe que
pH -G _ L(Oé) S _ L(Oé)
o (¥) = Solw) = Ly "(x) e Si(x) = L™ (x).
Iniciaremos com o estudo de {P¥1},,.

Teorema 4.4. O polinémio PY'(x) satisfaz

P (z) = L (2) — &, L\ D (2), n>1, (4.19)

n—

com
ol [P @)Pdd pi
F(n+a+ 1) pgla)'

(4.20)

Demonstragao: Como P'°(z) é um polindmio de grau n, podemos escrevé-lo da forma
(a+1) oe—l—l
PYi(z) = LoD +§)L
Logo, para 0 <7 <n —1,

/ P:ibl (x)LgaJrl) (l,)anrlefmdx _ / (a+1 + Zbk a+1 Zcv+1)< )Q?O{Jrleiwdl’
0 0

_ bz/ [LZ(‘OH_I) (I)]2$a+16_$d$,
0
o que implica em

/ P;fl(x)LgaH)(x)xo‘He_mdx
by = 20— , 0<i<n-—1. (4.21)
/ [Lz(a+1) (x)]2xa+1€f:pdx
0

Para 0 <i < n — 1, temos que

/0ng1 (a:)LZ(aH)(a:)xo‘“e_xdx = /Pﬁp1 (:E)Ll(-aﬂ)(x)(a: — &)dip (). (4.22)

Para i = 0,1,...,n — 2, a tltima integral é igual a zero. Logo, de (4.21), temos que
bi=0,i=0,....n—2.

Da equagao (2.31), concluimos que

d n71~
a+1 e @) ,.n 1 1
L (2) = —x%L( Nz) = —ns@a"™ + x¢,_,(z) = —nP (z) + ijP;p (x)
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Assim, parat=n — 1,
400 +oo
| Pr@L @ - gane = [P @l @)
0 0
400 nflfv
= / Py (x) <—”P31(93) + Zbﬂﬂw(w)) dipy
0 =
+oo
= o[ PP ).
0
Substituindo em (4.21) e usando (2.24), obtemos

o[ i - [ R @R

'n+a+1) - I'(n+a+1) ’
(n—1)!

bn—l =

o que conclui a demonstracao do teorema. |

Vamos estudar, agora, o comportamento do quociente P¥*(z)/ L (x). Para isso, ne-

cessitaremos de alguns resultados preliminares.

Lema 4.1. Seja {¢,}, a seqiéncia dos coeficientes em (4.19). Se d,=¢,—1,n>1,

entao,
o ,—T

I / L) () =" —da + ML) (€)
d, = —Jo xaﬁjf o>l (4.23)
/ L (@) gy ¢ ML ()
0

Demonstracao: Para n > 1, temos que / PV (x)dipy () = 0. Assim, de (4.19), obte-
0

mos
0 = [ @it~ [ L @i @)
0 0
oo a+l —zx
= / LO () dy + MLE(¢)
0 T —
o a+1
—&, { / Lnﬁ”(a:)xx_ dr+ ML @E] D >
0
Logo,
(%s) (et 1) xa—l—le—x (1)
Ly () dz + MLy (€)
& = 20 ol
n ooL at1) .I‘OH_I T at1)
n1 () . dr + ML," " (€)
0
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Portanto, usando a equagao (2.30), temos que

—x

dx + ML (€)

—x

dz + ML (g)

a—l—le—x

oo N T
[ - )
0 T

/ TLO@) (@ — &) + 8 e+ ML (¢)
- . o] a+1 —xx — g
L (2) " dz + ML (¢)

n

/ L (x)z%e *dx + & [ LY (a:)x © _dr+ ML@(¢€)
0

demonstrando, assim, o lema.

Para a demonstracao do préximo teorema, precisamos estimar o valor da seguinte

integral
00 a+l_,—x
[@= [ eI g (4.24)
n 0 n—1 T _é—
Usando a formula de Rodrigues (2.22),
o] 1 dn—l xa—l—le—m
I(a) _ / z,.—(a+1) -z, nta d
" 0 (n—l)!ex d:c”*l(e ") r—¢ v
1 <1
— anl -z, nta d
T, T e
d?’L

onde o operador D™ = .
P dz™

Integrando por partes (n — 1) vezes, obtemos

oo 1
]'r(La) = /0 m€_$$n+adw. (425)

Assim, fazendo a mudanca de variaveis x = —¢t,

@ [T et [T\ et
1 = [ o= o [ () e
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t
Consideremos h(t) =Int —In(t + 1) + &t e g(t) = t*. Logo, podemos escrever
n

3 1 1
E facil mostrar que t, = —= + 4 /Z — g > 0 é ponto de maximo de h(t). Aplicando o

2
método de ponto de sela (veja [6, pag.477|) em Ir(ba), concluimos que

N oc+1\/_ a+2 Etn _
o~ CEERLE 7 o), e

Substituindo ¢, pelo seu valor, obtemos

[7(1a) ~ (_€>a/2+1/4 na/2+1/4 e\/*nﬁ 67(1/2)5\/E7 n — oo. (426)
Agora, ja temos condigoes de demonstrar o proximo resultado.

Teorema 4.5. Seja {Jn}n a seqiiéncia de constantes dadas pela equacgao (4.23). Entao,

. —(=OY?, se M =0,
lim n'/2d, = d(¢) = (=¢)

n—oo

(=6Y2, se M > 0.
Demonstracao: Substituindo (4.24) na equagao (4.23), podemos escrever

ey + ML ()
I+ MLV (€)

dy, =
Se M =0 e & =0, pela equacio acima temos d, = 0. Se M =0 e & > 0, de (4.26),

5 (_5)(a—1)/2(_§)1/4(n+1)(a—1)/2(n+1)1/46\/7(n+1)§ef(1/2)§\/7—1_
dp ~ & (—€)02(—€) /4 pas2 pl/4 ev=nt o—(1/2¢ /7

(—&)1/2 <n+1>(a—1)/2 <n—|—1>1/4e —(n+1)¢
e

T2 n n V=
Assim,

lim n'/2d, = —(—€)"/2.
Se M >0 e & <0, usando o Teorema 2.9, obtemos

1 ()22 211V TE e/

Li€) et (=g)=o/23/i(n — 1)os2e1/a 2/ (o0
(—€)a+t N 1 n o\ a/2+1/4
2 < > » = 0
es e\/—(n—l)ﬁ e\/—(n—l)E n—1
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Logo,
I(Oé)

n

lim =0.

n_a001:0¥+1)<€)

Assim, usando o limite acima junto com as equagoes (2.27) e (2.28), obtemos

¢1," + ML (&))

limnlﬂczn = limn" (

e e\ ) L)
7a=1)
: 1/2 nga) 9 L(aH () L?:) 1/2
- nh_,Holon 7 (etD) ( L(a+1 () =(=¢)
2 © e T

Finalmente, suponhamos M > 0 e £ = 0. Logo,

. ML
i— (0)

I+ ML)

n—

Das equagoes (4.25) e (2.24), obtemos

o0 .ntao o0
LY = / = / [L§” ()22 "dz = T(a + 1),
0 0

xn
que, juntamente com (2.21), fornece

M<n+a> <n+a>

- n n a+1

d, = ~ = . (4.27)
n-+« n—+ o n
Ma+1)+M ( ) ( )
n—1 n—1
Aplicando o limite, o resultado do teorema segue. |

Como conseqiiéncia imediata do resultado anterior, temos

Corolario 4.1.

limd,=0 e limé¢, = 1.

n—oo n—oo
O teorema a seguir nos mostra o comportamento limite da razao Péwl)(x) / Lﬁf"(x)

quando n — oo.

Teorema 4.6. Se x € C\ [0,00),

e L@y
"Ly () 5)1/ se M >0

P#JI(I) B 1+ E i;1/27 86M207
_ =
( EX

e a convergéncia € uniforme em subconjuntos compactos de C\ [0,00).
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Demonstragao: Usando a relacio (4.19), como &, = 1 + d,,, temos que
Pt () = L (@) = L () - do L (w).
Assim, de (2.30), obtemos

PY (x) = LO(x) — d, L\ ().

Entao,
a+1
Fp() _ | apg i (@)
LY () n'/2L (z)
Logo, do lema anterior e das equagoes (2.27) e (2.28),
) (a+1) ()
im P?l(m) — 11— limn'2d, Ln—l( )(ﬁ) er—)1($)
n—oco [ (@) (z) n—o0 nt2L\ (z) Ly (2)
1+E %1/2, se M =0,
E Ik se M > 0.

)1/27

Assim como no caso Laguerre do tipo I, existe uma relagao de recorréncia entre os

polinémios S, (z), definidos em (4.18), e os polinémios de Laguerre.

Proposicao 4.3. Existem constantes positivas a, tais que

L(2) = & LY (2) = Sp(2) — @p1Sun(z), n>1, (4.28)

onde os coeficientes ¢, sao definidos em (4.20).

Demonstracao: De (2.31) e (4.19), temos que

d . o @ ~ o
TALD@) — L (@0} = LNV @) + 6L @)
=~ (@) = G L (@)
= P (), n>1 (4.29)
Consideremos »
LS () = éaa L (@) = Sulx) + Y _785(@). (4.30)
j=0

Logo, para 0 <17 <n —1,

n—1
<-l;01) Cn, 11;; )17é; >:; = <:é;n(iv) + :5::’X7é;j(in)a é;i>> = WQ/)E‘
Jj=0 S
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Portanto, se i = 0,1,...,n — 1, da Propriedade 2.6 e de (4.29)

= [IL@) a0 L ()5 e
0
o d (a) ~ (Oc) /
A =Ly (@) = Car Ly 2y (2)]S; () di (2)
o dx
= [ - anL@@si@ate -2 [P @S| @i (o)
0 0
= —5n—1/ Lgl‘)i)l(m)si(a:)xae_xdx.
0
Para 0 < i < n — 2, a ultima integral é nula. Logo, v;, = 0, ¢ = 1,...,n — 2. Para

1 =n — 1, obtemos
S - _ = OOL(Oé) S Ao=T(Jr — _G > L(a) 2 «a —z
apSy = =t | L @)Su i (@)a%e dr = gy [ L (@) 22" da,
0 0

Portanto, da equagao (4.30), obtemos o resultado da proposigao. |
Os coeficientes {a, }, da relacdo de recorréncia para o caso Laguerre do tipo II também
podem ser obtidos recursivamente.
Proposicao 4.4. A seqiiéncia {a,}, em (4.28) satisfaz a relag¢io de recorréncia

~ én(n+ )
ap = 5 = = = )
n+a-+nc,_; + Ancp—1 — NCp—10n—1

n>1 (4.31)

com ag = Cop.
Demonstragao: Analoga a da Proposigao 4.2.

Observagao 4.2. Como ag = ¢y, de (4.31) obtemos a; < ¢; e, por indugdo, a, < ¢, para

n > 1. Em particular, para o denominador em (4.31), temos
n4a+né |+ M1 — NCp1Gn_1 >N+ . (4.32)

Nosso proximo objetivo é obter o comportamento assintético da razao entre S, () e

—1 . . . .
Lgf‘ )(w) Para isso, demonstraremos primeiramente o teorema a seguir.

Teorema 4.7. A seqiéncia {a,}, em (4.31) € convergente e

L A+2—VAZ+4)
l=lima, = 5 < 1.
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Demonstracao: Do Corolario 4.1, temos que lim cin =0.Como ¢, =1+ (fn, podemos

reescrever (4.31) do seguinte modo:

1+r,
24 N+58, — a1

Ap =

com r, = CZn + g(l + dn)7 Sn(x) = g + d”_l(a + A + dn_l - dn_l) ©
n n

lim r, = lim s, = 0.
n—oo n—oo

Se existe [ = lim a,, entao, [ Logo,

B 1
n—o0 24N
L+7r, — 24+ N —spl + a,1l
(24N + 8, — ap '

iy — 1 =

Entao, como [(2 4+ \) = [* + 1, obtemos

T4+r,—(P+1) = spl + an_1l
(24 X))+ sy — A1
— I8y 4 (Gn_1 — 1)
(24 AN)+ 8y —an-1

anp — 1l =

Usando a inequagao (4.32),

n ~
la, — 1| < |7 | + |sn| + UHan—1 —1|.
n+«

n
n—+ o n—+ o

Sejam € > 0 el <r < 1. Entao, existe N tal que, se n > N + 1,
an =1 < e+r|an_1—1.
Repetindo a aplicacao para k > 1, deduzimos que
i — U] < e(Q 47+ ...+ +rFa, — 1| < ﬁ+rk|dn—l|.
Isso implica que

lim |a, — | = 0.

n—oo

Teorema 4.8. Seja {S,}, a seqiiéncia de polindomios ortogonais com respeito a (4.18).
Sex € C\ [0,00), entao

)L/2
Sy () = [1 + E ;1/2} , se M=0,
(=
(-

n—oo a— 1/2
Ly V() [1 - fﬂ;ﬂ L se M>0

e a convergéncia € uniforme em subconjuntos compactos de C\ [0, 00).
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Demonstracao: Como &, = 1+ d,,, podemos escrever (4.28) da seguinte forma:
L () = LY (2) — dpr LY () = Su(2) — @1 Spi(z), 1> 1.

Entao, da equacao (2.30),

Logo,

1—d,  n'/? Lgi)l(x) Sn () ~ Sp-1() L(a_l)(x)

= —a .
n2L V(@) L) () L (@) LYV (2)

Do Teorema 4.5 e das equagbes (2.27) e (2.28), obtemos

lim n'/2d, _, ngci)l(x) :i(_f)l/Q
e S e e

onde o sinal superior em =+ e F sera usado para M > 0 e o sinal inferior para M =0 .

Desse modo, como ja fizemos anteriormente, podemos reescrever (4.33) como

Ag(z) =17 Eigiz + b1 () Apy (2) + T (2), (4.34)
- Sn(2) L)
An(r) = L) b1 () = an_lLﬁf‘”(x)
e s () = g @ s L (@)

L”(Iafl) (I) n—00 L%afl) (I) .

Observe que
Ly (@)

limb,_i(z) = lima,_ | ———~
00 1( ) oo ana—l)(x)

:l,

de (2.27) e do Teorema 4.7. Além disso,

~ L(a) B L(a)
lim 71'”_1(:1;) = lim (—d L”ﬂ_i_ limd, ; nfl('r)

n—00 n—o0 (LE) n—oo Lga_l) (37)

= Jim [—dn_lﬂwﬁ (=)

oo @Dy (—x)2 )| — 0,

ambos com convergéncia uniforme em subconjuntos compactos de C \ [0, c0).

Precisamos mostrar que

lim {An(:p) -1 iz [1 + E:?;ﬂ } =0, se M =0.
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Considere, A3(r) = Ay(r) — - iz :1 + E:igm Entéio, (4.34) implica em
50 = 5 [ ] 1+
+b,1(x) {A;l(:c) + % [1 + E i;ii] } + o1 (2)
— {1+%} {1 —+ 1—l}+ (@) + T ()
1 SO0 [ 4,0+ ),

Sejam K um subconjunto de C\ [0, 4+00), € > 0 el < r < 1. Entao, existe N € N tal

que,sen>N+1lezx € K,
A5 ()| < e+r]A;(2)].
Repetindo a aplicagao para kK > 1 e x € K, obtemos

[Avir(@)] < et rAy 1 (@)] < e+ (€ + Ay o (@)]) = e+ re+ 12 Ay _p (@)
< o<etretriet . FrTle M AN (2)]

€
= e(1+r+.. . +r"H 1Ay ()| = T + 7R A (2)].

Portanto,

lim Ay (z) =0,

n—oo
uniformemente em K.

Do mesmo modo mostramos o resultado para M > 0. |

Proposicao 4.5. Paran > 0, temos que

N 2n+2+a—-§¢ n+l+a

n = - —, 4.35
Cntl n+1 (n+1)¢, (4.35)
com ¢y = J dir(2)

['a+1)
Demonstragao: Como os polindémios Pfl (x),i=0,...,n+ 1, formam uma base para
P,.1, podemos escrever

L — 5 a+1) Y1 wl
L) = L) + 3 R (139
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Assim, por (2.11), se 0 < j < n,

= @ OL @R @ane) = [ P@R @i
+Z " / PV (2) P (2)diy ()
_— /0 P (2) PV (2)dyy (2). (4.37)
Como (z — &)LY ™ (2) P (x) = 0 para & = €, entio

1 > 1 o0
[ @ @R @iinG) = - [TLe P et

Portanto, podemos escrever (4.37) como

1 o 00
[ Ee @R @ e tde = 5 [P )PP @i o)

O lado esquerdo da igualdade anterior é igual a zero para j = 0,...,n — 1. Portanto,
’}/j :O, jZO,,n—l

Logo, para j = n, obtemos

B 1 p7(1a+1)
L

De (2.24), p*™ = (n + a + 1)p{). Logo, de (4.20),

(n+a+1)ps)  (n+a+l)

TR T T T Dé

Portanto, (4.36) reduz-se a

— 1
L) = Pt - R ),

n > 0.

Multiplicando a equacao acima por L%O‘H)(x) e integrando com relacao a x*"te *dx,

obtemos

1 o0
| - oo i — [P @)L @t s
0

n+1J/,
(n+a+1) [ (), @+D
S [ R @ o),

onde do(x) = z* e *dx. Logo, de (4.19),

1 > _ N (n+a+1)
. o L(a+1) 2 o+l Ty — — (a—i—l). 4.
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Mas, de (2.23) e (2.11), temos que
| @-oume @t = [Can @ L e
0 0

_f/ [leoa-‘rl) (.le)]2$a+1€_xd2§'
0

= (2n+a+2—E)pleth.

Substituindo o resultado acima no lado esquerdo de (4.38), obtemos a equagao (4.35),

concluindo a demonstracao da proposicao. |

Teorema 4.9. Para o > —1, as sequintes propriedades sao verdadeiras:

PY1(x
(a) A seqiiéncia {;/2—(1/)4} € uniformemente limitada em subconjuntos compactos de
na/2-

(0, 00).

P¥ (z) e/ 2x=/2 ], (2¢/nx) + O(n~4),  se € <0,

) ~par =
e2z=2/2 I, (2y/nx) + O(n=3/*),  se & =0,
uniformemente em subconjuntos compactos de (0,00).
(

_‘j(f)fﬂ_(aﬂ)ﬂJaH(Q\/E), se£<0er=1/2
. PY(x/(n+]
(c) lim (z/( 7)) = —27%2 ], 5(2V/7), seE=0,M>0erx=0,

N—00 na—kn

x~2 ], (2y/1), seE=M=0¢er=0,
onde J(é) é da forma definida no Teorema 4.5. Todos os limites sao uniformes em
subconjuntos compactos de C e uniformes em 7 € NU{0}.
P ' -2
(d) lim —n ((””)‘”)) —1+ {so (x

= L (0 4 ) 2
pactos de C\ [0, 4] e uniformemente em j € NU{0}.

~1
>] , uniformemente em subconjuntos com-

Demonstragao: Parte (a) Como d, = ¢, — 1, n > 0, da equacio (2.30) podemos

reescrever (4.19) da forma

P (z) = L9 (z) — d, L'V (), n>o0. (4.39)
Dividindo a equacio acima por n®/?~'/4, temos que
Py (x) Li(@)  duLy (@)
no/2—1/4| T |pa/2—1/4 paj2-1/4
@ || e L @) (n— ety
= | a/2-1/4 +|n (n— 1)le+D/2-1/2 rel2+1/4
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Dos Teoremas 2.8 e 4.5, segue o resultado desejado.

Parte (b)
e Se ¢ < 0, dividimos a equacdo (4.39) por n®/2. Assim, dos Teoremas 2.8 e 4.5, segue que
P@) L) vmd (P L@
ne/2 o no/2 ( )1/4 (n — 1)(a+1)/271/4
L (x)

—1/4
= +O(n~Y4).

Aplicando, agora, o Teorema 2.10, obtemos

Py (x)

ne/2

= 2272 ] (2v/nx) + O(n~ V4.
eSe{=0eM >0,de (4.27) concluimos que
lim nd, = a + 1. (4.40)

Assim, se dividirmos (4.39) por n®/2, obtemos

Pi(z)  LY(x) g L (@) L) ; LD () (1 — 1) etD)/2-1/4
ne/2  qpelz T e T Tpar T T e (S e D/2- 1/
LY (z) B
= W+O(n 3/4).

Logo, do Teorema 2.10, segue que

Py ()

na/2

= 2272 ] (2v/nx) + O(n~3/*).

Parte (c)
e Se ¢ < 0, dividindo (4.39) por n®*'/2 e substituindo  por x/(n + j), obtemos

P/ +) L@/ ) e () ) (n—l)““, (4.41)

na+1/2 - nonl/2 (n _ 1)a+1 n

De (2.26) e do Teorema 4.5, segue que
Py (z/(n+j))

. P . LY (x/(n+ 7)) LY@/ (n+ ) (n—1\"""
lim = lim 7

N 00 notl/2 N 00 noenl/2 n—s 00 (n_ )a+1

= —d(&az" 2], (2VT).

eSe{=0eM >0, dividimos (4.39) por n® e obtemos

PP/ (ntg) _ L (/4 9) 5 L/ 0+ 5) (n_ 1>aﬂ.

no no (TL 1)a+1
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Assim, de (2.26) e (4.40),

L P/ (0 + )

n—00 n<

2], (2vx) — (o + D)z~ @HD2 ] (2V/x).

Usando, agora, a equagao (2.8), obtemos

L P/ (0 + )

n—00 n<«

= 27PJa(2V) — 27 P[0 (2VE) + Jasa(2V/7)]
= —ZL'_OC/QJOH_Q(Q\/E).

e Se & = M =0, do Teorema 4.5 temos que d,, = 0. Assim, da equacéo (2.26), concluimos

que

o @/ 49) L/ (04 )

=22 ], (2V/x).
n—00 n n—00 n«

Parte (d) Substituindo x por (n+ j)z em (4.19) e dividindo em seguida por L,(f‘H)((n +

j)x), obtemos

P (n + j)a) L (0t j)o)
(1) =l -are ‘
L™ ((n + j)z) Ln™((n 4+ j)x)
De (2.34) e lembrando que lim ¢, = 1, temos que
P ' 1
o PO L
n—oo LD (4 §)z) o((z —2)/2)
]
Para os proximos resultados vamos considerar o polinémio V,,(z) definido por
Vo (2) = L'(2) — 6,1 L\ (z), n>0. (4.42)
Como d, = ¢, — 1, de (2.30) a equagao acima pode ser reescrita como
Va(w) = LY () = dur L (), >0, (4.43)
com ¢_; = d_; = 0. Observe que
Vo) = [L(2) = a4 (0)] = — (L) (2) = e0a 1,757 (2)] = =P (a).

Teorema 4.10. Seja o > —1. Entao,
Sn(z)

—as = ¢ (2vna) + O

uniformemente em subconjuntos compactos de (0,00).



Polinémios ortogonais de Sobolev - Laguerre: propriedades assintéticas 69

Demonstracao: Da Proposigao 4.3 e da equagao (4.43), obtemos
Sn(x) = Vn(QI) + &n715n71<x>~
Logo,

ne/2=3/4 — pa/2-3/4 n—1 (n — 1)e/2-3/4

Sn(z) Valz) . Sp_1(x) (n_1)a/2—3/4'

Da defini¢ao de V,,(z), temos que

V@) LY V(@) - LY(2)

na/2-3/4 — po/2-3/4 n=1 a/2-3/4

¢ uniformemente limitado em compactos de (0, c0), de acordo com os Teoremas 2.8 e 4.5.

1 o/2-3/4
Além disso, do Teorema 4.7, a,,_1 (n ) — [. Procedendo da mesma forma que
n
_ ) Snlx) .
na demonstragdo do Teorema 4.9 - Parte (a), concluimos que —aja 31 ¢ uniformemente
ne/<=
limitada. Por outro lado, dos Teoremas 2.8 e 4.5, se £ < 0, obtemos
Vn(CE) B Lgloa—l) (l‘) \/_1 d L'Eza_l) (1’) n—1 a/2—-1/2
nle=1/2 —  pla-1)/2 n- ”—1(n_ 1)e/2-1/4 n
L V(@) :
n —1/4
oy v +O0(n="*)
e, se £ =0,
Valz) LY V() g L () n—1\**"? 1
nla=1/2 —  pa-1)/2 (n = Ddn (n — 1)e/2-1/4 n (n—1)3/4
L V(a) 3
_ n —3/4
= ez T O(n™'"%).

Assim,

S () V() Gt (n - 1> ~(a=1)/2 ( Sp_1(x)

n(a—l)/2 n(a—l)/Q (n _ 1)1/4 n n — 1)a/2—3/4
V() yny _ LTV@)
== n(a—l)/2 +O(TL ) = W—FO(H )

Portanto, do Teorema 2.10,

Sh
(IL‘) _ ex/Qm—(a—l)/QJa_l(ZM) —I—O(n_1/4),
nla—1)/2
uniformemente em subconjuntos compactos de (O, oo). ]

Ja vimos, na Proposicao 4.3, que podemos expressar .S,, em termos dos polindmios de

Laguerre com parametro a. Assim, de acordo com a equagao (4.43), temos que

Su(@) =Y bpiViei(@) = Y bul L (@) = i LYy (2)], 1> 0, (4.44)
1=0 1=0
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onde

bui =1\ ap—j, com b, = 1. (4.45)

Além disso, do Teorema 4.7, obtemos

TLILI?E.IOan = 71113)101_[] 1On_j = hm 0y, Wn_g . Gn_i = (p(A+2)/2)"" =", Vi. (4.46)

Dos resultados acima, demonstramos facilmente o seguinte resultado.

Lema 4.2. Ezistem constantes C' er, com C >1 e 0 <r <1, tais que,
0<by; <Cr', ¥Yn>0 e 0<i<n.
Estamos, agora, em condi¢oes de demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 4.11. Seja a > —1. Entao, os polinémios S,(x) satisfazem

(a)

-
d
—%x_a/{]a@ﬁ), se£<0er=-1/2,
. Sulz/n 1
: L p= @ V2] (2y/x), sef=M=0ekr=—1,

onde J(g) ¢ definida como no Teorema 4.5, 1 é o limite da seqiéncia {a,} e

s(x) =z~ @ V2T (2vE) — (a+ Da= 2], (2V/x). (4.47)

Todos os limites sao uniformes em subconjuntos compactos de C.

Sulne) gz —2)/2)+1
O D) = @22+
C\ [0, 4].

, uniformemente em subconjuntos compactos de

Demonstragao: Parte (a) De (4.44), temos que

JI/TL n 1 ZE/n
ne— 1/2 anl no— 1/2 Zvnz 'T/n (448)

Dividindo (4.43) por n®~'/2 e avaliando-a em x/(n + j), se & < 0 obtemos

Vala/(n+3) _ 1 L/t d) g s L/ 9) <n_1)aw‘

no—1/2 T opl/2 no—1
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Logo, de (2.26) e do Teorema 4.5,

po Vale/nt ) 1 L V() (n )
—s 00 no—1/2 n—oonl/2 no—1
g L@/t g) (1)
RV T T T < " >
= —d(&)z " Ta(2Va), (4.49)

uniformemente em conjuntos compactos de C e uniformemente em j € NU{0} e, portanto,

tim V) eyl g 0 y/m),

n—ooo no—1/2

uniformemente em conjuntos compactos de C e uniformemente em ¢ € {0,1,...,n}. Dado
um conjunto compacto K € C, devido a este tltimo resultado e o Lema 4.2, existe uma
constante D, que depende somente de K, tal que |v,;(z/n)| < Dr', parai=0,...,n e
x € K. Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (veja [49, pag.36]) e
por (4.49) e (4.46),

i o) = Y B (/) = A€ VDY
=0 1=0 1=0

= —d(Qa ™ (2VE) =

uniformemente em subconjuntos compactos de C.

Quando £ =0 , de (2.26) e (4.40), obtemos

o Yo/ (2 + 1)) L/ (n + 1))

n—oo nafl = 7}1_{130 nafl
—lim (n — 1)d, Lna)1(37/<n +4) (n—=1\*"
n—00 n—1 (n — 1) -

= @V (V) — (ot a2 (2v/E), s M >0,

se M =0
Va ' iy - @
lim M ~ im (l’/(lnﬂ)) limd, L (x/(?—}—]))
n—oo ne- n—00 ne— n—oo na—
g x_(a—l)/QJa_1(2\/E).
Assim, com o mesmo raciocinio usado para £ < 0, obtemos
1
Sn(z/n) 1 l8($)7 se{=0eM >0,

hm _— = -
n—oo N1 1

*(0*1)/2{]@_1(2\/5), se £ =M =0.



Polinémios ortogonais de Sobolev - Laguerre: propriedades assintéticas 72

]
Parte (b) De (4.44), podemos escrever
S (nx) _ an’il/;z%(nx)j z€C\0,4].
W) I LY (na)
Como conseqiiéncia de (4.42) e de (2.34), obtemos
Val(n+J)x _
I 14 (o -2)/2) 7 (4.50)

im — -
"L (0 J))
uniformemente em subconjuntos compactos de C\ [0, 4] e uniformemente em j € NU{0}.

Agora, novamente pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos que

) L(a)-
lim me naz (nx) Z lim b, (L az(nx) n—z(nx)> '

(nx) L (nx)

n—

De (4.46), (4.50) e (2.32), concluimos que

. a anz‘(mﬁ _ N i
JLI&;Z)MW = 1+ (p((z-2)/2)" ZZ:< x—2/2))

p(lr—2)/2) +1
plr—2)/2)+1"

uniformemente em subconjuntos compactos de C \ [0, 4].

Corolario 4.2. Para o > —1, considere j,; 0 i-€simo zero positivo da fungao de Bessel

n—1

Jo(z). Sejam {x,;}7_, os zeros em ordem crescente de S,(x) e {ZT,;}i-; seus pontos

criticos. Entao,

2
. Jai . ~

(a) Se & <0, temos limnz, ; = == e lim nk,,; =

n—00 ’ 4 n—00 ’ 4

)
Jat1,

(b) Se&=0e M >0, obtemos

)
. . ~ . ~ Jat2,i—1
lim nx,; = sq, limnz,; =0 e limnz,;=—"—, n>2

Y ’
n—oo n—oo n—oo 4

onde s,; $G0 0s zeros reais da fungao s(x) definida em (4.47).

)

. Ja—1, . ~ Jai . N

(c) Se £ =M =0, limnz,; =" ¢ limnd,; = ==, onde podemos considerar trés
n—00 ’ 4 ' 4

n—o0

casos:

e se -1 <a <0, istoé =2 < a—-1< —1, jo_1.1€¢ um dos zeros puramente
imagindrios de Jo_1(x) e, para i > 2, jo—1, € o (i — 1)-ésimo zero real positivo

de Jo—1(2);
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o se =0, jou11 =J-11=0¢€ parai > 2, jo_1, € o (i — 1)-ésimo zero real

positivo de Jo_1(x);

o se >0, jo_1,; € 0 i-ésimo zero real positivo de J,_1(x).

Demonstragao: Parte (a) Considere f,(z) = % e f(x) = —f(—g)lx_apja@ﬁ)-
n _

E facil ver que j2;/4 sao os zeros de f(x) e que os zeros de f,,(x) sdo da forma na,.

Assim, do Teorema 2.3, se n > N, entao f,(z) tem apenas um zero em uma vizinhanga

Do Teorema 4.11 (a), temos que

Vs de jgvi/él . Logo, fazendo 6 — 0, nx,; — jfm-/él, quando n — oo.
Para os pontos criticos de S, (z), como a convergéncia no Teorema 4.11 (a) é uniforme,

de (2.7), temos que

lim —/ (z/n) _ 4 [d(@ %], (2\/_)] ﬁx—(a-l-l)/QJa_i_l(Q\/E)‘

n—oo natl/2 dr |1—1 1-—1

Procedendo analogamente & demonstracao feita acima, obtemos

%)
. ~ Jat1,i
lim nz, ; = .
n—00 ’ 4

Parte (b) Do Teorema 4.11 (a), seguindo o mesmo raciocinio da demonstracao da parte
(a) acima, temos que

lim nx,; = 54,
n—oo

(o)

Considere g, (z) = 17%/2J,(2/7) = Z—i'F(i L x € C. Logo, de (4.47), pode-
mos escrever =0
= (i— 1
S(IL‘):—ga() CCgoz—i—l :erl—f—a—f—l) a>—1exeC.

Observe que, se © € (—00,0), entdo g,(x) > 0, lim g,(z) = co e lim s(z) = oo.

Além disso, de (2.7) e (2.8), temos que
§'(z) = ¥gas2(2), v € C.

Além disso, s(z) é decrescente em (—o0,0). Desde que s(0) < 0, temos que s(x)
tem somente um zero negativo. Como os zeros de J,(z) se entrelagam com os zeros de

Jot1(7), podemos deduzir que s(x) tem somente um zero entre dois zeros consecutivos de

Ja+1<2\/5>'
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Logo,

Sulz/n) _ 1 (x) = 111xa/2ﬂ]a+2(2\/5)7

uniformemente em subconjuntos compactos de C, de onde segue o resultado.

lim = s
n—oo  n& 1—-1
Parte (c) Segue do Teorema 4.11 (a) e do Teorema 2.3. ]

Para a demonstrarmos o resultado final de nosso trabalho, precisaremos de limitantes

para os coeficientes ¢, e a,.

Lema 4.3. Paran > 1, os coeficientes ¢, e a, em (4.28) satisfazem

n+1+a« a—E&

Cp, < 2 : >1 4.51
2(n+1)+a—§<c I " (4:51)
e
N a—¢& 2n+a—¢
2 > 1. 4.52
an<( + - )(2+)\)n—|—a—§’ n > (4.52)

Demonstracao: De (4.35), temos que

. 2nta—¢

n

n—+«a - 2n +a — &
n NCp_1 n

)

que ¢ a desigualdade & direita em (4.51).
n+24+a—-—§¢ n+l4+a

n+1 (n+1)c,
- n+1+a«

Cn )

n+24+a—¢

Como ¢, 41 = > 0, entao

ou seja, a outra desigualdade de (4.51).

Como conseqiiéncia da propriedade extremal (2.8), obtemos

poz P+ Aoy, n> 1

n

Da defini¢ao de ¢, em (4.20) e de (2.24), temos que

S 1
Pyt g s
p,ga) pgla) n—+ o

Aplicando (4.51),

S A
P (1+—">.
,07({1) 2n+a—¢

(a)

Da demonstracao da Proposicao 4.3, temos que a, = &/OLS. Assim, de (4.51) e da ine-
Pn

quagao acima, obtemos

n - a—§ 2n+a — ¢
p < Cp | 1 + ————— 2 .
n =€ ( +2n—|—a—§> <( - n )(Zn—l—a—{—i—)\n)




Polinémios ortogonais de Sobolev - Laguerre: propriedades assintéticas 75

Teorema 4.12. Sejam x >0, a > —1 en > 1. Entao,
[Sn(@)] < Cfalr)A(n, a)e"”,

onde A(n,«) € definida em (2.36),

(2+a—§)>?
— —— sea>¢,
_ 3+« 57 3606257 . 2+)\+C¥—f 6
4
3, sea <&, CEBY sea <&
e
") n, ser =1,
fnr = n
1—
T, ser # 1.
1—r
Demonstragao: Paraa>0e:=0,...,n,
r 1 I'n—1 1
A(n,a) — A(n —i,a) = (ntatl) IDn .z+a+ )
n! (n—d)T(a+1)

(n+a)n+a-1)...(n+a—-i+1) N\T(h-ita+l)
nn—1)...(n—i+1) (n—)T(a+1)
Observe que n + k+ o > n+ k e, assim,

(n+a)(n—|—a—1)...(n+a_i+1)_
( nn—1)...(n—i+1) 1>20.

Portanto, A(n,a) — A(n —i,a) > 0, ou seja, A(n,a) > A(n —i,a). O procedimento é
analogo para —1 < a < 0.

Como, de (4.45), by, = Gobnn—1, podemos reescrever (4.44) da seguinte forma:

n—2
Sul(@) =3 bas (ij?z.(x) - an,i,ng?i_l(g;)) + by (L@ (z) — &+ ao) .
=0

Mas, ag = ¢o. Logo, de (2.35), temos que

Sa(@)] < Zb (

Lizoi)i(x)‘ + Cni1

ngoi)zfl(x>‘> + bpn-1 ‘Lga) (f)‘

=0
n—2
< Z [bni (A(n, a)e*? 4+ ¢,_i_1 A(n, oz)e””ﬂ)} + b1 A(n, a)e®/?
=0
n—2
= [an’z(l + En—i—l) + bn,n—l) A(n, oz)ex/2.
=0

e Consideremos o — ¢ < 0. Entéo, ¢, < 2+ a-¢ < 2, da equagao (4.51). Neste caso,
n

obtemos ainda
a—§
a—£> 2n+a — & 2+ n 4
(

2 < .
2+A)n+a—5< a—& 24A
n

a, < <2+
" 2+ A+
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e Sejaa—¢& > 0. Entéo,oz—§>a—_€. Logo,én<2+a—_€<2+a—§.
n n

Além disso, da equagao (4.52),

24 Afa—¢ 24Afa—¢

Portanto, dos dois casos acima, obtemos

24a—§ sea>¢,

Cp < C=
2 sea <&
© 2
92 _
M Sea>€7
i, <r=42tAta—¢
2 se a < €.

Fazendo C' = 1 + ¢, chegamos aos resultados do teorema. |



Capitulo 5

Consideracoes Finais

Sabemos que os polindmios ortogonais classicos de Jacobi - P (x) e Laguerre - Ly

formam seqiiéncias de polindémios ortogonais segundo os produtos internos

(f.g)s = / @)1 -2 (142 e, @ 5> -1,

(o) = / f@)g(x)rvedz, a> 1,

respectivamente.

Como ja observamos, Meijer mostrou que, em um par coerente, uma das medidas deve
ser classica. Em particular, mostrou que existem dois tipos de pares coerentes de medidas
envolvendo a medida classica de Jacobi e, também, apenas dois tipos de pares coerentes
de medidas envolvendo a medida classica de Laguerre

Berti, Bracciali e Sri Ranga [11], seguindo Berti e Sri Ranga [10], introduziram uma
maneira alternativa de se estudar os polinémios ortogonais de Sobolev que satisfazem a
uma relagao de recorréncia da forma (2.39). Esta abordagem permite estender o par de
medidas do produto interno de Sobolev além do conceito de pares coerentes e ainda manter

a relacao de recorréncia exigida. Nesse artigo, demonstraram os seguintes resultados.

Caso 1

Teorema 5.1. [11, Teorema 3.1] Sejam d¢y e diy medidas cldssicas tais que os po-

lindmios ortogonais moénicos {P?} e {P"} satisfazem P.'(x) = nP¥',,

n > 1. Seja
a medida dipg dada por dipg(x) = (1 + kz)dei(x), onde k € tal que 1 + kx € finito e

nao-negativo no suporte de d¢,. FEntao, os polindmios ortogonais de Sobolev monicos

77
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{S, = 31(15,&1,n2,53)}7 associados ao produto interno

(f,9)s, = (f, 900 +K1(f, )0 + r2(f', g>w1+f~@3 fhxg )y,
— /f )1+ Ky + kx)doy (z /f ) (ke + K3z )dip1(x), (5.1)

satisfazem Sp(x) = 1,
Sn+1(x) + anSp(z) = P?ﬁl( ) = P:f}il( ) + b B (2), n 2 0.

Os coeficientes a, = a,(k, K1, Ko, k3) € by, = by(K) sao dados por

bn 0 1 1 ¢’1
a, = P’ + n(n + )'Li?’pn 7 bn ) ., n> 17
<Sna Sn>S1 1+ K“(ﬂn—i—l n 1)

com ag = ko' /(kbytad" + k1) e by = kad' /(1 + kBYY). Quando k = 0, como dgy = dby,
devemos tomar b, = 0 e k™ 'b, = ocn+2, n > 0. Além disso, os coeficientes a,, podem ser
recursivamente gerados por

[k +n(n+ 1)Th1ks) ﬁﬂrz

kb ¢3r2 + Kby_1 + K1 + 1?7 ke + Ky 30! | —[k+n(n-— 1);@37,1]@”_1’

Ay =

paran > 1.

As constantes k1, Ko € K3 sao tais que o produto interno Sy € positivo definido.

O teorema acima se aplica a duas escolhas particulares de polindémios ortogonais clas-
sicos. Uma delas esté associada aos polindomios de Jacobi quando consideramos d¢, (x) =
(1—z)*(1+2)Pdz, dipy(x) = (1 —2)*T (1 +2)* dr e dipg(z) = (1+K2) (1 —2)%(1+2)°d,
-1 <x<1.

Agora, se tomarmos do;(z) = x% *dx, dip1(r) = z°Te %dx e dipo(zr) = (1 +
kr)z®e *dx, ¥ k > 0, obtemos a outra escolha que estd associada aos polindmios de
Laguerre.

Além disso, o par de medidas que aparece em (5.1)

{(1 + k1 + kx)doy (), (K2 + Ksx)diy(x)}, com k3 # 0, (5.2)

nao forma mais um par coerente de medidas.
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Caso 11

Teorema 5.2. [11, Teorema 4.1] Sejam d¢y e diy medidas cldssicas tais que os po-
lindmios ortogonais monicos {P%} e {P%} satisfazem P.Y°(z) =nP™,, n>1. Seja a
medida diy dada por (z+ k)dir(x) = c(k)dpo(z), onde K € tal que (z + K)/c(k) € finito
e nao-negativo no suporte de di;. Entao, os polindmios ortogonais de Sobolev moénicos

{S, =S¥ N gssociados ao produto interno

(£,9)s. = (Do +F1{f's 9 Vo0 + malf', 9 )
= / f(x)g(x)dpo(x /f c(k) " hi(z + K) + Koldipr(z), (5.3)
satisfazem So(x) = 1, Sy(z) = PY°(x),
Spi1(x) + anSy(z) = PP (x) + b, P (),  n>1.
Os coeficientes a, = a,(k, K1, Ka) € b, = Bn(/f) sao dados por
Vn(/{l)ozf;ogn

ay, = = , n=>2,
Uy, (lil)ozn + by, 1n(n — 1)kec(k) + vp_1(K1) (b1 — an_1)]

com ay = by (k1)) (1 (k1) + Kapl /p3°) € v = 2y + it /p?, n > 1. Os coeficientes by,
sio tais que b, = [(n +1)/n]b,_1, onde

Oé;bl %0

~ Oz
by = e by, = 329, + K — =L n>1.
0 ﬁll‘i‘ﬁl 1 bn—l

As constantes k1 e kg sao tais que o produto interno Sy € positivo definido.

Da mesma forma que no Caso I, o Teorema 5.2 também nos leva a duas escolhas
particulares de polindmios ortogonais classicos. Para a primeira delas, associada aos
polinémios de Jacobi, tomamos dgy(z) = (1 — )+ (1 + x) T ldx, dibg(x) = (1 — 2)*(1 +
x)Pdx e diy é tal que

/ F2)dis (z) = /_ P@) =S5 (1 - 20 (1 4 ) e 4 g F (),

1 1+ kx

|k| > 1e ks >0.
Agora, para a escolha associada aos polinomios de Laguerre, consideramos deg(x) =

rte 2dx, dipy(z) = 2% *dx e di tal que

/ F)dis (z) = /O h F(x)(c(—”)xaﬂewdx + s F(k),

K+ )
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k<0erg>0.

Para o produto interno (5.3), se k1 # 0, entdo o par de medidas

{dio(z), [c(k) " ki(z + K) + Koldir (z) } (5.4)

nao sera mais coerente.

Para esses dois tipos de pares de medidas que nao formam pares coerentes, (5.2) e (5.4),
desconhecemos trabalhos publicados sobre o comportamento assintético dos polindmios
de Sobolev-Jacobi e Sobolev-Laguerre, ortogonais com relagao aos produtos internos (5.1)
e (5.3), e polindmios associados as medidas envolvidas. Pretendemos, entao, investigar o
comportamento assintético desses polindémios como trabalho futuro.

Sobre este assunto, mas com pares de medidas (simetricamente coerentes) relacionadas
as medidas de Gegenbauer, foi recentemente aceito para publicagao, na revista Asymptotic
Analysis, o artigo Asymptotics for Gegenbauer-Sobolev orthogonal polynomials associated
with non-coherent pairs of measures de autoria de E.X.L. de Andrade, C.F. Bracciali e A.

Sri Ranga.
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