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Resumo

Sejam Sn(x), n ≥ 0, os polinômios de Sobolev, ortogonais com relação ao produto

interno

〈f, g〉S =

∫
R

f(x)g(x)dψ0(x) + λ

∫
R

f ′(x)g′(x)dψ1(x), λ > 0,

onde {dψ0, dψ1} forma um par coerente de medidas relacionadas às medidas de Jacobi

ou de Laguerre. Denotemos por Pψ0
n (x) e Pψ1

n (x), n ≥ 0, os polinômios ortogonais com

respeito a dψ0 e dψ1, respectivamente.

Neste trabalho, estudamos o comportamento assintótico, quando n → ∞, das razões

entre os polinômios de Sobolev, Sn(x), e os polinômios ortogonais Pψ0
n (x) e Pψ1

n (x), além

do comportamento limite da razão entre esses dois últimos polinômios. Propriedades

assintóticas para os coeficientes da relação de recorrência satisfeita pelos polinômios de

Sobolev também foram estudadas.

Palavras-chave: polinômios ortogonais, polinômios ortogonais de Sobolev, compor-

tamento assintótico.



Abstract

Let Sn(x), n ≥ 0, be the Sobolev polynomials, orthogonal with respect to the inner

product

〈f, g〉S =

∫
R

f(x)g(x)dψ0(x) + λ

∫
R

f ′(x)g′(x)dψ1(x), λ > 0,

where {dψ0, dψ1} forms a coherent pair of measures related to the Jacobi measure or

Laguerre measure. Let Pψ0
n (x) and Pψ1

n (x), n ≥ 0, denote the orthogonal polynomials

with respect to dψ0 and dψ1, respectively.

In this work we study the asymptotic behaviour, as n → ∞, of the ratio between the

Sobolev polynomials, Sn(x), and the ortogonal polynomials Pψ0
n (x) and Pψ1

n (x), as well

as the limit behaviour of the ratio between the last two polynomials. Furthermore, we

also give asymptotic results for the coefficients of the recurrence relation satisfied by the

Sobolev polynomials.

Keywords: orthogonal polynomials, Sobolev orthogonal polynomials, asymptotic

behaviour.
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Capítulo 1

Introdução

De modo geral, a teoria dos polinômios ortogonais iniciou-se com o estudo de um caso

especial de fração contínua. Os primeiros trabalhos sobre o assunto foram do matemático

russo Parfnuti Lvovich Chebyshev (1821-1894) [16] e do matemático holandês Thomas

Jan Stieltjes (1856-1894) [53] que, independente um do outro, demonstraram um certo

número de propriedades válidas para polinômios ortogonais.

O conceito de ortogonalidade com relação a uma distribuição (medida) foi atribuído a

Stieltjes [52]. Contudo, os sistemas especiais de polinômios ortogonais já eram conhecidos

antes desse tempo. Por exemplo, nos estudos de Adrien Marie Legendre (1752-1833) sobre

o movimento dos planetas [36], publicado em 1875, os polinômios, que agora recebem seu

nome, foram mencionados. Porém, Joseph-Louis Lagrange já tinha descoberto por acaso

a relação de recorrência para estes polinômios.

Os polinômios de Jacobi apareceram em 1859, em um estudo de Carl Jacob Jacobi

(1804-1851) [30]. Os polinômios de Laguerre (α = 0) já aparecem nos trabalhos de Niels

Henrink Abel (1802-1829), Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) e Chebyshev [15], antes

mesmo de Edmond Nicolas Laguerre (1834-1886) estudá-los em 1875 [34]. A generalização

dos polinômios de Laguerre foi estudada primeiro por Yulian-Karl Sokhotsky (1842-1927)

e mais tarde por Nikolai Yakovlevich Sonin [51]. Os polinômios de Hermite apareceram

pela primeira vez nos estudos de Pierre Simon de Laplace (1749-1827) [35] e foram também

considerados por Chebyshev [15] antes de Charles Hermite (1822-1901) utilizá-los.

Os polinômios de Charlier foram introduzidos por Carl Wilhelm Ludwing Charlier(1862-

1934) [13]. Já os polinômios de Meixner foram estudados por Josef Meixner [40] que

investigava um tipo especial de função geradora. Os polinômios de Meixner foram, tam-

1



Introdução 2

bém, considerados por Ervin Feldheim [21], independente de Meixner e Stieltjes também

mencionou-os brevemente [53]. Felix Pollaczek (1892-1981) descreve os polinômios que

levam seu nome em uma série de estudos [46, 47]. Estes últimos polinômios são um

importante exemplo de polinômios ortogonais para os quais, a teoria de Szegö para os

polinômios ortogonais no intervalo [−1, 1] não é válida.

A fórmula de quadratura foi dada primeiramente por Karl Friedrich Gauss(1777-1855)

para os polinômios de Legendre [24] . Jacobi demonstrou a fórmula de quadratura para

este caso [29], usada até hoje em livros didáticos, mas a demonstração para uma distri-

buição geral foi dada por Stieltjes [52]. A fórmula de Christoffel-Darboux foi publicada

por Chebyshev [14] antes de Elwin Bruno Christoffel (1829-1900) descobri-la para polinô-

mios de Legendre [18] e mais tarde para o caso geral, na mesma época que Jean Gaston

Darboux (1842-1917) [19]. O teorema de Favard foi escrito por Jean Aimé Favard [20],

mas já explicitamente dado por Stone [54] e de uma forma dissimulada por Perron [45].

Os polinômios ortogonais clássicos são muito estudados na literatura e ainda hoje

vários resultados são encontrados para eles. Dentre estes estudos foram realizados várias

pesquisas em relação ao comportamento assintótico dos polinômios ortogonais. A teoria

geral para o comportamento assintótico dos polinômios ortogonais no intervalo [−1, 1]

começou com a investigação de Sergei Natanovich Bernstein (1880-1968) [9] e culminou

na teoria desenvolvida por Gabor Szegö (1895-1985). Szegö introduziu o conceito de

polinômios ortogonais no círculo unitário [55, 56] e enfatizou a estreita ligação com os

polinômios ortogonais no intervalo [−1, 1]. Szegö sempre tratou de medidas contínuas,

sua teoria foi generalizada para medidas mais gerais por Andrei Nikolaevich Kolmogorov

(1903- ) [31] eMark Grigorievich Krein (1907- ) [32]. Além disso, Géza Freud (1922-1979)

[22, 23] e Yakov Lazonovich Geronimus [25, 26] fizeram contribuições importantes para a

teoria de Szegö.

Os estudos de polinômios ortogonais ficaram adormecidos até o início do século pas-

sado. A publicação do livro de Szegö ajudou a reavivar o interesse por polinômios or-

togonais. Este livro ainda hoje é o melhor livro sobre polinômios ortogonais, apesar de

sua primeira edição constar de 1939. Durante as últimas décadas, a teoria assintótica

para os polinômios ortogonais em conjuntos não compactos foi iniciada por G. Freud .

Seus estudos tiveram grande influência sobre os matemáticos contemporâneos como Paul

Nevai (e seus colaboradores) e Joseph Ullman (veja W. Van Assche [8] para maiores
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detalhes sobre o trabalho desses pesquisadores). Ken Case e Marc Kac mostraram al-

guns aspectos da teoria de polinômios ortogonais que estão diretamente ligados à teoria

discreta de dispersão [12], que levaram a novos e interessantes métodos de demonstração.

Richard Askey fez uma série de pesquisas sobre polinômios ortogonais que são escritos

como funções especiais [7]. Ele e muitos outros matemáticos tornaram-se muito interes-

sados em polinômios ortogonais que podem ser escritos como funções q-hipergeométricas

ou simplesmente hipergeométricas.

O comportamento assintótico e a localização dos zeros são os problemas centrais da

teoria de polinômios ortogonais. Neste trabalho, estudaremos o comportamento assintó-

tico para os polinômios de Sobolev, Sn(x), que são ortogonais em relação a um produto

interno que envolve derivadas, ou seja,

〈f, g〉S =

∫
R

f(x)g(x)dψ0(x) + λ

∫
R

f ′(x)g′(x)dψ1(x),

onde λ > 0.

Algumas propriedades dos polinômios ortogonais também são válidas para esses po-

linômios. Porém, para eles, de forma geral, não existe uma relação de recorrência de três

termos.

A motivação para os estudos desses polinômios surge da Teoria de Aproximação, pois

para se obter a melhor aproximação é de grande interesse utilizar uma base de polinômios

ortogonais de Sobolev.

Muitos estudos assintóticos sobre os polinômios ortogonais de Sobolev associados ao

produto interno acima, onde {dψ0, dψ1} formam um par coerente ou simetricamente co-

erente de medidas (definidos no capítulo 2), já foram realizados. Em nosso trabalho as

medidas envolvidas formam um par coerente de medidas e está organizado da seguinte

forma.

No Capítulo 2, são apresentados, resumidamente, algumas definições e resultados im-

portantes para o desenvolvimento do nosso trabalho. Além disso, é dado um breve resumo

dos polinômios ortogonais clássicos de Jacobi, Laguerre, Hermite e os polinômios ortogo-

nais de Sobolev, além da definição dos pares coerentes de medidas.

No Capítulo 3, apresentamos resultados encontrados em [43, 44], onde as medidas

clássicas envolvidas são as de Jacobi. Para os polinômios ortogonais de Sobolev-Jacobi

associados, temos dois casos, o caso Jacobi do tipo I, onde dψ1 é a medida clássica e o

tipo II, onde dψ0 é a medida de Jacobi. Para ambos os casos, apresentaremos um estudo
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sobre o comportamento assintótico dos polinômios ortogonais associados às medidas dψ0

e dψ1 e dos coeficientes da relação de recorrência relacionada.

Estudos assintóticos sobre os polinômios ortogonais de Sobolev-Laguerre, baseados nos

estudos de Meijer et.al. [39] e Alfaro et.al. [2], são dados no Capítulo 4. Assim como

nas medidas de Jacobi, as medidas de Laguerre também se dividem em dois casos, o caso

Laguerre do tipo I e o caso Laguerre do tipo II. Ainda neste capítulo, mostramos que

existe uma relação entre os polinômios de Sobolev e os polinômios de Laguerre, e que é

possível obter a expansão assintótica de Sn apenas com dois termos. Além disso, para

ambos os casos, estudamos o comportamento assintótico para a razão entre os polinômios

ortogonais de Sobolev e os polinômios ortogonais relacionados às medidas dψ0 e dψ1.



Capítulo 2

Pré-requisitos

Neste capítulo, apresentamos definições e propriedades bem conhecidas da Análise,

principalmente sobre polinômios ortogonais, de maneira bastante sucinta, mas suficiente

para a compreensão do trabalho. Para este propósito, usamos as referências [4], [17], [27],

[42], [50], [57] e [58].

2.1 Domínios e caminhos no plano complexo

Daremos algumas definições para caracterizar as curvas no plano complexo.

Definição 2.1. Um caminho suave em C é uma aplicação

Γ : [a, b] → C,

com derivada contínua em [a, b].

Lembremos que esta aplicação é dada por Γ(t) = (x(t), y(t)) = x(t)+ iy(t) e, à medida

que t percorre [a, b], o vetor Γ(t) descreve o caminho. Os pontos Γ(a) e Γ(b) são chamados

ponto inicial e ponto final do caminho Γ, respectivamente. Se Γ(a) = Γ(b) dizemos que o

caminho é fechado.

Observemos que, na definição de caminho, subentende-se a noção de sentido ou orien-

tação de percurso do caminho, mais precisamente, o caminho é percorrido do ponto inicial

ao ponto final à medida que t ∈ [a, b]. Podemos inverter o sentido do percurso definindo

o caminho reverso de Γ, Γ−, por

Γ−(t) = Γ(a + b − t), a ≤ t ≤ b.

Consideremos, agora, uma classe mais ampla de caminhos em C.

5
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Definição 2.2. Um caminho suave por partes em C é uma coleção finita de caminhos

suaves Γi : [ai, bi] → C, 1 ≤ i ≤ n, satisfazendo: Γi(bi) = Γi+1(ai+1) para 1 ≤ i ≤ n − 1.

Como para caminhos suaves, dizemos que um caminho suave por partes é fechado se

Γ1(a1) = Γn(bn), isto é, o ponto inicial do primeiro caminho coincide com o ponto final

do último caminho.

Definição 2.3. Um caminho suave por partes e fechado é simples, se a aplicação Γ :

[0, 1] → C que o define é injetiva, exceto nos pontos 0 e 1, ou seja, Γ(0) = Γ(1), Γ(t) 	=
Γ(0) se 0 < t < 1 e Γ(t1) 	= Γ(t2) se 0 < t1 	= t2 < 1.

A definição acima quer dizer, em outras palavras, que o caminho não possui auto-

intersecções. Apresentaremos, agora, um conceito muito importante.

Definição 2.4. [Curva de Jordan] Uma curva de Jordan suave por partes é um caminho

suave por partes, fechado e simples.

Definição 2.5. Um subconjunto não vazio U ⊂ C é chamado domínio se U é aberto e se,

dados dois pontos quaisquer p e q em U, existe um caminho suave por partes inteiramente

contido em U, cujos pontos inicial e final são, respectivamente, p e q.

2.2 Funções complexas

Denotando por z = x + iy a variável complexa, a expressão f(z) = u(z) + iv(z) é

chamada de função de variável complexa se, para todo valor de z numa certa região, temos

um valor correspondente a f(z). Consideremos f : D → C, onde D ⊂ C é um domínio.

Definição 2.6. [Continuidade] Seja f(z) uma função em z. Dizemos que f é contínua

em z0 ∈ D se, dado ε > 0, existe δ > 0 tal que para todo z ∈ D a seguinte propriedade é

satisfeita

|z − z0| < δ ⇒ |f(z) − f(z0)| < ε.

Definição 2.7. [Diferenciabilidade] Uma função f(z) é considerada diferenciável em

z0 ∈ D se o limite

f ′(z0) = lim
z→z0

f(z) − f(z0)

z − z0

(2.1)

existe e não depende do caminho pelo qual z → z0. Chamamos o limite (2.1) de derivada

de f no ponto z0.
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As próximas definições podem ser encontradas em Lima [37] e Oliveira et. al.[42].

Definição 2.8. Uma função f(x) é chamada analítica num domínio D se f(x) é definida

e diferenciável em todo os pontos de D. A função f(x) é analítica num ponto x0 em D se

f(x) for analítica numa vizinhança de x0.

Definição 2.9. Diz-se que uma seqüência de funções fn : D → C converge simplesmente

ou pontualmente para a função f : D → C, quando dados ε > 0 e x ∈ D, existe n0 ∈ N

(dependendo de ε e de x) tal que

n > n0 ⇒ |fn(x) − f(x)| < ε.

Exemplo 2.1. A seqüência de funções fn : C → C, onde fn(x) = x/n, converge simples-

mente para zero, pois dado qualquer ε > 0, se tomarmos n0 ≥ |x|
ε

, n0 ∈ N,

|x/n| < ε, para todo n > n0.

Podemos observar que, para cada x fixado, encontramos um N , mas este N varia

conforme x. Assim, quanto maior for |x|, maior será N . Portanto, a convergência da

seqüência fn para zero não se dá de maneira uniforme para diferentes valores de x.

Definição 2.10. Diz-se que uma seqüência de funções fn : D → C converge uniforme-

mente para a função f : D → C quando, para todo ε > 0 dado, existe n0 ∈ N (dependendo

apenas de ε) tal que

n > n0 ⇒ |fn(x) − f(x)| < ε,

seja qual for x ∈ D.

Dizer que fn → f uniformemente em D significa que, para todo ε > 0, existe n0 ∈ N

tal que o gráfico de fn, para todo n > n0, está contido na faixa de raio ε em torno do

gráfico de f.

A próxima definição pode ser encontrada em Kreyszig [33].

Definição 2.11. [Operador linear fechado] Sejam X e Y espaços normados e T :

D(T ) → Y um operador linear com domínio D(T ) ⊂ X. Então, T é um operador linear

fechado se seu gráfico

g(T ) = {(x, y)/x ∈ D(T ), y = Tx}
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é fechado no espaço normado X × Y , onde as duas operações algébricas para vetores do

espaço X × Y são definidas como as usuais, ou seja,

(x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2),

α(x, y) = (αx, αy), α escalar

e a norma em X × Y é definida por

||(x, y)|| = ||x|| + ||y||.

Para a demonstração do teorema a seguir, veja [33, pág.293].

Teorema 2.1. [Operador linear fechado] Seja T : D(T ) → Y um operador linear,

onde D(T ) ⊂ X e X e Y espaços normados. Então, T é fechado se, e somente se, satisfaz

à seguinte propriedade: se xn → x, com xn ∈ D(T ) e Txn → y, então x ∈ D(T ) e Tx = y.

2.3 Séries de potências

Nesta seção, daremos alguns resultados sobre séries de potências.

Definição 2.12. Dada uma seqüência {an(z − z0)
n}, a série por ela gerada é chamada

uma série de potências de centro em z0 e denotada por
∞∑

n=0

an(z − z0)
n.

Definição 2.13. A série
∞∑

n=0

an(z − z0)
n converge simplesmente, se a seqüência das redu-

zidas

{
sm(z) =

m∑
n=0

an(z − z0)
n

}
convergir simplesmente.

Definição 2.14. A série
∞∑

n=0

an(z − z0)
n converge uniformemente se a seqüência das re-

duzidas {sm(z)} convergir uniformemente.

Definição 2.15. A série
∞∑

n=0

an(z−z0)
n converge absolutamente se a série

∞∑
n=0

|an(z − z0)
n|

convergir. Se
∞∑

n=0

|an(z − z0)
n| convergir simplesmente (uniformemente), diremos que

∞∑
n=0

an(z − z0)
n converge absoluta e simplesmente (uniformemente).
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Lema 2.1. Dada uma série de potências
∞∑

n=0

an(z−z0)
n, existe um disco fechado de centro

em z0 tal que a série converge absolutamente em todos os pontos z no interior desse disco

e diverge em todos os pontos z exteriores a ele.

Definição 2.16. O raio R do disco dado pelo lema acima é chamado de raio de conver-

gência da série
∞∑

n=0

an(z − z0)
n.

As demonstrações do teorema e corolário seguintes encontram-se em [50, pág.88].

Teorema 2.2. Seja f(z) =
∞∑

n=0

an(z − z0)
n uma série de potências com raio de conver-

gência R > 0. Então,

f ′(z) =
∞∑

n=1

nan(z − z0)
n−1

para todo z tal que |z| < R, isto é, podemos derivar termo a termo uma série de potências

no interior de seu disco de convergência.

O Teorema 2.2 nos diz que uma série de potências define uma função analítica no seu

disco de convergência.

Corolário 2.1. Seja f(z) =
∞∑

n=0

an(z − z0)
n uma série de potências com raio de conver-

gência R > 0. Então, f(z) é dada por sua série de Taylor de centro em z0,

f(z) =
∞∑

n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)

n

e essa série converge absolutamente em qualquer ponto do disco de centro em z0 e raio R,

D(z0, R).

Definição 2.17. Sejam U ⊂ C um domínio e f : U → C uma função. f é analítica em

U se, para todo ponto z0 ∈ U, f se expressa como uma série de potências de centro em z0

e raio de convergência Rz0 > 0.

A mais importante propriedade das séries de potências é o fato de que toda função

analítica pode ser representada, em uma vizinhança de qualquer ponto de seu domínio,

por meio de uma série de potências, isto é,

f(z) =
∞∑

n=0

an(z − z0)
n

ou seja, uma série de Taylor em torno do ponto z = z0.
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Definição 2.18. Seja f(z) 	≡ 0. Se a0 = a1 = . . . = am−1 = 0 e am 	= 0, o primeiro termo

do desenvolvimento de Taylor é am(z − a)m. Neste caso dizemos que a função f(z) tem

um zero de ordem m em z = a.

Para a demonstração do próximo resultado, veja Szegö [57, pág.22].

Teorema 2.3. [Teorema de Hurwitz] Seja {fn(x)} uma seqüência de funções analíticas
em uma região G e seja esta seqüência uniformemente convergente em todos subconjuntos

fechados de G. Suponha que a função analítica f(x) = lim
n→∞

fn(x) não é identicamente

nula. Se x = a é um zero de f(x) de ordem k, então, existem uma vizinhança |x− a| < δ

de x = a e um número N , tais que se n > N , fn(x) tem exatamente k zeros em |x−a| < δ.

2.4 Funções Gama e de Bessel

A função Gama, Γ(x), foi descoberta por Euler no estudo do problema de estender o

domínio da função fatorial, por volta de 1729 (veja [5]). Para encontrar a generalização de

fatorial de Euler, suponhamos x ≥ 0 e n ≥ 0 números inteiros. Consideremos o número

(a)n =

⎧⎨⎩ 1, se n = 0,

a(a + 1)(a + 2) · · · (a + n − 1), se n > 0,

conhecido por fatorial deslocado ou fatorial generalizado ou, ainda, símbolo de Pochham-

mer, onde a pode ser um número real ou complexo. Podemos, então, escrever

x! =
(x + n)!

(x + 1)n

, pois
(x + n)!

(x + 1)n

=
(1)(2) · · · (x − 1)(x)(x + 1) · · · (x + n)

(x + 1)(x + 2) · · · (x + n)
.

Mas,

(x + n)! = (1)(2) · · · (n − 1)(n)(n + 1) · · · (n + x) = n!(n + 1)x

e, assim,

x! =
n!(n + 1)x

(x + 1)n

=
n!nx

(x + 1)n

(n + 1)x

nx
.

Como lim
n→∞

(n + 1)x

nx
= 1, podemos concluir que

x! = lim
n→∞

n!nx

(x + 1)n

. (2.2)

Observe que se x é um número complexo, mas diferente de um inteiro negativo, então

o limite (2.2) existe e o chamamos de

Γ(x + 1) = lim
n→∞

n!nx

(x + 1)n

,
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para x ∈ C e x 	= −1,−2, ... .

Note que se x é inteiro positivo, então Γ(x + 1) = x! e Γ(1) = 1.

Definição 2.19. A função Gama pode ser definida, para x ∈ C e x 	= −1,−2, ... , como

Γ(x) = lim
n→∞

n!nx−1

(x)n

,

onde (x)n = x(x + 1)(x + 2) · · · (x + n − 1).

A função Gama também pode ser dada como a integral de Euler de segunda espécie

Γ(x) =

∫ ∞

0

e−ttx−1dt,

para x ∈ C e Re(x) > 0.

Da Definição 2.19, podemos demonstrar a seguinte propriedade.

Propriedade 2.1. Γ(x + 1) = xΓ(x).

Demonstração: Da Definição 2.19, obtemos

xΓ(x) = x lim
n→∞

n!nx−1

(x)n

= x lim
n→∞

n!nx−1

x(x + 1)(x + 2) · · · (x + n − 1)

= lim
n→∞

n!nx

(x + 1)(x + 2) · · · (x + n − 1)(x + n)

(x + n)

n
= lim

n→∞
n!nx

(x + 1)n

= Γ(x + 1).

Notação: Para x > 0 e y > 0, denotemos(
x

y

)
=

Γ(x + 1)

Γ(y + 1)Γ(x − y + 1)
. (2.3)

Para n inteiro e x > 0, denotemos(
x

n

)
=

Γ(x + 1)

n! Γ(x − n + 1)
. (2.4)

A função de Bessel de primeira espécie e de ordem α, representada por Jα(z), é definida

pela série infinita

Jα(z) =
∞∑

k=0

(−1)k

k!Γ(k + α + 1)

(z

2

)2k+α

, α ∈ C, (2.5)

convergente para todo z ∈ C.
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Multiplicando ambos os lados da equação anterior por zα e derivando com relação a

z, obtemos

d

dz
[zαJα(z)] =

∞∑
k=0

(−1)k(2k + 2α) z2k+2α−1

k!22k+αΓ(k + α + 1)

=
∞∑

k=0

(−1)k(k + α) z2k+2α−1

k!22k+α−1Γ(k + α + 1)
.

Da Propriedade 2.1, temos que

d

dz
[zαJα(z)] =

∞∑
k=0

(−1)k zα

k!Γ(k + α)

(z

2

)2k+α−1

,

ou seja,

d

dz
[zαJα(z)] = zαJα−1(z). (2.6)

Da mesma forma, podemos obter

d

dz

[
z−αJα(z)

]
= −z−αJα+1(z). (2.7)

Além disso,

Jα−1(z) + Jα+1(z) = 2αz−1Jα(z). (2.8)

Uma propriedade interessante das funções de Bessel é o entrelaçamento de seus zeros.

Propriedade 2.2. Sejam jα,i, i ≥ 1, os zeros positivos de Jα(z) em ordem crescente.

Então, jα+1,i < jα,i < jα+1,i+1, i ≥ 0, ou seja, os zeros de Jα(z) e Jα+1(z) se entrelaçam.

Para a demonstração deste resultado veja [48].

2.5 Polinômios ortogonais

Seja ψ : R → R uma função definida em um intervalo (a, b) ⊂ R , −∞ ≤ a < b ≤ ∞,

real, limitada, não-decrescente e com infinitos pontos de aumento em (a, b). Sejam os

momentos definidos por

μn =

∫ b

a

xndψ(x) , n = 0, 1, . . . . (2.9)

Se os μn existem para n ≥ 0, então dψ(x) é chamada uma distribuição (medida

positiva) em (a, b). O suporte E ⊆ (a, b) de dψ é o conjunto de pontos de aumento de ψ,



2.5. Polinômios ortogonais 13

ou seja, são os pontos x tais que ψ(x+ε)−ψ(x−ε) > 0, para ε > 0. Se os μn existem para

n = 0,±1,±2, . . . , dψ(x) é uma distribuição forte. Se (a, b) é tal que 0 ≤ a < b ≤ ∞,

então dψ(x) é uma distribuição forte de Stieltjes . Se, além disso, dψ(x) é definida em um

intervalo (−a, a), 0 < a ≤ ∞, com a propriedade dψ(−x) = −dψ(x), então dψ é uma

distribuição simétrica.

Definimos polinômios ortogonais Pψ
n (x), para n ≥ 0, com relação a uma distribuição

dψ(x), em um intervalo real (a, b), −∞ ≤ a < b ≤ ∞, por:

(i) Pψ
n (x) é de grau exatamente n,

(2.10)

(ii)

∫ b

a

xsPψ
n (x)dψ(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, se 0 ≤ s ≤ n − 1

γψ
n > 0, se s = n.

A relação (ii) acima é equivalente a

〈
Pψ

m, Pψ
n

〉
ψ

=

∫ b

a

Pψ
m(x)Pψ

n (x)dψ(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, se m 	= n

ρψ
n > 0, se m = n.

(2.11)

Se ρψ
n = 1, dizemos que formam uma seqüência de polinômios ortonormais e os deno-

taremos por {pψ
n}n.

Na forma mônica, ou seja, quando os coeficientes dos termos de maior grau são iguais

a 1, os polinômios ortogonais satisfazem à seguinte relação de recorrência de três termos:

Pψ
n+1(x) = (x − βψ

n+1)P
ψ
n (x) − αψ

n+1P
ψ
n−1(x), (2.12)

com Pψ
0 (x) = 1, Pψ

1 (x) = x − βψ
1 , βψ

n ∈ R e αψ
n+1 > 0, n ≥ 1.

Além disso, os coeficientes βψ
n e αψ

n+1, n ≥ 1, são todos reais e

βψ
n =

∫ b

a
x[P

ψ

n−1(x)]2dψ(x)∫ b

a
[Pψ

n−1(x)]2dψ(x)]
, αψ

n+1 =

∫ b

a
[Pψ

n (x)]2dψ(x)∫ b

a
[Pψ

n−1(x)]2dψ(x)
.

Para obtermos uma seqüência de polinômios ortonormais, basta dividirmos os polinô-

mios ortogonais por suas normas. Então,

pψ
n(x) =

Pψ
n (x)

||Pψ
n (x)||ψ

, n = 0, 1, . . . , (2.13)

onde ||Pψ
n (x)||2ψ =

〈
Pψ

n , Pψ
n

〉
ψ

= ρψ
n .
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Esses polinômios satisfazem a uma relação de recorrência da forma

xpψ
n(x) = λψ

n+1p
ψ
n+1(x) + δψ

npψ
n(x) + λψ

npψ
n−1(x), (2.14)

onde λψ
n =

√
αψ

n+1 e δψ
n = βψ

n+1.

O estudo de polinômios ortogonais sempre despertou o interesse de renomados pes-

quisadores e, além da relação de recorrência (2.12), possuem muitas outras propriedades

interessantes, tais como:

Propriedade 2.3. Os zeros de Pψ
n (x), n ≥ 1, são reais, simples e pertencem ao intervalo

(a, b).

Propriedade 2.4. Se xn,1 < xn,2 < . . . < xn,n denotam os zeros de Pψ
n (x), n ≥ 1, então

xn+1,i < xn,i < xn+1,i+1, i = 1, . . . , n, ou seja, os zeros de Pψ
n (x) e Pψ

n+1(x) se entrelaçam.

Propriedade 2.5. Se, na fórmula de quadratura interpolatória∫ d

c

f(x)dψ(x) =
n∑

k=1

Wn,kf(xn,k) + En(f),

os nós xn,k, k = 1, 2, . . . , n, são os zeros de Pψ
n (x), então En(f) = 0 sempre que f ∈ P2n−1,

onde Pn, n ≥ 0, é o espaço vetorial dos polinômios de grau menor ou igual a n.

Propriedade 2.6.
〈
Pψ

n , Qm

〉
ψ

= 0 para qualquer polinômio Qm de grau m < n.

Propriedade 2.7. Se dψ é uma distribuição simétrica, então os polinômios Pψ
n satisfazem

à relação Pψ
n (−x) = (−1)nPψ

n (x), n ≥ 1 e, além disso, βψ
n = 0, n ≥ 1, na relação de

recorrência.

Propriedade 2.8. Os polinômios ortogonais mônicos, Pψ
n , satisfazem à seguinte propri-

edade

〈
Pψ

n , Pψ
n

〉
ψ
≤ 〈Qn, Qn〉ψ ,

onde Qn é um polinômio mônico qualquer de grau n, isto é, dentre todos os polinômios

mônicos de grau n, Pψ
n é o polinômio que minimiza a norma induzida pelo produto interno

〈·, ·〉ψ. Esta propriedade é conhecida como propriedade minimal .

As próximas definições podem ser encontradas em Nevai [41] e serão importantes para

o desenvolvimento do nosso trabalho.
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Definição 2.20. Sejam a ∈ R e b ≥ 0. Definimos Cψ
k (a, b) por

Cψ
k (a, b) =

∣∣∣δψ
k − a

∣∣∣+ ∣∣∣∣λψ
k − b

2

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣λψ
k+1 −

b

2

∣∣∣∣ , k ≥ 1,

onde δψ
k e λψ

k são os coeficientes da relação de recorrência (2.14).

Definição 2.21. Sejam a ∈ R e b ≥ 0. Dizemos que a distribuição ψ pertence à classe

M(a,b) se

lim
k→∞

Cψ
k (a, b) = 0.

Daremos, agora, dois resultados cujas demonstrações podem ser encontradas, respec-

tivamente, em Van Assche [8, Teorema 4.10, pag.117] e em Nevai [41].

Teorema 2.4. Seja f : R
+ → R

+ uma função não-decrescente tal que, para todo t ∈ R,

lim
x→∞

f(x + t)

f(x)
= 1.

Suponha, ainda, que existam constantes λ ≥ 0 e δ ∈ R, tais que

lim
n→∞

λψ
n

f(n)
= λ e lim

n→∞
δψ
n

f(n)
= δ.

Então,

lim
n→∞

pψ
n−1(f(n)x)

pψ
n(f(n)x)

=
2λ

x − δ +
√

(x − δ)2 − 4λ2
,

uniformemente em conjuntos compactos de C \ [A,B], onde [A, B] é o menor intervalo

que contém {0} e [δ − 2λ, δ + 2λ].

Teorema 2.5. Sejam ψ ∈ M(0, 1) e pψ
n(x) = κψ

nxn + . . . , κψ
n > 0, o polinômio ortonormal

de grau n com respeito a ψ. Então,

lim
n→∞

κψ
n−1

κψ
n

=
1

2
,

lim
n→∞

Pψ
n+1(x)

Pψ
n (x)

=
ϕ(x)

2
,

lim
n→∞

P
′ψ
n (x)

nPψ
n (x)

=
1√

x2 − 1
,

localmente uniformemente em C \ [−1, 1], onde Pψ
n (x) =

pψ
n(x)

κψ
n

, ϕ(x) = x +
√

x2 − 1 e a

raiz quadrada é tal que
√

x2 − 1 > 0 para x > 1 e
√

x2 − 1 < 0 para x < −1.
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2.6 Polinômios ortogonais clássicos

Segundo Chihara (veja [17], pág.152) as medidas que satisfazem a uma equação dife-

rencial do tipo Pearson da forma

ψ
′
(x)

ψ(x)
=

ax + b

ρ(x)
, (2.15)

onde ρ é um polinômio de grau menor ou igual a dois, são chamadas medidas clássicas.

Os polinômios ortogonais cujas medidas satisfazem (2.15) são os polinômios de Jacobi

(incluindo os casos especiais de Legendre, Chebyshev de 1a e 2a espécies e Gegenbauer),

de Laguerre e de Hermite, que são conhecidos como polinômios ortogonais clássicos.

2.6.1 Polinômios de Jacobi

Os polinômios de Jacobi são ortogonais no intervalo [−1, 1], com relação à medida

dψ(x) = (1 − x)α(1 + x)βdx, com α, β > −1 e são dados explicitamente por

P (α,β)
n (x) = 2−n

n∑
k=0

⎛⎝ n + α

n − k

⎞⎠⎛⎝ n + β

k

⎞⎠ (x − 1)k(x + 1)n−k, n ≥ 0,

e

κ̂(α,β)
n = 2−n

n∑
k=0

⎛⎝ n + α

k

⎞⎠⎛⎝ n + β

n − k

⎞⎠ (2.16)

são os coeficientes dos termos de maior grau. Podem, também, ser definidos através da

fórmula de Rodrigues

P (α,β)
n (x) =

(−1)n

2nn!
(1 − x)−α(1 + x)−β dn

dxn
[(1 − x)α+n(1 + x)β+n], n ≥ 0.

A relação de recorrência de três termos para os polinômios de Jacobi é dada por

P
(α,β)
n+1 (x) = (γn+1x − βn+1)P

(α,β)
n (x) − αn+1P

(α,β)
n−1 (x), n ≥ 0,

onde P
(α,β)
−1 (x) = 0, P

(α,β)
0 (x) = 1 e

γn+1 =
1

2(n + 1)

Γ(α + β + 2n + 3)Γ(α + β + n + 1)

Γ(α + β + n + 2)Γ(α + β + 2n + 1)
, n ≥ 0,

βn+1 =
(β2 − α2)(α + β + 2n + 1)

2(n + 1)(α + β + n + 1)(α + β + 2n)
, n ≥ 0

e

αn+1 =
(α + n)(β + n)(α + β + 2n + 2)

(n + 1)(α + β + n + 1)(α + β + 2n)
, n ≥ 1.
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Além disso, esses polinômios satisfazem à seguinte relação de ortogonalidade〈
P (α,β)

n , P (α,β)
m

〉
=

∫ 1

−1

P (α,β)
n (x)P (α,β)

m (x)(1 − x)α(1 + x)βdx

=

⎧⎪⎨⎪⎩
0, se m 	= n,

2α+β+1Γ(α + n + 1)Γ(β + n + 1)

(α + β + 2n + 1)n!Γ(α + β + n + 1)
= ρ(α,β)

n , se m = n.
(2.17)

Os polinômios mônicos de Jacobi satisfazem à relação diferencial

d

dx
P

(α−1,β−1)
n+1 (x) = (n + 1)P (α,β)

n (x). (2.18)

Usando a equação acima, podemos obter o comportamento assintótico entre os po-

linômios ortogonais mônicos P
(α,β)
n (x) e P

(α−1,β−1)
n (x) .

Teorema 2.6. Para o quociente entre P
(α,β)
n (x) e P

(α−1,β−1)
n (x), mônicos, vale o seguinte

resultado

lim
n→∞

P
(α,β)
n (x)

P
(α−1,β−1)
n (x)

=
ϕ(x)

2
√

x2 − 1
,

localmente uniformemente em C \ [−1, 1].

Demonstração: Da equação (2.18) e do Teorema 2.5, obtemos

lim
n→∞

P
(α,β)
n (x)

P
(α−1,β−1)
n (x)

= lim
n→∞

d
dx

P
(α−1,β−1)
n+1 (x)

(n + 1)P
(α−1,β−1)
n (x)

= lim
n→∞

d
dx

P
(α−1,β−1)
n+1 (x)

(n + 1)P
(α−1,β−1)
n+1 (x)

P
(α−1,β−1)
n+1 (x)

P
(α−1,β−1)
n (x)

=
ϕ(x)

2
√

x2 − 1
.

Os polinômios ortonormais de Jacobi, p
(α,β)
n (x), satisfazem à relação de recorrência

xp(α,β)
n (x) = λ

(α,β)
n+1 p

(α,β)
n+1 (x) + δ(α,β)

n p(α,β)
n (x) + λ(α,β)

n p
(α,β)
n−1 (x),

com λ
(α,β)
n =

(
4n(n + α)(n + β)(n + α + β)

(2n + α + β − 1)(2n + α + β)2(2n + α + β + 1)

)1/2

e

δ
(α,β)
n =

α2 − β2

(2n + α + β + 2)(2n + α + β)
.

Logo, das Definições 2.20 e 2.21,

lim
k→∞

C
(α,β)
k (0, 1) = lim

k→∞

[∣∣∣δ(α,β)
k

∣∣∣+ ∣∣∣∣λ(α,β)
k − 1

2

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣λ(α,β)
k+1 − 1

2

∣∣∣∣] = 0.

Portanto, a distribuição de Jacobi pertence à classe M(0, 1).

Podemos, também, obter o limite para a razão entre os coeficientes dos termos de

maior grau dos polinômios ortonormais p
(α,β)
n (x) e p

(α−1,β−1)
n (x).
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Lema 2.2. Para os coeficientes dos termos de maior grau dos polinômios ortonormais de

Jacobi, p
(α−1,β−1)
n (x) e p

(α,β)
n (x), temos

lim
n→∞

κ
(α−1,β−1)
n

κ
(α,β)
n

=
1

8
.

Demonstração: De (2.16) e (2.17), obtemos que o coeficiente do termo de maior grau

dos polinômios ortonormais de Jacobi é dado por

κ(α,β)
n =

1

2n

(
2α+β+1

2n + α + β + 1

Γ(n + α + 1)Γ(n + β + 1)

Γ(n + 1)Γ(n + α + β + 1)

)1/2
⎛⎝ 2n + α + β

n

⎞⎠ .

Assim,

κ(α−1,β−1)
n =

1

2n

(
2α+β−1

2n + α + β − 1

Γ(n + α)Γ(n + β)

Γ(n + 1)Γ(n + α + β − 1)

)1/2
⎛⎝ 2n + α + β − 2

n

⎞⎠ .

Da Propriedade 2.1 e de (2.4), obtemos

κ
(α−1,β−1)
n

κ
(α,β)
n

=
1

2

(2n + α + β + 1)1/2(n + α + β − 1)3/2(n + α + β)3/2

(2n + α + β − 1)3/2(2n + α + β)(n + α)1/2(n + β)1/2
.

Aplicando o limite para n → ∞, obtemos o resultado desejado.

Polinômios Ortogonais de Gegenbauer.

Os polinômios de Gegenbauer, ou polinômios Ultrasféricos, são múltiplos de um caso

especial dos polinômios de Jacobi, com α = β = λ− 1

2
> −1. São ortogonais no intervalo

[−1, 1] com relação à função peso w(x) = (1 − x2)λ−1/2.

A notação usual para os polinômios de Gegenbauer é G
(λ)
n (x) e são dados por

G(λ)
n (x) =

(
2α

α

)−1(
n + 2α

α

)
P (α,α)

n (x),

onde P
(α,α)
n (x) são os polinômios de Jacobi com β = α.

A relação de recorrência de três termos para os polinômios de Gegenbauer é da forma

(n + 1)G
(λ)
n+1(x) = 2(n + λ)xG(λ)

n (x) − (n + 2λ − 1)G
(λ)
n−1(x), (2.19)

onde G
(λ)
−1(x) = 0 e G

(λ)
0 (x) = 1.
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2.6.2 Polinômios de Laguerre

Os polinômios de Laguerre são ortogonais com relação à medida dψ(x) = xαe−xdx,

α > −1, no intervalo [0,∞) e são dados explicitamente pela expressão

L(α)
n (x) =

n∑
k=0

⎛⎝ n + α

n − k

⎞⎠ (−x)k

k!
, (2.20)

onde L
(α)
n (x) é o polinômio de grau n com o coeficiente do termo de maior grau

κ̂(α)
n =

(−1)n

n!
,

que é independente de α, e

L(α)
n (0) =

⎛⎝ n + α

n

⎞⎠ . (2.21)

A fórmula de Rodrigues para esses polinômios é a seguinte:

L(α)
n (x) = (−1)nx−αex dn

dxn
[xα+ne−x] (2.22)

e satisfazem à relação de recorrência de três termos

xL(α)
n (x) = −(n + 1)L

(α)
n+1(x) + (2n + α + 1)L(α)

n (x) − (n + α)L
(α)
n−1(x), n ≥ 0, (2.23)

com L
(α)
−1 (x) = 0 e L

(α)
0 (x) = 1.

Além disso, satisfazem à seguinte relação de ortogonalidade

〈
L(α)

n , L(α)
m

〉
=

∫ ∞

0

L(α)
n (x)L(α)

m (x)xαe−xdx =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, se m 	= n,

ρ
(α)
n =

Γ(n + α + 1)

n!
, se m = n.

(2.24)

De (2.23), é fácil verificar que os polinômios ortonormais de Laguerre, ou seja, l
(α)
n (x) =

κ
(α)
n xn + . . . , com κ

(α)
n > 0, satisfazem à seguinte relação de recorrência

xl(α)
n (x) = λ

(α)
n+1l

(α)
n+1(x) + δ(α)

n l(α)
n (x) + λ(α)

n l
(α)
n−1(x), n ≥ 1,

onde

λ(α)
n =

√
n(n + α) e δ(α)

n = 2n + α + 1, n ≥ 1. (2.25)

Enunciaremos, a seguir, alguns resultados que serão importantes para o desenvolvi-

mento deste trabalho. As demonstrações serão omitidas pois, além de envolverem muitos

outros resultados, o que tornaria este texto demasiado longo, não são o objetivo deste

trabalho. Porém, podem ser encontradas em Szegö [57].
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Teorema 2.7. [ Teorema 8.1.3] Fórmula de Mehler-Heine

lim
n→∞

L
(α)
n (x/n)

nα
= x−α/2Jα(2

√
x),

uniformemente em subconjuntos compactos de C, onde Jα é a função de Bessel definida

em (2.5).

Como conseqüência imediata deste teorema, obtemos

lim
n→∞

L
(α)
n (x/(n + j))

nα
= x−α/2Jα(2

√
x), (2.26)

uniformemente em subconjuntos compactos de C e uniformemente em j ∈ N ∪ {0}.

Teorema 2.8. [Teorema 8.22.1] A seqüência

{
L

(α)
n (x)

nα/2−1/4

}
n

é uniformemente limitada

em subconjuntos compactos de (0, +∞).

Teorema 2.9. [Teorema 8.22.3] Seja α um número real arbitrário. Então,

L(α)
n (x) =

1

2
√

π
ex/2(−x)−(α/2)−1/4 nα/2−1/4e2

√−nx
{
1 + O(n−1/2)

}
, n → ∞.

Dizemos que f(z) = O(g(z)) quando z → c ∈ G ⊂ C se, e somente se, |f(z)/g(z)| é
limitada quando z → c.

Como conseqüência direta do teorema anterior, temos que

lim
n→∞

L
(α)
n (x)

L
(α)
n−1(x)

= 1, α > −1 (2.27)

e

lim
n→∞

n1/2L
(α−1)
n (x)

L
(α)
n (x)

=
√−x, α > 0, (2.28)

uniformemente em subconjuntos compactos de C \ [0,∞].

Teorema 2.10. [Teorema 8.22.5] Os polinômios de Laguerre também satisfazem

L
(α)
n (x)

nα/2
= ex/2x−α/2Jα(2

√
nx) + O(n−3/4), n ≥ 1, α > −1,

uniformemente em subconjuntos compactos de (0, +∞).

Agora, de (2.20), obtemos

L(α)
n (x) − L(α−1)

n (x) =
n−1∑
k=0

{⎛⎝ n + α

n − k

⎞⎠−
⎛⎝ n + α − 1

n − k

⎞⎠}
(−x)k

k!
. (2.29)
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Da Propriedade 2.1, temos que⎛⎝ n + α

n − k

⎞⎠−
⎛⎝ n + α − 1

n − k

⎞⎠ =
Γ(n + α + 1)

(n − k)!Γ(k + α + 1)
− Γ(n + α)

(n − k)!Γ(k + α)

=
(n − k)Γ(n + α)

(n − k)!(k + α)Γ(k + α)
=

Γ(n + α)

(n − k)!Γ(k + α + 1)

=

⎛⎝ n + α − 1

n − k − 1

⎞⎠ .

Substituindo na equação (2.29), de (2.20) obtemos

L(α)
n (x) − L(α−1)

n (x) = L
(α)
n−1(x), n ≥ 0, α > 0,

ou seja,

L(α)
n (x) − L

(α)
n−1(x) = L(α−1)

n (x), n ≥ 0, α > 0. (2.30)

Derivando, agora, ambos os membros da equação (2.20) com relação a x, obtemos

d

dx
L(α)

n (x) = −
n∑

k=1

⎛⎝ n + α

n − k

⎞⎠ (−x)k−1

(k − 1)!
= −

n−1∑
k=0

⎛⎝ n − 1 + α + 1

n − 1 − k

⎞⎠ (−x)k

k!
.

Portanto, usando novamente (2.20), os polinômios de Laguerre satisfazem à seguinte

relação:
d

dx
L(α)

n (x) = −L
(α+1)
n−1 (x), n ≥ 0, α > −1. (2.31)

Das duas relações anteriores, (2.30) e (2.31), obtemos

d

dx

(
L(α)

n (x) − L
(α)
n−1(x)

)
= −L

(α)
n−1(x), n ≥ 0, α > −1. (2.32)

Se tomarmos f(n) = n no Teorema 2.4, de (2.25), obtemos

lim
n→∞

λ
(α)
n

n
= 1 e lim

n→∞
δ

(α)
n

n
= 2.

Logo,

lim
n→∞

l
(α)
n−1(nx)

l
(α)
n (nx)

=
2

x − 2 +
√

(x − 2)2 − 4
=

1

ϕ((x − 2)/2)
,

uniformemente em subconjuntos compactos de C \ [0, 4], onde ϕ é a aplicação definida no

Teorema 2.5.
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Como l
(α)
n (x) = κ

(α)
n xn + . . . , com κ

(α)
n > 0, então l

(α)
n (x) =

(−1)nL
(α)
n (x)

||L(α)
n (x)||

. Logo, de

(2.24), imediatamente obtemos

lim
n→∞

L
(α)
n−1(nx)

L
(α)
n (nx)

= − 1

ϕ((x − 2)/2)
, (2.33)

uniformemente em subconjuntos compactos de C \ [0, 4], onde ϕ é a aplicação definida no

Teorema 2.5.

Como conseqüência imediata de (2.33), obtemos

lim
n→∞

L
(α)
n−1((n + j)x)

L
(α)
n ((n + j)x)

= − 1

ϕ((x − 2)/2)
, (2.34)

uniformemente em subconjuntos compactos de C \ [0, 4] e uniformemente em j ∈ N∪{0}.
Para x ≥ 0, n ≥ 0 e α > −1, [1, Fómulas 22.14.13 e Fómulas 22.14.14 ] temos que

|L(α)
n (x)| ≤ A(n, α)ex/2, (2.35)

onde

A(n, α) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Γ(n + α + 1)

n!Γ(α + 1)
, se α ≥ 0,

2 − Γ(n + α + 1)

n!Γ(α + 1)
, se − 1 < α < 0.

(2.36)

2.6.3 Polinômios de Hermite

Os polinômios de Hermite são ortogonais com relação à medida dψ(x) = e−x2
dx,

definida no intervalo (−∞,∞), e são dados explicitamente pela expressão

Hn(x) = n!

�n/2�∑
k=0

(−1)kn!(2x)n−2k

(n − 2k)!k!
, n ≥ 0,

onde �z� denota o maior inteiro menor ou igual a z. Hn(x) é o polinômio de grau n com

coeficiente do termo de maior grau dado por

κ̂n = 2n.

São, também, definidos pela fórmula de Rodrigues

Hn(x) = (−1)nex2 dn

dxn
[e−x2

], n ≥ 0.

A relação de recorrência de três termos para os polinômios de Hermite é

Hn+1(x) = 2xHn(x) − 2nHn−1(x), n ≥ 1,
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com H0(x) = 1 e H1(x) = 2x.

Além disso, esses polinômios satisfazem à seguinte relação de ortogonalidade

〈Hn, Hm〉ψ =

∫ ∞

−∞
Hn(x)Hm(x)e−x2

dx =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, se m 	= n,

2nn!
√

π, se m = n.

Mais informações sobre os polinômios ortogonais podem ser encontrados , por exemplo,

em Chihara [17], Freud [22] e Szegö [57].

2.7 Polinômios ortogonais de Sobolev

Sejam dψk, k = 0, 1, . . . , N , medidas positivas na reta real R, tendo suporte limitado

ou não. Se o espaço das funções diferenciáveis até ordem N em R satisfaz

N∑
k=0

∫
R

[f (k)]2dψk(x) < ∞,

então esse espaço é chamado espaço de Sobolev.

Uma seqüência de polinômios {Sn}∞n=0 é chamada seqüência de polinômios ortogonais

de Sobolev, se Sn é de grau exatamente n e

〈Sn, Sm〉S =
N∑

k=0

∫
R

S(k)
n (x)S(k)

m (x)dψk(x) =

⎧⎨⎩ 0, para m 	= n,

ρS
n > 0, para m = n.

(2.37)

Em nosso trabalho, consideraremos estes polinômios no caso em que N = 1 e escreve-

mos o produto interno como

〈f, g〉S =

∫
R

f(x)g(x)dψ0(x) + λ

∫
R

f
′
(x)g

′
(x)dψ1(x), (2.38)

onde λ > 0.

O estudo de uma interessante subclasse desses polinômios, associados a medidas que

formam par coerente, cuja definição daremos mais adiante, iniciou-se com o trabalho

de Irseles [28]. Esta subclasse despertou o interesse de muitos matemáticos e, como

conseqüência, a publicação de muitos trabalhos de pesquisa nos últimos anos.

Algumas das propriedades dos polinômios ortogonais também são válidas para os po-

linômios ortogonais de Sobolev como, por exemplo, a propriedade minimal, que dentre

todos os polinômios de grau n, Sn é o polinômio que minimiza a norma induzida pelo

produto interno
〈·, ·〉

S
. Porém, para os polinômios ortogonais de Sobolev de forma geral,
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não existe uma relação de recorrência de três termos. Existem relações entre os polinô-

mios ortogonais de Sobolev e os polinômios ortogonais associados a dψ0. Vejamos, agora,

algumas definições e resultados que serão importantes no decorrer deste trabalho.

Sejam {Pψ0
n }∞n=0 e {Pψ1

n }∞n=0 seqüências de polinômios ortogonais mônicos com relação

às medidas dψ0 e dψ1, respectivamente. Então, {dψ0, dψ1} forma um par coerente de

medidas se

Pψ1
n (x) =

1

n + 1

[
P

′ψ0

n+1(x) + σnP
′ψ0
n

]
, n ≥ 0,

onde {σn}∞n=0 é uma seqüência de números reais não nulos. Esta definição foi primeira-

mente dada em Iserles [28]. Neste mesmo trabalho, foi demonstrado que vale a seguinte

relação:

Sn+1(x) + an(λ)Sn(x) = Pψ0

n+1(x) + σnP
ψ0
n (x), n ≥ 0, (2.39)

onde

an(λ) =
ρψ0

n σn

ρS
n

, n ≥ 0.

Os coeficientes an(λ) podem ser obtidos recursivamente por

an(λ) =
σnρ

ψ0
n

ρψ0
n + λn2ρψ1

n−1 + σ2
n−1ρ

ψ0

n−1 − σn−1ρ
ψ0

n−1an−1(λ)
, n ≥ 1,

com a0(λ) = σ0.

De modo análogo, Iserles [28] também definiu o conceito de par simetricamente coe-

rente. Assim, duas medidas simétricas dψ0 e dψ1 formam um par simetricamente coerente

se os polinômios mônicos associados estiverem relacionados da forma

Pψ1
n (x) =

1

n + 1

[
P

′ψ0

n+1(x) + σn−1P
′ψ0

n−1], n ≥ 1,

onde {σn}∞n=0 é uma seqüência de números reais não nulos.

Também para este caso são válidas propriedades semelhantes ao caso dos pares coe-

rentes, entre elas a relação

Sn+1(x) + an−1(λ)Sn−1(x) = Pψ0

n+1(x) + σn−1P
ψ0

n−1(x), n ≥ 1, (2.40)

onde

an(λ) =
ρψ0

n σn

ρS
n

, n ≥ 0.

Os coeficientes podem ser obtidos recursivamente pela expressão

an(λ) =
σnρ

ψ0
n

ρψ0
n + λn2ρψ1

n−1 + σ2
n−2ρ

ψ0

n−2 − σn−2ρ
ψ0

n−2an−2(λ)
, n ≥ 2,
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com a0(λ) = σ0 e a1(λ) =
ρψ0

1 σ1

ρψ0

1 + λρψ1

0

. Neste caso, os polinômios Sn também são simétri-

cos.

Em 1997, Meijer [38] resolveu completamente o problema de determinar os pares co-

erentes e simetricamente coerentes, mostrando que, necessariamente, uma das medidas

deve ser clássica. Assim, por exemplo, as medidas de Jacobi e Laguerre estão associadas

a pares coerentes, enquanto que as medidas de Hermite e Gegenbauer estão relacionadas

a pares simetricamente coerentes. Em particular, Meijer [38] demonstrou que existem so-

mente dois tipos de pares coerentes envolvendo as medidas clássicas de Jacobi e Laguerre,

que são:

Tipo I: dψ1 é clássica:

(i) O caso Jacobi:

dψ0 = (x − ξ)(1 − x)α−1(1 + x)β−1dx,

dψ1 = (1 − x)α(1 + x)βdx,

com ξ < −1, α > 0, β > 0.

(ii) O caso Laguerre:

dψ0 = (x − ξ)xα−1e−xdx + Mδ(0),

dψ1 = xαe−xdx,

com ξ = 0 se −1 < α ≤ 0 e M = 0 se α 	= 0.

Aqui, δ(x) é a função delta de Dirac tal que
∫ ∞

−∞
f(x)δ(x)dx = f(0) para f contínua.

Tipo II: dψ0 é clássica:

(iii) O caso Jacobi:

dψ0 = (1 − x)α(1 + x)βdx,

dψ1 =
(1 − x)α+1(1 + x)β+1

x − ξ
dx + Mδ(ξ),

com ξ < −1, α > −1, β > −1,M ≥ 0.

(iv) O caso Laguerre:

dψ0 = xαe−xdx,

dψ1 =
xα+1e−x

x − ξ
dx + Mδ(ξ),

com α > −1, ξ ≤ 0 e M ≥ 0.
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Iniciaremos, a seguir, nossos estudos sobre as propriedades assintóticas dos polinô-

mios de Sobolev associados a esses pares de medidas, ou seja, Sobolev-Jacobi e Sobolev-

Laguerre.



Capítulo 3

Polinômios ortogonais de Sobolev -

Jacobi: propriedades assintóticas

Neste capítulo, apresentaremos um estudo sobre o comportamento assintótico dos

polinômios ortogonais associados às medidas envolvidas no produto interno de Sobolev-

Jacobi e dos coeficientes relacionados. Este estudo foi baseado, principalmente, nos tra-

balhos de Pan [43, 44].

3.1 Introdução

Seja {Sn}∞n=0 uma seqüência de polinômios de Sobolev mônicos, ortogonais com res-

peito ao produto interno

〈f, g〉S =

∫
R

f(x)g(x)dψ0(x) + λ

∫
R

f ′(x)g′(x)dψ1(x), (3.1)

onde λ > 0 e {dψ0, dψ1} forma um par coerente de medidas de Jacobi.

Sejam {pψ0
n (x) = κψ0

n xn + . . .} a seqüência de polinômios ortonormais com respeito

a dψ0 e {pψ1
n (x) = κψ1

n xn + . . .} a seqüência de polinômios ortonormais com respeito a

dψ1 com κψ0
n > 0 e κψ1

n > 0. Como {dψ0, dψ1} forma um par coerente, então existem

constantes Dn 	= 0 tais que

Pψ1
n (x) =

P
′ψ0

n+1(x)

n + 1
+ Dn

P
′ψ0
n (x)

n
, n ≥ 1, (3.2)

onde Pψ1
n (x) =

pψ1
n (x)

κψ1
n

e Pψ0
n (x) =

pψ0
n (x)

κψ0
n

.

27
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Observe que

ρψi
n =

〈
Pψi

n , Pψi
n

〉
ψi

=
1

(κψi
n )2

, i = 0, 1 e n ≥ 0. (3.3)

Usando (3.2) e o fato de que {Sk}n
k=0 forma uma base para o espaço dos polinômios

de grau ≤ n, Pn, podemos facilmente demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 3.1. Para n ≥ 1 as seguintes relações são satisfeitas:

Pψ0

n+1(x)

n + 1
+ Dn

Pψ0
n (x)

n
=

Sn+1(x)

n + 1
+ dn

Sn(x)

n
(3.4)

e

Pψ1
n (x) =

S
′
n+1(x)

n + 1
+ dn

S
′
n(x)

n
, (3.5)

onde dn =

∫ b

a

[
Pψ0

n (x)
]2

dψ0

ρS
n

Dn =
Dn

(κψ0
n )2ρS

n

.

Demonstração: Desde que Sj(x), j = 0, . . . , n + 1, formam uma base para o espaço

Pn+1, podemos escrever

Pψ0

n+1(x)

n + 1
+ Dn

Pψ0
n (x)

n
=

n+1∑
j=0

cjSj(x), (3.6)

com cn+1 = 1/(n + 1).

Para k = 0, . . . , n, de (2.37) obtemos〈
Sn+1

n + 1
+

n∑
j=0

cjSj, Sk

〉
S

=

〈
Sn+1

n + 1
, Sk

〉
S

+
n∑

j=0

cj

〈
Sj, Sk

〉
S

= ckρ
S
k . (3.7)

Mas, de (3.6),〈
Sn+1

n + 1
+

n∑
j=0

cjSj, Sk

〉
S

=

〈
Pψ0

n+1

n + 1
+ Dn

Pψ0
n

n
, Sk

〉
S

=

〈
Pψ0

n+1

n + 1
+ Dn

Pψ0
n

n
, Sk

〉
ψ0

+ λ

〈
P

′ψ0

n+1

n + 1
+ Dn

P
′ψ0
n

n
, S ′

k

〉
ψ1

.

Assim, de (3.2) e (3.7),

ckρ
S
k =

〈
Pψ0

n+1

n + 1
+ Dn

Pψ0
n

n
, Sk

〉
ψ0

+ λ
〈
Pψ1

n , Sk

〉
ψ1

.

Então,

ck =

1

n + 1

〈
Pψ0

n+1, Sk

〉
ψ0

+
Dn

n

〈
Pψ0

n , Sk

〉
ψ0

+ λ
〈
Pψ1

n , S ′
k

〉
ψ1

ρS
k

=

⎧⎪⎨⎪⎩
0, se k < n,

Dn

n

〈
Pψ0

n , Sn

〉
ψ0

ρS
n

=
Dn

n

〈
Pψ0

n , Pψ0
n

〉
ψ0

ρS
n

, se k = n.
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Portanto,

Pψ0

n+1(x)

n + 1
+ Dn

Pψ0
n (x)

n
=

Sn+1(x)

n + 1
+ dn

Sn(x)

n
,

onde dn =

〈
Pψ0

n , Pψ0
n

〉
ψ0

ρS
n

Dn. Agora, de (3.2) e da relação acima, obtemos

Pψ1
n (x) =

S
′
n+1(x)

n + 1
+ dn

S
′
n(x)

n
.

Em 1997, Pan [43] obteve a seguinte relação de recorrência para dn em termos de κψ0
n

e κψ1
n .

Teorema 3.2. Os coeficientes dn em (3.4) satisfazem

dn =
Dn

1 +
D2

n−1n2(κ
ψ0
n )2

(n−1)2(κ
ψ0
n−1)2

+ λn2(κ
ψ0
n )2

(κ
ψ1
n−1)2

− dn−1
Dn−1n2(κ

ψ0
n )2

(n−1)2(κ
ψ0
n−1)2

,

com a condição inicial d1 =
ρψ0

1

ρψ0

1 + ρψ1

0

D1.

Demonstração: Consideremos os polinômios

Rn+1(x) =
Pψ0

n+1(x)

n + 1
+ Dn

Pψ0
n (x)

n
e Cn(x) =

Sn(x)

n
. (3.8)

Da equação (3.4),

Rn+1(x) =
Sn+1(x)

n + 1
+ dn

Sn(x)

n
= Cn+1(x) + dnCn(x). (3.9)

Primeiramente, mostraremos que

dn =

〈
Rn+1, Rn

〉
S〈

Rn, Rn

〉
S
− dn−1

〈
Rn, Rn−1

〉
S

. (3.10)

Observe que

〈Rn+1, Rn〉S =

〈
Sn+1

n + 1
+ dn

Sn

n
,Rn

〉
S

=
1

n + 1
〈Sn+1, Rn〉S + dn

〈
Sn

n
, Rn

〉
S

= dn

〈
Cn, Rn

〉
S
. (3.11)



Polinômios ortogonais de Sobolev-Jacobi 30

Além disso, de (3.9) e (3.8),〈
Rn, Rn − dn−1Rn−1

〉
S

=
〈
Cn + dn−1Cn−1, Rn − dn−1Rn−1

〉
S

=
〈
Cn, Rn

〉
S

+ dn−1

〈
Cn−1, Rn

〉
S
− dn−1

〈
Cn, Rn−1

〉
S

−d2
n−1

〈
Cn−1, Rn−1

〉
S

=
〈
Cn, Rn

〉
S

+ dn−1

〈
Cn−1, Cn + dn−1Cn−1

〉
S
− d2

n−1

〈
Cn−1, Rn−1

〉
S

=
〈
Cn, Rn

〉
S

+ d2
n−1

〈
Cn−1, Cn−1

〉
S
− d2

n−1

〈
Cn−1, Rn−1

〉
S

=
〈
Cn, Rn

〉
S
.

De (3.11) e da igualdade acima, obtemos

dn =

〈
Rn+1, Rn

〉
S〈

Cn, Rn

〉
S

=

〈
Rn+1, Rn

〉
S〈

Rn, Rn

〉
S
− dn−1

〈
Rn, Rn−1

〉
S

,

que é o resultado (3.10).

Por definição,〈
Rn, Rn

〉
S

=
〈
Rn, Rn

〉
ψ0

+ λ
〈
R

′
n, R

′
n

〉
ψ1

=
〈
Rn, Rn

〉
ψ0

+ λ
〈
Pψ1

n−1, P
ψ1

n−1

〉
ψ1

,

pois R
′
n(x) =

P
′ψ0
n (x)

n
+ Dn−1

P
′ψ0

n−1(x)

n − 1
= Pψ1

n−1(x). Mas, de (3.8),

〈
Rn, Rn

〉
ψ0

=
〈Pψ0

n

n
+ Dn−1

Pψ0

n−1

n − 1
,
Pψ0

n

n
+ Dn−1

Pψ0

n−1

n − 1

〉
ψ0

=
1

n2

〈
Pψ0

n , Pψ0
n

〉
ψ0

+
D2

n−1

(n − 1)2

〈
Pψ0

n−1, P
ψ0

n−1

〉
ψ0

.

Assim, de (3.3), obtemos〈
Rn, Rn

〉
ψ0

=
1

n2

1

(κψ0
n )2

+
D2

n−1

(n − 1)2

1

(κψ0

n−1)
2

e

λ
〈
Pψ1

n−1, P
ψ1

n−1

〉
ψ1

= λ
1

(κψ1

n−1)
2
.

Logo, 〈
Rn, Rn

〉
S

=
1

n2(κψ0
n )2

+
D2

n−1

(n − 1)2(κψ0

n−1)
2

+ λ
1

(κψ1

n−1)
2
. (3.12)

Portanto, temos que〈
Rn+1, Rn

〉
S

=
〈
Rn+1, Rn

〉
ψ0

+ λ
〈
R

′
n+1, R

′
n

〉
ψ1

=
〈
Rn+1, Rn

〉
ψ0

+ λ
〈
Pψ1

n , Pψ1

n−1

〉
ψ1

=
〈 Pψ0

n+1

n + 1
+ Dn

Pψ0
n

n
,
Pψ0

n

n
+ Dn−1

Pψ0

n−1

n − 1

〉
ψ0

=
Dn

n2

〈
Pψ0

n , Pψ0
n

〉
ψ0

=
Dn

n2

1

(κψ0
n )2

(3.13)
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e

〈
Rn, Rn−1

〉
S

=
〈
Rn, Rn−1

〉
ψ0

+ λ
〈
R

′
n, R

′
n−1

〉
ψ1

=
〈
Rn, Rn−1

〉
ψ0

+ λ
〈
Pψ1

n−1, P
ψ1

n−2

〉
ψ1

=
〈Pψ0

n

n
+ Dn−1

Pψ0

n−1

n − 1
,

Pψ0

n−1

n − 1
+ Dn−2

Pψ0

n−2

n − 2

〉
ψ0

=
Dn−1

(n − 1)2

〈
Pψ0

n−1, P
ψ0

n−1

〉
ψ0

=
Dn−1

(n − 1)2(κψ0

n−1)
2
. (3.14)

Substituindo (3.12), (3.13), (3.14) em (3.10), obtemos

dn =

Dn

n2(κψ0
n )2

1

n2(κ
ψ0
n )2

+
D2

n−1

(n−1)2(κ
ψ0
n−1)2

+ λ 1

(κ
ψ1
n−1)2

− dn−1
Dn−1

(n−1)2(κ
ψ0
n−1)2

,

de onde segue o resultado do teorema.

3.2 O caso Jacobi do tipo I

Lembremos que, neste caso, as medidas envolvidas são dψ0 = w0(x)dx = (x − ξ)(1 −
x)α−1(1+x)β−1dx e dψ1 = w1(x)dx = (1−x)α(1+x)βdx. Consideremos μ(x) = w0(x)/(x−
ξ).

Assim, Pψ1
n (x) = P

(α,β)
n (x) é o polinômio mônico de Jacobi de grau n, com α, β > −1.

O próximo resultado estabelece uma relação entre Pψ0
n (x) e P

(α−1,β−1)
n (x).

Proposição 3.1. Sejam n ≥ 0 e α, β > 0. Então,

(x − ξ)Pψ0
n (x) = P

(α−1,β−1)
n+1 (x) − P

(α−1,β−1)
n+1 (ξ)

P
(α−1,β−1)
n (ξ)

P (α−1,β−1)
n (x).

Demonstração: Como (x− ξ)Pψ0
n (x) é um polinômio de grau n+1, podemos escrevê-lo

da forma

(x − ξ)Pψ0
n (x) = P

(α−1,β−1)
n+1 (x) +

n∑
k=0

δkP
(α−1,β−1)
k (x). (3.15)

Se definirmos

〈f, g〉μ =

∫ 1

−1

f(x)g(x)μ(x)dx,

então,

δi =

〈
(x − ξ)Pψ0

n , P
(α−1,β−1)
i

〉
μ〈

P
(α−1,β−1)
i , P

(α−1,β−1)
i

〉
μ

=

〈
Pψ0

n , P
(α−1,β−1)
i

〉
ψ0〈

P
(α−1,β−1)
i , P

(α−1,β−1)
i

〉
μ

= 0, 0 ≤ i ≤ n − 1,
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pela Propriedade 2.6. Assim, podemos escrever a equação (3.15) como

(x − ξ)Pψ0
n (x) = P

(α−1,β−1)
n+1 (x) + δnP

(α−1,β−1)
n (x).

Fazendo x = ξ, na equação acima, obtemos

δn = −P
(α−1,β−1)
n+1 (ξ)

P
(α−1,β−1)
n (ξ)

.

O próximo resultado nos mostra o comportamento assintótico da razão entre Pψ0
n (x)

e P
(α−1,β−1)
n (x) em C \ [−1, 1].

Teorema 3.3.

lim
n→∞

Pψ0
n (x)

P
(α−1,β−1)
n (x)

=
1

2

ϕ(x) − ϕ(ξ)

x − ξ
,

localmente uniformemente em C \ [−1, 1], onde ϕ(x) é a função definida no Teorema 2.5.

Demonstração: Da Proposição 3.1, temos que

(x − ξ)Pψ0
n (x)

P
(α−1,β−1)
n (x)

=
P

(α−1,β−1)
n+1 (x)

P
(α−1,β−1)
n (x)

− P
(α−1,β−1)
n+1 (ξ)

P
(α−1,β−1)
n (ξ)

.

Portanto, do Teorema 2.5,

lim
n→∞

(x − ξ)Pψ0
n (x)

P
(α−1,β−1)
n (x)

= lim
n→∞

P
(α−1,β−1)
n+1 (x)

P
(α−1,β−1)
n (x)

− lim
n→∞

P
(α−1,β−1)
n+1 (ξ)

P
(α−1,β−1)
n (ξ)

=
ϕ(x) − ϕ(ξ)

2
,

demonstrando assim o teorema.

Agora, podemos obter o comportamento da razão entre P
(α,β)
n (x) e Pψ0

n (x) em C \
[−1, 1].

Teorema 3.4. Para os polinômios Pψ0
n (x) e P

(α,β)
n (x), o seguinte resultado é verdadeiro:

lim
n→∞

P
(α,β)
n (x)

Pψ0
n (x)

=
ϕ(x)√
x2 − 1

x − ξ

ϕ(x) − ϕ(ξ)
,

localmente uniformemente em C \ [−1, 1].

Demonstração: Usando os Teoremas 3.3 e 2.6, obtemos

lim
n→∞

P
(α,β)
n (x)

Pψ0
n (x)

= lim
n→∞

P
(α,β)
n (x)

P
(α−1,β−1)
n (x)

P
(α−1,β−1)
n (x)

Pψ0
n (x)

=
(ϕ(x))/2√

x2 − 1

x − ξ

(ϕ(x) − ϕ(ξ))/2

=
ϕ(x)√
x2 − 1

x − ξ

ϕ(x) − ϕ(ξ)
.
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O resultado a seguir será importante para a obtermos o limite da seqüência dos coefi-

cientes Dn.

Lema 3.1. Sejam ψ ∈ M(0, 1) e ϕn(x) o polinômio ortogonal mônico de grau n com

respeito a dψ. Para qualquer seqüência de polinômios {un}, se lim
n→∞

un(x)/Φn(x) existe

localmente uniformemente em C \ [−1, 1], então

lim
n→∞

u
′
n(x)

Φ′
n(x)

= lim
n→∞

un(x)

Φn(x)
,

localmente uniformemente em C \ [−1, 1].

Demonstração: Desde que

d

dx

(
un(x)

Φn(x)

)
=

u
′
n(x)Φn(x) − un(x)Φ

′
n(x)

Φ2
n(x)

,

multiplicando ambos os membros por Φn(x)/Φ
′
n(x), obtemos

Φn(x)

Φ′
n(x)

d

dx

(
un(x)

Φn(x)

)
=

u
′
n(x)Φn(x) − un(x)Φ

′
n(x)

Φn(x)Φ′
n(x)

=
u

′
n(x)

Φ′
n(x)

− un(x)

Φn(x)
.

Do Teorema 2.5,

lim
n→∞

Φn(x)

Φ′
n(x)

= lim
n→∞

nΦn(x)

Φ′
n(x)

1

n
= 0.

Portanto, pelo Teorema 2.1, temos que

lim
n→∞

u
′
n(x)

Φ′
n(x)

− lim
n→∞

un(x)

Φn(x)
= lim

n→∞
Φn(x)

Φ′
n(x)

d

dx

(
un(x)

Φn(x)

)
= 0.

Mostraremos, agora, que o limite de Dn existe.

Teorema 3.5. Para o caso Jacobi do tipo I, os coeficientes Dn satisfazem

lim
n→∞

Dn = − 1

2ϕ(ξ)
.

Demonstração: Primeiro, note que dψ0 ∈ M(0, 1) e, do Teorema 2.5 , temos que

lim
n→∞

P
′ψ0

n+1(x)

P
′ψ0
n (x)

= lim
n→∞

P
′ψ0

n+1(x)

(n + 1)Pψ0

n+1(x)

(n + 1)Pψ0

n+1(x)

nPψ0
n (x)

nPψ0
n (x)

P
′ψ0
n (x)

=
ϕ(x)

2
, (3.16)

localmente uniformemente em C \ [−1, 1].
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Dos Teoremas 3.3, 2.6 e 2.5 e do Lema 3.1 ,

lim
n→∞

nP
(α,β)
n (x)

P
′ψ0
n (x)

= lim
n→∞

P
(α,β)
n (x)

P
(α−1,β−1)
n

nP
(α−1,β−1)
n (x)

d
dx

P
(α−1,β−1)
n (x)

d
dx

P
(α−1,β−1)
n (x)

P
′ψ0
n (x)

=
ϕ(x)

2
√

x2 − 1

√
x2 − 1

2(x − ξ)

ϕ(x) − ϕ(ξ)

=
ϕ(x)(x − ξ)

ϕ(x) − ϕ(ξ)
, (3.17)

localmente uniformemente em C \ [−1, 1]. Logo, das equações (3.2), (3.16) e (3.17),

obtemos

lim
n→∞

Dn = lim
n→∞

nP
(α,β)
n (x)

P
′ψ0
n (x)

− lim
n→∞

P
′ψ0

n+1(x)

P
′ψ0
n (x)

n

n + 1
=

ϕ(x)(x − ξ)

ϕ(x) − ϕ(ξ)
− ϕ(x)

2

=

(
(x − ξ)

ϕ(x) − ϕ(ξ)
− 1

2

)
ϕ(x) =

(
2(x − ξ) − ϕ(x) + ϕ(ξ)

2(ϕ(x) − ϕ(ξ))

)
ϕ(x)

=

(
2(x − ξ) − (x +

√
x2 − 1) + ξ +

√
ξ2 − 1

2(ϕ(x) − ϕ(ξ))

)
ϕ(x)

=

(
x −√

x2 − 1 − (ξ −
√

ξ2 − 1)

2(ϕ(x) − ϕ(ξ))

)
ϕ(x)

=

[
ϕ(ξ) − ϕ(x)

2ϕ(ξ)ϕ(x)(ϕ(x) − ϕ(ξ))

]
ϕ(x) = − 1

2ϕ(ξ)
.

Para demonstrar o comportamento limite dos coeficientes dn definidos no Teorema 3.2,

precisaremos do lema a seguir, cuja demonstração pode ser encontrada em Nevai [41].

Lema 3.2. Sejam κ
(α−1,β−1)
n e κψ0

n os coeficientes dos termos de maior grau de p
(α−1,β−1)
n (x)

e pψ0
n (x), respectivamente. Então,

lim
n→∞

κ
(α−1,β−1)
n

κψ0
n

= A,

onde A = exp

{
1

2π

∫ 1

−1

log(t − ξ)√
1 − t2

dt

}
.

Teorema 3.6. Sejam dn, n ≥ 1, definidos como no Teorema 3.2. Então,

lim
n→∞

n2dn = − 8A2

λϕ(ξ)
.

Demonstração: Da definição de ρS
n e da Propriedade 2.8,

ρψ0
n ≤ 〈Sn, Sn〉ψ0

≤ ρS
n.
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Assim, do Teorema 3.1, temos que

|dn| =

∣∣∣∣∣ρψ0
n

ρS
n

Dn

∣∣∣∣∣ ≤ |Dn|.

Do Teorema 2.5 e dos Lemas 3.2 e 2.2, obtemos

lim
n→∞

κψ0
n

κ
(α,β)
n−1

= lim
n→∞

κψ0
n

κ
(α−1,β−1)
n

κ
(α−1,β−1)
n

κ
(α−1,β−1)
n−1

κ
(α−1,β−1)
n−1

κ
(α,β)
n−1

=
1

4A
. (3.18)

Assim, dos Teoremas 3.2 e 3.5 e 2.5 e da equação (3.18),

lim
n→∞

n2dn = lim
n→∞

Dn

1

n2
+

D2
n−1[κ

ψ0
n ]2

(n − 1)2[κψ0

n−1]
2

+
λ[κψ0

n ]2[
κ

(α,β)
n−1

]2 − dn−1
Dn−1[κ

ψ0
n ]2

(n − 1)2[κψ0

n−1]
2

= lim
n→∞

Dn

λ[κψ0
n ]2[

κ
(α,β)
n−1

]2 = − 8A2

λϕ(ξ)
.

Nosso objetivo, agora, é obter propriedades envolvendo os polinômios Sn(x). Para

isso, consideremos o operador linear definido por:

Ff(x) =
x − ξ

w0(x)
{f(x)w0(x) − λf ′(x)w′

1(x) − λ[f(x)]
′′
w1(x)}.

Considere o produto interno entre os polinômios ortonormais

< pψ0
n , p(α,β)

n >S =

∫ 1

−1

pψ0
n (x)p(α,β)

n (x)(x − ξ)(1 − x)α−1(1 + x)β−1dx

+λ

∫ 1

−1

p′ψ0
n (x)p′(α,β)

n (x)(1 − x)α(1 + x)βdx.

Integrando por partes a segunda integral, obtemos

< pψ0
n , p(α,β)

n >S =

∫ 1

−1

pψ0
n (x)p(α,β)

n (x)(x − ξ)(1 − x)α−1(1 + x)β−1dx

−λ

∫ 1

−1

p(α,β)
n (x){[pψ0

n (x)]
′′
w1(x) + p′ψ0

n (x)[−α(1 − x)α−1(1 + x)β

+β(1 − x)α(1 + x)β−1]}dx

=

∫ 1

−1

p(α,β)
n (x){pψ0

n (x)w0(x) − λp′ψ0
n (x)w′

1(x)

−λ[pψ0
n (x)]

′′
w1(x)}dx. (3.19)

Então, de (3.19),〈
pψ0

n , p(α,β)
n

〉
S

=

∫ 1

−1

pψ1
n (x)Fpψ0

n μ(x)dx =
〈
Fpψ0

n , pψ1
n

〉
μ
. (3.20)
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Para a investigação do operador F é conveniente fazer a mudança de variáveis x−ξ = t.

Então,

Fpψ0
n (x) =

x − ξ

(x − ξ)(1 − x)α−1(1 + x)β−1
{pψ0

n (x)(x − ξ)(1 − x)α−1(1 + x)β−1

−αp′ψ0
n (x)[−α(1 − x)α−1(1 + x)β + β(1 − x)α(1 + x)β−1]

−λ[pψ0
n (x)]

′′
(1 − x)α(1 + x)β}

= pψ0
n (x)t + λp′ψ0

n (x)[α(t + ξ + 1) + β(t + ξ + 1)] + λ[pψ0
n (x)]

′′
[−1 + (t2 + 2tξ + ξ2)].

Assim,

Fpψ0
n (x) = xpψ0

n (x) + λ[x(α + β) + ξ(α + β) − β + α] + λ(x2 + 2xξ + ξ2 − 1)p′ψ0
n (x).

Lema 3.3. O operador diferencial F pode ser dado em termos do produto interno 〈., .〉S,
ou seja, 〈

Fpψ0
n , p(α,β)

n

〉
S

=
〈
pψ0

n , Fp(α,β)
n

〉
S

para os polinômios pψ0
n (x) e p

(α,β)
n (x).

Demonstração: De (3.20), temos que〈
p(α,β)

n , Fpψ0
n

〉
S

=
〈
Fpψ0

n , Fp(α,β)
n

〉
μ
.

Logo, 〈
Fpψ0

n , p(α,β)
n

〉
S

=
〈
p(α,β)

n , Fpψ0
n

〉
S

=
〈
Fpψ0

n , Fp(α,β)
n

〉
μ

=
〈
pψ0

n , Fp(α,β)
n

〉
S

.

Teorema 3.7. Para o operador F , temos

FSn(x) = P
(α−1,β−1)
n+1 (x) + bnP (α−1,β−1)

n (x),

onde bn =
〈Sn, Sn〉S〈

P
(α−1,β−1)
n , P

(α−1,β−1)
n

〉
μ

=
ρS

n

ρ
(α−1,β−1)
n

.

Demonstração: Como {P (α−1,β−1)
k }n+1

k=0 forma uma base para Pn+1, podemos escrever

FSn(x) = P
(α−1,β−1)
n+1 (x) +

n∑
j=0

bjP
(α−1,β−1)
j (x). (3.21)

Fazendo o produto interno de FSn(x) com P
(α−1,β−1)
i (x), a demonstração segue, agora,

de maneira análoga à da Proposição 3.1.

Veremos, a seguir, uma relação entre os polinômios P
(α−1,β−1)
n (x) e os polinômios

ortogonais em relação a dψ0.



3.2. O caso Jacobi do tipo I 37

Teorema 3.8. Temos que

P
(α−1,β−1)
n+1 (x) = Pψ0

n+1(x) + cnP
ψ0
n (x),

onde cn =
ρ

(α−1,β−1)
n+1

ρψ0
n

.

Demonstração: Escrevendo

P
(α−1,β−1)
n+1 (x) = Pψ0

n+1(x) +
n∑

j=0

cjP
ψ0

j (x),

com

cj =

〈
P

(α−1,β−1)
n+1 , Pψ0

j

〉
ψ0

ρψ0
n

, j = 0, . . . , n,

a demonstração segue de maneira análoga à da Proposição 3.1.

Podemos, agora, demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 3.9. Para os polinômios Sn(x), temos que

FSn(x) = Sn+1(x) + anSn(x) + ãn−1Sn−1(x)

onde ãn−1 =
ρS

n

ρS
n−1

e an =
n + 1

n
dn−n + 1

n
Dn+bn+cn, com bn e cn definidos nos Teoremas

3.7 e 3.8, respectivamente.

Demonstração: Podemos escrever

FSn(x) = Sn+1(x) +
n∑

j=0

γjSj(x).

Do Lema 3.3,

γi =
〈FSn, Si〉S

ρS
i

=
〈Sn, FSi〉S

ρS
i

= 0 para i = 0, . . . , n − 2.

Para i = n − 1, temos que

γn−1 =
〈Sn, FSn−1〉S

ρS
n−1

=
ρS

n

ρS
n−1

.
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Usando os Teoremas 3.7, 3.8 e 3.1, obtemos

γn =
〈Sn, FSn〉S

ρS
n

=

〈
Sn, P

(α−1,β−1)
n+1

〉
S

ρS
n

+ bn

〈
Sn, P

(α−1,β−1)
n

〉
S

ρS
n

=

〈
Sn, P

ψ0

n+1 + cnPψ0
n

〉
S

ρS
n

+ bn

〈
Sn, P

(α−1,β−1)
n

〉
S

ρS
n

=

〈
Sn, P

ψ0

n+1

〉
S

ρS
n

+ cn

〈
Sn, Pψ0

n

〉
S

ρS
n

+ bn
ρS

n

ρS
n

=

〈
Sn, Sn+1 + dn

n+1
n

Sn − Dn
n+1

n
Pψ0

n

〉
S

ρS
n

+ cn
ρS

n

ρS
n

+ bn

=
〈Sn, Sn+1〉S

ρS
n

+
n + 1

n
dn

ρS
n

ρS
n

− n + 1

n
Dn

〈
Sn, Pψ0

n

〉
S

ρS
n

+ bn + cn

=
n + 1

n
dn − n + 1

n
Dn + bn + cn.

Fazendo, agora, ãn−1 = γn−1 e an = γn, concluímos a demonstração do teorema.

3.3 O caso Jacobi do tipo II

Lembremos, agora, que as medidas envolvidas são dψ0 = (1 − x)α(1 + x)βdx, dψ1 =
(1 − x)α+1(1 + x)β+1

x − ξ
dx + Mδ(ξ), ξ < −1, e consideremos υ(x) = (1 − x)α+1(1 + x)β+1.

Logo, Pψ0
n (x) = P

(α,β)
n (x) é o polinômio ortogonal de Jacobi mônico. A demonstração do

lema a seguir pode ser encontrada em Alfaro et al.[3].

Lema 3.4. Sejam dΨ(x) = (1 − x)α+1(1 + x)β+1/(x − ξ)dx e pΨ
n (x) = κΨ

n xn + . . . o

polinômio ortonormal de grau n com respeito a dΨ(x) com κΨ
n > 0. Então,

Pψ1
n (x) = PΨ

n (x) − Kn−1(x, ξ)

1 + MKn−1(ξ, ξ)
MPΨ

n (ξ), (3.22)

onde

PΨ
n (x) =

pΨ
n (x)

κΨ
n

e

Kn−1(x, y) = (κΨ
n−1)

2PΨ
n (x)PΨ

n−1(y) − PΨ
n (y)PΨ

n−1(x)

x − y
.

Somando e subtraindo PΨ
n (x)PΨ

n−1(x) ao numerados da fração acima, obtemos

Kn−1(x, y) = (κΨ
n−1)

2 PΨ
n−1(x)

(
PΨ

n (x) − PΨ
n (y)

)− PΨ
n (x)

(
PΨ

n−1(x) − PΨ
n−1(y)

)
x − y

.
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Aplicando o limite em ambos os membros para y → x, temos

Kn−1(x, x) = (κΨ
n−1)

2
[
PΨ

n−1(x)P
′Ψ
n (x) − PΨ

n (x)P
′Ψ
n−1(x)

]
.

O próximo lema nos mostra o comportamento assintótico entre Kn−1(x, y) e pΨ
n (x).

Lema 3.5. Localmente uniformemente em x ∈ C \ [−1, 1] e y ∈ C \ [−1, 1],

lim
n→∞

Kn−1(x, y)

pΨ
n (x)pΨ

n (y)
=

1

2ϕ(x)ϕ(y)

ϕ(x) − ϕ(y)

(x − y)
,

lim
n→∞

(pΨ
n (x))2

Kn−1(x, x)
= ϕ2(x) − 1.

Demonstração: Da definição de Kn−1(x, y) e lembrando que Ψ(x) ∈ M(0, 1), obtemos

Kn−1(x, y)

pΨ
n (x)pΨ

n (y)
=

(κΨ
n−1)

2PΨ
n (x)PΨ

n−1(y) − PΨ
n (y)PΨ

n−1(x)

x − y

1

pΨ
n (x)pΨ

n (y)

= (κΨ
n−1)

2

pΨ
n (x)
κΨ

n

pΨ
n−1(y)

κΨ
n−1

− pΨ
n (y)
κΨ

n

pΨ
n−1(x)

κΨ
n−1

x − y

1

pΨ
n (x)pΨ

n (y)

=
κΨ

n−1

κΨ
n

1

(x − y)

(
pΨ

n−1(y)

pΨ
n (y)

− pΨ
n−1(x)

pΨ
n (x)

)

=

(
κΨ

n−1

κΨ
n

)2
1

(x − y)

(
PΨ

n−1(y)

PΨ
n (y)

− PΨ
n−1(x)

PΨ
n (x)

)
.

Portanto, do Teorema 2.5,

lim
n→∞

Kn−1(x, y)

pΨ
n (x)pΨ

n (y)
=

1

(x − y)
lim

n→∞

(
κΨ

n−1

κΨ
n

)2(
PΨ

n−1(y)

PΨ
n (y)

− PΨ
n−1(x)

PΨ
n (x)

)
=

1

4

1

(x − y)

(
2

ϕ(y)
− 2

ϕ(x)

)
=

ϕ(x) − ϕ(y)

2(x − y)ϕ(y)ϕ(x)
.

Agora, do limite acima, obtemos

lim
n→∞

(
lim
x→y

(pΨ
n (x))2

Kn−1(x, x)

)
=

2ϕ2(x)

ϕ′(x)
. (3.23)

Mas,

ϕ2(x) − 1 = 2x2 − 2 + 2x
√

x2 − 1 = 2
√

x2 − 1
[
x +

√
x2 − 1

]
= 2

√
x2 − 1 ϕ(x).

Logo,
ϕ2(x) − 1

2ϕ2(x)
=

√
x2 − 1

ϕ(x)
=

1

ϕ′(x)
.

Substituindo o lado esquerdo da expressão acima em (3.23), concluímos a demonstra-

ção do lema.

No próximo resultado, obtemos o comportamento limite da razão entre Pψ1
n (x) e

PΨ
n (x).
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Teorema 3.10.

lim
n→∞

Pψ1
n (x)

PΨ
n (x)

= 1 −
√

ξ2 − 1

ϕ(x)

[ϕ(x) − ϕ(ξ)]

x − ξ
,

localmente uniformemente em C \ [−1, 1].

Demonstração: É fácil ver que lim
n→∞

(pΨ
n (ξ))2 = ∞, pois ξ < −1. De (3.22), obtemos

lim
n→∞

Pψ1
n (x)

PΨ
n (x)

= lim
n→∞

[
1 − Kn−1(x, ξ)

1 + MKn−1(ξ, ξ)

M pΨ
n (ξ)
κΨ

n

pΨ
n (x)
κΨ

n

]

= lim
n→∞

[
1 − Kn−1(x, ξ)

1 + MKn−1(ξ, ξ)

MpΨ
n (ξ)

pΨ
n (x)

pΨ
n (ξ)

pΨ
n (ξ)

]

= lim
n→∞

[
1 − Kn−1(x, ξ)

pΨ
n (x)pΨ

n (ξ)

MpΨ2
n (ξ)

1 + MKn−1(ξ, ξ)

]

= lim
n→∞

[
1 − Kn−1(x, ξ)

pΨ
n (x)pΨ

n (ξ)

M
1

(pΨ
n (ξ))2

+ MKn−1(ξ,ξ)
(pΨ

n (ξ))2

]
.

Portanto, do Lema 3.5,

lim
n→∞

Pψ1
n (x)

PΨ
n (x)

= 1 − ϕ(x) − ϕ(ξ)

2ϕ(x)ϕ(ξ)(x − ξ)
[ϕ2(ξ) − 1].

Como ϕ2(x) − 1 = 2
√

x2 − 1 ϕ(x), obtemos o resultado desejado.

Os dois próximos resultados serão importantes para a demonstração do comporta-

mento assintótico da razão entre P
(α,β)
n (x) e Pψ1

n (x).

Teorema 3.11. Para os polinômios P
(α+1,β+1)
n (x) e PΨ

n (x), temos o seguinte resultado:

lim
n→∞

P
(α+1,β+1)
n (x)

PΨ
n (x)

=
ϕ(x) − ϕ(ξ)

2(x − ξ)
,

localmente uniformemente em C \ [−1, 1].

Demonstração: Como (x − ξ)P
(α+1,β+1)
n (x) é um polinômio de grau n + 1, podemos

escrevê-lo da forma

(x − ξ)P (α+1,β+1)
n (x) = PΨ

n+1(x) +
n∑

k=0

bk,n+1P
Ψ
k (x).

Logo, para i = 0, . . . , n − 1, obtemos

bi,n+1 =

〈
(x − ξ)P

(α+1,β+1)
n , PΨ

i

〉
Ψ〈

PΨ
i , PΨ

i

〉
Ψ

=

〈
P

(α+1,β+1)
n , PΨ

i

〉
υ〈

PΨ
i , PΨ

i

〉
Ψ

= 0,
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pela Propriedade 2.6. Assim,

(x − ξ)P (α+1,β+1)
n (x) = PΨ

n+1(x) + bn,n+1P
Ψ
n (x).

Fazendo x = ξ, na equação acima, obtemos

bn,n+1 = −PΨ
n+1(ξ)

PΨ
n (ξ)

.

Logo, do Teorema 2.5, temos que

lim
n→∞

(x − ξ)Pα+1,β+1
n (x)

PΨ
n (x)

= lim
n→∞

PΨ
n+1(x)

PΨ
n (x)

− lim
n→∞

PΨ
n+1(ξ)

PΨ
n (ξ)

=
ϕ(x) − ϕ(ξ)

2
.

Teorema 3.12. Para PΨ
n (x) e P

(α,β)
n (x), temos

lim
n→∞

PΨ
n (x)

P
(α,β)
n (x)

=
(x − ξ)

ϕ(x) − ϕ(ξ)

ϕ(x)√
x2 − 1

localmente uniformemente em C \ [−1, 1].

Demonstração: Do Teorema 2.6,

lim
n→∞

P
(α+1,β+1)
n (x)

P
(α,β)
n (x)

=
ϕ(x)

2
√

x2 − 1
.

Usando este fato e o Teorema 3.11, obtemos

lim
n→∞

PΨ
n (x)

P
(α,β)
n (x)

= lim
n→∞

PΨ
n (x)

P
(α+1,β+1)
n (x)

P
(α+1,β+1)
n (x)

P
(α,β)
n (x)

=
x − ξ

ϕ(x) − ϕ(ξ)

ϕ(x)√
x2 − 1

,

concluindo, assim, a demonstração do teorema.

Para o caso Jacobi tipo II, temos o seguinte resultado para a razão entre os polinômios

Pψ1
n (x) e P

(α,β)
n (x).

Teorema 3.13.

lim
n→∞

Pψ1
n (x)

P
(α,β)
n (x)

=
(x − ξ)

ϕ(x) − ϕ(ξ)

ϕ(x)√
x2 − 1

−
√

ξ2 − 1√
x2 − 1

,

localmente uniformemente em C \ [−1, 1].

Demonstração: Usando os Teoremas 3.10 e 3.12,

lim
n→∞

Pψ1
n (x)

P
(α,β)
n (x)

= lim
n→∞

Pψ1
n (x)

PΨ
n (x)

PΨ
n (x)

P
(α,β)
n (x)

=

(
1 −

√
ξ2 − 1

ϕ(x)

[ϕ(x) − ϕ(ξ)]

x − ξ

)
(x − ξ)

ϕ(x) − ϕ(ξ)

ϕ(x)√
x2 − 1

=
x − ξ

ϕ(x) − ϕ(ξ)

ϕ(x)√
x2 − 1

−
√

ξ2 − 1√
x2 − 1

.
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Estamos, agora, em condições de demonstrar o comportamento dos coeficientes Dn

para o caso Jacobi do tipo II, quando n → ∞.

Teorema 3.14. Para o caso Jacobi do tipo II, os coeficientes Dn em (3.2) satisfazem

lim
n→∞

Dn = −ϕ(ξ)

2
.

Demonstração: Como, de (3.2),

Dn =
nPψ1

n (x)

P
′(α,β)
n (x)

− n

n + 1

P
′(α,β)
n+1 (x)

P
′(α,β)
n (x)

,

usando os Teoremas 2.5 e 3.13 e o Lema 3.1, obtemos

lim
n→∞

Dn = lim
n→∞

(
nPψ1

n (x)

P
′ψ1
n (x)

P
′ψ1
n (x)

P
′(α,β)
n (x)

− n

n + 1

P
′(α,β)
n+1 (x)

P
′(α,β)
n (x)

)

=
√

x2 − 1

(
(x − ξ)

[ϕ(x) − ϕ(ξ)]

ϕ(x)√
x2 − 1

−
√

ξ2 − 1√
x2 − 1

)
− ϕ(x)

2

=
(x − ξ)ϕ(x)

ϕ(x) − ϕ(ξ)
− ϕ(x)

2
−
√

ξ2 − 1.

Da demonstração do Teorema 3.5, note que

ϕ(x)(x − ξ)

ϕ(x) − ϕ(ξ)
− ϕ(x)

2
= − 1

2ϕ(ξ)
,

e, portanto,

lim
n→∞

Dn = − 1

2ϕ(ξ)
−
√

ξ2 − 1 = −ϕ2(ξ)

2ϕ(ξ)
= −ϕ(ξ)

2
.



Capítulo 4

Polinômios ortogonais de Sobolev -

Laguerre: propriedades assintóticas

Neste capítulo, apresentaremos os resultados de Meijer [39] e Alfaro et al. [2] sobre as

propriedades assintóticas dos polinômios ortogonais que envolvem as medidas relacionadas

aos polinômios de Sobolev-Laguerre. Seja {Sn}n a seqüência de polinômios ortogonais com

respeito ao produto interno de Sobolev

〈f, g〉S =

∫ ∞

0

f(x)g(x)dψ0(x) + λ

∫ ∞

0

f ′(x)g′(x)dψ1(x), λ > 0. (4.1)

4.1 O caso Laguerre do tipo I

Considere o par coerente de medidas {dψ0, dψ1}, onde dψ1 = xαe−xdx, α > −1, é a

medida de Laguerre definida em [0,∞). Para dψ0 (veja Meijer [38]), temos três situações

diferentes:

(a) Se α > 0, então dψ0(x) = (x − ξ)xα−1e−x, com ξ ≤ 0;

(b) Se α = 0, então dψ0(x) = e−xdx + Mδ(0), com M ≥ 0;

(c) Se −1 < α < 0, então dψ0(x) = xαe−xdx,

que, como já vimos, podem ser representadas de uma única forma por

dψ0 = (x − ξ)xα−1e−xdx + Mδ(0),

com ξ = 0 se −1 < α ≤ 0 e M = 0 se α 	= 0.

43
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Sejam {Pψ0
n }n a seqüência de polinômios ortogonais com respeito a dψ0 e {L(α)

n }n a

seqüencia de polinômios ortogonais de Laguerre com respeito a dψ1. Além disso, vamos

considerar que os polinômios ortogonais Sn(x) e L
(α)
n (x) têm os coeficientes dos termos de

maior grau iguais. Então, em particular, S0(x) = L
(α)
0 (x).

O primeiro lema deste capítulo mostra uma relação de recorrência entre os polinômios

Sn(x) e os polinômios de Laguerre.

Proposição 4.1. Existem constantes positivas an tais que

L(α)
n (x) − L

(α)
n−1(x) = Sn(x) − an−1Sn−1(x), n ≥ 1. (4.2)

Demonstração: Para n ≥ 1, podemos escrever

L(α)
n (x) − L

(α)
n−1(x) = Sn(x) +

n−1∑
j=0

bjSj(x).

Usando a equação (2.32) e a Propriedade 2.6, respectivamente, para 0 ≤ i ≤ n − 1

temos que

bi 〈Si, Si〉S =
〈
L(α)

n − L
(α)
n−1, Si

〉
S

=

∫ ∞

0

[L(α)
n (x) − L

(α)
n−1(x)]Si(x)dψ0(x) + λ

∫ ∞

0

d

dx
[L(α)

n (x) − L
(α)
n−1(x)]S

′
i(x)dψ1

=

∫ ∞

0

[L(α)
n (x) − L

(α)
n−1(x)]Si(x)dψ0(x) − λ

∫ ∞

0

L
(α)
n−1(x)S

′
i(x)dψ1(x)

=

∫ ∞

0

[L(α)
n (x) − L

(α)
n−1(x)]Si(x)dψ0(x). (4.3)

• Se ξ < 0, α > 0 e M = 0, de (2.30) e da Propriedade 2.6, obtemos

bi 〈Si, Si〉S =

∫ ∞

0

[L(α)
n (x) − L

(α)
n−1(x)]Si(x)xαe−xdx − ξ

∫ ∞

0

L(α−1)
n Si(x)xα−1e−xdx

= −
∫ ∞

0

L
(α)
n−1(x)Si(x)xαe−xdx, i = 0, . . . , n − 1.

Mas, para 0 ≤ i ≤ n − 2, a integral anterior é nula. Assim, bi = 0, i = 0, . . . , n − 2, e

bn−1 〈Sn−1, Sn−1〉S = −
∫ ∞

0

[L
(α)
n−1(x)]2xαe−xdx. (4.4)

• Se ξ = 0, α = 0 e M > 0, podemos escrever (4.3) como

bi 〈Si, Si〉S =

∫ ∞

0

[L(α)
n (x) − L

(α)
n−1(x)]Si(x)e−xdx + M [L(α)

n (0) − L
(α)
n−1(0)]Si(0).
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De (2.21), obtemos

bi 〈Si, Si〉S =

∫ ∞

0

[L(α)
n (x) − L

(α)
n−1(x)]Si(x)x(α)e−xdx + M

⎡⎣⎛⎝ n

n

⎞⎠−
⎛⎝ n − 1

n − 1

⎞⎠⎤⎦Si(0)

= −
∫ ∞

0

L
(α)
n−1(x)Si(x)x(α)e−xdx, i = 0, 1, . . . , n − 1.

Como já vimos, para 0 ≤ i ≤ n− 2, a última integral é zero. Logo, obtemos novamente a

equação (4.4).

• Se ξ = 0, −1 < α < 0 e M = 0, da mesma forma que fizemos para os outros dois casos,

chegamos à equação (4.4).

Portanto, tomando an−1 = −bn−1, obtemos

L(α)
n (x) − L

(α)
n−1(x) = Sn(x) − an−1Sn−1(x), n ≥ 1,

onde an−1 =
ρ

(α)
n−1

ρS
n−1

.

Proposição 4.2. A seqüência {an}n em (4.2) satisfaz à relação de recorrência

an =
n + α

n(2 + λ) + α − ξ − nan−1

, n ≥ 1, (4.5)

com a0 =
α

α − ξ
se α > 0, a0 =

1

M + 1
se α = 0 e a0 = 1 se −1 < α < 0.

Demonstração: Consideremos

R0(x) = S0(x) e Rn(x) = Sn(x) − an−1Sn−1(x), n ≥ 1.

Assim, para n ≥ 1,

〈Rn+1, Rn〉S + an 〈Rn, Rn〉S + anan−1 〈Rn, Rn−1〉S = −anρ
S
n + an ρS

n

+ ana
2
n−1ρ

S
n − ana

2
n−1ρ

S
n = 0. (4.6)

Por outro lado, de (4.2), Rn(x) = L
(α)
n (x) − L

(α)
n−1(x). Aplicando o produto interno de

Sobolev , obtemos

〈Rn+1, Rn〉S =
〈
L

(α)
n+1(x) − L(α)

n (x), Rn

〉
S

=

∫ ∞

0

[L
(α)
n+1(x) − L(α)

n (x)]Rn(x)dψ0(x)

+λ

∫ ∞

0

d

dx
[L

(α)
n+1(x) − L(α)

n (x)]R
′
n(x)dψ1(x).
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Da equação (2.32),

〈Rn+1, Rn〉S =

∫ ∞

0

[L
(α)
n+1(x) − L(α)

n (x)]Rn(x)dψ0(x) − λ

∫ ∞

0

L(α)
n (x)R

′
n(x)dψ1(x)

=

∫ ∞

0

[L
(α)
n+1(x) − L(α)

n (x)]Rn(x)dψ0(x).

Procedendo de modo análogo à demonstração do lema anterior, chegamos que∫ ∞

0

[L
(α)
n+1(x) − L(α)

n (x)]Rn(x)dψ0(x) = −
∫ ∞

0

[L(α)
n (x)]2xαe−xdx

= −Γ(n + α + 1)

n!
,

por (2.24). Assim,

〈Rn+1, Rn〉S = −Γ(n + α + 1)

n!
. (4.7)

Resolveremos, agora, o produto interno 〈Rn, Rn〉S.

〈Rn, Rn〉S =
〈
L(α)

n − L
(α)
n−1, Rn

〉
S

=

∫ ∞

0

[L(α)
n (x) − L

(α)
n−1(x)]Rn(x)dψ0(x)

+λ

∫ ∞

0

d

dx
[L(α)

n (x) − L
(α)
n−1(x)]R

′
n(x)xαe−xdx.

Usando novamente a equação (2.32),

〈Rn, Rn〉S =

∫ ∞

0

[L(α)
n (x) − L

(α)
n−1(x)]Rn(x)dψ0(x) − λ

∫ ∞

0

L
(α)
n−1(x)R

′
n(x)xαe−xdx.

• Se α > 0, da equação (2.30) e lembrando que R
′
n(x) = d

dx
[L

(α)
n (x)−L

(α)
n−1(x)] = −L

(α)
n−1(x),

obtemos

〈Rn, Rn〉S =

∫ ∞

0

L(α)
n (x)Rn(x)xαe−xdx −

∫ ∞

0

L
(α)
n−1(x)Rn(x)xαe−xdx

−ξ

∫ ∞

0

L(α−1)
n (x)Rn(x)xα−1e−xdx + λ

∫ ∞

0

[L
(α)
n−1(x)]2xαe−xdx

=

∫ ∞

0

L(α)
n (x)Rn(x)xαe−xdx −

∫ ∞

0

L
(α)
n−1(x)Rn(x)xαe−xdx

−ξ

∫ ∞

0

L(α−1)
n (x)[L(α)

n (x) − L
(α)
n−1(x)]xα−1e−xdx + λ

∫ ∞

0

[L
(α)
n−1(x)]2xαe−xdx

=

∫ ∞

0

[L(α)
n (x)]2xαe−xdx +

∫ ∞

0

[L
(α)
n−1(x)]2xαe−xdx

−ξ

∫ ∞

0

[L(α−1)
n (x)]2xα−1e−xdx + λ

∫ ∞

0

[L
(α)
n−1(x)]2xαe−xdx.

Assim, de (2.24),

〈Rn, Rn〉S =
Γ(n + α + 1)

n!
+

Γ(n + α)

(n − 1)!
− ξ

Γ(n + α)

n!
+ λ

Γ(n + α)

(n − 1)!
, n ≥ 1.
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• Se α = 0, temos que

〈Rn, Rn〉S =

∫ ∞

0

[L(α)
n (x) − L

(α)
n−1(x)]Rn(x)xαe−xdx + M [L(α)

n (0) − L
(α)
n−1(0)]Rn(0)

−λ

∫ ∞

0

L
(α)
n−1(x)R

′
n(x)xαe−xdx

=

∫ ∞

0

[L(α)
n (x)]2xαe−xdx −

∫ ∞

0

L
(α)
n−1(x)Rn(x)xαe−xdx

+λ

∫ ∞

0

[L
(α)
n−1(x)]2xαe−xdx,

de (2.21). Novamente de (2.24), obtemos

〈Rn, Rn〉S =
Γ(n + α + 1)

n!
+

Γ(n + α)

(n + 1)!
+ λ

Γ(n + α)

(n + 1)!
.

• Se −1 < α < 0,

〈Rn, Rn〉S =

∫ ∞

0

[L(α)
n (x)]2xαe−xdx −

∫ ∞

0

L
(α)
n−1(x)Rn(x)xαe−xdx

+λ

∫ ∞

0

[L
(α)
n−1(x)]2xαe−xdx

=
Γ(n + α + 1)

n!
+

Γ(n + α)

(n + 1)!
+ λ

Γ(n + α)

(n + 1)!
.

Logo, podemos escrever

〈Rn, Rn〉S =
Γ(n + α + 1)

n!
+

Γ(n + α)

(n − 1)!
− ξ

Γ(n + α)

n!
+ λ

Γ(n + α)

(n − 1)!
, n ≥ 1. (4.8)

Substituindo (4.7) e (4.8) em (4.6) e usando a Propriedade 2.1, obtemos

an =

Γ(n + α + 1)

n!
Γ(n + α + 1)

n!
+

Γ(n + α)

(n − 1)!
− ξ

Γ(n + α)

n!
+ λ

Γ(n + α)

(n − 1)!
− an−1

Γ(n + α)

(n − 1)!

=
(n + α)Γ(n + α)

Γ(n + α)[(n + α) + n − ξ + λn + nan−1]
=

n + α

n(2 + λ) + α − ξ − nan−1

, n ≥ 1.

Para obtermos a0, utilizamos (4.2) com n = 1. Então,

L
(α)
1 (x) − L

(α)
0 (x) = S1(x) − a0S0(x).

Assim, como S0(x) = L
(α)
0 (x) e 〈S1, 1〉S = 0, obtemos〈

L
(α)
1 − L

(α)
0 , 1

〉
S

= 〈S1 − a0S0, 1〉S − a0

〈
L

(α)
0 , 1

〉
ψ0

,

ou seja,

a0 = −

〈
L

(α)
1 − L

(α)
0 , 1

〉
ψ0〈

L
(α)
0 , 1

〉
ψ0

.
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Calculando os produtos internos acima, obtemos o valor de a0.

Daremos, agora, um resultado sobre o comportamento assintótico da seqüência {an}n

definida em (4.2).

Teorema 4.1. A seqüência {an}n, dos coeficientes em (4.2) é convergente e

l = lim
n→∞

an =
λ + 2 −√

λ2 + 4λ

2
< 1.

Além disso, para todo p < 1, temos

lim
n→∞

np(an − l) = 0. (4.9)

Demonstração: Primeiro, observe que 0 < a0 ≤ 1, pois, da proposição anterior, temos

que

a0 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
1/(M + 1) ≤ 1, se α = 0,

α/(α − ξ) ≤ 1, se α > 0,

1, se − 1 < α < 0.

Observe que, se α > 0 e ξ ≤ 0, temos α − ξ ≥ α. Então,

0 < a1 =
α + 1

λ + 2 + α − ξ − a0

< 1,

pois λ + 2 + α − ξ − a0 ≥ λ + 2 + α − ξ − 1 = λ + 1 + α − ξ > α + 1. Suponha que, para

k = 1, . . . , n − 1,

0 < ak < 1.

Assim, temos que

ak+1 =
α + k + 1

(k + 1)(λ + 2) + α − ξ − (k + 1)ak

< 1,

pois (k+1)(λ+2)+α−ξ−(k+1)ak > (k+1)(λ+2)+α−ξ−(k+1) = k+1+α+λ(k+1)−ξ >

k + 1 + α. Logo,

0 < an < 1, n ≥ 1.

Suponhamos, agora, que lim
n→∞

an = l. Então,

l = lim
n→∞

an = lim
n→∞

n + α

n(λ + 2) + α − ξ − nan−1

= lim
n→∞

1 +
α

n

(λ + 2) +
α − ξ

n
− an−1

=
1

λ + 2 − l
,
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de onde concluímos que l =
λ + 2 −√

λ2 + 4λ

2
< 1.

Usando (4.5) e o fato de que l(2 + λ) = l2 + 1, obtemos

an − l =
n + α

n(2 + λ) + α − ξ − nan−1

− l

=
n + α − nl(λ + 2) − αl + ξl + nlan−1

n(2 + λ) + α − ξ − nan−1

=
α − l(α − ξ) + nl(an−1 − l)

n(2 + λ) + α − ξ − nan−1

.

Então, como an−1 < 1,

|an − l| <
|α − l(α − ξ) + nl(an−1 − l)|

|n(2 + λ) + α − ξ − n| =
|α − l(α − ξ) + nl(an−1 − l)|

|n(λ + 1) + α − ξ|
≤ |α − l(α − ξ) + nl(an−1 − l)|

|n(λ + 1) + α| ≤ |α − l(α − ξ)|
n(λ + 1) + α

+
nl|an−1 − l|
n(λ + 1) + α

. (4.10)

Considere tn = np|an − l|, com p < 1. Então,

np|an − l| <
np|α − l(α − ξ)|

n(λ + 1) + α
+

nl|an−1 − l|np

n(λ + 1) + α

(n − 1)p

(n − 1)p
,

ou, ainda,

tn <
np|α − l(α − ξ)|

n(λ + 1) + α
+

np+1

(n − 1)p[n(1 + λ) + α]
ltn−1.

Sejam ε > 0 e l < r < 1. Então, existe N positivo tal que

tn < ε + rtn−1, n ≥ N + 1.

Aplicando para k ≥ 1, temos

tN+k < ε(1 + r + r2 + . . . + rk−1) + rktN = ε
1 − rk

1 − r
+ rktN <

ε

1 − r
+ rktN .

Isso implica que

lim
n→∞

tn = 0,

o que conclui a demonstração do teorema.

Observação 4.1. Se consideramos os dois casos especiais

(i) dψ0(x) = (x − ξ)xα−1e−xdx, com α > 0, ξ > 0 e α = − l

1 − l
ξ,

(ii) dψ0(x) = e−xdx + Mδ(0), com M ≥ 0,
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a relação (4.10) reduz-se a

|an − l| ≤

∣∣∣− l

1 − l
ξ +

l

1 − l
ξ
∣∣∣

n(1 + λ) − l

1 − l
ξ

+
nl|an−1 − l|

n(1 + λ) − l

1 − l
ξ

=
nl|an−1 − l|

n(1 + λ) − l

1 − l
ξ

≤ nl|an−1 − l|
n(1 + λ)

=
l

1 + λ
|an−1 − l|.

Assim,

|an − l| ≤ l

1 + λ
|an−1 − l| ≤

( l

1 + λ

)n

|a0 − l|.

Então, para todo valor de p, temos

lim
n→∞

np(an − l) = 0.

Teorema 4.2. Seja

Sn(x) =
1

1 − l
L(α−1)

n (x) − l

1 − l
Fn(x).

Se x ∈ C \ [0, +∞), então

lim
n→∞

Fn(x)

L
(α−2)
n (x)

=
1

1 − l
,

uniformemente em subconjuntos compactos de C \ [0, +∞).

Antes de demonstrarmos o Teorema 4.2, falaremos de dois casos especiais em que é

possível obter uma completa expansão assintótica para Sn(x).

Teorema 4.3. Suponha que

(i) dψ1(x) = xαe−xdx, dψ0(x) = (x−ξ)xα−1e−xdx, com α > 0, ξ < 0 e α = − l

1 − l
ξ, ou

(ii) dψ1(x) = e−xdx, dψ0(x) = e−xdx + Mδ(0), com M ≥ 0.

O suporte das medidas é [0,∞) e {Sn}n é definido como no Teorema 4.2. Então, a

completa expansão assintótica para Sn é dada por

Sn(x) =
∞∑

k=0

(−1)klk

(1 − l)k+1
L(α−k−1)

n (x),

uniformemente em subconjuntos compactos de C \ [0,∞).
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Demonstração: A demonstração deste teorema é constituída de dois passos. No primeiro

passo devemos demonstrar que Sn(x) =
k∑

i=0

(−1)ili

(1 − l)i+1
L(α−i−1)

n (x) +
(−1)k+1lk+1

(1 − l)k+1
Qn(x),

onde Qn é um polinômio. E no segundo passo devemos mostrar que lim
n→∞

Qn(x)

L
(α−k−2)
n (x)

=

1

1 − l
, uniformemente em subconjuntos compactos de C\ [0,∞). Assim, podemos escrever

Sn(x) =
k∑

i=0

(−1)ili

(1 − l)i+1
L(α−i−1)

n (x) +
(−1)k+1lk+1

(1 − l)k+1
L(α−k−2)

n (x)
Qn(x)

L
(α−k−2)
n (x)

,

se n → ∞

Sn(x) ∼
k∑

i=0

(−1)ili

(1 − l)i+1
L(α−i−1)

n (x) +
(−1)k+1lk+1

(1 − l)k+2
L(α−k−2)

n (x)

=
k+1∑
i=0

(−1)ili

(1 − l)i+1
L(α−i−1)

n (x).

1o passo: Da equação (2.30), obtemos

L(α)
n (x)−L

(α)
n−1(x) = L(α−1)

n (x) =
1

1 − l
[L(α−1)

n (x)−lL
(α−1)
n−1 (x)]− l

1 − l
[L(α−1)

n (x)−L
(α−1)
n−1 (x)].

Definindo f
(α)
n (x) = L

(α)
n (x) − L

(α)
n−1(x), podemos reescrever a equação acima como

f (α)
n (x) =

1

1 − l

[
L(α−1)

n (x) − lL
(α−1)
n−1 (x)

]
− l

1 − l
f (α−1)

n (x).

Assim,

f (α)
n (x) =

1

1 − l

[
L(α−1)

n (x) − lL
(α−1)
n−1 (x)

]
− l

(1 − l)2

[
L(α−2)

n (x) − lL
(α−2)
n−1 (x)

]
+

l2

(1 − l)2
f (α−2)

n (x).

Repetindo este processo k vezes , obtemos

L(α)
n (x) − L

(α)
n−1(x) =

k∑
i=0

(−1)ili

(1 − l)i+1
[L(α−i−1)

n (x) − lL
(α−i−1)
n−1 (x)]

+
(−1)k+1lk+1

(1 − l)k+1
[L(α−k−1)

n (x) − L
(α−k−1)
n−1 (x)]. (4.11)
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Como, de (4.2), Sn(x) = L
(α)
n (x) − L

(α)
n−1(x) + an−1Sn−1(x), de (4.11) obtemos

Sn(x) =
k∑

i=0

(−1)ili

(1 − l)i+1
L(α−i−1)

n (x) +
(−1)k+1lk+1

(1 − l)k+1

[
(−1)k+1(1 − l)k+1

lk+1

×
k∑

i=0

(−1)i+1li+1

(1 − l)i+1
L

(α−i−1)
n−1 (x) + L(α−k−1)

n (x) − L
(α−k−1)
n−1 (x)

+
(−1)k+1(1 − l)k+1

lk+1
an−1Sn−1(x)

]

=
k∑

i=0

(−1)ili

(1 − l)i+1
L(α−i−1)

n (x) +
(−1)k+1lk+1

(1 − l)k+1
Qn(x), (4.12)

onde Qn(x) é o polinômio que aparece entre colchetes.

2o passo:

lim
n→∞

Qn(x)

L
(α−k−2)
n (x)

=
1

1 − l
, (4.13)

uniformemente em subconjuntos compactos de C \ [0,∞).

Usando a equação (4.2) e escrevendo an = l + rn, obtemos

L(α)
n (x) − L

(α)
n−1(x) = Sn(x) − lSn−1(x) − rn−1Sn−1(x), n ≥ 1. (4.14)

Substituindo (4.12), para n e n − 1, em (4.14), temos

L(α)
n (x) − L

(α)
n−1(x) =

k∑
i=0

(−1)ili

(1 − l)i+1
[L(α−i−1)

n (x) − lLn−1(x)(α−i−1)]

+
(−1)k+1lk+1

(1 − l)k+1
[Qn(x) − lQn−1(x) − rn−1Qn−1(x)]

−rn−1

k∑
i=0

(−1)ili

(1 − l)i+1
L

(α−i−1)
n−1 (x). (4.15)

De (4.11) e (4.15) obtemos, então,

(−1)k+1lk+1

(1 − l)k+1
[L(α−k−1)

n (x) − lL
(α−k−1)
n−1 (x)] =

(−1)k+1lk+1

(1 − l)k+1
[Qn(x) − lQn−1(x)

−rn−1Qn−1(x)] − rn−1

k∑
i=0

(−1)ili

(1 − l)i+1
L

(α−i−1)
n−1 (x).

Multiplicando ambos os membros da equação anterior por
(1 − l)k+1

(−1)k+1lk+1
, temos que

L(α−k−1)
n (x) − L

(α−k−1)
n−1 (x) = Qn(x) − (l + rn−1)Qn−1(x)

+ rn−1(−1)k (1 − l)k+1

lk+1

k∑
i=0

(−1)ili

(1 − l)i+1
L

(α−i−1)
n−1 (x).
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Usando a equação (2.30) no lado esquerdo da expressão acima, chegamos em

L(α−k−2)
n (x) = Qn(x) − (l + rn−1)Qn−1(x) + rn−1(−1)k (1 − l)k+1

lk+1

k∑
i=0

(−1)ili

(1 − l)i+1
L

(α−i−1)
n−1 (x).

Podemos escrever a relação acima como

An(x) = 1 + bn−1(x)An−1(x) + πn−1(x), (4.16)

com

An(x) =
Qn(x)

L
(α−k−2)
n (x)

, bn−1(x) = (l + rn−1(x))
L

(α−k−2)
n−1 (x)

L
(α−k−2)
n (x)

e

πn−1(x) = (−1)k+1rn−1(x)
k∑

i=0

(−1)ili−k−1L
(α−i−1)
n−1 (x)

(1 − l)i−kL
(α−k−2)
n (x)

. (4.17)

Da Observação 4.1, para qualquer valor de p, temos

lim
n→∞

nprn−1(x) = 0.

Logo, de (2.27) e (2.28),

lim
n→∞

πn−1(x) = (−1)k+1 lim
n→∞

rn−1(x)
k∑

i=0

(−1)ili−k−1L
(α−i−1)
n−1 (x)

(1 − l)i−kL
(α−k−2)
n (x)

L
(α−i−2)
n−1 (x)

L
(α−i−2)
n−1 (x)

= 0,

uniformemente em subconjuntos compactos de C \ [0,∞). Além disso, por (2.27),

lim
n→∞

bn−1(x) = lim
n→∞

(l + rn−1(x))
L

(α−k−2)
n−1 (x)

L
(α−k−2)
n (x)

= l,

novamente uniformemente em subconjuntos compactos de C \ [0,∞).

Nossa intenção é demonstrar (4.13), isto é,

lim
n→∞

An(x) =
1

1 − l
,

uniformemente em subconjuntos compactos de C \ [0,∞). Seja A∗
n(x) = An(x) − 1

1 − l
.

Então, de (4.16), obtemos

A∗
n(x) =

bn−1(x) − l

1 − l
+ bn−1(x)A∗

n−1(x) + πn−1(x).

Sejam K um subconjunto compacto de C \ [0,∞), ε > 0 e l < r < 1. Como πn−1 → 0

e bn → l, n → ∞, existe N > 0, tal que, se n ≥ N + 1 e x ∈ K, temos

|A∗
n(x)| < ε + r|A∗

n−1(x)|.
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Logo, para k ≥ 1 e x ∈ K,

|A∗
N+k(x)| < ε + r|A∗

N−1+k(x)| < ε + r(ξ + r|A∗
N−2+k(x)|) = ε + rε + r2|A∗

N−2+k(x)|
< . . . < ε + rε + r2ε + . . . + rk−1ε + rk|A∗

N(x)|
= ε(1 + r + . . . + rk−1(x)) + rk|A∗

N(x)| =
ε

1 − r
+ rk|A∗

N(x)|.

Isto implica que

lim
n→∞

A∗
n(x) = 0,

ou seja,

lim
n→∞

An(x) =
1

1 − l
,

uniformemente em K.

Demonstração do Teorema 4.2: A demonstração do Teorema 4.2 é a mesmo do

Teorema 4.3 com k = 0. Do Teorema 4.1,

lim
n→∞

nprn−1(x) = 0,

mas somente para p < 1. Portanto, de (4.17)

lim
n→∞

πn−1(x) = 0,

somente para k = 0. Assim, é possível obter a expansão assintótica de Sn apenas com dois

termos.

4.2 O caso Laguerre do tipo II

Nesta seção, vamos considerar o par coerente {dψ0, dψ1} dado por

dψ0(x) = xαe−xdx, dψ1(x) =
xα+1e−x

x − ξ
dx + Mδ(ξ),

onde as medidas estão definidas em (0,∞), com α > −1, ξ ≤ 0 e M ≥ 0.

Nosso objetivo é estudar o comportamento assintótico da seqüência de polinômios de

Sobolev {Sn}n, ortogonais com relação ao produto interno

〈f, g〉S =

∫
f(x)g(x)dψ0(x) + λ

∫
f ′(x)g′(x)dψ1(x). (4.18)
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Sejam {L(α)
n }n e {Pψ1

n }n as seqüências de polinômios ortogonais com respeito a dψ0(x)

e dψ1(x), respectivamente. Como na seção anterior, vamos considerar o coeficiente do

termo de maior grau de Sn(x) e de Pψ1
n (x) iguais ao coeficiente do termo de maior grau

de L
(α)
n (x). Observe que

Pψ1

0 (x) = S0(x) = L
(α)
0 (x) e S1(x) = L

(α)
1 (x).

Iniciaremos com o estudo de {Pψ1
n }n.

Teorema 4.4. O polinômio Pψ1
n (x) satisfaz

Pψ1
n (x) = L(α+1)

n (x) − c̃nL
(α+1)
n−1 (x), n ≥ 1, (4.19)

com

c̃n =
n!
∫

[Pψ1
n (x)]2dψ1

Γ(n + α + 1)
=

ρψ1
n

ρ
(α)
n

. (4.20)

Demonstração: Como Pψ0
n (x) é um polinômio de grau n, podemos escrevê-lo da forma

Pψ1
n (x) = L(α+1)

n (x) +
n−1∑
k=0

bkL
(α+1)
k (x).

Logo, para 0 ≤ i ≤ n − 1,∫ ∞

0

Pψ1
n (x)L

(α+1)
i (x)xα+1e−xdx =

∫ ∞

0

[L(α+1)
n (x) +

n−1∑
k=0

bkL
(α+1)
k (x)]L

(α+1)
i (x)xα+1e−xdx

= bi

∫ ∞

0

[L
(α+1)
i (x)]2xα+1e−xdx,

o que implica em

bi =

∫ ∞

0

Pψ1
n (x)L

(α+1)
i (x)xα+1e−xdx∫ ∞

0

[L
(α+1)
i (x)]2xα+1e−xdx

, 0 ≤ i ≤ n − 1. (4.21)

Para 0 ≤ i ≤ n − 1, temos que∫ ∞

0

Pψ1
n (x)L

(α+1)
i (x)xα+1e−xdx =

∫
Pψ1

n (x)L
(α+1)
i (x)(x − ξ)dψ1(x). (4.22)

Para i = 0, 1, . . . , n − 2, a última integral é igual a zero. Logo, de (4.21), temos que

bi = 0, i = 0, . . . , n − 2.

Da equação (2.31), concluímos que

xL
(α+1)
n−1 (x) = −x

d

dx
L(α)

n (x) = −nκ(α)
n xn + xq′n−1(x) = −nPψ1

n (x) +
n−1∑
j=0

b̃jP
ψ1

j (x).
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Assim, para i = n − 1,∫ +∞

0

Pψ1
n (x)L

(α+1)
n−1 (x)(x − ξ)dψ1(x) =

∫ +∞

0

Pψ1
n (x)xL

(α+1)
n−1 (x)dψ1(x)

=

∫ +∞

0

Pψ1
n (x)

(
−nP ψ1

n (x) +
n−1∑
j=0

b̃jP
ψ1

j (x)

)
dψ1

= −n

∫ +∞

0

[Pψ1
n (x)]2dψ1(x).

Substituindo em (4.21) e usando (2.24), obtemos

bn−1 =

−n

∫ +∞

0

[Pψ1
n (x)]2dψ1

Γ(n + α + 1)

(n − 1)!

=

−n!

∫ +∞

0

[Pψ1
n (x)]2dψ1

Γ(n + α + 1)
,

o que conclui a demonstração do teorema.

Vamos estudar, agora, o comportamento do quociente Pψ1
n (x)/L

(α)
n (x). Para isso, ne-

cessitaremos de alguns resultados preliminares.

Lema 4.1. Seja {c̃n}n a seqüência dos coeficientes em (4.19). Se d̃n = c̃n − 1, n ≥ 1,

então,

d̃n =

ξ

∫ ∞

0

L(α)
n (x)

xαe−x

x − ξ
dx + ML(α)

n (ξ)∫ ∞

0

L
(α+1)
n−1 (x)

xα+1e−x

x − ξ
dx + ML

(α+1)
n−1 (ξ)

, n ≥ 1. (4.23)

Demonstração: Para n ≥ 1, temos que
∫ ∞

0

Pψ1
n (x)dψ1(x) = 0. Assim, de (4.19), obte-

mos

0 =

∫ ∞

0

L(α+1)
n (x)dψ1(x) − c̃n

∫ ∞

0

L
(α+1)
n−1 (x)dψ1(x)

=

∫ ∞

0

L(α+1)
n (x)

xα+1e−x

x − ξ
dx + ML(α+1)

n (ξ)

−c̃n

[∫ ∞

0

L
(α+1)
n−1 (x)

xα+1e−x

x − ξ
dx + ML

(α+1)
n−1 (ξ)

]
, n ≥ 1.

Logo,

c̃n =

∫ ∞

0

L(α+1)
n (x)

xα+1e−x

x − ξ
dx + ML(α+1)

n (ξ)∫ ∞

0

L
(α+1)
n−1 (x)

xα+1e−x

x − ξ
dx + ML

(α+1)
n−1 (ξ)

.



Polinômios ortogonais de Sobolev - Laguerre: propriedades assintóticas 57

Portanto, usando a equação (2.30), temos que

c̃n − 1 =

∫ ∞

0

L(α+1)
n (x)

xα+1e−x

x − ξ
dx + ML(α+1)

n (ξ)∫ ∞

0

L
(α+1)
n−1 (x)

xα+1e−x

x − ξ
dx + ML

(α+1)
n−1 (ξ)

− 1

=

∫ ∞

0

[
L(α+1)

n (x) − L
(α+1)
n−1 (x)

]xα+1e−x

x − ξ
dx + M

[
L(α+1)

n (ξ) − L
(α+1)
n−1 (ξ)

]
∫ ∞

0

L
(α+1)
n−1 (x)

xα+1e−x

x − ξ
dx + ML

(α+1)
n−1 (ξ)

=

∫ ∞

0

L(α)
n (x)[(x − ξ) + ξ]

xαe−x

x − ξ
dx + ML(α)

n (ξ)∫ ∞

0

L
(α+1)
n−1 (x)

xα+1e−x

x − ξ
dx + ML

(α+1)
n−1 (ξ)

=

∫ ∞

0

L(α)
n (x)xαe−xdx + ξ

∫ ∞

0

L(α)
n (x)

xαe−x

x − ξ
dx + ML(α)

n (ξ)∫ ∞

0

L
(α+1)
n−1 (x)

xα+1e−x

x − ξ
dx + ML

(α+1)
n−1 (ξ)

=

ξ

∫ ∞

0

L(α)
n (x)

xαe−x

x − ξ
dx + ML(α)

n (ξ)∫ ∞

0

L
(α+1)
n−1 (x)

xα+1e−x

x − ξ
dx + ML

(α+1)
n−1 (ξ)

,

demonstrando, assim, o lema.

Para a demonstração do próximo teorema, precisamos estimar o valor da seguinte

integral

I(α)
n =

∫ ∞

0

L
(α+1)
n−1 (x)

xα+1e−x

x − ξ
dx. (4.24)

Usando a fórmula de Rodrigues (2.22),

I(α)
n =

∫ ∞

0

1

(n − 1)!
exx−(α+1) dn−1

dxn−1
(e−xxn+α)

xα+1e−x

x − ξ
dx

=
1

(n − 1)!

∫ ∞

0

1

x − ξ
Dn−1(e−xxn+α)dx,

onde o operador Dn =
dn

dxn
.

Integrando por partes (n − 1) vezes, obtemos

I(α)
n =

∫ ∞

0

1

(x − ξ)n
e−xxn+αdx. (4.25)

Assim, fazendo a mudança de variáveis x = −ξt,

I(α)
n =

∫ ∞

0

(−ξt)n+αeξt

(−ξt − ξ)n
(−ξ)dt = (−ξ)α+1

∫ ∞

0

( t

t + 1

)n

tαeξtdt.
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Consideremos h(t) = ln t − ln(t + 1) +
ξt

n
e g(t) = tα. Logo, podemos escrever

I(α)
n = (−ξ)α+1

∫ ∞

0

enh(t)g(t)dt.

É fácil mostrar que tn = −1

2
+

√
1

4
− n

ξ
> 0 é ponto de máximo de h(t). Aplicando o

método de ponto de sela (veja [6, pág.477]) em I
(α)
n , concluímos que

I(α)
n ∼ (−ξ)α+1

√
n

√
2π tα+2 eξtn√| − 2tn − 1|

( tn
tn + 1

)n−1{
1 + O

{1

n

}}
, n → ∞.

Substituindo tn pelo seu valor, obtemos

I(α)
n ∼ (−ξ)α/2+1/4 nα/2+1/4 e

√−nξ e−(1/2)ξ
√

π, n → ∞. (4.26)

Agora, já temos condições de demonstrar o próximo resultado.

Teorema 4.5. Seja {d̃n}n a seqüência de constantes dadas pela equação (4.23). Então,

lim
n→∞

n1/2d̃n = d̃(ξ) =

⎧⎪⎨⎪⎩
−(−ξ)1/2, se M = 0,

(−ξ)1/2, se M > 0.

Demonstração: Substituindo (4.24) na equação (4.23), podemos escrever

d̃n =
ξI

(α−1)
n+1 + ML

(α)
n (ξ)

I
(α)
n + ML

(α+1)
n−1 (ξ)

Se M = 0 e ξ = 0, pela equação acima temos d̃n = 0. Se M = 0 e ξ > 0, de (4.26),

d̃n ∼ ξ
(−ξ)(α−1)/2(−ξ)1/4(n + 1)(α−1)/2(n + 1)1/4e

√
−(n+1)ξe−(1/2)ξ

√
π

(−ξ)α/2(−ξ)1/4 nα/2 n1/4 e
√−nξ e−(1/2)ξ

√
π

= −(−ξ)1/2

n1/2

(n + 1

n

)(α−1)/2 (n + 1

n

)1/4 e
√

−(n+1)ξ

e
√−nξ

, n → ∞.

Assim,

lim
n→∞

n1/2d̃n = −(−ξ)1/2.

Se M > 0 e ξ < 0, usando o Teorema 2.9, obtemos

I
(α)
n

L
(α+1)
n−1 (ξ)

∼ 2π(−ξ)α/2+1/4 nα/2+1/4e
√−nξ e−ξ/2

eξ/2 (−ξ)−α/2−3/4(n − 1)α/2+1/4 e2
√

−(n−1)ξ

= 2π
(−ξ)α+1

eξ

e
√−nξ

e
√

−(n−1)ξ

1

e
√

−(n−1)ξ

( n

n − 1

)α/2+1/4

, n → ∞.
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Logo,

lim
n→∞

I
(α)
n

L
(α+1)
n−1 (ξ)

= 0.

Assim, usando o limite acima junto com as equações (2.27) e (2.28), obtemos

lim
n→∞

n1/2d̃n = lim
n→∞

n1/2

(
ξI

(α−1)
n+1 + ML

(α)
n (ξ)

I
(α)
n + ML

(α+1)
n−1 (ξ)

)

= lim
n→∞

n1/2 L
(α)
n (ξ)

L
(α+1)
n (ξ)

L
(α+1)
n (ξ)

L
(α+1)
n−1 (ξ)

(
ξ

I
(α−1)
n+1

L
(α)
n (ξ)

+ M

I
(α)
n

L
(α+1)
n−1 (ξ)

+ M

)
= (−ξ)1/2.

Finalmente, suponhamos M > 0 e ξ = 0. Logo,

d̃n =
ML

(α)
n (0)

I
(α)
n + ML

(α+1)
n−1 (0)

.

Das equações (4.25) e (2.24), obtemos

I(α)
n =

∫ ∞

0

xn+αe−x

xn
dx =

∫ ∞

0

[L
(α)
0 (x)]2xαe−xdx = Γ(α + 1),

que, juntamente com (2.21), fornece

d̃n =

M
( n + α

n

)

Γ(α + 1) + M
( n + α

n − 1

) ∼

( n + α

n

)
( n + α

n − 1

) =
α + 1

n
. (4.27)

Aplicando o limite, o resultado do teorema segue.

Como conseqüência imediata do resultado anterior, temos

Corolário 4.1.

lim
n→∞

d̃n = 0 e lim
n→∞

c̃n = 1.

O teorema a seguir nos mostra o comportamento limite da razão P
(ψ1)
n (x)/L

(α)
n (x)

quando n → ∞.

Teorema 4.6. Se x ∈ C \ [0,∞),

lim
n→∞

Pψ1
n (x)

L
(α)
n (x)

=

⎧⎪⎨⎪⎩
1 + (−ξ)1/2

(−x)1/2 , se M = 0,

1 − (−ξ)1/2

(−x)1/2 , se M > 0

e a convergência é uniforme em subconjuntos compactos de C \ [0,∞).
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Demonstração: Usando a relação (4.19), como c̃n = 1 + d̃n, temos que

Pψ1
n (x) = L(α+1)

n (x) − L
(α+1)
n−1 (x) − d̃nL

(α+1)
n−1 (x).

Assim, de (2.30), obtemos

Pψ1
n (x) = L(α)

n (x) − d̃nL
(α+1)
n−1 (x).

Então,
Pψ1

n (x)

L
(α)
n (x)

= 1 − n1/2d̃n

L
(α+1)
n−1 (x)

n1/2L
(α)
n (x)

.

Logo, do lema anterior e das equações (2.27) e (2.28),

lim
n→∞

Pψ1
n (x)

L
(α)
n (x)

= 1 − lim
n→∞

n1/2d̃n

L
(α+1)
n−1 (x)

n1/2L
(α)
n−1(x)

L
(α)
n−1(x)

L
(α)
n (x)

=

⎧⎪⎨⎪⎩
1 + (−ξ)1/2

(−x)1/2 , se M = 0,

1 − (−ξ)1/2

(−x)1/2 , se M > 0.

Assim como no caso Laguerre do tipo I, existe uma relação de recorrência entre os

polinômios Sn(x), definidos em (4.18), e os polinômios de Laguerre.

Proposição 4.3. Existem constantes positivas ãn tais que

L(α)
n (x) − c̃n−1L

(α)
n−1(x) = Sn(x) − ãn−1Sn−1(x), n ≥ 1, (4.28)

onde os coeficientes c̃n são definidos em (4.20).

Demonstração: De (2.31) e (4.19), temos que

d

dx
{L(α)

n (x) − c̃n−1L
(α)
n−1(x)} = −L

(α+1)
n−1 (x) + c̃n−1L

(α+1)
n−2 (x)

= −[L
(α+1)
n−1 (x) − c̃n−1L

(α+1)
n−2 (x)]

= −Pψ1

n−1(x), n ≥ 1. (4.29)

Consideremos

L(α)
n (x) − c̃n−1L

(α)
n−1(x) = Sn(x) +

n−1∑
j=0

γjSj(x). (4.30)

Logo, para 0 ≤ i ≤ n − 1,〈
L(α)

n − c̃n−1L
(α)
n−1, Si

〉
S

=

〈
Sn(x) +

n−1∑
j=0

γjSj(x), Si

〉
S

= γiρ
S
i .
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Portanto, se i = 0, 1, . . . , n − 1, da Propriedade 2.6 e de (4.29)

γiρ
S
i =

∫ ∞

0

[L(α)
n (x) − c̃n−1L

(α)
n−1(x)]Si(x)xαe−xdx

+λ

∫ ∞

0

d

dx
[L(α)

n (x) − c̃n−1L
(α)
n−1(x)]S

′
i(x)dψ1(x)

=

∫ ∞

0

− c̃n−1L
(α)
n−1(x)Si(x)xαe−xdx − λ

∫ ∞

0

P
(α)
n−1(x)S

′
i(x)dψ1(x)

= −c̃n−1

∫ ∞

0

L
(α)
n−1(x)Si(x)xαe−xdx.

Para 0 ≤ i ≤ n − 2, a última integral é nula. Logo, γi = 0, i = 1, . . . , n − 2. Para

i = n − 1, obtemos

γn−1ρ
S
n−1 = −c̃n−1

∫ ∞

0

L
(α)
n−1(x)Sn−1(x)xαe−xdx = −c̃n−1

∫ ∞

0

[L
(α)
n−1(x)]2xαe−xdx.

Portanto, da equação (4.30), obtemos o resultado da proposição.

Os coeficientes {ãn}n da relação de recorrência para o caso Laguerre do tipo II também

podem ser obtidos recursivamente.

Proposição 4.4. A seqüência {ãn}n em (4.28) satisfaz à relação de recorrência

ãn =
c̃n(n + α)

n + α + nc̃2
n−1 + λnc̃n−1 − nc̃n−1ãn−1

, n ≥ 1, (4.31)

com ã0 = c̃0.

Demonstração: Análoga à da Proposição 4.2.

Observação 4.2. Como ã0 = c̃0, de (4.31) obtemos ã1 < c̃1 e, por indução, ãn < c̃n para

n ≥ 1. Em particular, para o denominador em (4.31), temos

n + α + nc̃2
n−1 + λnc̃n−1 − nc̃n−1an−1 > n + α. (4.32)

Nosso próximo objetivo é obter o comportamento assintótico da razão entre Sn(x) e

L
(α−1)
n (x). Para isso, demonstraremos primeiramente o teorema a seguir.

Teorema 4.7. A seqüência {ãn}n em (4.31) é convergente e

l = lim
n→∞

ãn =
λ + 2 −√

λ2 + 4λ

2
< 1.



Polinômios ortogonais de Sobolev - Laguerre: propriedades assintóticas 62

Demonstração: Do Corolário 4.1, temos que lim
n→∞

d̃n = 0. Como c̃n = 1 + d̃n, podemos

reescrever (4.31) do seguinte modo:

ãn =
1 + rn

2 + λ + sn − an−1

,

com rn = d̃n +
α

n
(1 + d̃n), sn(x) =

α

n
+ d̃n−1(α + λ + d̃n−1 − ãn−1) e

lim
n→∞

rn = lim
n→∞

sn = 0.

Se existe l = lim
n→∞

ãn, então, l =
1

2 + λ − l
. Logo,

ãn − l =
1 + rn − (2 + λ)l − snl + ãn−1l

(2 + λ) + sn − ãn−1

.

Então, como l(2 + λ) = l2 + 1, obtemos

ãn − l =
1 + rn − (l2 + 1) − snl + ãn−1l

(2 + λ) + sn − ãn−1

=
rn − lsn + l(ãn−1 − l)

(2 + λ) + sn − ãn−1

.

Usando a inequação (4.32),

|ãn − l| ≤ n

n + α
|rn| + nl

n + α
|sn| + n

n + α
l |ãn−1 − l| .

Sejam ε > 0 e l < r < 1. Então, existe N tal que, se n ≥ N + 1,

|ãn − l| < ε + r |ãn−1 − l| .

Repetindo a aplicação para k ≥ 1, deduzimos que

|ãn+k − l| < ε(1 + r + . . . + rk−1) + rk |ãn − l| <
ε

1 − r
+ rk |ãn − l| .

Isso implica que

lim
n→∞

|ãn − l| = 0.

Teorema 4.8. Seja {Sn}n a seqüência de polinômios ortogonais com respeito a (4.18).

Se x ∈ C \ [0,∞), então

lim
n→∞

Sn(x)

L
(α−1)
n (x)

=

⎧⎪⎨⎪⎩
1

1−l

[
1 + (−ξ)1/2

(−x)1/2

]
, se M = 0,

1
1−l

[
1 − (−ξ)1/2

(−x)1/2

]
, se M > 0

e a convergência é uniforme em subconjuntos compactos de C \ [0,∞).



Polinômios ortogonais de Sobolev - Laguerre: propriedades assintóticas 63

Demonstração: Como c̃n = 1 + d̃n, podemos escrever (4.28) da seguinte forma:

L(α)
n (x) − L

(α)
n−1(x) − d̃n−1L

(α)
n−1(x) = Sn(x) − ãn−1Sn−1(x), n ≥ 1.

Então, da equação (2.30),

L(α−1)
n (x) − d̃n−1L

(α)
n−1(x) = Sn(x) − ãn−1Sn−1(x), n ≥ 1.

Logo,

1 − d̃n−1 n1/2 L
(α)
n−1(x)

n1/2L
(α−1)
n (x)

=
Sn(x)

L
(α−1)
n (x)

− ãn−1
Sn−1(x)

L
(α−1)
n−1 (x)

L
(α−1)
n−1 (x)

L
(α−1)
n (x)

. (4.33)

Do Teorema 4.5 e das equações (2.27) e (2.28), obtemos

lim
n→∞

n1/2d̃n−1

L
(α)
n−1(x)

n1/2L
(α−1)
n (x)

= ± (−ξ)1/2

(−x)1/2
,

onde o sinal superior em ± e ∓ será usado para M > 0 e o sinal inferior para M = 0 .

Desse modo, como já fizemos anteriormente, podemos reescrever (4.33) como

An(x) = 1 ∓ (−ξ)1/2

(−x)1/2
+ bn−1(x)An−1(x) + πn−1(x), (4.34)

com

An(x) =
Sn(x)

L
(α−1)
n (x)

, bn−1(x) = ãn−1

L
(α−1)
n−1 (x)

L
(α−1)
n (x)

e

πn−1(x) = −d̃n−1

L
(α)
n−1(x)

L
(α−1)
n (x)

+ lim
n→∞

d̃n−1

L
(α)
n−1(x)

L
(α−1)
n (x)

.

Observe que

lim
n→∞

bn−1(x) = lim
n→∞

ãn−1

L
(α−1)
n−1 (x)

L
(α−1)
n (x)

= l,

de (2.27) e do Teorema 4.7. Além disso,

lim
n→∞

πn−1(x) = lim
n→∞

(
−d̃n−1

L
(α)
n−1(x)

L
(α−1)
n (x)

+ lim
n→∞

d̃n−1

L
(α)
n−1(x)

L
(α−1)
n (x)

)

= lim
n→∞

[
−d̃n−1

L
(α)
n−1(x)

L
(α−1)
n (x)

+

(
± (−ξ)1/2

(−x)1/2

)]
= 0,

ambos com convergência uniforme em subconjuntos compactos de C \ [0,∞).

Precisamos mostrar que

lim
n→∞

{
An(x) − 1

1 − l

[
1 +

(−ξ)1/2

(−x)1/2

]}
= 0, se M = 0.
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Considere, A∗
n(x) = An(x) − 1

1 − l

[
1 +

(−ξ)1/2

(−x)1/2

]
. Então, (4.34) implica em

A∗
n(x) = − 1

1 − l

[
1 +

(−ξ)1/2

(−x)1/2

]
+ 1 +

(−ξ)1/2

(−x)1/2

+bn−1(x)

{
A∗

n−1(x) +
1

1 − l

[
1 +

(−ξ)1/2

(−x)1/2

]}
+ πn−1(x)

=

[
1 +

(−ξ)1/2

(−x)1/2

] [
1 − 1

1 − l
+

bn−1(x)

1 − l

]
+ bn−1(x)A∗

n−1(x) + πn−1(x)

=

[
1 +

(−ξ)1/2

(−x)1/2

] [
bn−1(x) − l

1 − l

]
+ bn−1(x)A∗

n−1(x) + πn−1(x).

Sejam K um subconjunto de C \ [0, +∞), ε > 0 e l < r < 1. Então, existe N ∈ N tal

que, se n ≥ N + 1 e x ∈ K,

|A∗
n(x)| < ε + r|A∗

n−1(x)|.

Repetindo a aplicação para k ≥ 1 e x ∈ K, obtemos

|A∗
N+k(x)| < ε + r|A∗

N−1+k(x)| < ε + r(ξ + r|A∗
N−2+k(x)|) = ε + rε + r2|A∗

N−2+k(x)|
< . . . < ε + rε + r2ε + . . . + rk−1ε + rk|A∗

N(x)|
= ε(1 + r + . . . + rk−1) + rk|A∗

N(x)| =
ε

1 − r
+ rk|A∗

N(x)|.

Portanto,

lim
n→∞

A∗
n(x) = 0,

uniformemente em K.

Do mesmo modo mostramos o resultado para M > 0.

Proposição 4.5. Para n ≥ 0, temos que

c̃n+1 =
2n + 2 + α − ξ

n + 1
− n + 1 + α

(n + 1)c̃n

, (4.35)

com c̃0 =

∫
dψ1(x)

Γ(α + 1)
.

Demonstração: Como os polinômios Pψ1

i (x), i = 0, . . . , n + 1, formam uma base para

Pn+1, podemos escrever

−x − ξ

n + 1
L(α+1)

n (x) = Pψ1

n+1(x) +
n∑

k=0

γkP
ψ1

k (x). (4.36)
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Assim, por (2.11), se 0 ≤ j ≤ n,

− 1

n + 1

∫ ∞

0

(x − ξ)L(α+1)
n (x)Pψ1

j (x)dψ1(x) =

∫ ∞

0

Pψ1

n+1(x)Pψ1

j (x)dψ1(x)

+
n∑

k=0

γk

∫ ∞

0

Pψ1

k (x)Pψ1

j (x)dψ1(x)

= γj

∫ ∞

0

Pψ1

j (x)Pψ1

j (x)dψ1(x). (4.37)

Como (x − ξ)L
(α+1)
n (x)Pψ1

j (x) = 0 para x = ξ, então

− 1

n + 1

∫ ∞

0

(x − ξ)L(α+1)
n (x)Pψ1

j (x)dψ1(x) = − 1

n + 1

∫ ∞

0

L(α+1)
n (x)Pψ1

j (x)xα+1e−xdx.

Portanto, podemos escrever (4.37) como

− 1

n + 1

∫ ∞

0

L(α+1)
n (x)Pψ1

j (x)xα+1e−xdx = γj

∫ ∞

0

Pψ1

j (x)Pψ1

j (x)dψ1(x).

O lado esquerdo da igualdade anterior é igual a zero para j = 0, . . . , n − 1. Portanto,

γj = 0, j = 0, . . . , n − 1.

Logo, para j = n, obtemos

γn = − 1

n + 1

ρ
(α+1)
n

ρψ1
n

.

De (2.24), ρ
(α+1)
n = (n + α + 1)ρ

(α)
n . Logo, de (4.20),

γn = −(n + α + 1)

n + 1

ρ
(α)
n

ρψ1
n

= −(n + α + 1)

(n + 1)c̃n

.

Portanto, (4.36) reduz-se a

−x − ξ

n + 1
L(α+1)

n (x) = Pψ1

n+1(x) − (n + α + 1)

(n + 1)c̃n

Pψ1
n (x), n ≥ 0.

Multiplicando a equação acima por L
(α+1)
n (x) e integrando com relação a xα+1e−xdx,

obtemos

− 1

n + 1

∫ ∞

0

(x − ξ)[L(α+1)
n (x)]2xα+1e−xdx =

∫ ∞

0

Pψ1

n+1(x)L(α+1)
n (x)xα+1e−xdx

−(n + α + 1)

(n + 1)c̃n

∫ ∞

0

Pψ1
n (x)L(α+1)

n (x)dφ(x),

onde dφ(x) = xα+1e−xdx. Logo, de (4.19),

− 1

n + 1

∫ ∞

0

(x − ξ)[L(α+1)
n (x)]2xα+1e−xdx = −

(
c̃n+1 +

(n + α + 1)

(n + 1)c̃n

)
ρ(α+1)

n . (4.38)
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Mas, de (2.23) e (2.11), temos que∫ ∞

0

(x − ξ)[L(α+1)
n (x)]2xα+1e−xdx =

∫ ∞

0

xL(α+1)
n (x)L(α+1)

n (x)xα+1e−xdx

−ξ

∫ ∞

0

[L(α+1)
n (x)]2xα+1e−xdx

= (2n + α + 2 − ξ)ρ(α+1)
n .

Substituindo o resultado acima no lado esquerdo de (4.38), obtemos a equação (4.35),

concluindo a demonstração da proposição.

Teorema 4.9. Para α > −1, as seguintes propriedades são verdadeiras:

(a) A seqüência
{

Pψ1
n (x)

nα/2−1/4

}
é uniformemente limitada em subconjuntos compactos de

(0,∞).

(b)
Pψ1

n (x)

nα/2
=

⎧⎪⎨⎪⎩
ex/2x−α/2Jα(2

√
nx) + O(n−1/4), se ξ < 0,

ex/2x−α/2Jα(2
√

nx) + O(n−3/4), se ξ = 0,

uniformemente em subconjuntos compactos de (0,∞).

(c) lim
n→∞

Pψ1
n (x/(n + j))

nα+κ
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
−d̃(ξ)x−(α+1)/2Jα+1(2

√
x), se ξ < 0 e κ = 1/2,

−x−α/2Jα+2(2
√

x), se ξ = 0,M > 0 e κ = 0,

x−α/2Jα(2
√

x), se ξ = M = 0 e κ = 0,

onde d̃(ξ) é da forma definida no Teorema 4.5. Todos os limites são uniformes em

subconjuntos compactos de C e uniformes em j ∈ N ∪ {0}.

(d) lim
n→∞

Pψ1
n ((n + j)x)

L
(α+1)
n ((n + j)x)

= 1 +

[
ϕ

(
x − 2

2

)]−1

, uniformemente em subconjuntos com-

pactos de C \ [0, 4] e uniformemente em j ∈ N ∪ {0}.

Demonstração: Parte (a) Como d̃n = c̃n − 1, n ≥ 0, da equação (2.30) podemos

reescrever (4.19) da forma

Pψ1
n (x) = L(α)

n (x) − d̃nL
(α+1)
n−1 (x), n ≥ 0. (4.39)

Dividindo a equação acima por nα/2−1/4, temos que∣∣∣∣ Pψ1
n (x)

nα/2−1/4

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ L
(α)
n (x)

nα/2−1/4
− d̃nL

(α+1)
n−1 (x)

nα/2−1/4

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣ L
(α)
n (x)

nα/2−1/4

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣n1/2 d̃nL

(α+1)
n−1 (x)

(n − 1)(α+1)/2−1/4

(n − 1)(α+1)/2−1/4

nα/2+1/4

∣∣∣∣∣.
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Dos Teoremas 2.8 e 4.5, segue o resultado desejado.

Parte (b)

• Se ξ < 0, dividimos a equação (4.39) por nα/2. Assim, dos Teoremas 2.8 e 4.5, segue que

Pψ1
n (x)

nα/2
=

L
(α)
n (x)

nα/2
− 1

(n − 1)1/4

√
n d̃n

(
n − 1

n

)(α+1)/2 L
(α+1)
n−1 (x)

(n − 1)(α+1)/2−1/4

=
L

(α)
n (x)

nα/2
+ O(n−1/4).

Aplicando, agora, o Teorema 2.10, obtemos

Pψ1
n (x)

nα/2
= ex/2x−α/2Jα(2

√
nx) + O(n−1/4).

• Se ξ = 0 e M > 0, de (4.27) concluímos que

lim
n→∞

nd̃n = α + 1. (4.40)

Assim, se dividirmos (4.39) por nα/2, obtemos

Pψ1
n (x)

nα/2
=

L
(α)
n (x)

nα/2
− d̃n

L
(α+1)
n−1 (x)

nα/2
=

L
(α)
n (x)

nα/2
− nd̃n

L
(α+1)
n−1 (x)

n nα/2

(n − 1)(α+1)/2−1/4

(n − 1)(α+1)/2−1/4

=
L

(α)
n (x)

nα/2
+ O(n−3/4).

Logo, do Teorema 2.10, segue que

Pψ1
n (x)

nα/2
= ex/2x−α/2Jα(2

√
nx) + O(n−3/4).

Parte (c)

• Se ξ < 0, dividindo (4.39) por nα+1/2 e substituindo x por x/(n + j), obtemos

Pψ1
n (x/(n + j))

nα+1/2
=

L
(α)
n (x/(n + j))

nαn1/2
−√

n d̃n

L
(α+1)
n−1 (x/(n + j))

(n − 1)α+1

(
n − 1

n

)α+1

. (4.41)

De (2.26) e do Teorema 4.5, segue que

lim
n→∞

Pψ1
n (x/(n + j))

nα+1/2
= lim

n→∞
L

(α)
n (x/(n + j))

nαn1/2
− lim

n→∞
√

n d̃n

L
(α+1)
n−1 (x/(n + j))

(n − 1)α+1

(
n − 1

n

)α+1

= −d̃(ξ)x−(α+1)/2Jα+1(2
√

x).

• Se ξ = 0 e M > 0, dividimos (4.39) por nα e obtemos

Pψ1
n (x/(n + j))

nα
=

L
(α)
n (x/(n + j))

nα
− n d̃n

L
(α+1)
n−1 (x/(n + j))

(n − 1)α+1

(
n − 1

n

)α+1

.
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Assim, de (2.26) e (4.40),

lim
n→∞

Pψ1
n (x/(n + j))

nα
= x−α/2Jα(2

√
x) − (α + 1)x−(α+1)/2Jα+1(2

√
x).

Usando, agora, a equação (2.8), obtemos

lim
n→∞

Pψ1
n (x/(n + j))

nα
= x−α/2Jα(2

√
x) − x−α/2[Jα(2

√
x) + Jα+2(2

√
x)]

= −x−α/2Jα+2(2
√

x).

• Se ξ = M = 0, do Teorema 4.5 temos que d̃n = 0. Assim, da equação (2.26), concluímos

que

lim
n→∞

Pψ1
n (x/(n + j))

nα
= lim

n→∞
L

(α)
n (x/(n + j))

nα
= x−α/2Jα(2

√
x).

Parte (d) Substituindo x por (n + j)x em (4.19) e dividindo em seguida por L
(α+1)
n ((n +

j)x), obtemos

Pψ1
n ((n + j)x)

L
(α+1)
n ((n + j)x)

= 1 − c̃n

L
(α+1)
n−1 ((n + j)x)

L
(α+1)
n ((n + j)x)

.

De (2.34) e lembrando que lim
n→∞

c̃n = 1, temos que

lim
n→∞

Pψ1
n ((n + j)x)

L
(α+1)
n ((n + j)x)

= 1 +
1

ϕ((x − 2)/2)
.

Para os próximos resultados vamos considerar o polinômio Vn(x) definido por

Vn(x) = L(α)
n (x) − c̃n−1L

(α)
n−1(x), n ≥ 0. (4.42)

Como d̃n = c̃n − 1, de (2.30) a equação acima pode ser reescrita como

Vn(x) = L(α−1)
n (x) − d̃n−1L

(α)
n−1(x), n ≥ 0, (4.43)

com c̃−1 = d̃−1 = 0. Observe que

V
′
n(x) = [L(α)

n (x) − c̃n−1L
(α)
n−1(x)]

′
= −[L

(α+1)
n−1 (x) − c̃n−1L

(α+1)
n−2 (x)] = −Pψ1

n−1(x).

Teorema 4.10. Seja α > −1. Então,

Sn(x)

n(α−1)/2
= ex/2x−(α−1)/2Jα−1(2

√
nα) + O(n−1/4)

uniformemente em subconjuntos compactos de (0,∞).
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Demonstração: Da Proposição 4.3 e da equação (4.43), obtemos

Sn(x) = Vn(x) + ãn−1Sn−1(x).

Logo,
Sn(x)

nα/2−3/4
=

Vn(x)

nα/2−3/4
+ ãn−1

Sn−1(x)

(n − 1)α/2−3/4

(
n − 1

n

)α/2−3/4

.

Da definição de Vn(x), temos que

Vn(x)

nα/2−3/4
=

L
(α−1)
n (x)

nα/2−3/4
− d̃n−1

L
(α)
n−1(x)

nα/2−3/4

é uniformemente limitado em compactos de (0,∞), de acordo com os Teoremas 2.8 e 4.5.

Além disso, do Teorema 4.7, ãn−1

(
n − 1

n

)α/2−3/4

→ l. Procedendo da mesma forma que

na demonstração do Teorema 4.9 - Parte (a), concluímos que
Sn(x)

nα/2−3/4
é uniformemente

limitada. Por outro lado, dos Teoremas 2.8 e 4.5, se ξ < 0, obtemos

Vn(x)

n(α−1)/2
=

L
(α−1)
n (x)

n(α−1)/2
−√

n − 1 d̃n−1
L

(α−1)
n (x)

(n − 1)α/2−1/4

(
n − 1

n

)α/2−1/2

=
L

(α−1)
n (x)

n(α−1)/2
+ O(n−1/4)

e, se ξ = 0,

Vn(x)

n(α−1)/2
=

L
(α−1)
n (x)

n(α−1)/2
− (n − 1)d̃n−1

L
(α−1)
n−1 (x)

(n − 1)α/2−1/4

(
n − 1

n

)α/2−1/2
1

(n − 1)3/4

=
L

(α−1)
n (x)

n(α−1)/2
+ O(n−3/4).

Assim,

Sn(x)

n(α−1)/2
=

Vn(x)

n(α−1)/2
+

ãn−1

(n − 1)1/4

(
n − 1

n

)−(α−1)/2
Sn−1(x)

(n − 1)α/2−3/4

=
Vn(x)

n(α−1)/2
+ O(n−1/4) =

L
(α−1)
n (x)

n(α−1)/2
+ O(n−1/4).

Portanto, do Teorema 2.10,

Sn(x)

n(α−1)/2
= ex/2x−(α−1)/2Jα−1(2

√
nx) + O(n−1/4),

uniformemente em subconjuntos compactos de (0,∞).

Já vimos, na Proposição 4.3, que podemos expressar Sn em termos dos polinômios de

Laguerre com parâmetro α. Assim, de acordo com a equação (4.43), temos que

Sn(x) =
n∑

i=0

bn,iVn−i(x) =
n∑

i=0

bn,i[L
(α)
n−1(x) − cn−i−1L

(α)
n−i−1(x)], n ≥ 0, (4.44)
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onde

bn,i = Πi
j=1ãn−j, com bn,0 = 1. (4.45)

Além disso, do Teorema 4.7, obtemos

lim
n→∞

bn,i = lim
n→∞

Πi
j=1ãn−j = lim

n→∞
ãn−1ãn−2 . . . ãn−i = (ϕ(λ + 2)/2)−i = li,∀i. (4.46)

Dos resultados acima, demonstramos facilmente o seguinte resultado.

Lema 4.2. Existem constantes C e r, com C > 1 e 0 < r < 1, tais que,

0 < bn,i < Cri, ∀n ≥ 0 e 0 ≤ i ≤ n.

Estamos, agora, em condições de demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 4.11. Seja α > −1. Então, os polinômios Sn(x) satisfazem

(a)

lim
n→∞

Sn(x/n)

nα+κ
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
− d̃(ξ)

1 − l
x−α/2Jα(2

√
x), se ξ < 0 e κ = −1/2,

1

1 − l
s(x), se ξ = 0,M > 0 e κ = −1,

1

1 − l
x−(α−1)/2Jα−1(2

√
x), se ξ = M = 0 e κ = −1,

onde d̃(ξ) é definida como no Teorema 4.5, l é o limite da seqüência {ãn} e

s(x) = x−(α−1)/2Jα−1(2
√

x) − (α + 1)x−α/2Jα(2
√

x). (4.47)

Todos os limites são uniformes em subconjuntos compactos de C.

(b) lim
n→∞

Sn(nx)

L
(α)
n (nx)

=
ϕ((x − 2)/2) + 1

ϕ((x − 2)/2) + l
, uniformemente em subconjuntos compactos de

C \ [0, 4].

Demonstração: Parte (a) De (4.44), temos que

Sn(x/n)

nα−1/2
=

n∑
i=0

bn,i
Vn−1(x/n)

nα−1/2
=:

n∑
i=0

vn,i(x/n). (4.48)

Dividindo (4.43) por nα−1/2 e avaliando-a em x/(n + j), se ξ < 0 obtemos

Vn(x/(n + j))

nα−1/2
=

1

n1/2

L
(α−1)
n (x/(n + j))

nα−1
−√

n − 1 d̃n−1

L
(α)
n−1(x/(n + j))

(n − 1)α

(
n − 1

n

)α−1/2

.



Polinômios ortogonais de Sobolev - Laguerre: propriedades assintóticas 71

Logo, de (2.26) e do Teorema 4.5,

lim
n→∞

Vn(x/(n + j))

nα−1/2
= lim

n→∞
1

n1/2

L
(α−1)
n (x/(n + j))

nα−1

− lim
n→∞

√
n − 1 d̃n−1

L
(α)
n−1(x/(n + j))

(n − 1)α

(
n − 1

n

)α−1/2

= −d̃(ξ)x−α/2Jα(2
√

x), (4.49)

uniformemente em conjuntos compactos de C e uniformemente em j ∈ N∪{0} e, portanto,

lim
n→∞

Vn−i(x/n)

nα−1/2
= −d̃(ξ)x−α/2Jα(2

√
x),

uniformemente em conjuntos compactos de C e uniformemente em i ∈ {0, 1, . . . , n}. Dado

um conjunto compacto K ∈ C, devido a este último resultado e o Lema 4.2, existe uma

constante D, que depende somente de K, tal que |vn,i(x/n)| < Dri, para i = 0, . . . , n e

x ∈ K. Logo, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (veja [49, pág.36]) e

por (4.49) e (4.46),

lim
n→∞

n∑
i=0

vn,i(x/n) =
∞∑
i=0

lim
n→∞

vn,i(x/n) = −d̃(ξ)x−α/2Jα(2
√

x)
∞∑
i=0

li

= −d̃(ξ)x−α/2Jα(2
√

x)
1

1 − l
,

uniformemente em subconjuntos compactos de C.

Quando ξ = 0 , de (2.26) e (4.40), obtemos

lim
n→∞

Vn(x/(n + j))

nα−1
= lim

n→∞
L

(α−1)
n (x/(n + j))

nα−1

− lim
n→∞

(n − 1)d̃n−1

L
(α)
n−1(x/(n + j))

(n − 1)α

(
n − 1

n

)α−1

= x−(α−1)/2Jα−1(2
√

x) − (α + 1)x−α/2Jα(2
√

x), se M > 0,

e, se M = 0,

lim
n→∞

Vn(x/(n + j))

nα−1
= lim

n→∞
L

(α−1)
n (x/(n + j))

nα−1
− lim

n→∞
d̃n−1

L
(α)
n−1(x/(n + j))

nα−1

= x−(α−1)/2Jα−1(2
√

x).

Assim, com o mesmo raciocínio usado para ξ < 0, obtemos

lim
n→∞

Sn(x/n)

nα−1
=

⎧⎪⎨⎪⎩
1

1 − l
s(x), se ξ = 0 e M > 0,

1

1 − l
x−(α−1)/2Jα−1(2

√
x), se ξ = M = 0.
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Parte (b) De (4.44), podemos escrever

Sn(nx)

L
(α)
n (nx)

=
n∑

i=0

bn,i
Vn−i(nx)

L
(α)
n (nx)

, x ∈ C \ [0, 4].

Como conseqüência de (4.42) e de (2.34), obtemos

lim
n→∞

Vn((n + j)x)

L
(α)
n ((n + j)x)

= 1 + (ϕ ((x − 2)/2))−1 , (4.50)

uniformemente em subconjuntos compactos de C \ [0, 4] e uniformemente em j ∈ N∪{0}.
Agora, novamente pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, temos que

lim
n→∞

n∑
i=0

bn,i
Vn−i(nx)

L
(α)
n (nx)

=
∞∑
i=0

lim
n→∞

bn,i

(
Vn−i(nx)

L
(α)
n−i(nx)

L
(α)
n−i(nx)

L
(α)
n (nx)

)
.

De (4.46), (4.50) e (2.32), concluímos que

lim
n→∞

n∑
i=0

bn,i
Vn−i(nx)

L
(α)
n (nx)

=
[
1 + (ϕ ((x − 2)/2))−1] ∞∑

i=0

( −l

ϕ((x − 2)/2)

)i

=
ϕ((x − 2)/2) + 1

ϕ(x − 2)/2) + l
,

uniformemente em subconjuntos compactos de C \ [0, 4].

Corolário 4.2. Para α > −1, considere jα,i o i-ésimo zero positivo da função de Bessel

Jα(x). Sejam {xn,i}n
i=1 os zeros em ordem crescente de Sn(x) e {x̃n,i}n−1

i=1 seus pontos

críticos. Então,

(a) Se ξ < 0, temos lim
n→∞

nxn,i =
j2
α,i

4
e lim

n→∞
nx̃n,i =

j2
α+1,i

4
.

(b) Se ξ = 0 e M > 0, obtemos

lim
n→∞

nxn,i = sα,i, lim
n→∞

nx̃n,1 = 0 e lim
n→∞

nx̃n,i =
j2
α+2,i−1

4
, n ≥ 2,

onde sα,i são os zeros reais da função s(x) definida em (4.47).

(c) Se ξ = M = 0, lim
n→∞

nxn,i =
j2
α−1,i

4
e lim

n→∞
nx̃n,i =

j2
α,i

4
, onde podemos considerar três

casos:

• se −1 < α < 0, isto é, −2 < α − 1 < −1, jα−1,1é um dos zeros puramente

imaginários de Jα−1(x) e, para i ≥ 2, jα−1,i é o (i− 1)-ésimo zero real positivo

de Jα−1(x);
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• se α = 0, jα−1,1 = j−1,1 = 0 e, para i ≥ 2, jα−1,i é o (i − 1)-ésimo zero real

positivo de Jα−1(x);

• se α > 0, jα−1,i é o i-ésimo zero real positivo de Jα−1(x).

Demonstração: Parte (a) Considere fn(x) =
Sn(x/n)

n−α−1/2
e f(x) = − d̃(ξ)

1 − l
x−α/2Jα(2

√
x).

É fácil ver que j2
α,i/4 são os zeros de f(x) e que os zeros de fn(x) são da forma nxn,i.

Do Teorema 4.11 (a), temos que
Sn(x/n)

n−α−1/2
→ − d̃(ξ)

1 − l
x−α/2Jα(2

√
x), quando n → ∞.

Assim, do Teorema 2.3, se n > N , então fn(x) tem apenas um zero em uma vizinhança

Vδ de j2
α,i/4 . Logo, fazendo δ → 0, nxn,i → j2

α,i/4, quando n → ∞.

Para os pontos críticos de Sn(x), como a convergência no Teorema 4.11 (a) é uniforme,

de (2.7), temos que

lim
n→∞

S
′
n(x/n)

nα+1/2
=

d

dx

[
d̃(ξ)

1 − l
x−α/2Jα(2

√
x)

]
= − d̃(ξ)

1 − l
x−(α+1)/2Jα+1(2

√
x).

Procedendo analogamente à demonstração feita acima, obtemos

lim
n→∞

nx̃n,i =
j2
α+1,i

4
.

Parte (b) Do Teorema 4.11 (a), seguindo o mesmo raciocínio da demonstração da parte

(a) acima, temos que

lim
n→∞

nxn,i = sα,i.

Considere gα(x) = x−α/2Jα(2
√

x) =
∞∑
i=0

(−x)i

i!Γ(i + α + 1)
, x ∈ C. Logo, de (4.47), pode-

mos escrever

s(x) = −gα(x) − xgα+1(x) =
∞∑
i=0

(i − 1)(−x)i

i!Γ(i + α + 1)
, α > −1 e x ∈ C.

Observe que, se x ∈ (−∞, 0), então gα(x) > 0, lim
x→−∞

gα(x) = ∞ e lim
x→−∞

s(x) = ∞.

Além disso, de (2.7) e (2.8), temos que

s′(x) = xgα+2(x), x ∈ C.

Além disso, s(x) é decrescente em (−∞, 0). Desde que s(0) < 0, temos que s(x)

tem somente um zero negativo. Como os zeros de Jα(x) se entrelaçam com os zeros de

Jα+1(x), podemos deduzir que s(x) tem somente um zero entre dois zeros consecutivos de

Jα+1(2
√

x).
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Logo,

lim
n→∞

S
′
n(x/n)

nα
=

1

1 − l
s
′
(x) =

1

1 − l
x−α/2Jα+2(2

√
x),

uniformemente em subconjuntos compactos de C, de onde segue o resultado.

Parte (c) Segue do Teorema 4.11 (a) e do Teorema 2.3.

Para a demonstrarmos o resultado final de nosso trabalho, precisaremos de limitantes

para os coeficientes c̃n e ãn.

Lema 4.3. Para n ≥ 1, os coeficientes c̃n e ãn em (4.28) satisfazem

n + 1 + α

2(n + 1) + α − ξ
< c̃n < 2 +

α − ξ

n
, n ≥ 1 (4.51)

e

ãn <

(
2 +

α − ξ

n

)
2n + α − ξ

(2 + λ)n + α − ξ
, n ≥ 1. (4.52)

Demonstração: De (4.35), temos que

c̃n =
2n + α − ξ

n
− n + α

nc̃n−1

<
2n + α − ξ

n
,

que é a desigualdade à direita em (4.51).

Como c̃n+1 =
2n + 2 + α − ξ

n + 1
− n + 1 + α

(n + 1)cn

> 0, então

c̃n >
n + 1 + α

2n + 2 + α − ξ
,

ou seja, a outra desigualdade de (4.51).

Como conseqüência da propriedade extremal (2.8), obtemos

ρS
n ≥ ρ(α)

n + λρψ1

n−1, n ≥ 1.

Da definição de c̃n em (4.20) e de (2.24), temos que

ρS
n

ρ
(α)
n

≥ 1 + λ
ρψ1

n−1

ρ
(α)
n

= 1 + λ
n

n + α
c̃n−1.

Aplicando (4.51),
ρS

n

ρ
(α)
n

>

(
1 +

λn

2n + α − ξ

)
.

Da demonstração da Proposição 4.3, temos que ãn = c̃n
ρ

(α)
n

ρS
n

. Assim, de (4.51) e da ine-

quação acima, obtemos

ãn < c̃n

(
1 +

λn

2n + α − ξ

)−1

<

(
2 +

α − ξ

n

)(
2n + α − ξ

2n + α − ξ + λn

)
.
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Teorema 4.12. Sejam x ≥ 0, α > −1 e n ≥ 1. Então,

|Sn(x)| ≤ Cfn(r)A(n, α)ex/2,

onde A(n, α) é definida em (2.36),

C =

⎧⎪⎨⎪⎩
3 + α − ξ, se α ≥ ξ,

3, se α ≤ ξ,

r =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(2 + α − ξ)2

2 + λ + α − ξ
, se α ≥ ξ,

4

2 + λ
, se α ≤ ξ

e

fn(r) =

⎧⎪⎨⎪⎩
n, se r = 1,

1 − rn

1 − r
, se r 	= 1.

Demonstração: Para α ≥ 0 e i = 0, . . . , n,

A(n, α) − A(n − i, α) =
Γ(n + α + 1)

n!
− Γ(n − i + α + 1)

(n − i)!Γ(α + 1)

=

(
(n + α)(n + α − 1) . . . (n + α − i + 1)

n(n − 1) . . . (n − i + 1)
− 1

)
Γ(n − i + α + 1)

(n − i)!Γ(α + 1)
.

Observe que n + k + α ≥ n + k e, assim,(
(n + α)(n + α − 1) . . . (n + α − i + 1)

n(n − 1) . . . (n − i + 1)
− 1

)
≥ 0.

Portanto, A(n, α) − A(n − i, α) ≥ 0, ou seja, A(n, α) ≥ A(n − i, α). O procedimento é

análogo para −1 < α < 0.

Como, de (4.45), bn,n = ã0bn,n−1, podemos reescrever (4.44) da seguinte forma:

Sn(x) =
n−2∑
i=0

bn,i

(
L

(α)
n−i(x) − c̃n−i−1L

(α)
n−i−1(x)

)
+ bn,n−1

(
L

(α)
1 (x) − c̃0 + ã0

)
.

Mas, ã0 = c̃0. Logo, de (2.35), temos que

|Sn(x)| ≤
n−2∑
i=0

bn,i

(∣∣∣L(α)
n−i(x)

∣∣∣+ c̃n−i−1

∣∣∣L(α)
n−i−1(x)

∣∣∣)+ bn,n−1

∣∣∣L(α)
1 (x)

∣∣∣
≤

n−2∑
i=0

[
bn,i

(
A(n, α)ex/2 + c̃n−i−1A(n, α)ex/2

)]
+ bn,n−1A(n, α)ex/2

=

[
n−2∑
i=0

bn,i(1 + c̃n−i−1) + bn,n−1)

]
A(n, α)ex/2.

• Consideremos α− ξ < 0. Então, c̃n < 2 +
α − ξ

n
< 2, da equação (4.51). Neste caso,

obtemos ainda

ãn <

(
2 +

α − ξ

n

)
2n + α − ξ

(2 + λ)n + α − ξ
< 2

2 +
α − ξ

n

2 + λ +
α − ξ

n

<
4

2 + λ
.
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• Seja α − ξ ≥ 0. Então, α − ξ >
α − ξ

n
. Logo, c̃n < 2 +

α − ξ

n
< 2 + α − ξ.

Além disso, da equação (4.52),

ãn <

(
2 +

α − ξ

n

)
2n + α − ξ

(2 + λ)n + α − ξ
< (2 + α − ξ)

2 +
α − ξ

n

2 + λ +
α − ξ

n

< (2 + α − ξ)
2 + α − ξ

2 + λ + α − ξ
=

(2 + α − ξ)2

2 + λ + α − ξ
.

Portanto, dos dois casos acima, obtemos

c̃n < c =

⎧⎪⎨⎪⎩
2 + α − ξ se α > ξ,

2 se α ≤ ξ

e

ãn < r =

⎧⎪⎨⎪⎩
(2 + α − ξ)2

2 + λ + α − ξ
se α > ξ,

2 se α ≤ ξ.

Fazendo C = 1 + c, chegamos aos resultados do teorema.



Capítulo 5

Considerações Finais

Sabemos que os polinômios ortogonais clássicos de Jacobi - P
(α,β)
n (x) e Laguerre - L

(α)
n

formam seqüências de polinômios ortogonais segundo os produtos internos

〈f, g〉J =

∫ 1

−1

f(x)g(x)(1 − x)α(1 + x)βdx, α, β > −1,

〈f, g〉L =

∫ ∞

0

f(x)g(x)xαe−xdx, α > −1,

respectivamente.

Como já observamos, Meijer mostrou que, em um par coerente, uma das medidas deve

ser clássica. Em particular, mostrou que existem dois tipos de pares coerentes de medidas

envolvendo a medida clássica de Jacobi e, também, apenas dois tipos de pares coerentes

de medidas envolvendo a medida clássica de Laguerre

Berti, Bracciali e Sri Ranga [11], seguindo Berti e Sri Ranga [10], introduziram uma

maneira alternativa de se estudar os polinômios ortogonais de Sobolev que satisfazem a

uma relação de recorrência da forma (2.39). Esta abordagem permite estender o par de

medidas do produto interno de Sobolev além do conceito de pares coerentes e ainda manter

a relação de recorrência exigida. Nesse artigo, demonstraram os seguintes resultados.

Caso I

Teorema 5.1. [11, Teorema 3.1] Sejam dφ1 e dψ1 medidas clássicas tais que os po-

linômios ortogonais mônicos {P φ1
n } e {Pψ1

n } satisfazem P
′φ1
n (x) = nPψ1

n−1, n ≥ 1. Seja

a medida dψ0 dada por dψ0(x) = (1 + κx)dφ1(x), onde κ é tal que 1 + κx é finito e

não-negativo no suporte de dφ1. Então, os polinômios ortogonais de Sobolev mônicos

77
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{Sn = S
(κ,κ1,κ2,κ3)
n }, associados ao produto interno

〈f, g〉S1 = 〈f, g〉ψ0 + κ1〈f, g〉φ1 + κ2〈f ′, g′〉ψ1 + κ3〈f ′, xg′〉ψ1

=

∫
R

f(x)g(x)(1 + κ1 + κx)dφ1(x) +

∫
R

f ′(x)g′(x)(κ2 + κ3x)dψ1(x), (5.1)

satisfazem S0(x) = 1,

Sn+1(x) + anSn(x) = P φ1

n+1(x) = Pψ0

n+1(x) + bnP
ψ0
n (x), n ≥ 0.

Os coeficientes an = an(κ, κ1, κ2, κ3) e bn = bn(κ) são dados por

an =
bnρ

ψ0
n + n(n + 1)κ3ρ

ψ1
n

〈Sn, Sn〉S1

, bn =
καφ1

n+2

1 + κ(βφ1

n+1 − bn−1)
, n ≥ 1,

com a0 = καφ1

2 /(κb−1
0 αφ1

2 + κ1) e b0 = καφ1

2 /(1 + κβφ1

1 ). Quando κ = 0, como dφ1 = dψ0,

devemos tomar bn = 0 e κ−1bn = αφ1

n+2, n ≥ 0. Além disso, os coeficientes an podem ser

recursivamente gerados por

an =
[κ + n(n + 1)τn+1κ3]α

φ1

n+2

κb−1
n αφ1

n+2 + κbn−1 + κ1 + n2τn[κ2 + κ3β
φ1
n ] − [κ + n(n − 1)κ3τn]an−1

,

para n ≥ 1.

As constantes κ1, κ2 e κ3 são tais que o produto interno S1 é positivo definido.

O teorema acima se aplica a duas escolhas particulares de polinômios ortogonais clás-

sicos. Uma delas está associada aos polinômios de Jacobi quando consideramos dφ1(x) =

(1−x)α(1+x)βdx, dψ1(x) = (1−x)α+1(1+x)β+1dx e dψ0(x) = (1+κx)(1−x)α(1+x)βdx,

−1 ≤ κ ≤ 1.

Agora, se tomarmos dφ1(x) = xαe−xdx, dψ1(x) = xα+1e−xdx e dψ0(x) = (1 +

κx)xαe−xdx, ∀ κ ≥ 0, obtemos a outra escolha que está associada aos polinômios de

Laguerre.

Além disso, o par de medidas que aparece em (5.1)

{(1 + κ1 + κx)dφ1(x), (κ2 + κ3x)dψ1(x)} , com κ3 	= 0, (5.2)

não forma mais um par coerente de medidas.
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Caso II

Teorema 5.2. [11, Teorema 4.1] Sejam dφ0 e dψ0 medidas clássicas tais que os po-

linômios ortogonais mônicos {P φ0
n } e {Pψ0

n } satisfazem P
′ψ0
n (x) = nP φ0

n−1, n ≥ 1. Seja a

medida dψ1 dada por (x + κ)dψ1(x) = c(κ)dφ0(x), onde κ é tal que (x + κ)/c(κ) é finito

e não-negativo no suporte de dψ1. Então, os polinômios ortogonais de Sobolev mônicos

{Sn = S
(κ,κ1,κ2)
n }, associados ao produto interno

〈f, g〉S2 = 〈f, g〉ψ0 + κ1〈f ′, g′〉φ0 + κ2〈f ′, g′〉ψ1

=

∫
R

f(x)g(x)dψ0(x) +

∫
R

f ′(x)g′(x)[c(κ)−1κ1(x + κ) + κ2]dψ1(x), (5.3)

satisfazem S0(x) = 1, S1(x) = Pψ0

1 (x),

Sn+1(x) + anSn(x) = Pψ0

n+1(x) + b̃nPψ0
n (x), n ≥ 1.

Os coeficientes an = an(κ, κ1, κ2) e b̃n = b̃n(κ) são dados por

an =
νn(κ1)α

φ0
n b̃n

νn(κ1)α
φ0
n + b̃n−1[n(n − 1)κ2c(κ) + νn−1(κ1)(b̃n−1 − an−1)]

, n ≥ 2,

com a1 = b̃1ν1(κ1)/(ν1(κ1) + κ2ρ
ψ1

0 /ρφ0

0 ) e νn = n2κ1 + ρψ1
n /ρφ0

n , n ≥ 1. Os coeficientes b̃n

são tais que b̃n = [(n + 1)/n]b̃n−1, onde

b̃0 =
αψ1

2

βψ1

1 + κ
e b̃n = βφ0

n+1 + κ − αφ0

n+1

b̃n−1

, n ≥ 1.

As constantes κ1 e κ2 são tais que o produto interno S2 é positivo definido.

Da mesma forma que no Caso I, o Teorema 5.2 também nos leva a duas escolhas

particulares de polinômios ortogonais clássicos. Para a primeira delas, associada aos

polinômios de Jacobi, tomamos dφ0(x) = (1 − x)α+1(1 + x)β+1dx, dψ0(x) = (1 − x)α(1 +

x)βdx e dψ1 é tal que∫
F (x)dψ1(x) =

∫ 1

−1

F (x)
c(κ)

1 + κx
(1 − x)α+1(1 + x)β+1dx + κ3F (κ),

|κ| ≥ 1 e κ3 ≥ 0.

Agora, para a escolha associada aos polinômios de Laguerre, consideramos dφ0(x) =

xα+1e−xdx, dψ0(x) = xαe−xdx e dψ1 tal que∫
F (x)dψ1(x) =

∫ ∞

0

F (x)
c(κ)

(κ + x)
xα+1e−xdx + κ3F (κ),
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κ ≤ 0 e κ3 ≥ 0.

Para o produto interno (5.3), se κ1 	= 0, então o par de medidas

{
dψ0(x), [c(κ)−1κ1(x + κ) + κ2]dψ1(x)

}
, (5.4)

não será mais coerente.

Para esses dois tipos de pares de medidas que não formam pares coerentes, (5.2) e (5.4),

desconhecemos trabalhos publicados sobre o comportamento assintótico dos polinômios

de Sobolev-Jacobi e Sobolev-Laguerre, ortogonais com relação aos produtos internos (5.1)

e (5.3), e polinômios associados às medidas envolvidas. Pretendemos, então, investigar o

comportamento assintótico desses polinômios como trabalho futuro.

Sobre este assunto, mas com pares de medidas (simetricamente coerentes) relacionadas

às medidas de Gegenbauer, foi recentemente aceito para publicação, na revista Asymptotic

Analysis, o artigo Asymptotics for Gegenbauer-Sobolev orthogonal polynomials associated

with non-coherent pairs of measures de autoria de E.X.L. de Andrade, C.F. Bracciali e A.

Sri Ranga.
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