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“ The human understanding is of its own nature
prone to suppose the existence of more order
and regularity in the world than it finds.

And though there be so many things in nature
which are singular and unmatched,

yet it devises for them parallels and conjugates
and relatives which do not exist.”

Francis Bacon (1561-1626)



Resumo

Neste trabalho apresentamos o formalismo Hamiltoniano de Dirac para sistemas
singulares, analisando inclusive a constru¢do do gerador de transformagoes de gauge.
A seguir discutimos brevemente a generalizacio, ja conhecida, desse formalismo para
o caso de Lagrangeanos singulares de segunda ordem fazendo também uma andlise da
estrutura de vinculos presente em tais teorias. Desenvolvemos entdao o formalismo de
Hamilton-Jacobi para sistemas singulares fazendo sua generalizagao para Lagrangeanos
de segunda ordem. Por ltimo, ambos formalismos sao aplicados & Eletrodindmica de

Podolsky e os resultados obtidos sao comparados.

Palavras Chave: Sistemas singulares, formalismo de Hamilton-Jacobi, formalismo Ha-
miltoniano, Lagrangeanos de segunda ordem.

Area de conhecimento: 1.05.03.01-3



Abstract

In this work we study Dirac’s Hamiltonian formulation for singular systems includ-
ing the construction of the gauge transformations generator. Next we briefly discuss
the generalization, already developed, of this formalism for singular second order La-
grangians. Besides that we also make an analysis of the constrains structure present
in such theories. Then we develop the Hamilton-Jacobi formalism for singular sys-
tems making its generalization for the case of second order Lagrangians. Finally, both
formalisms are applied to Podolsky’s Eletrodynamics and the obtained results are com-

pared.

Keywords: Singular systems, Hamilton-Jacobi formalism, Hamitonian formalism, se-

cond order Lagrangians.



Indice

Introducao

1 Sistemas singulares

1.1
1.2

Fundamentos . . . . . . . . . . . e

Vinculos e simetrias . . . . . . . . . . .. e e e e e

2 Formalismo Hamiltoniano para sistemas singulares

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8

Equacoes de movimento de Hamilton . . . . . . . .. ... ... .....
Igualdades fracas e fortes . . . . . . . . .. ...
Condicgoes de consisténcia, . . . . . . . . . . .. ...
Fungoes de primeira e segunda classes . . . . . .. . ... ... ... ..
Parénteses de Dirac e o problema da quantizacdo . . . . . ... ... ..
Transformagbes de gauge no formalismo Hamiltoniano . . . . . . .. ..
Construgao do gerador de transformacoes de gauge . . . . . .. ... ..

Um exemplo: Eletromagnetismo de Maxwell . . . . . . .. ... ... ..

3 Formalismo de Hamilton-Jacobi para sistemas singulares

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5

Introdugao . . . . . . . . L L e

Formalismo de Hamilton-Jacobi para Lagrangeanos de segunda ordem .

Vinculos em sistemas singulares com Lagrangeanos de segunda ordem

Formulagao para Lagrangeanos de segunda ordem singulares. . . . . . .

Exemplo: Eletrodinamica generalizada de Podolsky . . . . . . . ... ..

10

21
21
24
33
38
45
55
61
68



Consideragoes finais 101



Introducao

A Mecénica Cléssica possui diversos tratamentos para descrever sistemas fisicos: as Leis
de Newton, o Principio do Trabalho Virtual, o Principio de D ’Alembert, as formulacGes
Lagrangeana, Hamiltoniana e de Hamilton-Jacobi, entre outros. Todos esses tratamen-
tos sao equivalentes entre si, pois sdo obtidos uns dos outros de forma a fornecerem as
equacoes de movimento fisicas do sistema, e além disso sao amplamente estudados na
literatura [1, 2, 3, 4]. Contudo, cada tratamento tem suas vantagens e desvantagens no
estudo de determinadas caracteristicas dos sistemas fisicos, o que explica a diversidade

de abordagens exemplificada acima.

Dos tratamentos citados, os trés dltimos; as formulacdes Lagrangeana, Hamiltoni-
ana e de Hamilton-Jacobi; sdo os mais comumente empregados no estudo da Mecénica
Quantica e de Teorias de Campos e, conseqiientemente, serd sob o ponto de vista
dessas formulacoes, principalmente das duas ultimas, que desenvolveremos este tra-
balho. Contudo examinaremos aqui apenas os aspectos basicos dessas formulagoes que
sejam essenciais para este trabalho, mas nao nos deteremos nos detalhes de seu desen-

volvimento, exceto quando necessirio para nossos objetivos.

Um dos motivos para que as formulagoes citadas acima sejam tao amplamente
empregadas estd relacionado com o fato de que elas tém uma ligagdo intrinseca com
principios de minimo variacional [2, 4]. As formulagoes Lagrangeana e Hamiltoniana

podem ser obtidas a partir do chamado Principio de Hamilton, i.e. da minimizacao da
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integral de acao

S:/Ldt,

onde L é a fungao Lagrangeana do sistema e a integracao é feita sobre trajetérias ligando
0s mesmos pontos iniciais e finais nos mesmos instantes temporais. Ja a formulacdo de
Hamilton-Jacobi é obtida a partir da minimizacao da integral de agao considerando-
a como funcido dos pontos terminais de integracao e do tempo ¢ no qual é feita a
integracao.

Essa relagdo com principios de minimo faz com que tais formulagoes sejam auto-
maticamente compativeis com a Relatividade Restrita ou Geral. Isso deve-se ao fato de
que sua obtencao através de principios de minimo faz com que tais formulagoes sejam
automaticamente independentes de quaisquer sistema de referéncia, bastando para isso
que a funcdo Lagrangeana seja um escalar de Lorentz. Tao importante quanto essa
caracteristica é o fato de os principios de minimo poderem ser facilmente aplicados a
sistemas com infinitos graus de liberdade, i.e. Teorias de Campos, o que nao acontece
com outros tratamentos da Mecéanica Cldssica.

Contudo, as trés formulacgoes citadas sao obtidas assumindo-se que ndo ha vinculos
ligando as coordenadas generalizadas e os momento canonicamente conjugados a elas.
Sistemas fisicos que satisfazem essa exigéncia sao conhecidos como sistemas requlares,
e é deles que trata a mecanica usual. Caso o sistema apresente vinculos entre as
coordenadas e seus momentos canonicamente conjugados dizemos que tais sistemas sao
singulares.

O estudo de sistemas singulares encontra muitas aplicacdes na fisica atual pois
a existéncia de simetrias por transformacgoes de gauge locais para um dado sistema
fisico implica na singularidade do mesmo. A relagdo entre as simetrias de gauge e a
singularidade de uma teoria foi estabelecida por Bergmann e colaboradores [5, 6, 7, 8]
dentro do formalismo Lagrangeano e, tendo em vista a importincia que as teorias de
gauge tém na fisica atual, essa ligacao por si sé ja justifica o interesse no estudo dos

formalismos para sistemas singulares.
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Desde seu desenvolvimento por Dirac [9, 10, 11], o formalismo Hamiltoniano para
sistemas singulares tem sido o principal instrumento para o estudo dos mesmos. Re-
centemente porém novas abordagens para o tratamento de sistemas singulares tém sido
desenvolvidas; como, por exemplo, o formalismo de Hamilton-Jacobi para tais sistemas
[12]. Tal interesse é plenamente justificivel pois, como ji comentamos acima, cada for-
malismo destaca diferentes caracteristicas dos sistemas fisicos aos quais sao aplicados.
Por outro lado, tem sido cada vez maior o interesse no estudo de Teorias de Gauge
cujos Lagrangeanos contém derivadas de segunda ordem das coordenadas, ou seja, teo-
rias com Lagrangeanos de segunda ordem; sendo que o formalismo Hamiltoniano para
sistemas singulares j4 foi aplicado com sucesso para tais teorias.

Neste trabalho temos como objetivo principal abordar tanto o desenvolvimento de
um novo formalismo (o de Hamilton-Jacobi) para o tratamento de sistemas singulares
quanto a aplicagao deste a teorias com Lagrangeanos de segunda ordem. Para tanto,
faremos inicialmente um estudo do formalismo Hamiltoniano para sistemas singulares
com Lagrangeanos contendo apenas derivadas primeiras das coordenadas de forma a
fixar o conceito de sistemas singulares e analisar as propiedades que eles possuem.

Comegaremos no capitulo 1 definindo as condi¢Ges que implicam na singularidade
de um sistema e como essa singularidade determina a existéncia de vinculos entre as
coordenadas e os momentos a elas conjugados. Em seguida estudaremos como a simetria
de um Lagrangeano sob transformagoes de gauge locais implica na sua singularidade.

No capitulo 2 detalharemos o formalismo Hamiltoniano para sistemas singulares
mostrando como a existéncia de vinculos entre coordenadas e momentos pode levar
a presenca de fungoes arbitrarias do tempo nas equacgées de movimento de Hamilton.
Analisaremos o significado das igualdades fracas definidas por Dirac e quais as restrigoes
impostas ao sistema pelas chamadas condigoes de consisténcia: a exigéncia de que os
vinculos sejam preservados durante a evolucao temporal do sistema. Estudaremos entao
a classificacao dos vinculos em vinculos de primeira e segunda classes e veremos como

os vinculos de segunda classe podem ser usados para redefinir o paréntese de Poisson
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e eliminar graus de liberdade espurios da teoria. Veremos também a relacao entre os
vinculos de primeira classe e as transformacgoes de gauge, bem como o procedimento
para construir o gerador de transformagoes de gauge no formalismo Hamiltoniano.
Encerrando esse capitulo exemplificaremos o formalismo aplicando-o ao Eletromag-
netismo de Maxwell.

O capitulo 3 serd dedicado ao desenvolvimento do formalismo de Hamilton-Jacobi
para sistemas singulares, porém faremos esse desenvolvimento generalizando-o para o
caso de sistemas singulares com Lagrangeanos de segunda ordem. Em primeiro lu-
gar obteremos a equagao diferencial parcial de Hamilton-Jacobi para sistemas de se-
gunda ordem usando o método dos Lagrangeanos equivalentes de Carathéodory. O
préximo passo serd analisar a estrutura de vinculos presente em sistemas singulares
com Lagrangeanos de segunda ordem, além de apresentar também um breve estudo
do formalismo Hamiltoniano para tais sistemas. Usando os resultados obtidos nessa
andlise, o formalismo de Hamilton-Jacobi serd aplicado ao caso de sistemas singulares
de forma a obtermos as equacgoes de movimento do sistema como equacoes diferenciais
totais. Encerraremos esse capitulo aplicando ambos os formalismos & Eletrodinamica
de Podolsky e comparando os resultados obtidos.

Nas Consideragoes finais discutiremos os problemas existentes em cada formalismo
e que ainda demandam maiores estudos, indicando também os possiveis caminhos para
soluciond-los. Comentaremos também os desenvolvimentos ainda necessirios ao for-

malismo de Hamilton-Jacobi.



1. Sistemas singulares

1.1 Fundamentos

Um dos aspectos que merece destaque na obtencdo das diferentes formulacoes da
Mecéanica Classica é o fato de seu desenvolvimento ser usualmente apresentado numa
forma que pressupoe uma forte hipétese quanto & natureza da funcido Lagrangeana que
descreve o sistema fisico. Para perceber a natureza dessa hipdtese consideremos ini-
cialmente um sistema, descrito por uma funcao Lagrangeana, ou Lagrangeano, L (q, 5])
contendo apenas derivadas primeiras das N coordenadas ¢; (i = 1, ..., N). Por questao
de simplicidade nos calculos trabalharemos inicialmente com sistemas com finitos graus
de liberdade e no momento adequado faremos a generalizacao para sistemas que ten-
ham infinitos graus de liberdade. A formulacao Lagrangeana baseia-se nas equacoes de

movimento obtidas a partir do principio de Hamilton, ou principio da a¢ao estacionaria:

S = /Ldt (1.1)

55 = /5 (Ldt) = 0 (1.2)

As equagoes de movimento obtidas, conhecidas como equagoes de Euler-Lagrange,

formam um sistema de N equagoes diferenciais parciais de segunda ordem dadas por

) d(&L):O 13)

o \ay,

onde os L; sao conhecidos como as derivadas de Fuler de L em relacao a g;.
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As equagoes de Euler-Lagrange sdo perfeitamente andlogas as equagoes de movi-
mento fisicas do sistema, sendo possivel obter as primeiras diretamente das segundas
usando coordenadas generalizadas (ver ref.[2], capitulo 5, por exemplo).

A formulagao Hamiltoniana é obtida definindo-se a func¢ao Hamiltoniana H (ou
Hamiltoniano) como

H=p; 9 —-L (q,Q> (1.4)

(estamos convencionando uma somatéria nos indices repetidos, exceto onde explicita-

mente afirmado o contrério) onde
oL

é 0 momento canonicamente conjugado a ¢g;. O Hamiltoniano assim definido serd inde-

Di (1.5)

pendente das velocidades ¢; pois 0H/d ¢;= 0.
As equagoes de movimento nesse formalismo sdo conhecidas como equagoes de movi-

mento candnicas (ou de Hamilton) e sdo dadas por:

oH .
— —q; 1.
OH .
— 1.7
o (1.7)

A equagao (1.6) é conseqiiéncia direta da defini¢do de H enquanto a equagao (1.7)
decorre das equacoes de Euler-Lagrange. Portanto as equacoes de movimento de Hamil-
ton formam um sistema de 2N equacoes diferenciais parciais de primeira ordem, equiva-
lente ao sistema formado pelas equagoes de Euler-Lagrange. Agora temos dois conjuntos
de N varidveis independentes, ¢'s e p’s, sobre as quais devemos impor 2N condigoes
iniciais necessarias para a resolucao das equacoes de movimento de Hamilton. Essas
exigéncias sao inteiramente analogas as das equacoes de FKuler-Lagrange: naquele caso
tinhamos N variaveis independentes e N equagoes de segunda ordem, o que nos obri-
gava a ter também 2N condigoes iniciais, fornecidas pelos valores iniciais dos ¢'s e dos

q s, para podermos resolver o sistema dado pela equacdo (1.3).
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A equagdo de movimento para qualquer fun¢io g (¢,p) é dada por

dg

D (o1}, (1.9

onde {A, B} é o paréntese de Poisson entre A e B:

9AOB 9B 9A

ABy=2298 _ 98
{ } 0q; Op;  0q; Op;

(1.9)

Um ponto fundamental da formulagao Hamiltoniana é a necessidade de expressar
todas as quantidades fisicas em termos das coordenadas ¢'s e dos momentos p's, que
sdo as chamadas varidveis candnicas. Para tanto é necessirio expressar as velocidas ¢;

como fungoes das coordenadas e momentos, i.e.

%= fi(q,p), (1.10)

e substitui-las em todas as grandezas fisicas em que aparecem, inclusive no Hamilto-
niano. Ou seja, trocamos a descri¢do do sistema em termos do conjunto de varidveis
(q, Q) ; que descreve o chamado espago de fase das velocidades; pela descrigao em ter-
mos do conjunto (g, p); que descreve o chamado espaco de fase dos momentos; onde os
momentos conjugados p sdo dados pela equagdo (1.5). A expressdo espaco de fase é
comumente usada na literatura para designar o espaco descrito pelo segundo grupo de
variaveis e serd nesse sentido que a empregaremos neste trabalho.

Esse processo de troca de varidveis é conhecido na teoria das equagoes diferenciais
parciais como transformacao de Legendre. Nao nos deteremos aqui nos detalhes formais
da transformacao de Legendre, para maiores detalhes pode-se consultar a literatura
especializada [13]. O aspecto importante a ser notado é que, para que todo o processo
seja consistente, é preciso escrever todas as velocidades como fungoes das coordenadas
e momentos.

E um resultado conhecido do cdlculo [14, 15] que, dadas n varidveis y; como fungoes
de outras n varidveis z; (v; = y; (z1,-..,2Z5)), elas sé poderdo ser invertidas de forma

a expressar todos z; em funcdo dos y; se o determinante da matriz Jacobiana, cujos
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elementos sao dados por
Oyi
aile ’

nao se anular. Essa condigao nada mais é que a exigéncia de que as n fungoes y; sejam

J,'j =

(1.11)

linearmente independentes entre si.
Aplicando essa condigdo ao caso em questao verificamos que, para a passagem para
o formalismo Hamiltoniano ser consistente, é necessirio que a matriz

Ho:— api . 82[4 .
Y04 0404

i,j=1,..,N (1.12)

seja ndo singular, ou seja, que seu determinante ndo se anule. A matriz H é conhecida

como matriz Hessiana do sistema. Os sistemas fisicos que satisfazem & condigao
det ||| # 0 (1.13)

sao classificados (assim como seus Lagrangeanos) de regulares, do contrario sdo chama-
dos de singulares. Para sistemas regulares nao teremos maiores problemas na pas-
sagem para o formalismo Hamiltoniano, contudo no caso de sistemas singulares nao
serd possivel escrever as velocidades ¢; na forma mostrada pela equacio (1.10).
Consideremos entdo o caso de um sistema cuja matriz Hessiana seja singular e tenha
posto K = N — R (R < N). Para uma matriz com essa caracteristica é sempre possivel
encontrar uma sub-matriz de tamanho K x K cujo determinante seja nao nulo. Sem
perda de generalidade podemos assumir que essa sub-matriz esteja no vértice inferior

direito da matriz H, i.e.:

2
L
Hab = 8p-ll = a . ;aab =R+ 17"'7N (114)
a9 09,0
det || Hgpll # O (1.15)

Isso significa que podemos resolver K velocidades ¢, em funcio das coordenadas

¢'s e dos momentos p's e das R velocidades ¢, restantes, onde o = 1, ..., R:

qa: fa (%pbaqa) (1'16)
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Substituindo na definicdo dos momentos canonicamente conjugados temos que:
pi =9; (q7 qaa qa) =9; (qa fa (qapba qa) aqa) =G (qapba qa) (117)

Entretanto temos que p, = g, para b = R + 1,..., N e conseqiientemente as R
expressoes restantes para os momentos p, (o = 1,..., R) ndo podem conter nenhuma
das R velocidades 4, ndo resolvidas, do contririo seriamos capazes de resolver algumas
delas em fun¢do dos momentos p,, 0 que iria contradizer o fato da matriz Hessiana ter

posto K. Desse modo temos:

Pa = go (¢, Pp) (1.18)
Dy = Pa — Yo (¢:) =0 (1.19)

Isso equivale a termos R relagoes do tipo

Pa(g,p) =0 (1.20)

que atuam como vinculos aos quais o sistema, estd submetido. Esses vinculos sao chama-
dos vinculos Hamiltonianos e, a menos que seja afirmado explicitamente o contrario,
serd deles que estaremos falando ao nos referirmos simplesmente a vinculos.

E importante notar que a singularidade da matriz Hessiana representa um problema
também na formulacdo Lagrangeana. As equagbes de movimento de Euler-Lagrange

(equagdo (1.3)) podem ser escritas como
Li = V; (q,Q,t) - Hij (q, Q, t) éj: 0 (1.21)
onde
oL o*L .
=~ ———4; (1.22)
0g; d9; aqj
e H;; é a matriz Hessiana.

Como os elementos da matriz Hessiana sao os coeficientes das aceleragoes, s6 poder-

emos resolver as equacoes de Euler-Lagrange em termos dessas ultimas se, e somente
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se, a matriz Hessiana for inversivel e para isso é necessario que det ||H;;|| # 0. Se essa
condicao for satisfeita entdo as N equagbes de Euler-Lagrange serdo equagtes difer-
enciais de segunda ordem e funcionalmente independentes entre si. Poderemos entao

escrever:
6= (H )jiVé (.9) (1.23)
Caso a matriz Hessiana seja singular, com posto K = N — R por exemplo, teremos

R autovetores com autovalor nulo, i.e.
uf‘ ij = 0, (1.24)

onde a = 1, ..., R. Desse modo teremos R combinacoes lineares das equagoes de Euler-

Lagrange, dadas por
’U,?Li = ’U,Zq (V; (q,Q) — Hij (q, Q) qJ) =0
usv; (q, ('1) =0, (1.25)

que nao contém as aceleracoes. Se as expressoes do tipo acima nao sao identicamente
satisfeitas sdo chamadas de vinculos Lagrangeanos. Esses vinculos devem ser tratados
por um formalismo Lagrangeano adequado que nio serd abordado aqui, contudo o
estudo do formalismo Lagrangeano para sistemas vinculados pode ser encontrado na

referéncia [16] e, com maiores detalhes, na referéncia [17].

1.2 Vinculos e simetrias

Um dos aspectos de maior interesse no estudo de sistemas singulares é a relagao entre a
existéncia de simetrias locais e a singularidade da matriz Hessiana de um sistema fisico,
com a conseqiente existéncia de vinculos. Tal relacao foi estabelecida inicialmente,
na formulagdo Lagrangeana, por P. G. Bergmann e colaboradores em uma seqiiéncia
de quatro trabalhos [5, 6, 7, 8] que talvez constituam a primeira proposi¢cdo de um

tratamento consistente para sistemas singulares da forma como os concebemos hoje.
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Para examinarmos essa relacdo devemos inicialmente abordar as transformacoes
de simetria de um sistema e para isso analisaremos sistemas com infinitos graus de
liberdade seguindo a abordagem feita na referéncia [16].

Consideremos entao que o sistema fisico seja descrito pelas coordenadas continuas
(campos) ¢4 (7); A = 1,..., N; que sio fungdes dos parametros 74, a = 1,..., M. As

equacoes de movimento do sistema serao dadas por

oL oL

La= 562 = %5 (ae)

557 =0b=1,.., M, (1.26)

e sao obtidas por meio do principio de Hamilton a partir de uma densidade Lagrangeana

L=L (qu,aaqu,r), ie.

55 = 0; S[¢] :/ £ (44,0°9%,7) dr, (1.27)
Q
onde:
o_ 9
o= (1.28)

Se fizermos uma transformacio nas coordenadas ¢ e nos parametros 7, do tipo
o . ~A ~A
To=Ta (1);6 =6 (4" (7).7) (1.29)
(conhecidas como transformagoes de ponto) teremos que, sob essa mudanca de varidveis,

a integral da agdo serd escrita como [18]

5[0 =[2 (37,5 .7) a (130)
Q

o /A anA ~A anA ~A anA N
E(65797) =a(Z) (o0 (67,079 7) 00 (67579 7) .7 (7))
T
(1.31)
onde J (7‘ / ’?) é o Jacobiano da transformacéo 7 T eos campos e coordenadas antigos

sao escritos em funcao dos novos usando a transformacao inversa aquela descrita pela

equagao (1.29).
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~ ~A
As derivadas de Euler de £ em relacao as novas varidveis ¢ sao:

La (7) = 0L 5 0L (1.32)

5 ,J)A_ b 5 (5135/1)

La(7) =7 (;) a"iiLB (1) (1.33)
T/ 8¢

Portanto, se Lp = 0 teremos 7 A= 0. Conseqiientemente, sob as transformacoes de
ponto descritas pela equagao (1.29), as equagdes de Euler-Lagrange ainda descrevem a
dindmica do sistema. Isso pode ser visto diretamente da agio transformada (1.30), pois
o principio da agao estaciondria nos fornece exatamente E A (?) = 0 como equagoes de

movimento do sistema.
Contudo, isso nao garante que a forma das equagoes de Euler-Lagrange seja a mesma

apés a transformacdo. Para isso serd suficiente que a acao nao tenha sua forma alterada,

ou seja:
5[0 =st =2 (5185 7) = (57,5°5".7) (131)
~A nanA N )
éﬁ(qs ,0 ¢ ,T)dT:éﬁ(qu,a ¢A,T)d7 (1.35)

Fazendo uma mudanca de varidveis na integral & esquerda da igualdade temos
~ ~A anA
IR <1> c (¢ 5 ,T> ar=[ £ (4", 0%9",7) ar, (1.36)
T
Q Q

~A sanA
onde L <¢ ,0 ¢ ,'r) deve ser considerada agora uma funcio parametrizada por ¢4,

0°¢* e T usando as transformacoes (1.29).

Devemos ter portanto:

/ [J (;) c (5A,5GZSA,?) .y (qu,aaqu,T)] dr =0 (1.37)
Q
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Para que a ultima identidade se cumpra é preciso que o integrando seja uma, di-
vergéncia:
T ~A ~and A A
I\ - E((f) 0 ¢ ,T)—,C((f) 09", 7) = A, (1.38)
Podemos também escrever a mudanca de varidveis na integral & esquerda da igual-

dade na equagcdo (1.35) como

~A gAY e

/c (qS .0 ¢ ,r) dT:/L (¢, 09", 7) dr, (1.39)

5 Q

onde usamos a inversa da transformacio dada pela equagio (1.31). Conseqiientemente

a equagao (1.35) se torna:
[ [E (¢4, 00", 7) = £ (9%, 0%, 7) ] dr = 0 (1.40)
Q

Esse resultado implica novamente no fato de que o integrando deve ser uma di-

vergéncia, portanto:
L (¢",0%" 1) — £ (g%, 0°",7) = A, (1.41)

A densidade Lagrangeana que satisfaz & igualdade acima é dita quase-invariante,
sendo que para 0°A, = 0 ela é dita invariante. Toda transform¢ao do tipo (1.29) para
qual a densidade Lagrangeana satisfaca a expressao acima é chamada de transformacao
invariante.

As transformacoOes invariantes sdo apenas um sub-conjunto das chamadas trans-
formacgoes de simetria, que sdo aquelas que transformam solucées das equacoes de
movimento em solucgdes das novas equagdes de movimento. A condigdo (1.38), ou
sua equivalente (1.41), sao condi¢des suficientes para que as transformagoes dadas por
(1.29) sejam transformagoes de simetria e, além disso, garantem a invaridncia da agao
e a preservagao da forma das equacdes de movimento.

Considerando que as transformacoes (1.29) formam um grupo continuo, basta ex-

aminar transformagoes infinitesimais:
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~A
To=Ta+01ai$ (7) = 0" () +0¢" (7) (1.42)
Em primeira ordem nos infinitesimais podemos considerar 67, e §¢* como funcoes

tanto das velhas quanto das novas varidveis, pois nas expressoes

a(07,)

074 (7) = 070 (7 + 07) = 070 (7) + o 0Tt (1.43)
A
o™ (7) = 69 (r + d7) = 66 (7) + o197) (;Z ) 57y + .. (1.44)

os segundos termos das expansoes ja sao de segunda ordem e conseqiientemente, em
primeira ordem, §¢4 (?) = 0¢A (1) e 67, (7N') = 074 (7).

A variacao das derivadas das coordenadas é dada por:

5 (0°9*) 55 —gept = I g 3 _gaga (1.45)
T(l
Usando (1.42) teremos

0 5
5 (aaqsf‘) = Ma” ¢ —0%" (1.46)

Ta
5 (0°9*) = 0" EA _geph — T gp ¢ (1.47)

Ta

5 (%) = 039 — (8%9m,) (0°¢™) , (1.48)

sendo que no tltimo termo do lado direito da igualdade mantivemos apenas os termos
até primeira ordem nos diferenciais. As operacoes § e 3% nao comutam, como pode ser

visto acima. J4 a variagdo da forma §, definida como

560 =4 (- = (F)-¢'0+d -4 (F)  (a9)
59" =3¢ (1) - (9°9") b7 (1.50)

e que compara os valores das fungoes novas e antigas no mesmo ponto, comuta com 9°.

Essa propiedade pode ser facilmente verificada a partir da prépia definicio de §:

~A

P =03 - =0 (3 - )= (5¢%) (s
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A partir de (1.50) podemos ver que a variacao ¢ de uma func¢io se divide em duas
partes

59 (1) =5 ¢" + (0°¢") o7, (1.52)

onde o primeiro termo é a variacio funcional da forma de ¢“ e o segundo é a variacao

de ¢* devido & mudanca nos pardametros 7.

O Jacobiano J (7‘ / 7'), mantendo apenas 0s termos em primeira ordem, sera:

J (;) =1+ 0° (67,) (1.53)
Substituindo na expressao (1.38) teremos
~A anA
(1+0%(0ma)) £ (¢> ,0 ¢ ,T> — L (¢, 0", 7) = 0"0A, (1.54)

onde o termo A, presente na equagao (1.38) é substituido por uma quantidade infinites-

imal §A,. Usando a variacio §' de L, devido apenas & variagdo de seu argumento e

dada por
~A anA
§L=1C (¢ 9 ¢ ,T> - (¢A,aa¢A,T) (1.55)
oL oL oL
! N dad A = a A el 1
IL = 500 +a(aa¢A)‘5(‘9 ¢ >+6Ta57‘“ (1.56)
teremos em primeira ordem:
8L+ L% (61,) = 0%, (1.57)

Podemos porém escrever o termo a esquerda da igualdade, usando a equagao (1.56),

comao:
8L+ L3 (67,) = 6'L + 0% (L67,) — 67,0°L (1.58)
oL oL oL
! a _ A0 Y~ A a A W — 0T, a 1.
5L+ LO" (3ra) = O (£070) + 5208 +7a(aa¢A)5(3 ¢ )+67a57 57,0°L (1.59)
Usando
ap_OL 1004 oL baa A oL
il L =5 (0°9*) oo + 5T (6b0¢*) oo + 507 (1.60)
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obtemos:

8L+ L0 (6r,) = 0 (LoTa) + % 094 — (0°¢") 67a] +
oL

R TE o [0 (0°9*) — (0°0"¢*) o7]
Usando a equagdo (1.50) teremos:

5L+ L0 (01g) = 0 (Lome) + 2L 5o+ — 2K 5 (6°¢*)

oA 2 (0494)
8L+ L3 (575) = % (LI7,) + a% 5t + %aa 5 ¢*

a a oL A
8L+ L3 (51,) = O (£07a) + 57 8 6" +

(i) o (52 Y5

(094 0 (0°¢")
8L+ LI (75) = 0% (LITa) + La & ¢ + 8° (quﬁ/‘)
‘ ’ (09

Substituindo esse resultado na expressao (1.57) temos

Lag¢*+0°5C, =0
onde:
oL - 4
a = o T a7 a0 AN — A,
0C, = LOT, +8(8‘1¢A)5¢ 0

(1.61)

(1.62)

(1.63)

(1.64)

(1.65)

(1.66)

(1.67)

A relagao entre a quase-invariancia da densidade Lagrangeana e leis de conservagao

é dada pelos dois teoremas de Noether. Um estudo detalhado desses teoremas pode ser

encontrado na referéncia [19]. Neste trabalho nos deteremos apenas no segundo deles,

que trata de transformagGes infinitesimais geradas por grupos continuos infinitos, para

o qual apresentaremos uma demonstracdo simplificada. Seu enunciado é:

Segundo Teorema de Noether:

funcao Lagrangeana.

Se a agao é invariante sob uma transformagcao infinitesimal gerada por um grupo
continuo infinito parametrizado por r funcoes arbitririas, entao existem r iden-

tidades, algébricas ou diferenciais, independentes entre as derivadas de Euler da
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Consideraremos transformacées cuja forma é dada por
070 = e (1) Xa (1) ;66 = ex (1) @ (4,7) + epa (1) ¥H4 (¢, 7) (1.68)

onde k = 1,...,7 e g sao funcoes arbitrdrias dependentes dos pardmetros 7 e g4 €
a derivada de ¢; em relagdo a 7®. Devido a essa dependéncia em 7 as tranformacées
do tipo acima sdo chamadas de transformacoes locais, de gauge locais ou de gauge de
segundo tipo. Em principio, essas transformagoes podem envolver derivadas de ¢, de
ordem maior, porém nao examinaremos esse caso aqui pois as transformacées do tipo
acima sdo suficientes para obtermos os resultados desejados e, além disso, incluem a
maijoria dos sistemas fisicos. O caso de transformacoes sem essa restricao foi tratado
por Bergmann & Anderson [8].

A exigéncia de que as transformacées formem um grupo implica que o comutador
de duas transformagoes (com funcoes e, e €}, por exemplo) deva ser uma transformacao

do mesmo tipo, ou seja:
(0c0 — 0er6.) ¢ = e @A + ¢ , TFAe (1.69)

Essas relacoes de comutacio impoem restricoes & forma funcional de ®%4 ¢ wkAa,

Usando as transformacoes (1.68) na equagao (1.50) temos:
54" = @+ e U — (0497 et (1.70)
5 ¢" = ex (054 — (8°9) XE) + epWHAe (1.71)
Integrando a equacio (1.66) e usando a expressdo acima para § ¢4, teremos:

/ LA 3 dAdr =0 (1.72)
Q

/ Lafer (244 — (867) x8) + epa®] dr = 0 (1.73)
Q
Fazendo uma integracdo parcial no segundo termo entre colchetes obtemos

/ [5kL A ((DkA - (aa¢A) x’;) — €10, (L AW@)] dr+ 7{ exLaUFA%dg, =0, (1.74)
Q o0N
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onde 912 é o contorno do espago de integracao 2 e do, é o elemento de drea sobre esse
contorno.
Como as fungoes ¢ sdo arbitrarias podemos escolhé-las de forma que elas e suas

derivadas se anulem sobre o contorno 9€2. Com essa escolha teremos:

/ er [La (854 — (9°%) x8) — 8 (LaT*%)] dr = 0 (1.75)
Q

Novamente usamos o fato de as funcoes € serem arbitrarias para escrever:
Ly (@ = (0°¢%) xk) — 00 (LaTH4%) =0 (1.76)

Essas identidades sao validas independentemente do fato de o sistema estar ou nao
na trajetéria fisica determinada por L4 = 0, caso no qual elas sdo satisfeitas trivial-
mente, e sao as r identidades mencionadas no segundo teorema de Noether. As relacGes
(1.76) sao também conhecidas como identidades de Bianchi generalizadas (nome orig-
inado da Relatividade Geral) e indicam que as equagtes de Euler-Lagrange nio sdo
independentes entre si.

Consideremos agora as derivadas de Euler (1.26) escritas, de forma semelhante a

(1.21), como

La=Va($,0¢,7) — Hiy (¢,00,7) 0a0p9”, (1.77)
onde:
oL %L %L
VA (¢7a¢77) = 6¢A - 8(8b¢A) aTb - a(ab¢A) aquabqu (178)
oL
ab

Substituindo na expressao (1.76) temos:
La (@’“‘ - (aaqu) - aawa) — gk [, =0 (1.80)

Ly (@ = (0°¢*) xk — 0,0F4%) — Wh4e5, (V4 — Hpo:0p6" ) = 0 (1.81)
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L, ((I)kA . (aa¢A) Xl; . aa\IjkAa) . \IjkAaaaVA +

+ 0k, (HYp) 00567 + UF4 HY50,0.046" = 0 (1.82)

Na expressdo acima apenas o ultimo termo contém derivadas terceiras dos ¢? e
essas derivadas aparecem linearmente, conseqiientemente esse termo deve se anular

independentemente dos outros. Portanto devemos ter:
wkAC 0,005 = 0 (1.83)

Como essa expressio deve ser valida para cada derivada terceira 0,0.0,¢7 e estas
sao totalmente simétricas nos indices a, b, c; teremos

kAa gych —
{w HAB}(a,b,c)_O (1.84)

onde {}( a,bc) indica a simetrizacao em relacdo aos indices a, b, c. Se 7y for o parametro

de evolugdo temporal H%); serd a matriz Hessiana do sistema:

o°L L
00 __ _
Hap = 0 (0op?) 0 (009B) aéSA ¥ (1.85)

A expressao (1.84) torna-se
TRAO 0 — 0 (1.86)

TkAO n3o forem identicamente nulos, eles serdo as componentes

e indica que, se todos os
de r autovetores da matriz Hessiana com autovalores nulos.
Mesmo que todos os UF4¢ fossem nulos havers tais autovetores, pois nesse caso a

equagao (1.82) se reduz a:

I (q)kA _ (aa¢A) Xﬁ) -0 (1.87)
(va — HLpo008”) (854 — (9°6*) x5) = 0 (1.88)

VadHt =V (0°97) xb — Hefpou0yo® (@84 — (0°9") xk) =0 (1.89)
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Apenas o tltimo termo da expressio acima contém derivadas segundas dos ¢ e
novamente a dependéncia é linear, portanto esses termos devem se anular independen-

temente e conseqiientemente:
(@~ (0°9") X&) Hp0000" = 0 (1.90)

Como a derivada segunda é simétrica nos indices ¢ e b devemos ter:

{ (24 - (°9*) x) HﬁbB}(c,b) =0 (1.91)
Para ¢ = b = 0 temos
(o84 — (0°¢") xk) HY = (1.92)

e portanto as expressoes (@kA — (8%5‘4) chf) sao as componentes de r autovetores da
matriz Hessiana com autovalor nulo.

Os resultados obtidos acima nos mostram que o fato de a acao ser invariante, ou
equivalentemente, de a densidade Lagrangeana ser quase-invariante sob transformacoes

de gauge locais implica na singularidade da matriz Hessiana. Ou seja:

Um sistema cuja acdo seja invariante sob uma transformacao de gauge local é

necessariamente singular e conseqiientemente apresentara vinculos.

A inversa dessa afirmacao nao € verdadeira pois existem sistemas com vinculos
cuja densidade Lagrangeana ndo é quase-invariante sob transformagoes de gauge locais.
Veremos no préximo capitulo como determinar se um vinculo esta ou nao relacionado

com simetrias sob transformagoes de gauge locais.



2. Formalismo Hamiltoniano para sistemas

singulares

Apresentaremos agora o formalismo Hamiltoniano para sistemas singulares, também
conhecido como formalismo de Dirac pois foi este quem desenvolveu seus fundamen-
tos [9, 10, 11]. Atualmente esse formalismo constitui a abordagem mais utilizada no
tratamento de sistemas vinculados e o estudaremos aqui de forma a comparar seus
procedimentos e resultados com o formalismo de Hamilton-Jacobi que sera apresentado
a seguir. Neste capitulo trabalharemos novamente com sistemas com finitos graus de

liberdade usando a mesma, notacao da secao 1.1.

2.1 Equacoes de movimento de Hamilton

A existéncia de vinculos da forma @, (¢,p) = 0 mostrada na equacao (1.20) nao nos
permitira escrever as equacoes de movimento de Hamilton da forma usualmente feita
na Mecanica Cléssica e para contornar esse problema serd necessirio levarmos explici-
tamente em conta a existéncia dos vinculos. Temos, de acordo com o exemplo usado
na primeira secdo, R vinculos e R velocidades nio resolvidas ¢,, @ = 1,..., R, corre-
spondentes as coordenadas cujos momentos canonicamente conjugados p, Sa0 €Xpressos
segundo a equagdo (1.18). Adotaremos inicialmente a seguinte notacdo: os indices gre-
gos irao se referir as R coordenadas, especificadas acima, cujas velocidades nao sao

resolvidas, os indices latinos irdo se referir 4s K coordenadas cujas velocidades ¢, sio
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resolvidas da forma mostrada na equacgio (1.16); excecao feita as letras i, j e n serdo
usadas para especificar todas as N coordenadas.
Levando em conta as consideragoes acima o Hamiltoniano definido na equagao (1.4),

e que passaremos a chamar de Hamiltoniano candnico, serd dado por:

H:=ga (%pb) qa +pafa (%pbaqa) - L (Qaqa: fa (Qapbaqa) aqa) (2'1)

Derivando parcialmente em relagao aos ¢'s, aos p, e as velocidades nao resolvidas

4, e usando a defini¢io dos momentos, teremos:

OH., . 0gq 0fs. OL  OL 0f, P 090 OL

:qa _|_ A T A T T = a _— 22

0q; 0g; p 0¢i  0¢i 04, 0qi dg;  0g; (22)
O0H, Ofy . O0ga  OL Ofy . 0o . . 0o

— f, 4+ + 4, — == = fat s =4y + 9a 2.3

O0pa 1 Py 0pa Opa 09 Opaq 1 0pq 0pa ( )

OH, of, OL  OL of, oL
— =g, + — - — — — — =y — —— = 2.4
0d, TPy 04, 0606 0 a4, 24)

A dltima das equagOes acima nos mostra que o Hamiltoniano canénico nao pos-
sui dependéncia explicita nas velocidades nao resolvidas. Além disso, usando
as equacoes de Euler-Lagrange (1.3) junto com a definico dos momentos, podemos

escrever as equagoes (2.2) e (2.3) como:

. O0H, . 0gq OH, . 0g,
= — — 4, = — a 2.
& ( 0g; 0q; ) dq; T 0q; (2:5)
: OH, . 0gq
o= e g 2.
9 apa I apa ( 6)

Se esquecermos por um instante que @, é nulo e usarmos a definicdo dos vinculos,

dada pela equacdo (1.19), temos:

0%, _ Opa  0ga _  09a

Bpa N apa apa B apa

0%, _ Opa  0ga _  0Oga

d0¢;  0q¢i Oq  Oqg;
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Podemos entdo reescrever (2.5) e (2.6) como

. OHp
— 2.9
OHp
== 2.10
a apa ( )
onde
Hp=H.+ 4, ®, (2.11)
é chamado de Hamiltoniano primdrio.
Usando o fato de que a igualdade
. OHp . 0% . i
= =0 — =4 dp8 = 2.12
1T Ope P gy e e (212)
é identicamente satisfeita, podemos reescrever a equagio (2.10) como:
. OHp
= ——— 2.13

Sendo novamente pouco rigorosos, ji que nem todos os momentos sao varidveis
independentes e portanto o espaco de fase nao sera bem definido, podemos usar o
paréntese de Poisson para escrever a equagao de movimento de qualquer funcao F (g, p)
como:

dF

— = {F.Hp} (2.14)

Devemos entretanto chamar a atengao para alguns aspectos importantes desse pro-
cedimento. Em primeiro lugar, a equagdo de movimento (2.12) para as coordenadas ¢,
é trivial e, junto com o fato de o Hamiltoniano canénico nao depender das velocidades
4., implica que estas velocidades sdo varidveis arbitririas nesse formalismo Hamilto-
niano para sistemas singulares. As equacgbes de movimento fisicamente relevantes sao
apenas as N + K (2.9) e (2.10) e ndo mais as 2N equagbes de movimento (1.6) e (1.7)
do caso nao singular.

Em segundo lugar, o paréntese de Poisson nao é bem definido, como dissemos acima,

pois as varidveis candnicas nao sao independentes entre si devido & presenca dos
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vinculos e portanto o espaco de fase nao estd bem definido. Por dltimo, é importante
notar que, para obter os resultados corretos, ndo usamos o fato de os vinculos @, serem
nulos nas equagoes de movimento de Hamilton (2.9) e (2.13) antes de calcularmos as
derivadas e, conseqilentemente, devemos fazer o mesmo na equagao (2.14) antes de
calcularmos o paréntese de Poisson.

O primeiro a usar esse método foi Dirac [9] que partiu do principio de que o Hamil-
toniano canénico H, nao pode ser fisicamente distinguivel do Hamiltoniano primério
Hp, definido na equagdo (2.11), pois eles diferem apenas numa combinagio arbitriria
dos vinculos ja que as velocidades 4, sdo arbitrarias. Contudo, para que H. e Hp nio
fornecam resultados trivialmente idénticos, é necessirio ndo usar os vinculos antes de
calcular os parénteses de Poisson. Dirac definiu entao as igualdades fracas, simbolizadas

”

por =", como sendo aquelas que nao devem ser usadas até que sejam calculados os

parénteses de Poisson. Desse modo, os vinculos devem ser reescritos como:
P4 (g:p) =0 (2.15)

Veremos agora um tratamento consistente que justifique a defini¢ao das igualdades
fracas e como elas permitem utilizar os parénteses de Poisson de forma coerente nas
equacoes de movimento apesar de as varidveis canonicas nao serem independentes entre

si. Para essa finalidade seguiremos a abordagem usada na referéncia [17].

2.2 Igualdades fracas e fortes

Devido a existéncia dos vinculos ®, o movimento do sistema nao se realiza mais em
todo espago de fase 2N dimensional, mas sim numa hipersuperficie U de dimensao
N + K = 2N — R definida pelos R vinculos e que chamaremos de hipersuperficie dos
vinculos. O Hamiltoniano candnico estard definido apenas nessa hipersuperficie pois
ao fazermos as substitui¢oes das equagoes (1.16) e (1.18) no Hamiltoniano canénico

estamos na verdade nos restringindo a U.
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Contudo, para podermos definir relagoes como o paréntese de Poisson, serd ne-
cessdrio trabalharmos com uma fungio definida em todo o espacgo de fase, calcular
suas derivadas em relacao aos ¢'s e p's e s6 entao restringir as varidveis canonicas
hipersuperficie dos vinculos. Na verdade s6 é preciso lidar com fungoes definidas numa
”casca” de espessura finita (tdo pequena quanto se queira) envolvendo a hipersuperficie
dos vinculos [9].

Consideremos duas funcoes z (q,p) e s(q,p) definidas numa vizinhanga finita de U.
Elas serao fracamente iguais quando seus valores sobre U, obtidos fazendo-se uso da

equagdo (1.18), forem iguais. Essa igualdade fraca serd representada por:

z(g,p) ~ s (q,p) (2.16)

Quando além disso os ”gradientes” no espago de fase, cujas componentes sao dadas
por (0z/0g;,0z/0p;) para z e por (0s/0q;, 0s/0p;) para s, também forem iguais sobre

U, diremos que as fungoes sdo fortemente iguais e representaremos essa igualdade por:

z(q,p) = s(q,p) (2.17)

E importante notar que primeiro calcula-se os gradientes considerando todos os ¢'s
e p's independentes e somente depois restringimos seus valores a U usando a expressiao
(1.18). As igualdades ”=” usuais serdo usadas para indicar o desenvolvimento das
equagoes ou resultados obtidos a partir das definigoes.

A hipersuperficie dos vinculos é definida por igualdades fracas pois, considerando

os @, como fungoes , = po — ga (¢, pp) definidas em todo espago de fase, podemos

definir U a partir das igualdades fracas:

@y =Pa — ga (¢, ps) =0 (2.18)

Por outro lado, como as funcées g, nao dependem dos p, teremos que

0, Opa
= — =3 2.19
Bps ~ Bpy 0o (2.19)
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e portanto o gradiente de ®, nunca se anula sobre U, conseqiientemente ®, nao pode
ser fortemente nulo.

Além disso, se uma funcdo w é o produto de duas funcoes z e s que sdo fracamente
nulas, ou seja w = z-s e s =& z = 0, entdo essa funcdo serd fortemente nula. Para
verificar isso consideremos a derivada de w em relagdo a qualquer uma das varidveis
canodnicas, g; por exemplo:

ow 0z 0s

— = —8+z— 2.20
0q;  Og; dq; (2.20)

Como s = z =~ 0 temos que Jw/dq; ~ 0. O mesmo argumento é vilido para dw/dp;
e portanto o gradiente de w é fracamente nulo. Isso significa que seu valor se anula
sobre U, o que implica em w ~ 0 por definicao.

Uma questao pode ser logo colocada: se duas fungoes z e s sao fracamente iguais qual
é a igualdade forte que pode ser estabelecida entre elas? Para respondé-la consideremos
dois pontos sobre a hipersuperficie U com diferencgas infinitesimais dg e dp entre as
varidveis candnicas de cada um. Como estamos sobre U as relages (1.18) sdo vélidas

e apenas os d¢; e os dp, serdo independentes, sendo os dp, dados por:

_ 99a ' 09a
0pa = 9q; dg; + e

5Pa (2.21)

Como os pontos estdo sobre U temos z = s e isso implica em §z = ds. Usando as

expressoes para 0z e s dadas por

0z 0z 0z
0z = a—qz(sqz + 8—pa(5pa + %517& (222)
0z 0z 0gq 0z 0z aga)
A : Iz . 2.2
oz (8% * Opq 0g; ) 04 + (Bpa * Opa Opa 2 (2.23)
e
Os 0s 0s
= g+ L py + 5y, 2.24
5s aqiéq + 8pa<5p + apaép (2.24)

0s 0s 8ga) ( 0s 0s aga)
(582(—+— 0q; + + — 1 2.25
0g; Opa 04; & Opq Opa Opa Pa ( )
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(nas quais usamos a igualdade (2.21)) obtemos:

Oz 02 09a _ Os | 95 Oga
0qi  Opa O0qi  Ogi  Op, Og;

0z ﬁ 09o  Os ﬁ 09a
8pa 8pa apa B apa apa 3pa

(2.26)

(2.27)

Podemos reescrever essas equagoes em termos das fungoes @, = po — 9o, lembrando
que ainda nao restringimos as funcoes a hipersuperficie U e portanto os momentos p,
ainda estao sendo tratados como varidveis independentes. A partir da expressio (2.26)
obtemos:

0z 0z 09, Os 0s 09,

0¢; Opa 0q;  Oq; Opa Og;

0 ( 0z ) 0%z 0 ( 0s ) 8%s
S (I LA Y SR A (P LA D A 2.29
9a Bra) T 2 B00pa T LY wrwy (2.29)

Do mesmo modo, a partir de (2.27) obtemos:

(2.28)

9 0200, ds  0s 0%,
0pa O0pa Op, B O0pa O0pa Opq

0 ( 0z ) 0%z 0 ( Js ) 8%s
PR i DIy S 5= By ) 4 el 2.31
I Boa) T 2 e Opa “opa) TP Gpatpe B3

Ao nos restringirmos & hipersuperficie dos vinculos os termos proporcionais a @,

(2.30)

irao se anular e, a partir da defini¢ao de igualdade fraca e das equagoes (2.29) e (2.31),

podemos escrever:

0 0z 0 Js
%4 (Z - ‘P%> ~ b (8 - @%) (2:32)

0 0z 0 0s
_ (I.a_ 7 — Q)a— 2.
0pq (z 8pa) 0pq (S 3pa) (2:33)

Mas podemos generalizar a tltima equagdo trocando o indice a (que vaide R+ 1 a

N) por i (que cobre todas os N valores possiveis) se repararmos que a igualdade (2.19)
faz com que ambos os lados se anulem fracamente quando usamos um dos pg no lugar

dos p,. Fazendo essa mudanca no lado esquerdo da igualdade (2.33) temos

0 ( @ Bz) 0z 09, 0z 0%z

2 (e, )= a5 T2 2.34
Ips * Opa Ops  Ops Opa " OppOpa (2:34)
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0 ( 0z ) 0z 0z 0%z 0%z
_d, )= _35 ) =—-¢,—— =0, 2.35
dpg “Opa)  Ops POpa  *OpsOpa * OpsOpa (2:35)

sendo que um resultado semelhante pode ser obtido para o lado direito da igualdade

(2.33). Desse modo, ela pode ser reescrita de uma forma mais geral como:

0 ( 0z ) 0 ( ds )
—z2—Py— | — (s —Dy— 2.36
Ipi “Opa)  Opi “ 9pa (2.36)
A expressio acima, junto com a equagdo (2.32), implica que
0z 0Os
— P, — 25— D,— 2.37
‘ * Opa i ¢ Opa ( )

como conseqiiéncia da proépia definicdo de igualdade forte. Acabamos portanto de

demonstrar o seguinte teorema, que é a resposta & questido formulada a pouco:

Se duas fungoes sdo fracamente iguais entdo elas diferem fortemente apenas por

uma, combinacao linear dos vinculos.

Podemos entao enunciar o seguinte corolario:

Se uma funcdo se anula fracamente entao ela é fortemente igual a uma combinacao

linear dos vinculos.

Esse coroldrio pode ser facilmente demonstrado pois fazendo s = 0 temos que z =~ 0

e como consequéncia do teorema acima, temos:

(6]

Com esse formalismo o Hamiltoniano canénico H, dado pela equagao (2.1), e que
86 é definido sobre U, pode ser estendido para todo espaco de fase, ou ao menos para
uma vizinhanca finita de U, por uma funcio H' que seja fracamente igual a H., ou
seja, que se iguale a H. sobre a hipersuperficie U. E importante lembrar que, apesar
de H. ser independente dos momentos p,, H' pode depender dessas varidveis.

O fato de termos H' ~ H,. implicard, de acordo com as equagoes (2.32) e (2.36) e

levando em conta a independéncia de H. em relacao aos momentos p,, nas igualdades:

OH, O ( , 8H’>
~—(H —-®
0g;  0g¢; * Opa

(2.39)
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OH, 0 ( , BH’)
~ o (H -3, 2 2.40
Op;  Op; O0pa (2.40)

Usando nas expressoes acima as equagoes (2.5) e (2.6) junto com o fato de que

Jo = Pa — P, teremos:

) o O0H' . 0P
i~ (-9, 2 ) g, L 2.41
P dq; ( (‘)pa> 0g; (2:41)

. 0 , oH' . 0D,
=~ — —_— . 2.42
da O0pa (H ®a apa) o O0pa ( )

Repare que a iltima equagao é valida apenas para as coordenadas g, cujas veloci-
dades sao resolvidas em funcao das outras varaveis. Isso é devido ao fato de a equacao
(2.6) s6 ser vdlida para essas coordenadas, apesar de ser vilida em todo o espago de
fase e nao apenas sobre a hipersuperficie U. Contudo, podemos estender a equacao
(2.42) para o restante das coordenadas ¢,, cujas velocidades ndo podem ser resolvidas,
pois ela serd trivialmente satisfeita ao usarmos a igualdade (2.19) e o fato dos @, serem

fracamente nulos:

0 OH' . 0P OH' 2H' 0%, 0H' .
— (H' - @ —) & — - ® - ¢ ) 2.43
opp ( * Opa o dps  Ops  “OpsOpa  Opp Opa Tlapda (243)
9 OH' . 0% O2H' .
— (H' -, — -2 P, ———— +9§ ~ 2.44
dpp ( aﬁpa> o Opg *OppOpa T %ap 92”45 (2.44)
Podemos escrever entao:

. o ( , aH’) . 0%,

G~ — (H —®f— | + ¢, —2 2.45

" Op; * Opa * Op; (2.45)

Devemos notar que o termo entre parénteses nas equagoes (2.41) e (2.45), que

chamaremos apenas de H e é dado por

oOH'
H=H —3,2" 2.46
*Ope” (2.46)

é uma funcdo arbitrdria, definida em todo espaco de fase, cuja tnica restricdo é ser
fortemente igual a H., como pode ser visto a partir da prépia definicao de igualdade

forte e das equagoes (2.39) e (2.40). Entretanto devemos notar que, enquanto H,
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é independente dos p,, H depende de todos as varidveis canoénicas. Usando H e a
defini¢do do paréntese de Poisson obtemos, a partir das equagoes (2.41) e (2.45), o

seguinte formato para as equacoes de movimento:
Pim {pi, H} + 4o {pi, Pa} (2.47)

qiz {q’w H} + qa {qla (I)C\t} (248)

Observe que as velocidade nao resolviveis continuam presentes no formalismo, porém
sao indeterminadas e podem ser encaradas como multiplicadores de Lagrange. Pode-
mos usar o prépio Hamiltoniano canonico H, no lugar de H nas equagoes de movimento
acima, ja que, apesar de H nao ser completamente definido, ele é fortemente igual a H,.
Temos entao:

pi% {pich} + qoc {pi7 q)a} (2-49)
qiz {Qich} + qa {Qia Qa} (2-50)

Usando o Hamiltoniano primério definido na equagdo (2.11) temos:

9~ {qi, Hp} (2.52)

Esse resultado é completamente equivalente as equagoes (2.9) e (2.13) que foram
obtidas sem maiores preocupagoes com o rigor matemadtico. A variagdo temporal de

uma funcdo F' (¢, p) serd dada por

dF
W~ 5 11p), (2.53)

um resultado equivalente ao da equagao (2.14). Contudo, esses tltimos resultados foram
obtidos por meio de um desenvolvimento rigoroso e nos ajudam a perceber o verdadeiro
significado das igualdades fracas.

Fica claro entdao por que nao se deve usar os vinculos antes de calcular o paréntese

de Poisson na equacao de movimento acima: o cdlculo do paréntese de Poisson nos
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fornece uma fungao que, ao ser restringida & hipersuperficie U pelo uso dos vinculos, se
torna igual & derivada da funcdo F. Usar os vinculos antes de calcular os parénteses de
Poisson ird fornecer resultados errados devido ao fato de que, se uma funcdo se anula
fracamente, seu paréntese de Poisson com outra fun¢do arbitraria nao ird, em geral, se
anular fracamente.

Como dissemos anteriormente, as velocidades g, sdo parametros arbitrarios no for-
malismo Hamiltoniano para sistemas singulares. As equagoes de movimento (2.51) e

(2.52) podem ser obtidas a partir do problema variacional de extremizar o funcional

S = / (pi & —H.) dt (2.54)

submetido aos vinculos ®,. Nesse caso as velocidades ¢, desempenham o papel de
multiplicadores de Lagrange.

Nas expressoes (2.5) e (2.6) ou (2.9) e (2.10) da se¢ao anterior temos apenas 2N — R
equacoes de movimento e, em principio, precisaremos de um nimero igual de condicoes
iniciais, dadas pelos valores dos p; e g, no instante ¢ = 0, para podermos resolvé-las.
As R velocidades ¢, permanecem como fungdes arbitrarias do tempo que devem ser
escolhidas e substituidas nas equagoes de movimento.

Ja nas equacoes de movimento definidas em todo espago de fase pelas igualdades
fracas (2.51) e (2.52), temos 2N equagoes de movimento e R funcoes arbitrarias do
tempo. Precisariamos entdo de 2N condicbes iniciais para resolver essas equacoes,
uma aparente contradi¢do com as equagoes (2.9) e (2.10). Contudo, a existéncia de R
vinculos @, (¢, p) faz com que apenas 2N — R das condigdes iniciais sejam independentes
eliminando qualquer contradicao.

Analisando de outro modo, as 2N variaveis g, e 4,, do espaco de fase das velocidades
sdo expressas em termos de 2N + R varidveis p, e ¢, € 4,. Mas a existéncia dos R
vinculos @, (g, p) faz com que apenas 2N dessas tltimas varidveis sejam independentes
entre si e portanto ndo podemos ter mais nenhuma relacdo entre elas pois, do contrario,

as variaveis ¢, e ¢, ndo seriam independentes entre si.
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No formalismo Lagrangeano para sistemas singulares pode ocorrer a interdepen-
déncia entre as varidveis g, e 4, devido & existéncia dos vinculos Lagrangeanos (1.25).
Contudo, no formalismo Hamiltoniano, esse caso surge devido a condigbes de con-
sisténcia que devem ser satisfeitas pelo sistema fisico e nao tem relacdo com os vinculos
Hamiltonianos primarios.

Nao abordaremos aqui a relagdo entre os vinculos Lagrangeanos e Hamiltonianos,
contudo tal assunto ji foi bastante estudado na literatura e pode-se mostrar [20, 21]
que os vinculos primérios do formalismo Hamiltoniano sdo decorréncia direta da singu-
laridade da matriz Hessiana e nao correspondem a nenhum dos vinculos do formalismo
Lagrangeano fornecidos pela equagao (1.25). Os vinculos Lagrangeanos podem ser obti-
dos a partir das condicoes de consisténcia dos vinculos Hamiltonianos primérios, que
serdao estudadas na proxima secdo, e portanto somente os novos vinculos Hamiltoni-
anos que surgem dessas condiges (chamados de vinculos secunddrios) corresponderdo
a algum vinculo Lagrangeano.

Essas condiges de consisténcia (que fornecem vinculos Hamiltonianos correspon-
dentes aos vinculos Lagrangeanos) poderdo determinar algumas das velocidades 4,
contudo até agora ndo tratamos dessas condicoes e portanto as velocidades g, devem
ser independentes dos p's e ¢'s e das outras velocidades nio resolvidas [9]. Devemos
também lembrar que, no desenvolvimento realizado até aqui, qualquer dependéncia das
velocidades ¢, em relacdo as varidveis candnicas contradiz o fato da matriz Hessiana
ter posto R .

Contudo é exatamente o fato de ndo termos considerado a necessidade de que os
vinculos, uma vez estabelecidas as condigoes iniciais, sejam preservados no desenvolvi-
mento temporal do sistema que faz com que a argumentacdo apresentada acima seja
valida apenas em principio. Essa necessidade implica no fato de que as derivadas tem-
porais dos vinculos @, (¢,p) devem ser fracamente nulas e, caso essas condigoes de
consisténcia nao sejam cumpridas identicamente, podemos ter novas restricoes sobre as

condigdes iniciais do sistema fisico (novos vinculos) ou entdo podemos ser capazes de
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expressar algumas das velocidades g, em termos das varidveis candnicas.
Como veremos na secao 2.5, a existéncia de relacoes entre os 4, e as varidveis
candnicas ird indicar a existéncia de graus de liberdade sem significado fisico que

poderao ser eliminados da teoria.

2.3 Condicoes de consisténcia

Como foi dito no fim da secdo anterior, uma condicdo essencial para que o formal-
ismo desenvolvido até agora seja autoconsistente é que os vinculos sejam respeitados
a qualquer tempo. Para tanto, ao fazermos F' = ®, na equacgido de movimento (2.53),

devemos ter:

Bom {Bg, He} + G5 {Po, 5} ~ 0 (2.55)

Temos entdo um total de R equagdes (uma para cada ®,) a serem satisfeitas. Essas
equacoes sao chamadas condi¢des de consisténcia e podem nos levar a contradigoes do
tipo 1 = 0, mas nesse caso temos uma indicagao de que a funcao Lagrangeana escolhida
leva a equagoes de movimento inconsistentes. Desconsiderando esse tipo de situacao

podemos ter as seguintes opgoes:

1 - A equagio (2.55) se reduz a 0 = 0, ou seja, é identicamente satisfeita com o uso
dos vinculos existentes e ndo precisaremos mais considera-la.

2 - A equacio resultante é independente das velocidades 4, e envolve apenas as
varidveis candnicas, mas nao se anula fracamente com o uso dos vinculos pois, do

contrario, teriamos novamente o caso 1. Desse modo é uma equacao do tipo

x(g,p) =0 (2.56)

que define um novo vinculo.
3 - A equacgio resultante envolve também as velocidades ¢, e portanto impde

condigOes sobre estas.
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As equagdes do tipo (2.56) surgidas no caso 2 significam que temos novos vinculos
impostos as varidveis candnicas. Esses vinculos, que chamaremos de wvinculos se-
cunddrios, s6 surgem apds a aplicagao das equagoes de movimento. Os vinculos ®,; que
se originam da prépia definicao dos momentos, sem o uso das equagoes de movimento;
passarao a ser chamados de vinculos primdrios.

Com o surgimento dos vinculos secundérios teremos novas condigoes de consisténcia

a serem atendidas, uma vez que devemos exigir que a derivada temporal de x satisfaca:
X~ {x, He} + 45 {x, @5} = 0 (2.57)

Essa condicao pode resultar novamente num dos trés casos descritos acima, podendo
portanto gerar novos vinculos (que também sio chamados de vinculos secundérios) e
que conseqiientemente irdo gerar novas condicoes de consisténcia a serem atendidas.
Prosseguindo o processo até nao surgirem novos vinculos secunddrios teremos como
resultado um certo nimero desses vinculos e uma, série de condicoes a serem impostas
as velocidades ¢,

Considerando que tenhamos um total de M vinculos secundirios apds satisfeitas

todas as condigoes de consisténcia, iremos designa-los pela seguinte notagao:
Xa(¢:p) ®0;a=1,... M (2.58)

A partir desse ponto estamos abandonando a notacdo de indices definida no inicio
deste capitulo e passaremos a indicar explicitamente a faixa de variacdo dos indices
de cada tipo de varidvel. O conjunto total dos T'= R + M vinculos, tanto primarios

quanto secundarios, serd designado por
O, (¢,p) = 0;a =1,...,T; (2.59)
onde os R primeiros vinculos sdo primarios e os seguintes secundarios, ou seja:

O, =%4a=1,....R (2.60)



Capitulo 2. Formalismo Hamiltoniano para sistemas singulares 35

O = X@-rja=R+1,...T (2.61)

E importante notar que a cada novo vinculo secundario que surge hd uma reducao
na dimensao da hipersuperficie dos vinculos. Inicialmente tinhamos uma hipersuperficie
U definida pelos R vinculos primarios com dimensdo K = N — R. Cada novo vinculo
secunddrio reduz de uma unidade a dimensao da hipersuperficie dos vinculos e, ao fi-
nal do processo de obtencao dos vinculos secunddrios, o sistema fisico estard restrito
a uma nova hipersuperficie U’, definida pelo conjunto total dos vinculos primérios e
secundarios, e que terd dimensdao N — T. E sobre essa hipersuperficie U’ que de-
vem ser, de agora em diante, definidas as igualdades fracas e fortes. Portanto, os
vinculos secundarios devem ser tratados da mesma forma que os priméarios em relacao
aos parénteses de Poisson: devemos primeiro calcular os parénteses de Poisson e depois
usar os vinculos, sejam eles primdrios ou secundarios.

Devemos agora analisar quais condicdes serdo impostas sobre as velocidades ¢,
pelo caso 3. Tratando essas velocidades como incégnitas consideremos o sistema nao
homogéneo de equacges lineares, cujos coeficientes sdo fungoes das varidveis canonicas,

e que é obtido a partir das equagoes de movimento para todos os 1" vinculos:
Ou~ {0,,Hp} =0 (2.62)
{©a; He} + da {Oa, P} = 0 (2.63)
Esse sistema deve ter uma solucao do tipo
40 U (g;p) (2.64)

pois caso contrario as condicoes de consisténcia gerariam contradicoes e estamos as-
sumindo que todas foram satisfeitas. Além disso podemos acrescentar a essa solucao

todas as solugdes do sistema homogéneo associado a (2.63) e dado por:

Vo {4, ®a} ~ 0 (2.65)
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Considerando que o sistema acima possua A < R solucbes independentes, a solucao

geral do sistema (2.63) serd dada por
90 Us + v Vig)aia =1,..., A, (2.66)

onde o indice (a) indexa as diferentes solugdes V4, do sistema homogéneo (2.65) e v,

sdo coeficientes arbitrarios. Com esses resultados a equagdo de movimento (2.53) se

torna:
dF .
— ~ AP Hp} = {F,H} + 4o {F, 90} (2.67)
dF
— AR H} + (Ua + vaViaa) {F, ®a} (2.68)
dF
o~ {F He+ Ua®y + fuav(a)acba} (2.69)

Na passagem da equacdo (2.68) para a equagdo (2.69) foi desconsiderado o termo

@, {F,U,} pois ele é fracamente nulo. Fazendo
H' = H, + Uy®, (2.70)

(I):z = V(a)aq)ou (2.71)

podemos reescrever o Hamiltoniano primaério como:
Hp = H + 9,9, (2.72)

Temos agora todas as condigoes de consisténcia satisfeitas e nas equagoes de movi-
mento nos resta um nimero A < R de coeficientes arbitrarios. Como foi dito no final
da tltima secdo, a dependéncia de alguma das velocidades 4, em relacio as varidveis
canodnicas implica no fato do sistema fisico ter graus de liberdade sem significado fisico.
Veremos de que forma isso ocorre mais adiante, contudo ja podemos examinar um
aspecto do Hamiltoniano primdrio expresso na equacgio (2.72): as condigoes de con-

sisténcia fazem com que apenas um nidmero A de combinagdes lineares das velocidades
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44, 08 v, da equacio (2.72), continuem completamente arbitrarias no formalismo Hamil-
toniano para sistemas singulares. Por outro lado um total de R— A combinagoes lineares

dos ¢, sao determinados em termos das varidveis canOnicas.

O nidmero A de coeficientes arbitrarios no Hamiltoniano primdrio Hp é dado pelo
numero de solugbes do sistema homogéneo (2.65), que depende do posto da matriz

T x R dada por:

B = [{Bq, Paltll (2.73)

O numero de solugdes independentes do sistema (2.65) serd igual a R — posto (B),
onde o posto da matriz B (assim como o posto de qualquer matriz que envolva os
vinculos) é calculado sobre a hipersuperficie U, ou seja, é calculado fracamente. Se B
tiver seu posto maximo (posto(B) =~ R) o sistema (2.65) nao terd solucgoes além da
trivial e ndo teremos coeficientes arbitrarios nas equacgoes de movimento. Nesse caso

todas as velocidades 4, sao determinadas univocamente pelo sistema nao homogéneo

(2.63).

Caso o posto de B tenha um valor R’ < R teremos A = R — R’ solugdes nao triviais
independentes para o sistema (2.65) e conseqiientemente A coeficientes arbitrarios v,
nas equacoes de movimento, correspondentes &s combinacoes lineares das velocidades

q, que permanecem arbitrarias.

Temos entao uma caracteristica fundamental que diferencia o formalismo Hamil-
toniano para sistemas singulares de sua versao da dindmica elementar: a presenca de
coeficientes arbitrarios nas equacoes de movimento, indicando que estamos usando um
formalismo matemadtico que possui elementos arbitrarios, como um sistema de coorde-
nadas que possa ser escolhido de alguma forma arbitraria ou entao graus de liberdade

de gauge. Esse apecto do formalismo serd abordado com maior detalhe na secao 2.6.
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2.4 Funcoes de primeira e segunda classes

A existéncia de solugdes ndo triviais para o sistema homogéneo (2.65) faz com que
aparecam nas equacoes de movimento combinacgoes lineares dos vinculos primarios,
dadas pelas equagoes (2.71), que terdo a importante propiedade de ter parénteses de
Poisson fracamente nulos com todos os outros vinculos (tanto primérios quanto se-

cundérios). Podemos verificar diretamente esse fato pois
{00, 94} = Viaa {00, D} + {Op, Vig)a } ®a % 0 (2.74)

(a=1,..,Aeb=1,..,T) devido ao fato de Via)a ser solu¢do do sistema dado pela
equagao (2.65).

Classificamos qualquer fung¢ao que possua parénteses de Poisson fracamente nulos
com todos os vinculos de uma, teoria como sendo uma funcao de primeira classe. Uma
funcdo que nao satisfaca a essa condicao é dita de sequnda classe.

Uma combinacdo linear de vinculos é novamente um vinculo e, mais especifica-
mente, uma combinacao linear de vinculos primdrios é um novo vinculo priméario. Por
outro lado, qualquer combinagao linear dos vinculos que contenha algum dos vinculos
secunddrios serd necessariamente um vinculo secundario devido ao fato desses serem
linearmente independentes dos vinculos primdrios. Os vinculos de uma teoria podem
ser substituidos por um ndmero igual de novos vinculos, formados por combinacoes
linearmente independentes dos vinculos originais, pois esses novos vinculos definirdo a
mesma hipersuperficie U’ definida pelos vinculos originais.

Portanto os @/, definidos pela equagao (2.71) sdo vinculos primérios de primeira
classe.

E importante observar também que o H' definido na equacéo (2.70) é uma funco

de primeira classe, pois:
{H',00} = {Hc + Ua®q; O0} = {He, O} + {Uaa; O} (2.75)

{H',0,} = {He,04} + Us {®a, 04} + {Us, 04} @ (2.76)
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{H',0,} = — ({On, He} + Uy {Og, o }) + {Ua, 00} @4 (2.77)

O lado direito da igualdade acima se anula fracamente. Isso pode ser facilmente
verificado pois o termo entre parénteses se anula fracamente devido ao fato de U,
ser solugdo do sistema (2.63) enquanto o ultimo termo é linear em @, e portanto é

fracamente nulo. Conseqiientemente
{H',0,} =0 (2.78)

e portando H' é uma fun¢do de primeira classe. Desse modo, a equagdo (2.72) nos
fornece o Hamiltoniano primério Hp em termos de um ”Hamiltoniano” H’ de primeira
classe e uma combinacdo arbitrdria dos vinculos primérios de primeira classe [11]. O
numero de parametros arbitrarios nas equacoes de movimento serd dado pelo niimero de
vinculos primadrios de primeira classe, nimero esse que é completamente determinado
pelo nimero de autovetores com autovalor nulo que a matriz B, dada pela equacao
(2.73), possui.

E possivel escrever também combinacoes lineares de vinculos secundarios que sejam

funcoes de primeira classe. Para isso consideremos a matriz quadrada T' x T

{@a, q)ﬂ} {(I)aa Xd}
{Xca Qﬂ} {Xca Xd}

B'= {4, 05} = (2.79)

onde a, b = 1,...,T indexam todos os vinculos; «, 8 = 1,..., R indexam os vinculos
primdrios e ¢, d = R+ 1,...,T indexam os vinculos secundarios. Se essa matriz possui

A" autovetores V('a)b (a=1,..,4;b=1,..,T) com autovalores fracamente nulos entdo

teremos
Vi {65,0.} ~ 0 (2.80)
{0©/,0.} ~0 (2.81)
O, = V1sOs (2.82)

e portanto os novos vinculos ©/, serdo vinculos de primeira classe.
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Mas a matriz B’ possui pelo menos A autovetores com autovalor nulo. Esses au-
tovetores sdo obtidos dos autovetores V(,), da matriz B dada pela equagao (2.73)
fazendo-se:

Vi = (Viajar0) 5@ =1, Bib=1,..,T (2.83)

Os vinculos fornecidos por esses autovetores sao os vinculos priméarios de primeira
classe ja obtidos na equacgdo (2.71). Se a matriz B’ tiver posto 7" < T teremos A’ =
T — T" autovetores com autovalor nulo e portanto um total de A’ vinculos de primeira
classe, sendo que A desses vinculos devem ser os vinculos primdrios de primeira classe
fornecidos pela equagao (2.71).

E interessante analisarmos dois casos distintos dependentes do posto da matriz B,
que determina o nimero dos vinculos primaérios de primeira classe.

O primeiro caso é aquele em que a matriz B tenha posto maximo R e portanto
todos vinculos primdrios serao de segunda classe. Nesse caso a matriz B’ pode ter seu
posto maximo T' ou nao. Se B’ tiver posto méximo todos os vinculos serao de segunda
classe, inclusive todos os vinculos secundédrios. Contudo, se o posto de B’ for menor
que T haverd vinculos de primeira classe e eles serdo necessariamente secundarios.

O segundo caso ocorre quando B tem posto R’ = R — A, o que implica na exiténcia
de A vinculos primdrios de primeira classe. O posto de B’ poderd ser no miximo
T' = T — A pois B é uma sub-matriz de B’ e portanto B’ tem ao menos o mesmo
numero de autovetores com autovalor nulo que B. Se B’ tiver esse posto mdximo
permitido todos os vinculos secundérios serao de segunda classe. Mas caso contrario,
seT' =T—A", A > A, teremos também M' = A’ — A vinculos secunddrios de primeira
classe.

Esses dois casos destacam o fato de que podemos fazer a divisdo dos vinculos se-
cundérios em vinculos de primeira e segunda classes independentemente da divisao dos
vinculos primdrios nessas duas categorias. Temos portanto uma nova classificacdo dos
vinculos, em vinculos de primeira e segunda classes, que é totalmente independente da

classificacao em vinculos primérios e secundarios.
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As funcgoes de primeira classe possuem ainda uma importante propiedade que ap-

resentamos como o seguinte teorema:

O paréntese de Poisson entre duas funcées de primeira classe é também uma

funcao de primeira classe.

A demonstracao desse teorema é direta. Se F' e W forem funcoes de primeira classe
teremos

{F,04} = 0;{W,0,} ~ 0 (2.84)
e conseqlientemente
{F, @a} = foa Ou; {VV, ea} = Waa Ou (285)

(a,a" =1,...,T) pois toda funcdo fracamente nula é fortemente igual a uma combinagéo

linear dos vinculos. Usando a identidade de Jacobi para o paréntese de Poisson temos:

{F,W},04} + {{W, 04}, F} + {{60, F} , W} =0 (2.86)
{{F, W} ’ @a} = {{Fa ®a} ) W} - {{VVa ®a}aF} (287)
{{F, W} ’ ®a} = {faa’ga'a W} - {waa’ga’aF} (288)

{{F, W} ) Ga} = faur {90,’7 W} + {faa’a W} Oy — Waar {G)a’a F} - {waa’a F} Oy (289)

O primeiro e terceiro termos a direita da igualdade na equagdo acima sdo fracamente
nulos pois W e F sao de primeira classe enquanto o segundo e terceiro termos sao

combinacoes lineares dos vinculos. Temos portanto:
({F,W},0,} ~0 (2.90)

Como essa igualdade é valida para qualquer um dos vinculos o paréntese de Poisson
entre F' e W é uma funcio de primeira classe, o que completa a demonstragio.
Para finalizar esta secdo demonstraremos uma propiedade dos vinculos secundarios

de uma teoria que serd de grande importancia na préxima se¢do. Adotaremos a seguinte
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notacgdo: os vinculos primérios de primeira classe serdo escritos como @/, a =1,..., 4, e
os de segunda classe como ®;, b =1, ..., R — A. J4 os vinculos secunddrios de primeira
classe serdo escritos como x., ¢ = 1, ..., M'; enquanto os vinculos secunddrios de segunda
classe serao representados como x4, d = 1,...,M — M'. O conjunto total de vinculos
de primeira classe serd designado por 6, t =1, ..., A’ = (A+ M'); enquanto o conjunto
dos vinculos de segunda classe serd escrito como &5, s = 1,...,5 = (T — A').

Quando tivermos colocado o maior nimero possivel de vinculos na categoria de
vinculos de primeira classe, seguindo o procedimento descrito acima, teremos como

conseqiiéncia o seguinte teorema:

A matriz A, cujos elementos sdo os parénteses de Poisson entre os vinculos de

segunda classe, é nao singular na hipersuperficie dos vinculos U’ quando ja tivermos

0 maior nimero possivel de vinculos escritos como vinculos de primeira classe.

Isso significa que o determinante da matriz A ndo se anula, nem mesmo fracamente,
quando for satisfeita a hipdtese de que o maior ntimero possivel de vinculos ji esteja
na forma de vinculos de primeira classe.

Demonstraremos esse teorema por contradi¢cdo assumindo inicialmente que a matriz

A= [{&, &} (2.91)

de dimensoes S x S seja singular, o que implica que ela terd um posto S’ < S.
Tomemos entdo uma matriz A’ de dimensdes (S’ + 1) x (S’ + 1), onde S" +1 < S,

e dada por:

&1 0 {61,6y  --- {&, s}

5.2 {52,.51} 0 {525.65'} (2.92)

Esrp1 sy, &1} {€sry1,62) -0 {€srq1,8sr}

Escolhamos agora um vinculo ©, qualquer, de primeira ou segunda classe, cujo
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paréntese de Poisson com |A’| serd dado por:

(

&1 0 {€1,86}  - {&,¢s}

&2 {&2, &1} 0 {&2,¢s1}

[04,|2']} = { 64, , (2.93)

| Esrp1 {€sr41,6) {€sr1,62) 0 {€sr11,89} |

{Gaagl} 0 {£1a£2} {51565'}
{@a’ |A'|} _ {Ga; £2} {52751} O {527:55’} 4
{©a;8s141} {€sr41,&1} {€sr41,62) -+ {€sr41:8s}
&1 0 {€1,&}  --- {&,és}
Ga, ) 3 G5!
N 6.2 { {?2 11} 0 {& .§S} -
£sr41 {Oa, {€sr41,611} {€sr41,&2} -+ {€sr41,8s1}
gl 0 {617 62} Tt {®a7 {51, 55'}}
n 5.2 {525.51} O {G)aa {'?27&5’}} (294)
Esrpr {€sr41,61) {541,862} o+ {Oa, {511,857 }}

A expressao acima pode ser obtida fazendo-se a expansao cofatorial do determinante
|A'| em termos dos elementos da primeira coluna de A’, que sdo vinculos de segunda
classe. Tal expansdo, definida em &lgebra linear, ird nos fornecer o determinante |A’|
como uma soma de termos constituidos, a menos de um sinal, pelo produto de um
elemento da primeira coluna da matriz A’ multiplicado pelo determinante de uma sub-
matriz de A’. Cada sub-matriz é obtida pela eliminacao em A’ da linha e coluna
que contém o elemento que a multiplica na expangao cofatorial. E importante notar
que, devido & forma como foi definida a matriz A’, as sub-matrizes que aparecem

nessa decomposi¢do do determinate |A’| sdo também sub-matrizes da matriz A, ou
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seja, o determinante |A’| é escrito em termos dos elementos da primeira coluna de A’
multiplicados pelos determinantes de sub-matrizes da matriz A.

Sera sempre possivel construir a matriz A’ de forma que os determinantes dessas
sub-matrizes presentes na expansao cofatorial ndo sejam todos nulos. Isso deve-se ao
fato de que, se A tem posto S’, serd sempre possivel encontrar uma submatriz S’ x S’ de
A cujo determinante ndo se anule e portanto podemos escolher os vinculos de segunda
classe presentes em A’ de modo que os coeficientes dos elementos de sua primeira coluna
na expansao cofatorial de seu determinante nao sejam todos nulos.

A conseqliéncia mais importante dessa decomposicdo, para o teorema que queremos
demonstrar, é que podemos escrever |A’| como uma combinagao linear dos vinculos de
segunda classe.

Calculando-se o paréntese de Poisson, obtém-se entdo dois grandes grupos de ter-
mos: um envolve termos compostos por parénteses de Poisson entre O, e os £’'s multi-
plicando os determinantes de sub-matrizes de A. Esse grupo pode ser reagrupado sob
a forma do primeiro determinante & direita da igualdade na equagao (2.94). O outro
grupo envolve termos compostos pelos &’s multiplicando parénteses de Poisson entre O,
e os determinantes de sub-matrizes de A. Aplicando aos determinantes nesses termos
o mesmo procedimento acima, e fazendo-o sucessivamente a cada nova seqiiéncia de
termos que surge, obtemos os outros determinantes na equagao (2.94).

Podemos ver agora que todos os determinantes do lado direito da igualdade (2.94)
sao fracamente nulos. Se ©, for um vinculo de primeira classe, a primeira coluna do
primeiro determinate serd fracamente nulo e portanto todo determinante serd fraca-
mente nulo. Se O, for de segunda classe o primeiro determinate é o determinante de
uma sub-matriz de A com dimensoes (S’ + 1) x (S’ + 1) e como A tem posto S’ esse
determinante sera nulo. Ja os outros determinantes & direita da igualdade na equacgao
(2.94) serdo fracamente nulos pois a primeira coluna de todos eles é fracamente nula.

Temos portanto que o paréntese de Poisson entre qualquer um dos vinculos e |A'| se

anula fracamente, o que implica no fato de |A’| ser uma fung¢ao de primeira classe. Mas
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haviamos mostrado que |A’| pode ser escrito como uma combinagdo linear dos vinculos
de segunda classe. Isso significa que temos uma combinagdo linear dos vinculos de
segunda classe que é de primeira classe, o que contraria nossa hipdtese inicial de que
tinhamos o maior niimero possivel de vinculos de primeira classe. Conseqiientemente o
determinante de A ndo pode se anular sobre U’, fato esse que prova o teorema enunciado
anteriormente.

A decorréncia imediata desse teorema é que a matriz A definida na equacgio (2.91)
tem a propiedade de ser sempre inversivel quando tivermos o maior niimero possivel de
vinculos de primeira classe, propiedade essa que serd usada na préxima secio.

Além disso, o nimero de vinculos de segunda classe serd necessariamente par. Isso
é conseqiéncia do fato de A ser antissimétrica, devido & antissimetria do paréntese
de Poisson, e do fato conhecido em &lgebra linear de uma matriz antissimétrica com
um numero impar de linhas e colunas ter determinante identicamente nulo, o que iria

contra o teorema que acabamos de demonstrar.

2.5 Parénteses de Dirac e o problema da quantizacao

Voltemos agora & situagao que tinhamos apés calcularmos as condigoes de consisténcia.
Haviamos chamado a atencdo para o fato de que apenas A combinagoes lineares das
velocidades ¢, ndo resolvidas permaneciam arbitrarias no Hamiltoniano primdrio e que
essas combinacoes lineares apareciam no formalismo como os coeficientes v, multipli-
cando os vinculos primdrios de primeira classe ®/ na expressao (2.72).

As combinagcdes lineares de velocidades 4, que foram determinadas em termos das
varidveis candnicas pelas condi¢oes de consisténcia foram incorporadas & funcao H' de
primeira classe presente na expressao (2.72). Iremos agora escrever explicitamente essas
combinagoes lineares, que sdo determinadas pelo sistema (2.63) gerado pelas condigdes
de consisténcia. Para tanto, usaremos o fato de que qualquer conjunto de 7' combinacées

linearmente independentes dos vinculos ird constituir um novo conjunto de vinculos que
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gera a mesma, hipersuperficie de vinculos U’. Portanto a troca dos vinculos originais
por esses novos vinculos ndo mudard em nada o formalismo desenvolvido. Desse modo,
substituiremos o conjunto original de vinculos pelo conjunto de vinculos de primeira e
segunda classes que podem ser obtidos a partir dos primeiros. Podemos entao reescrever

o Hamiltoniano primério definido na equagéo (2.11) fazendo a substituigdo
4o D = V,P!, + up @}, (2.95)

onde o0s v, € u, sao combinagoes linearmente independentes das velocidades g, e ®/, e
®; sdo os vinculos primdrios de primeira e segunda classes respectivamente (conforme

a notacdo da se¢do anterior). O Hamiltoniano primdrio passa a ser entao:
Hp = He + v}, + up®y (2.96)

Com esse novo conjunto de vinculos o sistema (2.63) gerado pelas condigdes de
consisténcia passa a ser:
{9,,H.} = 0
{xs He} ~ 0
{®h, He} + ua { @5, @3}

{XZ, Hc} + uqg {Xga CI)g}

Q
o

Q
o

(2.97)

Devido ao fato dos coeficientes v, multiplicarem vinculos de primeira classe eles
nao aparecem nas equacoes acima e portanto continuam inteiramente arbitrarios. Além
disso, o sistema de equacOes acima é completamente equivalente ao sistema dado pela
equagio (2.63) e portanto ndo pode gerar nenhum novo vinculo, conseqiilentemente as
duas primeiras equacoes acima descrevem uma propiedade do Hamiltoniano canonico
e dos vinculos de primeira classe sem impor nenhuma nova condigao sobre eles.

Os coeficientes u; que multiplicam os vinculos primdérios de segunda classe serao
determinados, em termos das varidveis canénicas, pelas duas ultimas equagoes do sis-

tema acima. Para tanto devemos escrever a matriz A explicitamente em termos dos
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vinculos primérios e secundarios de segunda classe:

A | tenen e 208
{xB, %2} {xB:Xb

Estamos supondo que ja temos o maior niimero possivel de vinculos como vinculos
de primeira classe de forma que, como demonstrado na secdo anterior, a matriz A
serd inversivel. A forma como ela foi escrita acima é exatamente a mesma definida
na equagao (2.91), a unica mudanca foi escrever explicitamente quais sdo os vinculos
primérios e quais sao os secunddrios. Os indices mintsculos (b e d) indexam todos os
(R — A) vinculos primérios de segunda classe e os indices maitisculos (B e D) indexam

todos os (M — M) vinculos secunddrios de segunda classe. A matriz inversa de A, que

chamaremos de C, pode ser escrita como

Cha C
c=| " P (2.99)

Cpa CspD
onde:
Coa{®3; ®c} + Cop {XD: P} ~ e
Coa {24, X} + Cop {Xp,XE} ~ 0
Cpa{®q, ®c} + Cop (XD, ®.} =~ 0
Cpi{®4,XE} +CeD {XD:XE} = dBE (2.100)

Usando a primeira das equagoes acima nas duas ultimas equagdes (2.97) obtemos a

forma explicita dos coeficientes u:
Ug = _Cdb {q)g,Hc} — CdB {Xléch} (2.101)

Por outro lado, a substituigdo da terceira das equagbes (2.100) nas duas tltimas

equagoes (2.97) nos fornece:

Cpp{®4,H.} + Cpp {xX5, H.} =0 (2.102)
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Substituindo a expressao (2.101) para os coeficientes ug na expressao (2.96) para o
Hamiltoniano primdrio, podemos escrever a equagido de movimento (2.53) como:

dF

& ®AFHp} = {F.He + 0,%; + uq® (2.103)
dF ! n
—r ® AR HY + 0o {F, 8} + ug {F, 2] (2.104)

dr
E ~ {F’ Hc} + Vg {Fa (I)iz} - {F7 (I)g} Cap {(I'gch} - {F7 (I)Z} Caip {XIII%HC} (2'105)

Na passagem da equacao (2.103) para a equacgio (2.104) ndo consideramos o termo
{F,uq} @ pois ele é fracamente nulo. A expressdo acima é assimétrica nos vinculos
primdrios e secunddrios de segunda classe, contudo podemos usar a equagao (2.102)

para escrever
—{F.xXp} Cos {@4, Hc} —{F,xp} Cpg {Xp, Hc} = 0 (2.106)

e portanto, somando esse termo & direita da equacao de movimento (2.105), podemos

reescrevé-la como

dd_}_; ~ {Fa Hc} + Vg {Fa (b;} - {F, 58} ng {ggaHC} ’ (2107)

onde usamos os indices s e g para indexar todos os vinculos de segunda classe.

Podemos definir agora o Hamiltoniano total Hr como sendo:
Hp = H. +v,%/, (2.108)

Usando entdo o fato de os vinculos @/ serem de primeira classe, tendo portanto

parénteses de Poisson fracamente nulos com todos os outros vinculos, podemos escrever:

dF

o~ AP, Hr} — {F&)} Cug {5, Hr) (2.109)

E importante frisar a diferenca entre os Hamiltonianos primério e total. Enquanto
o primeiro contem todos os vinculos primadrios, inclusive os de segunda classe,
multiplicados pelos coeficientes dados na equagdo (2.101), o segundo contem apenas

os vinculos primdrios de primeira classe multiplicados por coeficientes arbitrarios.
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Definimos agora o paréntese de Dirac entre duas fungoes F' e W como sendo
{F’ W}D = {F’ W} - {F, fs} ng {£g, W} (2.110)

e desse modo a equacdo de movimento para uma funcdo F' pode ser escrita como:

dF
— ~{F.Hr}p (2.111)

O paréntese de Dirac tem todas as propiedades usuais do paréntese de Poisson,
inclusive a identidade de Jacobi [9], contudo o primeiro possui uma propiedade essencial:
o paréntese de Dirac de qualquer fung¢do F' com um dos vinculos de segunda classe é
identicamente nulo. Essa propiedade pode ser verificada por substituicdo direta ao

usarmos o fato de que C é a inversa da matriz A definida na equagao (2.91):
{Fa gt}D = {F7 ét} - {F7 55} ng {ggagt} (2112)

{Fa gt}D = {F7 ét} - {Fa 58} 6st =0 (2113)

Isso significa que nao faz diferenca se o fato de os vinculos secundarios serem nulos
for usado antes ou depois de calcularmos os parénteses de Dirac. Assim, enquanto
trabalharmos exclusivamente com o paréntese de Dirac, os vinculos secundarios podem

ser tratados como igualdades fortes:
& =0 (2.114)

Esse fato nos permite eliminar completamente da teoria tantas varidveis canénicas
quanto for o nimero de vinculos de segunda classe. Para isso, usamos o fato de que
sempre podemos encontrar um conjunto de varidveis candnicas tal que os vinculos
de segunda classe possam ser resolvidos com respeito a um conjuto de S/2 pares de

variaveis canOnicamente conjugadas g € pi na forma

ar — Qx (¢",p") = 0;px — Py (¢",p") = 0, (2.115)
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onde (¢*,p*) indica as 2N — S varidveis candnicas restantes [22]. Quando usamos o
paréntese de Dirac e tratamos as igualdades acima como igualdades fortes os pares de
varidveis canonicas g e pr podem ser eliminados de todas as equagoes.

No final da segunda secao deste capitulo ja haviamos chamado a atencao para o
fato de que a existéncia de relacdes entre as velocidades nio resolvidas 4, e as varidveis
canonicas iria indicar a existéncia de graus de liberdade espurios na teoria. Nas duas
secoes anteriores a esta mostramos que as condicoes de consisténcia do formalismo
podiam determinar combinacdes lineares dos ¢, em termos das varidveis canonicas e
que o nimero dessas combinagoes era igual ao nimero de vinculos primarios de segunda
classe. O fato de cada um desses vinculos primérios de segunda classe permitir eliminar
uma varidvel candnica da teoria comprova a afirmacdo feita, no final da segunda secao,
a respeito da eliminacao de graus de liberdade. Contudo devemos lembrar que todos os
vinculos de segunda classe permitirao eliminar variaveis canonicas, inclusive os vinculos
secundéarios de segunda classe.

Um caso interessante ocorre quando os S vinculos de segunda classe tém a forma
qr ~ 0;pr = 0 (2.116)

com as variaveis g e pi sendo pares de varidveis canonicamente conjugadas e o indice
k assumindo S/2 valores. Nesse caso, a matriz A dos vinculos de segunda classe se
torna a matriz identidade I de dimensdes S x S.

Ao usarmos o paréntese de Dirac definido na equagao (2.110) e fazermos dos vinculos

acima igualdades fortes, eliminando as varidveis g e py da teoria, obtemos

{F,W}p ={F,W} —{F,qc} o {pj; W} — {F,pr} 0 {q;, W} (2.117)
OF OW _ OF oW
Op Oqr,  Oqy Opy,
oF oW oF oW
dq; Opr  Op} OqF’

onde os indices k e j assumem S/2 valores, indexando as varidveis correspondentes aos

{F, W}, ={F,W}+ (2.118)

(F,W}, = (2.119)

vinculos de segunda classe dados pela equagdo (2.116), e o indice ¢ assume N — S/2
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valores, indexando as 2N — S varidveis canonicas (g*, p*) que restam apds a eliminagio
das variaveis g e pg.

A equagdo (2.119) nos mostra que, quando os vinculos de segunda classe de uma
teoria tém a forma dada na equagdo (2.116), o paréntese de Dirac definido na equagao
(2.110) se reduz ao paréntese de Poisson usual nas varidveis candnicas restantes (g*, p*).

Para qualquer teoria com vinculos de segunda classe é sempre possivel encontrar
um conjunto de varidveis candnicas que, ao menos localmente, permite escrever os
vinculos de segunda classe na forma dada pela equacdo (2.116). A demonstragdo dessa
propiedade pode ser encontrada na pdgina 82 da referéncia [16] ou no apéndice B
da referéncia [22]. Entretanto tal procedimento é em geral dificil e nem sempre é
interessante fazé-lo pois pode esconder as simetrias do sistema fisico.

Temos entdo o seguinte panorama para a dinamica de um sistema singular: as
equagoes de movimento (2.111) sdo expressas usando o paréntese de Dirac e o Hamito-
niano total (2.108), que contem um nimero de coeficientes arbitririos igual ao niimero
de vinculos primdrios de primeira classe. Além disso, os vinculos de segunda classe
podem ser tratados como igualdades fortes e permitem eliminar S/2 pares de varidveis
canodnicas, reduzindo a dimensao do espago de fase das 2N dimencées iniciais para
2N —S. As equagbes de movimento para as 2N — S varidveis canonicas (¢*, p*) restantes

serao:

G~ {q}, Hr}p (2.120)
pim~ {pi, Hr}p (2.121)

Os A’ vinculos de primeira classe diminuem ainda mais a dimensdo do espaco de fase
ao imporem restrigoes a escolha das condicoes iniciais necessarias para a resolucao das
equacoes de movimento acima. Escolhendo os valores iniciais das varidveis candnicas
q* e p* de forma a satisfazer os vinculos 6; de primeira classe no instante de tempo
t = 0 esses vinculos serao satisfeitos durante toda a evolucao temporal do sistema

(pois todas as condicoes de consisténcia j4 foram satisfeitas) e o sistema estard restrito
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a hipersuperficie por eles definida. Desse modo, a dindmica do sistema se desenvolve
sobre uma hipersuperficie 2N — T dimensional, imersa num espago 2N — S dimensional,
onde T'= S + A’ é niimero total de vinculos.

E interessante notar que, apesar de haver uma simetria no tratamento dos vinculos
primdrios e secundédrios de segunda classe (todos entram na defini¢io do paréntese
de Dirac), o mesmo ndo ocorre com os vinculos primdrios e secunddrios de primeira
classe. Apenas os vinculos primdrios de primeira classe entram na definigdo (2.108) do
Hamiltoniano total. Por motivos relacionados com propiedades das transformacoes de
gauge, que analisaremos na préxima se¢ao, Dirac [11] props que os vinculos secundarios
de primeira classe x. fossem tratados da mesma forma que os vinculos primdrios de
primeira classe ®/, nas equagdes de movimento e que portanto deveriamos trabalhar
com um novo Hamiltoniano, que chamaremos de Hamiltoniano estendido Hg, definido

Ccomo

Hp =H,+ 'Ua(bla + 'ch,ca (2.122)

onde tanto v, quanto w, sao coeficientes arbitrarios. Teriamos entao tantos coeficientes
arbitrarios nas equagoes de movimento quantos forem os vinculos de primeira classe.
Para encerar esta secao é intressante apresentar o contexto em que Dirac apresentou
a definicdo (2.110) do paréntese que hoje leva seu nome, que foi o da quantizagio
de sistemas singulares. A quantizacdo canénica é feita utilizando-se o Principio de
Correspondéncia: as varidaveis canonicas sdo substituidas por operadores cujas relagoes
de comutacao sao obtidas substituindo-se os parénteses de Poisson por comutadores
segundo a seguinte regra
A A
i

{4, B} = ~———, (2.123)

AA
onde A e B sdo operadores obtidos a partir das funcoes clissicas pela substituicdo das
varidveis canonicas por seus respectivos operadores.

Dirac [11], partindo do Hamiltoniano primério (2.72), considerou entdo a dindmica
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do sistema dada por uma equagcao tipo Schrodinger

Ldp A

obtida durante o processo de quantizagao, onde 9 é o vetor de estado do sistema e
/\/
H é o operador correspondente ao Hamiltoniano H' definido na equagio (2.70). Os

vinculos, por sua vez, impdem condigdes suplementares sobre o vetor de estado:
A
Qa9 =0 (2.124)

Entretanto, para que essas condigoes sejam quanticamente autoconsistentes dever-

emos ter
AA
[@a, @b] =0, (2.125)

o que implica que, para nao ser necessario impor novas condicoes sobre os vetores de

estado, devemos ter
AA A
|:®aa Qb] = Cabc G')C’ (2126)

de modo que as condig¢oes dadas pela equagio (2.125) sejam apenas conseqiiéncias das
condigdes (2.124). No caso dos vinculos de primeira classe 6; essa condigio é ficilmente
satisfeita pois o paréntese de Poisson entre dois deles é sempre fracamente nulo, sendo
entao fortemente igual a uma combinagao linear dos vinculos. Conseqlientemente, o
Principio de Correspondéncia sempre nos fornecerd comutadores com a propiedade
exigida na equagao (2.126).

O tnico problema, serd o de ordenamento de operadores pois, ao definir os operadores
9,5 a partir dos vinculos de primeira classe, devemos fazé-lo de forma a obter a expressao
(2.126) para o comutador entre dois deles tendo sempre os coeficientes C' & esquerda

A
dos O..

Ja para os vinculos de segunda classe £ nao sera possivel obter comutadores com
a propiedade (2.126) pois o paréntese de Poisson entre dois deles ndo é fracamente
nulo e portanto o Principio de Correspondéncia nao permite obter comutadores com a

propiedade desejada, gerando uma, contradicao.
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Para exemplificar, considere o par de vinculos de segunda classe g1 ~ 0 € p; = 0.

Para esses vinculos as condigdes suplementares (2.124) serdo:
A A
4919 =0;P1 9 =0 (2.127)
A condicao de consisténcia (2.126) sera:
A A
[ql,pl] =0 (2.128)

Mas classicamente o paréntese de Poisson é {g1,p1} = 1 e o Principio de Corre-

spondéncia nos fornece

VAAN
[ql,pl] =ih (2.129)

em flagrante contradigdo com o resultado (2.128).

Foi para contornar esse problema que Dirac introduziu o paréntese definido na
equacao (2.110). A quantizagio serd feita usando-se o Principio de Correspondéncia
entre os parénteses de Dirac e os comutadores quianticos e ndo mais entre os parénteses

de Poisson e os comutadores, ou seja:

i

th

{A,B}, — (2.130)
Desse modo, os vinculos de segunda classe, que passaram a ser igualdades fortes,
tornam-se identidades operatoriais na quantizacao e nao mais condicoes suplementares
sobre os vetores de estado. Todos os vinculos restantes sao de primeira classe e portanto
nio teremos problemas com as condic¢oes de consisténcia quanticas (2.126).
Esse processo de quantizagdo para sistemas singulares ficou conhecido como quan-
tizacdo de Dirac e foi com o objetivo de torna-lo possivel que o paréntese de Poisson

foi modificado, assumindo a forma que é hoje conhecida como paréntese de Dirac [9].
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2.6 Transformacoes de gauge no formalismo Hamiltoni-

ano

No primeiro capitulo deste trabalho haviamos chamado a atencdo para o fato de que
sistemas invariantes sob transformacgoes de gauge locais sao necessariamente sistemas
singulares. Nesta se¢ao examinaremos com maiores detalhes como as transformacoes
de gauge surgem no contexto do formalismo Hamiltoniano para sistemas singulares
seguindo o procedimento adotado originalmente por Dirac [11]. Para tanto, iremos

partir da equagdo de movimento (2.67) para sistemas singulares

dF
= ~{F,Hp}, (2.131)

onde o Hamiltoniano primério Hp é expresso pela equagao (2.72) em termos do Hamil-
toniano de primeira classe H' definido na equagdo (2.70), dos vinculos primérios de
primeira classe @/, e de coeficientes v, arbitrarios de forma que a equagio de movi-
mento acima se torna:

dF

— AR H +0a®,} (2.132)

Se especificarmos as condigoes iniciais gy € pg em ¢t = 0 das varidveis candnicas do
sistema fisico de modo que todos os vinculos sejam satisfeitos no instante inicial, eles
serdo automaticamente satisfeitos durante toda a evolugao temporal do sistema pois a
equacgao de movimento na forma dada por (2.132) foi obtida exatamente a partir das
condigoes de consisténcia para os vinculos. A condigao inicial Fy para uma funcao F
das varidveis canonicas serd dada entdo por Fy = F (q,p9) de modo que, apés um

intervalo de tempo §t, o valor de F seré:
F (0t) = Fo+ F 0t = Fo+ {F, Hp} 6t (2.133)

F (6t) = Fo + ({F,H'} + v, {F, ®,,}) 6t (2.134)

Mas os coeficientes v, sdo fungoes totalmente arbitrarias, de forma que poderiamos

usar um outro valor qualquer v/, para os coeficientes arbitririos, o que resultaria num
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novo valor para F' (6t):
F'(6t) = Fo+ ({F,H'} + v, {F,®}) 6t (2.135)
A diferenca entre os dois valores seré:
AF (6t) = F (6t) — F' (0t) = 0t (vo — v,) {F, @)} (2.136)

AF (0t) = eq {F, D!} ;64 = 6t (vq — v),) (2.137)

Na expressdo acima €, é um valor infinitesimal arbitrdrio pois §t é infinitesimal
e tanto v, quanto v}, sdo arbitrdrios. Desse modo, a expressao (2.137) implica que
cada um dos vinculos ®/, é o gerador de uma transformagio canénica infinitesimal, ou
transformagcdo infinitesimal de contato, conectando duas configuracées do sistema fisico
que evoluem a partir das mesmas condi¢ées imiciais.

Temos portanto uma situacdo na qual, partindo de um mesmo estado inicial definido
pelos valores em ¢t = ( das varidveis canonicas, podemos chegar, apés um intervalo §t, a
diferentes configuracoes para as varidveis canonicas do sistema (com diferentes valores
para as funcgdes F (¢, p)) dependendo das escolhas feitas para os coeficientes arbitrarios
presentes no Hamiltoniano primdrio, sendo que essas configuragdes sdo conectadas por
transformagoes canonicas geradas pelos vinculos ®.,.

O argumento usado por Dirac [11] é que ndo podemos ser capazes de distinguir
as diferentes configuragoes obtidas a partir das mesmas condigoes iniciais ja que os
diferentes valores para o Hamiltoniano primério, correspondendo a diferentes escol-
has dos pardmetros arbitrarios v,, nao podem ser fisicamente distinguiveis. Con-
seqiilentemente, todas as configuragoes das varidveis candnicas que evoluem a partir
das mesmas condigoes iniciais devem obrigatoriamente corresponder ao mesmo estado
fisico.

A transformacdo canonica infinitesimal (2.137) gerada pelos @/, conecta duas con-
figuracoes das varidveis candnicas (com seus correspondentes valores para as funcoes

F (q,p)) que evoluem a partir das mesmas condigdes iniciais e que, como foi dito acima,
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representam o mesmo estado fisico do sistema. Portanto a transformacao (2.137) é
uma transformacgio de gauge e os vinculos ®, sdo seus geradores. Como os @, sdo os

vinculos primérios de primeira classe, temos o seguinte (e importante) resultado:

Os vinculos primdrios de primeira classe ®/, sdo geradores de transformacoes de

gauge.

Se aplicarmos sucessivamente duas transformagcoes de gauge do tipo (2.137) teremos,

apés a primeira transformacao,
F' =~ F +¢e,{F,®,}, (2.138)
e apés a segunda:
F" % F + o {F, 0} + 75 { F +ca {F,®,}, 0 } (2.139)
Aplicando agora as mesmas transformacdes na ordem inversa teremos:
F" % F 43 {F, 04} +ea {F + 75 {F, @y}, @} (2.140)

Tomando a diferenca entre os resultados (2.139) e (2.140) obtemos:

AF ~ —ears ({{®, F}, @5} + {{F, 9}, 9.}) (2.141)

Usando a identidade de Jacobi, a expressao acima se reduz a:
AF = eq7s {F {@;, @’5}} (2.142)

Essa variacao em F' deve corresponder a uma mudanca nas varidveis candnicas que
nao altera o estado fisico do sistema, ja que as duas transformagcoes de gauge que usamos
tém essa propiedade. Desse modo, a equacao (2.142) permite concluir que o paréntese
de Poisson {@;, @’ﬂ} entre dois vinculos primérios de primeira classe é um gerador de
transformacoes de gauge.

O paréntese de Poisson entre dois vinculos primérios de primeira classe é, pela

prépia definicao de funcgoes de primeira classe, igual a uma combinagdo linear dos
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vinculos mas além disso, como foi mostrado na secao 2.4, o paréntese de Poisson entre
duas fungoes de primeira classe é também uma, fungao de primeira classe. Como uma
combinacao linear de vinculos é também um vinculo temos como conseqiiéncia que o
gerador de transformacao de gauge dado por {@ﬁl, <I>'ﬂ} é um vinculo de primeira classe.
Mas o vinculo de primeira classe resultante do paréntese de Poisson {<1>g, @/’H} nao é
necessariamente um vinculo primério e como conseqiiéncia a equagio (2.142) nos indica
que podem existir vinculos secunddrios de primeira classe que geram transformacoes de
gauge. Tais vinculos serao aqueles obtidos por meio do calculo explicito dos parénteses
de Poisson {(I)ﬁx, @'ﬂ} entre todos os vinculos primérios de primeira classe.

Por outro lado, podemos ainda obter novos vinculos secundarios de primeira classe
que gerem transformacoes de gauge. Para tanto, consideremos a transformacio gerada
por todos os vinculos de primeira classe que geram transformacoes de gauge, tanto os
vinculos primdrios quanto os vinculos secundarios obtidos usando {(I>'a, <I>’ﬂ} Ela sera
dada por

F' = F +7a{F, 9.}, (2.143)

onde V¥, indica ndo apenas os vinculos primdarios de primeira classe mas todos os
vinculos de primeira classe, obtidos até aqui, que gerem tranformacoes de gauge. Apli-

cando essa transformacao ao F (dt) dado pela equagio (2.134) obtemos:

F" (6t) = Fo+ ({F, H'} + vg {F, Ug}) 6t + 7o {[Fo + ({F, H'} + v {F, ¥g}) 6t] , Par}
(2.144)

F'"(6t) = Fo+{F,H'}dt+va0t{F,Vs} + 7o {Fo,Va} + 70t {{F,H'},T,} +
+7av55t{{F, \Pﬂ},‘lla} (2.145)

Por outro lado, fazendo primeiro a transformacao de gauge (2.143) e depois a

evolucao temporal, teremos:

F" (6t) = Fo + 7o {F0, Yo} + ({F + 7 {F, Uo} ,H'} + v4 {F + 7o {F, Vo },¥p}) 6t
(2.146)
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F"(8t) =~ Fo+va{Fo, Yo} +{F H'} 6t + 720t {{F, Yo}, H'} +vp0t {F, g} +

+7Yavp6t HF, Y}, ‘IJ,B} (2.147)
Subtraindo a equagao (2.147) de (2.145) obtemos:

AF (6t) = o0t ({{F,H'}, Y} + {{¥o,F},H'}) +
+Yavpdt ({({F, ¥}, Yo} + {{¥a, F}, ¥p}) (2.148)
Usando a identidade de Jacobi, a ultima expressao se reduz a:
AF (6t) = 700t {F,{H', Uo}} + vavpdt {F,{¥p, T }} (2.149)

Novamente devemos ter uma variagao em F' causada por uma mudanca nas varidveis
canobnicas que nao altera o estado fisico do sistema, ou seja, uma nova transformacao
de gauge. No segundo termo a direita da igualdade temos os parénteses de Poisson
{¥s,¥,} que, como vimos anteriormente, sdo geradores de transformacoes de gauge
e portanto, para que a transformacio (2.149) seja uma transformacio de gauge, serd
necessario que o paréntese de Poisson {H', ¥, } também seja um gerador de tais trans-
formagoes. Como tanto H' quanto ¥, sdo fungdes de primeira classe o paréntese de
Poisson {H', ¥,} serd uma combinagio linear de vinculos de primeira classe e por-
tanto serd um vinculo de primeira classe que nao necessariamente é um dos vinculos
de primeira classe ¥, que ja sabiamos gerarem transformagoes de gauge. Dessa forma,
os parénteses de Poisson {H', ¥,} podem nos fornecer novos vinculos secundérios de
primeira classe que gerem transformacoes de gauge e que portanto devem ser incluidos
no conjunto ¥,. Devemos repetir todo o processo com os novos geradores de trans-
formacgGes de gauge até nao obtermos mais nenhum novo vinculo secundario que gere
uma nova transformagao de gauge.

Todos os geradores de transformagoes de gauge obtidos até aqui tém a importante
propriedade de manter o sistema na hipersuperficie dos vinculos pois, dado um vinculo
O, qualquer, a variacio

604 & g {Og, Ty} (2.150)
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serd igual a uma combinac¢do linear dos vinculos ja que todos os geradores ¥, sao
vinculos de primeira classe.

A questao que se coloca é quantos dos vinculos secundérios de primeira classe seriam
geradores de transformacoes de gauge. Na incapacidade de encontrar exemplos de
vinculos secundérios de primeira classe que nao fossem geradores de transformacées de
gauge, Dirac [11] formulou uma conjectura que é atualmente conhecida como conjectura

de Dirac:

Todos os vinculos secunddarios de primeira classe devem ser incluidos entre os ger-

adores de transformacoes de gauge.

Assumindo a validade dessa conjectura, Dirac propos que a evolucdo temporal do
sistema deveria permitir todas as variagOes possiveis na configuracao das varidveis
canbnicas que nao alterem o estado fisico do sistema. Para tanto, os vinculos se-
cunddrios de primeira classe também devem ser acrescentados ao Hamiltoniano total,
definido na equagéo (2.108), pois eles geram transformacoes candnicas que nio alteram
o estado fisico do sistema. Conseqiientemente, serd o Hamiltoniano estendido definido
na equacao (2.122), e que contém todos vinculos de primeira classe multiplicados por
coeficientes arbitrarios, que fornecerd a mais geral evolugao temporal fisicamente per-
mitida. Portanto, do ponto de vista do formalismo Hamiltoniano, nao haveria por que
distinguir entre os vinculos primaérios e secundarios e sim entre os vinculos de primeira
e segunda, classes.

A conjectura de Dirac tém sido tema de muito debate na literatura [23, 24, 25, 26, 27,
28, 29] e ndo nos parece que se esteja préximo de um consenso a respeito de sua validade
ou nao. Entretanto, nao abordaremos esse assunto neste trabalho. Devemos apenas
chamar a atencao para o fato de que, para todas as principais teorias fisicas ja estudadas,
a conjectura de Dirac tem se mostrado valida: é sempre necessario incluir todos os
vinculos secundarios de primeira classe entre os geradores de transformagoes de gauge

de forma a obter a transformacao de gauge correta. Os questionamentos levantados
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contra essa conjectura vém de modelos artificiais no sentido de ndo correspoderem a

nenhum sistema fisico conhecido.

2.7 Construcao do gerador de transformacoes de gauge

O gerador G das transformagoes de gauge de uma, teoria serd formado pela combinagao
linear dos vinculos de primeira classe ¥, obtidos pelo processo descrito na secdo an-

terior, que geram transformagoes de gauge. Explicitamente, G serda dado por
G =647, (2.151)

onde os coeficientes ¢, s@o fungbes arbitrarias do tempo. Entretanto, como veremos
através de um exemplo na proxima se¢ao, o gerador obtido dessa forma normalmente
fornece transformacGes mais gerais do que as transformacgoes de gauge obtidas no for-
malismo Lagrangeano, sendo preciso um ajuste a mao dos coeficientes ¢, de forma a
obter uma concordéincia com o formalismo Lagrangeano.

Uma forma matematicamente elegante de incluir no formalismo esse ajuste dos co-
eficientes €, no formalismo tém sido objeto de estudos por parte de diversos autores
[28, 30, 31, 32, 33, 42] mas ainda ndo hd um algoritimo adequado bem estabelecidodo
para realizar esse procedimento. Seguiremos aqui o procedimento adotado por Castel-
lani [30] e para tanto consideremos o sistema antes de calcularmos as condigoes de
consisténcia, ou seja, a dindmica é dada pela equacdo (2.53) de modo que as equagoes

de movimento para as varidveis canonicas (ver equagoes (2.51) e (2.52)) sao
4~ {gi, Hp} (2.152)

P~ {pi, Hp}, (2.153)

onde Hp ¢ definido pela equacio (2.11). E importante lembrar que a igualdade fraca
é relativa apenas aos vinculos priméarios @, pois estamos considerando que ainda nao

temos as condigoes de consisténcia analisadas.



Capitulo 2. Formalismo Hamiltoniano para sistemas singulares 62

Usando a notacao das secoes 2.1 e 2.2, na qual 4, sao as R velocidades nio resolvidas
em funcio das varidveis canonicas e ¢, sdo as N — R velocidades resolvidas, podemos

reescrever as equagoes acima como (ver equagoes (2.49) e (2.50)):

. _8H, . 0%,

i~ Y, o 2.154

¢ Op; Op; (2.154)
0H., . 09,

i% — —Yq —— 2].
0g; 0g; (2.155)

As igualdades fracas devem ser mantidas pois ainda ndo completamos o cédlculo
dos parénteses de Poisson, o que s6 acontece apds calcularmos as derivadas nas ex-
pressoes acima. Além da trajetéria (g;, p;) consideremos agora uma trajetéria variada
(g + mi,pi + &), que difere da primeira apenas por quantidades infinitesimais 7; e &;, e

cujas equacoes de movimento sdo:

. . OH . . o

q; + i~ W; (¢ + 1i,pa + &a) + <qa + 77a) W; (g + 15,05 + &) (2.156)
. . OH, . .\ 0P
D+ &R — 8q: (¢ + ispa + €a) — (qa + ”a) a—q? (¢ +nispi + &) (2.157)

Expandindo essas equagoes até primeira ordem nas variagoes 7); e &; obtemos:

i o~ O O%H, N 62Hc§+q 0%, 0%
e Opi | 0g;0pi " " Opadpio " Op; | Ops
+4q " + 4 o = ¢ (2.158)
 Bg;0pi " Op;op; :
. O0H, O%H, 9%H, . 0®, . 0D,
P& ~ — - - a— Qo —2— Ny =2 —
it dq; 5%5%% 3pa3qz'§ Yo ¢ 0g
9% . 0%
. g5 (2.159)

_g _ g
* BQjacﬁnj * Op;0g; ™’

O uso das equagoes de movimento (2.154) e (2.155) para a trajetéria (g;,p;) na

expressao (2.158) resulta em:

O He n; + O°H, Eat N 0% 4 "%, ni+ 4 %0
anapi ! apaapi ¢ “ api “ Bq]ﬁpi J @ apjapi

&— ;=0 (2.160)
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0’Hp 0’Hp . 0%,
+ ot N —— 1= 0 2.161
9q;0p; " Bpadpi opi (2.161)
Por sua vez a equagao (2.159) fornece:
0’H, 0%H, . 0%, . 0°d, . 0%, -
- - —7 —q g, Ll e i (2,162
94;04; 7 Opadai S e g~ e 9¢;04; 7 " Op;04; G (2.162)
0’Hp 0*Hp . 0%,
- - i, e ¢n 2.163
0¢;04; 7~ Opadai S~ e g & (2.163)
Para obter as expressdes (2.161) e (2.163) usamos o fato de que
0%, 0
- — o (g,pa)] =0 2.164
e
0%, 0
[Pa = 9a (¢:Pa)] =0, (2.165)

Opsdq;  Oppdy;

devido & prépia forma dos vinculos ®, dada pela equagdo (1.19).

Escrevendo as expressoes (2.161) e (2.163) separadamente para as varidveis canoni-

cas ¢, € p, obtemos

aZHP 82Hp . aga .
i + — Mg 7 —— M= 0
0q;0py i 0paOpy $a= Tla opy
0*Hp 0*Hp 09a

- ] a"‘ 7.704 a_ . =~ U,
BQjBan] 3pa3Qb£ Oqp S

enquanto que, para g, € pqo, temos

0*Hp O?Hp . 0P, - O’Hp O?Hp
e, = 4 ~0
9q;0p5 " " Opadps St Tla ops P 0q;0p " " Opadps S
_ &Hp -—BZHP£+7'7 %—éfvo
0q;0q3 " Opadgs-"" * Bgg P

(2.166)

(2.167)

(2.168)

(2.169)

onde usamos novamente a forma especifica dos vinculos primarios @, dada pela equacao

(1.19). E importante notar que, devido & equacdo (2.168), ndo h4 condicdes impostas

a 7, a derivada temporal da variacio 7, das coordenadas ¢, nio resolvidas em termos

das coordenadas canonicas. Isso é perfeitamente esperado pois, no final da secao 2.2,
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j4 haviamos chamado a atencdo para o fato das velocidades ¢, serem funcdes total-
mente arbitrarias do tempo se nao considerarmos as condicées de consisténcia, o que é
exatamente a situacao em questao.

Uma outra condicao a ser obedecida pelas variacoes 7; e &; é fornecida pelos vinculos

primérios @, ~ 0 pois devemos ter:

Pa + ga = Jao (Qi + iy Pa + £a) (2'170)

Expandido em primeira ordem nos diferenciais obtemos:

09a 09a
~ ; 2.171
Pa +&a = ga + 9q; n; + Opa €a ( )
09a 09a
. — ~ 0 2.172
0q; n Opa ga £a ( )

As equacoes (2.166)-(2.169) e (2.172) sao condigbes para que a trajetéria variada
seja fisicamente equivalente & trajetdria de original.
Consideremos agora que a variacdo seja gerada por uma funcio das varidveis cand-

nicas G com a seguinte forma

G =eMGyy, (2.173)
onde
d"e
(n) — 2 =P 2.174
T g (2.174)

e n varia de 0 a um certo valor k para cada valor do indice p. Ou seja, a funcao
geradora das transformacgoes de gauge serd formada, do modo mostrado acima, pela
combinacao de funcoes das varidveis canonicas G, multiplicadas por pardmetros ¢,
e suas derivadas temporais. Essa hipdtese pode parecer demasiado forte, mas é uma
hipétese razodvel diante dos exemplos fornecidos por diversas teorias fisicas, além de ser
uma, generalizagao, para o espaco de fase, de uma propiedade semelhante do gerador de

transformagdes de gauge no formalismo Lagrangeano [8]. E importante notar também
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que nao estamos fazendo nenhuma afirmacao sobre quem sao as fung¢oes G, presentes
em G.

As variacgoes 7; e & serao fornecidas pela transformagdo candnica gerada por G,

portanto:
BGn
. E {qz, Gy} = T P (2.175)
& ~ e {pi, Gnp} = _egn)aaiqn.p (2.176)

Para 7); e {z temos:
. d?’;‘%n) 3an (n) 3an (n—|—1) (9G (n) (9an
i~ dt 3pi + Ep { apl H } p api 6,0 { api , HP} (2177)

(n)
. dEfp (9an (n) {(9an } (n+1) 8an (n) {6an }
o~ _gln Hpb = —g\nt) 2 —1F _ An H 2.1
ST o Vo TPIT T o Lag 0ty B1T)

Substituindo esses resultados na expressao (2.166) teremos:

2
Bq](?pb “ Opj Opadpy " 0ga  \"  Opa " \opa’ Oy
oG oG
(n+1) np (n) np ~
€ ot e {8b Hp}) =0 (2.179)
oOH 0%Hp 0G 0
(n) { 9HP (n) O°Hp 0Gnp __(n)99a 1%
K {apb ’G"”} A ap {Gnp Hr} +
o0H 15) 0G,,, 0 oG
(n) Pl 9%9a _ (n+1)98np 992 (n+1)np
e {G"” " Opa }8pb 0 Opa Opy " Opy
H
<") 0 {an,HP}—I-E {Gn,,,a—P} ~0 (2.180)
Opy
Usando o fato de
O0Hp
I~ 2.181
O (2.181)

nao ser funcao das varidveis canOnicas mas sim um parametro arbitrario, temos:

OGnp 09, (n+1)9Cnp

(n) 8904 {an7 HP} + 5(n+1) - +e {ana HP} ~0

0" py Opa Opa Opy  * ops
(2.182)
9,99 0\ ( () ) A
(a—pb + a—pb%) (€p {an,HP} + €p an) ~ 0 (2183)
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De modo andlogo, o uso das equagoes (2.175)-(2.178) nas equagdes (2.167) e (2.169)

nos fornece:

(3_% a—qzﬁ) (E” {Gnp, Hp} + €5 an) ~0 (2.184)

Por fim, o uso das equagoes (2.175) e (2.176) em (2.172) resulta em:
99 _(m)9Gnp _ O9a_(n)0Gnp | () IGnp
9" Opi  Opa’ 020 P Oda

09a 0Grnp  0ga 0Gr,  0Gy,
— ~ 2.1
d0g; Op;  Opa 0qq * 0qa 0 (2.186)

~0 (2.185)

Usando

podemos escrever a equagio (2.186) como:

0o Gy 0B, OGy
J0q; Op; Op; 0g;

= {4, Gnp} =0 (2.188)

A equagao acima, junto com as expressoes (2.183) e (2.184), sao condigoes necessi-
rias para que G seja gerador de transformacoes de gauge.

Além disso, as equagoes (2.183) e (2.184) implicam em

S {Gnp, Hp} + "Gy 0 (2.189)
e ({an, Hp} + G(nfl)p) ~0 (2.190)

mas como os coeficientes €, sdo arbitrarios devemos ter:
{Gnps Hp} + G(n1), = 0 (2.191)
A principio poderiamos ter
e {Grp, Hp} + €5 Ghp = C + K (1) (2.192)

onde C' é uma constante e K () uma funcio temporal arbitriria. Mas a expressdo a
esquerda da igualdade fraca é exatamente a derivada temporal de G e a exigéncia de

que essa derivada seja estaciondria justifica a expressdo (2.189).
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Esses resultados implicam na seguinte cadeia de relagbes de recorréncia:

{GOp,HP} ~ 0

{G1p,Hp} +Gop = 0

{Gop, Hp} +G1, = 0

{Gk:pa HP} + G(kfl)p ~ 0
Grp ~ 0 (2.193)

Lembrando que ainda nio foram analisadas as condigoes de consisténcia, e portanto
as igualdades fracas referem-se apenas aos vinculos primadrios, temos o seguinte

(k) «

resultado: o termo Gy, do gerador de transformacoes de gauge correspondente a g, é

um vinculo primdrio, conseqiientemente o negativo do termo G;_1),, correspondente
a 8§;k_1), ¢ o vinculo secunddrio que serd produzido pela condicdo de consisténcia de Gy,
e assim sucessivamente até o ultimo termo G, que corresponde ao coeficiente €, € é o
ultimo vinculo secundério da cadeia iniciada pelo vinculo primdrio G, a menos de um
sinal dado por (—1)1c . Portanto, assumir que a seqiiéncia apresentada pelas equacoes
(2.193) seja finita serd equivalente a assumir que hd um ntmero finito £ de vinculos
secunddrios gerados pelo vinculo primdrio Gy,,.

A equacdo (2.188), por sua vez, implica que os vinculos primérios Gy, devem ter
parénteses de Poisson fracamente nulos com todos os outros vinculos primdrios. Apés
trabalhadas as condigoes de consisténcia serd necessario exigir também que os Gy,
tenham parénteses de Poisson nulos com todos os vinculos (primdrios ou secundarios)
de modo que a transformacgao por eles gerada nao tire o sistema da hipersuperficie
dos vinculos. Desse modo, os vinculos Gy, serdo vinculos primdrios de primeira classe.
Restam ainda duas questées: primeiro, saber se os vinculos secundirios gerados a
partir de um vinculo primdrio de primeira classe serao também de primeira classe e

segundo, saber se todos os vinculos secundarios de primeira classe sao obtidos a partir
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das condicoes de consisténcia para os vinculos primérios de primeira classe.

A resposta a essas questoes é, em geral, negativa. Nada impede de termos um
vinculo secunddrio de segunda classe sendo gerado pelas condigoes de consisténcia de
um vinculo primdrio de primeira classe e, nesse caso, o procedimento desenvolvido
acima nao serd valido pois vinculos de segunda classe ndo geram transformagoes de
gauge. Podemos também ter um vinculo secundério de primeira classe sendo gerado
por um vinculo primario de segunda classe o que novamente invalida o procedimento
aqui estudado pois alguns dos geradores de transformagoes de gauge nao entrariam nas
relagoes de recorréncia.

Entretanto o procedimento aqui apresentado é perfeitamente vélido para teorias em
que as cadeias de condigoes de consisténcia envolvendo vinculos de segunda classe sejam
total separadas das cadeias envolvendo vinculos de primeira classe. Ou, de uma forma
ainda mais restritiva, o procedimento serd valido para teorias que possuam apenas
vinculos de primeira classe.

Resumindo, para as teorias em que o procedimento de Castellani seja valido, temos
a seguinte situagdo: o coeficiente € que multiplica um vinculo de primeira classe 6; no
gerador das transformacoes de gauge G deve ser o negativo da derivada temporal do
coeficiente ¢’ que multiplica o vinculo de primeira classe 6, obtido a partir da condicao

. N . . . ~ -/
de consisténcia para ;. Ou seja, se 0; ~@; entao e = — €.

2.8 Um exemplo: Eletromagnetismo de Maxwell

Examinaremos agora um exemplo de sistema singular de forma a tornar mais claros os
procedimentos e conceitos apresentados até aqui.

Entretanto, usaremos como exemplo um sistema com infinitos graus de liberdade
descrito por uma densidade Lagrangeana dependente das varidveis de campo e de
suas derivadas até primeira ordem: L = L(1,0v). Adotaremos a métrica 7,, =

diag(+1,—1,—1,—1), com os indices gregos indexando as componentes dos quadri-
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vetores e variando de 0 a 3. As componentes dos tri-vetores serdo indexadas por indices
latinos variando de 1 a 3. A generalizacido dos formalismos apresentados anteriormente

é direta, sendo apenas necessario considerar que o Lagrangeano do sistema passa a ser

L= /£(¢,8¢) d3z, (2.194)
e as equacgoes de movimento, obtidas através do principio de Hamilton
) 4
S =05 = /Ldt - /L(w,aw)d z, (2.195)
sao dadas por:
oL oL
= 5, | —= 1 =0 2.196
o~ O (a(awa)) (2:196)
O momento conjugado a ¥® serd dado por
oL oL
Pa=—a=—"a (2.197)
oy 0
e portanto a matriz Hessiana é:
62L 2
Hy (E’Z’) - L 5 (?' - 5’) (2.198)

o' (8)s9 (7)) 099" 0y
A singularidade do sistema é determinada pela matriz ordiniria de indices discretos
em Hg.
Com essas modificacoes, analisemos o caso da Eletrodindmica de Maxwell, que tem
a seguinte densidade Lagrangeana

1
L=~ FuF" (2.199)

%
onde Fj, = 0,A, — 0,A, e AF = ((p, A), sendo ¢ o potencial escalar e Z o potencial

vetor. Desse modo as componentes do tensor do campo eletromagnético F#*¥ serao

0 -E, —-E, —E,
E, 0 -B, B
=1 " S (2.200)
E, B, 0 -B,

E, -B, —-B, 0



Capitulo 2. Formalismo Hamiltoniano para sistemas singulares 70

onde E e E sao os campo elétrico e magnético, respectivamente.

As coordenadas que usaremos sao as componentes A* do quadri-potencial de modo
que, rigorosamente falando, teremos nao 4 mas sim infinitas (4 - 003) coordenadas ja
que o valor de cada componente A* em cada ponto do espago é uma coordenada inde-
pendente.

Os momentos canénicamente conjugados as coordenadas serao dados por:

oL 1_ OF
m, =%~ _ _~p 9 2.201
P oAR T 2 4P (2.201)

M, = —Fy, (2.202)

Os parénteses de Poisson fundamentais entre as varidveis canonicas sdo:
! !
{ar ()0, ()} =6,20° (£ - ) (2.203)

A matriz Hessiana sera:

2
Hop (%,7) = %53 (-7 (2.204)
0A 0A
! !
Hop (2,2) = (—150 + 1p0m00) 0° (2 — 7 ) (2:205)
Na forma matricial temos:
0 0 0 0
01 0 0
Hop (%,7) = 6 (- 7) (2.206)
00 10
00 0 1

A matriz Hessiana é obviamente singular e seu posto é 3, portanto teremos um
vinculo primério. Da defini¢do dos momentos II,, e do tensor F'*¥ temos obviamente o

vinculo:

3 =Ty~ 0 (2.207)
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As componentes espaciais IT* sdo as componentes E* do campo elétrico. Usando a

defini¢do dos momentos podemos reescrever as velocidades A4; como:
Ai= —TI; + 8; Ao (2:208)
O Hamiltoniano candnico serd dado por:

. w1
H, = / 1, A" d®z — L= / (Hu A" +ZFWF“") d*z (2.209)

Usando o vinculo primdrio e as expressoes (2.208) temos

) ) 1 o1
H,. = / (—HZHZ' + IT*9; Ag + ZFiJ'FU + §HZHz’> d’z (2.210)
H, = / ZFijF - §H I; — ApOiIl" ) d°x, (2.211)

sendo que na tltima passagem fizemos a integracio por partes do termo II°0; Ay.

E importante observar que o Hamiltoniano canénico nao contém as velocidades Au.
Todas as derivadas contidas no termo F* sio derivadas em relacio as coordenadas espa-
ciais e essas derivadas nao sao velocidades mas apenas fungoes das varidveis candnicas.

O Hamiltoniano primdrio serd:

1 1. .
Hp = H, + /'u (?t) Tod3z = / (ZFUF“ — JIITL — AT + v (E’t) Ho) a3z
(2.212)
~ . — , ~ el . N —
Nessa expressao o coeficiente v (x,t) é uma funcao arbitriria dos pardmetros x e

t. A condicao de consisténcia para o vinculo primério é:

d=ITo= {Ily, Hp} = — {HO (E’) , / AOBiHid?’:v’} ~ 0 (2.213)
o= — / {0 (7)), 40 (?')} o' d*z’ ~ 0 (2.214)
d= / 8 (7 —2) oI (7) ds' = o1 (2) ~ 0 (2.215)

Para satisfazer a condi¢ao de consisténcia devemos ter o vinculo secundério:

x =" =~ 0 (2.216)
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Temos entao uma nova condicdo de consisténcia a satisfazer:

X={0,I1°, Hp} = {asns (%), / iFijFijd?’x'} ~0 (2.217)
k= g0, ([ 1 (2) {1 () .77 (3) }b') o0 (2.218)
X= 0,0;F* = 0 (2.219)

Mas 0,0;F* = 0 pois é a contracio de um objeto simétrico com um antissimétrico
e portanto a condicdo de consisténcia X~ 0 é automaticamente satisfeita sem a ne-
cessidade de novos vinculos secundérios. Como ambos os vinculos sdo apenas fungoes
dos momentos, seu paréntese de Poisson é obviamente nulo e portanto ambos sao de
primeira classe. Desse modo, nao temos vinculos de segunda classe no Eletromag-
netismo de Maxwell. Como conseqiiéncia o Hamiltoniano candnico é de primeira classe
e o Hamitoniano total Hr definido na equacao (2.108) é idéntico ao Hamiltoniano
primdrio. O Hamiltoniano extendido definido pela expressdo (2.122) serd

Hy — / (iFJFJ - %nini — ABIT + o (,¢) Tl + u (2,1) aini) Bz (2.220)
onde tanto v quanto u sdo funcdes arbitririas.

Podemos agora calcular as equacdes de movimento de Hamiton. Para A° temos:

.0 ! !
A~ {AO,HE} - {AO,/UHOd?’x’} — / {AO (2) v (? ,t) I, (? )} Bz (2.221)
-0 3 (= — —! 3 1 — -0 —
A= |4 (:1: —:v)'u(ac,t)dx :U(x,t) #sz(:v,t) (2.222)
Na expressao acima, a igualdade fraca torna-se uma igualdade normal ao usarmos os
vinculos que, nesse caso especifico, nao modifcam a expressdo pois nao estao presentes.
O resultado acima simplesmente nos diz que a derivada temporal de A° é totalmente

arbitraria e portanto a prépia componente A° serd uma varidvel totalmente arbitraria

no formalismo Hamiltoniano. Para as outras componentes de A* temos:

e {Aj,HE} - {AJ’, / (—%Hiﬂi — AT + uaini> d%’} (2.223)
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¥ om [ @) E) ) - ) (0 3)om (7)) +

+u (7)) {47 (2),010 (3')}) ' (2.224)

N I (%) + 0940 (7) - 0u (7.1) A= (%) + 074y (7) - 09u (7,1)
(2.225)

Para os momentos II® temos:

I~ {II*, Hp} = {Hs’/iﬂ,szjd%/} _ %/FU (EH) {Hs (;) Fy; (}’I)}d?’x'
(2.226)

'~ % (07" (2) - 0,7 (&) = 0,F™ (&) =11 = 0,F™ () (2.227)

Novamente a igualdade fraca se torna uma igualdade normal com o uso dos vinculos.
Mas eles como nao estao presentes no resultado final ndo modificam as expressoes obti-
das. Expressando esses resultados em forma vetorial obtemos as equagoes de Maxwell.

A partir da equagdo (2.225) obtemos:

— —
—— =—F—-v (4y—u) (2.228)
O rotacional dessa expressao nos fornece:
av x A
X — — — — - —
VatA:_vxE_vxv(AO_u)i_:—vxE (2.229)
A partir de equagao (2.227) temos:

o1 9E -
—

Por fim o vinculo secundério (2.216) nos fornece:

- -

V- -E=0 (2.231)
O gerador das transformacoes de gauge seria, a principio:

G = / (o11° + uaTT?) e (2.232)
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As transformagdes de gauge para as varidveis canénicas seriam entio:
547~ {40 (7). 6} = {40 (@), [o ()00 (&) @b} =0 (dr)  (2239)

540 = {41 (2),6) = {4 (2), [u(&0)am (2) '} = —0iu (2.2) (2230
STIH =~ {TI*,G} = 0 (2.235)

Contudo, levando em conta o algoritimo desenvolvido na ultima se¢do teremos,

v = — u e portanto o gerador das transformacoes de gauge se torna:
G = / (- 4T + udIT’) e (2.236)
G = / (- @I - o) d (2.237)
G=— / *0,ud’x (2.238)

Recuperamos entao as conhecidas transformagoes de gauge do eletromagnetismo
SAM ~ {AM, G} = —0Mu (E’t) (2.239)

ja que u (E), t) é uma funcdo arbitriria. Devemos observar que os momentos IT* sdo
invariantes de gauge devido & equagdo (2.235), que continua vilida apds o ajuste dos
coeficientes em G. Tal resultado ji era esperado pois II° é um vinculo e portanto nio
deve ser alterado pelas transformacoes de gauge e as componentes espaciais II* sdo as
componentes do campo elétrico que sao invariantes de gauge. Da mesma, forma, o tensor
FH ¢ a densidade Lagrangeana £ dada pela equagdo (2.199) também sdo invariantes
de gauge.

Por outro lado, o potencial vetor A* é gauge dependente como pode ser verificado
diretamente da equagao (2.239). Contudo, os fatos de termos o gradiente de uma fungao
arbitraria u na expressao para a derivada temporal de Z, dada pela equagao (2.228),
além de termos AOZ v =4, j4 indicam que o potencial vetor A* é dependente do gauge.
As componentes espaciais II* do momento sdo invariantes de gauge e conseqiientemente

suas equacoes de movimento nao possuem tal caracteristica.
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Esse exemplo nos mostra que, apesar das limitacoes para as quais chamamos a
atencdo no fim da segao anterior, o procedimento de construcdo do gerador G das
transformagoes de gauge nos permite obter as transformagoes de gauge corretas para
diversas teorias fisicas que atendam & exigéncia de ter apenas vinculos de primeira
classe (que é o caso do Eletromagnetismo de Maxwell) ou de ter cadeias de condigdes
de consisténcia separadas para vinculos de primeira e segunda classes. Desse modo, o
gerador GG obtido na se¢ao anterior nos permite analisar de uma forma simples as trans-
formacgGes sob as quais o sistema fisico é invariante e quais grandezas sdo invariantes
de gauge numa, teoria. Tal procedimento é extremamente vantajoso na andlise de uma

teoria que nao seja tao bem conhecida quanto o é o Eletromagnetismo de Maxwell.



3. Formalismo de Hamilton-Jacobi para

sistemas singulares

3.1 Introducao

Apresentamos neste capitulo o formalismo de Hamilton-Jacobi para sistemas singu-
lares desenvolvido recentemente [12]. A motivacdo para o estudo deste formalismo
para sistemas singulares é essencialmente a mesma que leva ao estudo de diferentes
formalismos para sistemas regulares. Diferentes formalismos (Lagrangeano, Hamilto-
niano, de Hamilton-Jacobi) permitem diferentes abordagens dos problemas estudados,
cada formalismo sendo equivalente aos outros e tendo suas vantagens e desvantagens no
estudo de determinadas caracteristicas dos sistemas fisicos. Da mesma forma, diferentes

formalismos permitem diferentes andlises das propiedades de sistemas singulares.

Entretanto, abordaremos neste trabalho o formalismo de Halmiton-Jacobi para sis-
temas singulares fazendo sua generalizacao para o caso de Lagrangeanos com derivadas
de segunda ordem (Lagrangeanos de segunda ordem). Neste capitulo usaremos, em
linhas gerais, a abordagem empregada na referéncia [34]. Inicialmente desenvolveremos
o formalismo de Hamilton-Jacobi para tais Lagrangeanos sem considerar o caso singu-
lar. Em seguida examinaremos caracteristicas gerais de Lagrangeanos singulares de se-
gunda ordem, em especial a estrutura de vinculos que apresentam, além de analisarmos
brevemente o formalismo Hamiltoniano para este caso. Finalmente, usaremos os resul-

tados obtidos para desenvolver o formalismo de Hamilton-Jacobi para Lagrangeanos
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singulares com derivadas de segunda ordem. O tratamento do caso de Lagrangeanos
contendo apenas derivadas de primeira ordem serd uma decorréncia natural do caso

que estamos estudando.

3.2 Formalismo de Hamilton-Jacobi para Lagrangeanos

de segunda ordem

O tratamento de teorias cujos Lagrangeanos contenham derivadas de ordem superior,
ditos Langrangeanos de ordem superior ou ainda teorias de ordem superior, foi inicial-
mente desenvolvido por Ostrogradski [35] e nos permite escrever as equagoes de movi-
mento de Euler-Lagrange, introduzir momentos conjugados e desenvolver um formal-
ismo Hamiltoniano para tais sistemas. Os Lagrangeanos estudados nos dois primeiros
capitulos desta dissertagdo sdo chamados Lagrangeanos de primeira ordem (por con-
terem apenas derivadas primeiras das coordenadas) e sdo apenas um caso especial dos
Lagrangeanos de ordem superior. Centraremos nossas atengoes no caso de sistemas de-
scritos por Lagrangeanos contendo até derivadas de segunda ordem das coordenadas,
ou seja, sistemas com Lagrangeanos de segunda ordem.

As equagoes de Euler-Lagrange para tais Lagrangeanos, obtidas através da integral

de acao
S = /L (q, q, é) dt (3.1)

usando o principio de Hamilton, sdo dadas por:

oL d (0L d> (0L
OL_d (L) (0, o2
0g; dt \9g; dt* \9 q;
Essas equacoes sao equacoes diferenciais de quarta ordem e portanto, em teorias
de segunda ordem, o espaco de fase das ”velocidades” é descrito em termos das N

coordenadas generalizadas g; € suas derivadas primeiras, segundas e terceiras em relagao

ao parametro temporal t. Estas sdo as 4N varidveis cujas condicées iniciais devem ser
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especificadas para permitir a resolucdo das equacoes de movimento de Euler-Lagrange
(3.2).

O espago de fase dos momentos é construido introduzindo-se os momentos general-

izados
oL d (0L
= — — — [ — 3.3
P 29; dt (8 qi) ( )
oL OL . oL . oL
Pi= —— — — 9 ———945 ———— 9 (3.4)
049; 8qi3q]‘ 8(11'8(]_7' 8%’8%‘
(]
T = a—L (3.5)
24;

(conjugados respectivamente a g¢; e ;) e escrevendo ¢; e ¢; como fungoes das varidveis
candnicas: as coordenadas ¢, velocidades ¢ e dos momentos p e m. Ou seja, devemos

obter funcgoes f; e h; tais que:
4= f; (Qiaqiﬂri) ;4= hy (Qi,qiapi,ﬂi) (3.6)

O espago de fase serd descrito entdo pelas varidveis canénicas (g;, p;) , (Qi, wi) onde

Introduzindo o Hamiltoniano canonico definido como

H, = p; §; +m; 4; (3.7)

B — L.
ai=F; |‘1i=f i
podemos escrever as equagoes de movimento de qualquer fungio g das variaveis cano-

nicas como
9={g,H.}, (3.8)

onde o paréntese de Poisson é definido em termos de todas as varidveis candnicas
segundo a férmula;:

(g 0408 _0BOA  0A 0B 0B oA
"0 0qiOpi 0g;Opi 8 4;0mp O ;O

(3.9)

Um ponto para o qual devemos chamar atencdo é a necessidade de exprimir as

derivadas terceiras das coordenadas ¢; como funcoes das varidveis canonicas apesar do
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Hamiltoniano candénico nao conter tais derivadas. Isso deve-se ao fato, para o qual ja
haviamos chamado a atencdo, de as equagles de movimento de Euler-Lagrange for-
marem um conjunto de N equagoes diferenciais de quarta ordem. Portanto, para
resolvé-las no caso nao singular, precisaremos estabelecer 4 N condigoes iniciais para as
4N varidveis ¢;, 4;, 4;e 4;. Ao passarmos para o espacgo de fase teremos 4N equacdes
de movimento de Hamilton para as varidveis canonicas ¢, 4, p € T que serao equagoes
diferenciais de primeira ordem e portanto necessitaremos novamente de 4N condicoes
iniciais para resolver este novo sistema de equagoes diferenciais. A fixagao de condicGes
iniciais para os momentos p no formalismo Hamiltoniano corresponde & fixacao das
condicbes iniciais para as derivadas terceiras das coordenadas ¢'s no formalismo La-
grangeano, portanto estas ultimas devem ser expressas em termos dos primeiros ao
fazermos a passagem do formalismo Lagrangeano para o Hamiltoniano.

Esse porcedimento é inteiramente andlogo ao usado no caso de Lagrangeanos de
primeira ordem, sendo que o Hamiltoniano canénico (3.7) se reduz ao Hamiltoniano
definido na equacdo (1.4) quando a fun¢do Lagrangeana possui apenas derivadas de
primeira ordem. E importante observar que as velocidades ¢ passam a ter status de
”coordenadas”, tendo inclusive um momento conjugado. O papel que as velocidades
tinham no caso de Lagrangeanos de primeira ordem passa a ser desempenhado pelas
aceleracoes ¢ e as derivadas terceiras do tempo ¢ que devem ser eliminadas das equacoes
no formalismo Hamiltoniano.

Contudo, analogamente ao caso de Lagrangeanos de primeira ordem, este procedi-
mento s6 é possivel se o determinante da matriz

2
g= L (3.10)
04;04;
nao se anular. Essa condicao é nescessaria pois do contrario, como veremos mais adi-
ante, nio serd possivel expressar todos os ¢; e ¢; como fungdes das varidveis canonicas;
o que implicard na existéncia de vinculos entre essas ultimas. Desse modo, a matriz

(3.10) serd chamada de matriz Hessiana para Lagrangeanos de segunda ordem e é uma
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generalizacdo natural da matriz Hessiana definida na equacdo (1.12) para Lagrangeanos
de primeira ordem.

Portanto, se o determinante da matriz Hessiana (3.10) for nulo, teremos a gener-
alizagdo para Lagrangeanos de segunda ordem do caso de sistemas singulares que foi
estudado nos dois primeiros capitulos e dizemos que o Lagrangeano de segunda ordem é
singular. Na préxima se¢do voltaremos a examinar o caso de Lagrangeanos de segunda
ordem singulares e como a singularidade da matriz Hessiana (3.10) ird gerar vinculos.

Analisaremos agora o formalismo de Hamilton-Jacobi para um Lagrangeano geral
de segunda ordem (ndo necessariamente singular). Seguindo o procedimento de Giiler
[36, 37] para sistemas com Lagrangeanos de primeira ordem, usaremos nesta se¢io o
método dos Lagrangeanos equivalentes de Carathéodory [38] para obter a equagio de
Hamilton-Jacobi para sistemas Lagrangeanos de segunda ordem.

O método dos Lagrangeanos equivalentes de Carathéodory, aplicado a Lagrangeanos
de segunda ordem, utiliza o fato de que, dado um Lagrangeano L(g;,4;,4;), podemos
obter um novo Lagrangeano L' completamente equivalente ao primeiro acrescentando
uma, diferencial total pois ambos irao fornecer as mesmas equagées de movimento ao
usarmos o principio de Hamilton, i.e. ambos irdo fornecer os mesmos extremos para a

integral de agao (3.1). Desse modo, o Lagrangeano

ds (qi,qi,t)

= (3.11)

AR RAE
tem extremos simultaneos aos do Lagrangeano L, no sentido de que quando a integral
de acgdo obtida a partir de L for estaciondria a integral de acao obtida a partir de L'
também o sera.

Portanto podemos escolher a fungao S(g;,4;,t) de tal forma que L' se torne um
extremo da integral de agdo e entao reduzir o problema variacional de encontrar um

extremo para a integral de a¢do do Lagrangeano L a um problema de célculo diferencial.

Com este objetivo, tomemos um conjunto de funcdes ©;(g;, 9;,t), Bi(qi,t) e S(qi, %, t)
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tais que

e para toda vizinhanca de ¢;= B;(g;,t) e ;= ©i(gi,4;,t) tenhamos:
L (Qiaqi,éz’) >0 (3.13)

Com essas condigoes satisfeitas o Lagrangeano L' terd um minimo em ¢;= f3; (i, t)
e 4= o; (qi,qi,t) e conseqiientemente a integral de acdo para este Lagrangeano terd
um minimo de tal modo que as solucbes dessas equagoes diferenciais corresponderao a
extremos da integral de acdo. Como os Lagrangeanos L e L' sao equivalentes a acgao
obtida a partir de L também serd minimizada pelas solugoes dessas equacoes.

A partir da defini¢do do Lagrangeano L' obtemos:

0S (¢is4it) 08 (¢i:4irt) dg; 0 (40:9irt) 4 g,
ot B oy dt  9q;  dt

L' = L (g, &, 1) - (3.14)

Usando agora a condicao (3.12) para que L' (e conseqiientemente a integral de a¢ao)

tenha um minimo, temos:

! 4i=p;
%—f b - [L (i) - s ((q?qqt) i s (;qqt) q] s, (316)
4;=p; di=o;

Por outro lado, ¢;= f3; € ¢;= ; sao um ponto de minimo do Lagrangeano L' e
como consequéncia a derivada de L' em relacdo a ¢; deve se anular nesse ponto. Essa

condicao nos fornece:

oL’ [ oL 0 (dS)]
9 G; | 1= 0¢; 0g; \dt %=hi ( )
4=y 4=
e e (3.18)
a4; 4=B; 0 q;|hi=hi

qi=p;
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Da mesma forma, a derivada de L' em relacio a ¢; deve se anular e como con-

seqiiéncia devemos ter:

or’ oL & (dS
sarties =07 [5a 54 ()] las =0 319
4i=p; di=0;
L 2 _ 9 )
L _90s 05 &S . &S .l _, 530
09; at o q; 0qi 09; an 84q; 0 q 4=P;
4;i=yp;
OL 0S d oS
[8—511- - dq; Ea_qi] G=p; (3.21)
qi=p;
) oL d 88
dq; =50 “diaall 3.22
0q; ;=5 [3 g, dto qi] _gi:ﬂi ( )
=¥

Devemos nos lembrar que as velocidades ¢; tém o status de coordenadas e que
estamos usando a notacdo ¢;=¢;. Desse modo, usando as definicdes para os momentos

conjugados dadas pelas equagoes (3.3) e (3.5) nos resultados expressos nas equagoes

(3.18) e (3.22) obtemos:
o5 o
B 3%’ e 0 qz

Di (3.23)

Substituindo esses resultados na equacao (3.16) temos que a condi¢ao para obtermos

um extremo da integral de acdo é encontrar uma funcio S(g;,4;,t) tal que:

oS

— =—H 3.24

Sy (3.20
Hy=p; 4; +m; (jz —L (3.25)

Essas equagoes, junto com as equagoOes (3.23), sdo as equagOes fundamentais do
método dos Lagrangeanos equivalentes, sendo que a equagao (3.24) é a equacao difer-
encial parcial de Hamilton-Jacobi (EDPHJ) para o sistema e S(g;,9;,t) a funcdo prin-
cipal de Hamilton. E importante relembrar que o formalismo de Hamilton-Jacobi de-
senvolvido nesta se¢ao é valido para qualquer Lagrangeano de segunda ordem e nao

estd restrito a Lagrangeanos singulares.
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3.3 Vinculos em sistemas singulares com Lagrangeanos de

segunda ordem

Examinaremos agora o caso de Lagrangeanos singulares de segunda ordem, ou seja, o
caso em que a matriz Hessiana (3.10) tenha posto K = N — R. Seguindo um pro-
cedimento semelhante ao adotado na primeira se¢do do capitulo 1, podemos escolher
a ordem das coordenadas ¢; de modo que a sub-matriz K X K localizada no vértice
inferior direito da matriz Hessiana seja ndo singular. Ou seja, lembrando que (ji:éji,

temos:

O%L

omp

04,

det = det #0;a,b=R+1,..,N (3.26)

Podemos portanto resolver K = N — R ”aceleragoes” éa em termos das coordenadas
(q, é), dos momentos 7, (a = R+ 1,...,N) e das "acelera¢des” ndo resolvidas o (a=

1,...R):

ga: fa (Qiaqiaﬂ-baéa> (327)

Como os momentos m sao funcoes das aceleracoes ¢;, podemos substituir as ex-

pressoes (3.27) nas defini¢bes dos momentos 7; e obter:

oL - _ -

T = —|. =9; (Qiaqiafa;qa> (3.28)
0 4ilg,=f,
i = gi (%aqi;ﬂ'aaéa) (3.29)

Como devemos ter m, = g, as outras K funcgoes g, nao podem depender das acel-
eracoes Qa nao resolvidas ou seriamos capazes de resolver mais algumas aceleracoes éa
como fungoes das varidveis g, ¢ e m, o que contradiz o fato da matriz Hessiana ter posto
K. Podemos portanto reescrever a equagio (3.29), para os momentos m, (o= 1, ..., R),

Ccomo

To = o (4i> Gis T ) (3:30)
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o que, no formalismo de Dirac, implica na existéncia de vinculos primdrios do tipo:

o= Ta — Ja (Qia(jiaﬂ'a) ~0 (3.31)
Até aqui temos um procedimento exatamente anilogo ao procedimento para um

Lagrangeano singular de primeira ordem descrito nos capitulos 1 e 2. Os vinculos

dados pela equagao (3.31) sao andlogos aos vinculos (1.19) obtidos no capitulo 1.

Mas temos agora uma diferenga essencial em relagao ao caso de Lagrangeanos de
primeira ordem estudado nos dois primeiros capitulos. Como foi dito na se¢@o anterior,
para Lagrangeanos de segunda ordem devemos também expressar as derivadas terceiras
das coordenadas g; como funcio das varidveis canOnicas ao passarmos para o espaco de
fase. Ou seja, precisamos obter para ¢ :éj expressoes do tipo mostrado nas equacoes
(3.6).

Partindo da equagao (3.4) teremos
d’L

6 qz 8 qJ aa:fa

Op;

95

Opi
0 é]

det = det

e como consequéncia do posto da matriz Hessiana sé poderemos resolver K = N — R
variveis ¢, como funcoes q,= hq (qi,éi,ﬂb,pb,(ia,%>, onde 4, (a= 1,...,R) sdo as
derivadas terceiras que nao puderam ser resolvidas. Substituindo essas expressoes nas

definicoes dos momentos p; obtemos:

OL d ( OL ))

_ (9L _d (OL\)\| 3.33
pi (8 q; dt \9g; da=fa ( )
aa:ha

b = kz (Qiaqiaﬂaapa’ga’éa) (334)

Mas k,,, de forma semelhante as func¢oes g, acima, ndo podem conter as varidveis nao
reolvidas 9, e 4, ou seriamos capazes de resolver mais algumas dessas varidveis como

funcoes das varidveis canonicas, o que contradiz o fato de o posto da matriz Hessiana
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ser K = N — R. Portanto a equagao (3.34) pode ser reescrita, para o8 momentos pq,

como
Pa = ka (4i>i; Ta pa) (3:35)

o que, no formalismo de Dirac, implica na existéncia de vinculos primdrios dados por:
D4 = po — ka <Qi>(jia77aapa) ~0 (3'36)

Devemos chamar atencdo para o fato de que os vinculo primdrios (3.31) e (3.36)
acontecem aos pares em sistemas com Lagrangeanos de segunda ordem: a existéncia de
um vinculo primdrio envolvendo o momento 7,, conjugado & coordenada 4, implica
na existéncia de um vinculo envolvendo o momento p, conjungado & coordenada ¢,.

O tratamento de Dirac apresentado no segundo capitulo pode ser aplicado também
neste caso de Lagrangeano de segunda ordem. O Hamiltoniano canénico (3.7) passa a

ser:
He = pa f + o Daly i, + bt o Talsyg, — I (00000 G0= 12)  (330)
O Hamiltoniano primério (2.11) serd dado por
Hp = H.+ 1484 +0aPq, (3.38)

onde v, e v, sao coeficientes arbitrarios, e as equacoes de movimento para uma funcao

g das varidveis canonicas sera:

9={g,Hp} (3.39)

O procedimento a partir deste ponto é andlogo ao procedimento de Dirac usual:
devemos verificar as condic¢Ges de consisténcia, separar os vinculos de primeira e segunda
classes, definir o paréntese de Dirac, etc...

O desenvolvimento desse formalismo Hamiltoniano para sistemas singulares com
Lagrangeanos de segunda ordem ji foi estudado na literatura [39, 40, 41, 43] assim

como o caso mais geral envolvendo Lagrangeanos de ordem arbitraria [22, 42]. Contudo,



Capitulo 3. Formalismo de Hamilton-Jacobi para sistemas singulares 86

exceto na referéncia [43], todos os autores tratam apenas os vinculos envolvendo os
momentos 7 e dados pela equagio (3.31) como vinculos primdrios. Os vinculos contendo
os momentos p, dados pela equagao (3.36), sao considerados vinculos secundérios.

Entretanto, se formos nos ater estritamente ao formalismo de Dirac, ndo ha motivo
para nao considerar os vinculos (3.36) como vinculos primdrios ji que estes surgem da
préopia definicao dos momentos p como consequéncia da singularidade da matriz
Hessiana.

Se os vinculos (3.36) ndo forem considerados primdrios eles serdo necessariamente
obtidos como condigoes de consisténcia para os vinculos (3.31). Esse fato pode ser
diretamente verificado pois, fazendo essa consideragdo, o Hamiltoniano canénico (3.37)

sera
H. = po 94 + 90 pa + Tafat Qo 7T04|7r3:ga —L (%’aéiagaaqa: fa) (3.40)

pois ndo faremos a substituigdo dos p, pelas suas expressoes dadas pela equagio (3.35).

Os vinculos &, podem ser escritos, a partir das equagoes (3.28)-(3.31), como:

- oL
Do=To — —|. ~0 (3.41)
a qa aa:fa
A condigao de consisténcia serd
- oL d 0L
Qa,Hey =—pat = |. — 57| 3.42
{ a c} Do P i, i, dt o i 5, ( )

e corresponde exatamente & existéncia de um vinculo do tipo dado pela equacao (3.36).
Se contudo considerarmos os vinculos ®, como primadrios e fizermos a substituicdo dos
momentos p, no Hamiltoniano canénico de acordo com as expressoes (3.33)-(3.35) as

condicdes de consisténcia para os vinculos @, serdo identicamente satisfeitas:
{@arHe} =0 (3.43)

Diversos autores [40, 41, 42] perceberam o fato de que as condi¢des de consisténcia

para os vinculos (3.31) fornecem vinculos que ji estdo presentes na defini¢io (3.3) dos



Capitulo 3. Formalismo de Hamilton-Jacobi para sistemas singulares 87

momentos p. A referéncia [42] em especial apresenta uma demonstracdo detalhada
deste fato para Lagrangeanos singulares de ordem arbitraria.

Na referéncia [40] os autores chamam a atengdo para o fato de que os vinculos
(3.36), sob o ponto de vista da transformacdo de Legendre, podem ser considerados
vinculos primdrios enquanto que, do ponto de vista Lagrangeano, nao ha dinidmica
envolvida em sua obtencio como condicdes de consisténcia dos vinulos ®,: eles sdo
apenas conseqiiéncias do fato de termos definido ¢;=¢;. Além disso, na referéncia [41] o
autor mostra que nio h4 vinculos Lagrangeanos correspondentes aos vinculos &, nem
aos vinculos @,, uma caracteristica dos vinculos primdarios no formalismo Hamiltoni-
ano para Langrangeanos singulares de primeira ordem. Os vinculos Lagrangeanos sé
tém correspondéncia com os vinculos Hamiltonianos surgidos a partir das condicées de
consisténcia para os vinculos ®,,.

Contudo, todos os autores citados optam por tratar todos os vinculos dados pela
equacao (3.36) como vinculos secundérios apesar de, como acabamos de mostrar, nio
haver até agora nenhuma razao que nos obrigue a fazé-lo.

Do ponto de vista da dindmica no formalismo Hamiltoniano para sistemas singulares
desenvolvido no capitulo 2, o fato de os vinculos (3.36) serem primérios ou secunddrios
nao tem a menor importancia. A distincdo fundamental que aparece na dindmica do
formalismo Hamiltoniano é entre vinculos de primeira e segunda classes e, como vimos
acima, se os vinculos @, nao forem considerados vinculos primdrios eles sempre serao
obtidos como condicdes de consisténcia dos vinculos &, de forma que sempre estarao
presentes no formalismo. Haverd um problema contudo na construcao do gerador das
transformacoes de gauge pois, ao considerarmos os vinculos ®, como primérios, nao
havera nenhuma relacao entre os coeficientes dos ®,, e &, de primeira classe presentes
no gerador G das transformacoes de gauge, em contradi¢gao com diversos exemplos
fisicos [32, 33, 43] que indicam a existéncia de tais relagbes. Entretanto, tal prob-
lema, parece estar relacionado mais com o fato de ndo haver realmente um formalismo

matematicamente rigoroso para construcao do gerador de transformacoes de gauge do
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que com uma obrigatoriedade na escolha dos vinculos ®, como secundarios.

Por outro lado, a existéncia de expressGes para os momentos p,, com a forma
mostrada na equagao (3.35) e obtidas a partir da prépia definicdo dos momentos e
nao por condigoes de consisténcia, serd essencial no desenvolvimento do formalismo de
Hamilton-Jacobi para sistemas singulares que iremos abordar na proxima secdo. Esse
fato justifica aquilo que seria apenas um certo preciosismo ao insistirmos em tratar os
vinculos @, como vinculos primérios.

Por fim, hd um aspecto para o qual é importante chamar a atencdo. A estrutura
de vinculos indicada pelas equagdes (3.36) e (3.31) sé acontece para Lagrangeanos
verdadeiramente de segunda ordem, que sao aqueles Lagrangeanos que nao diferem
de um Lagrangeano de primeira ordem apenas por um diferencial exato. Quando um
Lagrangeano de segunda ordem pode ser escrito da forma
dF (g,4)

7 (3.44)

L (q, Q,Q) =Ly (q,fl) +

a existéncia de um vinculo primério da forma (3.31) envolvendo o momento 7, nao
implicard na existéncia de um vinculo da forma (3.36) envolvendo o momento p,. Uma
demonstragdo para esse fato, generalizada para Lagrangeanos de qualquer ordem, é

apresentada na referéncia [42].

3.4 Formulacao para Lagrangeanos de segunda ordem sin-

gulares
Vamos adotar a seguinte forma para as expressoes (3.30) e (3.35) dos momentos 7, €
DPa:
Ta = _Hg (qiaqiapaaﬂ-a) (345)

Pa = _Hg (q27 (jiapaa ﬂ-a) (346)
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O objetivo desta mudanca é distinguir claramente o tratamento feito na formulacao
de Hamilton-Jacobi do tratamento feito na formulagio Hamiltoniana. Reparemos que
a fun¢do H) nao depende dos momentos p, pois é obtida a partir da equagao (3.30);
entretanto, por uma questao de elegancia e facilidade nas notagoes, a trataremos como
se tal dependéncia existisse.

O Hamiltoniano Hj, equivalente ao Hamiltoniano candnico (3.37) e dado pela

equacao (3.25), torna-se

Hy =p, qa + qa pa|pﬂ:_H£ + 7Tafa‘|' qa 7ra|7rﬁ:_Hg - L (qi,éi,(ja,(ja: fa) (3'47)

onde o, =1,....,R;a=R+1,...,N. Por outro lado, temos

0Hy 9 oL  OL 8f,

= T + T —

=0 (3.48)

04, 94, 04, 07,040,

de forma que o Hamiltoniano Hy ndo depende explicitamente das varidveis éa. Essa
caracteristica é valida também para o Hamiltoniano canénico (3.37) no formalismo
Hamiltoniano e é equivalente & propiedade dada pela equacdo (2.4) para as velocidades
g, no caso de Lagrangeanos de primeira ordem.

A partir deste ponto adotaremos a seguinte notagdo: o pardmetro temporal ¢ e as
coordenadas g, serdo representadas, respectivamente, por ¢ e t, enquanto 4, serd indi-

cada por t. Os momentos p, e T, serdo representados por P2 e PT, respectivamente,

e o momento Py, conjugado ao pardmetro temporal ¢y, serd definido como:

oS

p=2
07 5t

(3.49)

Mas agora, devido as condigoes (3.45) e (3.46) para os momentos, as igualdades

(3.23) fornecerao um novo conjunto de condigoes a ser satisfeito pela func¢ao S (qi, q;, t) :

oS

P2 = 5 = —HE (40, p0, ) (3.50)
a8 i
Pg\tr = — = _H;r (Qiaqi;paaﬂa) (351)

29;
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Para obtermos um extremo da integral de agao deveremos agora, além de satisfazer
a equagdo diferencial parcial de Hamilton-Jacobi (3.24), satisfazer as condigoes (3.50) e
(3.51). Ou seja, a condigao para obtermos um extremo da integral de agdo passa a ser
a obtencdo de uma funcao S (qi, q;, t) que satisfaca ao seguinte conjunto de equagoes

parciais de Hamilton-Jacobi (EDPHJ’s):

) (3.53)

q>

H(I) = PO + HO (thta,Ea;Qa,qa;pa - 7 (352)

H:xp = ng) +Hg (toataaia;qa’éa;pa — 9,

ng = PZ{ + HZ{ (thtaaEMQaaqa;pa = —1 Ta (3-54)
qa

Usando a definigao (3.47) para Hy, derivamos a defini¢do (3.52) para H|, em relacdo

a 7 obtendo:

OHy, 0L 8f, - OHE _ OHL __ 0f,

= - q 3.55
omp 85 omp @ 87Tb 871'(, 87Tb+Qb ( )
a

0H) - - OHF _ OH?
=qy — 4y 7 — 3.56
omy %~ a omy Ta omy, (3:56)

Da mesma forma, derivando H{ em relagdo a p, temos

0Hy - OH} . BHP _ - OHF - OH?Y

ondea=1,...,R;a,b=R+1,...,N.
Lembrando que ¢;=¢;, multiplicamos as equagoes (3.56) e (3.57) por dt = dty ob-
tendo as seguintes identidades:

OH, OH!P OH'T

d qp= dt L dtq 2 d 3.58
b= 5 o, G0+ 5 dta + 5 8 ta (3.58)
OH| OH? OH!™
dgy = ——2dt X dt, 2 g 3.59
@ = g, Ao+ g dta+ =5 ta (3.59)
Por outro lado, temos também as seguintes expressoes identicamente satisfeitas

dg = 2o 44 oty ——dt OH5 bd oy D dtg = bapdts = dt 3.60

Qo = opr? 0o+ oPr g+ oPp tp= opp 418 = Capdlp = Gla (3.60)
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dd,= Mo g o aty + 22 g oty dtg = bapd tg=d 3.61

do= Pz 0 T Gpr 0 F gpr ¢ 16T gpr @8 T st ts= d e (3:61)
oH}, OH OHF _  OH}

dgo = dt 7 dto + oF, dtg + oF, d g o, dty = dto, (3.62)

onde 8 = 1,..., R. Desse modo, podemos reescrever as equagoes (3.58) e (3.59) como:

_ HI Hlp Hl’/T _
dai= oy, 4 08 gy (O g i1, N (3.63)
om; om; om;
HI Hlp Hlﬂ' _
dg; = bdto + OHq dty + a—‘“d ta;i=1,...,.N (3.64)
Op; Op; Op;

Se agora considerarmos que temos uma solugao S (qi, q;, t) do conjunto de EDPHJ’s
dado pelas equagdes (3.52), (3.53) e (3.54) e derivarmos estas equagoes com respeito a

4;, obtemos:

OH) OH} 0°S OH) 0°S OH} 09%S
= - - — — =10 3.65
0d49; + 0P, 6to g; + Opa 0q,0 4; * Omg 04, 09; ( )

OH'P OH® 82§  OH' 0®S  OHP 0°S

< + — + — + — — = 366
84;  OPF 90 4;  Opa 89,04; Oma 84sG; (399
OH!™ OH!" 9%8 OH!™ 028 OH!™ 9%S
— + —F + — + — =0 3.67
09; 0P 0tp0q; Opa 09,04 Oma 04,04, (367
Derivando as mesmas equagoes em relacdo a g; temos:
OH) OH}y 8>S OH| 9°S OH}y 8’8 B (3.68)
Oqi  OPy 0tdq; ' Opa 04,09 Oma 04, Ogi '
H'P HP §%S HP 0%8 HP 0’8
OHy 0 S + ok + 0H, — =0 (3.69)
Jq; 8Pﬂ atﬁa%’ OPa BQaBQi org 0 4, Og;
1T I 2 1 2 s 2
OH[ 4 8H?r ? S 4 OH[T 0°S n OH[ ? S _ (3.70)
0g; BP,B 0 1% 0q; Opa 0440q; Omg 04, g;
Por fim, derivando as expressoes em questao em relacdo a ty teremos:
OH) OH} 0*S  OH} 0°S OH) 0°S _ (3.71)
Oto  OPy Otdty = Opg 0gedto = Omg 04, Oty '
Hlp Hlp 2 Hlp 2 Hlp 2
OHP OHP 0°S OHP 0°S OHP 0°S (3.72)

Dty | OP% 0tgdty  Opo 0qadly  Oma 0, Otg
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BH(T ang 9%S n 8ng 9%S n 8H(’f 9%S
Oto 8Pg 0 iﬂ Oto Opa 0q,0ty Oong 0 qa dto

=0 (3.73)

Definindo Z = S (qi, q;, t) e usando as definigoes dos momentos junto com as equa-

coes (3.63) e (3.64) obtemos as seguintes identidades:

oS oS aos - 08 oS

dZ = —dt dtq —d ty +-—d —d 4q,, 3.74
ot " o, +8ta a+8Qa q‘”Laqa ¢ (3.74)

_ Hl Hlp Hl7r

dZ = —Hydty— HRdt, — Hyd to +pa (8 O dty + OH dte + OH, dta>
Opa Opa Opa
0H| OHP OH!T

+7q ( o dty + o dt, + o, d ta> ) (3.75)

OH| 0H) OH? OH?

Z = |(—-H -0 0) (_Hp a )
d ( 0 +pa apa + Ta 87ra dt + o +pa apa + Ta aﬂ'a dt +
OH!T OH"
+ (—Hg +po— + 7, ) dte (3.76)
Opq on,
Por outro lado, a partir das defini¢oes dos momentos temos:
08 0?8 08 0%S - S
dPy = —dty + ——dt d —d —d .17
b= g2 %0t g e T 00 %t s Y am . Qa (3.77)
0?8 028 08 0?8 0?8
dp; = quatdto + 8qz~8tadt + 901000 ——F—dq, + 940 1. dte + [“)qza —d g, (3.78)
0?8 0?8 0?8 0?8 - 0?8 _

TGt g 0t T 040g T 9801 04 0d, ° (3.79)

Facamos agora a seguinte seqiiéncia de operagoes, de forma a reescrever a expressao
(3.77) para o diferencial dPy: multiplicamos a equagao (3.71) por dtg, contraimos as
equagoes (3.72) e (3.73), respectivamente, com dt, e d t, e somamos os resultados &

equagao (3.77). Obtemos entdo:
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OH! OH'"® OH'™  _
P 0 o @ —
dPy + o dtg + o dty + o d o

928 ( OH! OH'P OH'™ _

= dg, — —2dty — —%dt,, — adt)+
0t00ga \" 1 Bp, """ Opa ¢ Opa = °
928 _ OH! OH'™ OH'™  _
_(d g, ——Cdty — —2dt, — —2d a) 3.80
+8t08 9, ( 4 om, 0 om, * om, t ( )

De um modo similar, seguimos o0 mesmo procedimento com as equagoes (3.68)-(3.70)

e (3.78) de forma a reescrever a expressdo (3.78) para os diferenciais dp; como:

OH! OH'P O0H'T
dp; + Odt() +

X dt, + 2 dt,=
0g; o 0q “°
8% ( OH)  OHP OH'™ _
= —~ {dag — dtg — X dto — adt)+
0002 \ "1 pa 0 Opa T Opg
95 ( . 9H,  OHP OH'T _
_ 2o gt — — 81
Yoea i (d Gy G Dty - 5 St~ dta> (3.81)

Por fim, usando o procedimento acima com as equagoes (3.65)-(3.67) e (3.79) ree-

screvemos as expressoes (3.79) para dm; como:

OH! OH'P OH'™ _
dm; + O dto + —2dty + —2d t,=
i 09; 0 09; @ 09; “

928 OH! OH'P OH!™
= — dg, — —2dty — —%dt, — adt)+
0 9q; 0q, ( fa Opq 0 Opa “ 0pa *
928 _ OH! OH'P OHT _
+8 q; 04, ( ¢ om, 0 om, * 0mq fa (3 5 )

Usando as equagoes diferenciais totais dadas por (3.58) e (3.59), as equagoes (3.80),
(3.81) e (3.82) se reduzem a:

OH), OH'P OH'™ _
0 — gy, - e g 3.83
ot 0 oty a1, (3.83)

dPy =
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OH! OH'P OH'™ _
dp; = ——2dtg — —2dt, — —2d 1, 3.84
P g 0 g 0q; (3.84)
OH! OH'P OH'™ _
dm; = ——Odty — —2dt, — —2d 3.85
i 0 q; 0 0 q; @ 0 q; “ ( )

Estas equagdes, junto com as expressoes (3.62)-(3.64) e (3.76), sdo as equagoes difer-
enciais totais para as curvas caracteristicas e, se formarem um conjunto completamente
integravel, suas solugbes simultineas determinam S (qi,@,to) univocamente a partir
das condicoes iniciais.

E preciso chamar a atencao para o fato de que, nesse formalismo, as equagoes de
movimento (3.62)-(3.64) e (3.83)-(3.85), sdo equagdes diferenciais totais. Além disso,
as coordenadas q, = to € 9o=to passam a ter o papel de pardmetros que descrevem
a evolugdo do sistema ao lado do parametro temporal ¢. Tais coordenadas nao tém
cardter dindmico pois suas "equagdes de movimento ” (3.60) e (3.61) sdo identicamente
satisfeitas. Esse é um dos motivos para insistirmos em considerar os vinculos (3.36)
envolvendo os momentos p, como vinculos primdrios, pois se ndo os tratdssemos dessa
forma nao poderiamos escrever a expressio (3.46) no formalismo de Hamilton-Jacobi
e portanto as coordenadas g, nao assumiriam a condicdo de pardmetros. Teriamos
entdo uma situagdo em que as ”coordenadas” ¢, (que sdo as derivadas temporais das
coordenadas ¢,) seriam parametros descrevendo a evolucdo do sistema, enquanto as
coordenadas ¢, teriam uma dindmica prépia. Para evitar esse tipo de contradicao
optamos por tratar os vinculos (3.36) como vinculos primdrios, o que ndo representa
nenhuma dificuldade, ao contririo, é uma escolha natural ji no formalismo Hamiltoni-

ano.

3.5 Exemplo: Eletrodindmica generalizada de Podolsky

Nesta secao analisaremos um sistema singular com Lagrangeano de segunda ordem us-
ando o formalismo de Hamilton-Jacobi de modo a exemplificar o procedimento desen-

volvido na se¢do anterior. Faremos também a andlise do mesmo Lagrangeamo usando o
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formalismo Hamiltoniano e fazendo a comparacao entre os resultados obtidos por cada
um dos métodos.

Usaremos novamente como exemplo um sistema com infinitos graus de liberdade,
descrito por uma densidade Lagrangeana dependente das variaveis de campo e de suas
derivadas até segunda ordem: L = L (3, 0%, 8%p). A métrica adotada serd a mesma
usada na ultima se¢ao do segundo capitulo, assim como a notagao de indices dos quadri-
vetores e tri-vetores.

Como temos agora uma densidade Lagrangeana de segunda ordem as equagoes de

movimento de Euler-Lagrange passam a ser

oL oL oL
— O\ = | +00 | 775F5— ] =0 3.86
oYl s (8 (8u¢“)) H (8 (a,,ay«pa)) ( )
enquanto 0os momentos conjugados a ¢a e 121a sa0, respectivamente
Pa = B-EG — 28k L.a - 3() < aFa) (3.87)
9 0 (k) a9
g = afff:a, (3.88)
o9
e a matriz Hessiana é dada por:
2
Hu (,3) = 0L (¢ - %) (3.89)
o 0

Com essas modificagoes, analisemos o caso da Eletrodindmica de Podosky [44], que

é baseada na seguinte densidade Lagrangeana
1
L=—FuF" + a?O\F° 9, F,"° (3.90)

onde F,,, = 0,A, — 0,A, e a é uma constante com dimesao de comprimento.
Uma, andlise do formalismo Hamiltoniano para esta teoria, cujos resultados iremos
comparar com o formalismo de Hamilton-Jacobi desenvolvido na iltima se¢do, pode

ser encontrada na referéncia [43]. As equagoes de movimento de Euler-Lagrange sdo

(1+24°0) 9,Fa’ =0, (3.91)
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v e e A -u .
onde usamos como varidveis dindmicas os campos A* e A" =A . Os momentos candni-

camente conjugados, dados pelas definigdes (3.87) e (3.88), sdo:
pu = —Fou — 202 (Op0\FOoF , — 000sF, ) (3.92)
T = 207 (O F" , — 0,F, ) (3.93)

A matriz Hessiana é dada por:

Hop (7,7 ) = 202 (~6° 00 5+ 1ap) 8° (7 — @) (3.94)
000 0

Hep (Z,7) = —4a? 3 (1) (1) g 6 (2 - 4) (3.95)
00 0 1

A matriz Hessiana é obviamente singular e seu posto é 3, portanto teremos dois

vinculos primdrios. Da definicdo dos momentos p, e 7, temos obviamente os vinculos:
@1 =Ty~ 0 (396)
By =pg — 1 = 0 (3.97)

X
O uso das defini¢does dos momentos 7 nos permite escrever as varidveis A como:

A=gon+ O F™ + 0" Ag (3.98)
O Hamiltoniano canénico serd dado por

_ Y
H, — / Pz [pu A+, A —£] (3.99)

i
onde usaremos a equacao (3.98) para eliminar as varidveis 4 obtendo:
3.1 79 qi 78 1 i ik i 7 1 m
H. = &’z |A O'mi+pi A —i—mﬂﬂr + w0 FY" 4+ w0 Ag +ZFWF +

+% (4: —i40) (Ai ~0'Ao) — a® (B A" ~0p0* Ay (o A’ —aiaiAo)]
(3.100)
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No formalismo de Dirac o Hamiltoniano primario é:
Hp=H,+ / &1 (Cy () By + Cy () By) (3.101)
As condicoes de consisténcia resultam em:
®1={®1,Hp} =0 (3.102)
o= {®g, Hp} = 0*pp = 0 (3.103)
Desse modo, temos o vinculo secundario dado por
B3 = 0Fpy, ~ 0 (3.104)

que ndo resultard em novos vinculos pois a condicdo de consisténcia 3~ {®3, Hp} ~ 0
¢ automaticamente satisfeita. Todos os vinculos sdo de primeira classe e conseqiiente-

mente o Hamiltoniano estendido definido por (2.122) é:
Hp=H.+ / d3z (C1 (z) ®1 + Co (z) By + C3 () B3) (3.105)

~ . ., . PN et ~
As equagoes de movimento para as varidveis A , dadas por A ~ {A® Hg}, tém
como resultado:

-1

.0 - . .
A'=4"+Cy; A'=4" -0iCy (3.106)
Estes resultados simplesmente indicam que A% ¢ definido como a derivada temporal
fged _
de A® mais uma funcao aditiva arbitraria. Além disso, A ~ { A% H E} resulta em
.0

A=0Cy A= + O F™* + ' Ag (3.107)

. -0 - s ~ =t
o que indica que tanto A e A% s30 arbitrdrias, enquanto a expressao para A ¢ idéntica
a equacao (3.98) que expressa as velocidades em funcao das varidveis candnicas.

Para os momentos candnicos m;= {m;, Hp} € Po= {pa, Hg} resultam em:

7= —Fy; — 2a20;0pFy ¥ — p; (3.108)
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Po= —F% — 2a%8'9;0, Fy * (3.109)

Pi= —8i8’“7rk + Bka’“m — akai (3.110)

A equagao (3.108) é a definicao de p; dada pela equacao (3.92) e, junto com a
equagao (3.109), resulta no vinculo secundério ®3.

Usemos agora o formalismo de Hamilton-Jacobi desenvolvido na secao anterior. A

partir das equagoes (3.52)-(3.54) temos:

H) = Ho+ Py; Py = ‘2‘3 (3.111)
H| = mp; Hy = po — 0%y, (3.112)
A equacdo diferencial total para A* é
dA" = %I;O dt + %Zld Ao +681;2 dAg (3.113)
qai = Moy, OHo o aui gt (3.114)
Opi Opi

Este resultado é completamente equivalente & equacao (3.106) ja que o coeficiente

C3 naquela equacao é arbitrario. Para A" obtemos:

_i OH! OH!} OH! OH,
dA 0 gt 2dAg = =9t = =S4t 11
A= on; + or; om; on; om; (3.115)
di- (%2% 4O F* 4 4 ) dt (3.116)

Novamente temos um resultado em concordancia com o formalismo de Dirac, cujo
resultado foi dado na equagao (3.107).

Para os momentos p; e pg temos

- OH! OH! OH
i 2d A, Odt = ¢ A1
dp T 94, 0A; 0A; d T 94, dt = T B4, dt (3.117)
OFI* . OF:
3 Jn jn
/ a3 [w]ak ( o ) 2F N ] dt (3.118)

dp' = [—8i8k7rk 1 90kt — akai] dt (3.119)
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e
OH! OH
0 — 2dA ¢ 12
P =5, " a4, 40 ~ga, M0 = ~ga, % (3.120)
o a(Ai —8¢A0)
0o _ 3 v o _
dp® = /d x| (4" -0'A) i (3.121)

0 A" )

~2a? (8 A' —0:0' Ao) o

dt
9A,
dp? = [_az- ( a —aiAO) — 2428k (a,- A —8iaiA0)] dt (3.122)
Finalmente, para 7 temos:
. H! H! - H H) H
dri = 9oy, 9 Ld Ao 9 244y = _OHy g, OHe (3.123)
0 A; 0 A; d A, d A; 0 A;
aA o 0(4-04)
3 J J _ _
/d o+ (4’ -0/49) i (3.124)
-k
. o\ 00 AT —0x00 4
2(9. 27 _95.57
a? (9 A —0;07 4y i dt
dr' = |—p' — F* — 2a20'0, F™* | dt (3.125)

As equagbes (3.119), (3.122) e (3.125) sdo completamente equivalentes, respectiva-
mente, as equagoes (3.110), (3.109) e (3.108) no formalismo de Dirac. Dessa forma, as
equagoes (3.122) e (3.125) nos fornecem o vinculo secundério que ndo estd presente nas
equacoes diferenciais totais obtidas no formalismo de Hamilton-Jacobi.

E importante notar que, em ambos os formalismos, as varigveis AO e A sio ar-
bitrarias. Contudo, no formalismo de Hamilton-Jacobi elas sdo tratadas como tais desde
o principio: sdo pardmetros que descrevem a evolucao do sistema fisico. J& no formal-

ismo Hamiltoniano a arbitrariedade destas varidveis é consequéncia das equacoes de
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movimento e da presenca dos coeficientes arbitrarios no Hamiltoniano primério (3.101)
e, conseqiilentemente, no Hamiltoniano estendido (3.105).

Contudo, o fato de as varidveis arbitrarias serem as mesmas em ambos os formalis-
nos nao é uma mera, coincidéncia. Isso é uma conseqiiéncia do fato de que, como vimos
no desenvolvimento do formalismo Hamiltoniano, os coeficientes arbitrdrios presentes
no Hamiltoniano primério correspondem as velocidades que ndo podem ser resolvidas
em funcdo das varidveis candnicas e portanto as coordenadas correspondentes as essas
velocidades serao fungoes arbitrarias do tempo. J4 no formalismo de Hamilton-Jacobi
essas varidveis sao consideradas como parametros arbitrarios desde o principio do de-
senvolvimento do formalismo.

Devemos também destacar a necessidade de, no formalismo de Hamilton-Jacobi,
obter expressoes para os momentos 7, € p, exatamente com a forma dada pelas
equacgdes (3.45) e (3.46). Nao existe uma exigéncia semelhante no formalismo Hamil-
toniano apesar de termos feito uso das igualdades (3.30) e (3.35), que sao equivalentes
as expressoes (3.45) e (3.46), para ao obtermos os vinculos primdrios (ou da igual-
dade (1.18) no caso de Lagrangeanos de primeira ordem). Isso deve-se ao fato de que
poderiamos substituir os vinculos primarios assim obtidos por um ntmero igual de
combinacoes lineares independentes desses vinculos. Estas combinagoes lineares serao
novos vinculos primdrios que nao terao a forma especifica apresentada nas equacoes
(3.31) e (3.36) (equagdo (1.19) no caso de Lagrangeanos de primeira ordem) e portanto
o formalismo Hamiltoniano para sistemas singulares ndo depende de nenhuma ex-

pressao em especial para os vinculos.



Consideracoes finais

Algumas questoes relativas tanto ao formalismo Hamiltoniano quanto ao formalismo de
Hamilton-Jacobi para sistemas singulares ainda demandam um estudo mais detalhado.
Em primeiro lugar, a construgao do gerador de transformacgoes de gauge G no for-
malismo Hamiltoniano ainda ndo apresenta uma solugdo satisfatéria. O procedimento
desenvolvido na sec¢do 2.7 parte de uma hipétese forte com relagdo & forma do gerador G
que, apesar de ser valida em principio, nada mais é que uma transposi¢ao direta e nao
justificivel, para o formalismo Hamiltoniano, de um resultado obtido no formalismo
Lagrangeano [8]. Além disso, como ja foi dito no fim da se¢ao 2.7, tal procedimento
sé funciona sem problemas para sistemas cujas cadeias de condicoes de consisténcia
que envolvem vinculos de segunda classe sejam totalmente separadas daquelas que en-
volvem vinculos de primeira classe ou, de uma, forma mais restritiva, para sistemas que
tenham apenas vinculos de primeira classe.

Temos também o problema relativo a construgao do gerador de transformacoes
de gauge para Lagrangeanos de segunda ordem para o qual ji haviamos chamado a
atencdo na se¢do 3.3. O algoritimo de Castellani foi generalizado por Li [32] para
Lagrangeanos de segunda ordem, contudo tal generalizagdo foi feita considerando-se
como primdrios apenas os vinculos @, dados pela equagao (3.31). Os vinculos @,
dados por (3.36) seriam entao obtidos como condigoes consisténcia para os &, e desta
forma os coeficientes destes vinculos no gerador de transformagoes de gauge G estarao
correlacionados da forma mostrada na secao 2.7, sendo que essa escolha fornece o

gerador de transformacgoes de gauge correto para diversos exempos fisicos [32, 33, 43].
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Desse modo, a escolha dos vinculos ®, como vinculos primdrios ou secundéarios, que
é totalmente indiferente do ponto de vista da dindmica do formalismo Hamiltoniano,
passa a ter uma, escolha preferéncial do ponto de vista do gerador das transformacoes
de gauge.

Entretanto, nos parece que tanto esse problema quanto a falta de um algoritimo
satisfatério para a construgdo do gerador G das transformacbes de gauge sdo con-
seqiiéncia da falta de uma anilise matematica conectando as transformagoes de gauge
do formalismo Lagrangeano com as transformacoes de gauge no formalismo Hamilto-
niano. De todo modo, o formalismo aqui apresentado para construcao a construcao do
gerador G é 1til em muitas teorias fisicas para encontrar as transformacgoes de sime-
tria do Lagrangeano, como foi exemplificado no fim do segundo capitulo usando-se o

Eletromagnetismo de Maxwell.

Temos ainda a necessidade de estudar as condicoes de integrabilidade das equagoes
de movimento (3.62)-(3.64) e (3.83)-(3.85). Essas condigdes, que ji foram estudadas
no caso de Lagrangeanos de primeira ordem [45], poderao impor novas equagoes so-
bre as varidveis candnicas que serdo analogas aos vinculos secunddrios do formalismo
Hamiltoniano. Para o caso da Eletrodindmica de Podolsky as equagoes de movimento
obtidas no formalismo de Hamilton-Jacobi sdo naturalmente equivalentes as equacoes
de movimento obtidas no formalismo Hamiltoniano com todas as condigoes de con-
sisténcia satisfeitas, o que indica que essas condicées de integrabilidade serdao natu-
ralmente satisfeitas nesse caso. De forma andloga, a formulacdo de Hamilton-Jacobi
para a Eletrodindmica de Maxwell, que ji foi estudada na literatura [46], fornece re-
sultados equivalentes ao formalismo Hamiltoniano sem a necessidade de analisar-se as
condicgoes de integrabilidade. Foi também com a intensao de evitarmos a necessidade
prematura de analisarmos as condi¢oes de integrabilidade que consideramos os vinculos
®,, como primdrios e usamos as expressoes (3.46) deles derivadas no desenvolvimento
do formalismo de Hamilton-Jacobi para sistemas singulares. Este argumento se junta

aos argumentos apresentados anteriormente a favor da opc¢ao por tratar os vinculos @,
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como primadrios, apesar do problema que esta escolha gera na construcao do gerador G
das transformacgoes de gauge.

Também necessita de maiores estudos o desenvolvimeto das generalizagoes naturais
do formalismo de Hamilton-Jacobi para sistemas singulares aqui apresentado: a gener-
alizacao formal para sistemas singulares com derivadas de ordem qualquer e o estudo
de sistemas com varidveis Grassmanianas ou com varidveis Berezinianas. Por dltimo,

falta ainda analisar o processo de quantizacao para tal formalismo.
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