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I-N.T:R 0:DiU CLAO

A pesquisa da qual se originou este trabalho inspirou-se, de um
lado, nas aulas de Analise Matematica e de Geometria Diferencial que mi
nistramos nas Universidades Catolicas de Sao Paulo e de Campinas, bem
como mais tarde na Faculdade de Filosofia, Ciencias e Letras de Sao Jo
se do Rio Preto e por outro lado em cursos e seminarios de que partici
pamos na Universidade de Sao Paulo. Apesar disso, consultas metodicas
de obras wrsando sobre o assunto tiveram lugar a partir de janeiro des

te ano, sendo que a primeira redagao nos iniciamos aos meados de julho.
Diversas ideias nos nortearam para afinal publicar este trabalho:

- A introdugao do conceito de medida de segmento a partir de re
sultados conhecidos da GEometria para depois, atraves de um processo
construtivo chegar a conceitos mais complexos e sutis como os da medi-

da de Jordan e de Lebesgue no RP (1 <p<3);

- A apresentacgao do conceito de limite segundo Moore-Smith que
generaliza a definigao classica de limite e sua aplicacgao na formaliza
gao e simplificagao de definigoes e de demonstragoes principalmente no
estudo das integrais de Riemann e de Lebesgue bem como no estudo do com

5 ¥ £ .
primento de curva e da area de superficie;

- A interpretacao geometrica das integrais de Riemann e de Lebes

gue no RP (1 <p<3) fundamentada nas Teorias de Medida de Jordan e de

Lebesgue;

- 0 estudo comparativo entre curvas e superficies, mostrando ana
logias e algumas discrepancias entre as mesmas e procurando, mediante
definigoes convenientes, restabelecer as analogias nos pontos em que

subsistem discrepancias;

- A formulagao dedefinigées convenientes de funcgoes de conjuntos
que satisfazem a definigao geral de medida e que em particular recaem

no comprimento de curvas e area de superficies.

Nestas condigoes, no Capitulo I, damos a nogao de conjunto orien
tado por uma relagao de ordem parcial e definimos limite segundo Moore

-Smith de uma fungao cujo dominio e orientado. No Capitulo II damos a
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nocao de comprimento de um segmento e deduzimos a medida de um interva

lo no RP (1<p<3). O Capitulo III trata das divisoes elementares e

normais de intervalos compactos e da }-medida de conjuntos. Damos tam

bém a nocao de divisao generalizada de um intervalo compacto, 0 concei
to da R-integral no RP (1<p<3) e suas propriedades mais importantes
utilizando limites de Moore-Smith alem da interpretagao geometrica da
R-integral no RP. No Capitulo IV construimos a medida de Lebesgue no
RP (1<p<3), definimos divisdes mensuraveis e divisoes mensuraveis ge
neralizadas para finalmente introduzir a nogao de ;f-integral no RP e
interpreta-la de um modo formal, geometricamente. Nos Capitulos V e VI
damos a nogao geral de curva e superficie; para frizar as analogias e-
xistentes entre ambas, analisamos suas diversas formas. Em seguida, de
finimos ccmprimento de uma curva retificavel e deduzimos consequéncias
utilizando novamente o limite de Moore-Smith. No Capitulo VII mostra-
mos a impossibilidade de definir area de superficie de um modo inteira
mente analogo ao que foi feito para o comprimento das curvas retificé
veis, apresentando o célebre exemplo de Schwarz que em vista do proble
ma a que se acha ligado, costuma ser denominado de Paradoxo de Schwarz.
Baseados em propriedades de curvas e superficies regulares, formulamos
uma definigdo de area para superficies regulares na forma parametrica.
Obtida a formula da area, apontamos de novo a sua analogia com a formu
la correspondente do comprimento de curva regular. Com o fito de resta
belecer a analogia entre curvas e superficies no que se refere as defi
nigoes de comprimento de uma curva e area de uma superf{cie, no Capitg
lo VIII propomos uma nova definicao de comprimento de curva especifi
ca para as curvas regulares. Finalmente, utilizando os resultados con-
seguidos, mostramos neste capitulo que o comprimento de uma curva e a
area de uma superficie constituem valores particulares de medidas defi
nidas sobre GJ-anéis convenientes. Estes fatos traduzem nao apenas uma
nova analogia entre curvas e superficies mas tambem uma grande seme-

lhanga com a (,f—medida de um conjunto no RP (1<p<3).

Queremos deixar nestas linhas os nossos agradecimentos ao Dr.Jai
ro Simon da Fonseca, que tao gentilmente aceitou a orientacao deste
trabalho de pesquisa. Ao diretor da Fyculdade de Filosofia, Ciencias e
Letras de Sao Jose do Rio Preto, Dr. Celso Volpe, que com sua amizade
de sempre, depositou em nos a sua confianca ao convidar-nos como docen

te junto ao Departamento de Matematica em 1969, dando-nos a honra de
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colaborar no entao recem-fundado Curso de Matematica. Aos professores
Almerindo Marques Bastos e Dr. Paulo Boulos que apesar do pouco tempo
de que dispunham, leram grande parte dos originais, dando sugestoes e
fazendo criticas oportunas antes da redagao final deste trabalho. Aos

nossos antigos professores de faculdade e a todos os:amigos e colegas que -

nos animaram na consecuc¢ao do nosso objetivo. Finalmente, mas HEO(HHUL

timo lugar, agradecemos a nossa querida esposa que nao poupando tempo
e trabalho, isentou-nos de grande parte dos nossos afazeres cotidianos;

sem a sua ajuda abnegada, acreditamos que nao haveria condigoes de che

gar ao termino deste.
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CAPITULO I

CONCEITO DE LIMITE DE UMA FUNGAO SEGUNDO MOORE-SMITH

Seja A um conjunto e '» uma relagao binaria sobre ele que cha-
maremos de relagao "segue'. Diremos que % e uma relagao de ordem
parcial sobre A ou que A e parcialmente ordenado pela relacao ), se e
somente se (¥ o,B,y €A) (@ ¥B e BFy => aty), isto e, a relagao )
sobre A satisfaz a propriedade transitiva. O conjunto A ordenado pe-
la relagao » indicaremos por (A,}?) ou simplesmente por A, se nao hou-

ver ambiguidade.

Definicao: "Um conjunto A parcialmente ordenado pela re1a950>>
se diz orientado por } e se indica A.}, se e somente se (¥ o,B €A4)
(3 yeA) (ypo e ypB), isto e, (A,p) satisfaz a propriedade composi-

tiva,"

Exemplos:

1 - Sendo (N,>), onde > é a relacao de ordem habitual sobre N ,

entao XN é orientado por > ;

2 - Sendo (N2,>) tal que (¥o,B€N?) (= (a,b), B=(c,d)) (x?B
<> a>c e b>d), entao X2 & orientado por >;

3-Seja a€R e p uma relagao de ordem sobre R-{a} tal que

(Vxl,x €ER- {a}) (xl} X, <= le- al] < |x2- al), entao R- {a} e um

2
conjunto orientado por ;- ;
4 - Sendo E um conjunto qualquer bem como (f(E),D), onde 5 e a

relagao "contem" entre conjuntos, entao $(E) e orientado por D.

Definigao: "Seja E orientado por » 4, f:E—= R e & (b €R),
Diz-se que f(x) tem limite b em E no sentido de Moore-Smith e se in-

dica lim f(x) = b, se e somente se (VEER,,) (ﬂxer) (¥ x €EE)
xeE.>
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(x rx o= [ £(x)-blec €. )
Inicialmente mostremos que esta definigao contem como caso par-
ticular a definicao classica de limite, no caso de EC.Rn, isto e, sen
n :
€ ) - 1 ¥ €
do x €R" e F=E {xo} orientado por > tal que ( X)X, F) (x1>-x2
> Hxl- xOH < szu xoll), entao lim f(x)=b-<=> 1lim f(x)=0»b

X—X xeF.r
o

De fato, se 1lim f(x) =b, temos que para todo numero real &>0
X—-X
o

se pode determinar algum numero real 9 >0, tal que [f(x)-b| <& sem

pre que x €E e 0<Hx—xoﬂ<8.

Mas existea(a €E) tal que on—aH.{: 9. Assim (¥x€E) (x ba=>
=>Hx—on < leo-allg 8) e portanto, |f(x)-b|< €. Dai vem final-

mente que 1lim f(x) =b. Analogamente lim f(x)=b = lim f(x)
xeF.» x€eF) X-—»>a

No caso de ECR ser um conjunto nao limitado inferiormente (ou
superiormente), orientado por » definida como sendo (¥ X1, €E) (xl,&
}xz <=> x_.<x.) (ou (x,px, <> x >x2)), facilmente se demonstra

1 2 1 2 1

tambem que 1lim f(x)=b (ou 1lim f(x)=b)<=> 1lim f(x) =b.
X—> -0 X — +00 xeE.»

Demonstra-se que para os limites de Moore-Smith valem resulta-
dos analogos as propriedades da Teoria Classica de Limites. Citemos

pois algumas propriedades:

1) Teorema da Unicidade
2) Teorema do Confronto, que pode ser enunciado da seguinte ma-
neira: Sendo f(x), g(x) e h(x) funcoes definidas em E orientado por

>, tais que 1lim f(x) lim g(x) =b€eR e (T a€E) (¥x€eE)
X € F.t xeE.}

(x $ a => h(x) esta entre os valores f(x) e g(x)), entao existe

1im h(x) e 1im h(x) = b.
xekE. x €EE.;

3) Teorema da Conservacao do Sinal cujo enunciado pode ser dado
assim: Se %%u.ﬂx)zb#O, entao (¥ a €E) (¥x€E) (xsa => f(x).b
x -
> 0).

4) Teoremas sobre operacgoes:

a) Se 1lim f(x)=b€R e kER, entao existe lim> [kf(x)] e

XEE.Y xeE
lim [kf(x)] =kb ;
x €EE.¥

b) Se lim  f(x)=b e 1lim g(x)=c, entao existe
x e E.Y x €E.b

m‘> [£(x) + g(x)] e xleilﬂ}.} [£(x) + g(x)] = bte;

(+) Quando uma funcao satisfaz a definigao dada diremos que ela e con-
vergente em E no sentido de Moore-Smith. Em caso contrario dire-
mos que ela e divergente em E no sentido de Moore-Smith. Em caso
deconvergenc1a diremos tambem que existe o limite.
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c) Se 1lim f(x)=b e 1lim g(x)=c, entao existe
xeE.» x€E.»>

0L [f(x).g(x)] e xleiE.}- [£(x).g(x)] = b.c;

d) Se 1lim lim g(x)=c #0, entao existe
X€E.}

XEE
It f(x)
im
x €E.} g(x)

Para evidenciar as analogias da Teoria dos Limites de Moore-
-Smith com a Teoria Classica, demonstramos a seguir a propriedade 4)

b):

Se liEm? f(x) =b, entao para todo & (€€R,,), podemos achar al-
xe -

gum elemento a € E tal que [f(x) - b <-2£- sempre que X }ao;

Se 1im> g(x) =c, entdo para todo €>0 ha em correspondencia
x€E.

algum elemento a, €E, tal que |g(x) -c]| <-Z- sempre que X ~a

1 1°
Sendo E orientado por > , existe a €E tal que a}-a0 e a }al.
Assim sendo, (V €>0) (F acE)(¥x€eE)(xS%a = |(f(x) 2g(x))-(btec)]
= |[f(x) -b) 2@(x) -¢c)| € |£f(x) =b| + [g(x) -c| < €), ou seja, existe o
limite xleién'} [f(x) +g(x)] e é igual a btc.
Definicao: '"Seja E orientado por ». Uma fungao f(x) definida
em E ¢ isotonica (ou antitonica) em E, se e somente se (V:xl,ngiE)

(x; 3 x, => £(x;) > f(x,)) (ou (x, } x, => flx)) < flx,)) ".

Na definigao acima valendo apenas as desigualdades dizemos que a
funcao e estritamente isotonica (ou antitonica). Para designar uma
funcgao isotonica ou antitonica em E usaremos a expressao fungao mono-

tonica.

Proposicao I: "Se f(x) é isotonica (ou antitonica) em E orien-

tado por } e € limitada superiormente (ou inferiormente) em E; entao

lim f(x) =sup_f(x) (ou 1lim £(x)=inf_f(x))".
xeE.> E xeE.> E

Demonstracao:

Faremos a demonstracao para o caso de f(x) isotonica em E; ana-

logamente podemos proceder se f(x) e antitonica em E.

De fato, se f(x) é isotonica em E orientado por >, entao (VXj,

x, € E) (x1 Fx, = f(xl) > f(xz)),

Sendo supEf(x)=b€R , temos (¥ £>0) (dacE) (b-&€<f(a)) e
portanto, (VEER,,) (T aecE) (Vx€E) (xpa=>b-£< fla)<f(x) <

< b) e portanto, |f(x)-b|< &, o que demonstra a proposigao.
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Proposigao: "Seja (a,) uma sequencia real e N orientado por uma
relagao de ordem ». Uma condigao necessaria e suficiente para que
(a,) seja convergente no sentido Moore-Smith e que (Y E€R,,) (¥ n €

€N) (¥n,eN) (i=1,2) (n,¥n => |az.-a |[|<E)N.
1 1 o nl n2

Demonstracao:

Nec. =—>

Sendo (a_) convergente, entao existe a €R tal que lim =a,
i neN> R

ou seja, (¥E€E€R, ) (4 noeN) (¥neN) (n ?no = lan—a|< %). Dai
vem, (¥n, €N) (i=1,2) (n, b n_ => |a,, -al clEa

i i o i 2 € :
lanl—an2] = I(&jn ja) +(a—e:.n )| £ 'Ianl-al + Ia—an2| <o 5 = £,
seja, a condigao e necessarila.

Portanto,

Suf. <

Sabemos por hipotese: (¥E&€R,,) (@ noeN) (¥n;€N) (i=1,2)

< &) . Assim sendo, fixando n temos:

n 3 22
2

(¥n€N) (ndn_ =>]a -a, | < E) e consequentemente, a, -=< a_ <

3 o n n, 3 5 3 n

< a +-5.(1)
a2

Para €=3, temos (4 n* €N) (YneN) (nh}n* => a =-1<a <

o o n n

2
<an2+1).

(ngsdn == Ianl— a

Seja K=max{|a1l,Fa2|,...,|an8|,lan2!+1}. Temos entao:
(4 K>0) (¥neN) (la,| < K), ou seja (an) e limitada.

Sei e 1 ¢ i = inf L =
ejam as sequencias (r.n} e (]:'n) tij.ls que Qn ; in m>nam e L
> ap - Evidentemente, (En) e isotonica, (L,) antitonica e am-
min yil s
bas as sequencias sao limitadas em N.

Pela proposigao I 1lim ¢ = { = sup 4 e lim =L =
neEN> B neN 0 neN.}>
= inf Lt e
neN R
3
d ) 5SE <a <
+3) , ou seja Oga,- En <3 E< €. Isto significa que

lim (a_-¢ ) = 0. Finalmente, sendo a =(a -2 )+ ¢ , concluimos
nENS n n n n n

imediatamente: 1lim a = 1lim (a -¢ )+ 1lim ¢ =a, onde a =
nEN, 1 neN,, 1 n nGN.>- n

= sup ? €R, ou seja (a,) e convergente no sentido de Moore-Smith.
I]EN n n

Da condigao (1) deduzimos: (Yn€N) (n} afs— an,, -

TEOREMA DA CONVERGENCIA DE CAUCHY (SEGUNDO MOORE-SMITH)

"Uma condicao necessaria e suficiente para que uma fungao real
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f(x) definida em ECR" orientado pela relagao » seja convergente
segundo Moore-Smith é que (VEER,,) (FaeE) (¥x'€E) (i=1,2) (xi}a
=> |£(x") - £(x®)| < &)

Demonstracao:

Nec. =—>

Sendo f(x) convergente segundo Moore-Smith em E temos que exis-

te beR tal que 1lim f(x)=b. Dai vem:
x€eE.}>

(¥EeR, ) (T a €E) (Ver) (x ba -—> I£(x) -bl| < —) Portanto,
(Vx? €E)(1-—1 2) (x* } a => |f(x )-—bl < E) ou seja,
l£(xt) = £(x%) | = | (£(x1) =b) + (b - £(x=) | <:|£(xY) =b] + |b-£(x%)]| < €

e a condicao e necessaria.

Suf. <=

Valendo a frase: (VE€R,,) (Z a€E) (Vx*eE) (i =1,2) xX'pra=
|f(x = f(x=)] < €), podemos escrever em part1cu1ar (¥n €N) (Hah € E)
(vx'€E) (i=1,2) (x' >an—>|f(x)—f( )|<'-)

I

Seja (b,) uma sub- sequenC1a isotonica de (a ). Temos portanto:
(VEER,,) @ v _eN) (v, > %) (Vv eN) (1_1 2) w N — bvi}bvo)
e consequentemente (f(bv ) - f(bv )| v > < €. Isto 51gnifica que
(f(bv)) é uma sequencia de Cauchy real. Dai segue que (& b €R)

( lim f(bv) = b) e portanto valerao as frases:
Y= +m
1

(¥eceRr,,) (aveN) (v>g) (|£(b, ) - bl <$<§) e (¥xeE) (x}b,

— é - 4 .
> ]f(bg+1)-f(x)| <hEE 2) . Assim vem entao:

(VE€R,,) (T by €E) (Vx€E) (xpb, => |f(x)-b|=[(f(x)-£(b, ,)) +
+ (f(bg+1)"b)‘ Sl(f(x)-—f(b9+l)f + |f(b¢+1)-b| < €). Istosignifica

que 1lim f(x) =b, ou seja, f(x) e convergente segundo Moore-Smith.
x€E.;
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CAPITULO II

COMPRIMENTO DE UM SEGMENTO

Antes de introduzir nogoes gerais de medida, veremos o conceito
de medida na Geometria Elementar. Em particular definiremos medida de
um segmento. Para isso, com a finalidade de uniformizar notacgoes e de
estruturar com a devida clareza esta definigao, enunciaremos inicial-
mente alguns postulados e outros resultados que embora possam ser de-
monstrados atraves de uma Teoria Racional Dedutiva, para lograr nossos
objetivos, consideraremos intuitivos. Com finalidades analogas dare-
mos conceitos primitivos e algumas definigoes que neste estudo tambem

serao tomadas como conceitos primitivos.

Seja r uma reta que por um dos postulados de pertinencia possui
infinitos pontos. Indicaremos por P,Q,R, ... os pontos de r. Para a
reta r que podemos considerar como o conjunto dos infinitos pontos que

a compoe, enunciaremos os seguintes postulados:

rI: POSTULADO DA ORDEM: "Existe uma relagao de ordem total sobre

r'". Seja Rc:r2 a relacao cuja existencia o postulado garante. In-
dicaremos por { e } a relagao R e sua inversa R"l, respectivamente;
estas relagoes chamaremos de relagao 'precede" e de relagao '"segue',

respectivamente. Dado um ponto Po de r, chamaremos de semi-retas o-

postas de mesma origem PO os conjuntos r'= {P er IP'<P0_} el rl -

:{I’er |P0< P} . Evidentemente todoponto derpertence a r' ou a r'" e
ainda r'vr"=r e r'n r“:{Po}. Diremos que r' e r'" sao semi-
-retas opostas determinadas pelo ponto Po' Vemos imediatamente que
(¥P,Qer) (Per' e Qer" =>P<Q). Ao par (r,{) chamaremos de re-
ta orientada pela relagao <. Significado analogo daremos a notagao

(r,?) e diremos que (r,<) e (r,}) tem orientagoes opostas. Convencio-
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naremos dizer tambem que (r,{) e a reta r orientada positivamente, sen

do que a orientacao oposta chamaremos de negativa.

rII: POSTULADO DE DEDEKIND OU DA CONTINUIDADE: '"Se (rl,r ) € uma

sec¢ao () da reta orientada (r,<), entao existe P0 €Er tal que todo

ponto de r., precede P0 e todo ponto de r_ segue Po.”

1 2

Das consideragoes feitas apés o postulado rI deduzimos que dado
um ponto P0 de r, ficam determinadas as semi-retas r' e r'" de origem
P . Fazendo entao r =r' e r,=rf- {P } (ou entao ri=r'- {Po} e
1 € To formam uma sec-
cao (rl,rz) da reta orientada (r,<) que chamaremos de secc¢ao determi-

r2:=r"), temos evidentemente que os conjuntos r

nada pelo ponto PO. 0 par de classes r, er,,

pertence a uma e uma so das mesmas) fica univocamente determinada pe-

a menos do ponto Po (que

lo ponto Po' Neste sentido podemos dizer que cada ponto de r deter-
mina univocamente uma sec¢ao da reta orientada (r,{). Por outro lado
o postulado rII nos garante a reciproca, isto e, dados os conjuntos
r.cr (i =1,2) nao vazios, tais que (VPier) (Pil'-:ri = P1'<P2),
rlur2 =r e r1r1r2 = @, existe sempre um unico ponto P0 correspon-
dente a seccao (rl,rz), tal que (Vlz‘erﬁ (i=1,2) (Pie r. =

> Pl-< PO-(Pz). Chamaremos de segmento de extremidades Ae B (A,Bé
€r e AZB) ao conjunto {P€r|P<L}}n{P€r[ A-{P}, se A4{B ou
ac conjunto {PEr | P{A}, {P‘?,r | B{P}, se B{A e indicaremos
por AB. Assim o segmento AB ¢ a interseccao de duas semi-retas de o-

rigens A e B da reta que passa por A e B. Indicaremos por % o conjun

to de todos os segmentos existentes.

rIII: POSTULADO DA CONGRUENCIA: "Existe uma relacao de equiva-

lencia sobre o conjunto 5." A relacao de equivalencia sobre £, cuja
existencia o postulado rlIlI garante, chamaremos de igualdade e indica-
remos por = . Fica determinado pois o conjunto quociente 5/= =
Assim, os elementos AB de ‘f serao as classes deequivaléncia AB =
{XY | XY = AB } onde AB< 7. A relagao = satisfaz a propriedade: se
o ponto O da reta r determina a secgao (rl,rz) e ABZ J, entao existe
um unico ponto P de r, (i=1,2) tal que OP=AB. Admitimos sempre que
os segmentos de 3 nao tem orientacao, isto e, se AB < J, entao AB = BA,
Baseando-nos no postulado rIII definimos operagao adigao (+) sobre

da seguinte maneira: Dados os segmentos AB e CD sendo AB<Cr, existe

(*) Dizemos que (r Ty ) e uma seccao da reta orientada (r,<{), se e so-

mente se b (1-1 2), r,vr,=r, r,nNr,= # e todo ponto de
ry precede 0s pontos de r,.
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sempre um unico ponto X€r tal que CD=BX e B<X, se A<B ou
X<{B, se B <{A. Chamaremos de soma das classes AB e CD a classe AX
e indicaremos por AB+ CD=AX. Mostra-seque est: operagao é bem de-
finida sobre E, satisfazendo as propriedades comutativa e associati-
va. Como todos os segmentos de u'a mesma classe de equivalgncia sao
iguais entre si e qualquer segmento da classe pode ser tomado como seu
representante, colocamos por definicao AB+ CD=AX, onde o segmento
AX é obtido como foi indicado acima. Definimos tambem uma operacao
NxF -3 tal que para todo numero n €N (n>1) e qualquer elemento
ABe S obtemos a soma de n parcelas AB + AB + ... + AB chamando-a de pro-
duto de n por AB e indicando-a por n.AB ou simplesmente por n AB.
Quando n =1 pomos por defini¢ao 1.AB=AB. Como AB e AB+ ... + AB (so
ma de n parcelas) representam perfeitamente as classes AB e niﬁ, co-
locamos por definigao n AB=AB + ... + AB (soma de n parcelas). Quando
CD =nAB, usaremos em sentido equivalente a igualdade AB::% CD e di-
remos que o segmento AB e o quociente de CD por n. Por um teorema da
Geometria demonstra-se por outro lado que (¥CDeS$) (4! AB€¢3) (nAB =
=CD), isto e, AB = % CD. Isto significa que sempre existe o quocien-
te entre um segmento e um numero natural qualquer. A operagao supra
é bem definida sobre f e satisfaz as seguintes propriedades: (¥ neN)
(¥ AB,CD € %) (n(AB + CD) =nAB + nCD) (¥m,n €N) (VAB€ ¥) ((m+n)AB =mAB +
+n AB). Definimos tambem relacao de ordem sobre 4, indicaremos por >
e chamaremos de relagao "maior'", da seguinte maneira: (VAB,CDec 7):

AB > CD <=>[('H EFe ¥) (ﬁ:ﬁ+ﬁ)] ; neste caso escreveremos AB > CD,
onde AB e CD sao os representantes das classes AB e CD respectiva-
mente. Usaremos a notacao CD < AB em sentido equivalente a AB>CD
e diremos que CD e menor do que AB. A relacao de ordem > satisfaz as
propriedades: (¥ AB,CD,EFe#) (AB>CD => AB+ EF>CD+ EF ), aProprie-
dade da Tricotomia e a Propriedade Transitiva. Pomos por definicao
AB-CD=EF se e somente se existe EFeF tal que AB=CD+EF e di-
remos neste caso que EF & igual a diferenca entre as classes Xﬁezaﬁ.
Evidentemente a diferenca AB - CD existe, se e somente se AB>CD. A%
bandonando as barras, como foi feito nos diversos casos acima, usare-
mos, por definicao, as mesmas propriedades para os segmentos que re-

presentam as respectivas classes.

rIV: POSTULADO DE ARQUIMEDES: " (V AB,CD€f) : ABKCD =—> [(Eln €

EN) (n>1) h1352>51)ﬁ.“ No enunciado deste postulado podemos tambem

abandonar as barras valendo o mesmo para os segmentos representativos

(+)

das respectivas classes de equivalencia que figuram na frase.

(+) Demonstra-se que o Postulado de Arquimedes nao e independente dos

8
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CLASSES CONTIGUAS

Definigao: "Seja > uma relagao de ordem sobre um conjunto C£g
(relacao "maior'") satisfazendo a propriedade da tricotomiJ&£ tal qﬁe
sobre ¥ esteja definida uma operagao + (adicao) associativa e comuta-
tiva, bem como uma operagao - (subtracao) tal que dados os elementos
a, b ec (a,b,cee) (a>b) (a~-b=c <> a=b+c), dizemos que o
par de classes nao vazias A e Al (A, <€) e um par de classes con-
tiguas em € e indicamos por (A, A'), se e somente se sao satisfeitas
as condigoes:

a) (Va,a'ee) (acA e a'c A' =>a' >a) e

b) (Vael) (FacA) (3a'eA') (a >a' - a)."

Sendo € um conjunto de grandezas geométricas, como por exemplo
o conjunto ¥ de todos os segmentos existentes, satisfazendo o postula
do de Arquimedes bem como a propriedade da divisibilidade de um seg
mento por um numero natural, vale a seguinte propriedade: "Todo par de
classes contiguas (A, A') em € determina univocamente um elemento a, de
€, tal que (¥ a,a'eé€) (acA e a'e A' => a < a < a'), chamado de ele
mento separador de (A, A').

, Admitiremos conhecida a Teoria dos Numeros Reais, construida a-
través de ampliacoes sucessivas, partindo do conjunto N, obtendo su-
cessivamente os conjuntos Z e Q e por fim o conjunto R completando-se
Q por algum dos processos conhecidos, quais sejam, a Teoria das sec-
¢oes ou cortes no campo € ou pelo processo das sequéncias de Cauchy de

termos racionais.

Seja r uma reta e R o conjunto dos numeros reais. Pretendemos
mostrar que r e IR sao conjuntos equipotentes. Sendo Oum ponto fixo em
r, consideremos as semi-retas de origem 0: r, = { Per | 0P } er_=
= {PE r|OMP ]. Sendo P e Q pontos de r,, existe sempre R€r, , tal

que OP+0Q=0R. Definimos portanto adicao sobre r, como sendo uma

aplicacao que a cada par (P,Q) de ri associa o ponto R tal que OP +

+ OR = OR e escrevemos P +Q =R. Analogamente definimos produto de um
numero natural n por um ponto P €r+ e indicamos por nP a um ponto Q
de r, tal que n OP = 0Q . Colocamos também P<{Q quando e somente quan-

do OP<O0Q. Além disso introduzindo a nocao de segmento orientado

anteriores, isto e, pode ser deduzido como consequencia dos re-
sultados anteriores.

Uma relagao de ordem esirita sobre um conjunto satisfaz por defi
nicao alem da propriedade da Tricotomia tambeém a propri edade tran
sitiva.
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convencionamos escrever OP =-P0 onde PeEr_ e existindo Qer'+

tal que PO = 0Q ja que P<0<Q, diremos que o ponto P éooposto de
Q ¢ escrevemos Q=-P. Definindo convenientemente segmento nulo, te-
remos construido sobre os elementos de r uma estrutura cujas proprle—
dades sao analogas as do congunto R considerado como estrutura que sao
mutuamente correspondentes. Isto significa que os conjuntosr e Rcon-
siderados como estruturas, sao isomorfos, o que nos levaa identificar
todo ponto P de r com o respectivo numero x de R bem como os proprios

conjuntos r e R entre si.

MEDJUA SOBRE 30

Definigao: 'Chama-se medida sobre o conjunto f a uma aplicacao
@w:¥ R que satisfaz as condigoes:

a) (¥ABe f) (¥(AB) >0) ;

b) (¥ AB,CDe $) (AB=CD => Y(AB) =(CD);

¢) (¥ AB,CD,EFe3) (AB+CD=EF => Y(EF) =Y(AB) +9(CD))".

Proposicao I: "(¥ AB,UV€e3S) (3 CD,EFe8) (CD<AB<EF) (dm,n,p,r
€N-{1}) (mCD=nUV e pEF=rUV)".

Demons tracao:

A propriedade da Tricotomia nos fornece tres possibilidades:

1) AB<UV. Neste caso, do Postulado de Arquimedes deduzimos que

existe q €N (q2>2), tal que quV < AB bem como para todo s€eN (s2

2> 2) temos s.UV>UV>AB. Fazendo CD= %UV e EF=s5.UV, temos CD <
< AB < EF. Alem disso, sendo q.CD=UV e EF=s.UV, bem como n e p

numeros naturais arbitrarios (n>2 e p>2), entao (nq)CD=n.UV e
p.EF = (p.s) UV. Substituindo ng por m e ps por r, temos eviden-

temente m>1 e r>1 o que demonstra a tese.

2) AB > UV. Pelo Postulado de Arquimedes vem: Existe s €N

2), tal que s UV > AB. Por outro lado, para todo numero qeN
2) temos .UV < UV < AB. Fazendo }q. UV =CD) (e uallV = EE tas
mos CD < AB < EF. Por outro lado, quaisquer que sejam os numeros na-
turais pe q (p>2 e q2>2) concluimos que nUV=(nq) CD e (ps) UV =

pEF. Considerando nq=m e ps=r, segue-se a tese, pois m,n€EN-
- {1} .

3) AB=UV. Neste caso para todo par de numeros naturais s e q
(s>1 e g>1) temos: %-UV < AB e qUV > AB. Fazendo CD=;15— uv e

EF=qUV, vem: CD < AB < EF. Sendo ainda n e p dois numeros naturais

(*) Consideramos a estrutura habitual sobre IRR. T
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arbitrarios (n22 e p22), deduzimos as igualdades: (ns).CD = nUV e

p EF = (pq).UV e fazendo ns=m e r=pq, concluimos a tese.

: m
Doravante usaremos frequentemente simbolos do tipo o AB, onde

m,n€N e ABe 8, o qual representara o segmento m(% AB) =Il1(m.AB) :

Assim fica definida a operagao multiplicagao -Q, x % — ¥ que a ca-
da numero racional estritamente positivo :‘—l e a cada classe AB asso-
cia a classe -E-ﬁ €%, onde ;"_1)_@ = m( % AB). Sendo T—l AB um repre-
sentante da classe -E—IB—, podemos definir EAB como sendo o produ-

to de r—":- pelo segmento AB.

A proposicao I garante ainda que existem infinitos numeros p,p'

tais que pUV<AB<p'UV.

Proposicao II: "Sendo AB e UV dois segmentos bem como A e A’
(A, A' CQss) tais que A={aecQ,, | a.UV<AB} e A'={a'cQ,, |a'.UV>

>AB} , entao Ae A' formam um par de classes contiguas (A, A') no cam-

po real."

Demonstracao:

(Va,a'€Q,,) (acA, a'e A' => a.UV<AB<a'. UV) e portanto,
a.UV<a'.UV. Sendo a=% e a':E-:-, temos ;UV< UV . Dai segue
(mn')UV < (m'n).UV e ainda mn' < m'n. Portanto = SIS ﬁ_ e final-
mente a<a', o que demonstra a primeira condigao da deflnigao de clas

1
ses contiguas.

Por outro lado, (¥é € R,,) (peQ,,) (p< &) (pUV#AB). Parais-
to, basta tomar para p um numero da classe minorante da secgao racio-
nal determinada por €; se pUV=AB, toma-se o numero Py =E . Supo-
nhamos inicialmente que p UV < AB. Neste caso p €A. Do postulado de
Arquimedes deduzimos: (dneN) (n>1) (n(p.UV) = (np).UV > AB). Do prin
cipio do Menor Natural vem: (ﬂn eN) ((n p) UV>AB e (n -l)p.UV < AB).
Se (no—l)p.UV<AB, entao (n —l)p&)\— n peA-' efin p~ (n -1)p p <
<&; ge (n -l)p UV = AB, tomamos 0 numero 1 [(n -1)p+n p]

=(2n_ -1)*‘l >(n_-1)p e tomamos o segmento (2n -1 £, oV > (n -1)p UV=
= AB. Da1 vem que (2n -1) p € A'., Por outro lado, sendo (no——)p LUV <
< (no- 1)p.UV = AB, o numero racmnal (no——)pek Consequentemente
(2n —1) E _i(n -—)p p < €. Suponhamos agora que p.UV>AB. Do pos-
tulado de Arquimedes vem entao: (AmeN) (m>1) (pUV<mAB) e conse-
quentemente nElUV<AB . Mas sendo -E- <p< €, com um raciocinio igual
ao da demonstracao precedente, chegamos ao mesmo resultado, bastando
para isso, substituir o papel do numero p pelo do numero racional q =

n21' Isto demonstra completamente a segunda condigao da definigao de

A"AYAY
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classes contiguas.

Da proposicao II e da continuidade do campo real concluimos ain-

da: (3! ceR) (Ya,a'eR) (ac A e a'€e A' => a<n<a'), ou seja, O

e o elemento separador de (A, A').

SEGMENTOS COMENSURAVEIS E INCOMENSURAVEIS

Vimos pela proposicao anterior que existe um unico numero real
x>0 tal que (¥a,a'eQ,,) (ae A e a'éeA =—> a<n<a'). Facilmente
se mostra que O =sup A = inf A'. O numero O denomina-se elemento se-
parador das classes A e A' ou entao o numero determinado por (A, A')
Quando ®&€Q,, dizemos que AB e UV sao segmentos comensuraveis. Em
caso contrario, isto é, quando ® €R_ -Q ., os segmentos AB e UV sao
denominados segmentos incomensuraveis. Como exemplo de segmentos in-
comensuraveis podemos citar o caso de um quadrﬁdo de lado UV e de dia-
gonal AB. Neste caso n numero determinado por (A,A') é o numero irra-

cional /2.

Proposicao III: “Sendo AB e UV dois segmentos, bem como © e @'
(?,9' cd) tais que @:{p.UV E:flp.UV(AB} e P ={p'.uves|p.UV>

Z>AB} , entao P e ©' formam um par de classes contiguas (®,%') no con-

junto $".

Demonstracao:

Da proposigao I deduzimos que (4 p,p'ec Q,,) (p.UVSAB<p'.UV) .
Portanto P £ @ e @' £# . Por outro lado temos: (¥p.UV, p'.UVe 9)
(p.UVe® e p'.UV €®' => p UV<AB<p'.UV) e dai vemque pUV<p' UV

. - . . i £ - » -
ou seja, a primeira condigao de classes contiguas e satisfeita.

Por outro lado, (¥OK€Z%) (IreQ,,) (r.UV<OK). Do postulado de
: 5 [ e @ b (el v 3
Arquimedes temos: (Spo,pOE.Q++) (pO.UV © e pl.UVE Pi) (po uv

..pouv-< r.UV < 0K) () . Deste resultado segue a segunda condigao das

classes contiguas. Concluimos assim que ©®e ' formamum par de clas-

ses contiguas em ¥, sendo que AB é o elemento separador de (¥,9').

As proposigoes IlelIl autorizam-nos a formular a seguinte:

Definicao: "Sendo (A, A') e (?,9') pares de classes contiguas

(*) Este resultado se obtem fazendo uma demonstragao analoga a segun-
da parte da proposigao II.
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correspondentes as proposicoes II e III de elementos separadores O e
AB (0 €R,, e ABe %) respectivamente, chama-se produto de O por UV e

se indica .UV a classe AB."

A definicao supra corresponde a definicao da operacao multipli-
cacao - R,, x4 - 3. Notando que .UV ¢ um representante da classe
OL.W, convencionaremos par simplesmente .UV =AB que representa o
produto de um numero real positivo por um segmento. Se & €Q44, 0s
segmentos UV e AB sao comensuraveis; se O €R,;-Q,,, os segmentos UV

e AB sao incomensuraveis.

Definigao: "Dados dois segmentos AB e UV, chama-se medida de AB
L ol A -
com a unidade UV e se indica U—E , ao numero O ER,, , tal que .UV =

=AB."

A funcao que a cada segmento de J associa sua medida numa certa
unidade UV arbitrariamente dada, satisfaz a definigao geral de medida.
De fato, seja ¥: 4 — R, tal que (maef) (uve ®) (<(AB —A—szaem Ik
Temos entao: a) (¥ABe £) (¥Y(AB) =o > 0); b) (VAB,CDe<¥) (AB=CD =—>
=> -3—-?; = g—g = &) e portanto Y(AB) =‘P(CD) ; c¢) (¥AB,CD,EF e ®) (EF =
=AB+CD => == EF v =Y=0+8= E + Q—D) e conseqllentemente ¢ (EF) =?(AB)

+ P(CD).

: AB CD AB + CD
Para mostrar que vale a igualdade v " ov T uv

digao c¢) anterior, devemos considerar as classes contiguas (A, A'),
(8,©') e (€,€') correspondentes as medidas de AB, CD e EF na unidade
UV respectivamente e verificar que (¥ce€) (FaeA) (Ibe®) (c=a+b)
e (¥c'e €') (Ja'eA') (Ib'e®') (c'=a'+b').

Proposicao IV: "(¥UVe38) (VaeR,,) (3ABe ) (x= 3_3 "

Demonstracao:

Se ®€Q,,, & sera da forma % (m,yn €N). Da definigao de produto
de um numero natural por um segmento bem como do Teorema da Divisibi-
lidade de um segmento por um numero natural vem que existe ABe ¥ tal

1 m
que AB = = (m.UV)= S UV = o.UV.

Se @ E€R,, -Q consideremos o par de classes contiguas (4, A')
que determina o numero &. Tomemos tambem os conjuntos ©® e @' contidos
em ¥, tais que @:{a.UVG £ | aeA} e 3' ={a'.UV€ 3 | a‘GA-'} e mos-
tremos que B e B' formam um par de classes contiguas em §. De fato,
(¥a.UveR) (¥a'.UVe®) (a<x<a'). Portanto sendo a<a' temos

a.UV<a'.UV; por outro lado, (¥OKeS) (dr eQi;) (r.UV<OK) e ainda
(Elpo,p:aeQH) (pyec Ae P, € Al) (p:)— p0<r). Dai vem: (p;- po).UV<

<r.U0V, ou seja, pl.UV-p .UV <r.UV<OK. Assim temos: (3 po.Uve@)

++ 7
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(3pc').UV€ RB') (pé.UV— pO.UV < OK). Isto significa que B e B' formam
um par de classes contiguas em £ e portanto determinamum elemento se-
parador AB. Existe pois um numero B€IR,, tal que AB=[R.UV. Mos-
tremos que B=x. Se, por absurdo, tivessemos Q& ZB, teriamos &<B
ou ®>B de modo exclusivo. Se tivessemos, por exemplo, &< B, exis-
tiria um numero racional q€Q++, tal que ®<q<RB. Dai resultaria
que q €4' e consequentemente q.UVE®B'. Portanto teriamos q.UV >
> AB = B.UV e ainda q>B, o que e absurdo. Considerando & >0,

por raciocinio semelhante tambem chegariamos a um absurdo. Portanto,

=B e a proposicao esta demonstrada.

CORRESPONDENCIA ENTRE UMA RETA r E O CONJUNTO IR

Seja r uma reta e o ponto 0 fixo (0 €r). As semi-retas =
= {Per | P}O} e r_={PEr | O}P} chamaremos de semi-retas po-
sitiva e negativa, respectivamente. Consideremos um ponto U€r, tal
que U#ZO. Das proposicoes demonstradas deduzimos:

0, se P=0

(¥Per) (3! x€R) : x=4 + g—g- , se O{P . O nimero x, univocamente

oP
ou °

determinado, denominamos abscissa de P e indicamos por P(x). Eviden-

se P{O

temente temos U(1l) e 0(0). Por outro lado podemos escrever:
(¥P,Qer) (P(x), Qlx))) (P{Q=> xg<x)).

Alem disso, temos:

OP
(¥xE€R) (x£0) (3! oPE L) (0{P): x = m%;
- oU ' Se x<0

se x>0

Do Postulado da Congruencia e de uma convengao (no caso de x=0)
concluimos:
0{P, se x>0
(Vx€R) (3! Per): 0=P, se x=0
P{0, me x<O

Das consideragoes precedentes concluimos que r e IR saoequi-
potentes bem como (¥ P,Q€r) (P(x),Q(xl)) (PLQ<=>x g xl), isto e

os conjuntos ordenados (r,{) e (IR, ) sao isomorfos.

AMPLITUDE OU MEDIDA DE UM INTERVALO NO RP (1<pg3)

Consideremos p=1 e tomemos o intervalo [a,b:l ([a,b[,]a,b]

14
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ou Ja,b[). Sendo a<b, entao existem pontos A e B sobre o eixo
determinado pela reta orientada (r,<) e os pontos O,Uer (0<U),tais

que A(a) e B(b) bem como A<{B. Do Postulado da Congruencia vem que

existe um unico ponto D€&r, tal que AB=0D. Chamamos de amplitude

ou medida do intervalo [a,b] ([a,b[, Ja.,b] ou Ja,b[) a medida do
0D

segmento OD com a unidade OU que e o numero ‘real ou @ due evidentemen
te e um numero estritamente positivo. Por outro lado, sendo OB = 0A +
+ AB temos 03 = o4 + Al e consequentemente ab = DDS. o4 =b-a

! ou ou ou * 0U ou ou :
A amplitude do intervalo I=[a,b] ([a,b[, Ja,b] ou Ja,b[) indica-
remos por m(I) que, pelas consideragoes acima, e igual a b-a (b-a€

€ ]R++)‘

Vejamos agora o caso de um intervalo bi-dimensional, ou seja, o
caso de p=2. Observemos que sobre o conjunto 1 de todos os poli-
gonos pode ser considerada uma relacao de ordem bem como definida uma
relacao de equivalencia da seguinte maneira: dois poligonos sao equi-
valentes, se e somente se, eles se decompoem em ''somas' de poligonos
ordenadamente iguais', sendo que a soma de poligonos se define conve-
nientemente. Demonstra-se, por outro lado, a validade de uma proprie-
dade dos poligonos analoga ao Postulado de Arquimedes visto para 0s
segmentos e a divisibilidade de um poligono por um numero natural n
(n>1). Alem disso, demonstra-se que todo par de classes contiguas
em f determina univocamente a menos de equivalentes um elemento de P
chamado elemento separador do mesmo. Esta propriedade e analoga ao

Postulado de Dedekind na reta.

Por um teorema sobre poligonos, dados um poligono P e um segmen-
to AH, existe sempre um unico retangulo, a menos de equivalentes, in-
dicado por R=R(AB,AH), de base AB e altura AH, tal que R=P. Re-
petindo formalmente todo o raciocinio feito para a obtencao da medida
de um segmento, demonstra-se que todo poligono P possui como medida,
numa certa unidade U € {o arbitrariamente escolhido, um unico numero
real o (®€R,,).Definimosmedida sobre $ analogamente a medida sobre %,
isto e, como sendo uma aplicacao @2 :b - R satisfazendo a tres condi-
¢oes formalmente iguais as da medida de um segmento. Sendo P e U dois
poligonos e % = 0 a medida do poligono P na unidade U, demonstra-se
que a aplicacgao ‘Pz :f - R, tal que (¥Pecp) (‘Pz(P) =% =Q) e uma me-
dida sobre @.

Admitindo conhecida a nocao de proporcionalidade entre grande-
zas geomeétricas, demonstra-se: "(¥R,SEP) (R:IHAB,AH)( ) e
"
S = R(AC, AH) (E = %%) e ainda "(VR,Se ) (R=R(AB,AH) e S =R(AC,
) (Eaa
1 S

E) (AH:AHI)."
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Um outro teorema garante: "(¥R,S€p) (R=R(AB,AH) e S =R(CD,CK)

AB _ S8R > R = 8).v

(CD AH

Consideremos agora o retangulo R=R(AB,AH) e o quadrado
= R(UV,UV). Sabemos, por outro resultado da Geometria, que (YP€p)
(3 R=R(AB,AH)Ep) (P=R). Portanto, LP2(I"') =‘-?2(R) = % Por outro
lado, existe R1:=R(AX,UV), tal que R, =R. Sendo LPI a aplicacao
que:a cada segmento’de 3 associa a sua medida na unidade UV, temos que
AX  AH R}

1B = gv =P, (AH).  Por outro lado, — = % =, (AX).  Mas, por uma

propriedade da medida de segmentos vem:

AX

ax OV H ) Send =R, t R3¢ (ax)

AB ~ _&E = \PI(AB) . endo 1 = ’ emos ST 1 e con-
oV

sequentemente qE(R) = % = qﬁ(AX) = 4&(AB). %% = %&(AB).W&(AH). Ve-

mos entao que a medida bidimensional de um retangulo e o produto das
medidas uni-dimensionais da base e da altura de R. Notemos ainda que
retangulos equivalentes tem medidas iguais e em particular, todos os
retangulos congruentes tem a mesma medida. Seja agora um intervalo
IC]R2, tal que =I xI, (Ii= [ai,bi],[ai,bi[,]ai,bi] ou

]ai,hi[) (i=1,2). Sendo a amplitude de Ii igual a bi-ai e chaman-
do a amplitude (ou medida) de I de m(I), das consideragoes anteriores

facilmente deduzimos: m(I)-:(bl— al).(bz— 32).

No caso de p =3 podemos introduzir a nogao da medida de um so0-
lido de um modo totalmente semelhante ao processo utilizado para defi-
nir medida de segmentos e poligonos. Escolhendo o cubo de arestas i-
guais UV para unidade, demonstra-se que a medida de um paralelepipedo
e igual ao produto das medidas uni-dimensionais das tres arestas re-
presentativas de cada dimensao do mesmo na unidade UV, e que paralele-
pipedos congruentes possuem medidas iguais. Assim, sendo I (ICIRS)
um intervalo limitado tal que I=le12x13 , tal que (Ii: [ai,bi],
[hi,bi[, ]ai,bi] ou ]ai’biE ) (i=1,2,3), bem como indicando sua me-
dida (ou amplitude) por m(I), facilmente deduzimos que m(I) =(b1—a1).
(b2- a2). (b3— as).

De um modo geral podemgs dizer que se IcRP (1<pg3) (Iinter-
valo limitado) tal que I= Ii onde IiC:HI (Ii e intervalo limita-

i=1
do de infimo e supremo a; eb, respectivamente) (i=1,2,3), tem-se:

P
m(I) = 77 (b.,-a,), convencionando-se no casode i=1, I=I_e m(I) =m(I ) =
i=1 1 1 1 1
bl- al.

A familia dos intervalos limitados no RP indicaremos por C](p) (1< pg3).

(*) R(AB,AH) representa o retangulo de base AB e altura AH.
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CrASPST ST UelnO ITI

a) DIVISAO DE UM INTERVALO COMPACTO NO RP

a o
Sendo 8(8Cj(p)) (€ & classe finita) ( ¥ X,y €€) (x £ Y)(xqY =
= @), chamaremos de conjunto elementar a todo“conjunto que tem a forma
E =0X.
Xee
A classe £ chamaremos de uma decomposigao de E em intervalos

RP

Definicao: '"Chama-se divisao elementar ou simplesmente divisao de
um intervalo compacto I CRP a toda decomposicao de I em intervalos no
|Rp.H

Definicao: '"Sendo 81 e Sé divisoes de um intervalo compacto I, diz
se que €, e um refinamento de £ (ou que €2 é mais fina que gl) e se in

dica €1< &, (ou 82} €1), se e somente se (¥X € €1) (3€XC€2) (X zgei)x"

Definigao: '"Sejam € e &, duas divisoes elementares do - intervalo

compacto I. Chagma-se resultante de &, e 62 e se indica ﬂ.(ﬁl, 62) , ao

1

conjunto €= {Z = X0y | xefl e Y-e 52 } 1)

Vemos imediatamente que &= ‘R(?sl, 82) e tambem uma divisao de I e

ainda é}ﬁi (i = 1,2). Seja ICRP um intervalo compactojindica-lo-emos

por I =,L)=(£ [ai,bi], se p 2 ou3 e por I = fa,b] ou [al‘bl—‘[’ se p =

Os intervalos [ai‘bi] (i =1,...,p) serao indicados por I,.

Divisao Normal

Definicao: "Sendo gi divisao de I, (Ii'C R)(1 <i ¢p), chama-se divi
F
> i )( ~ R - C. o >< 4
sao normal de I = i Ii a divisao F= {Z L | 2= =) xi com Xiesi },
sep}loua'}l,sep=l.
Facilmente se ve que F é efetivamente uma divisao de I. A divisao
normal 7 de I chamaremos de divisao de I induzida pelas divisoes B-i de

Ii (i = 1,...,p), enquanto que estas serao chamadas de componentes de

5,

Proposicao: "(¥3) (Fé divisao elementar de I) (IC RP) (I compac-’
to) (3%) (% divisao normal de I) (%4‘”9’)."

Demonstracao:

Seja Fuma divisao elementar de I (ICRP), Se p = 1 entao F & certa

157,
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mente divisao normal de I. Suponhamos entao p >1. Como toda componente
de J e um conjunto elementar cujos elementos sao por sua vez interva
los, existe uma divisao 'F* de I em intervalos tal que F{3*. As proje
coes de 'F* formarao familias de intervalos em cada dimensao cujas reu-
nioes sao I (i = 1,...,p) de interiores dois a dois, nao necessariamen

te disjuntos. Os extremos destes intervalos formarao para cada i (i =

= ...,p) uma familia %i que sera certamente divisao de I.. Conside-

rando agora a divisaa normal q induzida pelas divisoes %i {d=1,...p),

esta sera um refinamento de J* e portanto tambem de F, o que demons-

‘tra a proposicao.

Rede de um Intervalo Compacto no RrP

Sendo p=1 chamaremos de rede do intervalo. compacto I==[a1,b1] ao
conjunto A,: {xijQI (j= 0,1,...,n1) | a; = X,0< X%, <00l X; 5 e
xlnl = bl}. Se p>1 (p<3) entao chamamos de rede de I (ICRP) ao con
junto 4 (ACTI) tal que 4 = i>:<1Ai , onde A. e rede da projecao
Wi(1)= I, (i =1z napls
Dadas duas redes A e A* de I (ICRP), dizemos que A* é mais fina
que (ou é um refinamento de) A e indicamos por A*5A (ou A {B*) se e
so se Ac A* . Chama-se resultante de duas redes 4 e A* de I e indica-
mos por R (A AF)  ao conjunto AUA*. Evidentemente, R(4,A*) & uma no-

va rede A** de I, que € um refinamento de cada uma das redes compo

nentes A e A* .

Notemos que a uma rede de n, +1 pontos de I (ICR) corresponde uma

1
divisao de n, intervalos componentes de I com extremos nos pontos da re

1
de e vice-versa. Analogamente, a uma rede de (nl £51) e (np+ 1) pon-
tos de ICRP (p>1) corresponde uma divisao normal em npe e . np inter
valos componentes e vice-versa. Indicaremos por ':'FA ou simplesmente por
J a divisao normal de I correspondente a rede A . Devido a essa corres
pondéncia biunivoca existente entre redes A e correspondentes divisoes
normais J, , chamaremos A frequentemente divisao de I. Convencionaremos
entao que a notagao & representara sempre uma rede de I, sendo que 3a
representara a divisao normal correspondente a A. Indicaremos por JJI

ou simplesmente por d o conjunto de todas as divisoes A de I.

b) CONTEUDO NULO

Definigao: '"Diz-se que um conjunto C (C cRP) tem contelido nulo, se

e somente se C = # ou existe uma familia finita F
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(p) —
(?C'j )(xg';(jc € %gm(x) éé)n.

Consequencias:

1 - Todo conjunto unitario tem conteudo nulo.
Todo conjunto finito tem conteudo nulo.
Conjunto imagem de toda sequéncia convergente tem conteudo nu-
lo.
0 conjunto de Cantor tem conteudo nulo (p = 1).
Toda curva vetificave/tem conteudo nulo (p = 3).
Toda superficie regular tem conteudo nulo (p = 3).
Todo intervalo r-dimensional com r<p (p = 2 ou 3) tem con -
teudo nulo (conteudo p-dimensional).
Todo ‘sub-conjunto de um conjunto de conteudo nulo tem conteudo
nulo.
Todo "intervalo degenerado" em RP tem contelido nulo (no RP).
Por exemplo: {_a} =[a,a] 0=1[a,al=]a,al =]a ,-_a[ (p=1)
[al, b1] X {a} el i) % {a} x]az, bzt (p=2), etc., sao conjun

tos de conteudo nulo. ;

Estas consequéncias facilmente podem ser comprovadas pela defini-

cao acima.

Medida de um Conjunto Elementar

Seja F uma decomposigao do conjunto elementar E. Sendo X(X€3) um
intervalo no RP, vimos que m(X) representa a medida de X na unidade esco-
lhida. Isto, e mais o fata dos conjuntos de J serem dois a dois disjuntos,

nos levama definir a medida de E como sendo m(E) = > m(X).
Xez '
Propriedade: "Se E (ECRP) & um conjunto elementar, entao m(E) in-

depende da decomposicao considerada."

Demonstracao:

Sejam 91 e 33 duas decomposicoes de E. Consideremos a classe '3 =

- {2 =x0Y | X€3, eYe3,}, bem como Fy={212cx} e % ={2]2c1}

onde XEJ, e YE3_ . Dai vem que a classe 3, = U F, == U3 & uma
1 2 3 X i
XGSI YGS‘Z

decomposicao de E. Portanto,

= m(2) = S m(UZ) S S~ m(2) S m(2)
Xegl xea1 &3y xegl Z€ 3y ze‘&3 :

< m(Y) S m(U2) = 5 alz) & m(2)

c € €
Y(Z?z Y Bé ZGﬂ}Y Y€f32 Z ?Y ZEEE%
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Isto significa que < m(X) = S m(Y) ou seja m(E) independe
XEF YE3
b A 1 2
da decomposigao.
Propriedade: "(¥ E,F,GERP) (E, F e G sao conjuntos elementares),
(=] [~}

(ENF = ) (G = EUF = n(G) = m(E) + m(F)."

Demonstracao:

Sejam 3i e f}z decomposigoes de E e F respectivamente.g:zgil)gz
sera uma decomposicao de EUF. Como m(E), m(F) e m(EUF) independem

das decomposicoes tomadas, vem:

m(EUF) = Sm(X) = & n(X) + & m(X) = m(E) + m(F)
Xesa Xegl Xegz

Esta propriedade se estende a uma familia finita qualquer de con-

juntos elementares sem pontos internos comuns.

Conteudo Interior e Conteudo Exterior (Medida Interior e Medida

Exterior de Jordan):

Seja S (SCRP) um conjunto limitado; existe entao I {Iﬁiﬂ(p)) (1

intervalo compacto) (S<CI). )
(¥aed) 37F) (3 = {Xxe3, | xc<8p (FA(4;9)eR)

(A(4;8) =Zm(X)) e Faed)) (FZF)(F,={xeF,| xXns£g})
Xe3
0

(3B(A;8)eR) (B (A;S8) = = m(X)) .
X€9,

Evidentemente temos que 3 ,C 5‘ue 0<A(A; S)EB(A; S)Em(TI). Alem
disso {A(Q;S)Gm IAGQDI} e {B(A;S)E'iR |A€‘€DI} sao conjuntos li-
neares limitados e portanto cada um deles possui um unico extremo infe
rior e um unico extremo superior.

Seja _Y_(S,) =.sup {A(d;S) ldG:DI }‘ e ;’ (8) = inf {B(A; S) |
| 4 GZDI}. Os numeros reais positivos Y(S) e ¥ (S) chamamos de conten
do interior e.conteudo exterior de S, respectivamente. Facilmente se

prova as seguintes propriedades:
a) (¥d, p*ed;) (848« = A(4;8) <A(a% 8) e B(A;8)2B(A*;8));
b) (¥4,a*€ Dy) (A(S;8)<Bla*; 8));
c) X(8)&y (S)

d) Os nimeros reais J (8) e ¥ (S) independem deI(Ic RP)(ScI)

(*) Quando S=¢, temos ‘3—0=9f ;
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Definicao: "Dado S (SCRP) (S é limitado), diz-se que S e J-men-

suravel se e s0 se ¥ (8) = ¥ (S) e neste caso o valor comum ¥(s)=Y(8)

denomina-se conteudo de S (ou Medida de Jordan de S) e se indica Y (S)."
Proposicao:
"Uma condicao necessaria e suficiente para que um conjunto S < RP

seja H -mensuravel e tenha conteudo nulo e que (ve e R++)(3.3cj(p))

(3 & familia finita) : UXDS e =m(X)<Eg."
X€q Xe g

Demonstracao:

_N_ﬂ: s
Se Y(8) = 0, entao: ¥(S) = Y (8) = 0. Mas sendo Y (8) =
inf {B(«ﬂ; S) |A€ J)I}, entao (¥€>0)(J4ae ;) (¥(8) +£7B(A;8)Z0).
Sendo ¥(S) = 0, entao B(A4;S)< &, ou seja & m(X) < €.
X€3qa
(p)

Mas %C a , 35 é finito e UXDS o que demonstra a tese.
X€3,

Sut. &
(Ve 0) (3 3cn(P)) (F & finito)

(UXDS8S e >=n(xX)ce&).
XEZ XEQ

Seja I (1€ '_'I(p)) ( UXCI) e A uma divisao de I tal que (¥X€3F )

Xe3

= X) . Temos, portanto:

=) F= <=3,) (VY
TN oY) et
X
B(Ad;8) == m(¥Y)€ =mn(X) == m(X) € €

YE3 4 ~ Xe3 Xea
Y N S£6

0L y(8) <B(&;8)<E, ou seja y(S) =0

e ainda

Mas sendo
0< ¥(8)< ¥(S) = 0, entao ¥ (S) = y(S)
¢ -mensuravel bem como Y(S) = 0.

= 0 e consequentemente S e

Algumas propriedades da medida de Jordan

Sendo A= {XCZICIRP | #Xie g-mensurével} (I intervalo compacto)
AI—(V X,YeA) (XUYEA) ;
Ay (B X,YEA) (X-YEA) |

Na Teoria da Medida o conjunto A se denomina uma algebra (ou anel)
sobre I.

Facilmente se ve que as condigoes Ai e ‘Ail acima equivalem as se
guintes:
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(1) BeA; (2 1ecA; (3) (¥xed) I-x=0 xei);
1

(4) (¥X,YeA) (XUYEA).

Tambem se deduz imediatamente que reunides e intersecgoes finitas

de conjuntos de A-sao tambéem conjuntos de A-.

Vimos por outro lado que (¥X€A) (3! Y(X)€R,) (¥ (X) e o conten
do de X). Assim, podemos dizer que a Medida de Jordan definida para os
conjuntos X € A e uma aplicagao y:A —=R, satisfazendo as proprieda

des:

a) Y(8) =0 ; b) (¥xed) (Y(X)=20); ¢) (¥ (X, ) ) (X, €A)

(X,NX =8 (¥ #n) (UX e,¢=pﬂ§(0x)- zr(x))
5 v=1 V=1 v =1

Na Teoria da Medida se diz entao que a medida de Jordan € uma me-

dida sobre a algebra A.

¢) DIVISAO DE UM CONJUNTO J-MENSURAVEL

Definicao: '"Chama-se divisao g -mensuravel ou simplesmente divi-
sao de um conjunto D (DCRP) (D e J -mensuravel) (p = 1,2,3) a uma fa-

milia finita 7 de sub-conjuntos "J-mensuraveis de D tal que UX =D e
Xe 3

(¥X,Ye3F) (X £Y) (XNY = g )."

Os conjuntos de 3 chamaremos de componentes da divisao adotada.

Refinamento

Definicao: '"Sendo 3 e J, duas divisoes de D (Dc RP) (Dé'a-men—
suravel), diz-se que 3, e mais fina que (ou & um refinamento de)'3

se indica 3‘{9 (ouﬁ'}?) se e S0 se (‘VXEB) (B'%C'&)(X UY)
Y€3

Resultante

Definigcao: "Dadas duas divisoes 91 e 92 de D (DcRP), chama-se

resultante de 31 e 1}2 e se indica por ﬁ{(gi,'Bé), ao conjunto
e 1
{z = X0OY | XET3 e Y€32} o
'Cor'olé\ri.u:):'Se'a1 e J, sao divisoes de D (pcrP) enﬁof}—‘—@,(?l, 9’2)
e uma divisao de D tal que 3&'{ 6 Rt G T ool o

Demonstracao:

Uz =Uxoy) = UL UxoD] =V [xawnI= UEnp) =
Z€ET X€3.18Y€5—'2 X€.'31 Y€52 X€‘31 Y€3, Xegl

A"AY.‘Y
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=X =" D,
Xes, = o

) ) ° ° N Yy oD ) o © ) o o )

¥ 2z, zzeg (zlﬂ 4y = (xln Y, (x2mz2 = (XlﬂYl n(xzn Y,) =

o

= (xlnxz) ﬂ(Ylﬁ Y2) = B).

Portanto F é uma divisao de D.

Por outro lado (¥ Xe?l) (B?XCG') ( '3x= {ZGE! fzi= XNy £ ﬁ})

Uz = UXnY) = X ., Assim 91<3 . Analogamente mostra-se que
Ze3, XOY#£P

3,4% .

d) INTEGRAL DE RIEMANN NO RP (p <3)

Seja f:ICRP —=R uma funcao real definida e limitada, onde
x€I e um vetor do espacgo rP (p=1,20u3) eleéun intervalo compac
to em RP (p <3).

Seja & uma divisao de I e 3, a familia dos intervalos parciais (in
tervalos componentes) de I correspondentes a divisao A . Temos entao:
(¥X € F,) (f(x) é limitada em X). Consideremos £ = ianf(x), L=
= supr(x), ex = inIS(f(x) e Ly = supkf(x); sendo Q=1L -0 e Q'X

ELX"E'X , temos que Q=0 e (¥X€ 3,) . (Q 20).

Temos entao: (¥ XE&€ F,) (¥x €X) (E,<R < f(x) < L <L) Sendo Y (I)

e Y(X) as medidas segundo Jordan de I e de X respectlvamente e notando

que Y zo: f(x)<L ¥ ()<L, Y(XOSL (X)),

Dai vem: EZ((X)<Z? 3’(x)<ZL ¥(X)<LZ2¥X) .
X€3, xegX xes X€3,

0Os numeros ZEXY(X) a5 LX’J(X) chamaremos de soma inferior e
Xe 34 X€3,
soma superior de f(x) relativamente a divisao A e 1nd1caremos por

S(f;4; I) e 5(f;4; 1)( }"espectlvamente.

Portanto, Ly(I) € s(£;4;1) ¢8(r;4;D<Ly(n) ) (ae )
Sejam § = {s(£;4;1) | 4€9.} e F = {S(£;8;1) | seu}

Das relagoes (*) concluimos que é e 3 sao conjuntos lineares 1li

mitados e por uma propriedade dos numeros reais cada um deles possui ex

(1) Quando nao houver ambiguidade, usaremos as notacgoes s(f;4) e

S(f; A) ou simplesmente, Sse Sy , respectivamente.

A"AY.‘Y
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tremos inferior e superior. Existem pois e sao unicos os numeros

=sup § e So = inf f .

Propriedades:

a) (V¥ 4, 4*e o) (afa*r =p»
b) (¥ A, A*€®) (sdss&,);
c) s <Sau,

0 [¢]

Demonstracao:

a) Se A{A* entao (¥XE€ F,) (agxc ) (X:U%Y)
Y€ §y
Mas Ux= U[0Y] = Uy =0v e Y (X) =Z‘{(Y)(”) .
X€3; Xe3, Ye%x YG%UE Y€ Ye %x
Notando que (¥ X€3,) (¥YE %;) (ﬁx SP’Y)’ temos:

== 40 ) = LGS DYy S [ S oy (O] S e s Loy (T
X e Xeg,' Ye§, Xed, ve4, Xe3, YE4 :

YeU g, (X€5))  YE3,,
Analogamente podemos mostrar que nas hipoteses feitas vale a desi-

gualdade: Sp 2 S )« .

b) Seja A** = Res (A,A*). Sendo A** » A e é**>~ A* , da pro-

priedade b) deduzimos:
SA S Bpux S Spua S Sp,

c) (¥ s)\€ 3) (sp € um limite inferior de 3). Portanto SQSESO , pois
S0 e o maior dos limites inferiores de £ . Por outro lado, So sendo um
limite superior de ﬁ temos sas;SO , pois S, e menor dos limites supe-
riores de £ I

0s numeros s, © S0 chamamoé de integral inferior e integral supe-
rior de f(x) no intervalo I, respectivamente. Estes niumeros sempre exis
tem nas hipoteses inicialmente estabelecidas e sao indicados, respecti-

vamente pelas notagoes:

s = irf(x) dx e S = jf(x) dx (2)
o £ o o

Definigao. "Diz-se que uma funcao f(x) definida e limitada num in-
tervalo compacto I (ICRP) (p <3) & R-integravel em I, se e somente se
8 = So ; neste caso, ao valor comum 8= So chama-se integral de

()
Riemann de f(x) relativamente ao intervalo I e indicamos por

J f(x) dx (3)."
I

(2) Usaremos também as notacoes mais simples S f e Sf , respectivamen
I T

te.
(3) Usaremos tambem a notagao I'f que tambem se chama R-integral.

(++) Propriedade valida para a medida de conjuntos elementares.
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Partindo de divisoes elementares de I (nao necessariamente
mais) podemos definir integral de f(x) analogamente a definigao

rior e demonstrar a equivaléncia entre as duas definigoes.
Exemplos:
1. £:IcR? —=R tal que f(x) = k (k é uma constante real) e

R-integravel em I e

k dx =rk}(1)
L

2, f:ICR —R tal que f(x) =

1, se X €:Q DI
0, se € (R-Q)N 1

nao e R-integravel em I.

Criterio da Integrabilidade de Riemann

"Uma condigao necessaria e suficiente para que uma fungao f(x) de
finida e limitada em IC RP (I intervalo compacto) seja R-integravel em

I & que para todo numero & € R,, seja possivel determinar alguma divi

sao A€ 9y, tal que EQXB/(X)Q‘..”
Xes,

Demonstracao:

Nec. =>

Sendo f(x) R-integravel em I, temos s, =8 ;

&
sendo s = sup i, temos: (¥EE€ Ryy) (3&;16 £) 8, = 548‘53‘.

Analogamente de $0 = inf 3 resulta: (¥E€ER,+)(3 S'aze o))

£
(g &> Sﬂ'z) :
Por outro lado: (FA4€9,) (4= Res(/—'\l ,62)) (A>A1 e A>A2 ).

1

So - So.+€ > S) - s, e consequentemente

E £ _ ¢
Portanto m = < sy <sp e So-tz > 8&2 2 SA . Dai temos:

8, -8, =0 0. Y(X)< €
& iyest XE'&&X;

Bufi=c—

Se por ﬁipétese vale a frase: (¥E€€R,_,) (T A*E IDI')(E.QXB’(X)LE.) ,
J(ef-;;a’JL

=€

temos: SA* - Spq

Sendo s_ = sup £ e s_ = inf § , entao: (¥4€ *91) (sp<s,

Sp 2 SO) =>(0‘<‘So - 8,8, - sp). Portanto sendo 0<S_ -s <

€ 85« = 87.<& entao IS, - SOJ< € . Assim, S_=s_ = ou seja, f(x) e ®-

integravel em I.
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Corolario:I: "Se f(x) e continua em I (I e intervalo compacto)

(1c RP) entao f(x) é R-integravel em I."

Demonstracao:

Se f(x) e continua no intervalo compacto I, f(x) .e uniformemente
continua em I. Logo (¥EeR,,) (ISER, ) (¥xz€I)(l{x-2]|<b => |[£(-£@)I<E).
Seja A€ 1) tal que (VX&3) (a(X)<8){*) Portanto (VXe3,)(FgN € X )
(b = £(§) e Ly = £(D)) ([1§-Nl€a(X) <8 =% = [£(§) - £(9)]| <
L&),

Assim, (YE€R,,) (FA€Q) (S) -5y =2 Q. ((X)<€ . WX = EY(I))

XG"}A XGS'A

e consequentemente f(x) e R-integravel em I.

Corolario II: "Se f(x) é monotonica no intervalo compacto I

(ICR), entao f(x) e R-integravel em I."

Demonstracao:

Se f(x) é monotonica em ICR, entao (VAE}OI) (Zﬂx =0 ).
XeaX

Admitamos que f(x) nao seja constante em I. Temos entao que Q0.
Temos ainda que (¥€€ R, ,) (F3A+*€W) (¥X€3,,) (Y (X)<E). Assim sen

do, vem:

(VESR,,)(TA*€0)( Sy, -8y, = ZTQ¥X)L & 2 0,'=£Q)
Xes, X€ 3,

ou seja f(x) e R-integravel em I.

Proposicao: "Se f(x) e definida, limitada no intervalorcompacto
I(‘.‘_Rp1 e se A,A "‘QOI tal que 4{4* sendo Fcardﬂ‘i‘ -:é.—.kcardéiz
=1 =

' = ++)
- sy kalalacPTh.r ¥

= k21, entao sp* - S&Qk.alalocp'l e S

A

Demonstracao:

Suponhamos k = 1. Sendo card 4, = n; (i =1,...,p), sem perda da

generalidade, podemos tornar cau"d/.‘."‘l = card 41 ¥ 1= n + 1. Entao
(IneN)(3xI€3)(j =1,2,..., n) (++) (T Lyd,2vde Fa) (AyIu3yd

= XJ). Mas E%d ;fx e ngj2 EX

Assim temos:

(+) d(X) é o diametro de X
(++) Sendo Wi(I) = ﬁil a L2 projecao do intervalo ICRP (i=1,...,p),
o= max{\’('ﬂ‘il)(izl,...,p) e |A| = max {d(X)(Xe‘SA)}.
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n
s =2 Loy =3 &yy(D) + 5 @i v(Avd) o+ Lo s v(Brd))
= Yeg,, Y YGS’A*Y-{IYJ,2YJ} >:i:=1 i AL

1$4¢n n

n . . .
223 _byy(X) + 5 L (y(1y9) + y(3yd) = 3 R y(X) + 3 L v(xd) =

= Z Exy(x)_ = sp- Dai deduzimos:
Xegp .
n g ' n 2
par = e A ) lyJ 4 e 2] ) ( _ . i By
SpAs=Sp ,]Z:IG 1 BXJ)Y( ) (izya ij)y( ) £)] S jZ=1(LX:j LXJ)Y( YY) +

i n n
2 . - = -1
+ (Lyj = L)y YJ))= 2_9y; v ¢ a)_v(xh <als, . lgqlaloP
J= J=

Suponhamos a propriedade verificada para k = m>1, ou seja,

= P
SAx —S'p <mald| oP : , onde ? card /_\.; - 2_card &i = m. Seja .&“GLSI
=1 L=\
P b

p i B b
tal que anrd &;* - 2_card Ai =m+1 e anrd A;* = anrd .&i =
L=t (=1 L= =\

Assim vem:
S\ % -sa;—- (spux -8p4) + (8p.-s,) <QIA] aP™L o gl ALaPt

= (o )L Ad] B by,
Portanto (VkeW) (k3 1) temos: s, » -S)< kola| oPt

Analogamente podemos mostrar que nas hipoteses estabelecidas

(Yke W) (k>1) temosSj-S,,< kald | oP™t .

Teorema de Darpoux:

"Se f(x) é definida e limitada em IcRP , (I intervalo compacto),

entao (YEER, ) (3%eRr,,) ('Vﬂe‘ol) (A<= B, - spy<€ e Sy~ S < £ 2

Demonstracao:

Temos por hipotese: (VEER ) (3nle o) (s, - %‘ < sAl)-

g E (++) Por - ou-
Si - ___,.._1- .
2r _Q.aP

tro lado, (¥a€©)) (3a%€10) (82 - Res(4,81)) (A%} ol =>

Seja r =anrd gbl , e tomemos
=1\ i

(+)'n ='1, se p=1; n=n,, se p=2 e n = n,n,, se p = 3. Vide referéncia(++) éla
: 2 E g 3 : pdgc'ﬂa- anterdor,
(++) Supomos >0, ou seja, a fungao f(x) nao e constante em I. No ca-

so de f(x) ser constante em I, o Teorema de Darboux e evidente.

27
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=25 ,1 < 5&2) e consequentemente temos tambem s -

P
Mas, Z(card‘iaz - card '3‘&1) <r e portanto 5,2
K=1 i

Temos pois:

i € tal P11, & p=l _
4 —-S&u(so—sa2)+(s&2—s&)<2~r.Q_|/.\,0L é2+r.o.610< = &

o
Analogamente podemos mostrar que (V&€ € R,,) (3’626 R,.) ('\]'46*91)
l ¢ & -

(lal<sd, =p S5, - 8, Z2E)s

Sendo © = min {51, 62}, temos :

(¥e eR,)EBER,.) (FA€ WD) (|8[<h => 5 - sp¢Ee - §,< &).

SA

Criterio da Integrabilidade de Darboux:

"Uma condicao necessaria e suficiente para que uma fungao f(x) de
finida e limitada no intervalo compacto I <P seja ®R-integravel em I e
(VE>0)(28>0) (Faew) (|a|l<p = =g e &g,
que WO I S& sp

Demonstracao:

Nec. —>
Se por hipotese f(x) e R-integravel em I entao & S8
tro lado, o Teorema de Darboux garante:

€
(VEeR,,) (3 beRr,,) (¥aew) (|al<«h =5, -Sp\<3 e

Sp - SO<% ). Temos entao: Sy - sp+ s, - S, <& =P 5y -sp<€ -

Suf . <=

Por hipotese vale a frase:

(¥€>0) (36>0)(vo€ew) (| Al<d => s)-sp< &),
Temos entao:

(Faevy) (2 ax¥(X)<LE). Portanto, f(x) é R-integravel em I.
Xed,

Notemos que as frases vistas no Teorema e no Criterio de Darboux,
sao semelhantes as frases de limite de funcoes. Este fato nos sugere a
considerar as quahtidades 8, c s0 camo limites das somas SQ.E'S& , res
pectivamente, quando a norma | A| tende para 0. Devemos notar, no en-
tanto, que dentro da conceituagao classica de limite de funcao isso nao
e licito fazer, pois sp e Sp , em geral, nao sao funcgoes de | &, pois
varias divisoes do intervalo I podem ter a mesma norma que por sua vez
eventualmente correspondera a mais de um valor das quantidades sy e Sp .

Apesar disso, sp e Sp podem ser consideradas fungoes da divisao 446391
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pois a cada divisao A de QJI correspondem, atraves de leis bem determi-
nadas, um unico numero spe um unico numero S,. Para podermos formalizar
corretamente os resultados que envolvem frases do tipo mencionado e con-
sequentemente deduzir outras propriedades que nos interessam usaremos 0
conceito de limite segundo Moore-Smith abordado no Capitulo I, que como

vimos, e uma generalizacao do conceito habitual de limite.

*
Seja Ic®RP um intervalo( 23 consideremos o conjunto "91 de todas as

divisces de I orientado pela relagao "refinamento' . Evidentemente, sen
do f(x) uma funcao definida e limitada em I, as quantidadess) e Sp (so
mas inferior e superior de f(x) relativamente a divisao AQIDI, respecti
vamente) sao funcoes limitadas.e definida em LDI . Alem disso Saléisota-
nica e Speantitonica em g -

Sendo s = supsp e S = inf Sp , uma proposicao demonstrada no

(v ] 0]
4e01 AG\QI

Capitulo I nos garante: limsp= s e lim Sy, = S

o (4]
8€:01.} ac 9.y

Uma Outra Formulacao do Teorema de Darboux

(+)

Seja IcRP (1<pg¢3) um intervalo compacto e D o conjunto das di-
visoes normais de I, orientado por » definida como segue: Dados 4,4a*€\0
(A*pd <=>|a* |<| A]).Evidentemente a relacao p sobre A satisfaz as pro
priedades transitiva e compositiva. Sendo f(x) definida e limitada em I
o Teorema de Darboux nos diz: (¥€€ER,,) (3 6€ER,,) (¥a€wW) (] a | < =>

i & (++)
S, sp<€ e SO<&).

Sa
Levando em conta a definigao de limite segundo Moore-Smith, o Teo-

rema de Darboux pode ser enunciado:

"Se f(x) e definida e limitada no intervalo compacto IcRP, entao

as fungoes s, e S, sao convergentes em k) no sentido de Moore-Smith e

A A
lims,= s bem como lim Sy, = S
ae0.y 8 2 se0y O

Corolario (Critério de Darboux)

L]
0-

" f(x) definida e limitada no intervalo compacto I < RP & R-inte

gravel em I se e somente se lims,= 1lim Sp ."

TORS ac.y

(*) I e intervalo compacto.

(+) A fim de simplificar as dedugoes e nao havendo ambiguidade quanto
ao intervalo compacto I, usaremos a notacao V0 ao inves de l31
(++) As quantidades Sp» S& S B LETS tem os significados anteriormente

convencionados.

29
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Divisoes Generalizadas

Definicao: "Seja A uma divisao do intervalo compacto IcRP ¢ Sx

um ponto qualquer de X € #, ; chama-se divisao generalizada de I corres-

- pondente a A e se indica por A ,ao conjunto AU{gx I § eX G'E}&} n (%)

Seja 9= {&I A e divisao generalizada de I } ;

Definicao: "Dadas duas divisoes &1 e VA2 .!31, &2659) correspon

dentes a ,ﬁl e Az ( &1, A2e»0 ) respectivamente, diz-se que .f;\.l‘{ i

(ou 4&%2%Al) se e somente se Al{&z il
Vemos imediatamente que O é orientado por b .

Consideremos agora uma funcao f(x) definida, limitada e integra -

vel no intervalo I<cRP ¢ seja Ae 1O .

Temos evidentemente:

o Ly(X) < S (€ )Y 3L v(x)

X€J, X €3, ><€'3Q

c A
s () @ (++)
Chamando 2_ f( % )Y(X) de 6 (A;f) e notando que

X €3,
inf £(x) = _inf f£( %'X)‘ bem como Ly = sup f(x) = sup f(% )
x€X e,)(eAeE) : xeX g€AeL9
Deduzimos portanto, que: (¥A€) (¥A<€ ©) (A e A sdo divisdes -

correspondentes) (SQS 6'& < SA) .

Evidentemente se f(x) e R-integravel em I, entaod 1limg@y e &
A Db

gual a _[f(x) dx . De fato,se f(x) é R-integravel em I, entao
Ay

lim (S, -8, ) . s =0

Neop oA °
ou seja,

(¥e GR++) (aaoem(mem
. €
(&>&0:>|S&—S&|<E)

€
2

&
e |€-&-SA|<—

Dai vem: ;S&-— S0 C 5

Portanto (¥&€>0) (aaoeb) (¥Ac ) (A4 => |6, -

- So|< & ). Dai concluimos que:

lim 6, = jf(x) d x
A€D.N 1

(*)*Em cada intervalo X tomamos um unico ponto &€ X.
(+) As divisoes A e A chamaremos de divisoes correspondentes.

(++) Nao havendo perigo de confusao, indicaremos 6(A; £) por 6-,4_\, .
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Doravante, nao havendo perigo de confusao entre A e A , usaremos
o simbolo A para designar a divisao generalizada A . Analogo signifi
- 5 -
cado sera dado para o conjunto 0. €X' representara sempre um ponto de X

tal que gx = Mo

Propriedades da ®-Integral

1. "Se f(x) e g(x) sao funcgoes definidas, limitadas e integraveis

no intervalo compacto I<RP entio f(x) + :g(x) é R-integravel em I e

J(f(x) + g(x)} dx =Jf(x)dx iJE(X) ax " &)
3L 3

A E
Demonstracao:

Para todo A (A €W) temos

6.(A; £) = Z.f(gx)y(x) e 6(A; g) = Zg(g ) y(X)
X€3, xXeg s

L

Mas, lim6(A; f) = [f e lim 6(4; g) = Jg =5
o€ . 1 Ac O} T

——t [f + Ig T lim §(AQ;5f) + lim6( A3;f) = 1im [6( A1) +
= = A A (i

+6(A; g)] = lim z[f(gx) + g€ )] ¥ ()= (Vim€L8;¢ 2 g)
A X€ 3, A _

Portanto §( A;f + g) e convergente em 4) segundo Moore-Smith.

Assim f + g e R-integravel e [(f + g) = Jf'i [g :
I 1
2. "Se f(x) é definida, limitada e R-integravel em I RP

k€R, entao kf(x) e R-integravel em I e .ka(x) dx = kS £{x) ax ."
I X

(1)C

Para todo A ( A€M), temos O(kf:ld) =2 kf( %'ﬁ)Y(X) =
XES ) it

= ka(%,x);((X) = k 6(f; A). Maa 1im O(f; 4) = 11‘ e portan
X€EJ, A 3

to lim 6 (kf;A) = 1lim k 6(£f;4 ) = k 1im O(f;4) = k}f -
A A A i

Assim, kf(x) e R-integravel em I e jkf = -_kjf :
. 1 -

Usaremos a notacao If ad‘inves de Sf(x) dx
AT 2t
Usaremos a notacao lim 6(f ;A ) ao inves de lim 6 (f ;4).
A A€\
Nao havendo expressao em contrério, nos enunciados seguintes, con

sideraremos IC RP sempre intervalo compacto.
31
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3. Propriedade da Monotonicidade: '"Se f(x) e g(x) sao definidas,

limitadas e R-integraveis em I e (¥x€1) (f(x)sg(x) > If(x) dx <

< jg(x) dx ! I

e i
Demonstracao:

Seja QP(x) = g(x) - f(x) ; Y(x) evidentemente ?Qintegrével em

e J\Pz j(g - f) = fg - Jf . Sendo 9¥(x)>0 em I e notando que
= 1 - 1
Osinflt?(x) .Y(I)SI‘-PS_ sup P(x) .y (I), temos:

an;o e Jf ng
1 ai 3

Notemos que mediante o Criterio de Integrabilidade de Riemann e
eventualmente o uso das 3 propriedades anteriores facilmente podemos de

monstrar as propriedades seguintes:
4. "Se f(x) é definida, limitada e R-integravel em I, entao |f(x)|

e R-integravel em I e 1] Fl I h L
L
5. "Se f(x) e g(x) sao definidas, limitadas e R-integraveis em I,

entao f(x) » g(x) é R-integravel em I."

6. "Se f(x) e g(x) sao definidas,limitadas e ®-integraveis em I,
; wi Plag) e =
?&T como 1ang(x)I>0 ou sup Ig(x)<10, entao ) é R-integravel em

Criterio da Integrabilidade de Cauchy

"Uma condigao necessaria e suficiente para que uma funcao f(x)
definida e limitada no intervalo compacto 1c RP seja R-integravel emI,
¢ que (¥6>0) (3 pew) (¥ Al , A%ew) (] all<| Al (i=1,2) =>

n

Demonstracao:

Pelo Teorema da Convergéncia de Cauchy (Moore-Smith) aplicada pa
ra a funcao Gh definida e limitada em O orientada por } y podemos

dizer:

f(x) éRintegravel em I <=> lim 6 = (f(x) dx , ou seja (¥E€€R, )
Aew.y X

1 2 1 2 :
(A€0) (¥ A, 8°e) (A }A e & p A =>|6u - G2l<é).
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Criterio da Integrabilidade de Jordan

"Uma condig¢ao necessaria e suficiente para que uma funcao defini
da e limitada no intervalo compacto ICRP ’ seja R-integravel em I,
e que (VEER,,) (C. = {aEI s > E} -——> v(Ce) = 0) M

Demonstracao:

Nec. =—>

Suponhamos, por absurdo que (3 S R,,.) (v (ceb)>0) isto e

k
(3 &ecr,,) (¥(1)) (Inej(l’)) ko= 1,80 Jeik) gnb\l I DCe=>

= R =
> ¥(I ) >¢). Sendo (J_ ) tal que J_ = I_NI, temos aindayy(J )&
n n Aam n edlssn

Por outro lado (¥A€W)(3 A*€W) (A*S>A e '_'-}A*'z '31U '32)

R
(nL;J Jn = U X ) . Portanto, dai vem: SpA=8A2 84, =8p, = ZO-XY(X) =
X€3, - XE€ F %

= 2_ayy(X) + IR <& 0 >Zﬂxytx] SLEE
X€3, Xe€ 3, X€3,

Devemos notar que (¥X& 31) (g ZEO) pois admitimos que XOC_ #

A8 . Assim, (I .€E>0) (FAED = 5, -5,=2 Q y(X)> E.E ),
Al
Isto significa que f(x) nao e R-integravel em I, contrariando a

hipotese.

Suf. ¢—
Suponhamos por hipotese: +y(Cg) = 0. Temos entao: (VEER,, )

k

(3(1 )) (I E'J(p)) (neIN ) (% )(nUI DCe e Z]’(I )4‘5-) Podemos su
=

por (¥ i,je \Nk) (i#3) (}iﬂ;:j = #) Dbem como (V¥ a€Ce) (BnENk)

(aGIn). 0 conjunto F = I e fechado e e tal que (¥ x€F)

('Q'x <€&). Assim, (¥x€F) (3 V(x))(“) (ﬂv(x);(zé), pois s en d o

lim Q(6) = Q <¢, (R
S—=0+

(+) NB':_{l,z.....s} (s€N)’
(*) Q, e a oscilagao de f(x) nq ponto a.

(**) Admitiremos que as visinhangas V(x) sao intervalos abertos com
centro no ponto x e diametro & .
(***) (%) & a oscilagao de f(x) na vizinhanga V(x) de diametro o .

33

) ) , _
entao (‘V&€R++) (381€ R++) (O:<$<61 RN
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=17 () —-.QX|< &) e ainda Q < (%) <-Qx €< 2¢.

e U¥(x) D F
xel

Pela propriedade de Borel-Lebesque, existe um sub-recobrimento fi
nito (V.) (m = 1,2,...,p) de F. Seja W. = V.NF,
m m m

b
Evidentemente (J W =F e £y gﬂv < 2&. Sendo J_=1 N1l te
ey M@ m m n n
. R k. o
mos tambem que anl JnD Cc e %1 Y(Jn) ST

0 conjunto {51, ""Ek’ F} e uma divisao elementar de I. Existe

entao um refinamento normal %desta divisao, tal que '3"3: '31 U% .,

onde 3"1:{)(6 EaiXC—jn com neNk} e 3‘2={X€3‘&|

XCW e mew } . Portanto, (¥€ >0) 3A€D.) ( 8
m p I

Ave A

=Zﬂxy(x) +2_ayy(X) < Q&+ 2 £y(I) = € (a+2v(I)).
X€E€F, XGBZ

Portanto f(x) e R-integravel em I.

Como consequéncia deste critério temos que se f(x) e definida e 1li
mitada no intervalo compacto ICRP e & continua em I - C,onde vy(C) =0,

entao f(x) e R-integravel em I.

Em particular, se f(x) e descontinua em um numero finito depontos de I

nos pontos de uma curva retificavel PcICRP (1< p<3) ou entao nos pon-
tos de uma superficie regular SE:I_C]RP (1L p<B) .entao £f(x) é R-inte-

gravel em I.

Medida de Lebesgue Nula

Definigao:
"Dado um conjunto CC®P, diz-se que C tem medida de Lebesque nu
la ou simplesmente medida nula, se e so se C =86 ou F&E>0)(3 '3c'j(p))

( 3 e familia enumeravel) ( U XDC, a serieX y(X) converge, e
XeF X€g

2 y(X)< €)."
Xe3

Sendo C um conjunto de medida nula, usaremos a notagao M(C) =0.

Exemplos:

1. Todo conjunto de conteudo nulo tem medida nula.
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2. Todo conjunto enumeravel tem medida nula.

3. A reuniao de uma familia enumeravel de conjuntos de medida nu
la tem medida nula.

4. Um conjunto compacto de medida nula tem sempre conteudo nulo.
(Por exemplo, o conjunto de Cantor)

5. Sendo C um conjunto de medida nula e BCC, entao B tem medida

nula.
Nem todo conjunto de medida nula é a-mensurével. Por exemplo:
0 conjunto C = [0, 1] ).Q tem medida nula, pois é enumeravel.

Por outro lado y(C) = 0< Y (C) =1, isto e, C nao e 'J-mensura

Seja £ :E = F uma aplicagao tal que ECRP (1< p<3) e suponha-
mos que f(x) satisfaga uma certa propriedade em E salvo um conjunto C
tal que u(C) = 0. Diremos neste caso que a funcao f(x) satisfaz esta
propriedade em E p.p.t. ('"presque par tout"). Por exemplo, se f(x) e

continua em E - C e se u(C) = 0, entao f(x) & continua em E p.p.t.

Criterio de Integrabilidade de Lebesque

"Sendo f(x) uma funcao definida e limitada no intervalo compacto
IcRP ¢ C = {aesl | £f(x) e descontinua em a }, entao uma condigao ne
cessaria e suficiente para que f(x) seja R-integravel em I e que
p(c) =0."

lec. —>

Evidentemente, (a€C <=>0, >0)e (¥m € N) (4 C = {x el |ﬂiZ ';'-})

L= -]
Temos entao C = U C, - Provemos que (¥me N)( p (Cm) =0). Sen
m=1

do (Cm) uma familia enumeravel de conjuntos de medida nula, teremos au

tomaticamente p(C) = 0, que constitui a tese. Fixemos um numero m € N,
Por hipotese, sendo a fungao f(x) ®R-integravel em I, temos

(YEER ) (A E€D) (S, -8, =’<§;7XY(X)<2% ). Notemos que (¥X& 3 )
A

(X e intervalo compacto).

. el 2 Lk 2 _ 1
Seja €, =C UC2 tal que Cl ={xec_ | xeb}e c2=c -c

Sendo C;t:.é e A um conjunto finito, C; e finito e portanto C; tem J-

. . K
. g (p) U 1
medida nula. Assim (Y& € R,,) ( H(In)(InG T ES) (nEka)( S In:)cm e
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k. o
TR Y(In) < 2 . Por outro lado, (‘VxeCﬁ) (2 XES‘&) (x & X),

n=1 2

Seja 3, = {xe 3 inci # B}. Portanto (¥X € 3,) (¥xeX)

(ay > Qx>/ . Mas (91': g./_\. =>x§3-:1xy(x)§)£?y(x) ). Consequentemente
a

Z_%(Y(X) > %ZY(X). Deste resultado bem como da condigao

Z.Q.XY(X) < -2% deduzimos:
‘.(EQ—A
%ZY(X) < % , ou seja, > y(X) <§'

Portanto, (Ye€€R,,) 3 3+) (3*=F U{I_|ne ]Nk})(,gg{ ocC e

k ,
5 Y(Xh‘:ZY(X) + 2L Y(In) <&, Isto significa que Y(Cm) =0

X €3* XE€T, n=1 =

ainda p (Cn;) 0. Consequentemente, conforme uma observacao inicial

temos u (C)

Suf. <—

Mostremos inicialmente que se f(x) e uma funcao definida e limi
tada no intervalo fechado K< RP, tal que (I N€R,,) (¥x€K) (Rx<N),

entao (3A€®) (- Q y(X) ¢ Ny (K).
: Xew

De fato: (¥x€K) VG(X)) (VB(x) e um intervalo aberto em K
de diametro 6 ) (6€R,,). Sendo -0 (%) a oscilagao de f(x) em Vg (x) ,

temos: 1lim (%) = @2 <N. Fazendo A=N -2 (A>0), ven:
& =0+ X X

(3 616€R++) (¥6eR,,) :ii.(i'.')1=->_r.1)c SQ(%)(RX <N,

Facilmente se mostra que: (5‘62€ R,,) (82<8< 81) (2 Ve (x) =V)
= 2
(VCVS(x)). Sendo Qv a oscilagao de f(x) em V, temos Q. S.QE:_(_.Q.(S)

<2 +A <N, ou seja, (¥x€K)(3V = Vx) (V e intervalo aberto

em K) (xeV E'QV < N).

*

Seja agora %= { Vi = Vx | x€K } 5 % e uma cobertura para o.com
pacto K. Pela Propriedade de Borel-Lebesque existe uma sub-cobertu-
ra finita (Vy) (VGlNk) (k € N) para o conjunto K. Mas (¥VE Nk) V, e

um intervalo compacto contido em K. Assim, existe A& (A€ ‘DK‘)

(¥ve Nk) (V, e reuniao finita de conjuntos de %5 ). Portanto, sen-

_ T y
do K=U Vv, =K (¥xe3,) (3Je N )(XCV =>2
v =1

< L

X V




consequentemente temos: Z.Q- y(X) <N X y(X) = Ny (X).
7(-654 KQSA

Passemos entao a demonstrar a condicao suficiente.
- -]
Por hipotese sabemos que u(C) = 0, onde C = L—) Cm , sendo

c_ - { xe1 | _Q.Xgi}emem Mas (¥€>0) (EmG'N)( (L) eSS S)e

notando que C C C, temos }‘(C ) = 0. Assim, temos tambem:('VeeR++ )i

(2(T, ))(Q‘-I\-) (1, eintervalo aberto em I)tal que (_]l Iv:)C e

onde 2 e a osc1laqao de £(x) em I. Consideramos
>0, pois excluimos o caso trivial da funcao f(x) ser constante emI.

Mas o conjunto C_ e fechado e C,CI. Portanto C & compacto. As

sim, pela Propriedade de Borel-Lebesque Cm possui uma sub-cobertura
- & et ,
finita (I, ) (neN) (Z, Y{Ipn) Se=nl)s AMasiT fanlise I, C1 &

compacto e portanto e reuniao de uma familia finita 9-' de intervalos
) ; , — 1) <
fechados . Alem disso temos que se = gX CI - C 5 entao
<

(vxegi) (XOCm = #). Portanto (¥X€ '3'1) (¥x € X) (-Qx <$ ) e ainda

existe A€ WOy , tal que YZ‘QYY(Y) <..'I__.__). . Sejad uma divisao del,
ea,
X

tal que os intervalos Tpn (nayl, 2.  vn) @ XE'SLI sejam reunioes de

intervalos de 9'& . Notando que ot i"n e J tem por reuniao I e nao

tem pontos internos comuns, podemos par: 9’/_\ =3* 0 F**, onde 3* =

§ral
:{y<;9&| ve U Ipn} e qx* :{YGS&I YcJ }. Assim, 8, —ay =

= Zhyw(N =2, /(N +FT apy()<2 5 (V) +3 [ Y(Y)]“lb f,»]*
Ye3, Ye 3* Yeg*+ yes* s YEBA), " jis

X_(Elgﬂnzzl YT, )+ 25y <es Ly <
n >(€3l ¢ x’€‘3..

1
s 1 €
= 9 A (D) < =

Dai vem finalmente que f(x) e ®-integravel em I.

Exemplo: Seja f(x) a funcao definida em I = EO, 1] como sezue:

*) 0Os fechados de 91 podemos supor sem pontos internos comuns, pois
se nao fosse assim, poderlamos recair a este caso, por meio de um
raciocinio conveniente.

37
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L

rqT ° se X = '361 com p,q€7% e MDC (p,q) =1

f(x) =

0, se x e irracional ou x = O.

f(x) e uma funcao continua em IN(R - Q) e no ponto O, ao passo
que ela e descontinua em C = (INQ)- {0}-. 0 conjunto C sendo enumera
vel, ¢ um conjunto de medida nula. Logo, pelo Criterio de Integrabili
dade de Lebesgue podemos concluir que f(x) e R-integravel em [0,1] e
como (YA€ WD) (¥X65& —> EX = 0), vem Sp = > exy(X) = 0 e portanto

X€d,

0

1
= 0, ou seja, Jf(x) dx ='0;
(=]

Atraves do Criterio de Lebesgue podemos deduzir imediatamente as

seguintes propriedades:

Se f(x) e g(x) sao definidas, limitadas e R-integraveis em IC ®P

entao
a) f(x) + g(x) e R-integravel em I;
b) f(x) . g(x) e R-integravel em I;
c) £{x) é R-integravel em I, se inf g(x) >0 ou sup f(x)< 0 ;
g(x) I [
d) |f(x)| éRintegravel em I.

Para provar as propriedades acima, basta observar que as fungoes

. g £
que aparecem em cada item sao continuas em I p.p.t.

Integral de Riemann num Conjunto d-Mensuravel

Definicao: "Seja f(x) uma funcao definida e limitada num conjun-
; )
to 3 -mensuravel Dc®RP ¢ seja IcRP um intervalo compacto tal que

I>D. Sendo g(x) uma funcao definida em I da seguinte maneira:

f(x) , se x€D
g(x) =
0, se x€lI -D

ela sera evidentemente uma funcao Limitada. Diz-se que f(x) é R-inte-
gravel em D, se e so se g(x) e R-integravel em I e a R-integral de

g(x) em I denomina-se R-integral de f(x) em D e se indica Sf(x)dx i
D
A fungao g(x) denominamos de fungao auxiliar de f(x) relativamen

te ao intervalo I.

Proposigao: "Se f(x) é definida, limitada e R-integravel no con

(1) limitado
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junto ﬂ-mensurével, pcrP (D 1in_11tado), entao a @—integrabilidade de
f(x) em D e o valor da R-integral Jf(x) dx independem do intervalo

compacto I tal que IDD." >

Demonstracao:

Consideremos os intervalos compactos I e I* (1,1*cRrP) (15D e
I*D5D) (I* £ I). Sejam g(x) e g*(x) as funcoes auxiliares de f(x) re-
lativamente aos intervalos I e I*, respectivamente (¥YA€19.) (IA* €
GLDI*) (A 0b+ =A), Assim s(g;l) =

=0 () =E 0 (0 =5 4y(X) = ZLy(X) = s (g* ;A%
XCv Xcd

$(giA ) =2— Lyy(X) = & Lyy(X) = 37 Lyy(X)= 5 Lyy(X) =
XE3 4 XE%a XE€ 3 ru Xe3
00 £P X0 D% i

= S(g*; A*). Temos portanto: s(g;A) = s(g*; &*)S‘[.g*(x) dx e
I*

—

S(g; &) = S(g*; ﬂ*)z‘f g*(x) dx .
I-‘I

Admitindo a ®R-integrabilidade de g(x) em I, temos:

(¥E>0) (2 6>0) (¥A€4O) (|A|<E => S(g;A) - s(g; A)E).

I

Mas Osjg*(x)dx - Jg*(x)dx < S(g;A) - s(g3A)< €.  Assim,
I* *

jg*(x) dx = Ig‘(x) dx e g*(x) e R-integravel em I*,
* I¢

—

De um modo semelhante podemos demonstrar que se g*(x) e R-integra
vel em I*, entao g(x) e R-integravel em I. Aléem disso, sendo

lin s (g;8) = [g, entio (¥e€R,,) @A WO )FAEO) (A} A
A€, ? 1

=>fg - s(g;A)<E). Seja Q;e O« tal que &;n 8, = B, ,seI*DI
I

ou A*nAa = A" , se I*C I, Temos portanto:
o o o :

* ) (L)

(eeRr ) (3a7€100) (¥ preid) (a4 _—_->f1g-s(g;¢) .

=I g - s(g*; A*)< &), ou seja, lim g(g*; A*) = S g
I

A% Opa ) I
Assim, g g* =Jg =If

I I D

(1) #ae ) (ara) Fare ) (o> ar ) (s(g;d) = s(g*; A%  que

podemos ver analogamente a primeira parte da demonstracao” desta

roposicao.
prop G 39
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Este resultado nos autoriza a considerar na definicao da R-inte-
gral de f(x) em D 7J-mensuravel o "menor'" intervalo compacto I tal que
DcIc®P ou seja I = X proj, p, 0¥

i=1 :

Consideremos agora um intervalo compacto IcRP e um comjunto 3-
mensuravel D tal que DCI . A fungao Xp : IR tal que
{1, se x€D

X (x) =
D 0, se x€I-D

denomina-se funcao caracteristica do conjunto D, XD(X) e continua em
I salvo os pontos de d(D). Mas J(D) (1) tem conteido nulo e portan-

to M(3D) = 0. Portanto 7CD(x) e R-integravel em I.

Por outro lado,sendo f(x) definida, limitada e R-integravel em I,
a funcao JXD(x).f(x) sera tambem R-integravel em I. Notando-porem que
£(x) e definida e limitada em D e a fungao X (x).f(x) e a fungao auxi-
liar de f(x) relativamente a I, concluimos que f(x) e R-integravel tam

bemem D e vale a formula:

IXD(X) f(x) ax = I f(x) dx
I D

Propriedades:

Das propriedades das fungoes R-integraveis num intervalo compac-
to, deduzimos imediatamente que se f(x) e g(x) sao R-integraveis em

pcRP (D e ‘a—mensurével) entao temos:

a) f(x) + g(x) e R-integravel em D e J(f + g)
D

b) (¥keR) (k f(x) e R-integravel em D e

c) f(x) < glx) => Jfﬁjg
D D

d) [f(x)| e R-integravel em D e

e) f(x) .g(x) e R-integravel em D

Sa 1 3 . .
e 1n£Dg(x)> 0 ou sup g(x)< 0, entao £%5% e R-integravel

D X

f)

em D,
g) "Se f(x) e definida, limitada e R-integravel nos conjuntos -
o (=]
aveis D i UD_ = DcRP D_ = a
mensuraveis D, e D2 tais que Dl 5 R e Dll’\ 5 g, entao
f(x) e R-integravel em D e vale a formula:

T A it mostrar
(1) 9(D) representa a fronteira de D. Para]|que ¥Y(3(D)) = 0 basta apli

car a definicao de conteudo.

(¥) Esta igualdade vale apenas quando D & conexo.
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[ 2x) ax = [£(x)ax + [ £(x)ax

D Dl D2

Demonstracao de 9):

Consideremos um intervalo compacto I (D<IC RP) bem como as fun-

goes:

g(x) =

f(x), se x€D f(x), se x € D,
e g.(x) {

, se XxX€I-D 0, se x€ I-Di

(1=1,2)
(YA€) s(gid) = Zﬁxy()() 5Ly () +Z Lyy(X) = s(gy58) +
XE 5, ><€Sd
XCD X< D, XCD,
+ s(gzaé) ; alem disso
S(g;&) =Z LX'Y(X)$ ZLXY(X) + ZLXY(X) = S(gl;A) + S(gz;A)
X€34 Xe€3, Xe 3,
X004k XOD 4 XN p#P

Dai vem que (YA€10) s(g.;4) + s(g,;08)< s(g;8) < 8(g;8) <
1 823 875 = =
< S(gl;A) + S(gz;A)

Mas lim s(g,;A) +s(g,;4) [:S(g ;8) +S(g,; )1
1 2! 1 2

A€O. )
- & J 62
I I
Pelo Teorcma do Confronto (Moore-Smith), temos:
lim s (g;A)) (3 1lim S(g;A)) e os dois limites sao iguais a

Aed. Ae®.p
ng

+ | By - Dai concluimos que g(x) e R-integravel em I e

I I
.f g = f gl +f'g2 , ou seja, f‘f(x)dx =j' f(x)dx +jr f(x) dx
I I I D

D
Dl 2

2
Proposicao: "Se f(x) e R-integravel em DcRP (De J-mensuravel) en

tao f(x) e continua p.p.t. em D."

Demonstracao:

f(x), se x€D
Seja g(x) = onde I e um intervalo compacto
0, se x€I-D

contendo D,
Se f(x) e R-integravel em D, entao g(x) e R-integravel em I. Por-

tanto, g(x) e continua em I a menos de um conjunto de medida nula
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contido em I. Como porem DC1I e g(x) = f(x) em D, f(x) sera continua

p.p.t. em D.

Proposicao: "Se f(x) é continua p.p.t. em DCRP (D & limitada

7 -mensuravel) f(x) e R-integravel em D."

Demonstracao:

Sendo I um intervalo compacto tal que DcIicRP e g(x) a funcao au
xiliar de f(x) relativamente a I, entao g(x) e continua p.p.t. em I,
pois g(x) é descontinua nos pontos de descontinuidade de f(x) em D e,
eventualmente nos pontos de d(D). Mas a reuniao destes conjuntos ainda
e um conjunto de medida nula e assim g(x) e R-integravel em I. Dai vem

que f(x) e R-integravel em D.
Aléem das propriedades vistas, vale ainda a proposigao:

"Se f(x) e definida e limitada no conjunto compacto DCRP, tal que
n(D) = 0, entao f(x) e R-integravel em D e X f(x) dx = 0.
D
A demonstracao desta proposicao facilmente obtemos mediante os re-

sultados precedentes.

Observemos ainda que se f(x) e ®-integravel no conjunto D J-mensu-
ravel, costumamos usar as seguintes notacoes e denominacoes, respectiva

mente:

a) sendo p = 1, temos: J f(x) dx (R-integral simples de f(x) em D CMR).
D

b) sendo p = 2, temos: J‘f(x,y)d(x‘y) = ﬂ f(x,y)dx dy (R-integral dupla
D ; D de f(x,y) em DcR? ).
sendo p = 3, temos: 5 f(x,y,z)d(ﬁ,y,z) =-ﬂ]f(x,y,z) dx dy dz
D D
(R-integral tripla de f(x,y,z) em D(:ms).

Definicao de Integral de Riemann por meio de divisoes J-Mensuraveis

Seja f(x) uma funcdo definida e limitada em DCRP }_mensuravel (D
limitado) (1 <p<3) e % uma divisao de D em conjuntos 7-mensuraveis.Pa

ra toda divisao 3 de D temos:

Ly(@) <2 L, v(X) <2 L (X) £ Ly (D)
XeT XeG

Sendo os conjuntos {Zﬂxy(x) | Fe divisao de D} e ‘{Z Lyy(X) |
XeF xe1

e divisao de D } sao limitados, definimos integral inferior e integral
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superior de fl:! em D como sendo os numeros reais:

Jf{x)dx = SUP'{ZE:EXY(X) | 3 e divisao de D } e ff(x)dx =
D xXed D
| 3-e divisao de D}', respectivamente. Facilmente po-

= E¥S s
em D, se e s0 se .[f(x)dx = ff(x)dx e neste caso a este valor comum
> 5

denominamos ®-integral de f(x) em D'e indicamos por Jf(x)dx :
D

E possivel demonstrar a equivaléncia desta definigao com a defini
cao de R-integrabilidade de f(x) num conjunto 7J-mensuravel anterior -
mente dada bem como a coincidencia das R-integrais obtidas atraves das

duas definigoes.

Extensao das nocoes de comprimento, area e volume para conjuntos

Jd-mensuraveis

Da definicao da medida de Jordan deduzimos facilmente que se I cRP
e um intervalo compacto entao I & ‘J-mensuravele m{l)sy(I). Assim, se p=1
entao Yy (I) = b

- a representa o comprimento de um segmento ; se

1 1

P =

1< p< 3, entao y(I) = 'Ir(bi - ai) representa a area de um retangulo no
i=1

caso de p = 2 ou o volume de um parglelepipedo, se p = 3. Estes fatos

nos levam a formular a seguinte

Definigcao: "Sendo S < P um conjunto J-mensuravel, chama-se com -
primento, area ou volume de S ao numero real <Y(S), conforme p seja i-

gual a 1, 2 ou 3, respectivamente.'

Notemos ainda que por causa da existencia de conjuntos de conteu-
dos nulos podemos falar em '"comprimento nulo", "area nula" e '"volume nu

lo" de conjuntos.

Proposicao: '""Se S e um conjunto limitado (S<RP), e sendo'xs(x) a

funcao caracteristica de S, entao

YS)i= [Ks(x) dx e y(S) = IKS(x) dx ."
I at

Demonstracao:

Seja I um intervalo compacto tal que ScI. Para todo A (A ElQI) .

temos:

s(Xg38) =2 Loy(X) =3 ¥(X) = & m(X) = ACA;S)
X€3, X€3a X €Y,
XCs
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S(Xg3A) = & Ly(X) =y(X) = > m(X), = BCA 8)

Xecy X€34 xXes3
4 X0s#g 8

Destas igualdades vem imediatamente:

fxs(x)dxg Y(8) e Y(s) < fxs(x) dx bem como
B e

fxs(x)dx > y(s) e jXS(lx)dx < ¥(8)
1 1
Finalmente concluimos que

st(x)dx= x(s) e fxs(x,w = Y(8)
1

Corolario: "Se SCRP & um conjunto J-mensuravel e I é um interva-

lo compacto tal que ScI, entao )(S(x) e R-integravel em I e vale a i-

gualdade: J KS(x)dx = ae(S)CH
a3 E

Consideremos agora a funcao constante f(x) = 1 definida num conjun

to D J -mensuravel. Evidentemente, f(x) e R-integravel em D e ainda

y(D) = J:xb(x)dx = j‘dx , sendo I um intervalo compacto contendo D.
A &
D

e) INTERPRETAGAO GEOMETRICA DA ®-INTEGRAL NO RP (1 <p <3)

Seja f(x) definida, limitada e ®-integravel em D J-mensuravel
(DcIcR) (I e intervalo compacto) e f(x)>0 em D. Assim, sendo g(x)

a funcao auxiliar de f(x) relativamente a I, temos:

J f(x)dx = S g(x) dx
D I

<f(x) e x € D}

0<y
(WA€W)) s(g;l) =20, v(X) =3 m(xx[0,L,]) < Y(E) e

XETF d xgg

S(g;d) =2 Lyy(X) =3 n(xx [0, L) 2y (B)

X€3, X€J,

Consideremos ainda o conjunto E = {(x,y)

Dai segue, evidentemente, que J. g(x)dx < v(E) < ;(E) < jg(x)dx
P 1

=

e por causa da H-integrabilidade de g(x) em I, podemos concluir a ' -men

surabilidade de E bem como a igualdade:
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v(E) = J‘f(x)dx , ou seja, a R-integral jf(x)dx representa a
D )

area do conjunto E.

Consideremos o conjunto D (DcIcR?®) (D & 7J-mensuravel e I e in-
tervalo compacto), bem como f(x,y) uma funcao definida, limitada e &-
integravel em D. Sendo g(x,y) a funcao auxiliar de f(x,y) relativamen-
teale E = {(x,y,z) | 0<2< £f(x,y) com (x,y)€D }, verificamos fa-

cilmente que

Y(E) = [[f(x,y) dx dy , ou seja, a f-integral dupla
>

J] f(x,y) dx dy representa o volume do conjunto E.
5 ;

Seja agora D um conjunto g-mensurével,tal que DC:IC:lR3 (I e in-

tervalo compacto). Por um resultado anterior, temos:

_fdx = v(D) , isto e, a integral _[dx representa o volume do con-
o D
junto D.
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CcAPITULO IV

a) Medida de Lebesgue no RY (1 < p < 3)

Introdugao

Seja I um intervalo no RP, Vimos que seu conteudo (medida de Jor

, P -
dan) e dado por Y(I) = T (bi-ai), onde a. e b, sdo os extremos dos
i=1
dos intervalos componentes de I(1<p<3). (No caso de p=1, considera-

mos y(I) =b1-a1). 0 numero Y(I) € R, representa o volume, area ou com

primento de I conforme p=3, 2 ou 1, respectivamente.

Definimos também, convenientemente, conjuntosaLmensuréveisnoimq
porem nem todos os conjuntos no RP sio F-mensuraveis (Exemplo; o conjun
to dos n9s racionais no intervalo [a,b] nao e J-mensuravel). Sendo
C<RP um conjunto d-mensuravel, o seu conteudo Y(C) > Odefinimos tam
bém como volume, area ou comprimento de C, conforme p=3, 2 ou 1, res-

pectivamente.

Para possibilitar a definigao de volume, area ou comprimento de
certos conjuntos que nao sao J-mensuraveis, ampliaremos a nogao da me-

dida de Jordan, introduzindo um novo tipo de medida.

Medida de um Aberto no IR

Seja A um conjunto aberto em I (AcIcCR) (I e intervalo compac-
to). A cada ponto x (x € A) podemos associar intervalos abertos em I
contidos em A e contendo o ponto Xx. A reuniao de todos estes interva-
los indicaremos por Ix que sera o "maior'" intervalo aberto em I, conti
do em A e contendo x. Este intervalo evidentemente e unico para cada x
de A. Podemos escrever entao A = x%h.lx' Por outro lado temos: (¥x,y€A)
(Ix=I ou I NI = @), pois se existissem pontos x e y (x,y € A)tais
que (Ix;ély e'I_n nyﬁ), existiria um ponto z (z el 0 Iy) tal que I
conteria Ix e I e consequentemente Ix = ¥ = Iz’ 0 que seria absurdo.
Alem disso a familia {Ix | xGZA} e enumeravel, pois os numeros racio-
nais de I formam um conjunto enumeravel e, como cada Ix contém numeros

racionais, nao pode haver mais intervalos do tipo Ix contidos em A do

que os numeros racionais existentes em I. Assim, para todo conjunto a-.

berto e limitado A e possivel determinar uma familia enumeravel (I,)

[- ]
(V€ N), tal que (¥yY, nenN) ( VvEn =1, 0 In=ﬂ) e Ul Iv"-'A.
V=
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A seqllencia (I,) chamaremos de decomposicao de A em intervalos abertos
em I ou, simplesmente, decomposicao aberta de A. Demonstra-se que todo

conjunto aberto tem uma Unica decomposigao aberta.

Definigdo: "Seja A um aberto em I cIR (I intervalo compacto) sen-

do (Ip) a decomposigao de A em intervalos abertos em I, dois a dois dis-

m '

juntos; chama-se medida de A ao numero real m(A) = Zl ¥(I,), se a se
V=

rie de termos positivos do segundo membro converge.'

Proposicao: "Se A e B sao abertos em I CR (I e intervalo compac
to) entao (AcB =—=>m(A) < m(B)."

Demonstracao:

oy s onde (I,)e (Jn) sao as decomposi-

¢oes abertas de A e B, respectivamente, (¥D€N) (v >1), (37 =n,> 1)
(IVCJE)' Assim, para cada V>1, temos ‘((IP)SK(JH) = Y(Jn.,\) e por-

k o
tanto, (¥ k22), & Y(I) <> ()< 3 yW) =nB) =
v=l v=1 I n=1 a

=) Y
> Y(1) <m(B) =3 m(4) < m(B).
v =1 »

Corolario:'"Se A e aberto em I CIR (I intervalo compacto), entao,
n(A) < y(I)."

0 corolario acima mostra que todo aberto em I possui medida.

Proposicao: "Sendo I, e I, intervalos abertos em I CIR (I inter
valo compacto), tem-se m(I, U 12) = ‘((Il) + \’(12)."

Demonstracao:

(x),

Temos evidentemente: (¥ x€I), X (x) & ¥  (x)sanX

I
Mas, as funcgoes )4 (x), X _ (x) e X_ (x) sao R-integraveis
VI, I I,
em I. Pela propriedade monotonica da Integral de Riemann, vem:
S X (x)dx < j (X, (x) + X_ (x))dx = ( oo (x)ax +

I
I 1 2 151

-

+ Jxlz(x)dx = X(IIU 12) < ‘6(11) g }'(12). Sendo 11U12 aberto em

1, Y(IIU 12) = m(11u12), Logo, m(11UI2) < x(Il) + ;{(12),
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Por inducao finita sobre n demonstra-se: "(¥ (I,)) (1 < y < n)

n
(IV e intervalo aberto em I). (m( Q

1) 2 2 T
yEl '_vzlb/ v

Teorema: ''Se (Ap) e uma familia enumeravel de abertos em I C IR

aa
(I e intervalo compacto) e se a serie Z_ m(A,;) e convergente, entao,
=1
oo [a =] \J
tem-se: m( U A) < & m(a,)."
v=l V' — -

Demonstracao:

0 conjunto A A, e um aberto em I, (¥V >1) (AV =

v 1

[+ =]
¥ I y % = U
((In)nelrd e a decomposicao aberta para A\P)' Mas, A = o] JH’ onde (Jp)

é a decomposicgao aberta para A, Evidentemente (VE€R,,) (I, e W)

[==] (= =] \’o
(N2 ¥ (J,) <€) e, portanto, m(A) = > ‘((Jp) = 2_ Y(J,) +
V=Yy+l v=1 v=l
(= =] VQ
+ Y(,) < Z_Y(J,) + &, Por outro lado, (¥V € N) Gk
v=9,+1 v=1 s

(K, aberto em I) (K,CJ, e ¥(J,) < {(Ku) + —S‘—).
é °

De fato, fixando ¥V (¥ € W), seja J, = Ja,b[ e M = b;a . Consi-

deremos os intervalos J\_,(t) = Ja+t, b=t[ (t€ [0, M[). A fungao @(t) =
= Y(J,(t)) = b-a-2t é decrescente e continua em [0, M[. Sendo

lim P(t) = Y(0) > W(t) em [0, M[, entao, (V€ € R,,) (I® € ]R++)
t-0,

(¥ t <8 = 9(0) - P(t) < £, Sendo t. um numero fixo (t1€]0,§[

Ve 1 L
e Jv(tl) = Ja+t b—tl]: = K,, temos, evidentemente, K,CJ,,. Alem disso

1 9
: 3 Eani
=R (OIR=R (e NI =>Y(J,) - ¥(J,.(t))) < - =¥I) < YK

[<]

u!

v,

v 4 Yo
Assim, m(A) < 5 ¥(J ) +€ < T ¥(K) + 2€ . Sendo U K
v=1 P v=1 2 v =1
5]

=]

mitado e fechado, entao, U EP e um compacto. Por outro lado,
v =1

. oo (=] oo

o v v i

cA= U A, = U [ W e T e, consequentemente, existe uma
v=1 ¥v=1L n=1 yen. 2 i
: s v, i< L = i

seqllencia finita I , ..., I (s I i KU > U Kp).
L | B 4=l Mi 1 v=1

Mas, sendo os intervalos K, (V € W, ) abertos em I e, dois a




dois disjuntos, pois, K,CJ, e 0s J, ( V € Nvo) por sua vez sao dis
juntos, dois a dois. Assim temos:
m(UK)<m(UI)<ZB’(I)<ZY(I) Z m(ay).

v=l ial* i i=1 i v,n v=1

Usando a condicao: m(A) < )’(KP) + 2§, vem:

v=1
v

o

oo
m(A) < m( Ul K, «2€ < Z m(i’lu) + 2& . Portanto,
V= v=1

(¥eeR ) (m(A) < Z m(A,)) + 2& =5 m(A) Z m(A,)), isto &,
++ \)__1

m(U A) gél m(A,).

Teorema: "Se A e B sao abertos em I CIR (I:intervalo compacto),
entao, m(A) + m(B) = m(AUB) + m(AnB).

Demonstracao:

Suponhamos, inicialmente, que A e B sejam reunioes finitas de in
tervalos abertos em I, dois a dois disjuntos. Evidentemente, os conjun
tos AUB e ANB, neste caso, também serao reunioces finitas de interva
los abertos em I.

Mas, as funcoes 'X.}&x)e Xéx)sao R-integraveis em I, assim como as

k

o (x) X (x) 3 = =
funcoes X e A npe De fato, seja A vtil Lk >EI (TS NI

k
= ¥ se V£ n). Assinm, %A(x) =\§ XI:,X)’ pois, (¥ x €4A) (Zn e Nk)

tal que, se x €1 , entao, X'I (x) =1 e Y’I (x) =0, para V# n; se
n v

x €EI-Ae, se VE Nk, entao, le(x) = 0. Sendo XA(X) continua em I
a menos das fronteiras dos intervalos Iy (que formam um conjunto de con
teudo nulo), XA(x) ¢ R-integravel em I. De modo semelhante, verifica-
mos a“R—integrabilidade das outras tres funcoes caracteristicas.

Por outro lado, temos tambem a identidade X, (x) + X (x)s ')(,(x) +
+ X,AUB(x) em I, pois, para todo x (x € ANB) (caso Ae B nao sao dlS
juntos), os dois membros valem 2; se x €I - (A UB), os dois membros va

lem O e, se x € A-B, ou, x € B- A, ambos os membros tem valor 1,

k
Mas, f X, (x)ax = Z J X (x)ax = & Y(I) = m(A).
v=l 1, v v=1

Portanto, j Xﬁ(x)dx+ SXB(x)dx
I I
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X“B(x)dx => m(A) + m(B) = m(AUB) + m(ANB).

Verifiquemos agora a igualdade para o caso geral. Suponhamos que

w (= =]

I, (IvﬂIn;ﬁ se V£n) e B=Y=1 Jy (I,ﬂIn=ﬂ se V#£n), sendo

v=l

IV edJ . intervalos abertos em: I.

vV @ =
Assim, (Ve € R,,) (AL eW) ( . Y(I)<&e 2 Y(J,)<E).
Q=P0+]_ V=P0+l

(==]

Tt i crm (AL IR

Sejam agora, Al P9 2:=V=V0+1 P

Dai vem: m(A) = m(Al) + m(Az) e m(B) m(Bl) + m(Bz), pois,

oo

= 5 o i A U =
e Blr\B2 #. Alem disso, m( 2) m(v=vO+lIw)

Y(Iw) < £, e, analogamente, m(B2)<: &0
V=vo+l
Temos, portanto: m(A) + m(B) = m(Al) + m(A2) + m(Bl) + m(Bz) <
< m(Al) + m(Bl) + 208,

Da primeira parte da demonstracao concluimos que m(A) + m(B) <
< m(AlLJBl) + m(Alr\Bl) + 2& , e, notando que, se A1L)B1 cAUB e
A|NB, C ANB, entao, m(Alu Bl) < m(AUB) e, m(Aln Bl) <m(ANB), vem:
(¥& >0) m(A) + m(B) <m(AUB) + m(ANB) + 28 =

m(A) + m(B) < m(AUB) + m(ANB), (*)

Por outro lado, sendo A UB = (A U Bl) U (Azu B_), entao,
(¥E €R,,) m(AUB) <m(A UB ) + m(4,) + m(B,) <m(A UB,) + z&( , ©
ainda, de A NB = (AIUAz) n (BIUBE) ! (AlﬁBl) v A,UB,, concluimos:

(¥e €R,,) m(A0B) < m(A1N By) + m(Ag) + m(By) < m(A0By) + 28 .

Usando as desigualdades anteriores, temos:
m(A) + m(B) > m(A;) + m(B;) = m(A; UBy) + m(A;NBy) >m(AUB) - 2& +
+ m(AOB) - 2& . Dai vem: (¥FE& € R,,) m(AUB) + m(ANB) < m(A) +
+ m(B) + 4& =—> m(A UB) + m(A0OB) < m(A) + m(B), (**)

Assim, ((*)e (**) =—>m(A) + m(B) = m(AUB) + m(ANB)),

Medida de um fechado

Seja F um fechado em IC R (I intervalo compacto). Sendo F' =1 -
-F=1ID0N CIF‘aberto em I, consideremos um conjunto aberto A qualquer
em I, Evidentemente, A-F = ANF' ¢ tambem aberto em I e,portanto, tem

sentido considerar a medida m(A - F).

Definicao: "Seja F um fechado em I CR (I intervalo compacto) sen




do A um aberto qualquer em I (ADF), chama-se medida de F e se indica

m(F), ao numero real positivo m(A) - m(A-F)."

Proposicao: "A medida de um fechado F em I independe do aberto A
em I, tal que ADF."

Demonstracao:

Sejam A e B abertos quaisquer em I tais que F C A e F CB; deve

mos mostrar que m(A) - m(A-F) = m(B) - m(B-F),
Pelo teorema anterior, temos:
m(A) + m(B-F) = m(AU(B-F)) + m(AN(B-F)) = m(AUB) + m(ANB-F).
Analogamente,
m(B) + m(A-F) = m(AUB) + m(ANB - F).
Das duas ultimas igualdades vem:
m(A) + m(B-F) = m(B) + m(A-F) =—> m(A) - m(A-F) = m(B) -

- m(B-F), o que demonstra a tese.

Corolario: "Se F é fechado em I entao m(F) = Y(I) - m(I-F)."

Basta notar que I e aberto em I.

Conjuntos L -mensuraveis

Medidas Exterior e Interior de um Conjunto

Definigao: "Seja M (McICRR) (I intervalo compacto); chama-se
medida exterior de M e se indica E(M) ao numero real
inf {m(A) | A e aberto em I com A :JM};
nas mesmas hipoteses, chama-se medida interior de M e se indica por
p(M), ao numero real
Sup{m(F) | F e fechado em I com F C M}.“

Propriedade I: "Sendo C (C < I R) (I intervalo compacto), en-
tao, u(C) < p(c).m

Demonstracao:

(¥ A, FcI )(FccCcA) (F e fechado e A ¢ aberto em I =
m(F) = m(A) - m(A-F) => m(F) < m(4)).

Mas, Sup {m(F) | FcC}< m(4) => Sup{m(F) | Fc:c} <
< inf{mu) | ADC} => u(c) < alc).

Propriedade II: "Sendo C (C € I<MR) (I intervalo compacto), en-
tao, p(C) + u(I-C) = ¥y (I)."

Demonstracao:

(¥ A)(A aberto em I)(I € R) (Intervalo compacto) (A DC =2
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I - AcI - C), Sendo I - A fechado em I, temos: m(I-A) <u(I-C)=>
m(A) + m(I-A) < m(A) + p(I-C) == Y(I) < m(A) + p(I-C) =
Y(I) < p(C) + pu(I-C)., (*)

Por outro lado, (¥ F) (F fechado em I ©IR) (I intervalo compac-
to) (F<I-C =>1-F 5C). Sendo I-F aberto em I, temos m(I-F) >

> f7(C) => m(F) + m(I-F) > m(F) + j(C) => Y(I) > m(F) + f(C) =—>>
¥(1) > u(I-c) + g(c). (=*) '

(*) e (**)‘ = )._l(I--C) +}-1-(C) = Y(I),

Definigao: '"Diz-se que o conjunto C (C <« I cR) (I intervalo com
pacto) é &L -mensuravel (ou simplesmente mensuravel) se, e S0 se, )_1_(C)=
= p(C) e, ‘este valor comum, quando existe, chama-se L -medida de C, e
se indica por u(C)."

Notemos que existem autores que chamam de medida de Lebesgue de C
ao numero jn(C) bem como seu valor de £ -medida de C. Nos convenciona-
mos chamar n(C) de medida exterior de Lebesgue do conjunto C, sendo que
o nimero u(C) antes definido chamaremos de & -medida de C. Evidentemen
te, 86.C e L -mensuravel neste sentido, o sera tambem no outro senti-

do, porem, nao reciprocamente!

Proposicao: "Uma condigao necessaria e suficiente para que um con
junto C (C € ICR) (I intervalo compacto) seja < -mensuravel e que
p(C) + jm(1I-C) < Yy(I1I)."

Demonstracao:

Nec. =>

Da propriedade II vem: u(C) + u(I-C) = Y (I). Mas, por hipotese,
u(C) = @(C) e, portanto, jg(C) + m@(I-C) = Y (I), ou seja, a condigao e

necessaria.

Suf. &
Sendo por hipotese, n(C) + m(I-C) < ¥(I), bem como u(C) +
= Y (I) (consequencia da propriedade II), temos:
p(C) + m(I-C) < m(C) + p(I-C) => |(C) < u(C),
Notando, porém, que (¥ C —I), tem-se m(C) > u(C), concluimos que

A(C) = u(C) e C é& KA-mensuravel,

Criterio de o -mensurabilidade: "Uma condig¢ao necessaria e sufi-

ciente para que um conjunto C (C € I € R) (I intervalo compacto) seja
L -mensuravel é que (¥& € R,,) (FA e FcCI) (A aberto e Ffechado em
1) (FocCc A => m(A-F) < &)."

(Notemos que A-F = AN(I-F) ¢ aberto em I).
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Demonstracao:

Nec. =—>

Se C é L-mensuravel, entdo, (¥ € €R,,) (I F) (F é fechado em I)
(3 A) (A é aberto em I) (F= C cA e m(F) > u(C) - g' e m(A) <p(C) +
(u(C) = m(C)). Dai vem: m(A) - m(F) <& e notando que m(A)-

- m(F) = m(A-F), temos: m(A-F) < € ,

Suf. ¢&—

Por hipotese: (¥ & € R,,) (3 A) (A ¢ aberto em I) (FF) (F é fe-
chado em I) (FcCc A => m(A-F) < &).

Mas, sendo u(C) > m(F) e p(C) < m(A), entao, 0 < m(C) - u(C) <
< m(A) - m(F) = m(A-F) <& , ou seja: j(C) = u(C) => C é L -men

suravel .,

Proposigao: "Sendo C um conjunto (C € I €R) (I intervalo compac
to) e, se C é L-mensuravel, entdo, I-C é L-mensuravel e p(C) +

+ p(I-C) = Y (1)."

Demonstracao:

Sendo C AL-mensuravel, entao (¥ € € R,,) (F F) (F é fechado em I)
(3 A) (Ae aberto em I (FcCc A =—> m(A-F) < €).

Mas, I-ACI-CCI-F (I-Aeé fechado e I-F é aberto em I)
bem como (I-F) - (I-A) = A-F. Além disso, m[(I-F) - (I-A)] =m(A-F) <
< &€, Logo, I-C & [L-mensuravel.

Por outro lado, p(C) + pu(I-C) = Y (I) = nu(C) + p(I1-C) = ¥ (I).

Teorema: "Sendo A e F subconjuntos de I (A e aberto e F e fecha-

do em I CIR) (I é intervalo compacto) entao m(A) = p(A) e m(F) =n(F)."

Demonstracao:

Sendo A aberto em I entao iH(A) < m(A); mas A e o "menor'" aberto
que contem A e portanto, m(A) é um limite inferior do conjunto {m(B) I

B> A e Bé aberto em I}, Portanto: m(A) < f(A) => F(A) =m(A). Mas,
w©

U I,, onde (I,) e a decomposigdo aberta para o conjunto A. Temos

A=
v =1

entao que: (¥ (:.G]R_H) CE Y e ARISIK € ) DK é intervalo aberto em
D (KyeI, e ¥(k,) > ¥(I) - f ) (Y, é fixo) (V, € W)

° =Y

oo o ")o
(2 Y1) < &) Assim, m(h) = 2 §(1,) = YA + 2 ¥(1)<

p:voq-]_ v =1 \J:Vo-l-

|

o

i H
o 2= B (R RS +E:ZK(KV)+2E_=Y(U K,) + 2E_, pois os
v=1 r v, v =1 yal Vv

a
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intervalos abertos K (W=1,2, ...,Y,) sao dois a dois disjuntos.
v

Portanto, (¥ &€ € R,,) #a(A) < Y( Ul KF) + 2€& . Mas, sendo
v=
|7

a
K_ fechado em I e contido em A, bem como notando que )’(‘JU1 K,) =
¥4 v

©° L)
= Y(U Ep) = m( Ul Ev], e ainda, levando em consideracao a definicgao
v=l = v

o
de medida interior de A, temos evidentemente: ¥ Ul K,) < p(A). Conse
Y=

quentemente, temos: (YEeR,,) (T(A) < u(A) + 2& =>n(A) <u(a)).

Mas, sendo p(A) > n(A) (por uma propriedade anterior), temos que

A & L-mensuravel e como n(A) = m(A), segue, finalmente, que m(A)=nu(A).

Mostremos agora a segunda parte da tese: Sendo F fechado em I
(Fc ICR) (I intervalo compacto), o conjunto I-F e aberto em I. Lo-
go, I -F ¢ [-mensuravel. Alem disso, sendo I - (I-F) =F, pela proposi
¢ao anterior segue que F é mensuravel e u(F) + u(I-F) = Y(I){ Mas, no-
tando que I -F ¢ aberto em I e aplicando a definicao de medida de um fe
chado em I, temos: m(F) = Y (I) - m(I-F), ou seja: m(F) = Y(I) -

F)//

- n(I- . De /e / segue imediatamente que m(F) = n(F),

Proposigao: '"Uma condigao necessaria e suficiente para que um con
junto C (C I cR) (I e intervalo compacto) seja ec-mensuréveletenha

[==]

L -medida p(C) =0 & que (YEER,,) (F(1,)) (I, intervalo em R »)Ul 152

sc e S ¥(I) < O
v =1

Demonstracao:

Nec. =—>

Sendo C {-mensuravel e u(C) = 0 temos: (¥ & €R,,) (A4 CI) (A
e aberto em I) (A DC) @m(C) + € > m(A) = p(A) => n(A) < €.

[+ o]
Mas, A = U I, (os I, sao intervalos abertos em I dois a dois
v=1 -
[==]

disjuntos) e nu(A) = ZlY(IP). Portanto, (FEE€R,,) (3 (1)) (I, €
V=

efj(_‘l)):

UFelu=iAoiciie ol = Y (T e

Suf., &=—

Por hipotese: (¥ &€ € R,,) (3191, € j(l)) (P ] I, 2C e

o
9;1 X(IV) < £). Mas os intervalos I,'J podem ser tomados como sendo a-

5 z 2N . 1 3
bertos em IR , pois, em caso contrario, seria possivel construir uma fa
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o
milia (J,) de abertos (J DI, e Z ‘((J ) < €), Sendo U I, aberto
V=] v=1

o oo
emIR , I () [U IQ:I = U (INI,) é um aberto em I que contem C tal que
v=1 v=1

oo L==]
vzl Y(1 l"!Iv) < \‘/}Zl X(Iw) < £ . Mas, por definig¢ao de medida exterior

C) <m(U (101)) < = m(InI,) = ¥(IAI,)) <E . Portanto, (¥
=Ry v = om ' S

Ene ]R++) (m(C) < & => n(C) = 0). Notando que 0 < n(C) < p(C) =0,te
mos: p(C) = fA(C), ou seja, C é L-mensuravel e u(C) = 0.

Alem destes resultados demonstra-se as seguintes propriedades:

(1). "Sendo M e N conjuntos £ -mensuraveis (M cI e Nc I) (I interva
lo compacto) entao M NN e M U N sao L-mensuraveis e p(N) +
+ p(M) = p(MUN) + p(MAN)."

w

"Sendo (M ) (M, mensuravel) (VY € IN), entao, U My e O M,
v=1 v=1
©

tambem sao mensuraveis e u( U M g E niM))."
v=1

"Sendo (M) (M, mensuravel) (Y € W) (M, OM, =#) (V #n),entao
(=1

oo
vale a igualdade: l: U M :| S (M)."n
= Byt JER) A

Proposigao: '"Sendo C (C ¢ R) um conjunto limitado, entao, I(C) <
< (CH i p(e)cari(e) o

Demonstracao:

Seja I C R um intervalo compacto (C < I). Sabemos que Y(C) =

: sup{xzc n(X) | x€eF, e b€ DI} e Y(C) = inf{)eiﬁcﬁI m(X) .| X
C

E?&eQEDI}n

De unm lado sabemos que (¥A € 191)' U X =TF e fechadoemI

—> n(F) = & n(X) <u(c) => ¥Y(C) < a(c).
Xc<cC
x€59&

Por outro lado, (¥A € 19)) (¥X € F,) (V&€ € R,,) (3Y) (Y aber-
to em I) (Y OX e m(Y) < m(X) + %) (k = card '3'&). Portanto,
Uy oic e (2= n(Y) < E(m(X)}—Ek'—)g < n(X) + & =

X0 CAg X N CA#S X 0 CA@ X 0 CAZ

P(C) < 2 m(X) + £) pois p(C) < ml \J x) < S m(Y). Dai vem que:
X 0 CAS X 0 CAP X 0 CA@
(¥A EJ.DI) (¥E er,): up(C) < > m(X) e, portanto, a(C) < x(C).
X N C#d
X&3p
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Dai vem, finalmente, que: §(C) < u(C) S,E{c).s y(c).

Corolario: "Se o conjunto C ¢ R ¢ F-mensuravel, entao, C e tam-

bem & -mensuravel e Y(C) = n(C)."

Notemos que a reciproca deste corolario nao e verdadeira, pois,
existem conjuntos £ -mensuraveis que nio sio d-mensuraveis. Como exem-
plo, podemos citar o conjunto Q 0 [a,b] = C que, por ser enumeravel,e
L -mensuravel com medida m(C) = 0. Por outro lado ¥(C)=0 < ¥(C) =b -

- a, ou seja, C nao e J-mensuravel.

Ate aqui abordamos a medida de Lebesgue de conjuntos no IR. Vamos
estender este conceito para conjuntos limitados no RP (pa2 au 3).:

Seja I (I cRP) um intervalo compacto. Um conjunto E (E < I) deno
minaremos de conjunto elementar generalizado, se, e somente se,

oo
E = JJI I,, sendo (I,) uma familia enumeravel de intervalos limitados
no]Rp, dois a dois disjuntos. Chamaremos de medida do conjunto E e in-

(=)

fos]
dicamos por m(E) a soma da serie SE& ¥ (Ts)s

Definicao:"Sendo M um conjunto (M C I CRP) (I intervalo compac-
to), chama-se medida exterior de Lebesgue (ou L -medida exterior) do
conjunto M e se indica p(M), ao numero real inf-{ﬂHE)lﬁ4CE cIes B &

conjunto elementar generalizado}."
P

Sendo I um intervalo compacto (I c RP) tal que I = X a; bi]’
i=1
P

podemos mostrar que sua medida m(I) e igual a jd;(bi- ai). Em analogia
i=

com um resultado obtido para a cL-medida interior de um conjunto no IR

podemos formular a seguinte

Definigdo: "Sendo M um conjunto (M c I C RP) (I é intervalo com-
pacto), chama-se medida interior de Lebesgue (ou {-medida interior) de

M, e se indica u(M), ao numero real m(I) - (I -M)."

Definigao: "Um conjunto M (M C I RP) (I intervalo compacto) se
diz 4L -mensuravel (ou simplesmente mensuravel), se, e somente se, u(M)=
= u(M); neste caso, a este valor comum, denomina-se L -medida (ou medi

da de Lebesgue) de M e se indica por u(M)."

Demonstra-se que a { -medida de conjuntos em I c RrP (p=2 ou 3)

(*) Demonstra-se que o valor m(E) independe da familia (I,) de interva

oo
los limitados dois a dois disjuntos, tal que le I, =E.
W=
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satisfaz propriedades analogas as que foram vistas para a L-medida de
conjuntos no R. Em particular, temos tambem que, todo conjunto C d-men

suravel no R (p = 2 ou 3) é tambéem &L-mensuravel e Y(C) = n(C).

Vemos assim que a medida de Lebesgue e uma extensao da medida de

Jordan, o que nos leva a dar a seguinte:

Definicao: '"Sendo C um conjunto L -mensuravel (Ctilmp), chama-se
comprimento (area ou volume) de C ao numero real positivo u(C), confor
me p=1 (p=2 oup=3), respectivamente."

Notemos que os conjuntos de medida nula, pela definigao supra,
sao conjuntos de comprimento, area ou volume nulo, conforme p=1, 2 ou
3, respectivamente.

Podemos ainda fazer as seguintes consideracgoes sobre conjuntos

x;—mensuraveis e suas medidas.

Seja T = {X ClE | iXye -C—mensurével} (I intervalo compacto); das
propriedades vistas para conjuntos mensuraveis podemos deduzir as se-

guintes propriedades:

T_: (¥ (M)

o0
I ) (M, E€B) (Hglnpe‘é)

VZ]_
Cr1: (¥ M, NE B) (MnCINQG)

Na Teoria da Medida a classe GC f (I) denomina-se ¢ -algebra (ou

tribo) sobre I.

Temos tambem que (¥M€ &) ( u(M) € R,). Assim, podemos dizer

que existe uma aplicacao m : 3 ——> IR, satisfazendo as propriedades:

) p(@) =0 ; B) (¥Me ) (uM) 20) 5 y) (¥ (M), ;) (MeT)

oo o
MyA M =8 (V¥ #n) :/u(,gl;)lM") =‘)§l,u(my).

Na Teoria da Medida dizemos entao que a Medida de Lebesgue e uma
medida sobre a U’—élgebra B »

Destes resultados concluimos que, sendo 3/: /¢ —> R, e
Mm% —> R, as medidas de Jordan e de Lebesgue (Agt ), a medida de

Lebesgue € um prolongamento de y a G .
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b) Integral de Lebesgue no RY (1 <ip < 3)

Divisao Mensuravel de um Intervalo Compacto

Definicao: "Chama-se divisao mensuravel de um intervalo compacto
I<RP a um conjunto M:{MVCI (w=1,2,...,n) | M, ¢ L-mensura-
vell, onde (M,) (V€ N )(nemW) é tal que (¥ mv) (m Ve IN)

(m £V) :

n
5 = " *
pMy, 0 M) =0 e uLilM*‘ 1, (%)
Notemos inicialmente que toda divisao elementar ou mesmo g -men-
suravel de I e sempre uma divisao mensuravel de I, mas, nem toda divi-
sao mensuravel de I & uma divisao 'J-mensuravel deste intervalo, como

mostra o seguinte exemplo:

Seja I = [a,b], Mo=Qn0N Casb] ve M,

= (R-Q) N [a,b]. Eviden
temente Ml e M2 sao gc-mensuréveis, bem como Ml N M2 =@ e MltJ M2:=I.
Logo, M= {MLMZ} ¢ uma divisao mensuravel de I, porém, nao é divisao

] -mensuravel do mesmo.

Definigao: '"Dadas as divisdes mensuraveis Ml e Mz de I (IcRP)
(I intervalo compacto), diz-se que ﬂtz e mais fina que A‘l (ou que ﬂtz
e um refinamento de Ml) e se indica Ml { Mz, se e s0 se, (¥X€ ,Mz)
(23X & M) X =T)."

Definicao: '"Dadas duas divisoes mensuraveis de I(I.intervalo com-
pacto no IRp), Ml e Mz; chama-se resultante de Ml e Mz e se indica
Rug(M 1, My), ao conjunto M={‘Z=X NY | XeM e Ye J/lz}."

Evidentemente se j“l e M, sdo divisdes mensuraveis de I, entao,

M= ﬂx.()&l, J&g) ¢ tambem uma divisao mensuravel de I e, ainda,

M]_{M e M.2< M.

Seja agora f(x) umid funcao definida e limitada em I cRP (Iéin-
tervalo compacto) e Muma divisao mensuravel de I. Convencionaremos (a
nalogamente as convengoes feitas antes da definigao de Integral de Rie-

mann) que
L= inf f(x), L = sup f(x), Q=1L - L ;¥xe M, Ex = infyf(x) ,

Ly = supy £(x), @y =Ly = Ly e p(X) a L-medida de X.

Temos entao:

(¢¥x€XEM) : L <8 <t(x) <L, <L,

(*) Uma divisao de I em conjuntos 'J-mensuraveis chamaremos de divisao

3 -mensuravel .
58
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Sendo u(X) > 0, deduzimos:

Lp(n) < = LX) < 2. Lp(X) < Lp(1)
Xem Xem

Sende s(f; M) = &> Ex,u(X) e S(£; M) = Zpr(X),vemosque 0s
Xe Xe M

conjuntos {s(f;‘MJ | M é divisao mensuravel de I } e {S(f;}&) | A e di
visao mensuravel de I} sao conjuntos lineares limitados. Existe, por-
tanto, e e unico, o numero Sup {s(f;M) | }/Lé divisao mensuravel de I}.

(inf{S(f;)A] | Mé divisao mensuravel de I}) é denominamo-lo de
integral inferior (integral superior) de f(x) segundo Lebesgue relati-

vamente ao intervalo I e indicamos

£ tstas 1 j £(x)dx )
I I

Para distinguir esse numero da integral inferior (integral supe-
rior) de f(x) segundo Riemann relativamente a I, denotaremos essa ulti

ma pela notacao

Rf £ (x)dx (&J £(x)dx )
I I

De um modo inteiramente analogo ao que foi feitona introdugao do
conceito de integral segundo Riemann, podemos demonstrar as seguintes
propriedades:

(a). (¥ Me M") (M M" sao divisoes mensuraveis de I) ( M -{ n*
=% APy M) < ale: M"Y gef BCe: H) 2 Blty n™))
(b). (¥ Le *) (M e A" sdo divisoes mensuraveis de I) (s(f; M) <
< S(f;M“))_ e

(c)s aC-II f(x)dx < dtJ’I f(x)dx .

Proposigao: "Se f(x]édefinida e limitada em I c RP (I éintervalo

compacto) entao: 3

ﬁJ f(x)dxizj f(x)dx e 'R-J-: f(x)dx > gf_f f£{x)ax."
1 1 I I

Demonstracao:

Sendo 4250 conjunto das divisoes elementares de I, JQM-O conjun-
to das divisoes normais de I e &},0 conjunto das divisoes mensuraveis

do mesmo, temos, evidentemente: JDX Z e ¢ on
Assim, (¥A € Op) (5&6 L9,y => "3’&6 )

(s(£;4) < qu f(x)dx => RI f(x)dx < aCJ f(x)dx) e
1 I 1

59
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(s(£;4) > oﬁJP f(x)dx ==:$>3&( f(x)dx > il f(x)dx).
I I I

Definigao: "f(x) definida e limitada em I <RP (I intervalo com-

pacto) e integravelsegundo Lebesgue em I, se e so0 se:

ot';f f(x)dx = on f(x)dx
1 I

e, neste caso, a este valor comum chama-se integral de f(x) segundo Le

besgue e se indica:

onI f{x)dxa"

(*)

Criterio de Integrabilidade de Riemann (para { -integrabilidade)

"Uma condigao necessaria e suficiente para que f(x) definidae 1i
para 4
mitada em I cRP (I intervalo compacto) seja £-integravel em I ¢ que

(¥ £€>0) (I M€ Oy) (S(£;M) - slg; M) < E)L

A demonstracao desse teorema fazemos analogamente a do criterio

do mesmo nome visto para QR -integrabilidade.

Proposigao: "Se f(x) e definida e limitada e R-integravel em I,

e - i
entao, f(x)ek -integravel em I e vale a igualdade:

R[ txax - ot[ clazai
I I

Demonstracao:

ﬁ._f f(x)dx < .;f,[ f(x)dx < xf f(x)dx < ’;RI £{x)dx.
I . I 1 I

Mas, RJ f(x)dx = %J f(x)dx => oﬁj f(x)dx =£j f(x)dx.
I I T I

Portanto, f(x) e oﬂ-integ‘rével, e:

ﬂ,fl If(x)dx = oC/I f(x)dx.

Assim, quando f(x) eé ®-integravel em I, as integrais segundo Rie

mann e Lebesgue de f(x) em I coincidem. Convencionaremos indicar por

(*) Usaremos a expressao £ -integrabilidade para significar a integra-
bilidade de uma fungao segundo Lebesgue; analogamente, R -integra-
bilidade significara integrabilidade segundo Riemann, As integrais
respectivas chamaremos de £ -integral e R-integral da funcao.

60
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Jr f(x)dx a integral segundo Lebesgue de f(x) em I, que, certamente, nao
T

s 2 : ~ LY = -~ A ~
podera causar nenhuma ambigillidade com relagao a identica notagao usada

para a R-integral de f(x) em I, pois, quando esta existe, sera igual a

(i,J' f(x)dx. Quando naoc existe RJ f(x)dx, o simbolo j f(x)dx so pode
I ' I ' I

ra representar a oﬁ---in;egral de f(x) em I.

Para mostrar que a reciproca da proposigao precedente nao é ver-
dadeira, basta considerar a funcao de Dirichlet f(x) XQ(X), restri-

ta ao inte¢rvalo I = [:a,b]. Como sabemos:

(# 39\.'( f(x)dx),pois 351{ f(x)dx = 0 e Rj f(x)dx = b - a.
i I I

Por outro lado, seja M= {Ml,Mz}, onde M. = Q NI e M2= I- M.

1 1
0 conjunto Ml ¢ &L -mensuravel, por ser enumeravel e }J(Ml) = .03 Mas,
1\'12 tambem e oC-mensurével, pois é complementar de Ml em relagao a I e,
ainda, p(Mg) + p(My) =b -~ a ==> n(My) =b - a. Sendo M uma divisao

mensuravel de I, temos s(f;M) = eMl}l(Ml) + EMzu(M2) =1,0 +
+0.(b-a) =0 e S(f; N) = LMI}:{MIM Lsz(Mz)m 1.0+ 0.(b-a)=0.

Portanto, (¥& € R,,) (3 M={M;,Mp}) (M é divisdo mensuravel
de I) ( S(f; M) - s(f; 1) = 0 < €) ou seja, f(x) ¢ L-integravel em I

e, GQJ f(x)dx = 0,
I

Consideremos a divisao mensuravel M do intervalo compacto I c rF;
chamaremos de divisiao mensuravel generalizada de I correspondentea |
ao conjunto MG,: MU {[E,XH gx € X E}Il} onde €X sao pontos tomados um
em cada um dos conjuntos X € [l , e de um modo arbitrario. Diremos, ain
da, por definigao, que se M e M* sao duas divisoes mensuraveis em I,
entao, ME.{M; <> M < M¥* . Facilmente se ve que os conjuntos
Oy e L’)me’ sdo orientados pelas relagdes { e « , respectivamente. J|

e ,V! chamaremos de divisoes mensuraveis correspondentes.

Proposicgao: "Se f(x) e uma fungao definida e limitada em Ic RP

(I intervalo compacto), entao,

lim s(f; g) = oﬂf f(x)dx e 1lim S(f; M) =o€,f f(x)dx."
I I

Demonstracao:

(VEER,,) (FUpew (] flx)ax - € <
I
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Mas, (¥ Kew,) (M P MU, => s(f; M) <slt; . 0).

Logo,oef f(x)ax - € < s(f; p) =>|¢£_J f(x)dx-s(f; p)[< E.
I I

Portanto, lim s(f; U) = a&f f(x)dx.
e Qb I

Analogamente se mostra que lim S(f; y) = aﬁj f(x)dx.
MQJ\DJL>

Convencionaremos escrever aff f e ofj f ao inves de off f(x)dx e

oﬁf f(x)dx respectivamente; edf ao inves de ;Cflf(x)dx.
I

Corolario: "Se f(x) e definida e limitada em I, entao, f(x) £ -

-integravel em I se e somente se, lim S(f; w) = lim s(f; M) =
ME ¢ Me 19y, >

y ,{L £} d

Demonstracao:

Nec. =>

Se f(x) 6 £-integravel em I, entao, of._f ,ﬁf f d{f

Logo, lim [S(f; ) = s(f; /w)]~11m S(f; ;) - lim s(f; Y) =
M€ 19,y Me Oyt MeO,- ¥

Portanto, lim s(f; M) = lim S(f; y) = &J f(x)dx.
Mek(}”_} JJQCFOM}'

puf . &

a&f f(x)dx = 1lim s(f; }ﬂ) = lim [S(f ) - (S(£5 M) -

MES,.+ ME Dy ?

s(f3 M))] = 1lim S(f; U) - lim (S(f; n) - s(f5 K)) = eﬁj
& :l ME Oy ¥ Me,.> L

cﬁj f(x)dx.
I

Portanto, f(x) e af—integrével ‘em I,

Proposigao: "Se f(x) e definida e limitada em I e, se f(f }flg) =

> f(gx),u(X) entdo f(x) é £-integravel em I se, e somente se,
- Xey,
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(I 1im  £(f; ;.(l ) e lim @(£; M) = ,f[ f(x)dx."
Mge Oy -+ Mﬁeonﬁ.}- & I
Demonstragﬁo:

Se f(x) e £—1ntegra\rel em I, entao, lim [S(f J/L) - s(f; )»()1 0
Me Oy

ou seja, (V& <eR,,) (TIp e9) ((¥Me ) (M} My =>0<s(55 p) +

- s(f;m) < -—6—).

Mas, s(f; M) = Zexp(x)< 5 f(éx)p(x) < & i g R(X) = s(£5 400
XQJA% XG.M

Assim, (¥ Me }OM) (VM€€ w”'te,) (M eMg, sao divisoes mensuraveis corres

pondentes): s(f; y) < (r(f;/(/[g’) < 8(f; M),

Mas, sendo s(f; M) < ,Cf f(x)dx < S(f; M), deduzimos:
I

(‘(f;/Vlg‘) - -z‘fjl f|g ] ¢(f; M%) - S(f; M) | + |S(E5) - ,{,JI $

= & ; assim, sendo _)Ao a divisao mensuravel correspon-

& E
Ky & g

dente a M,, temos: (¥ € € R_ ) (3M0g€50){g,) (¥ Mg 64(9_’”&) (Mg,&',ﬂag’

= f(f;};‘l)-oﬁj f|<£).Portanto, (3 1lim ""§l£; M) =
4 I Mse;sﬁé}' §

Fol (S0P e din elei ) - &
I

Xe

Por hipotese: (3}} e Gi(£; Mg )). Seja C (C GIR)( ) o seu valor,
Temos entao: (¥ & € IR++) (3)/19% e.oM (’.f)a(gra.,@ﬂl ) ()'\.{q}n‘-fl,,g >
| £(f; Mg) - Cl <& > c-£<<r(f;,u%)<0+£).
Mas, inf {a"(f' Mq) | géx‘-df}: s(£3 M) , e,
Sup { ¢ (£; Me) | gexe/é}- s(f; m ).
Portanto, C- & <s(f;m) < ,ﬁrlf<{ £<S(f;m) < C + & . Assim: (YEER,)

(|,+3;[I £ - c' < & b ',f,jTI £ - c| <€)e, portanto:

(*) Sendo o conjunto {f(f;)ﬂg) | Mse L.'},atllimitado, o limite

lim f(f;,w%) quando existe, tem que ser finito.

Mgeo&.ﬁ-
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= € ,.isto. 6 , P£(x) e of—integrével em I e,

1im

£LE ) pix) = & f(x)dx.
Mﬁﬁﬂngf'xgy‘% x P '[1

Vemos assim que a existencia do limite lim @ (f; M,) implica que

HE 9y b+ 5

o mesmo coincide com o numero real gﬂf f(x)dx.
I

Propriedades

Utilizando o resultado precedente, bem como o Criterio de Inte-
grabilidade de Riemann para £-integrais, de um modo analogo ao que foi

feito para as M®W-integrais, demonstra-se que valem as propriedades:

(a). "Se f(x) e g(x) sido funcoes definidas, limitadas e &L-integraveis

em I, entao, f(x) +g(x) ¢ £-integravel em I e cfj f(x)dx +
I

X och g(x)dx = dfj; (fix) & glix))dx."

"Se f(x) é Z-integravel em I e se k€ R, entao, kf(x) e £-inte-
gravel em T e £[ kt(x)dx = k(£ [ £(x)ax)."
1} I

"Se f(x) é L-integravel em I, entao, [f(x)| é £-integravel em I

e | f,fI f{x)dx]| < D{jl [£(x)[dx."

"Se f(x) e g(x) sao &£ -integraveis em I, entdao, f(x).g(x) e £L-in

tegrével em I,"
"Se f(x) e g(x) sao L -integraveis em I e, se g(x) mantéem sinal

f(x)

constante em I, sendo ian!g(x)l > 0, entao, e L-integra-

vel em I."
destas, valem ainda as seguintes propriedades:

"Se f(x) é £ -integravel em I e g(x) e definida e limitada em I

tal que g(x) = f(x) p.p.t. em I, entao, g(x) e £-integravel em I
e e
I I

Demonstracao:

Seja M, = {x €Il | £(x) £ g(x)}. Por hipotese, )J(Ml) = 0., A di-

visao = {Ml,Mz} , onde M, = I-M e uma divisdo mensuravel de I.
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Consideremos a fungao limitada h(x) = f(x) - g(x).
S(h; M) = LMlp(M]) - Lsz(Mz) = 0 e, analogamente, s(h; /) = 0.

Mas, 0 = sthi M) < & h< & h<stu = o0,
I I

Logo h(x) ¢ £-integravel em I e eﬂfl h(x)dx = 0.

Por outro lado, sendo g(x) = f£(x) - h(x), vem que g(x) é L-inte

gravel em I e oﬁf g(x)dx = .fJ- f(x)dx - o{j h(x)dx = if f(x)dx
I I I I

(g). "Se f(x) e definida, limitada e £ -integravel em I e f(x) > 0 p.
p.t. em I, entao, o&f fix)ax > 0.9
I

Demonstracao:

Seja M, = {xe1 | £lx) < o} . Por hipotese p(M;) = 0. Sendo M, =

M., a divisao M={M} , M2 e uma divisao mensuravel de I. Logo:
1 1

s(f; M) =£Ml)u(M1)+ ﬁMz}l(Mzh ﬂsz(Mz)}_ 0o —>

— J?,j- f(x)dx > 0 , e portanto, £I f(x)dx > 0.
I I

Integral de Lebesgue num Conjunto Mensuravel

Seja M um conjunto £ -mensuravel (M c ICRP) (I intervalo com-
pacto), evidentemente, a funcgao X’M(X) e L -integravel em I, pois, se
M ={Ml, Mz} , onde M = M; e My = I-M;, entdao, M € uma divisdo mensu-
ravel de I; além disso, S(XM;M) = 'P.Mlj.l(Ml) + eMzﬂ(Mz) =1 .,u(Ml) -

+ 0. p(M,) = p(M) e S(X\5M) = LMI}J(MI) + Luz}l(M2) L.p(M) +
+ 0. p(My) = p(M ).

Mas, p(M)) = s(X 5 M) < u{flxm < aefIxM < SOy O = p(H).

Logo, XM(x) é L-integravel em I e aﬂL)CM(x)dx = p(M).

Seja agora f(x) uma fungao £-integravel em I; pela propriedade
(d) a fungao XM(x) , f(x) & L-integravel em I. Este fato nos leva a

formular a seguinte:

Definigao:"Seja f(x) uma funcdo definida e limitada e &£ -inte—
gravel em I ¢ RP (I intervalo compacto) e M um conjunto (M cI) (M &
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mensuravel); chama-se &£ -integral de f(x) em M ao nimero real
uf,f XM.(x)f(x)dx e indica~-se pela notagao a{,f f(x)dx.
I M

Diz-se que f(x) e oe—-integravel em M, se e somente se, existe a

L -integral de f(x) em M."

Colocamos, por definicgao, off f(x)dx = 0. Facilmente podemos ver

tambem que esta definigao independe do intervalo compacto I C RP [§) 5o
2 M) ;

Propriedades:

"Se f(x) é uma funcdo definida, limitada e £ -integravel no inter
valo compacto I (I RP) e, se M, CI (i=1, 2) saoconjuntos men

suraveis, entao f(x) e L-integravel em MU M, e M N M, e, va-

le a formula: 2£ f(x)dx + "f’f f(x)dx= L£| f(x)dx+ f.J’f(x)dx"
M) M UM, MMy

Demonstracao:

Sendo os conjuntos M, J1 =71 .1 2) (Mi c I) mensuraveis, entao,

MUM,CI, eM NNCI, sao conjuntos mensuraveis e f(x) e

of/—integravel nestes conjuntos,

Por outro lado, (¥ x € I) X’MI(X) + XMz(x) = X’MIUM2(X) +

+ X'M]_n Mz(x). Dai vem: f(x)X.M (x) + f(x)xuz(x) =

= f(x) X (x) s Elx) X

(x), e sendo os termos que figu—

ram em cada membro c.'{’,--inte\gra.\reisi em I, vem:

af,JIf(x)'X.Ml(x)dx + cﬁfI f(x)X Mz(x)dx = af,J'I f(x)X My 0 Méx)dx +

(x)dx, ou seja:

+ oCJIf(x)X

M0 My

Lf trax v £] tax= 2  eax+ &) ttxex.
M Mg My UM, My 0 My

Em particular, se M, N M, = #, temos:

o(;f r () akes da[ t(x)ax = &) £(x)dx.
Ml M2 MIL)Mz
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(=)

(B). "Se f(x) é L-integravel em M C I (M mensuravel) e u(M) = 0, en

tao cﬁf f(x)dx = 0."
M

Demonstracao:

Seja M= {M , I-M }; Mé uma divisao mensuravel de I.

s(EX ) iM) = Ly p(M) + L p(I-M)= € .0 + 0. pu(I-M)

I-M M

Analogamente, S(fX,M;M) = 0.

Dai segue imediatamente que of,f X.M(x)f(x)dx =0 =>
I

=> oﬁf f(x)dx = 0
M

De (B) e (&) segue que, se M, < I (i=1,2) sao conjuntos mensura

veis e p(Ml N Mz) = 0, entao:

f,j“f(x)dx + cﬁf sz(x)dx = aﬂf f(x)dx.

1 MlLJM

"Se f(x) e £L-integravel em M c I (M mensuravel) e k € R, entao,

kf(x) e £-integravel em M e kif f(x)dx = .f,j kf(x)dx."
M M

Demonstracao imediata.

"Se f(x) e g(x) sao £L-integraveis em M C I (M mensuravel), entao,

f(x) + g(x) é L-integravel em M e:
£ ttoax x 2] exax - ,ﬁf (E(%) v lx))ix."
M M M

"Se f(x) é £-integravel em M C I e g(x) é definida e limitada em

I (M e mensuravel) tais que f(x) = g(x) p.p.t. em M, entao:

o&f f(x)dx = .,Cf g(x)ax."
M M

"Se f(x) é L-integravel em M € I (M mensuravel) e f(x) > O p.p.t.

em M, entao:

ofJ. fix)dx > 0.
M

. . . 3 3 . e ’
*) Nos enunciados seguintes omitiremos dizer as condigoes: f(x) e de-
finida e limitada em I. Subentenderemos que estas, automaticamente

ocorrem quando f(x) e £L-integravel no intervalo compacto I, Nes-
tes enunciados I sera sempre intervalo compacto.
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"Se f(x) e g(x) sao L-integraveis em M C I (M mensuravel) e

f(x) < g(x) p.p.t. em M, entaoc. of[ f(x)dx < ‘{J g(x)dx."
M M

"Se f(x) e L-integravel em M € I (M mensuravel) e f(x) > O p.p.t.
em M bem como oﬁ( f(x)dx = 0, entao, £f(x) = O p.p.t. em M,"
M

Demonstragao: Baseia-se na nogao de fungao mensuravel.

"Se M < I (M mensuravel), entao,

aﬁf dx = p(M)."
M

Convengoes:

Seja f(x) definida, limitada e £-integravel em I< RP (I inter-
valo compacto)., Assim, existe.gﬁj‘ f(x)dx que, por convencao anterior-
I

mente adotada, indicamos simplesmente por f f(x)dx.
I
Quando p =2, os elementos de I (I ¢ IR?) sdo pares ordenados de nu
meros reais que indicamos por (x,y) e, para p=3, os elementos de I
(I € R3) sao ternas ordenadas que indicaremos por (x,y,z). Nestas con-
digoes, como fizemos com as HR-integrais, convencionaremos escrever:
‘b

a). para p=1: f £f{x)dx = j f(x)dx, onde I = [a,b] ;
I “a

b d

b). para p=2: j fix,y)dlx,y) = Jj f(x,y)dxdy ou jj f(x,y)dxdy,
I a -“c
I

onde I = [a,b] x [Le,d] ;
¢). para p=3: f f(x,y,z)d(x,y,z) = ‘Uf f(x,y,z)dxdydz ou
I

b d (*)
I J f(x,y,z)dxdydz, onde I = [a,bx[c,d]x[e,f].
a C

(*) Analogas notagoes usaremos para a &£ -integral de uma fungao f(xl,

T xp) (1 < p < 3) num conjunto D (D é mensuravel) (D C RrP) .
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c¢) Interpretacao Geoméetrica da Integral de Lebesgue

A interpretacao gometrica da Integral de Lebesgue pode ser feita
de modo analogo ao que foi feito para a Integral de Riemann.Sendo f(x)ZO
£ -integravel em D (D C IC IRP) (D mensuravel e I intervalo compacto),

bem como E = {(xl, »ouy Fpyg) L0 € x g € 00xgui s xp) = £(x) (x =

p+
& (200 xp) €D) (p=1 ou 2) {, verifica-se que EcRP*! & mensura-

vel e que J f(x)dx = p(E), representa a area (o volume) de E no caso

dep=1(p =2).

Sabemos, por outro lado, que se D e um conjunto mensuravel (Dc

C]RB), entao, J dx = p(D) representa o volume do conjunto D.
D
Para interpretar geometricamente a integral de Lebesgue de uma

fungdo f(x) > O definida, limitada e &L-integravel em D (D c I C RP)
(p=1 ou 2) (D mensuravel e I intervalo compacto), podemos raciocinar
da seguinte maneira:

De um lado, aplicando a definigao de conjunto mensurével,demons~
tra-se que se M e N (M, N € R) sao conjuntos mensuraveis, tendo medi -
das unidimensionais p;(M) e u;(N), respectivamente, entao, o conjunto
M xN é mensuravel, tendo medida bi-dimensional p,(MxN) = p1(M).p;(N),
Analogamente, se L, M e NCI¢R sao conjuntos mensuraveis, entao, o con
junto LXMxN & mensuravel tambem e, p3z(L xM xN) =p, (L) gu, (M) on €N) 5

o (LXM) Ju, (N) =, (L) u, (MXN),onde pi (LXMXN) . a medida tri-dimensional

do cong‘unto LxMxN. ,
eja agora f(x) > 0, definida, limitada e z-integravel emD (DC

C IC R) (D mensuravel e I intervalo compacto) ; consideremos tambem
o conjunto E = {(x,y) | 0y < £(x] e x € D}. Se f(x) e definida e
limitada em I, entao, (¥€ € R,,) (T M < ©O,):
So-&<s(Xf, M) = Z (X )y (X) = ST Ex(f)pl(x). (1)
Xem XcD
Mas, sendo X um conjunto (X € M ), entao X ¢ mensuravel e, por-
tanto (¥& € Ryy) (3 Fy) (Fy é fechado em I) (Fy € X) (uy(X) - £ <

< p,(Fy)) (o = card M ). Multiplicando membro a membro a desigualdade
anterior por muj([0,8x])= Ex( EX = Ex(xf) ; quando Ex = 0, considera

-se a medida do intervalo degenerado {0}) e notando que os conjuntos

Xx[0,lx] e Fy x Lo, 4vill = Gy sao mensuraveis, sendo Gy fechado, vem:

Copy (X)) w Sl (G ey S au(x)-}_z‘e <& nlel)s
x"1 o X =f2tax xe:;.axl “xemx XEsz

Sendo £X <L (L=sup X(x).f(x) > 0), temos:
x eI
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sao fe

s(LEG) -EL < = pa(Gy) =g U Gp) = 12(@ ")) pois os Gy

XeENM
chados, de interiores disjuntos cuja reuniao G é tambem fechada (,U{ e
conjunto finito). Portanto, (¥ €€ R,,) (3 G) (G e fechado) (G< E)

(EDUXxEO,Ex]DUzeG): s(Xf;pn) -€L < py(G).  (2)
XeM

Das relagoes (1) e (2) segue:
So =& <s(Xf;n) <EL + py(G), ou seja, (YEER, ) (FG)(G
¢ fechado em I x[0,L]) (GC E) :
so < (L+1) & +po(G) < (L+1)€+p,y(E).

Sendo &(& < R,,) arbitrario, temos s, < us(E), onde
So = °£ffx (x).f(x)dx.
1
De modo totalmente anélogo, podemos- mostrar que:

aﬁfl')(,(x).f(x)dx zﬁz(E), ou seja,

derfSEz(E) < i (B) < ifxf.
I I

Sendo porem X (x).f(x) £-integravel em I, temos: (E) = g,(E).
ﬂz M2

Portanto, E e mensuravel e ainda oﬁj f(x)dx = }xz(E) ¢ igual a area deo
D

conjunto E.

Suponhamos agora que f(x,y) > O em D seja uma fungao definida,li
mitadae dintegravel em I < R2 (I intervalo compacto) (D < I) (D mensu-
ravel). Sendo E = {(x,y,z) | 0<z< fix,y) e (x,y) € D} . Seguindo um
raciocinio analogo ao anterior, demonstra-se a mensurabilidade de E e

chega-se a conclusao que:

.f,J f(x,y)dxdy = pz(E) e & igual ao volume do conjunto E.
D

Finalmente, da Teoria da Integral de Lebesgue segue imediatamen-

te que se D (D € R3) & mensuravel, entao, vale a igualdade:

&fff dxdydz = p5(D), sendo este valor igual ao volume do conjun
D

, . 3
(*) Nas somatorias onde aparece X € M, escrevemos X € D, pois as outras
5 . = . o~ ~ e
parcelas, evidentemente, dao contribuigao nula a somatoria.
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Sendo os conjuntos g -mensuraveis particulares conjuntos mensura

veis e as fungoes R -integraveis tambem o -integraveis, os resultados
precedentes valem automaticamente para fungoes nao negativas, defini-

das, limitadas e R-integraveis em conjuntos limitados & -mensuraveis.
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CAPITULO V

SUPERFICIES NO IR°

Definigcao: "Um conjunto S (8 C1R3 e SZ@) chama-se superficie
continua ou simplesmente superficie, se e somente se existe uma apli-
cagao continua x: D — 1R’ (DcR?) (D & regiao limitada e fechada),tal
que x(D) = S."

Admitindo que uma superficie S seja dada pela funcgao x(u) conti

nua em D, usaremos a notacao S: x(u),D. Diremos entao que x(u) e wuma

~ 1
representa¢ao continua de S.

Exemplos:
1. S x(u) = (ul,uz,k), D ¢ uma figura plana.

2. S: x(u) =(u1+2u +3u,+1l,u,-u,), Deuma figura plana.

g =%y 2 > i

3. S:x(u)=(u senuz,k), D= [0,3] x [0,27] é um circu-

lo.

cosu

1 2%

4, S: x(u) = (ulcosuz,ulsenu 2u1), D = [0,3] x [0,2%] é uma su-

21
perficie conica limitada.
S : x(u) = (@ cosu,, asenuz,ui)[aw],h[O,{] x [0,2m] é uma super

- . [ .
ficie cilindrica.

S : x(u) =(acosu1cosu2,acosu1

x [0,2m], (a>0) é uma superficie esferica.

T
senuz,asenul), D = E-E, ] ax

-

S : x(u) =(u1,u2, \/az-ulz—uzz), D = V(0;a) (a>0) e uma

£ . o .
superficie esferica.

. ¢
S : x(u)==(xl(u1,u2), xz(ul,uz), x3(u1,u2), D e uma superfi-

cie generica.

As aplicagoes correspondentes aos exemplos 1. e 3. sao represen-
tagoes de u' a mesma superficie quando no exemplo l. consideramos D =
= V(0;3). O mesmo ocorre com os exemplos 6. e 7. quando no exemplo
6. tomamos D = fb, g] X [b,znj.
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Considerando uma superficie S : x(u), D, podemos efetuar uma ro-
tacao de coordenadas de um angulo O em torno da origem do sistema do

plano uu obtendo uma outra representacac x’v) correspondentea re-

2!
giao fechada DOL do planu Vi Ya" Para cada rotacao « temos uma outra
representacao de S. Isto significa que se uma superficie possui uma

representacao continua, ela tera uma infinidade delas.

Seja S : x(u), D nma ewperficie continua e suponhamos que x(u)
seja diferenciavelsendo dx(v)=x'iLi(hi continua no ponto ugeD. (x'(u) e
a aplicacao linear de 122 em R3 que a cada vetor h €R2 associa a di-
ferencial dx(u). O ponto P, €S tal que Po(xl(“o)*xz(“o)’xS(“o)) de-
nomina-se ponto singular de S : x(u), D se e so se x'(uy) = 0(x"'(uy) éea
aplicagcao nula); quando x'(u,) #0 dizemos que P, e ponto regular de

S :x(u),D.

Nos exemplos 3., 4. e 6. os pontos de coordenadas (0,0,k), (O,
0,0) e (0,0,%a) sao pontos singulares das respectivas superficies.No-
temos que um ponto P, de S pode ser ponto singular ou nao, conforme a
representacao da superficie. Por exemplo, sejam x(u)::(acosul cos uy,

T n = 2
acosuj senujasenu,) coma>0e D= [E"é'] x [0,27] e y(v) = (V1Y

v/az- vlz— r22),c0m Df=ETO;Eé§) duas representacoes de uma ca-

lota esferica (esfera) S. O ponto P,(0,0,a) sera ponto singular ou pon

()]

to regular de S, conforme tomamos a 12 ou 22 representacao de S.

Sendo

L W W
| ] :l "
(AR

7]
=
ot

3]
ol
(&}

u
2

@
s
(-

o jacobiano da transformagao linear x'(u), o ponto Bﬁ de S sera sin-

gular se e somente se J(uo) tem caracteristica 1.

Definicao: '"Uma superficie S :x(u),D e uma superficie regular de

classe r(reN) se e somente se

(*) Diremos, também, neste caso, que o ponto P_ e ponto singular de S
relativamente a representacao x(u). Quando P_ e ponto sigular. de
S para toda representacao x(u), diremos simplesmente que P, € pon-
to singular de S.
73
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a) existe dx(u) e é continua em D (i = 1R2air):
b) dx(u) #0 em D." (**)

As superficies regulares de classe r 71 chamaremos simplesmente
{ - Ll =, ~
de superficies regulares; estas sao justamente aquelas que nao pos-
suem pontos singulares. Para ilustrar podemos considerar os exemplos
£ -
l., 2. e 5., bem como os outros exemplos correspondentes a dominios

convenientes.

TRANSFORMAGOES REGULARES (DIFEOMORF ISMOS )

Definicao: "Uma aplicagao bijetora y : B ER° = DR (B e D
sao regioes fechadas e limitadas) denomina-se transformacao regular de

B em D (ou difeomorfismo entre B e D) de classe r Z1, se e s0 se

a) y(v) e uma fun(;éc_) de classe r(reN) em B e
b) y'(v) #0 em B."

Aqui também convencionaremos chamar uma transformacgao regular de
classe r 21 simplesmente de transformacgao regular. Notemos qﬁe sendo
y : B —D uma transformagao regular, entao, para todo VveB (y'(v) #0),
a aplicacao y'(V) :]Rz—aﬁnz é um isomorfismo. Alem disso, existe a a-
plicagao y_l :D —B, tal que y-l(u)z v tal que u=y(v) e e tantas
vezes continuamente diferenciavel em D quanto for a classe da trans-

formacao dada.

Sendo ainda [y—l(u)]' Z 0 em D, y_l :D —B também € uma trans-

formacao regular de mesma classe da transformacao dada.

Destas consideragoes segue que (y_l(u})'z (y'(v))_l =

aul

AV
du

v

onde A= det(J(v)) = #Z 0 em B. Usaremos tambeém a nota-

. 9u;,u,) )
cao ST;IT;;T ao inves de A e chamamo-lade determinante da transfor-
macao.

(**) Se S :x(u), D € uma superficie regular de classe r, dizemos que
x(u) e uma representacao regular de S em D.
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Proposiqéo: "Se x(u) é uma representacao regular de classer em
D da superficie S e y:B —D tal que y(v) = u éumatransformaqgo re-
gular de classe r, entao x(y(v)) = X(v) e também uma representacao

regular de classe r em B da superficie S."

A demonstracao desta proposicao € uma conseqliencia direta dos

resultados anteriores.

MODOS DE DAR UMA SUPERFICIE

1) Forma Parametrica ou Vetorial
Dada uma superficie S :x(u),D, a funcao X =x(u) denomina-se

uma equagao ou representacao parametrica de S de parametro u e diz-se

£ . i =3 .
que a superficie e dada na forma parametrica.

Notando que x =x(u) e uma funcao vetorial, tambem se usam, neste
caso, as denominagoes equacao vetorial ou representacao vetorial de S

e diz-se que a superficie S e dada na forma vetorial.

2) Forma Catesiana Explicita .

:f(xl,x2) continua em D CﬁRz (D e regiao fechada.

Uma funcao Xz
Por brevidade consideraremos, salvo expressao em contrario, toda re-
giao fechada citada neste texto de regiao fechada e limitada) da mar-

gem a uma superficie continua.

De fato, considerando a funcao x::x(u)::(ul,uz,f(ul,uz)),conti—
nua em D, onde x) =u;, Xg=uy e x3::f(xl,x2),ela ¢ uma representacao
parametrica de uma superficie S. Sendo Xz = f(xl,xz) uma funcgao de
classe r em D, evidentemente a superficie S : x(u) = (ul,uz,f(ul,uz),D

e de classe r.

Assim, a funcao Xz = f(xl,xz) continua em D denomina-se repre-

sentacao ou equacao cartesiana explicita da superficie S.

Notemos ainda que se x(u) e uma representacao parametrica da

superficie regular S em D, entao um ao menos dos determinantes

Q(xl,xz) a(xz,xs) a(xsgxl)

d(uy,uy) 7 3w u,) * 3(u,u,)
e diferente de zero em D. Suponhamos, por exemplo, que o primeiro des-
tes determinantes seja diferente de zero em u, €D. Pelo Teorema das
Fungoes Universas a funcao (xl,xz) =F(u) (de B ten mz) ¢ um difeomor-
fismo nas vizinhangas de ug,; existe, pois, a fungao u::F_l(xl, xz) =
= (w(xl,xz),“P(xl,xz)) de classe igual a de S em qualquer regiao fe-

chada B(:V(F(uo)), sendo V(F(u_ ) uma vizinhanca conveniente de F(u,).
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Nestas condicoes, a composta x(u)::x(Ful(xl,xz))seré uma repre-

sentacao regular de uma superficie S*(S¥c S) em B, podendo expressa-la
na forma x3:x3(u):x3(F(xl,x2)).—_ f(xl,xz), isto e, na forma carte-
siana explicita.

Usaremos a notagao S :f(xl,xz),D para dar uma superficie S na

. { .
forma cartesiana explicita correspondente a D.

3) Forma Cartesiana Implicita

Seja a aplicacao F :U ~aﬂR(LJc:R3) (U e regiao aberta) e admi-

tamos que a equacao F(x)=0 (x= (xl,x X5 ) €U ) defina implicitamente

uma das variaveis x (i=1,2,3) como fﬁnqao das outras duas e que esta
funcao seja cont1nua numa regiao fechada D (D C R ) Entao, pelo que
vimos no item anterior, esta funcao constitui uma representacao de uma
superficie continua correspondente a D e indicamos pela notagao S:
F(x;,x2,x5) =0,D (D c_Rz). A equacgao F(xj,X9,X3) = 0 chamamos de repre-
sentacao ou equagao cartesiana implicita da superficie. Dizemos tam-
bém, neste caso que a superficie & dada na forma cartesiana 1mp1i01-
ta. Se a aplicacao F: U —R (UcB ) e de classe r, tal que F'(x) ;[
Oem U e F‘(xo)=0 (X5 = (X513 X509 xo3) € U), entao ao menos uma das
derivadas parciais F'l, F' ou F! nao se anula nas vizinhancas de

2

x 3 digamos seja F'Xsf() nas v121nhangas de x,. O teorema das fungoes

0!
implicitas garante a existéncia de uma funcao 3..f(xl,xz) definida
implicitamente pela equacao F(x,,X,,X5) = 0 nas vizinhancas de (xo,
xoz)n Portanto, em qualquer dominio fechado B contido numa vizinhanga
conveniente de (xol,x ) a equacao F(xl,xz,x ) =0 e uma representacao

regular implicita de uma superficie S.

CURVAS NO B3

Rl : 3 ¢
Definicao: "Um conjunto [ (FcR™ e ¥ @) chama-se curva conti-
nua ou simplesmente curva, se e somente se, existe uma aplicagao con-

tinua x : I -—-«Bz (IcR) (I intervalo compacto)tal que x(I)=r."

Supondo que a curva continua [ seja dada pela funcgao x(t) con-

tinua em I, usaremos a notacao ©: x(t),I. Diremos entao que x(t) e

~ L
uma representagao continua de I .

Exemplos:
1. M: x(t) = (2t,t-3,-1),I = [1,4] é um segmento de reta.

2.M: x(t)=(3cost,2sent-1,0),I=[0,2%] e uma elipse.

(x) F'(x) = 0 e aplicacao linear nula.
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3. M: x(t)=(t+3,2t-1,3-t),I = [a,b] € um segmento de reta.

4. ": x(t)=(acostcos3t,asentcos3t,l),I= BLE] e um arco de
3

trevo de 3 folhas.

5 Uz x(t)=(1+2sect tet=2,2);I= [—1—',%] é um arco de hiperbo-

le.
M x(t)=(1+2cht,sht-2,2),I=[a,b] € um arco de hiperbole.
. Pt x(t) = (3 cos 3t,2 sen 5t-1,0),I = [0,3] é um arco deelipse.

M: x(t) = (t, v4-t2,0),I = [-2,2] é uma semi-circunferencia.

M: x(t)=(a /3cost,acost,2asent)(a>0), I-= [0,1‘2- e um
arco de circunferencia.

M x(t) = (t-sent,l-c05‘t,-2),1:=[g,gi é um arco de cicloi-

2
de.
25,3 .
11. s x(t)=(t,t%,t"),I=[a,b] € uma curva.

12. r: x(t)=(2,1,3),I=[a,b] € uma curva.

Como no caso das superficies, as curvas também possuem infinitas
representacoes. Para ver, basta considerar todas as translacgoes do in-
tervalo I da representacao de uma curva :x(t),I, obtendo para cada
translacao um intervalo J e uma funééo y(T) tal que y(%) em J e uma
outra representacao da curva dada. Havendo infinitas translagoes, ha-

vera tambem uma infinidade de representacoes diferentes para a curva
r

A representacao do exemplo 5. correspondente ao intervalo I = [0,
%] e a do exemplo 6. correspondente ao intervalo [0,10g(1+qﬁ§ﬂ saore

lativas a mesma curva .

As representacoes dos exemplos 2. e 7. correspondem a mesma cur-

Consideremos uma curva M:x(t),I e suponhamos que a funcao x(t)
seja derivavel e tenha derivada continua no ponto tOE.I. 0 ponto Po
da curva I tal que Po(xl(to)!xz(to)1x3(to)) (t, €I) chama-se ponto sin
gular de I, se e s0 se x'(ty) =0 (vetor nulo no R%). Também dizemos,
neste caso que P, e um ponto singular de M relativamente a representa
cao x(t). Quando um ponto de M e ponto singular da curva qualquer que
seja sua representacao, dizemos simplesmente que o mesmo e ponto sin-
gular de M. Quando x'(t,) #0, o ponto P,€ T denomina-se ponto regu-
lar de M. 0 ponto (0,W,-2) da curva do exemplo 10. e um ponto singu-
lar de M; o unico ponto (2,1,3) da curva do exemplo 12. e ponto sin-
gular de .
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Definigao: "Uma curva M:x(t),I chama-se curva regular de classe

r(reN), se e somente se

a) existe x(l)(t) e ¢ continua em I (i=1,2,...,r);

b) x'(t)#0 em I."

Se Mx(t),I e uma curva regular de classe r, entao dizemos que

x(t) € uma representacao regular de classe r da curva " em I.

Convencionaremos chamar as curvas regulares de classe r 21 sim-
plesmente de curvas regulares. Assim temos, portanto, que todos 0s
pontos de uma curva regular sao pontos regulares. A curva do exemplo
T X

6’2] e curva regular de classe ar-

bitraria. Todos os outros exemplos constituem curvas regulares corres

10. correspondente ao intervalo I =

pondentes a intervalos convenientes, com excecao do exemplo 12. O e-
xemplo 8. nao representa curva regular; usando porem a mesma represen-
tagao restrita a um intervalo I = [a,b]([a,b] c [-2,2]), obtemos uma no-

va curva regular.

Transformacoes Regulares:

Definicao: "Uma sobrejecao y:J —I(I,J cR) (I e J sao inter-
valos compactos) denomina-se transformacgao regular de J em I de clas-

se r(reN), se e somente se

a) y(€) e de classe r em J;
b) y'(L)#Z0 em J."

Quando uma transformacgao regular e de classe r 21, diremos sim-
plesmente que se trata de uma transformacao ou mudanca de variavel re-

gular.

Vemos pela definigao acima que y'(T) e continua e diferente de
zero em J. Dal, o Teorema das Fungoes Inversas garante que a fungao in
versa Uﬂ:y_l(t) (que certamente existe) e diferenciavel em I. Aléem

disso, sendo y(T) de classe r em J, a funcgao y_l(t) sera tambem de

classe r em I. Ainda o Teorema das Funcoes Inversas garante:

Ly | -1 1
(y (t) = (W(®)) = e
Quando y'(T) > 0, y(%¥) e y_l(t) sao estritamente crescentes emdJ
e I respectivamente; no caso de y'(T) < 0, as duas fungoes acima se -
rao decrescentes em seus respectivos intervalos. Consequentemente, a
aplicacao y : J —I e uma bijecao.

Proposicao: "Se x(t) e uma representacao regular de classe r da
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curva "em I (reN) e se y:J —1I tal que t=y(%) é uma transformacao
regular de J em I de classe r, entao x(y(v)) e uma outra representacao

regular de classe r da curva Mem J."

Usando os resultados anteriores, facilmente se demonstra a pro-

posicao enunciada.

Certas curvas podem ter representagoes regulares e nao regula-
res. A funcao do exemplo 8. € uma representacao nao regular da curva
™, ao passo que y(T) = (2 sen T,2 cos T,0) em J = [-%,-12-] constitui uma re-

presentacao regular da mesma curva.

MODOS DE DAR UMA CURVA

1) Forma Paramétrica ou Vetorial

Dizemos que uma curva M e dada na forma parametrica ou vetorial

quando e da forma M: x(t),I.

A fungao x =x(t) denomina-se equacao parametrica ou vetorial de

2) Forma Cartesiana Explicita ou Forma Reduzida:

Duas funcgoes Xg = £(x;) e x3::g(x1) continuas no intervalo com-
pacto I(I ¢ R) dao origem a uma curva . De fato, fazendo x(t) = (t,
f(t),g(t)) onde X =t, xo=f(t) e x3=g(t), temos que a funcao x(t) e
continua em I e, portanto, constitui uma representacao continua de uma
curva M. Sendo as funcoes x2::f(x1) e Xz = g(xl) de classe r (r eN) em
I, facilmente vemos que a curva M(t,f(t),g(t)),I sera uma curva regu-
lar de classe r. Assim, as equagoes Xg = £(x;) e x3= g(xl) denominamos

equacoes cartesianas explicitas ou reduzidas de Me indicamos por

X, = f(xl)

Vs I

)
i L

Uma curva I dada nesta forma chamamos de forma cartesiana ex-
plicita ou reduzida de O.
Seja agora [M:x(t),I uma curva regular de classe r.

dx .
Sendo x'(t) #0 em I, entao ao menos uma das derivadas Tﬁ}ﬁkl,z,
3) e diferente de zero em cada ponto de I. Suponhamos, por exemplo que

dxj

; ! €.
¢ Sela diferente de zero em to I

Pelo Teorema das Funcoes Inversas,nas vizinhancas de t, a funcao
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xlz‘P(t) possui a funcao inversa t::?_l(xl) que e de classe r em todo
intervalo fechado J c V(Y(t )), onde V(¥(t,)) e uma vizinhanca con-
veniente de ¥P(t, ). Conseqlientemente, as funcgoes x2=x2('~9_1(x1))=f(x1)
e X = xs(qu(xl)):zg(xl) sao de classe r em J e assim dao origem as
equacoes reduzidas de uma curva regular M* de classe r("*C T ) em J

que, portanto, pode ser representado na forma cartesiana explicita:

x, = £(xy)
2 AT
Xg = g(xl)

3) Forma Cartesiana Implicita:

Consideremos duas funcgoes continuas F:U—-R e G:U—R (U e
regiao aberta) (U c Rs). Dai podemos construir a funcao H :U IRZ,tal
que H(x) = (F(x),G(x)) (x € U), que certamente ¢ ainda uma fungao con-

tinua.

Admitamos que a equacao H(x) =0 (vetor nulo noiRz) defina impli
citamente duas das variaveis xi(i=1,2,3) como funcao da terceira, por

exemplo (x,,Xx3) em fungao de x, e ainda, que esta funcao seja conti-

1
nua num intervalo fechado Il(I1 CR). Seja (xz,x3)==K(x1) :(f(xl),
g(xl)) esta funcao que por ser continua em I, fornece as duas funcoes
reais X, = f(xl) e X = g(xl) continuas em I, que como nos vimos no item
anterior e uma representacao reduzida de uma curva T em I. Como as
funcoes desta representacao de I" sao determinadas pela equacao (F(x),
G(x)) =0, ™ podera ser indicada pela notacgao

F(xl,x2,x3): 0 ¥

G(xl,xz,xs)z 0 E

Uma curva U dada nesta forma denomina-se forma cartesiana im-
plicita da mesma, sendo que as equagoes F(x),%,,%X5) =0 e G(x;,x,,X;)=

. iy . . £ .
=0 denominam-se equacoes cartesianas implicitas de T.

Quando a aplicacao H:U 41{2 (v c‘_R3) e de classe r (r € N)tal

que H(xo) =0 e H'(xo);lo (aplicagao linear de R3 em R2) (xO: (x01 .

b'¢ ) €U), entao o Teorema das Fungoes Implicitas garante que a e-

02'%03
quacao H(x) =0 define implicitamente uma funcao de duas das variaveis
xi(i=1,2,3) em funcao da terceira, de classe r nas vizinhancas do ponto
in de indice correspondente a terceira variavel. Por exemplo, se esta
funcao e da forma (x5,x3) =K(x;) = (£(x;),g(x;)), entao ela sera de

classe r nas vizinhangas de X, ,. Assim, em qualquer intervalo compac-
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to I1 contido numa vizinhanca conveniente de X0 ficam determinadas

duas funcoes Xo = f(xl) e Xxg= g(xl) de classe r e portanto a curva

F(x s X X ):0
O ) s RAin N

G(xl,xz,x3)= 0 4

sera tambem de classe r.

Quando uma curva M e dada por suas equagoes cartesianas implici-
tas F(x) =0 e G(x) =0 correspondentes a um intervalo I;(i=1,20u3),ge0
metricamente podemos interpreta-la como um subconjunto de Slf\sz, on-
de S

1€ S, sao as superficies tendo por representacoes as equacgoes

F(x) =0 e G(x) =0 correspondentes a um dominio fechado D CﬁRz, respec

tivamente.
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CAPITULO VI

COMPRIMENTO DE UMA CURVA

Seja : x(t) I uma curva continua, onde I = [a,b] : (V&€ 1)
(38,e Rp) suly= Z Il x(t;) -x(t; )l . (a={t;eI (1=0,1,2,..04n)
(a—_-to < t.1 £t <t ( aistarud tn=l;i}). Consideremos o conjunto &1
= { Lo€R | A€:£&|.

Definicao: "Uma curva continua N:x(t) em I e retificavel em

se e s0 se o conjunto linear £’I e limitado."

L1 &, - - & .
Nem toda curva continua e retificavel. De fato, consideremos

exemplo:

t sen — , se t£0

t
e xs(t)zl)

M:x(t), I=1[0,2] tal que xl(t)=‘t z xz(t)z
O,set=0

: - p -
Evidentemente ', e uma curva continua em I. Mostremos que M nao

2. . . * . 1
e retificavel. De fato, seja ﬂne .lDI .A { 0‘2n+l"'°’5 3,2} dai

n n ¥
FAY . o 3 1 o balo
= o lx(t)-x(¢; DIl 2 - 577 211500 Mes @

4,
s

serie Z E-%-—l- sendo divergente, ve-se facilmente que o conjunto I.Ié
n=y

limitado. Assim, [ nao e curva retificavel.

Consideremos agora uma curva [M: x(t), I (uma curva retificavel).
Se o conjunto £ limitado, entao existe e € unico o numero real

Ly = sup £’I° Nao havendo ambiguidade quanto ao intervalo tomado escre-

veremos L ao inves de LI' Notemos ainda que ‘sendo- o numero O um li-

I’ temos LI Z 0.

Proposicao: '"Toda curva regular e retificavel."’

mite inferior de §

Demonstracao:

Seja M:x(t), I uma curva regular de classe r. Entéo (Vae J..'JI):
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3 2
(k) ==(t;20) |l = = Z (x () = x(t; 1))

i=1 1 1 a-‘

Mas, se x=x(t) é derivavel em I, entao X =xj(t) (j=1,2,3) sao
derivaveis e, portanto, continuas em I. Assim as tres funcoes acima
sao derivaveis e continuas em [ti—l’ti] (i L TS 1) T Portanto,
(3% €] ti 10ty [ ) (3=1,2,3 e i=1,2; cssyn) :xj(ti)—xj(ti_l)z(ti—
tl_l). xj(eji . Notando que as fungoes lx'j(t)l(jz 1,2,3) sao conti-

nuas em I, temos para todo A(-:ADI:

] ]
12 € = < o = - =
1 %5° (84 00, S8 ) IS ML Syt 2 B )= M (b —ad,

3
2 ;
onde M= /2 M7 (M.=max | x'(t)])(i=1,2,3)
J_l .] :] l J( | y~9

t€el

Isto significa que M:x(t) em I e retificavel.

Definicao: "Chama-se comprimento de arco ou simplesmente compri-
mento de uma curva retificavel [": x(t),I ao numero real positivo LI =

= sup&%."

Propriedades do Comprimento de Arco:

Convencionemos o seguinte: sendo M: x(t),I uma curva e J C I (J
intervalo compacto), a curva determinada pela restricao de x(t) a J
sera indicada por [:x(t),J. Para a curva [ valem as seguintes pro-

priedades:

1. (¥J € 1) (J e intervalo compacto)(LJ < LI)

(¥ a,80€0) (644" =, <)

S (¥Ii C:I)(i:l,z)(Ii e intervalo compacto)(I = IlLJI2 e Ilﬂ12=

= {c}) :LI=L11+L12 L sel,=[a,t].
It1 'L
4. Sendo s: I=[a,b] —R_tal que s (t)=9 (t>a)

entao,, s(t) 1 em I=[a,b]. 0, se t=a

[ B
Demonstracoes

Lua(¥ s € W34, €07) (85 CAL =gl gLy =>Ly < L)

2. Se 8=A', entao &y= la'; se A'=AU {C}, entao 3 i € N,)
(ti-1, <ec <ty =l,= 4
= 11&?(?11) —x(t P I+ xCe) - x(t5_9) I¢ g I x(ts[) -x(t, )|+

+ | Ix(ti) -c|l +1|l ¢ -x(ti—l) || = &a, =>84££A.)

Por inducao finita sobre ; demonstra-se: se A' =AU {cl,...,cm},
entao €y < Cp -
83
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; j= Ao AuAC € =
3. ¥ alj € oIi)(l 1,2) (34, il 4) (f'ﬁldﬁg
:?..eI & LI => LIl +L12._<,_ LI (*). Por outro lado, (¥ A€JDI)

(34a_=4v{c)) (BAIL)( AL =10 AI)(i:1,2)

I
(2 £ _?.a +EA _ < (**)
A€y Ly s L

(*) e (**) segue que L_=L. +L.
T

(¥t.,t. €1I) (a <ty <ty =1

il
12%g ty to to
= s(t;) g s(tz) e (VteI) (t >a =>0=s(a) £ s(t).

== L < L
t1

Portanto, s(t)! em I.

Corolario: "M: x(t) e retificavel => 1lim L=

AeQ.r

Demonstracao:

Sendo BQ limitada e isotonica no conjunto 491 orientado por }

entao (3 1lim \0, ) e este e igual a sup f_d. Conseqllentemente
A€ 07

Teorema:t”Se P:x(t),I= Ea,b] e regular de classe r (r € N),en-
s{t) = JHx'(A) || dX em I".

a

Demonstracao:

Se t=a, entao s(a)=0= JHx (A) ||ax .

Se t > a, entao (3 It= [a,t__]).
n
| H = . - A.' °
UfAIt JOIt) Edlt n gl || x(J\_l) x(l_l) [l Usando o Teorema do
valor medio para as funcoes xj(l) (j=1,2,3) em cada um dos intervalos
[li—l‘li-'l (i:l,z,...,n), vem:

(ag‘]e]llaA[)(EAI"Z Z

(h; = A, =X, >0)

Consideremos agora a funcao || x'(A)|| = [ xI‘ 2(9&) - x2"2(1) +

2().)] 'que por ser continua em I, = [a,t] e R-integravel em L.
Vamos introduzir agora um conjunto JZ)I de divisoes generaliza-
das de It" definido da seguinte maneira: &I c bl "> AI
: ; t t
v { £,5€] 2500 N0 [ j=1,2,3 e i=1,2,...,n}, onde A_Ite pI

(‘P As divisoes A ;. chamaremos de divisoes correspondentes.
t t
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Seja % uma relacao de ordem sobre &91 assim definida:

. t
(v &, , A‘t € «DI ) (&*I>‘ &I 4=>&*I>-A ). Vemos facil -
1

t
mente que o conjunto 4O

I¢
s{a. 1) ens( AI ;|| ) as somas inferior e superior de || x'(t)]|| re-

I
e um conjunto orienta&o por . Sendo

I

{akivas & diviego £ Car coniile Q(élt;nh =, [xliz(ﬁli)ﬂfiﬁzi)*

It

.3 i t It
] —
+ X3 (§3iﬂ (By =%y 40>

Para toda divisao A temos S(AIt,H )i ffg(AIt;H ) £
< S(AI : 1|). Das hipoteses estabelecidas, bem como da Teoria
dos Limites de Moore-Smith segue imediatamente que existe o limite

t
lim GE(AI : ||) e este ¢ igual a integral J [lx'(X) || ax
&Ite 191‘_: }-‘ t a

Notando ainda que este limite independe daspontosgji, bem como

(¥ by

£ oIt) EAIt = G(a It;H ) e ainda ArltiGmwu? Ra, s(t),

deduzimos finalmente que 1lim, 6%([51 s 11)= s(t), ou seja,
b br.€ Oy, > t

s(t) = Jilx'(?«) lldx (t €1=[a;b]).

a

t

Corolario I: "Se M:x(t), I e uma curva regular de classe r,en-

b
tdo Ly=s(b)= (|l x'(¢) |l at."
a

Corolario II: "Se T:x(t), I e uma curva regular de classer, en

tao

S_||x'(t)|| >0 e s=s(t)!(estri-

a) S(t) e derivavel em I, 3t

tamente em I).
b) s(t) e de classe r em I;

c) existe a funcao inversa: t = s_l(s) e ¢ de classe r em s(I)."

Corolario III: "Se M:x(t), I e uma curva regular de classe r,

entao y(s) = x( s_l(s)) é uma representacao regular de classe r em

s(I)."(*)

Teorema: '"Se M:x(t) , I € uma curva regular de classe r e sendo

P e Q pontos de I tais que P(xl(t),x2(t),x3(t)) e Q(xl(t+A't)9 x2(t+
+At),x3(t+z‘.‘.t)) (t,t+ &t € I)( 6t #0), entao existe o limite

lim L]

1 e e igual a 1."
PQ -0 PQ

A demonstracao deste teorema podemos fazer facilmente,utilizan-

do os resultados anteriores.

(*) A representacao y(s) correspondente ao intervalo s(I) denominare-

mos de representacao natural da curva 0.
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Teorema: "Se M: x(t), I é uma curva regular e t =Y(T) ¢ uma

transformacao regular de variavel de J em I entao L = { Ix'(t) || at =
I

f I x' (@ (D)l aT."

Demonstracao:

Seja I = [a,b] e J = [&,B]. Sabemos que # 0 em J. Portanto

b
>0, entdo L a {lIx'(t)ll at = {1 %§|| ¢ (D) aT =
o
(3 (-8

J||x BV [ @ me %

dx di )0 (g)at=

~ = ' .
<0, entao L =[x (t)l[dt- J lIdL it

a

s
fux @I EE |8 gp L ) k@@l at- Inxwm)n ax
e A

V:mos assim que o comprimento de uma curva regular é um inva-

riante para qualquer mudanga regular de variaveis.
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CAPiTULO VII

a) 0 PARADOXO DE SCHWARZ

Pelo que vimos no capitulo V ha muitas analogias entre as defi-
nigcoes dadas para Cur#as e superficies, as quais persistiam ainda ao
analisarmos as diversas formas em que podem ser apresentadas, princi-
palmente quando consideramos curvas e superficies regulares. Tendo vis
to a definicao de comprimento de uma curva retificével, a primeira i-
deia que nos aparece para definir a area de uma superficie S e a se-
guinte: Consideremos uma superficie poliedrica (poliedral) inscrita em
S. Como toda poliedral se decompoe em poligonos e estes por sua vez em
triéngulos pelo que vimos no Capitulo I, podemos determinar a medida
de cada um destes triangulos e chamar de medida da poliedral como sen-
do a soma das medidas de cada um dos triangulos em que a mesma se de-
compoe. Levando em consideragao a definigao de area de conjuntos {~men
suraveis dada no Capitulo IV, a medida da poliedral numa certa unida-
de escolhida arbitrariamente sera a area da mesma. Poderiamos, entao,
chamar de area da superficie S o extremo superior do conjunto das a-
reas de todas as poliedrais inscritas em S, caso este extremo fosse fi
nito. Entretanto, se aceitassemos esta definicao de area de uma super-
ficie, isso nos levara a valores de areas de certas superficies que
seriam diferentes das que resultam da definigao de area vista na Geo-
metria Elementar para tais superficies. Para outras superficies, mes-
mo no caso de superficies limitadas, a area poderia nao existir (o su-
premo do conjunto das areas das poliedrais inscritas em S podera ser
+®). Tal situacao pode ocorrer em casos das mais simples, inclusive
com superficies regulares. Para ilustrar o que dissemos, vejamos o ce-

lebre Exemplo de Schwarz:

Consideremos a superficie cilindrica S : x(u) = (cos up senu,, uzk

D=[0,2T£]x[0,1].DaGeOmetria Elementar sabemos que a area de S e igual a

2W unidades de area.
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Para cada numero n(n € W)(n >1) podemos determinar uma divisao
do intervalo [0,1] em intervalos parciais de amplitudes iguais corres

pondente a rede d::{O,l g,...,gii,l}e Para cada valor u ::ﬁ(i:O,l,ao

n’n 2

.2.,n) 0o plano de equacao Xz = U, intercepta S segundo uma circunferég

cia de raio 1.

Os valores de i =0 e i=n correspondem as circunferencias das
bases inferior e superior do cilindro, respectivamente. Chamaremos de
circunferencias consecutivas as que se situam em planos de equacoes

X com valores de i consecutivos.

3" n
Temos entao n +1 circunferencias de raios medindo uma unidade de
comprimento. Dividamos cada uma dessas circunferéncias em m (meIN)(m >
2) arcos iguais de tal modo que toda vertical tracada por um ponto de
divisao de uma das circunferencias intercepte a circunferéncia conse-
cutiva (i=0,1,...,n-1) no ponto medio de um de seus arcos parciais.U-
nindo agora cada ponto de divisao com os dois pontos mais proximos da
mesma circunferencia e ainda com os dois mais préximos sobre a circun-
ferencia consecutiva, obtemos uma poliedral de 2 mn faces triangula -
res iguais inscrita em S. A area de cada face sera igual a bl » onde

i — j 2
b= 2sen—%— e h:/ﬁ-ﬁ%+ (1 -cos '—1:1)2. Designemos a area total da polie-

dral por A(m,n), pois a mesma e funcao de m e n. Assim, A(m,n) = 2mn
2 i el
= 2msen — \//]_+4nsen 5o

Fixando os valoresde mounou entao impondo alguma relagao que li

gue as variaveis entre si, a sequencia dupla A(m,n) se transforma nu-
~ . g ; ~ el :

ma sucessao simples e representa a sucessao de uma familia de polie-

drals inscritas em S cujas faces variam de tal modo que suaééreasteﬂ

dem a zero quando m ou n tendem a +om . Vejamos o que ocorre coma fun-

cao A(m,n) quando as variaveis (ou pelo menos uma delas) tendem a +m.

Consideremos os seguintes casos particulares:

2 : ) 2 3 v
Para n=m"~ temos: lim A(m,n) = lim A(m,m”~) = 2% 1-+1r ; para
Nz CEEELE

m=n, A(myn) — 2% ; para n= 3, A(m,n) — +mo; para m fixo A(m,n)— +w

e para n fixo, A(m,n) — 2.

. ~ . - i
» Considerando m ou n nao necessariamente naturais, para n=-35 -
u

(%) -4, onde a e um numero real (a > 2%), temos que A(m,n) — a.

Analisando os resultados precedentes, vemos de um lado que a a-
rea de uma superficie nao pode ser definida como o supremo do conjunto
das areas de todas as poliedrais nela inscritas (analogamente a defi-
nicao do comprimento de uma curva retificével), pois isto nos levara
a resultados que estariam em conflito com os que conhecemos da Geome-

tria Elementar. Notemos que isto pode ocorrer mesmo com superficies re

e £ . A £ . .
gulares como e o caso da superficie cilindrica vista no exemplo de
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Schwarz.Por outro lado, vimos tambem que a condicao de que os diame-
tros das faces de uma familia de poliedrais inscritas na superficie
tendam todos a zero nao e suficiente para que a sucessao das areas
correspondente forme um conjunto limitado. Este fato pudemos apreciar
no exemplo de Schwarz quando fizemos n::ms, tendo dai resultado:A(m,n)

—= 4+ M.

Notemos que no caso das curvas retificaveis, a toda sequencia de
poligonais tais que os diametros de seus lados tendam a zero, corres-

ponde uma sucessao de comprimentos formando um conjunto limitado.

Estas consideragaes nos mostram que o comportamento das super-
ficies no que se refere a definicao de sua area e diferente que o das

curvas, no que tange a definicao do seu comprimento.

Com o intuito de restabelecer as analogias entre curvas e su-
perficies tambem no que toca as definigaes de seus comprimentos e a-
reas, respectivamente, procuraremos dar uma definicao de érmaparasu—
perficies regulares e depois apresentar uma definicao semelhante para

curvas regulares. Vejamos entao o caso da

b) AREA DE UMA SUPERFICIE REGULAR

Seja S : x(u),D c.Rz uma superficie regular de classe r (r &€ IN)
sendo x(u) e x(u +4u) dois pontos de S, temos evidentemente que

x(u +au) =x(u) = dx(u)+'f , onde ?'é um vetor no IR3 tal que

lim Y =0

lag—o llaufl

A pE o)
Isto significa que Ax(u) = x(u +4Au) - x(u) :--&-)-:E A 4= AU
o aul 1 au2 2
+Y, onde u-= (u1’u2)'

Facilmente se mostra que a distancia do ponto x(u +4u) ao plano
tangente a S em x(u) e d=| aAx(u) x T(u)|, onde
9 X

_f(u) = ax

oX
e o vetor normal a S em x(u).
Ax(u) x f(u) L Aul i 3Ix x?(u)-
llaull ~ au
2

Mas 1l1lim

. X —-
= lim — X f(u
Au flaull—=o0 [|aull ﬂaum*g.[aul (u)
2

i = ! > £,
Taal * Taam * 2] = (Lim  me ) = ) = 0

Isto significa que a distancia de um ponto x(u +4u) ao plano

ko £ . o . . . ' . .
tangente a superficie S no ponto x(u) e um infinitesimo de ordemmaior
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que ||au|| para |[au|| —O0.
Baseando-nos neste resultado fazemos a seguinte suposicao:

Toda parte da superficie suficientemente pequena praticamente
coincide com sua projecao ortogonal sobre o plano tangente a S num
ponto pertencente a parte de S considerado. Este fato nos autoriza a
definir a area de uma'regiao infinitamente pequena"dasuperficiecomo
sendo a da sua projecao sobre o plano tangente a.S correspondente a
um ponto desta regiao, admitindo naturalmente, que tal projecao te-

nha uma area.

(%)
Consideremos agora S : x(u),D c:,lR2 de classe r tal que p(3D)=0

Sendo 9D um compacto, ela tera conteudo nulo e portanto D se-

ra 7P - mensuravel. Seja I CLR2 um intervalo compacto tal que D C I.

Sendo A uma divisao de I (AtZﬂ})g entao F, tem m.n. interva-

los I, compactos (i,j=1;600,m,n).
J

Consideremos os pontos qij = ) e os intervalos Ii

() g3 entpg g0 e o j

(liq)ie Nm X Nn) (Iij c D). O paralelogramo construido sobre os ve-
A i k.o

tores xul(nij? u,. e xuz(qij) Auzj aplicados ao ponto x(q%J?()qual

certamente esta contido no plano tangente a S em x(qij), tera area i-

gual a ||x ) A X ifl) || Au jOu .= BAL L.

2] 1]
Notando que as quantidades llxul(ﬂij) H.Auli e llxuz(qij) HAuz.

uy iyt S gl 1

J
representam os comprimentos das curvas u, = U, . = cte, ¢ u, =u =

2j-1 1i-1

te : ;
=c nos intervalos [uli-l’ uli] e [“2j—1' uzJ] respectivamente, ad-

mitiremos que com um erro desprezivel, a area da projecao de S corres-
pondente ao intervalo parcial Iij-(Iij € %) (Iij <. D) sobre o plano
tangente a S em x(qij) seja igual a 'AAij° Sendo A a divisao gene-

ralizada de I correspondente a A damos a seguinte

Definiggo: "Seja S : x(u), D uma superficie regular de classe r
tal que u(dD) =0; sendo & uma divisao de I (&€ bDI) e ‘?ij o ponto de
menores coordenadas dointervalo compacto Iij (Iij eFe)ii(1,5) e N X
X Nn)_(m,n € N), denomina-se area da superficie regular S ao limite

lim >_ x M..) Ax (q..)]|| Au,. Du,., se este
SeR»Iycd I uy 713 us qlJ I 1i 23’

existir."

(*) Existem regioes fechadas D limitadas por curvas fechadas simples
(nao retificaveis) de &£-medidas bidimensional nao nulas (Curvas

3 0
de Osgood), isto e p(3D) > 0. Neste caso tem-se n(D) > u(D) .
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-

Notemos que A que aparece na definicao dada e a divisao gene-
ralizada de I correspondente aos pontos ‘qij (qij I )((1 3)& |N X
xIN ).

n

Sendo x(u) de classe r em D (D e F-mensuravel), temos evidente-
mente que a fungao qul(u) ~X (u)|| = £(u) e R-integravel em D e sen-
do g(u) a funcao auxiliar para f(u) relativamente a um intervalo com-
pacto I (D c:IC'Rz) (g(u) = f(u) em D e nula em I-D), podemos escre-

ver

f(u) du=1li (€0 10X, d Sl =Ty
f[ 2T Ael'alm.» ggf gl:l J o €1J 1)

Mas como o limite acima independe dos pontos gi : € Ii" podemos

por gij:‘?ij" Alem disso: Eog(vgij) ¥ (X) :Eg(qij) Y (X) =ILZ-£§13 -
Portanto, ]
* : r . : i =
(VeeR, ) (3 a*ed )(¥aeh) : bF A ﬁlxtggf(lzij) y (X) rs(f(u)du1 <
GLEN(L)

Por outro lado, sendo J(D) um conjunto de conteudo nulo,temos:
(¥eeR )(3 2a**ew)(@3FcTans) 2 UXD 0D e Z ¥(X)<E. (2)
Seja A,= Res(a*,A**). Temos entao:

(veer )(3 Aoebl)(vae ):‘.'JI) :A}A°(1M> | Zog - Ef(u)du\

L,}c.b D
<|S an - eln ) v | [yZ gln; ) ¥ (¥) - [ 2(wau |<

Igep 13 ves, €3 D
<Eli > e (0 §) ¥ | < 2 lgt; I YY) +e<L S ¥Y) +€<(L+1)E,
YcXed chra'} d YeXe™>

onde L.—.s.upI glu) = méxbf(u) (L>0).

Portanto, lim =>_ A,. = Jf(u) du e temos finalmente que a a-
Aed > Igeo 1]
rea A de S existe e pode ser dada pela formula

A= H || xul(u) A X (u) || duldu2
D 1
Chamando || x l|2 =E, x xx_ =Fe ||x ]|“=G, obtemos a a-
u; uy u, us
rea de S com a notacao de Gauss:

/ 2
= g EG - F dul du2

Notando ainda que as componentes do vetor xul(u) A xuz(u) sao 0s
determinantes
a(xz,xs) a(x3,x1) Q(xl.,x‘g)
I e I (W) = (e J o (u) =
a(ul,uz) E"(ul,uz) a(ul,uz)
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a formula da area de S pode ser escrita na forma

J 3(x1,x ) a(xs,xl) 2 a(xz,xs) =
a( ) = ; + —_—_— dul.du2
u, .U, u;au, a(ul,uz)

a qual apresenta uma grande analogia com a formula do comprimento de

arco de uma curva regular f‘:x(t),[&,b] =1, que como vimos e
s e (L () a
at at |t lat
I

Sendo agora S :x(u), I (chnz) (I e intervalo compacto) uma su-

perficie regular de classe r e D um conjunto (Dc1) (D e X-mensura -

vel) temos:

[e(w) au =[x (w).£(u) au.
b I

Generalizando a definicao de area de uma superficie regular,di-

Zemos que a area da porcao de S correspondente ao conjunto D (D e K-

= i[\/EG-F2 dul.du2

Mostremos agora que a area de S e invariante para toda trans-

mensuravel) e

formacao regular de variavel y :B cJRz — D c,Rz. De fato, sendo S:

x(y(v)), B uma outra representagao regular da superficie, temos:

= lhx Ax. |l dv, dv, = |l Il x, (u) A x
.g Vi Yol L _g vy vo(u) || [J(u) | du,du,

v
(u) A X, (UJ —(-l-;:x (u) +a—;x}1"~))f\

S 3y
/\( L . (w) +—2x, (u)) .
) Y 3u2 2

1 VZ

é} v, - v, 9V
=( Sy 2)x (W) Ax, (W) = J(w) (x, A x,)
du vl 2 %

a >
1 %Yy au2 aul |
Dai concluimos finalmente que A= KEH X, A Xy || du

D) 1 2 1
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CAPITULO VIII

a) UMA OUTRA DEFINICAO DE COMPRIMENTO DE CURVA

Seja M :x(t), I=[a,b] uma curva regular e t(t) o vetor tan-
gente a ™ no ponto x(t). Facilmente se deduz que a distancia de um
ponto x(t +4t) a reta tangente a M em x(t) é dada por d= || (x(t+at)-

x(t))han . Dai vem que %im Ll I| 1im x(t+at) - x(t) At =

+ g t—o At Aft—=o at
- [ x*(t) A t|| = 0, ou seja, d e um infinitesimo de ordem maior que

a de &t para A4t —O0. Este resultado nos leva a supor que umarco par
cial de T de extremidades suficientemente préximos e sua projecao so-
bre a reta tangente a " num ponto deste arco parcial, a menos de in-

. . 2 . { . . . .
finitesimos despreziveis, coincidem. Por outro lado, uma propriedade

das curvas retificaveis nos diz que o comprimento de arco de I entre"

dois pontos suficientemente proximos da mesma e a medida da corda cor-

respondente, sao infinitesimos equivalentes.

Baseando nos nestes fatos, formularemos uma definicao de compri-
mento de curva para curvas regulares de um modo semelhante a area de

£ - . .
superficies regulares vista no capitulo anterior.

§
compacto I emn intervalos par-

Seja A uma divisao do intervalo
ciais I, (n >1) (Ii.e 3p) (i e Nn) bem como 51 um ponto arbitraria-
mente tomado em Ii' Tomando A suficientemente fina, definimos compri-
mento do arco parcial x{Ii) de M como sendo a medida da projegao da
corda correspondente sobre a tangente a ™ no ponto ;(gi) de M., Esta
medida sera igual ao numero positivo l(x(ti)-—x(ti_l)bff(gi)i, onde
'?(gi) = —ixi(E]) é o vetor tangente a ™ no ponto x(gi). Dai vem:

Hx' (g Il
| Gxe(t) = x(e, ) xE(8, =[x (,) xE(5,) |At, =
|x'(n,) xx'(8.)]

Il x(8,) |

At

. ° :
e um ponto conveniente de Ii‘ Como porem o ponto %i pode
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escolhido arbitrariamente, fazendo V-= gi’ a expressao anterior pode
ser 51mp11f1cada e obtemos || x! (?1)llﬂt , onde i € um ponto conveni-
ente de I . Sendo agora A a divisao generalizada de I correspondentea
4 bem como GA(HH A) = E:H x! (% )1|&t e ainda notando que a a funcao
|| x*(t)|| € continua em I, da Teoria dos limites de Moore-Smith ctemos
que existe o limite lim G@(i”lié) e e igual a integral LH x'(t)]| at.
Como, porem, este llmlte independe dos pontos g tomados em cada

intervalo I, (i €Nn)., temos tambeém 11m %HX'('? )Hdt Sle'(t)Hdtu
T
Definigao: "Seja IM:x(t) ,I uma curva regular de classe r e A

uma divisao generalizada de I correspondente aos pontos gi(gie Ii)

(Ii € Fp)(ie wn), chama-se comprimento da curva [ ao limite

zux(mn At

461.91

e indica-se por L."

Notemos que a definigao supra de comprimento de arco e menos ge-
ral que a dada para as curvas retificaveis, 'pois enquanto esta se a-
plica apenas para as curvas regulares, a outra vale para qualquer cur

va retificavel.

Na definicao precedente admitimos a continuidade de x'(t) em I,
o que geometricamente pressupoe a existencia das tangentes a curva em

todos os seus pontos.

Mediante esta definicao podemos considerar restabelecida a ana-
logia entre curvas e superficies quanto as definicoes de comprimento

r € - .
e de area de curvas e superficies regulares, respectivamente.

b) COMPRIMENTO DE CURVA COMO UMA MEDIDA

Seja Mx(t),I uma curva regular de classe r (I c R) (I interva

lo compacto).

Sendo C (C € I) um conjunto X{-mensuravel, definimos comprimento

do conjunto x(C) atraves da & -integral J [[x'(t)|| dt e indicamos por
C

Consideremos agora o conjunto Gﬂ: {}’Cf" i xﬂl('X) =CecCé L-

-mensurével} 9] {¢}. Valem entao as seguintes propriedades:

(a) (¥(¥,)) (vem)(V, eB): U Y, € %n
(b) (VVy,¥,e BI(Y, 0 [¥.€%0).
"

Isto significa que o conjunto Gpé uma ¢ -algebra sobre M.

Definimos agora a aplicacao V: 5P-aZR+ tal que para todo ¥ de
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G temos V(y) = [llx'(t) || at, onde c=x"1(y).
(&
Dai deduzimos, utilizando propriedades das {-integrais, gue va-

lem as seguintes propriedades:

(1) v(0) =
(2) (¥yes) (V(¥) =20)
(3) (¥(Yy)) (¥h€Br) (m#n)(m,n € IN)

oY A0 Yy ? 0 (f).

Vemos assim que a aplicacaoVe uma medida sobre B

c) AREA DE SUPERFICIE COMO UMA MEDIDA

Consideremos agora a superficie regular S : x(u),I de classe r
(r € N) (I é intervalo compacto) (I Cﬁﬂz). Sendo D um subconjunto de
I &-mensuravel, no Capitulo VII definimos area da porgao de S corres

pondente a D, isto e, do conjunto x(D) atraves da £-integral

,DU [| xul(u) A xuz(u}ll du, du,,

a qual indicaremos por A

Também neste caso podemos mostrar que o conjunto G {T c S|
(T),_ eD e L—mensuravel} U { 0 } € uma r—algebra sobre S,
bem como a apllcaqao n: Z —R_ tal que (VTGE) p(T) _ITilx A X |l
) ot |

du,du,, onde D=x" (T) e uma medlda sobre Zso

Estas consideracoes nos evidenciam mais um ponto de analogia e-
xistente entre curvas e superficies. Vemos tambem que ha uma grande se
melhanca entre a medida de Lebesque definida e desenvolvida no Capi-

tulo IV e as medidas Ve p introduzidas nos itens b) e c) deste capi-
tulo.
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