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INTRODUÇÃO

A pesquisa da qual se originou este trabalho inspirou­se, de um

lado, nas aulas de Análise Matemática e de Geometria Diferencialque mi
nistramos nas Universidades Católicas de São Paulo e de Campinas, bem
como mais tarde na Faculdade de Filosofia, Ciências e Letras de São Jo
sé do :Rio Preto e por outro lado em cursos e seminários de que partici
pamos na Universidade de São Paulo. Apesar disso, consultas metoódicas
de obras versando sobre o assunto tiveram lugar a partir de janeiro des
te ano, sendo que a primeira redação nos iniciamos aos meados de julho.

Diversas ideias nos nortearam para afinal publicar este trabalho:

­ À introdução do conceito de medida de segmento a partir de re
sultados conhecidos da Geometria para depois, através de um processo
construtivo chegar a conceitos mais complexos e sutis como os da medi­

da de Jordan e de Lebesgue no KRP (1 <p<3);
­ A apresentação do conceito de limite segundo Moore­Smith que

generaliza a definição clássica de limite e sua aplicação na formaliza
ção e simplificação de definições e de demonstrações principalmente no

estudo das integrais de Riemann e de Lebesque bem como no estudodo com
s

A f .primento de curva e da area de superficie;

­ A interpretação geométrica das integrais de Riemann e de Lebes
que no RP (1 <p<3) fundamentada nas Teorias de Medida de Jordan e de
Lebesque;

. sf .­ O estudo comparativo entre curvas e superficies, mostrando ana
logias e algumas discrepancias entre as mesmas e procurando, mediante

definições convenientes, restabelecer as analogias nos pontos em que
subsistem discrepancias;

­ A formulação dedefinições convenientes de funções de conjuntos
que satisfazem à definição geral de medida e que em particular recaem

: pá
i

£ ºno comprimento de curvas e area de superfícies.

Nestas condições, no Capítulo I, damos a noção de conjunto orien
tado por uma relação de ordem parcial e definimos limite segundo Moore
­Smith de uma função cujo domínio é orientado. No Capítulo II damos a
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noção de comprimento de um segmento e deduzimos a medida de um interva
lo no RP (1<p<3). O Capítulo III trata das divisões elementares e
normais de intervalos compactos e da d medida de conjuntos. Damos tam
bém a noção de divisão generalizada de um intervalo compacto, o concei
to da R­integral no RP (1<p<3) e suas propriedades mais importantes
utilizando limites de Moore­Smith além da interpretação geométrica da
R­integral no RP, No Capitulo IV construímos a medida de Lebesgue no
RP (1<p<3), definimos divisões mensuráveis e divisões mensuráveis ge
neralizadas para finalmente introduzir a noção de L­integral no RP e
interpretá­la de um modo formal, geometricamente. Nos Capítulos V e VI
damos a noção geral de curva e superfície; para frizaras analogias e­
xistentes entre ambas, analisamos suas diversas formas. Em seguida, de
finimos comprimento de uma curva retificável e deduzimos consequências
utilizando novamente o limite de Moore­Smith. No Capítulo VII mostra­
mos a impossibilidade de definir área de superfície de um modo inteira
mente análogo ao que foi feito para o comprimento das curvas retifica
veis, apresentando o célebre exemplo de Schwarz que em vista do proble
ma a que se acha ligado, costuma ser denominado de Paradoxo de Schwarz.
Baseados em propriedades de curvas e superfícies regulares, formulamos
uma definição de área para superfícies regulares na forma parameétrica.
Obtida a fórmula da área, apontamos de novo a sua analogia com a formu
la correspondente do comprimento de curva regular. Com o fito de resta
belecer a analogia entre curvas e superfícies no que se refere as defi
niçõoes de comprimento de uma curva e área de uma superfície, no Capitu
lo VIIIT propomos uma nova definição de comprimento de curva . especifi
ca para as curvas regulares. Finalmente, utilizando os resultados con­
seguidos, mostramos neste capítulo que o comprimento de uma curva ea
área de uma superfície constituem valores particulares de medidas defi
nidas sobre (7 ­anéis convenientes. Estes fatos traduzem nao apenas uma
nova analogia entre curvas e superfícies mas também uma grande seme­
lhança com a É medida de um conjunto no RP (1<p<3).

Queremos deixar nestas linhas os nossos agradecimentos ao Dr.Jai
ro Simon da Fonseca,que tão gentilmente aceitou a orientação . deste
trabalho de pesquisa. Ao diretor da F,culdade de Filosofia, Ciencias e
Letras de São José do Rio Preto, Dr. Celso Volpe, que com sua amizade

de sempre, depositou em nós a sua confiança ao convidar­nos como docen
te junto ao Departamento de Matemática em 1969, dando­nos a honra de
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colaborar no então recem­fundado Curso de Matemática. Aos professores
Almerindo Marques Bastos e Dr. Paulo Boulos que apesar do pouco tempo

de que dispunham, leram grande parte dos originais, dando sugestões e
fazendo críticas oportunas antes da redação final deste trabalho. Aos

nossos antigos professores de faculdade e a todos os:amigose colegás que”
nos animaram na consecução do nosso objetivo. Finalmente, mas naoemul
timo lugar, agradecemos a nossa querida esposa que não poupando tempo

e trabalho, isentou­nos de grande parte dos nossos afazeres cotidianos;

sem a sua ajuda abnegada, acreditamos que não haveria condições de che
Fá .gar ao termino deste.
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CAPÍTULO

CONCEITO DE LIMITE DE UMA FUNÇÃO SEGUNDO MOORE­SMITH

Seja À um conjunto e 4 uma relação binária sobre ele que cha­
maremos de relação "segue". Diremos que | éuma relação de ordem
parcial sobre À ou que A é parcialmente ordenado pela relação b, se e
somente se (Y o,B,y es) (QU)RB e By =>Xty), isto é, a relação Y
sobre A satisfaz a propriedade transitiva. O conjunto À ordenado pe­

la relação ) indicaremos por (A,?) ou simplesmente por A, se não hou­
ver ambiguidade.

Definição: "Um conjunto À parcialmente ordenado pela relação
se diz orientado por ) e se indica A.t*, se e somente se (VY &,B EA)
(À yeA) (y+% e yB), isto é, (A,>) satisfaz a propriedade composi­
tiva,"

Exemplos:

1­ Sendo (N,>), onde > é a relação de ordem habitual sobre N ,
então N é orientado por >;

2­ Sendo (Nº,)) tal que (Yo,B EN) (0=(a,b), B=(c,d)) (0 ?B
<=> a>c e b>d), então Nº é orientado por );

3­Seja a€ER e uma relação de ordem sobre R­ (a) tal que
2 É R­ (a)) (x, + x, <=> lx, = al < x, ­ al), então R­ (a) e um

conjunto orientado por>» ;
(Vx,,x

4 ­ Sendo E um conjunto qualquer bem como (P(E),OD), onde 5 é a
relação "contém" entre conjuntos, então P(E) é orientado por D.

Definição: "Seja E orientado por >), f:E­ R e tr (» eR).
Diz­se que f(x) tem limite b em E no sentido de Moore­Smith e se in­
dica lim f(x) =b, see somente se (VEER,,) (3x, EE) (Vx€EE)

x€EE>
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(x x, => If) pl <eo,
Inicialmente mostremos que esta definição contém como caso par­

ticular a definição clássica de limite, nocaso de ECR, isto e, sen
do x, ER e F=E­ fx) orientado por ) tal que (Vx x, EF) (x, + x,
<=> lx =x || < Ilx = x ||), então lim fí(x)=b­=> lim f(x)=b.o o

xx xeF.>
o

De fato, se lim f(x)=b, temos que para todo número real €£>O
X­>xXx

o

se pode determinar algum número real D>O,tal que |f(x)­b|l<&E sem
pre que x€E e O<llx­x ll<6.

Mas existea(a EE) tal que lx, ­all< ob. Assim (Vx€EE) (x>a =>
=> llx­x ll <Ilx ­all< 6) e portanto, If(x) ­bl] <€E. Dai vem final­
mente que lim f(x)=b. Analogamente lin fí(x)=b lim f(x) = b.

xeF. xEF, xXx­­a

“No caso de ECR ser um conjunto não limitado inferiormente (ou
superiormente), orientado por ) definida como sendo (Y x, ,x, E E) (x, L> x, <=> x, <X,) (ou (x, > x, <=> x, >X,)), facilmente se demonstra
também que lim fíx)=b (ou lim f(x)=b)<&=> lim f(x)=b.

x —> co X > +) x€E.>

Demonstra­se que para os limites de Moore­Smith valem resulta­

dos análogos às propriedades da Teoria Clássica de Limites.  Citemos
pois algumas propriedades:

1) Teorema da Unicidade

2) Teorema do Confronto, que pode ser enunciado da seguinte ma­

neira: Sendo f(x), g(x) e h(x) funções definidas em E orientado por
>, tais que lim f(x) lim g(x) = DER e (TaceEL) (VxCEE)

x€ f.t x EE.

(x)a => h(x) está entre os valores f(x) e g(x)), então existe
lim h(x) e lim h(x) = Db.
x€ E. xE€E.):

3) Teorema da Conservação do Sinal cujo enunciado pode ser dado

assim: Se lin, f(x) =bZO, então (TaeEk) (VxEeE) (xa => f(x).bx º

> O).

4) Teoremas sobre operações:

a) Se lim fíx)=bER e kER, então existe io [kf(x)] eXEE.y x€E.

lim [kf(x)] = kb;
xe E.

b) Se lim f(x)=b e lim g(x)=c, então existe
x e E. x EE.)

E, [f(x) tg(x)] e xe. [f(x) te(x)] = bte;

(+) Quando uma função satisfaz a definição dada diremos que elaé con­
vergente em E no sentido de Moore­Smith. Em caso contrário dire­
mos que ela e divergente em E no sentido de Moore­Smith. Em caso
de convergência diremos também que existe o limite, ;
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c) Se lim f(x)=b e lim gíx)=c, então existe
x€E.» x€ E.»

nin, [f(x).s(x)] e xe. [f(x).g(x)] = b.c;
lim | g(x)=cZO0, então existe

Para evidenciar as analogias da Teoria dos Limites de Moore­
. .

É
. . »­Smith com a Teoria Classica, demonstramos a seguir a propriedade 4)

b):

Se o, f(x) =b, então para todo € (EER,,), podemos achar al­
gum elemento a € E tal que If(x) ­b] <i sempre que x ta

Se x EE gx) =c, então para todo E>O há em correspondencia
algum elemento a, &€&E, tal que |g(x)­c] <s sempre que x*ta1 1

Sendo E orientado por >, existe a EE tal que aa, e. ta,­
Assim sendo, (VE>O) (Ha a CEE)(VxEE)(x>ka => |(f(x) tg(x))­(btco)]
= f(x) ­b)t Ex) ­c)| < If(x) ­b|l+ ig(x)­c|] < E), ou seja, existe o
limite lim [f(x)tg(x)]l e é igual a btc.

xEE.>

Definição: "Seja E orientado por >. Uma função f(x) definida
em E é isotoónica (ou antitonica) em E, se e somente se (Y x, x E E)
(x, ? x, => f(x) > f(x,)) (ou (x, > x, => f(x) < f(x,)) ",

2

Na definição acima valendo apenas as desigualdades dizemos que a
função e estritamente isotonica (ou antitonica). Para designar uma
função isotonica ou antitôónica em E usaremos a expressão função mono­
tonica.

Proposição I: "Se f(x) é isotonica (ou antitoónica) em E orien­
tado por ) e é limitada superiormente (ou inferiormente) em E; então
lim f(x)=sup.f(x) (ou lim f(x)=inf.f(x))".

xeE.> ­ E xe E.» É

Demonstração:

Faremos a demonstração para o caso de f(x) isotonica.em E; ana­
logamente podemos proceder se f(x) é antitonica em E.

oDe fato, se f(x) é isotoónica em E orientado por ), então (Yx,,
x, EE) (xy dx, => f(x) > f(x,)).

Sendo supíf(x) =bER ; temos (VY E>0) (Ta€E) (p­E<f(a)) e
portanto, (VEER,,) (TatekE) (VxeEE) (x)a=>pbp­E< f(a)<flx) <
<b) e portanto, |f(x)­b|l<é, o que demonstra a proposição.
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Proposição: "Seja (an) uma sequencia real e N orientado por uma
relação de ordem >. Uma condição necessaria e suficiente para que

(a,) seja convergente no sentido Moore­Smith é que (VE ER,,) (HE ne
EN) (Yn.EN) (i=1,2) (n,.)nº => lan.=a |<E)",i i o i o

Demonstração:

Nec. =>

Sendo (a ) convergente, então existe a€R tal que lim a
n n EN.

ou seja, (VE ER) (An en) (YneN) (ntkn, => la ­al<&S).
vem, (VYn, EN) (i=1,2) (n. > n, ==> lan; al < 5) « “Portanto,

Elan an! = l(a, ­a)+(a­an | « lan, Tal + la­ an! <2 2? E,
seja, a condição é necessária.

Suf. <=

Sabemos por hipótese: (VEER,,) (A n EN) (Yn;eN) (i=1,2)
(n, > n, ==> lJan,.­ an 1|< =) ­ Assim sendo, fixando n temos:2º
(VYnEN) (nn => la ­a, | <É) e consequentemente, ap ­É <a

o n Pp) 3 2 3 n

<a + E, (1)
n,

Para €E=3, temos (9H n EN) (VYnEN) (n)n* = a,
<an,+tl).

­l1<a <4
2 n

Seja K = máx lail, lazl, . land lan! +1) . Temos então:

(A K>0) (vYneN) (la)l <K), ou seja (a) e limitada.
. el O O = . , L =Sejam as sequencias (e) e 1) tais que dn i inf àn e L,

ineo Evidentemente, (4) e isotonica, (LN) e antitonicae am­men a
­

bas as sequencias sao limitadas em N.

Pela proposição I lim dê = Q2t&= sup ê e lim =L=
nen.) 7 nêén n neEN.>

= inf L .
neN =D

3
E .

2
. ...< nf ta) ; ouseja O< an = ê, < 3 E<E&E. Isto significa que

lin (a ­L )=O. Finalmente, sendo a =(a ­º8 )+d, concluímos
nen.) DD n n 'n n

imediatamente: lim a = lim (a ­?%0 )+ lim à =a, onde a =
nEN. DD neN.? Dn n neEN.) n

= Sup é, ER, ou seja (a) é convergente no sentido de Moore­Smith.

Da condição (1) deduzimos: (VnE N) (ntn, => an, 7 É < ê, nÉ

TEOREMA DA CONVERGÊNCIA DE CAUCHY (SEGUNDO MOORE­SMITH)

"Uma condição necessária e suficiente para que uma função real
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f(x) definida en ECR' orientado pela relação ) seja convergente
segundo Moore­Smith é que (YEER,,) (Ha€eE) (Vx EE) (i=1,2) (xita
==> f(x) ­ f(x <E)L"

Demonstração:

Nec. =>

Sendo f(x) convergente segundo Moore­Smith em E temos que exis­
te beR tal que lim f(x)=b. Dai vem:

xE€EE.) |

(VEER )(TatE) (x EE) (x )a=> |f(x)­b] <Ê). Portanto,
Vo EE) (41, 2) (xº 1a <=> [865 =| <ã), ou seja,f(x") ­ sx) | =|(fOxX)­>D)+(b­fXI <«Teco )­bl+lb­fOÊAII <E
ea condição e necessária.

Suf. <==

valendo a frase: (VE ER.) (4 a E E) (vxi EE) (i=1,2) (xris
Fita )­ f(x? 1<eE), podemos escrever em particular: (VneEenN) (Ta, € E)
(Vx eE) (i=1,2) (x* ta, => [8)=f(x)| <=) .

+.

Seja (by ) uma “sub­Sequência isotoónica de (a, ). Temos portanto:(VEER,) A ven) (v, >) (Yy, en) Gb 2) O, >Y, 7? PDy, by)e consequentemente 186, )­ f(by,y < = <e. Isto significa que
(f£(by)) é uma sequência ae Cauchy”real. Dai segue que (4 beR)
(im f(b,) =)b) e portanto valerão as frases:> +OD

I­bl<S<Ê)e (VxeE) (xD,
Assim vem então:

(VeEER,,) (AVvEN) (yv> ) (If(b| c E v+l==> |f(p )­fx)| <S a):V+l 3<
(VESER,) (A DI, SE) (Vx em (x tb, => If(x)­ bl = | (f(x)­ f(b, ,)) +
+ (f(b, ) ­b)| < (f(x) ­f(b, 1! If(b, ­bl<E). Istosignifica
que lim f(x)=b, ou seja, f(x) é convergente segundo Moore­Smith.

x€ E.>
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CAPÍTULO II

COMPRIMENTO DE UM SEGMENTO

Antes de introduzir noções gerais de medida, veremos o conceito

de medida na Geometria Elementar. Em particular definiremos medidade
um segmento. Para isso, com a finalidade de uniformizar notaçõese de
estruturar com a devida clareza esta definição, enunciaremos inicial­
mente alguns postulados e outros resultados que embora possam ser de­

monstrados através de uma Teoria Racional Dedutiva,para lograr nossos
objetivos, consideraremos intuitivos. Com finalidades analogas dare­
mos conceitos primitivos e algumas definições que neste estudo também
serão tomadas como conceitos primitivos.

Seja r uma reta que por um dos postulados de pertinência possui
infinitos pontos. Indicaremos por P,Q,R,.. os pontos de r. Para a

reta r que podemos considerar como o conjunto dos infinitos pontos que

a compõe, enunciaremos os seguintes postulados:

rI: POSTULADO DA ORDEM: "Existe uma relação de ordem total sobre
.

2 ­
: :

n
:r". Seja Recr a relação cuja existencia o postulado garante. In­

:
­

.
—

;dicaremos por <e |) a relação Re sua inversa R , respectivamente;
estas relações chamaremos de relação "precede!" e de relação "segue",

respectivamente. Dado um ponto P, de r, chamaremos de semi­retas o­
postas de mesma origem P, os conjuntos r' =(» er |P <P, ) e r"'=
=ÍPer | P< P) « Evidentemente todoponto derpertence a r' ou a r" e
ainda r'Ur"=r e r'fir"= (P,) . Diremos que r' e r" são semi­
­retas opostas determinadas pelo ponto PP, Vemos imediatamente que
(VP,QEr) (Per! e Qer" => P<XQ). Ao par (r,<) chamaremos de re­
ta orientada pela relação 4. Significado análogo daremos à notação
(r,*) e diremos que (r,4) e (r,>) tem orientações opostas. Convencio­
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.
É LÁ . . CGnaremos dizer tambem que (r,4) e a reta r orientada positivamente,sen

do que a orientação oposta chamaremos de negativa.

rII: POSTULADO DE DEDEKIND OU DA CONTINUIDADE: "Se (rr, )ê uma
secção (* ) da reta orientada (r,4), então existe P, Er tal que todo
ponto de r, precede P, e todo ponto de r, segue Pp"1 2

Das considerações feitas após o postulado rI deduzimos que dado

um ponto P, de r, ficam determinadas as semi­retas r' e r" de origem
o =r =r!.

a

=r!'.P,. Fazendo então r,=r' e r,=r (P,) (ou então r,=r (| e
rç=r"), temos evidentemente que os conjuntos r, e r., formam uma sec­1 2

ção (rr) da reta orientada (r,4) que chamaremos de secção determi­
nada pelo ponto P­ O par de classes r, e r a menos do ponto P (que,

pertence a uma e uma so das mesmas) fica univocamente determinada pe­
lo ponto P. Neste sentido podemos dizer que cada ponto de r deter­
mina univocamente uma secção da reta orientada (r,4). Por outro lado
o postulado rII nos garante a recíproca, isto é, dados os conjuntos

r, cr (i=1,2) não vazios, tais que (VP. Er) (P;jer, = P,<P,),
r, ur, = re ryôr,= d, existe sempre um unico ponto P. correspon­
dente à secção (r1r2), tal que (VP. er) (i=1,2) (P.€ r, =>
=> Pp PXP,)­ Chamaremos de segmento de extremidades AeB(A,B€
Er e AZB) ao conjunto (rerl|Pics)nfrerl afP), se AB ou
ao conjunto (Per | PSA)6fPer | BP), se B<A e indicaremos
por AB. Assim o segmento AB é a intersecção de duas semi­retas de o­

)rigens À e B da reta que passa por À e B. Indicaremos por 2 o conjun
to de todos os segmentos existentes.

rIIIT: POSTULADO DA CONGRUÊNCIA: "Existe uma relação de equiva­
lência sobre o conjunto 5." À relação de equivalência sobre 54, cuja
existência o postulado rIII garante, chamaremos de igualdadee indica­
remos por =. Fica determinado pois o conjunto quociente 3/­ = ­ .
Assim, os elementos AB de g serão as classes deequivalencia AB =
= fx |XxY= AB) onde ABº3. A relação = satisfaza propriedade: se
o ponto O da reta r determina a secção (rr, ):.e ABES, então existe
um único ponto P de r. (i=1,2) tal que OP=AB. Admitimos sempre que
os segmentos de 3 não tem orientação, isto é, se ABEº%3, então AB=BA.
Baseando­nos no postulado rIII definimos operação adição (+) sobre 3
da seguinte maneira: Dados os segmentos AB e CD sendo ABcCr, existe

(*) Dizemos que (r Tr, ) é uma secção da reta orientada (r,4), see so­mente se r, 2% (É=1, 2), rybrç=r, ryNr,==] e todo ponto der, precede ôs pontos de ro.
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sempre um único ponto X€r tal que CD=BX e B+4X, se A<“4B ou
X<4<B, se BYA. Chamaremos de soma das classes AB e CD à classe AX
e indicaremos por AB+CD=AX. Mostra­seque esta operação é bem de­
finida sobre $., satisfazendo às propriedades comutativa e associati­
va. Como todos os segmentos de u'a mesma classe de equivalência são
iguais entre si e qualquer segmento da classe pode ser tomado como seu

representante, colocamos por definição AB+CD=AX, onde o segmento
AX é obtido como foi indicado acima. Definimos também uma operação
Nx$ > >53J tal que para todo número nE€N (n>1) e qualquer elemento
ABes obtemos a soma de n parcelas AB+ AB + ... + AB chamando­a de pro­
duto de n por AB e indicando­a por n.AB ou simplesmente por n AB.
Quando n=1 pomos por definição 1.AB=AB. Como AB e AB+ ..+4AB (so
ma de n parcelas) representam perfeitamente as classes AB e n4B, co­
locamos por definição nAB=AB+..+4B (soma de n parcelas). Quando
CD=nAB, usaremos em sentido equivalente a igualdade AB = CD edi­
remos que o segmento AB é o quociente de CD por n. Por um teorema da
Geometria demonstra­se por outro lado que (VCDeS) (dd! ABES) (nAB =
=CD), isto é, AB = ­ CD. Isto significa que sempre existeo quocien­
te entre um segmento e um número natural qualquer. À operação supra
é bem definida sobre JS e satisfaz as seguintes propriedades: (VYneN)
(VAB,CDES) (n(AB+CD)=nAB+nCD) (Yn,neN) (VABES) ((m+n)AB=mÃB +
+n AB). Definimos tambem relação de ordem sobre 3, indicaremos por >
e chamaremos de relação "maior", da seguinte maneira: (VAB,CD€$):
AB > CD <=> [(a EFes) (AB=CD+ EF)| ; neste caso escreveremos AB>CD,
onde AB e CD são os representantes das classes AB e CD respectiva­
mente. Usaremos a notação CD < AB em sentido equivalente a AB> CD
e diremos que CD é menor do que AB. A relação de ordem > satisfaz as
propriedades: (VYAB,CD,EFeZ?) (AB>CD => AB+EF>CD+EF), a Proprie­
dade da Tricotomia e a Propriedade Transitiva. Pomos por definição
AB­CD=EF se é somente se existe EFes tal que AB=CD+EF e di­
remos neste caso que EF é igual a diferença entre as classes ABe CD.
Evidentemente a diferença AB ­ CD existe, se e somente se AB>CD. A­
bandonando as barras, como foi feito nos diversos casos acima, usare­

mos, por definição, as mesmas propriedades para os segmentos que re­
presentam as respectivas classes.

rIV: POSTULADO DE ARQUIMEDES: "(VAB,CDES):AB<CD => [En E
EN) (n>1) (nAB>CD)." No enunciado deste postulado podemos também
abandonar as barras valendo o mesmo para os segmentos representativos

+)
das respectivas classes de equivalencia que figuram na frase.

(+) Demonstra­se que o Postulado de Arquimedes não é independente dos

8
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CLASSES CONTÍGUAS

Definição: "Seja > uma relação de ordem sobre um conjunto E Z &
(relação "maior") satisfazendo a propriedade da tricotomial”kL tal que
sobre E esteja definida uma operação + (adição) associativa e comuta­
tiva, bem como uma operação ­ (subtração) tal que dados os elementos
a, bec (a,b,ycEC) (a> b) (a­b=c <E=> a=b+c), dizemos que o
par de classes não vazias Ae A" (A, ACC) é um par de classes con­
tíguas em C e indicamos por (A, AÀ'), se e somente se são satisfeitas
as condições:

a) (VYa,a'€EC) (achealeA' =­>a!'>a) e
b) (Ya cê) (JaeÃA) (aAa'e AÀA') (a >a' ­ a)."

Sendo É um conjunto de grandezas geométricas, como por exemplo
o conjunto $ de todos os segmentos existentes, satisfazendo o postula
do de Arquimedes bem como a propriedade da divisibilidade de um seg

mento por um número natural, vale a seguinte propriedade: "Todo par de

classes contiguas (À ; A') em €determina univocamente um elemento a, de
€, tal que (V a,ya'€€) (aceÃAealeEA' =Da< a, < a'), chamado de ele
mento separador de (À, AÀ').. 4

« Admitiremos conhecida a Teoria dos Números Reais, construída a­
través de ampliações sucessivas, partindo do conjunto N, obtendo su­
cessivamente os conjuntos 2 e Q e por fim o conjunto R completando­se
Q por algum dos processos conhecidos, quais sejam, a Teoria das sec­

ções ou cortes no campo Q ou pelo processo das sequências de Cauchyde
termos racionais.

Seja r uma reta e R o conjunto dos números reais. Pretendemos
mostrar que r e RR são conjuntos equipotentes. Sendo Oum ponto fixo em
r, consideremos as semi­retas de origem O: r, = ( Per | o<rP ) er =
= (Pe r|io>P kt. Sendo P e Q pontos de r,, existe sempre RE r,, tal
que OP+0Q=O0OR. Definimos portanto adição sobre r, como sendo uma
aplicação que a cada par (P,Q) de rê associa o ponto R tal que OP +
+ OR = OR e escrevemos P+Q­=R, Analogamente definimos produto de um
número natural n por um ponto Pér, e indicamos por nP a um ponto Q
de r, tal que nOP=0Q. Colocamos também P4Q quandoe somente quan­
do OP<OQ. Além disso introduzindo a noção de segmento orientado

anteriores, isto é, pode ser deduzido como consequencia dos re­
sultados anteriores.

Uma relação de ordem estrita sobre um conjunto satisfaz por defi
nição alem da propriedade da Tricotomia tambema propriedade tran
sitiva.
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convencionamos escrever OP=­PO onde Per. e existindo QEr,
tal que PO­=0Q já que P<O<“Q, diremos que o ponto P é ooposto de
Q e escrevemos Q=­P. Definindo convenientemente segmento nulo, te­

remos construido sobre os elementos de r uma estrutura cujas proprie­
dades são análogas as do conjunto R considerado como estruturá que são
mutuamente correspondentes. Isto significa que os conjuntosr e Rcon­
siderados como estruturas, são isomorfos, o que nos, levaa identificar
todo ponto P de r com o respectivo número x de R bem como os próprios
conjuntos r e R entre si.

MEDJDA SOBRE “í

Definição: "Chama­se medida sobre o conjunto fauna aplicação
W:S­>R que satisfaz as condições:

a) (VABES) (V(AB)>O);
b) (VAB,CDeS) (AB=CD => Y(AB) = Y(CD);
c) (VAB,CD,EFeS) (AB+CD=EF => (EF) = (AB) + ?(CD))'.

Proposição I: "(VAB,UVES) (H CD,EFES) (CD<AB<EF) (dm,n,p,r

EN­11)) (mCD=nUV e pEF=rUV)".

Demons tração:

A propriedade da Tricotomia nos fornece três possibilidades:

1) AB<UV. Neste caso, do Postulado de Arquimedes deduzimos que
existe qeN (q>2), tal que = UV < AB bem como para todo sEeN (s>
> 2) temos s.UV>UV>AB. Fazendo CD= à UV e EF=s.UV, temos CD <
< AB< EF. Além disso, sendo q.CD=UV e EF=s.UV, bem como n e p
números naturais arbitrários (n>2 e p>2), então (nq)CD=n.U e
p.EF=(p.s)UV. Substituindo nq por m e ps por r, temos eviden­
temente m>1 e r>l o que demonstra a tese.

2) AB > UV. Pelo Postulado de Arquimedes vem: Existe seEN
), tal que sUV > AB. Por outro lado, para todo número qeN
) temos F­UV<UV<AB. Fazendo 3­UV=CD e sUV = EF, te­

mos CD< AB< EF. Por outro lado, quaisquer que sejamos números na­
turais pe q (p>2 e q>2) concluímos que nUV=(nq)CD e (ps)UV =
pEF. Considerando ngq=m e ps=r, segue­se a tese, pois m,n€EN­

­1).
3) AB=UV. Neste caso para todo par de números naturais s e q

(s>1 e q>1) temos: &­UV< AB e qUV> AB. Fazendo CD=2UV e
EF=qUV, vem: CD< AB< EF. Sendo ainda n e p dois números naturais
(*) Consideramos a estrutura habitual sobre R.
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arbitrários (n>2 e p>2), deduzimos as igualdades: (ns).CD = nUV e
p EF= (pq).UV e fazendo ns=m e r=pq, concluimos a tese.

Doravante usaremos frequentemente simbolos do tipo AB, onde
mnEN e ABEYS, o qual representará o segmento m( = AB) => (m.AB) e
Assim fica definida a operação multiplicação ­ Q,. X F>35 que a ca­
da número racional estritamente positivo = e a cada classe AB asso­
cia a classe AB e$, onde — AB = m(= AB). Sendo ­. AB um repre­
sentante da classe ­ AB, podemos definir = AB como sendo o produ­
to de = pelo segmento À4B.

A proposição I garante ainda que existem infinitos números p,p'
eQ tais que pUV<AB<p'UV.

++

Proposição II: "Sendo AB e UV dois segmentos bem como À e À'
(4,4' 0 Q+47) tais que A= faceQ,, | a.UV<AB) e NX =fa' cQ,, | a'.UV>
> AB) , então Ae A' formam um par de classes contíguas (A, Nº) no cam­
po real."

Demonstração:

(Ya,a' EQ,,) (aeÀ, a'eA' => a.UV<AB<a". vm º Portanto,a.UV<a'.UV. Sendo a=n e a' =, temos * UV < UV. Dai segue(mn')UV < (m'n).UV e ainda mn' <m'n. Portanto ­nm q no e final­
mente a<a', o que demonstra a primeira condição aa definição de clas

s

ses contiguas.

Por outro lado, (VE E R,,) (a pe Q,,) (p<€E) (pUVZAB). Parais­
to, basta tomar para p um numero da classe minorante da secção racio­

nal determinada por E; se pUV=AB, toma­se o numero P, =. Supo­
nhamos inicialmente que pUV < AB. Neste caso pe. Do postulado de
Arquimedes deduzimos: (qneN) (n>1) (n(p.UV)=(np).UV > AB). Do prin

cipio do Menor Natural vem: (an, eN) ((m oP) UV>AB e (no7 LP. UV < AB).
Se (n,­1) p.UV<AB, então (ne DPEA, n op é q! e n.p­Ano7l1)p= p<<ÊE; se (n­ 1)pUV=AB, tomamos o número E2 L (n, ­l1)p+n2) =
= (2n,­1) 5 > (n,­l)p e tomamos o segmento (2n,­ 1)3 UV > (n ­1)p.UV=
= AB. Daí vem que (an,­1) & € A', Por outro lado, sendo (n oo DIp.UV<
< (n,­ 1)p.UV= AB, o número acional (n.­ 2)ped. Conseqientemente
(2n,­nº2. (n,­3) p=p<6Eé. Suponhamos agora que p.UV>AB. Do pos­
tulado ae Arquimedes vem então: (ameN) (m>1) (pUV<mAB) e conse­
quentemente SD UV<AB « Mas sendo É <p< E, com um raciocínio igual
ao da demonstração precedente, chegamos ao mesmo resultado, bastando
para isso, substituir o papel do número p pelo do numero racional q =
Pm. Isto demonstra completamente a segunda condição da definição de
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classes contiguas.

Da proposição II e da continuidade do campo real concluímos ain­
da: (39! &ER) (Va,a'€ER) (ae ­e a'€EA! => a<O<a'), ou seja, NX

é o elemento separador de (A, AÀ').

SEGMENTOS COMENSURÁVEIS E INCOMENSURÁVEIS

Vimos pela proposição anterior que existe um único número real
xa>O0 tal que (Va,a'EQ,,) (aeA e aleN => a<ua<a'). Facilmente
se mostra que O=supÀA=inf NV. O numero X& denomina­se elemento se­
parador das classes Ae AÀ' ou então o número determinado por (A, X') .
Quando XEQ,, dizemos que AB e UV são segmentos comensuráveis. Em
caso contrário, isto é, quando OM ER ,­Q,,, os segmentos AB e UV são
denominados segmentos incomensurâáveis. Como exemplo de segmentos in­

comensuráveis podemos citar o caso de um quadrado de lado UV ede dia­
gonal AB. Neste caso n numero determinado por (A,X') é o número irra­
cional 4/2.

Proposição III: "Sendo AB e UV dois segmentos, bem como P e 9Q'
(9,9 CS) tais que P=(p.UVes|p.UV<AB) e P=(p'.U0VES|p.UV>
>AB) , então Pe 9P' formam um par de classes contíguas (9,Q') no con­
junto 3".

Demonstração:

Da proposição I deduzimos que (9 p,p'e Q,,) (p.UV<AB<p'.UV) .
Portanto PZÍ e Q'Z/d. Por outro lado temos: (Vp.UV, p'.UVE 3)
(p.UVEP e p'.UV ER! ==> p.UV<AB<p'.UV) e daí venque pUV<p". UV

2 . . s ­ s É
. .ou seja, a primeira condiçao de classes contiguas e satisfeita.

Por outro lado, (VOKES) (areQ,,) (r.UV<OK). Dopostulado de
:

. ' e Q '. Q! UM ­Arquimedes temos: (Hp PE Q,,) (p, UV Pe p.UVES ) (p), UV
­p UV< r.UV<okKk) (*). Deste resultado segue a segunda condição das
classes contíguas. Concluímos assim que Me &QP' formanum par de clas­
ses contíguas em $S, sendo que AB é o elemento separador de (Q9,9').

As proposições IIelIlIlI autorizam­nos a formular a seguinte:

Definição: "Sendo (À, A') e (P,P') pares de classes contíguas

(*) Este resultado se obtém fazendo uma demonstração análogaà segun­
da parte da proposição IL.
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correspondentes as proposições II e III de elementos separadores O e
AB (MXER,, e ABES) respectivamente, chama­se produto de % por UV e
se indica O.UV à classe AB."

A definição supra corresponde à definição da operação multipli­
cação ­ Rx — $. Notando que X.UV é um representante da classe
a.UV, convencionaremos por simplesmente O.UV=AB que representa o
produto de um numero real positivo por um segmento. Se X%€EQr+, os
segmentos UV e AB são comensuráveis; se €& ER,,­Q.,, os segmentos UV
e AB são incomensuraâaveis.

Definição: "Dados dois segmentos AB e UV, chama­se medida de AB
AB ­

com à unidade UV e se indica Ty ) ao numero XeER,,, tal que X.UV =
=AB."

A função que à cada segmento de 3 associa sua medida numa certa
unidade UV arbitrariamente dada, satisfaz a definição geral de medida.

De fato, seja 4: SÍ > R, tal que (VABeE $) (UVES) (P(AB) = ç=0ER,,)
Temos então: a) (VABEYS) (O(AB)=X > O); b) (VAB,.CDES) (AB=CD =>

==> o = o =X) e portanto P(AB)=XM(CD); c) (VAB,CD,YEFeS) (EF =
= AB+CD => O =y=0+l= de + OD) e conseqgillentemente P(EF) = (AB) +UV
+ (CD),

CD ÀA DPara mostrar que vale a igualdade O toy” e
dição c) anterior, devemos considerar as classes contíguas (A,X'),
(8,8') e (€,€'!) correspondentes às medidas de AB, CD e EF na unidade
UV respectivamente e verificar que (Vce€C) (AaeceÃA) (13pcO) (c=a+b)
e (Ye'E E!) (JSa'eA') (Ap'e O!) (c'=a'+b').

N

Proposição IV: "(VUVES) (VaER,,) (AABES) (m= BEL
Demonstração:

Se XNEQ,,, € será da forma = (m,n EN). Da definição de produto
de um número natural por um segmento bem como do Teorema da Divisibi­
lidade de um segmento por um número natural vem que existe ABES tal
que AB = ­ (m.UV)= EUV= 0.UV.

Se XER,,­Q,,, consideremos o par de classes contíguas (A, A')
que determina o número X. Tomemos também os conjuntos Ge &' contidos
em S, tais que B=Ía.UVe | ac) e &' =Ífa'.UVE 3 | a'eX) e mos­
tremos que B e 8' formam um par de classes contíguas em 3. De fato,
(Ya.UVeRB) (Va'.UVEGS) (a<X<a'). Portanto sendo a<a' temos

a.UV<a'.UV; por outro lado, (VOKeE+$) (3GreQ,,) (r.UV<OK) e ainda

(Sp, PN EQ++) (pye Ae Pp € A!) (py­ p <r). Daí vem: (p'­ p ).UV<
< r.UV, ou seja, p'.UV­p .UV<r.UV<OK. Assim temos: (3p .UVEÔ)
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(3 pi­UVe B') (p!.UV­p .UV < OK). Isto significa que Be &8' formam
um par de classes contíguas em Se portanto determinam um elemento se­
parador AB. Existe pois um numero BER,, tal que AB=&.UV. Mos­
tremos que B=%. Se, por absurdo, tivessemos OMZB, teriamos O<BL
ou X>ÔÊ de modo exclusivo. Se tivéssemos, por exemplo, O<BÊ, exis­
tiria um número racional q€EQ,,, tal que a<q<Bb. Dai resultaria
que qEÁ' e consequentemente q.UVE B'. Portanto teriamos q.UV >
> AB =&UV e ainda q>8B, o que é absurdo. Considerando O>L,
por raciocínio semelhante também chegaríamos a um absurdo. Portanto,
X=B ea proposição está demonstrada.

CORRESPONDÊNCIA ENTRE UMA RETA r E O CONJUNTO R

Seja r uma reta e o ponto O fixo (O€r). As semi­retas r, =
= (Per | PYo) e r =fÍPer | o) P) chamaremos de semi­retas po­
sitiva e negativa, respectivamente. Consideremos um ponto Ue€r, tal
que UZO. Das proposições demonstradas deduzimos:

O, se P=O
OP
oU)> se
OP

OU 9, se

(YPEer) (Al'xEeMR):x=4 + OP. O número x, univocamente

Pio
determinado, denominamos abscissa de P e indicamos por P(x). Eviden­
temente temos U(1) e O(O). Por outro lado podemos escrever:

(YP,QEr) (P(x), 0(x,)) (P$Q=> x<x,).
:

­
:Alem disso, temos:

!

OP ­

(YxEM) (x20) (9! 0PES) (04P): x=4 O,
­õo07) se x<O

se x>O0

Do Postulado da Congruencia e de uma convenção (no casode x=0O)
concluímos:

o4 P, se x>O
(Vx€R) (A! Per): O=P, se x=O

,

Pão, se x<O
:

” £ ”
.Das consideraçoes precedentes concluimos que r e R sao equi­

potentes bem como (VYP,Q€Er) (P(x),Q(x,)) (PÁAQ<=>x<« x), isto é
os conjuntos ordenados (r,4) e (IR,<) são isomorfos.

AMPLITUDE OU MEDIDA DE UM INTERVALO NO RP (1€p<3)

7 Consideremos "p=l e tomemos o intervalo ([a,b] ([a,bL , Ja,b]
14
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ou Ja,pb[) . Sendo a<b, então existem pontos A e B sobre o eixo
determinado pela reta orientada (r,<4) e os pontos O,Uer (04U),tais
que A(a) e B(b) bem como AB. Do Postulado da Congruênciavem que
existe um único ponto DeE€r, tal que AB=OD. Chamamos de amplitude
ou medida do intervalo [a,b] ([a,bL, Ja,bl ou Ja,bD) à medida do

. , Dsegnento OD com a unidade OU que e o numero real e que evidentemen
te é um número estritamente positivo. Por outro lado, sendo OB=04A+

OB OA AB temente,OOU “ou too &€& consequentemente,
A amplitude do intervalo Is=f[a,b] ([fa,b[, Ja,b) ou JjJa,b[) indica­
remos por m(I) que, pelas considerações acima, é igual a b­a (b­a€
€ R,,).

+ AB, temos

Vejamos agora o caso de um intervalo bi­dimensional, ou seja, o

caso de p=2. Observemos que sobre o conjunto | de todos os polí­
gonos pode ser considerada uma relação de ordem bem como definida uma
relação de equivalência da seguinte maneira: dois polígonos são equi­
valentes, se e somente se, eles se decompoem em "somas" de polígonos
ordenadamente iguais", sendo que a soma de polígonos se define conve­
nientemente. Demonstra­se, por outro lado, a validadede uma proprie­
dade dos polígonos análoga ao Postulado de Arquimedes visto para os
segmentos e a divisibilidade de um polígono por um número natural n
(n>1). Além disso, demonstra­se que todo par de classes contíguas
em fo determina univocamente a menos de equivalentes um elemento dep
chamado elemento separador do mesmo. Esta propriedade é análoga ao
Postulado de Dedekind na reta.

Por um teorema sobre polígonos, dados um polígono P eum segmen­
to AH, existe sempre um único retângulo, a menos de equivalentes, in­
dicado por R=R(AB,AH), de base 4B e altura AH, tal que R=P., Re­
petindo formalmente todo o raciocínio feito para a obtenção da medida
de um segmento, demonstra­se que todo polígono P possui como medida,
numa certa unidade U € P arbitrariamente escolhido, um único número
real %&(MER,,).Definimosmedidasobre P analogamente à medida sobre 5,
isto é, como sendo uma aplicação Ç :P>R satisfazendoa três condi­
ções formalmente iguais as da medida de um segmento. Sendo P e U dois
polígonos e . = O a medida do polígono P na unidade U, demonstra­se
que a aplicação Lo :p > R, tal que (VPEÇ) (9, (P) =7 =>) éeumame­
dida sobre E.

Admitindo conhecida a noção de proporcionalidade entre grande­
”

*zas geométricas, demonstra­se: "(VR,SEÇP) (R=R(AB,AH) )
"S = R(AC, AH) (E=2)" cainda "(V R,SE b) (R= R(AB,AH) e S=R(AC,

R ABV a,AH, )) (TaT) (AH=AH)).

e

EV
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



Um outro teorema garante: "(VR,Sekb) (R=R(AB,AH) e S=R(CD,CK)

Consideremos agora o retangulo R=R(AB,AH) e o quadrado U =
= R(UV,UV). Sabemos, por outro resultado da Geometria, que (VPEL)
(JR=R(AB,AH)EP) (PER). Portanto, P2(P) =4,(R) = T­ Por outro
lado, existe R = R(AX,UV), tal que R = R, Sendo ne a aplicação
que:a cada segmentode 3 associa a sua medida na unidade UV, temos que
Be: (AH). PP tro lad dA o (AX) MAB * P. or outro lado, q = ny=%, . as, por umaDS ropriedáde da medida de segmentos vem:

AX

AM OX Ni ia Sendo R =aR, t RAÇAAB” AB * GF TAB) . e 21º emos r= =, e con­
UV |

sequentemente P(R) = Tve(AX) = o (AB). = (AB).o (AH).  Ve­
mos então que a medida bidimensional de um retângulo é o produto das
medidas uni­dimensionais da base e da altura de R. Notemos ainda que
retângulos equivalentes tem medidas iguais e em particular, todos os
retângulos congruentes têm a mesma medida. Seja agora um intervalo
I1ICR, tal que I=1 xl, (T,=[a,,b,],La,,b,[,]a,,t,] ou
Ja,,b;D) (i=1,2). Sendo a amplitude de I igual a bi,­a, e chaman­
do a amplitude (ou medida) de I de m(I), das considerações anteriores

facilmente deduzimos: m(I) = (p,­ a). (b,­ a).
No caso de p=3 podemos introduzir a noção da medida de um so­

lido de um modo totalmente semelhante ao processo utilizado para defi­

nir medida de segmentos e polígonos. Escolhendo o cubo de arestas i­
guais UV para unidade, demonstra­se que a medida de um paralelepípedo
é igual ao produto das medidas uni­dimensionais das tres arestas re­

presentativas de cada dimensão do mesmo na unidade UV, e que paralele­
piípedos congruentes possuem medidas iguais. Assim, sendo I (IR)

231º tal que (1, = [a.,b]l,
(a,.b;L, la,,b,) ou Ja,,p.L ) (i=1,2,3), bem como indicandosua me­
um intervalo limitado tal que I=­= nh x IL, xI

dida (ou amplitude) por m(I1), facilmente deduzimos que m(TI) = (b,­a,).
(p,­ a). (pz­ az).

De um modo geral podemos dizer que se ICRP (1€p«3) (Iinter­
valo limitado) tal que Is= x 1, onde LCR (1, é intervalo limita­do de infimo e supremo a, e"” respectivamente) (i­=1,2,3), tem­se:
m(I1) = q (pb, ­a. ), convencionando­seno caso de i=l, I=I, e m(I) =m(I,) =

ia
A família dos intervalos limitados no RP indicaremos por ge) (I<X<p<3).

(*) R(AB,AH) representa o retângulo de base AB e altura AH.
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CAPÍTULO II

a) DIVISÃO DE UM INTERVALO COMPACTO NO RP

Sendo eçécIlP), (Éé classe finita) G Y x, rr €É) (x / Y)(X nº =
= À), chamaremos de conjunto elementar a todo conjunto que tem a forma

Xxee
À classe É chamaremos de uma decomposição de E em intervalos

RE,
Definição: "Chama­se divisão elementar ou simplesmente divisao de

um intervalo compacto ICRP a toda decomposição de I em intervalos no
RP."

Definição: "Sendo é, e É, divisoes de um intervalo compacto 1, dizse que Ê, e um refinamento de” (ou que É, é mais fina que É, »Jesein
dica es&. (ou E x É, se e somente se x € 5, ) (9&, cÊ, ) "a Fes,

Definição: "Sejam &ã e É, duas divisões elementares do ­ intervalocompacto I. Chama­se resultante de é, e É e se indica RE, É, ) 4 ao1 2

conjunto É = (z = xnx xeê, exeê, Fo
Vemos imediatamente que É= RÉ, E.) é também uma divisao de I e

ainda Er (i = 1,2), Seja ICRP um intervalo compacto; indieca­lo­emospor ­X a, bl, se p= 20u53epor1E1s>s= [a,b] ou laysbd, se p= ll.
Os intervalos Tas, b.) (i 1,...,p) serao indicados por Te

Divisão Normal

Definição: "Senão TF divisão de LL,; 1; R)(1€i<gp), chama­se divi
" = x ivisã = Íze1 = XxX ;

|sao normal de I = 1 à divisão F= feci |Zs= 21 x. com X,e3, il,
se p>1 oua'% ,sep­n

Facilmente se ve que 3 é efetivamente uma divisão de I. À divisão
normal 3 de I chamaremos de divisão de I induzida pelas divisoes X de
T: (i = 1,...,p), enquanto que estas serão chamadas de componentes de
DF." | !

Proposição: "(VY'S) (Fé divisão elementar de 1) (IC RP) (I compac­'
to) (34) (& divisão normal de TD) (Gt).

Demonstração:

 Seja%Fuma divisão elementar de I (ICRP), Se p= 1 então F é certa

17
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mente divisão normal de I. Suponhamos então p>l1l. Como toda componente
de 5 e um conjunto elementar cujos elementos: são por Sua vez interva
los, existe uma divisão 'F* de I em intervalos tal que J(39*. As proje
çoes de 'F* formarão familias de intervalosem cada dimensão cujas reu­
nioes são IT. (i = l1,.../p) de interiores dois a dois, não necessariamen
te disjuntos. Os extremos destes intervalos formarão para cada i (i =

= l,...,p) uma família 4, que será certamente divisão de Ts Conside­
rando agora a divisão normal & induzida pelas divisões &; (i=1,...p),
esta será um refinamento de %G* e portanto também de %F, o que demons­
tra a proposição.

Rede de um Intervalo Compacto no RP
t

Sendo p=1 chamaremos de rede do intervalo.compacto Tela, bl ao
conjunto À,= La; <€1l (j=0,1,...,n) | a, = ke Ma <nndxç ooXin. *P ni. Se p>1 (p<3) gntão chamamos de rede de I (ICRP) ao com

1

junto 4( ACI) tal que Ad = MA á ; onde 4, é rede da projeçãoi=1

T.(1)=1, (i=1,...,p).
i i

Dadas duas redes A e A* de (ICRP), dizemos que 4* é mais fina
que (ou é um refinamento de) À e indicamos por A*XA (ou 4 XA*) se e
so se ÁCA* . Chama­se resultante de duas redes Ae A* de I e indica­

mos por R(A4,4t), ao conjunto AUA*. Evidentemente, R(4,4*) é uma no­
va rede AÀA'** de (I, que é um refinamento de cada uma das redes compo
nentesÀ e À* .

Notemos que a uma rede de n, + 1 pontos de I (ICR) corresponde uma
divisão de n, intervalos componentes de I com extremos nos pontos da re
de e vice­versa. Analogamente, a uma rede de (n, + 1)... (n +11) pon­
tos de ICRP (p>1) corresponde uma divisão normal em Ne ess n, inter
valos componentes e vice­versa. Indicaremos por EN ou simplesmente por
* à divisão normal de I correspondente à rede À. Devido a essa corres
pondência biunivoca existente entre redes À e correspondentes divisões
normais 3,., chamaremos À frequentemente divisão de 1. Convencionaremos
então que a notação À representará sempre uma rede de I, sendo que Da
representará a divisão normal correspondente a A. Indicaremos por D,
ou simplesmente por&D o conjunto de todas as divisoes À de I.

b) CONTEÚDO NULO

Definição: "Diz­se que um conjunto OC (CCRP) tem conteúdo nulo, se
e somente se C = À ou existe uma família finita ST
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r
(p)(Fc VIDE e Sn(X) <E)",
Consequencias:

Todo conjunto unitário tem conteudo nulo.
Todo conjunto finito tem conteúdo nulo.
Conjunto imagem de toda sequencia convergente tem conteudo nu­
lo.

|

O conjunto de Cantor tem conteudo nulo (p = 1).
Toda curva vetificaveltem conteúdo nulo (p = 3).
Toda superfície regular tem conteudo nulo (p = 3).
Todo intervalo r­dimensional con r<p (p= 2 ou 3) tem con­
teúdo nulo (conteúdo p­dimensional).
Todo :sub­conjunto de um conjunto de conteudo nulo tem conteudo
nulo.

Todo "intervalo degenerado" em RP tem conteúdo nulo (no (RP).
Por exemplo: (a = [a " al ; ds fa ' aL = la ' a) = Ta al (p=1)
[a,, bd x fa) 2, ta) x las, b,L (p=2), etc., são conjun
tos de conteudo nulo.

Estas consequencias facilmente podem ser comprovadas pela defini­

ção acima.

Medida de um Conjunto Elementar

Seja 3 uma decomposição do conjunto elementar E. Sendo X(X€9) um
intervalo no RP, vimos que m(X) representaa medida de Xna unidade esco­ y
lhida.; Isto, emais o fato dos conjuntos de TF serem dois adois disjuntos,
nos levama definira medida de E como sendo m(E)= > m(X).

XEF '

Propriedade: "Se E (ECRP) é um: conjunto elementar, então m(E) in­
depende da decomposição considerada."

Demonstração:

Sejam n e EA duas decomposiçoes de E. Consideremos a classe '3F=
= (z = XNY | rem e 1E3, ) , bem como I,=(z120x) e 3, =(2 | zcY)
onde XE'F, e YEI, . Dai vem que a classe 3, = UF, = US, é uma1 2 3 X CY

x€J Y€3,
decomposição de E. Portanto,

= n(2) = E n(VZ) €& &nz)­ Zn) e
EF, XE, 7ZEI, XeEF, ZED, zed,..
<< nm(Y) = m(VUz) = => n(z) = m(Z)
vês, YêZ, 283, 183, 2 ES, LES,
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Isto significa que 2 n(X) = 2 m(Y) ou seja m(E) independe
XE€ETST YE

e. 1 2
da decomposiçao.

Propriedade: "(V E,F,GC RP) (E, F e G são conjuntos elementares),
= 0) (G= E UF => n(6) = m(E) + m(F)."

Demonstração:

Sejam n e So decomposiçoõoes de E e F respectivamente. 3 =F, U2$,
será uma decomposição de EUF, Como m(E), m(F) e m(EUF) independem
das decomposiçõoes tomadas, vem:

m(EUF) = Sn(X) = Z m(X) + Emn(X) = m(E) + m(F)
Xe xes, xe,

Esta propriedade se estende a uma família finita qualquer de con­
juntos elementares sem pontos internos comuns.

— Conteúdo Interior e Conteúdo Exterior (Medida Interior e Medida
Exterior de Jordan):

Seja S (Sc RP) um conjunto limitado; existe então 1 (1€3(P), (1
intervalo compacto) (SCI).

(*)

(VY4eD) AF) (F, = [(Xxe5,| XCS)) (AF A(A;S)ER)
(A(4;S) = Em(X)) e (F4enD) GT)(9,=(xem| xns/zd))

X€ 1

o

(3 B(A; S)EIR) (B (A;S) = Znm(X)).
XE9,

Evidentemente temos que S,C% e O<A(A; S) <B(A; S)<m(1). Além

disso (4(4; S)ER 14€D,) e ÍB(4; S) ER 14€D, ) sao conjuntos li­
neares limitados e portanto cada um deles possui um único extremo infe
rior e um unico extremo superior.

Seja Y(S) =.sup (ata; S) [4€e D, ) e y(S) = inf ÍB(A; S) |
I4 ED). Os números reais positivos Y(S) e 'y(S) chamamos de conteu
do interior e.conteudo exterior de S, respectivamente. Facilmente se
prova as seguintes propriedades:

a) (Fd,4*ED) (244* =>A(A;S) S$A(A S) e B(A;S)>B(A*;S));
b) (FA A*EDI) (A(3;S)<B(A*;S));
c) X(S) Y (S)
à) Os números reais 9(S) e % (S) independem del(ICRP)(SCI)

(*) Quando S =, temos 3­8 .
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Definição: "Dado S (SCRP) (S é limitado), diz­se que Sé 'j­men­
surável se e só se XY (S) = Y (S) e neste caso o valor comum T(S)=Y(S)
denomina­se conteudo de S (ou Medida de Jordan de S) e se indica Y(S)."

Proposição:

"Uma condição necessária e suficiente para que um conjunto S <& RP
seja 'jJ ­nensurável e tenha conteúdo nulo é que (VEER, ,)(3 ge9(P)
(3 é família finita) : UXSOS esn(X0)<eEe."

XE XET

Demonstração:

Nec: <———>

Se Y(S) = O, então: Y(S) = Y(S) = O. Mas sendo Y(S) =
= inf [B(a;sS) |4€ D,), então (FE>0O)(TJaeD,) (F7(S) sEDB(IA;S)Z O).
Sendo Y(S) = O, entao B(4;S)<E, ou seja En(X) <e.

Xx€Tao
(p) ; Ja é finito e UXOS o que demonstra a tese.

XE,
Mas ão 7
Suf. <=
(YE> o)(3BCIP)) (Fé finito) (UXOS e En(X)ce).

XE3 XE
(p) ) (UXCI) e à uma divisão de I tal que (VXE 3)

Xe
Seja I (IE

= X) . Temos, portanto:(3 3) (F=­ C3) (Or
A ea

B(A;S) = En(V)<K En(X) = En(X) <E e ainda
YE 3a — Xe3 Xe
YNSZÔ

O<Z(S) <B(à;S)<E, ou seja S(S) = O. Mas sendo

0€ YIS)< y(S) = O, então V(S) = 7(S) = O e consequentemente S é
4 ­mensuravel bem como Y(S) = O.

Algumas propriedades da medida de Jordan

Sendo À­ fxceric RP | Xe I­mensurável ) (I intervalo compacto)
AY X, EA) (XUYEA) ;
Ai (E X,IEA) (X­YTEA)

Na Teoria da Medida o conjunto À se denomina uma álgebra (ou anel)
sobre [I,

Facilmente se ve que as condiçoes Ah; A. acima equivalem as se
guintes:
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(1) EA; (2)IEA; (3) (VXEM (I­x=C xe);
I

(4) (VYX,YEA) (XUYEAÁ).

Tambem se deduz imediatamente que reuniões e intersecções finitas
de conjuntos de À­são também conjuntos de À.

Vimos por outro lado que (VXEA) (3H! Y(X)EIR,) (Y(X) é o conteuú
do de X). Assim, podemos dizer que a Medida de Jordan definida para os
conjuntos X€EAÁÀ é.uma aplicação Y: A — R, satisfazendo as proprieda
des:

a) Y(0) = 0; b) (VXeÃ) (yY(X)>0); c) (E (X, h>Y (X EA)
(X,NX, = 8 (vZn) (Ux PEA =x,)= ES

y=l y=l v=1

Na Teoriada Medida se diz então que a medida de Jordan é uma me­
dida sobre a álgebra À.

c) DIVISÃO DE UM CONJUNTO 3­MENSURÁVEL

Definição: "Chama­se divisão d­mensurável ou simplesmente divi­
são de um conjunto D (DCRP) (D é 3 mensurável) (p = 1,2,3) a uma fa­
milia finita 3 de sub­conjuntos d­mensuráveis de D tal que UX=De

Xey
(WX,YE3) (Xx/ZY) (XY = É)"

Os conjuntos de 3 chamaremos de componentes da divisão adotada.

Refinamento.

Definição: "Sendo 2d, e DT, duas divisões de D (DCRP) agemsurável), diz­se que Fo é mais fina que (ou é um refinamento de) Fse indica 343, (ou 39) A) se e só se (YXE 3) (3%, E 3) (X=­ Uns
1€3,

Resultante

Definição: "Dadas duas divisoes d, e F, de D (DCRP), chama­se
resultante de EM e TF, e se indica por R(F, FT), ao conjunto

— "(z2=xNY|xE% eres, ).
Corolário: Se3, e Fo são divisões de D (DCRP) então­I=­R(3,, Fo)

é uma divisão de D tal que 3,4 F (i=1,2).
Demonstração:

Uz = UxnNY = UL[ UXnND] = U [xnN(UY)]J= U(XfAD) =
ze xXEJ eYeg, XEJ, YES, xegy — YE XE,
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xe3, s

)
o o PA Om ) o o ) o o )(YZ, 2,8€EF) (2,04, = (XJO Y)NX,NL, = (x, NX, Y,) =

= (X,NX,) NA Y,) = É).
Portanto JF é uma divisão de D.

Por outro lado (Y Xe) (3%, CI) ( L =(zealz=xNYZ6))
Uz = U(XNY) = X . Assim I1<3 ­ Analogamente mostra­se que
ze3, XNYZÁ

'

|

3,49

d) INTEGRAL DE RIEMANN NO (RP (p<3)

Seja f:ICRP—R uma função real. definida e limitada, onde
x€I é um vetor do espaço RP (p = 1, 2 ou 3) e 1 é um intervalo compac
to em RP (p<3),

Seja À uma divisão de IT e 3, a familia dos intervalos parciais (in
tervalos componentes) de 1 correspondentes a divisão À . Temos então:

(FX EF) (f(x) é limitada em X). Consideremos ?= inf, f(x), L =
= suprf(x), ê, = inf, f(x) eL,= sup f(x); sendo Q=L ­Ll e 2, =
= L, ­ Lt, , temos que Q>30 e (VYXE 3,)) . (2,20).

Temos então: (YVXE &,) (vYxEX) (t<ºx <fx) <LQ<L). Sendo Y(I)
e x) as medidas segundo Jordan de I e de X respectivamente e notando
que vix)>3 0: MOO SL TOOSL, YOSL Y(X).

Dai vem:[E EO SEEL V(X)<L EX)
Os números 2 EY(X) e = LQY(X) chamaremos de soma inferior e

soma superior de f(x) relativamente a divisão A e indicaremos por
sS(f;A; 1) e S(f;A; 1) Lespectivamente.

Portanto, Ey(1)< s(f;A;T)<S(f; A ;jI)SLY(1) (*) (46)
Sejam $ = (s(1;4;1) | A€619,) e 3 = ÍS(r;a;t) |ae)
Das relações (*) concluimos que | e 3 sao conjuntos lineares li

mitados e por uma propriedade dos números reais cada um deles possui ex

(1) Quando não houver ambiguidade, usaremos as notações s(f;Aà) e
S(f; À) ou simplesmente, se SS, , respectivamente.
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tremos inferior e superior. Existem pois e são únicos os números Ss
= sup É e S = inf epÍ o 3

Propriedades:

a) (v 4, 4*€E o) (A (a* => DES SW e Ss 2 Sax) 3
b) (YA, AE) (Sa < Se);
ce) s <S .,

o [+

Demonstração:

a) Se 4(4* então (VxE 3) (A3Í,€ Io) (x = a )red,

xe, XE3, YeG, VEL VEDA Ye ld,
Notando que (YXE2I,) (YYE x) (E, <L,), temos:Y

= = LQYX0)= ZEL(E 0)=s E [2 (V)EkE = dy(1)=A xes * xegar. reg, xe, Te ei ] xes, ves, :

YEUB(XEIN) YE y “a
Analogamente podemos mostrar que nas hipoteses feitas vale a desi­

gualdade: Sa > Sa*.
b) Seja A** = Res (A,A*). Sendo A** VA e at bd A* , da pro­

priedade b) deduzimos:

SA E Sãss $ Sããs E Sos
ce) (v s,E 3) (s, é um limite inferior de 8). Portanto sA€S,, pois

S, e o maior dos limites inferiores de 4 . Por outro lado, Ss, sendo um
limite superior de $ temos 8 <S, + pois Ss, é menor dos limites supe­
riores de $ .

Os números Ss, e Ss, chamamos de integral inferior e integral supe­
rior de f(x) no intervalo I, respectivamente. Estes números sempre exis
tem nas hipoteses inicialmente estabelecidas e são indicados, respecti­
vamente pelas notações:

s = J fix) dx e S = [£Go dx
o &r o *%

Definição, "Diz­se que uma função f(x) definida elimitada num in­

(2)

tervalo compacto I (TICRP) (p<3) é R­integrável em I, se e somente se
8. 7 Ss, ; neste caso, ao valor comum 8.” 5, chama­se integral de
Riemann de f(x) relativamente ao intervalo I e indicamospor
fo dx (3) Jc
E

(2) Usaremos também as notações mais simples É e E , respectivamen
Tte.

és

(3) Usaremos também a notação E que também se chama Rr­integral.
(++) Propriedade válida para a medida de conjuntos elementares.
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Partindo de divisões elementares de I (não necessariamente nor­

mais) podemos definir integral de f(x) analogamente a definição ante­
rior e demonstrar a equivalencia entre as duas definições.

Exemplos:

1. f:ICRP—>R tal que f(x)=k (ké uma constante real) é
R­integrável em I e

Sx dx = kY(I)
.”

l, se2. f:ICR­—>R tal que f(x) = | O, se

não é R­integravel em 1,

Critério da Integrabilidade de Riemann

"Uma condição necessária e suficiente para que uma função f(x) de
finida e limitada em ICRP (I intervalo compacto) seja R­integrável em
I é que para todo numero EER,, seja possível determinar alguma divi

sao A ELO, tal que = O Í(Xx)<E,"
Xe

Demonstração:

Nec. ==>

Sendo f(x) R­integrável em I, temos s,=5S,5
E

sendo s, = sup Í, temos: (VEE R,.) (Asse £) ( 8.” 2 sa):
Analogamente de 5, = inf 3 resulta: (VEER,+)(B Sa e 4)

E

Por outro lado: (TAC) (A= Res(A, ,4,)) (AA, e AA, ).
Portanto s

E
:

E DLo” 2“ Sa, $a. e Ss, ta? SA, 2 SA “Dai temos:
Ss, ­ se, +ÊÉ> S,­ SA € consequentemente

XE, oo

Suf. <= |
|

Se por hipótese vale a frase: (VEER,,) (A A*E QI(ERÚNXILE) ,
temos: Saes ­ SA <E.

Sendo s, = sup $ e S, = inf & , então: (VYS€E 2) (s,<s,
Ss, > Ss) =>(0<S, ­ s <S, ­ SA): Portanto sendo O<S ,­s,<o :

< S, + ­siÃis então IS, ­ s l< E . Assim, S,=s, ou seja, f(x) e R­
integrável em 1.
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Corolário:I: "Se f(x) é continua em I (I é intervalo compacto)
(ICRP) então f(x) é R­integrável em LI."

Demonstração:

Se f(x) é continua no intervalo compacto I, f(x)é uniformemente
continua em I. Logo (VEER,,)(J6ER. )(Vxz EI) (llx­z|I<6 => |r8(O­f&I<E).
Seja AEII, tal que (YVXE Ia) (a(X) <6)(*t) portanto (Yxe 3.) (36,7) EX)
(dx = (6) eL,=f(7)) (I158­NIKAMO<6E E = 88) ­ s(9)| <
<4<E),

Assim, (VEER,,) (JA€O) (SQ, ­sA =2ZQAf(X)<E.Z NX) = EY(1))
e consequentemente f(x) e R­integravel em TI.

Corolário II: "Se f(x) é monotonica no intervalo compacto I
(ICR), então f(x) é R­integrável em 1."

Demonstração:

Se f(x) é monotonica em ICR, então (VAEO) (Zn, = Q).
xe

Admitamos que f(x) não seja constante em LI. Temos entao que Q>0.
Temos ainda que (VEE R,,) (JA+*SMW) (VXE TA, (V(XN)LE). Assim sen
do, vem:

(VEe R,,)(AAteD)( SW, ­ Sa, = ZOQVIX)< E 2 0,'=6Q)
XEI, XE

ou seja f(x) é R­integrável em LI.

Proposição: "Se f(x) é definida, limitada nº intervalo compacto
ICRP, ese A,Ã*€E 7 tal que AZA* sendo q cara Ai ­ & card A, =

> ­ ­ ++)1, então s,. ­ s <k2lalaP es, ­ ss, gxkolalaPt." É
Demonstração:

Suponhamos k = 1. Sendo card 4, = n, (i = 1,...,p), sem perda da
generalidade, podemos tornar card 4, = card 4, +l1=n,+l1l. Então
(Inen)(3XxÍeEIB)(j=1,2,..., n) (+) (3 i75,2rig Fa) Irivêéri ­
= XI), Mas vi>lx e. tayiz , :

Assim temos:

(+) da(X) é o diametro de X

(++) Sendo T, (1) = TT a (à projeção do intervalo ICIRP (i=1,...,p),
“= max (Y(Y,I)(i=1,...,p) e 1Al= máx fa(X)(XE9)]).
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n

S.i= Luy(E) = 3 dyY(Y) (Liv; vir) ada: vIevi))>. tea, *v EM:­(vi,êvi * Et ' “ans1edem
. n23 L(X), + 3 esoMD PD) = 27 00Xe, ­(X)) j­1 xe3,­ (x) (1€j<n))

=> y(X) =.s Dai deduzimos: y

XxX A”
XEIA.

a1MPDIY) + (2, jCEASA tr) < le, ­ tire v) +
n

j ­l ­l+ Lyj= Lvlrd) >xea 0) < ala l.aP*<alaloP
= J= ;

Suponhamos a propriedade verificada para k = m>1, ou seja,
Sax SA EM alal oP? , onde cara a: ­E card À. = m. Na A++E,

. p
" “>tal que 22 card ai ­ > card a =m+l e 2 card ai ­ cara ai =

|

t= FP) (=) =)

. Ássim vem:

= (mM + 1).2/4| aP!

Portanto (YkEeN) (k31) temos:s, , = sQ«< kQ A Pl
Analogamente podemos mostrar que nas hipóteses estabelecidas

(Yke N) (k>1) temosSi ­S,,< kaldá| aP­1
Teorema de Darboux:

"Se f(x) é definida e limitada em ICRP , (I intervalo compacto),

então (VEER,) (A$SER,,) (VÃEA) ([Al|<b=>s,  ­s<ELeSsy S<E)".
Demonstração:

&<s.).W 1
eTemos por hipótese: (vYEER ) (3A“E O) (s, ­5 Al

S. = E (++) Por ­ ou­Seja r =X card 2, l , e tomemos 1 "“
ts) !8 2r oi

tro lado, (F4ewO) (JA?) (0? = Res(4,0!)) (Ata! =>

(+)n =*1, se p=; n=n,, se p= 2en=n23º se p= 3. Vide referência(++) ela |pagina anterior,(++) Supomos n>0, ou seja, a função f(x) não é constante em I. No ca­
so de f(x) ser constante em I, o Teorema de Darboux é evidente.
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cm

, E=> s al < s, 2) e consequentemente temos tambem s&75<ÃS 1€<sA Aº
P

| :
­Mas, > (card%,2 ­ card Faj) <r e portanto s,2­s, É ra láaloZ .

K=) i

Temos pois:
E

2) + (5, 2­5, <>So” TSA” (s, ­ SA

Analogamente podemos mostrar que (YE E (R,,) Gs, e R ,) (NAEO)
PE

­(14A/<ô, =p Ss, S,<E).
Sendo 98 = nin 1 6,), temos:

(Ye ER, ) AbeR,,) (VA6GrD) (|JAl<K6 —> s, ­ sÃs<Ee S­S)< E).

Criterio da Integrabilidade de Darboux:

"Uma condição necessária e suficiente para que uma função f(x) de
finida e limitada no intervalo compacto ICIRP seja R­integrável em 1 é

(VE>0)(A68>0) (VAE!O) (|a|<b —> ­ es, <E)."que ( ( 2 | al SA Ss
Demonstração:

Nec. ==>

Se por hipótese f(x) é R­integrável em I então s 7 S,­ Por ou­
tro lado, o Teorema de Darboux garante:

(VeeR,,) (3 SER,,) (VAeio) (laleb =Ds, ­S<$ e
E ­

Sa = So<a ). Temos então: S, ­ s*s 7 S <E=7S8,  ­s<£E­

Suf. <=
Por hipótese vale a frase:

(VE70) (36>0)(VAEW,) (lAl<6 ==>  SQySsAK É).
Temos então:'

(3JA€L) (ZFAxY(X)<LZE). Portanto, f(x) é R­integravel em 1.
XE, :

Notemos que as frases vistas no Teorema e no Critério de Darboux,
são semelhantes às frasesde limite de funções. Este fato nos sugere a
considerar as quantidades ss é S, cómo limites das somas SA e'SA , res
pectivamente, quando a norma | AÍ] tende para O. Devemos notar, no en­
tanto, que dentro da conceituação clássica de limite.de função isso não
é licito fazer, pois s, e SA , en geral, não são funções de | Al, pois
várias divisões do intervalo I podem ter a mesma norma que por sua vez
eventualmente corresponderá a mais de um valor das quantidadess, e SA »
Apesar disso, sy e SQ podem ser consideradas funçoes da divisão 4€ O,
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pois a cada divisao À de Or correspondem, através de leis bem determi­
nadas, um unico número s, e um único numero SW. Para podermos formalizar
corretamente os resultados que envolvem frases do tipo mencionado e con­

sequentemente deduzir outras propriedades que nos interessam usaremos O
conceito de limite segundo Moore­Smith abordado no Capitulo I, que como
vimos, é uma generalização do conceito habitual de limite.

*Seja ICRP um intervalo L consideremos o conjunto Pr de todas as
divisões de I orientado pela relação "refinamento >. Evidentemente, sen
do f(x) uma função definida e limitada em I, as quantidadess, e SW (so
mas inferior e superior de f(x) relativamente a divisão 8€ O, respecti
vamente) são funçoes limitadas.e definida em 27 . Além disso sa é isoto­
nica e Sçeantitonica em Pr

Sendo Ss, = SUpSA e S = inf SQ , uma proposição demonstrada no
á€ Or 4€ Or

Capitulo I nos garante: lims­= s e linS, =S,.
sex) dE ,+

Uma Outra Formulação do Teorema de Darboux

(+)
Seja I1CcRP (1€p<£3) um intervalo compacto e Do conjunto das di­

visões normais de I, orientado por >» definida como segue: Dados 4,8*E€EO
(A*tA <=> | 1º | <| A|) «Evidentemente a relação ) sobre À satisfaz as pro
priedades transitiva e compositiva. Sendo f(x) definida e limitada em
o Teorema de Darboux nos diz: (VE EIR,,) (AbER,,) (V4€er) (|a|<5 =>

ss ­sA<Ee S,­ 8, <E. (++)
Levando em conta a definição de limite segundo Moore­Smith, o Teo­

rema de Darboux pode ser enunciado:

"Se f(x) é definida e limitada no intervalo compacto ICRP, então
as funçoes s, e £S sao convergentes em O no sentido de Moore­Smith e

A PA
lins,= às bem como lim Sa = .seg.» à o aew, À So

Corolário (Critério de Darboux)

" f(x) definida e limitada no intervalo compacto I € RP é R­inte
gravel em I se e somente se lim s7 lim SÁ ."

PANA OD À 4eo.>

—(*) Té intervalo compacto.
(+) À fim de simplificar as deduções e não havendo ambiguidade quanto

ao intervalo compacto I, usaremos a notação Wao invés de 4, .
(++) As quantidades SIN) SA ts es, têm os significados anteriormente

convencionados.
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­ pondente a À e se indica por À ,ao conjunto Avis, | 6 x Xx<€ ENS

Divisoes Generalizadas
4

Definição: "Seja À uma divisão do intervalo compacto ICRP e 8x
um ponto qualquer de X € 7, ; chama­se divisao generalizada de I corres­

(*)

Seja 1 = (a! A é divisão generalizada de 1 ) .
1Definição: "Dadas duas divisões A e nº ( ad, Nes) correspon

dentes a ad e nº ( al, Nel ) respectivamente, diz­se que a < Pã
(ou AºX­Al) se e somente se ato? oc

Vemos imediatamente que |O é orientado por de,
Consideremos agora uma função f(x) definida, limitada e integrá ­

vel no intervalo ICRP e seja AE.

Temos evidentemente:

EY(X)< = (É) TXO< 2 L(X)
xEZ XE AE"

£eh
.

Chamando >= f( 8 ) y (X) de GC(A;f
xe, É :

Sa

inf f(x) = inf f(8 ), bem como L, = sup f(x) = sup f£(€É )
xeX 6 caco xo À xex 8£Ae 5x

e (++)
') (+) e notando que

Deduzimos portanto, que: (VAEIO) (VAE!YO) (Ae À são divisões ­

correspondentes) (s,< 6 < S) .
Evidentemente se f(x) é R­integrávelem I, então] lim(fá e é

Aeon»
gual a Seco dx . De fato,se f(x) é R­integrável em I, então

“lim (S ­s,)= S = O

aevy, 8 0
ou seja,

(Ye ER) (IA,EN)(VYAEY)
(hnD 4d => Issa 1<5S)

Daí vem: SA­ 8 <5 e I&­s 1<Ê
Portanto (YE >O) (AJA 69) (VAGO) (ALA, => I1&­S,

­ Ss l< & ).. Dai concluimos que:
lim 6, = fe) d x

AE) T

(*)*Em cada intervalo X tomamos um único ponto BGEX.
(+) As divisões À e À chamaremos de divisoes correspondentes.

(++) Não havendo perigo de confusão, indicaremos 6 (A; £) por 64 .
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Doravante, não havendo perigo de confusão entre À e À , usaremos

o simbolo À para designar a divisão generalizada À . Aná logo signifi
cado será dado para o conjunto |O. representará sempre um ponto deXj x:

tal que 6x EA.

Propriedades da R­Integral

1. "Se f(x) e g(x) são funções definidas, limitadas e integráveis
no intervalo compacto ICRP então f(x) + “g(x) é R­integrável em le
fx) + g(x)) dx = [160 ax + [ gx) dx ." 6)
I IT T

Demonstração:

Para todo À (À €NM) temos

6(A; £) = 22 (SE YO) e O(A; g) = = 66,)yY(X)
xEI, x€E3,

Mas, 1ins(a; o = fe e lim 64; g)=Íg —3
26 ND.» e. áeio.> ”

—> + |g= lin P(A) + lin6(Ajf)= 1im [6(A;f)+
£ ras A

|

ras

1im 3 [f(8) + g(8)) Y(XO:s Wim CA; tg)

Portanto G(A;f + g) é convergente em 3!) segundo Moore­Smith.

Assim f +g e R­integrável e [e + g) = [8 fe .
T1 T

2. "Se f(x) é definida, limitada e R­integrável em L 1 RP

kK€R, então kf(x) é R­integrável em I e 1 fee) dx = k f(x) dx ."7Para todo À ( AE), temos GULA) =X ke 6 2Y(X) =
xE3, A

­ REQ TOO = k6(f;À). Mas lim 0(f;A) = |f e portan— XE | A

to lim 6 (kf;A) = lim k6(f;Ã) = k lin 0(f;Ã)= «x
a A À | dt

fAssim, kf(x) é R­integrável em Il e fue =.|
:

< E

Usaremos a notação fe ad“ inves de feGo dx
­ T I «

Usaremos a notaçao lim 6(f;A ) ao invés de lim 6(rf ;Ã ).
ras Ae

Não havendo expressão em contrário, nos enunciados seguintes, con
sideraremos ICIRP sempre intervalo compacto.
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3. Propriedade da Monotonicidade: "Se f(x) e g(x) são definidas,|
limitadas e R­integráveis em I e (Vx€I) (f(x) <es(x) ==> [fo dx <
< fe(x) dx ." I

x :

Demonstração:

Seja M(x) = g(x) ­ f(x) ; V(x) evidentemente ekintegravel em 1
e fe­ fe ­fys= fa ­ fe . Sendo P(x)>O em IL e notando que

T T I .
'

O <infe(x) YD<fos< sup f(x) .y (1), temos:
Pa

fazo e fe <fe .
I TI 1

Notemos que mediante o Critério de Integrabilidade de Riemann "e
eventualmente o uso das 3 propriedades anteriores facilmente podemosde
monstrar as propriedades seguintes:

4. "Se f(x) é definida, limitada e R­integrável em I, então |f(x)|

e R­integrável em LI e | fl< [1 e .
1 :

5. "Se f(x) e g(x) são definidas, limitadas e R­integráveis em 1,
então f(x) » g(x) é R­integravel em IL."

6. "Se f(x) e g(x) são definidas, limitadas e R­integráveis em,
|

= f(x) o.
.bem como inf g(x)>O ou sup 28x) <o, entao Tex) e R­integrâvel em

1,"
I

Critério da Integrabilidade de Cauchy

. 'Uma condição necessária e suficiente para que uma função f(x)
definida e limitada no intervalo compacto IC RP seja R­integravel em L,
e que (VYE>0) (3 A E) (É Al , new) (| Atl <| 4! (i=1,2) =>
61­62 1<E).

Demonstração:

Pelo Teorema da Convergencia de Cauchy (Moore­Smith) aplicada pa
ra a função 6 definida e limitada em O orientada por F ; podemos
dizer:

n

f(x) efNintegrável em 1 <=> lim 64 = [ rx) dx , ou seja (YESER,, )
A elo T

1 2 1 2 :(3 4,69) (Y 4º, dé em) (A ta, e CÁ dDA => 6 ­ RICE).
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Critério da Integrabilidade de Jordan

"Uma condição necessária e suficiente para que uma função defini

da e limitada no intervalo compacto TER “ seja A­integrável em [,é que (VEER,,) (Cf = faces |Q,> e)=> 7(6&) = O).
Demonstração:
Nec. ==>

Suponhamos, por absurdo que (3 E E R,,) (4 (670) isto é
(3 EeR,,) (V(1)) (1 EIP)) (n= 12,10, 10 TE1 5 66 =>
2—Y1) > E). Sendo (IJ) tal que J, = INI, temos ainda Y(I,»

nal

Por outro lado (VYAEW)(3AA*€W) (ALA e IB," 39 ,07,)

UU x ) . Portanto, dai vem: S.­ Sa 2SAs 7 Sos? Tax =xET, | NET

= 2 0 y(X) + 2 2,4 (X) > 2 Q(X) > ES
XE, xE3, xe,

Devemos notar que (YXE 37) (AQ, 2É,) pois admitimos que XNCGÉ
Z 6. Assin, (3 .6,8>0) (FYAEV > s, «se ZAy(D>E.E ).­& ­—à xem, *

Isto significa que f(x) não é R­integrável em I, contrariando a
hipótese.

Suf. <=

Suponhamos por hipotese: yvíCrg ) = O. Temos então: (VEER,, )

(3 (1, >) (1,eg, (new,) ssOs, DC e Ex,<E). Podemos su
opor (Y i jeN,) (izj) (1 = Hd) bem como (Ya€Ce) (Ane )io

ke
­ UI

nai D(aeI). O conjunto F = é fechado e é tal que (Y x€F)

(2, <E). Assim, (YxEF) (3 va) O (Av )<26), pois sendo
(**%1in 2(6) = 2 <E, então (VEER ) (35,€R ) (0<6<6, =>Sor

(+) N =­(1,2,..,5) (seN)'
(*) O, é a oscilação de f(x) no ponto a.

(**) Admitiremos que as visinhanças V(x) são intervalos abertos com
centro no ponto x e diametro 9 .

(***) O(6) é a oscilação de f(x) na vizinhança V(íx) de diametro 9 .
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==> l2a(6) ­ Q I<€8) eainda Q, <0(6) <Q sé<2e.
2. Uv(x) SF

xeF

Pela propriedade de Borel­Lebesque, existe um sub­recobrimento fi

nito V) (m = 1,2,...,p) de F. Seja W. = VÃO F.
.

7. =
FE L2 2

=Evidentemente A W. F e Nm É Vm <2€. Sendo J. TO I,te
k k.

mos tambem que 2 JIJ > Cr e o (IJ) <C,
O conjunto CCANTTDNTA F) é uma divisão elementar de I. Existe

então um refinamento normal * desta divisão, tal que F,?7 Td vuI, ,ras

onde Fn =tfxeE 9, XE, com nen, ) e F, = ( xE3)|
XxcW em em, ) . Portanto, (YE >O) GA€O,) ( Ss. "Ss,
= 2 &y(X) +2 aQy(X) < OE+ 2€y(1) = E (2+2yY(1)).
xe, “EI,

Portanto f(x) é R­integrável em I.

Como consequencia deste critério temos que se f(x) e definida e 1i
mitada no intervalo compacto ICRP e é contínua em LI ­ C,yonde vY(C)=O,
entao f(x) é R­integravel em [I.

Em particular, se f(x) é descontínua em um numero finito depontos de I
nos pontos de uma curva retificável PCICRP (1€p<3) ou então nos pon­
tos de uma superficie regular SSCICKRP (1I€p<3) .então f(x) é R­inte­
gravel em [.

Medida de Lebesgue Nula

U
e

Definiçao:

"Dado um conjunto CCRP, diz­se que C tem medida de Lebesque nu

la ou simplesmente medida nula, se e so se C= 0 ou (VYE>0)(3 FSP)
( Te familia enumerável) ( UX5SC, a série&Z y(X) converge, e

xEF “x€3

Zy(X)< E)"
xEGF

Sendo C um conjunto de medida nula, usaremos a notação M(C)=O,

Exemplos:
|

:

1. Todo conjunto de conteudo nulo tem medida nula.
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Todo conjunto enumerável tem medida nula.
3. A reunião de uma família enumerável de conjuntos de medida nu

la tem medida nula.
:

« Um conjunto compacto de medida nula tem sempre conteudo nulo.
(Por exemplo, o conjunto de Cantor)
Sendo C um conjunto de medida nula e BCC, então B tem medida
nula.

2

Nem todo conjunto de medida nula é q ­mensurável. Por exemplo:
O conjunto C = Co, 1) N:Q tem medida nula, pois é enumerável.

Por outro lado xy(C)=0<7(C)=1, isto e, Cnão é J­mensurá

Seja f:E > F uma aplicação tal que EcRP (1<p<3) e suponha­
mos que f(x) satisfaça uma certa propriedade em E salvoum conjunto Cc
tal que m(C) = O. Diremos neste caso que à função f(x) satisfaz esta
propriedade em E p.p.t. ("presque par tout"). Por exemplo, se f(x) e
continua em E ­ C e se nto) = O, então f(x) é continua em E p.p.t.

Critério de Integrábilidade de Lebesque

"Sendo f(x) uma função definida e limitada no intervalo compacto
ICRP É C= Íael | f(x) é descontinua em a +, então uma condição ne

o”cessária e suficiente para que f(x) seja R­integrável em I e que
p(C) = O."

ec. —=>
: 1|

= = ' >=Evidentemente, (a€C<=>2 >0)e (Ym eN) (13 Ca fx e! [a2=))
os

Temos então C = LD C, « Provemos que (Yne N)(n (Cc) = 0). Sen
m=1l

do (Cc) uma família enumerável de conjuntos de medida nula, teremos au
tomaticamente pn(C) = O, que constitui a tese. Fixemos um número m€EIN,

Por hipotese, sendo a função f(x) QA­integrável em Il, temos
E(YEER ) (94 ED) CS, “SAX < ). Notemos que (VXE 3

4a

(X é intervalo compacto).

| Al 1. 2.Seja C,=C UC, tal que c! = (xec, | x edite Cm = Ch
10 io 1
m € finito e portanto Cr tem 23­

kRdi
i (P)) (neN)( O 1medida nula. Assim (VE € R,,) ( 3 (1))(1,6 9") (n NO ne1 In? e

Sendo c? CcCÃe À um conjunto finito, C
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= Y(1 nº <>=E). Por outro lado, (YxeCÊ) (E xe.) (x E x).
n=l

Seja 3 = fx Z 3 xnc? F Ú). Portanto (VX EF) (YxeX)1

(2, > 22 ­ ). Mas (987, =>Ea xOS AO: Consequentemente
2%Y(X) >2 ESYX). Deste resultado bem como da condição
2 QQ(X) < É deduzimos:
XE, '

2m

ES(X) < = , ou seja, ST Y(X) <E
xEI xe,

Portanto, eso (35*) (9*=Fto,InenDIISS, eEesI*
a.

2 y(X» = 2OY(X) + * Ya,J<E, Isto significa que Y(C,) =
xEGZ* "Xe3, n=1

ainda pn (6) O. Consequentemente, conforme uma observação inicial
temos n(C) = O,

Suf. <=

Mostremos inicialmente que se f(x) é uma função definida e limi

tada no intervalo fechado KCRP, tal que (9 NER,,) (VxEK) (Q<N),
então (3 AE) (2 21) < Ny (K).xe,X

De fato: (VxEK) (3 Yg (x)) (Vz (x) é um intervalo aberto em Kde diâmetro 5 ) (6€R,,). Sendo n(6) a oscilação de f(x) em VÊ (x) ,
temos: lim .a(6) = 2 <N. Fazendo A= N­Q, (A4> 0), vem:ES — O +

(3 6,ER,,) (V66ER,,) : 6<b,=>n <alb)LARA +A<N.
Facilmente se mostra que: (38 ,E€R,,) (6,<6<o,) (3SV. (x) =V)

2 : 2 1 9,
(VeVv­(x)). Sendo Q­ a oscilação de f(x) em 0; temos Q. <ao­<a(s)fo ; V x =“vy=

<Q2, +A<N, ou seja, (VYxeK)(aYV = YV) (V é intervalo aberto
emK) (xeV eAaç<N. e

Seja agora 4 = í v=YV, | xek . 8 é uma cobertura para o.com
pacto K. Pela Propriedade de Borel­Lebesque existe uma sub­cobertu­
ra finita (Vy) (ve) (kem) para o conjunto K. Mas (YVE Nº) VYp é
um intervalo compacto contido em K. Assim, existe 4(4€ PP)
(vpE IN) (V, é reunião finita de conjuntos de Fa). Portanto, sen­

do K ­ O V, = K, (Yxe3,) (E ve NO) (XEV, =>2,<SsY
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consequentemente temos: 22%y(X) <N Dy(X) = Ny (K).

Passemos então a demonstrar a condição suficiente,

Por hipótese sabemos que Mm(C) = O, onde C = &17 , sendo
( xel | 2 >+)enew. Mas (YVE>O) (Fm enN)( y (1) < &&) e

notando que C CC, temos r(C, ) = O. Assim, temos tamvén: eeR,, ):
o

(3(1,)) (Ven) (1, e intervalo aberto em I) tal que" 1156 e = y(Ip )<ÊEonde Q e a oscilação de f(x) em IL. Consideramos
Q>0, pois excluimos o caso trivial da função f(x) ser constanteem!E.

m 29

Mas o conjunto C, é fechado e Cc ET. Portanto Cr é compacto. Às
sim, pela Propriedade de Borel­Lebesque Cr possui uma sub­cobertura

­ E É ;finita (1)) (neN) (&, Yi,) <za2 ): Mas 1 ­ UM Er é
compacto e portanto é reunião de uma família finita 3, de intervalos

*fechados ( a Além disso temos que se IE EX CI­Cmº então
(VXEZ,) (XNC, = À). Portanto (YX€ 37) (YxeX) (2 <= J e ainda

tal que 2­2Yy(Y) <A «. Sejaà uma divisãodel,
EMx

tal que os intervalos I, (n= 1,2, ...,S) e xes, sejam reuniões de
n

s

intervalos de Fa « Notando que A La, e J tem por reunião I e não

existe dx = Px 9

tem pontos internos comuns, podemos por: Fa =39* UF**, onde 9* =

= (Yeg,| 1C Ps Ty +) e gg =ÍvEe3, res J: Assim, 8­s,*=
ZAyY(1) = Fa y(D+S ag(D<A2A ZE (0) «E [E ay] o U[UT+

ED, Yezt Ye gt YEG* xe) ea,
FT O ça A) + 1) <a Sd (UX) <xEjS, m n=1 vn 2082 mm Y xe, ­

E 1
2 + TYD< E,

vem finalmente que f(x) e R­integrável em L.

Exemplo: Seja f(x) a função definida em I = bo, 1) como segue:

Os fechados de 1 podemos supor sem pontos internos comuns, pois
se não fosse assim, poderiamos recair a este caso, por meio de um
raciocinio conventente.

37
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TãT , se x= ae! com p,q€Z eMDC (p,yq) = 1
O, se x é irracional ou x = O.

f(x) é uma função continua em INR ­ Q) e no ponto O, ao passo
que ela é descontínua em C = (I1NQ)­ (o). O conjunto C sendo enumerá
vel, é um conjunto de medida nula. Logo, pelo Critério de Integrabili
dade de Lebesgue podemos concluir que f(x) é R­integravel em [o, 1] e
como (VAE +D) (FXEI, => dx = O), ven Ss, = 2 ey (x) = O e portanto

xEÍ,!

Ss, O, ou seja," Sea) dx = O,
o

Através do Critério de Lebesgue podemos deduzir imediatamente as
seguintes propriedades:

Se f(x) e g(x) são definidas, limitadas e R­integráveis em IC RP
então

a) fix) + g(x) é R­integrável em LI;

b) f(x) . g(x) é R­integrável em 1;
f(x) . ,

;

R—i i > < ;c) g(x) e integravel em IL, se inf gx) O ou sup f(x) [0
d) lIf(x)| etintegrável em TI.

Para provar as propriedades acima, basta observar que as funções
que aparecem em cada item são continuas em I p.p.t.

Integral de Riemann num Conjunto dg ­Mensurável

Definição: "Seja f(x) uma função definida e limitada num conjun­
,

(1)to 3 ­mensuraável DCRP e seja ICRP um intervalo compacto tal que
ISD. Sendo g(x) uma função definida em I da seguinte maneira:

) og(x) =
O, se xeI­D

ela será evidentemente uma função limitada. Diz­se que f(x) é R­inte­
grável em D, se e só se g(x) é R­integrável em I e a R­integral de
g(x) em I denomina­se R­integral de f(x) em D e se indica ff (x) ax e

D

A função g(x) denominamos de função auxiliar de f(x) relativamen
te ao intervalo [I,

Proposição: "Se f(x) é definida, limitada e R­integrável no con

(1) limitado
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junto “]) ­mensurável, DCRP (D limitado), então a R­integrabilidade de
f(x) en De o valor da R­integral [ 1) dx independem do intervalo
compacto I tal que IOD," ?

Demonstração:

Consideremos os intervalos compactos I e I* (1,I* CRP) (IOD e
1*5D) (I1* Z 1). Sejam g(x) e g*(x) as funções auxiliares de f(x) re­
lativamente aos intervalos I e I*, respectivamente (YA€E PP) (JA* E
€ D17+) (À NÃ* =A), Assim s(g5A) =

22X) EX) ELO = ELO = s(g a)
XE xEIT, KED% XE

xco xcD
S(g;A ) =2— LxT(X) = 2 Ly(X) = SL,Y(X)= E LX) =

XE3T, XxETA xE3 xe ExxNDEFÉ xNDÉ
= S(g*; À*). Temos portanto: s(g;A)= s(g*aves*(x) dx
S(g;A) = S(g*; a) >Í gt (x) dx .

I*

Admitindo a R­integrabilidade de g(x) em I, temos:

(YE>0) (A 6>0) (YA EO) (14 1<€6 => S(g;A) ­ s(g; À)<E).
Mas os Sent ax ­ jeg* (x) dx <S(g;A) ­ s(g;A)<E. Assim,

Se (x) dx =Se (x) dx g*(x) é R­integrável em Iº*,

De um modo semelhante podemos demonstrar que se g*(x) é R­integrá
vel em I*, então g(x) é R­integraável em I. Além disso, sendo

lim s(g; A) = fe, então (NYEER,;) (34,8 WD )(FA ED) At 4,
he, ? .. .:

=> s ­ S(g;A)<E). Seja 4 € Or» tal que Aí O à, = A, , seI*ODI
ou A NA = A , se ICI, Temos portanto:

o o o :

*

|

*
(1)(YeER) (FA"EM,) (Y Ate, (Ada? =>) e­s(6;4) =

=| & ­ sí(gt; A*)<E), ou seja, lim s(g*; A*) = | g
I AE Vos) I

Assim, | g* ­fe = f f
I* I D

(1) (YAe9) (A >A) Gate, (Cat) as N(s(giã) = s(g;A que
podemos ver analogamente a primeira parte da demonstração” desta
proposição.
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Este resultado nos autoriza a considerar na definição da R­inte­
gral de f(x) em D J­mensurável o "menor" intervalo compacto I tal que

PDEICRP ou seja I1= XX proj, pn,
i=l í

Consideremos agora um intervalo compacto ICRP e um comjunto “j­
mensurável D tal que DCI . A função Xp : IR tal que

1, se x€D
Xp(x) = :

O, se xeIl­D

denomina­se função caracteristica do conjunto D. Xp (x) e continua em
­I salvo os pontos de d(D). Mas O(D) (1) tem conteudo nulo e portan­
to M(3ID) = O. Portanto Ap (x) e R­integrável em 1.

Por outro lado,sendo f(x) definida, limitada e R­integravel em L,

a função Xp (x).f(x) "será também R­integrável em I. Notando­vorem que
f(x)é definida:e limitada em D e a função AÁp(x).f(x) e a função auxi­
liar de f(x) relativamente a LI, concluímos que f(x) é R­integrável tam
bemem D e vale a formula:

Sento) f(x) dx =) f(x) dx
I ' D

Propriedades:

Das propriedades das funções R­integraveis num intervalo compac­
to, deduzimos imediatamente que se f(x) e g(x) são R­integráveis em
DERP (D e qd ­mensurável) então temos:

a) f(x) + g(x) e R­integravel em D e é + e). f+|g
D D

b) (VkER) (k f(x) é R­integrável em D e | kf = x | £)
D D

ce) f(x) < gx) ==> Se <fe
D D

à) |f(x)| e R­integrável en D e fe | < f |
D D ;

e) f(x) .g(x) e R­integrável em D

f) f(x)S À d

o oe inÊ g(x)> O ou sup gíx)<O, então e R­integravel
em D, DP

g) "Se f(x) é definida, limitada e R­integrável nos conjuntos 7­
o o .

áveis D i UD, = DCRP =

ã

mensuraveis D, e DP, tais que DP, PD, DCR* e DO DP, d. entao
f(x)é R­integrável em D e vale a fórmula:

Fc——— mostrar
(1) O(D) representa a fronteira de D. Para|que Y(3(D)) = O basta apli

car a definição de conteúdo.
(*) Esta igualdade vale apenas quando D é conexo.
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SG) ax = [1x)ax + f f(x) dx
D D, DP,

Demonstraçao te9);
Consideremos um intervalo compacto I (DCIC RP) pem como as fun­

f(x), se x€D f(x), se x E PD.
g(x) = e g, (x) =

O, se x€ I­D O, se x€ T­D.
(i=1,2)

(VYAEW, ) s(g;À) = Ext? DUO +2 Lyy(X) = s(g,; à) +x€E IS, xe,xes
xCD, xCD,

ções:

+ s (8,0) ; além disso

S(g;A) =2 Lyy(X)E 3 LQyY(X) + FO LQ(X) = S(g/5A) + S(g,50)
xEI, xe, xEF,
xNsdEÉ' XND.EKÉ — XNDIEÉ

Dai vem que (Ya € ) s(g, 5) + sig; d)< s(g;A) < S(g; à) <
< S(g,;à) + S(g,;ô)

Mas lim | s(g,;0)+síg iA)| = lim [S(g ;A) + S(g ;a))] =Ain É 1 2 | Anes 1 2º

­ fe) E2
I I

Pelo Teorema do Confronto (Moore­Smith), temos:

(3 lim s(g;A)) (3 lim S(g;sÃ)) e os dois limites são iguais a
neo) ne 9.? o !a * go Dai concluimos que g(x) e R­integrável em I e

I I

jf g ­ fa +/ , ou seja, [ sv ax ­/ f(x)dx f(x) dx

I I I D P Po
' '

2»

Proposição: "Se f(x) é R­integrável em DCRP (De 'T­mensurável) en
tão f(x) é continua p.p.t. em D."

Demonstração:

f(x), se x€D
Seja g(x) = onde I é um intervalo compacto

O, se x€I­D
contendo D,

Se f(x) é R­integrável em D, então g(x) é R­integrável em I. Por­
tanto, g(x) é continua em I a menos de um conjunto de medida nula ­
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contido em TI. Como porem DCI e g(x) = f(x) em D, f(x) será contínua
p.p.t. em D,.

Proposição: "Se f(x) é continua p.p.t. em DCRP (D é limitada
j ­mensurável) f(x) e R­integravel em D."

Demonstração:

Sendo I um intervalo compacto tal que DCICRP e g(x) a função au
xiliar de f(x) relativamente a TI,entao g(x) é continua p.p.t. em [,
pois gs(x) é descontínua nos pontos de descontinuidade de fix) em D e,
eventualmente nos pontos de d(D). Mas a reúnião destes conjuntos ainda
é um conjunto de medida nula e assim g(x) e R­integrável em I. Dai vem
que f(x) é R­integrável em D.

Além das propriedades vistas, vale ainda a proposição:

"Se f(x) é definida e limitada no conjunto compacto DCRP, tal que
n(D) = O, então f(x) é R­integrável em D e | f(x) dx = O.

D

A demonstração desta proposição facilmente obtemos mediante os re­
sultados preçedentes.

Observemos ainda que se f(x) é R­integravel no conjunto D J­mensu­
rável, costumamos usar as seguintes notaçõoes e denominações, respectiva
mente:

a) sendo p l, temos: f(x) dx (R­integral simplesde f(x) em D CR).
D

b) sendo p = 2, temos: ffx,1)a(x,y) = Í f(x,y)dx dy (R­integral dupla
D

|

D de f(x,y) em DCRº ).
sendo p = 3, temos: [| f(x,y,2)d(x,y,2z) = (fl8x,y,2) dx dy dz

é

D D

; :

|

3(R­integral tripla de f(x,y,2) em DCIR”).

Definição de Integral de Riemann por meio de divisões J­Mensuraáveis

Seja f(x) uma função definida e limitada em DCIRP 37­mensurável (D
limitado) (1<p<3) e S uma divisaode D em conjuntos i­mensuráveis,.Pa
ra toda divisão 3 de D temos:

Ly (D) < 2!PP” <2L$(X)< LYy(D)
xe

Sendo os conjuntos 42 d.y(X) | Fé divisão de Die4S Ly(X) |X X
xe xE3

é divisão de D + são limitados, definimos integral inferior e integral

42
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superior de f(x) em D como sendo os'números reais:

fc ax = sup ( 57egy(X) | Te divisão de D + e Í e ax =
2 xe

|

D

= inf 13 LQY(X) | Fe divisão de Dr), respectivamente. Facilmente po­
xE€EF —

demos mostrar: fx)ax < (f(x)adx . Dizemos então que f(x) é R&­ integral
2

D —

em D, se e só se f fx) àx = Í 0 ax e neste caso a este valor comum
D D

denominamos R­integral de f(x) em D e indicamos por feno ax .
' D

É possivel demonstrar a equivalencia desta definição com a defini
ção de ARintegrabilidade de f(x) num conjunto J­mensurável anterior­

' mente dada bem como a coincidencia das R­integrais obtidas atraves das
duas definições.

Extensao das noções de comprimento, área e volume para conjuntos
d­mensuráveis

Da definição da medida de Jordan deduzimos facilmente que se 1 CRP
e um intervalo compacto então I é “fJ­mensurávelem()­y (1). Assim, se p=1
então vy(I) = b, ­ a1 representa o comprimento”. de um segmento ; se1

­

P
, R

1<p<3, então y(1) = Tr (b, ­ a.) representa a área de um retangulo no
i=1l

caso de p = 2 ou o volume de um paralelepipedo, se p= 53. Estes fatos
nos levam a formular a seguinte

Definição: "Sendo S RP um conjunto Jg ­mensuravel, chama­se com­
primento, área ou volume de S ao número real 7v(S), conforme p seja i­
gual a 1, 2 ou 3, respectivamente."

Notemos ainda que por causa da existencia de conjuntos de conteu­
dos nulos podemos falar em "comprimento nulo", "área nula" e "volume nu
lo" de conjuntos.

Proposição: "Se S é um conjunto limitado (SCIRP), e sendo X. (x) a
função caracteristica de S, então

vs) = Íxgoo ax e 08) = SXJGO axu"
I
=

IT

Demonstração:

Seja I um intervalo compacto tal que SeclI. Para todo A(Ã€ 71) ,
temos:

s(Xg 3) =2 Lyy(X) =X 3(X) = E m(X) = A(A;S) e
xCs
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S(X3A) = Z LÇ(X) = 2 y(X) = Z n(X) = B(A;S)
XE xETA xe. XNS É GB ­

Destas igualdades vem imediatamente:

Sxsgcoans Y(S) e | Y(S) < f xs) dx bem como
—

Í x5 60 ax > y(S) e fxsçd ax < vy(S)
1 I

Finalmente concluimos que

Sx)ax = yY(S) e xs = Y(S)
If. E

—

Corolário: "Se SCRP é um conjunto J­mensurável e I é um interva­
lo compacto tal que SCI, então Xg (x) é R­integrável em I e vale a i­
gualdade: f x. 00 ax = y(S)."

T

Consideremos agora a função constante f(x) = 1 definida num conjun
to D 3­mensurável. Evidentemente, f(x) é R­integrável em D e ainda
Y(D) = Sfxp x ax = fax , sendo I um intervalo compacto contendo D.

I D

e) INTERPRETAÇÃO GEOMÉTRICA DA R­INTEGRAL NO RP (1Ép<$3)

Seja f(x) definida, limitada e R­integrável em D T­mensurável
(DEICR) (1 é intervalo compacto) e f(x)>O em D. Assim, sendo g(x)
a função auxiliar de f(x) relativamente a |, temos:

Sf fo ax = | gx) dx
D L

Consideremos ainda o conjunto E = Á(x,y) lo<y<flx)e x € D+o

(YAE WD, ) s(g; 3) =2.4Y(X) = 2 m(xx[o,L,1) < Y(E) e
xEI, xEIJ, '

S(g;A) =2 Ly(X) = Z m(Xx[o, LJ)>7Y (E)
xEJ, XEJa o

­

Dai segue, evidentemente, que f geo ax < Yy(E)< Y(E)< | sx) ax
T .—

'

e por causa da d­integrabilidade de g(x) em I, podemos concluir a À ­men
surabilidade de E bem como a igualdade:
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y (E) = f 100 dx ;, ou seja, a R­integral fr) ax representa a
D D

área do conjunto E.
E

Consideremos o conjunto D (DEICR) (D é TI­mensurável e I é in­
tervalo compacto), bem como f(x,y) uma função definida, limitada e ét­
integrável em D. Sendo g(x,y) a função auxiliar de f(x,y) relativamen­
tealeE = f(x,y,z) | 0O<z< f(x,y) com (x,y)ED]), verificamos fa­
cilmente que

Y(E) = ff fx) dx dy , ou seja, a R­integral dupla
D

ff sx,» dx dy representa o volume do conjunto E.
D :

Seja agora D um conjunto 7 ­mensurável,tal que DCICIR (1 é in­
tervalo compacto). Por um resultado anterior, temos:

fax = Y(D), isto é, a integral fax representao volume do con­
. D

junto D,
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CAPÍTULO IV

a) Medida de Lebesgue noRP (1 <p <3)
Introdução

Seja I um intervalo no RP, Vimos que: seu conteúdo (medida de Jor
É P

e”

dan) é dado por YV(I) = Tr (b, ­=a), onde a. e b, são os extremos dos
i=l

dos intervalos componentes de I(1<p<3). (No caso de p=1, considera­
mos Yy(I) =b ­a ). O número Y(I)E€ R representa o volume, área ou com

1 + à.1

primento de I conforme p=3, 2 ou ll, respectivamente.

Definimos também, convenientemente, conjuntos F­mensuráveis no Rº,
porém nem todos os conjuntos noRP são d­mensuráveis (Exemplo;o conjun
to dos nºs racionais no intervalo [a,b] não é J­mensurável). Sendo

CER um conjunto J­mensurável, o seu conteúdo Y(C) > Odefinimostam
bém como volume, área ou comprimento de C, conforme p=3, 2 ou l, res­
pectivamente,.

» DO O . . ” é
sPara possibilitar a definiçao de volume, area ou comprimento de

certos conjuntos que não são J­mensuráveis, ampliaremos a noção da me­
dida de Jordan, introduzindo um novo tipo de medida.

Medida de um Aberto no IR

Seja A um conjunto aberto em I (ACICR) (1 é intervalo compac­
to). À cada ponto x (x € A) podemos associar intervalos abertos em
contidos em À e contendo o ponto x. À reunião de todos estes interva­

los indicaremos por T. que será o "maior" interválo aberto em I, conti
do em À e contendo x. Este intervalo evidentemente é unico para cada x

de A. Podemos escrever então À = xa Lxº Por outro lado temos: (Vx,y€A)
(1,=1 ou 1NI, = d), pois se existissem pontos x e y (x,yEeiltais
que (1,21, e IN 1, É9), existiria um ponto z (z eI O 1) tal que 1,
conteria 1. el e consequentemente IT. = y = Ts o que seria absurdo.

o
+ s .

e [4 .
e

.Além disso a família (1, | xe4Al é enumerável, pois os números racio­
. a

” É o

nais de I formam um conjunto enumeravel e, como cada IT. contem numeros
racionais, não pode haver mais intervalos do tipo I. contidos em À do
que os numeros racionais existentes em I. Assim, para todo conjunto a­.

berto e limitado A é possível determinar uma familia enumerável (1)
(pe N), tal que (VWYV, nen) ( vAn DIO IT, = À) eo 1,=ÀA.
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A sequência (1 vp) chamaremos de decomposição de A em intervalos abertos
em I ou, simplesmente, decomposição aberta de A. Demonstra­se que todo
conjunto aberto tem uma única decomposição aberta.

Definição: "Seja À um aberto em I CIR (IT intervalo compacto) sen­
do (IT) a decomposição de À em intervalos abertos em TI, dois a dois dis­

<= DAjuntos; chama­se medida de À ao numero real m(A) = ea v(1y), se a se
rie de termos positivos do segundo membro converge."

Proposição: "Se A e B são abertos en ITCR (I é intervalo compac
to) então (ACB ==> m(A) < m(B)."

Demonstração:
= mw

=
= UU ­ ;“Se A = 2 IlIvyveB= nºl Jo onde (1 v) e (J) sao as decomposi­

ções abertas de A e B, respectivamente, (VOEMN) (v>1), (An=n,21)
(TI CJ). Assim, para cada V>1, temos Y(I,)<Wy(J—)= Y(J Je por­Oy” n

k ­” p= n nv
oo

tanto, (Y k>2), = Y(1,) < > (J I< XY YU) m(B) ==>
v=l v=l Y n=les

Z YU, <n(B) => nm(A)<nm(B).
Corolário:!SeA é aberto en LTCR (I intervalo compacto), então,

m(A) < Y(I)."
e

. . O .O corolario acima mostra que todo aberto em I possui medida.

Proposição: "Sendo T e I, intervalos abertos en 1 CR (1 inter
valo compacto), tem­se m(I, U I,) < Y (1) + Y(1,)."

Demonstração:

Temos evidentemente: (Y x€I), X OX) < X (x) + X, (x).

Mas, as funções X (x), X. (x) e X, (x) são R­integráveis
1,0 1, 1 Is

em IT. Pela propriedade monotonica da Integral de Riemann, vem:

f X 1, us 0 < Í ( X 17, + X. (x))dx= | Dá 1, x +I
I 1

2 T
Ed

+ S x coa => Y(1,U I,) < 0) + Y(1,). Sendo 1,UI, aberto em

I, YU 1) = m(I1,U 1). Logo, m(I, UI,) < Y(1) + Y(1,).
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Por indução finita sobre n demonstra­se: "(Y (1I1))) (1< yv <n)
n

(1, é intervalo aberto em LI). (m(U 1vp) < ETA))..y v=l

Teorema: "Se (A) é uma família enumerável de abertos en IC R
co

(I é intervalo compacto) e se a serie 3  m(A,) é convergente, então,
v=l

oo oo

tem­se: n( U à) < = m(A,)."v=l V 7 ­vsl

Demonstração:
oo

O conjunto À é um aberto em I, (YP >1) (4, = g TO)
Ooo

” o com ­ UU(TI nem é a decomposição aberta para Ay). Mas, A = À, J,, onde (J,))

é a decomposição aberta para A. Evidentemente (VE E R,,) (I­ EN)

( 2 Y (J)) <Ê) e, portanto, m(A)= so Y(J, ) = = Y(S,) +
vaY+l v=l

w

+ E VON < ENO E, Por outro lado, (Yp EN) (HK,,)
vAYo*?

(K, aberto em TI) (K, CJ, e Y(J,) < Y(K,) + S.
+ o

De fato, fixando V(VEWN), seja Jp = ]Ja,p[eM= .— « Consi­
deremos os intervalos Jy(t) = Ja+t, b=t[ (te[ O, ML).A função V(t) =
= YJIp(t)) = b­a­2t é decrescente e continua em [o , MC. Sendo

“Jim Q(t) = V(0) > (tt) em [0, ML, então, (VE E R,,) (36 E R )
t>o,

(VYt<óS ==> S$(0) ­ QP(t) < S). Sendo t, um número fixo (tt, e7o, SLe Jyv (+, ) = Jart, a b­t11 Kys tããos, evidentemente, Kve". a1êm disso
&P(0) ­ Pt) < É ==(U,) ­ WI)) <A =2X,)) < Y(,)

o

|

Y *
|

e

Assim, m(A) < 3 Y(J ) +€E < 2 Y(K) + 2€ . Sendo U K, 1i
p=l Pp v=]l p p=

.
1

À VA
mitado e fechado, então, U K, é um compacto. Por outro lado, vp KCcv=l v=l

oo coco . P .
sUU 1 = U T e, consequentemente, existe uma

1 .n=1 PD. v.,n

a " Ye Ro ro ra

sequência finita T , ..., 1 ( U II SU K, | U K,).
n nNk ij=l ni v=l v=l

Mas, sendo os intervalos K, (ve Y.y, ) abertos em I e, dois a
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dois disjuntos, pois, K CJ, e os Jy) (Y € N,) por sua vez são
juntos, dois a dois. Assim temos:

” SOnu x) sn o no <E val) <= Y1) =X n(4,).i=1 Dj i v,n n pal
Yo

Usando a condição: m(A) < Fe YE) + 2€ , vem:
uv
o

m(A) <nm( U K,)) + 2€ < = m(A,) + 2€ .' Portanto,
val v=l

(YEER ) (m()< 2 n(A4)+2E —sn()< E m(A,)), isto e,
++ val p el

co es

mL 4,) <& nm(4,).
Teorema: "Se A e B são abertos em I CR (T:intervalo compacto),

entao, m(A) + m(B) = m(AUB) + m(ANB).

Demonstração:

Suponhamos, inicialmente, que A e B sejam reuniões finitas de in
tervalos abertos em I, dois a dois disjuntos. Evidentemente, os conjun

tos AUB e ANB, neste caso, também serão reuniões finitas de interva
los abertos em 1.

Mas, as funções X(x) e X (x)são R­integráveis em LI, assim como as
k

20 | x Co) |

­ ­funções X A AB De fato, seja À 4 1, (k>1) (1, nT,
k

= É se ván). Assim, x, (x) = 2, X 7x), pois, (VY x € A) (An e NO
tal que, se x EI, então, X., (x) =1 e X, (x) =O, para vzAn; se

n In Ip

x EI­A e, se VE No então, X7,) = O, Sendo x, (x) contínua em [I
a menos das fronteiras dos intervalos Iv (que formam um conjunto de con

teudo nulo), x, (x) é R­integrável em II, De modo semelhante, verifica­
mos a R­integrabilidade das outras três funções características.

Por outro lado, temos também a identidade X, (x) + Xh(x)z RS,++ X, ug) em I, pois, para todo x (x E ANB) (caso Ae Bnão são dis
juntos), os dois membros valem 2; se x E I­(A UVB), os dois membros va
lem 0 e, se x € A­B, ou, x E B­A, ambos os membros tem valor 1,

Mas, [ xa (x)dx = = S XX, (x)dx = = Y(I,) = m(A).p=l 1, ly v=l

Portanto, JS X (x)dx+ J Xp (x)dx = É x pl dxs
I IL I
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X, há p(x)dx => m(A) + m(B) = m(AUB) + m(ANB).
Verifiquemos agora a igualdade para o caso geral. Suponhamos que

co

I, (1,N1 = se vÁán) e B= U Jo (1,N1 =8 se VÁAn), sendov=l =]

Iv eydJ, intervalos abertos em” [I,.p oo os

Assim, (YE € R,,) (ALeEeNW( 2 Y(1)<&e 2 xY(J,)<O8.
v=ro+l ' vavç+Hl

;

­
= U = U = U 3Sejam agora, Ls, À, TvavçHl VP B, “Vl Jp e B, O vavoHlV"

Dai vem: m(A) = m(A,) + m(A,) e m(B) m(B,) + m(B,), pois,
' co

= B = .
e

| U =dg e BNB, dg. Além disso, m(A,) mo To)
Y(1,) < €, e, analogamente, m(B,) < E.

v=avotl

Temos, portanto: m(A) + m(B) = m(A,)) + m(4,) + m(B,) + m(B,) <
<m(A4,) + m(B)) +28.

Da primeira parte da demonstração concluímos que m(A) + m(B) <

< m(A, UB,) + m(A, NB) + 2€ , e, notando que, se A, UB, C AUB e
A, NB, CANB, então, m(A, U B) < m(AUB) e, m(A,NB,) €m(ANB), vem:
(VE >O) m(A) + m(B) < m(AUB) + m(ANB) + 2€E =D

m(A) + m(B) <m(AUB) + m(ANB)., (*)

Por outro lado, sendoA UB = (A,U B,) U (AU B,), então,
ce€(v R,,) m(AUB) < m(A,UB)) + m(4,) + m(B,) <nm(A,UB,) + 2 ; e

ainda, de ANB= (A) UA) nO (B,UB,) Cc (A, NB) U A,UB,, concluímos:
(Ye EN.) m(ANB) <m(A47NB)) + m(42) + m(Bo) <m(4)70B%) + 2€E .

Usando as desigualdades anteriores, temos:

m(A) + m(B) > m(A,) + m(By) = m(A, UBy) + m(A7 NB) >'M(AUB) ­ 2€ +
+ m(ANB) ­ 2€ . Daí vem: (VE ER) m(AUB) + m(ANB) <m(A) +
+ m(B) + 4£ <==>nm(A UVB) + m(AOB) <m(A) + m(B), (**)

Assim, ((*)e (**) ==>nm(A) + m(B) = mM(AUB) + m(ANB)),

Medida de um fechado

Seja F um fechado em I CR (I intervalo compacto). Sendo F' =I­
­F=100Q CF aberto em IL, consideremos um conjunto aberto A qualquer
em I, Evidentemente, A­F = ANF' é também aberto em I e, portanto, tem
sentido considerar a medida m(A­F).

Definição: "Seja F um fechado em I CR (I intervalo compacto) sen

A
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do A um aberto qualquer em I (ASF), chama­se medida de F e se indica
m(F), ao número real positivo m(A) ­ m(A­F)."

Proposição: "A medida de um fechado F em I independe do aberto À
em IL, tal que ADF.'"

Demonstração:

Sejam À e B abertos quaisquer em I tais que FCA e F CB; deve
mos mostrar que m(A) ­ m(A­F) = m(B) ­ m(B­F),

Pelo teorema anterior, temos:

m(A) + m(B­F) = m(A U(B­F)) + m(A N(B­F)) = m(AUB) + m(ANB­F).

Analogamente,
m(B) + m(A­F) = m(AUB) + m(ANB ­ F).
Das duas ultimas igualdades vem:
m(A) + m(B­F) = m(B) + m(A­F) —> m(A) ­ m(A­F) = m(B) ­

­ mM(B­F), o que demonstra a tese.

Corolário: "Se F é fechado em I então m(F) = Y(I) ­ m(I­F)."
Basta notar que I é aberto em LI.

Í

O [á .Conjuntos L ­mensuráveis

Medidas Exterior e Interior de um Conjunto

Definição: "Seja M (MCICR) (I intervalo compacto); chama­se
medida exterior de M e se indica np(M) ao número real

inf Ím(A) | A é abertoem I com À SM); :
nas mesmas hipóteses, chama­se medida interior de M e se indica por
n(M), ao número real

Sup | m(F) | Fê fechado em I com FC ml.
Propriedade I: "Sendo C (C CICR) (I intervalo compacto), en­

tão, n(C) < n(C)."

Demonstração:

(YA, FCI) )(FCCCA) (Fê fechado e À é aberto en 1 =>
m(F) = m(A) ­ m(A­F) ==> m(F) < m(A)).

Mas, Sup [m(F) | FCC) <n(A) ==> Sup Í m(F) | rec] <
< inf Ím(A) | A DC) => u(C) < n(C).

Propriedade II: "Sendo C (C CIC) (I intervalo compacto), en­
tao, H(C) + n(I­C) = vY(I)."

Demonstração:

(Y A)(A aberto em I)(I GR) (Intervalo compacto) (A DC =HP>
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I­ACI­C), Sendo I ­ A fechado em I, temos: m(I­A) <p(I1I­C)—D
m(A) + m(I­A) < m(A) + n(I­C) —=> Y(I) < m(A) + pn(I1I­C) ==>
Y(I) <u/(C) + u(1­C), (*)

Por outro lado, (VY F) (F fechado em TIZR) (I intervalo compac­
to) (FECI­C => I­F5C). Sendo I­F aberto em I, temos m(I­F) >

> H(C) ==> m(F) + m(I­F) > m(F) + n(C) => Y(I) > n(F) + n(C) —A2>
Y(I) > n(1­C) + R(C), (**)

|

(*) e (**) ==> n(I­C) + (0) = Y(I).

Definição: "Diz­se que o conjunto C (C CICR) (I intervalo com
pacto) é L­mensurável (ou simplesmente mensurável) se, e só se, u(C)=
= np(c) e, este valor comum, quando existe, chama­se &L medida de C, e
se indica por n(C)."

Notemos que existem autores que chamam de medida de Lebesgue de C

ao número J(C) bem como seu valor de KL­medida de C. Nós convenciona­
mos chamar u(C) de medida exterior de Lebesgue do conjunto C, sendo que
o número un(C) antes definido chamaremos de &d­medida de C. Evidentemen
te, se C é L­mensurável neste sentido, o será também no outro senti­
do, porem, não reciprocamente!

Proposição: "Uma condição necessária e suficiente para que um con
junto C (C CICR) (I intervalo compacto) seja «É­mensurável é que
n(Cc) + H(I­C) < Y(T)."

Demonstração:

Nec. ==>

Da propriedade II vem: u(C) + M(I­C) = Y(I). Mas, por hipótese,
2(0) = H(C) e, portanto, H(C) + H(I­C) = Y(I), ou seja, a condição é
necessaria.

Suf. <—

Sendo por hipótese, N(C) + A(I­C) < Y(I), bem como u(C) +
+ H(1I­C) = Y(I) (consequência da propriedade II), temos:

n(C) + H(I­C) <u(C) + H(I­C) => H(C) < un(C),
Notando, porém, que (Y C CI), tem­se H(C) > n(C), concluímos que

j(C) = n(C) e Cé f­mensurável,

Critério de «­mensurabilidade: "Uma condição necessaria e sufi­
ciente para que um conjunto C (CC ICIR) (I intervalo compacto) seja
£ ­mensurável é que (VE E R,,) (JA e FCI) (A aberto e F fechado em

I1DN(FCCCA => nm(A­F) <&E)."

(Notemos que A­F=4A4N(I­F) é aberto em I).
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Demonstração:

Nec. ==>

Se C é L­mensurável, então, (VE EM,,) (39 F) (F é fechado em)
(3 A) (A é aberto em 1) (FGC CA e m(F) > u(C) ­ s­ e m(A) <mn(C) +

(u(C) = 1H(C)), Dai vem: m(A) ­ m(F) <€ e notando que  m(A)­
­ m(F) = m(A­F), temos: m(A­F)< E,

Suf. <e—

Por hipótese: (VE E R,,) (SA) (A é aberto em 1) (3F) (F é fe­
chado em 1) (FCCCA ==> nm(A­F) < E),

Mas, sendo u(C) > m(F) e u(C) < m(A), então, O <xu(C) ­ nu(C) <
< m(A) ­ m(F) = m(A­F) <&E€ , ou seja: NH(C)=n(C) —> C é £&­men

””

suravel,.

Proposição: "Sendo C um conjunto (C CICR) (I intervalo compac
to) e, se Cé L­mensurável, então, I­Cé L­mensurável e p(C) +
+ n(I=­C) = Y(I)."

Demonstração:

Sendo C £ZL­mensurável, então (VE E R,,) (SF) (Fé fechadoem1)
(JA) (A é aberto en TI(FCCCA =—>n(A­F) < E).

Mas, I­ACI­CCI­F (I­Aé fechado e I­F é aberto em 1)
bem como (I=F) ­ (IT­A) = A­ F. Alêm disso, m[(I­F)­ (I­A)] =m(A­F) <
< E, Logo, I­Cé L­mensurável.

Por outro lado, ji(C) + m(I­C) = Y(I) => n(C) + n(I­C) = Y(I).
Teorema: "Sendo A e F subconjuntos de I (A é aberto e F é fecha­

do en TICR) (I é intervalo compacto) então m(A) = n(4) e m(F) =n(F)."

Demonstração:

Sendo A aberto em I então jJI(A) < m(A); mas A é o "menor" aberto
que contém À e portanto, m(A) é um limite inferior do conjunto Ím(B) |
' BD AeBé aberto em 1). Portanto: m(A) < (A) => HN(A) =m(A). Mas,

A = v I,, onde ([1,) é a decomposição aberta para o conjunto A. Temosvas

então que: (VE ER) (FVEIWN) (JK, CR) (K é intervalo aberto em
1) (Kel, e Y(K)>YV(1)­ ) (V. é fixo) (VEN)

co e va seo

: I :

i = E = E Ya > YaE VT) < E), Assim, m(4) =2 VO,) = YO, + & F0)<

ore. £ ”

<2Z |YK)+ Es EV) +26 YCU K) +2E€,pois os“el r p=l é”
o v=l

53
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intervalos abertos K, (PV=1,2,...,V) são dois a dois disjuntos.
”

Portanto, (VE ER.) n(A)< YC U K,) + 2€ . Mas, sendo
HW p=l : ”
o

' [)

U K, fechado em I e contido em A, bem como notando que —Y U K,) =
p= v=l

RB ­
o o

= Y(CO K)) = m( ­ K)), e ainda, levando em consideração a definiçãop=l V= HW
o

de medida interior de A, temos evidentemente: YW( Z K,) <n(A). Consep=
'

quentemente, temos: (YEER,,) (H(A) <u(A) + 28 —>n(A) < n(4)).
Mas, sendo JH(A)> u(A) (por uma propriedade anterior), temos que

2º é L­mensurável e como M(A) = m(A), segue, finalmente, que m(A)=n(A).
Mostremos agora a segunda parte da tese: Sendo F fechado em I

(FCICR) (I intervalo compacto), o conjunto I­F é aberto em I. Lo­
go, I­Fé L­mensurável. Além disso, sendo I­ (I­F)=F, pela proposi
ção anterior segue que F é mensurável e u(F) +n(I­F)s= yY(nT Mas, no­
tando que I­F é aberto em I e aplicando a definição de medida de um fe
chado em I, temos: m(F) = Y(I) ­ m(I­F), ou seja: nm(F) = Y(I) —

pé­ níI­ . De /e // segue imediatamente que m(F) = n(F).

Proposição: "Uma condição necessária e suficiente para que um con
junto C (C CICR) (I é intervalo compacto) seja £L ­mensurável e tenha

oo

L­medida n(C)=0O0 é que (VEER,,) (H(1,))) (1, intervalo em R Jo 1,2
sc e E Y(1,) < O".

v=l

Demonstração:

Nec. ==D

Sendo C «L­mensurável e u(C) = O temos: (VE E R,,) (AA CI) (A
é aberto em 1) (A DC) j(C) + €E>nm(A) = n(A) —> n(A) <€E.

co

Mas, À = 1 Ip (os I, são intervalos abertos em I dois a doisv= :

oo .
.

disjuntos) e un(A) = — YU). Portanto, (VE ER,,) (A3(1,)) (I,€v=
:

oo(1),.

Suf. 0
:

os

Por hipótese: (VE ER) (3(1,))­(1,€ IJ) (U 1, DC e
os

& v(1,) < E). Mas os intervalos Ly podem ser tomados como sendo a­
bertos em R ; pois, em caso contrário, seria possível construir uma fa

54
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oo oo

Y(J ) < €), Sendo U I, aberto
1 Yrmília (J,)) de abertos (JS Iy e

NA
. eo ooem R, IN Lo, 1] = U (1N1I,) é um aberto em I que contém C tal quev= v=l

o
cs

& Y(I NI) < & (1) < E . Mas, por definição de medida exterior
n(c) <m(U (1N1)) <= m(INILI,) = & Y(10I,) <E€ . Portanto, (V

v=l POSpãa v=l Pp

E EN) (n(C)<E =>n(C) = O). Notando que O < u(C) < p(C) =O,te
mos: nu(C) = H(C), ou seja, C é L­mensurável e p(C) = O,

Além destes resultados demonstra­se as seguintes propriedades:

(1). "Sendo M e N conjuntos L­mensuráveis (MCI e NCTI) (I interva
lo compacto) então MNN e MUN são dL­mensuráveis e u(N) +
+ n(M) = n(MUN) + n(MQON)."

co

"Sendo (M,) (M, mensurável) (UV e IN), entao, U
v=

oo

M, e O MM
=1 Y va *

co co

também são mensuráveis e n( U M,) < &s n(M,)."v=l =

"Sendo (M,) (M, mensurável) (YEN) (M, NM, =) (vZn),então
U =vale a igualdade: [ U 3 ] = (M,)."8 Plyár » var»

Proposição: "Sendo C (C CR) um conjunto limitado, entao, WV(C) <
< n(C) <n(c) < Y(C)."

Demonstração:

Seja I CR um intervalo compacto (C CI). Sabemos que Y(C) =

= sup [E mx) | xEF, enEeEO] e YO) = inf [ES nt 1xCc :

j

)y' U XxX = Fé fechadoem IDe um lado sabemos que (VA € 8,

—> nm(F) = Z n(X) <u1n(C) =—=>  Y(C) <u(C).
Xxec

Xe,

Por outro lado, (YÃ E P,) (yYK E TF) (VE E R,,) (3Y) (Y aber­
to en 1) (Y OX e m(Y) <m(X) + =) (k = card Fa): Portanto,

Ur5sce (Z mn) < E (n(X)» Z2On(X)4 E —>
xN cAS Xxnczd x n cz x NnCcAd

nE(C) < 2 m(X) + £ ) pois H(C) < m( U rr) < & nm(Y). Dai vem que:
Xxn cAd x NCAZ x nc

(YA EO) (VE ER): (0) < E nm(X) e, portanto, H(C) < Y(C).
x NC
X EJA

E+
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Dai vem, finalmente, que: Í(C) < n(C) <m(C).< y(C).
”

. .
e e

.
” eo

Corolario: "Se o conjunto CCR e d­mensuravel, entao, C e tam­
bêm L­mensurável e Y(C) = n(C)."

Notemos que a recíproca deste corolário não é verdadeira, pois,
existem conjuntos L ­mensuráveis que não são d­mensuráveis. Como exem­
plo, podemos citar o conjunto Q N [a,b] = C que, por ser enumerável,eé
&L ­mensurável com medida n(C) = O, Por outro lado Y(C) = 0 < Y(C) =b ­

.
” . ”

­ a, ou seja, C nao e J­mensuravel.

Até aqui abordamos a medida de Lebesgue de conjuntos no RR. Vamos
estender este conceito para conjuntos limitados no RP (p=2 ou 3).

Seja I (1 CRP) um intervalo compacto. Um conjunto E (E CI) deno
minaremos de conjunto elementar generalizado, se, e somente se,

oo

E = Mm I,, sendo (1) uma família enumerável de intervalos limitados
no RP, dois a dois disjuntos. Chamaremos de medida do conjunto E e in­

(*)co

dicamos por m(E) à soma da série Y(1,).

Definição:"Sendo M um conjunto (MCICRP) (I intervalo compac­
to), chama­se medida exterior de Lebesgue (ou L ­medida exterior) do
conjunto M e se indica H(M), ao número real inf (me) |MCE CIe E é
conjunto elementar generalizado)."

P

Sendo I um intervalo compacto (1 CRP) tal que I = X a. pb;
' i=1!

P
—

podemos mostrar que sua medida m(I) é igualà oA ds
(b.­a.). Em analogia

i i

com um resultado obtido para a L­medida interior de um conjunto no R
podemos formular a seguinte

Definição: "Sendo M um conjunto (M CICKRP) (1 é intervalo com­
pacto), chama­se medida interior de Lebesgue (ou dL­medida interior) de
M, e se indica u(M), ao número real m(1I) ­ D(I­M)."

Definição: "Um conjunto M (MC ICRP) (I intervalo compacto) se
diz L­mensurável (ou simplesmente mensurável), se, e somente se, u(M)=
= H(M); neste caso, a este valor comum, denomina­se L­medida (ou medi
da de Lebesgue) de Me se indica por u(M),"

Demonstra­se quea «L­medida de conjuntos en LTCRP (p=2 ou 3)

(*) Demonstra­se que o valor m(E) independe da família (1) de interva
oo

los limitados dois a dois disjuntos, tal que v Il, = E,P=
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satisfaz propriedades análogas às que foram vistas para a L­medida de
conjuntos no R. Em particular, temos também que, todo conjunto C F­men
surável noRP (p = 2 ou 3) é também «L­mensurável e y(C) = n(C).

2 .
, ”

.Vemos assim que a medida de Lebesgue e uma extensao da medida de
Jordan, o que nos leva a dar a seguinte:

Definição: "Sendo C um conjunto &L­mensurável (CER), chama­se
comprimento (área ou volume) de C ao numero real positivo u(C), confor
me p=1 (p=2 oup=3), respectivamente."

Notemos que os conjuntos de medida nula, pela definição supra,

sao conjuntos de comprimento, area ou volume nulo, conforme p=1, 2 ou

3, respectivamente.

Podemos ainda fazer as seguintes considerações sobre conjuntos
£L ­mensuráveis e suas medidas.

Seja G= fx cI | |Xe L­mensurável | (I intervalo compacto); das
propriedades vistas para conjuntos mensuráveis podemos deduzir as se­
guintes propriedades:

TC,: (V(M,))
Le)

" LL (MES) (UNE)vV>1

Cr: (YM, NE SG) mnl ne)
Na Teoria da Medida a classe GC P(I) denomina­se (6 ­álgebra (ou

tribo) sobre LL.

Temos também que (YM­e€ &) ( u(M)e R,). Assim, podemos dizer
que existe uma aplicação u:6 ——> IR, satisfazendo às propriedades:

a) u(g) = 0; 8) (VMeg) (u(M) >); y) (V My)y > 17) (MEG)
oo oo

(M,nM, =) (yVén) ACD) = s& AM).
Na Teoria da Medida dizemos então que a Medida de Lebesgue é uma

medida sobre a (7 ­álgebra vs.

Destes resultados concluímos que, sendo É: A —— IR e
A:t ——R, as medidas de Jordan e de Lebesgue (AS ), a medida de
Lebesgue é um prolongamento de gas.

ES
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



b) Integral de Lebesgue no RP (1 <p<3)
. . ws o

Divisao Mensuravel de um Intervalo Compacto

Definição: "Chama­se divisão mensurável de um intervalo compacto
ICR a um conjunto M = (MN EI (W=1,2,...,n) | My é A­mensurá­
vel) onde (M,)) (VE N (nem) e tal que (Ym,y) (myVEIN)
(m Zy):

Notemos inicialmente que toda divisão elementar ou mesmo q ­men­
surável de I é sempre uma divisão mensurável de I, mas, nem toda divi­
são mensurável de I é uma divisão "J­mensurável deste intervalo, como
mostra o seguinte exemplo:

Seja 1 = [a,b], M =Q0N [a,b] e M, = (R­Q) N [a,b]. Eviden
temente M, e M, São L­mensuráveis, bem como M, n M, = de MU M,=T.
Logo, M= ÍMIMo) é uma divisão mensurável de I, porém, não é divisão

”

7 ­mensuravel do mesmo.

Definição: "Dadas as divisoes mensuráveis M, e Ma de I(ICRP)
(I intervalo compacto), diz­se que M, é mais fina que M, (ou que Mo
é um refinamento de My) e se indica M, <. Mo, se e só se, (YVXeEe Ma)
(3Y EM) (XEY)."

Definição: "Dadas duas divisões mensuráveis de I(Lintervalo com­
pacto no RP), M e Mo; chama­se resultante de MM, e Ma ese indica
Ruel(M1, Ma), ao conjunto N=iz= xNnYv| xeMm e YE Mot

Evidentemente se M, e M, são divisões mensuráveis de I, então,
M = Rss (Ma, Mo) é também uma divisão mensurável de I e, ainda,

MM e MIM.
Seja agora f(x) umá função definida e limitada em 1 CR (Iéin­

tervalo compacto) e Muma divisão mensurável de I. Convencionaremos (a
nalogamente as convenções feitas antes da definição de Integralde Rie­
mann) que

L= inf,f(x),L = supyf(x), Q= L ­ 4 ;ivXEM, lx = infyf(x) ,
Ly = sup, f(x), 2, = L, ­ lx e n(X) a Í­medida de X.
Temos então:

(Fx EXEM): 12</,<sx) <L,<L.

(*) Uma divisão de I em conjuntos '|­mensuráveis chamaremos de divisao.: :

) ­mensuravel.
58
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Sendo u(X) > O, deduzimos:

ên(n) < = Lu(X) < ã& LH(X) < Lu(I)xeEMSende s(f;M) = E q. e S(f;J()= =— Ly n(X), vemos que os
XEMN XEM

conjuntos Í sf; M) | Mê divisão mensurável de 1) e Ístr; A) | Me di
visão mensurável de 1* são conjuntos lineares limitados. Existe,  por­
tanto, e é único, o número Sup [s(f;M) | Me divisão mensurávelde 1).

(infÍS(£f;M) | Mé divisão mensurável de I)) é denominâmo­lo de
integral inferior (integral superior) de f(x) segundo Lebesgue relati­
vamenteao intervalo I e indicamos

£ Srs CL) soa)
I

Para distinguir esse numero da integral inferior (integral supe­
rior) de f(x) segundo Riemann relativamente a I, denotaremos essa ulti
ma pela notação

RS coa (CRS coDax)
I I

De um modo inteiramente análogo ao que foi feitona introdução do
conceito de integral segundo Riemann, podemos demonstrar as seguintes
propriedades:

(a). (E Me W)(M e M” são divisões mensuráveis de 1) ( M OM"
==> s(f;1) <s(f; MN") e S(f;M) > S(f; N*))

(b). (VW Me Nº!) (Me Nº são divisões mensuráveis de I) (s(f;MN) <
< sf; nº). e

(c). £f f(x)dx < Ls fíx)dx.
Proposição: "Se f(x)edefinida e limitada em 1 CRP(I é intervalo

compacto) então: R

RÍf foi <Lf roda e a) fx)ax > 2 f(x)dx."
I I 1 T

Demonstração:

Sendo dies o conjunto das divisões elementares de [, 19, o conjun­
”

. O . 2: ” [4 .to das divisoes normais de LI e dy o conjunto das divisoes mensuraveis
do mesmo, temos, evidentemente: O, BE De FIN

Assim, (VA EP) : (F EQ =D F EM)

(s(f;A) < dLf f(x)dx => R | fí(x)dx < LÍ fíx)dx)' e.
I I I
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(S(f;3) > Fa f(x)dx —> "| f(x)dx > 4 f(x)dx).
:

I I I

Definição: "f(x) definida e limitada em 1 CRP (I intervalo com­
pacto). é integraávelsegundo Lebesgue em II, se e so se:

4 fíx)dx = Ls f(x) dx
I I

e, neste caso, a este valor comum chama­se integral de f(x) segundo Le
besgue e se indica:

Lj tax.
i I

(*)
Critério de Integrabilidade de Riemann (para dL­integrabilidade)

"Uma condição necessaria e suficiente para que f(x) definidae li'

mitada em T CRP (1 intervalo compacto) seja &L­integravel em IT é que
(Y E>0) (IS MEL ,Q) (S(f;M) ­ s(;M) < E)"

A demonstração desse teorema fazemos analogamente a do critério
do mesmo nome visto para QA­integrabilidade.

Proposição: "Se f(x) é definida e limitada e R­integrável em TI,
então, f(x)édL­integrável em I e vale a igualdade:

& | f(x)dx df somam
Demonstração:

R| fíx)dx < |. fíx)dx < eÍ fíx)dx < R| fíx)dx.
I : I T T

Mas, | fíx)dx = R| fí(x)dx ==> «| f(x)dx x f(x)dx.
I. '" I I

“Portanto, f(x) é L­integrável, e:

EX E dx = ef rf(x)dx.
Assim, quando f(x) é Q­integrável em I, as integrais segundo Rie

mann e Lebesgue de f(x) em I coincidem. Convencionaremos indicar por

(*) Usaremos a expressão L­integrabilidade para significar a integra­
bilidade de uma função segundo Lebesgue; analogamente, KR ­integra­
bilidade significara integrabilidade segundo Riemann, As integrais
respectivas chamaremos de £L­integral e R­integral dafunção.
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/f fí(x)dx a integral. segundo Lebesgue de f(x) em I, que, certamente,não
I

poderá causar nenhuma ambigilidade com relação à idêntica notação usada
para a R­­integral de f(x) em I, pois, quando esta existe, será igual a
Fa f(x)dx. Quando não existe" fí(x)dx, o símbolo" Í fíx)dx só pode
rá representar a L­integral de f(x) em [T.

Para mostrar que a recíproca da proposição precedente não é ver­
dadeira, basta considerar a função de Dirichlet f(x) = Aqlx), restri­
ta ao intervalo I = [a,b]. Como sabemos:

(A af f(x)dx), pois nf f(x)dx = O e nf f(x)dx b­a,
Por outro lado, seja M= (MI, Mo), onde M = QNIe M, = I­ M­

O conjunto M, é L­mensurável, por ser enumerável e 2 (1) = O, Mas,
M, também é L­mensurável, pois é complementar de M, em relação à 1 e,
ainda, p(Ma) + p(M)) = b­a => n(M,) = b ­ a. SendoM uma divisão
mensurável de I, temos s(£; NM) = AI + Eu mM) = 1.0 +

O. (b­a)=0 e S(f;M) = Ry pO) + Ly BO) = 1,0+ 0. (p­a)=O.
Portanto, (VE € R,,) (3 M=[M,Mo]) (Me divisão mensurável

de 1) ( S(f;M) ­ s(f;) = O< €) ou seja, f(x) é LC­integrável em1

e, 4) fíx)dx = O
I

Consideremos a divisão mensuravel Mão intervalo compacto I Cc RP:
chamaremos de divisão mensurável generalizada de I correspondentea M
ao conjunto Mg = MUÍIsa! 6x € xen) onde 8x são pontos tomadosum
em cada um dos conjuntos XEM , e de um modo arbitrário. Diremos, ain
da, por definição, que se Me J* são duas divisões mensuráveis em ,

então, Mg Má <=> M, M* . Facilmente se vê que os conjuntos
Oy e Pu são orientados pelas relações de =, respectivamente. M

e Me chamaremos de divisoes mensuraveis correspondentes.|

Proposição: "Se f(x) é uma função definida e limitada em IL C RP
(I intervalo compacto), então,

lim s(f;) = £Í fí(x)dx e lim S(f; M)= £fpax!ME) I Me Pet

Demonstração:

(VEEM, (INE) (Ef soda ­E< s(E;NA))
I
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Mas, (Y Meo, (MPU, = s(f; M) < s(f; AM).

Logo,Lf rox ­E<stM)=> af sovax­sts;m|< E.
I I

Portanto, lim s(f;M) = &| f(x)dx.
MEO I

Analogamente se mostra que lim Ssns ef f(x)dx.
Convencionaremos escrever ). f e ef f ao invés de af, fíx)dx e

Ef f(x)dx respectivamente; etfe ao inves, de Lf rx ax.I

Corolário: "Se f(x) é definida e limitada em I, então, f(x) 4&L­

—­integrável em I se e somente se, lim S(f;Mm) = lim s(f;M) =
MEL MEI

= 4 f(x)dx.!"
Demonstração:

Nec. ==>

Se f(x) é L­integrável em I, então, 2 f = ef ­ | f.I

Logo, lim [S(f; W)­s(f;Mu)]=lim S(f; W)­lim s(f;U) = O,MEN r a Me D+ . nes à.
Portanto, lim s(f; MM) =lim S(f; A) = £f f(x)dx.MEL MEL

Suf. <=

LI fíx)ax=li ss; )=1 SE; W) ­ (S(E; UM) —JS,
tomas =ainste go = ain [565 go ­ SG A

s(f;n))| = lim S(f;W) ­ lim (S(E; A) ­ sf; Y=d) f­0os:É ] AE, . MED, A R á ,
3) fíx)dx.

Portanto, f(x) é L­integrável em T.
Proposição: "Se f(x) é definida e limitada éem I e, se (sf; Ng) =

a = fl 8x) no, entao f(x) e L­integrável em I se, e somente se,Xen8
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(Jlinm Sf;M)) e lin C(S;M “= Fa f(x)dx."
MeE dy ht 8 MÊE nçh $ To

Demonstração:

Nec. ==>

Se f(x) é L­integrável em I, então, lim 5Mn) ­ sf; nl = oME 19, + :

ou seja, (VE ER) (IM EN) (YMEIO,) CHI M, =>O0 <S(f; 1) +
­ st) <­S).
Mas, s(f;M) = e rios == £f(8 Qu <= .LxP(X)= s(f;H).XE, Xen

Assim, (YF Men, (YM, E Ou) (Me NM são divisões mensuráveis corres
pondentes): s(f;nn) < (E; N) < S(f; MM).
Mas, sendo s(f; M) < FA fíx)dx < S(f; M ), deduzimos:

I

CE; MO ­ ef. el<| (e;Mn = ssa] + sta) ­ ef : | <
|

p . .
” É= E; assim, sendo Mo a divisao mensuravel correspon­E E.

Cmt

dente a M,, temos: (VE ER) E Mog E Ou) (Ye E Que) (Mg Pr Mo,
=— (E; Mg) ­ £| | < €)., Portanto, (3 lim

I

= lim fera fx) po) !  Aseoa,C(f EM =
Suf., (==

Por hipótese: BainCf; Me)). Seja C (C em ) o seu valor,Temos então: (VEE Ri) EST ES) (Y Me Esu,) (Me to dlog ==>
==> .|ç(f;MQ ­Cl<E > C­E<CUMI<C+E).

Mas, inf 1 es; Me) | sex ed): s(f; M) , e,
Sup 1 (sf; Me) | SLEXEM= S(f; MM).Portanto, C­ E <s(f;mM) < ale see <stm <C+E.,. Assim: (VESR,)

ef r­ec| se e [af f­ e <E)e, portanto:

(*) Sendo o conjunto [e (E; Mn, | Ms; € nt limitado, o limite
lin GC(f;M,) quando existe, tem que ser finito.

Meat
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= C, isto é, f(x) é L­integrável em I e,

: =
lim f(8 )n(X) = Z2| f(x)dx.Hg€ nçê xEM, x l,

”

Vemos assim quea existência do limite lim GC(f; MN.) implica queMEC; bo $

o mesmo coincide com o numero real FA fí(x)dx.
I

Propriedades

Utilizando o resultado precedente, bem como o Critério de Inte­
grabilidade de Riemann para £­integrais, de um modo análogo ao que foi
feito para as M­integrais, demonstra­se que valem as propriedades:

(a). "Se f(x) e g(x) são funções definidas, limitadas e dL­integráveis

em I, então, f(x)+ g(x) é .L­integrável em I e £f fíx)dx +
I

+ Ef gíx)dx = df (f(x)+ g(x))àdx.!"
"Se f(x) é Z­integrável em IL e se ke R, então, kf(x) é L­inte­

grável em I e e kf(x)dx = k(CL | f(x)dx)."
I I

"Se f(x) é L­integrável em I, então, [f(x)] é L­integrávelem 1

e | Ef. fí(x)dxl < df f(x) dx."
"Se f(x) e g(x) são L­integraveis em I, então, fíx).g(x) é L­in
tegrável em LI."

"Se f(x) e g(x) são dL­integráveis em I e, se g(x) mantén — sinal
constante em I, sendo inf, le(x)| > O, então, E é L­integra­
vel em II,"

destas, valem ainda as seguintes propriedades:

"Se f(x) é L­integrável em I e g(x) é definida e limitada em
tal que g(x) = f(x) p.p.t. em I, então, g(x) e L­integrável em 1

e Ef f= Ef go
Demonstração:

Seja M, = fx EI fx) g(x) 1. Por hipótese, u(M,) = O, A di­
visão M= (M1,M2] ; onde M, = I­M, é uma divisão mensurável de [.
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Consideremos a função limitada h(x) = f(x) ­ g(x).

S(h; M) = VARAL + Ly 2 (M2) = O e, analogamente, s(h;M) = O.
Mas, O = sh) < 2f nx 2| nasmin) = O.

I I

Logo h(x) é Z­integrável em I e 2, h(x)dx = O.
Por outro lado, sendo g(x) = f(x) ­ h(x), vem que g(x) é dL­inte

grável em I e Lf gíx)dx = £Í fíx)dx ­ 2) hí(x)dx = 2 f(x)dx
I I I I

(g). "Se f(x) é definida, limitada e £ ­integrável em I e f(x) > O 'p.

p.t. em I, então, £Í fíx)dx > O."
I

Demonstração:

Seja M, =Íx EI) f(x) < o) « Por hipótese n(M,) = O. Sendo M, =
= I­M,a divisão M=Í(M, M2) é uma divisão mensurável de I. Logo:
se;) = dynO)+ ty PO) = Eu np) > o =>

==> Fá) fíx)dx > O , e portanto, | fíx)dx > O.
I I

Integral de Lebesgue num Conjunto Mensuraável

Seja M um conjunto £& “mensurável (MC 1CR) (I intervalo com­
pacto), evidentemente, a função Xy(x) é A­integrável em I, pois, se
M = [M, Ma) ; onde M= My, e My = I­ Mp, então, M é uma divisão mensu­
rável de I; além disso, s(XWiM) = tua) + E uam Ma) = 1.n(M) +
+ O « n(M,) = u(M,) e SCOXAM) = Ly, PM) + Ly A MZ) 1 « p(M,) +

Mas, p(M) = s(CXViM) < £f xx < Exu < SUCO = n(1).
Logo, Xu (x) é L­integrável en L e d£ fx (x) ax = n(M).

I

Seja agora f(x) uma função L­integrável em I; pela propriedade
(d) a função Xu (x) f(x) é dL­integrável em IT. Este fato nos leva a
formular a seguinte:

Definição:"Seja f(x) uma função definida e limitada e dL­inte—
grável em 1 CRP (I intervalo compacto) e M um conjunto (MCT) (M é
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mensurável); chama­se dL­integral de f(x) em M ao número real

FA Xy(x)f(x)dx e indica­se pela notação 2 | f(x)dx.
I : M

Diz­se que f(x) é CL ­integrável em M, se e somente se, existe a
L «integral de f(x) em M."

Colocamos, por definição, ef fíx)dx = O. Facilmente podemos ver
também que esta definição independe do intervalo compacto IL € Rn (1O
>) M).

Propriedades:

"Se f(x) é uma função definida, limitada e dZ­integrável no inter
valo compacto 1 (1ICRP) e, se M. CI (i=1,2) sãoconjuntos men
suráveis, então f(x) é %­integrável em M U M, e M, O M, e, va­

le a fórmula: 2 fí(x)dx + Ef. f(x)dx= L) f(x)dx+ £f soaM1 MIUM, MYlM,

Demonstração:

Sendo os conjuntos M. (i=1,2) (M. C I) mensuráveis, então,
MUMCI eM n 1,CT, são conjuntos mensuráveis e f(x) é
£ ­integrável nestes conjuntos,

Por outro lado, (VYVx EI) Xu) + ua = Xumun o +
+ “ma mao): Dai vem: fr) X (x) + fx)X, =
= f(x)X 2) + f(x)X (x), e sendo os termos que figu­

ram em cada membro Leintegráveis em I, vem:

I " 2£f s00x, ox + Lf rox na = Lf rox, Qua
(x)dx, ou seja:+ Le) fix) Xu n M,

I

L| fíx)dx + Fa) f(x)dx = | f(x)dx + 2) f(x)dx.
M, Ma M, UM, MNMa

Em particular, se MON M, = d, temos:

FA f(x)dx + 2| fíx)dx = 4) f(x)dx.
M M, M, UM,
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(*)(8). "Se f(x) é L­integrável em M CI (M mensurável) e n(M) = O, en

tão df fí(x)Adx = O."
M

Demonstração:

Seja Ms= (M , I­M ks Mê uma divisão mensurável de [.
s(fEXViM) = tyn(M)+ E,Jn(I­M)= dy.0+0.n(I­M) =
Analogamente, SEX SM) = O,

Dai segue imediatamente que £Í Xxy0 EG dx = 0 ==>
I

==> d| fíx)dx = O
M

De (8) e (X) segue que, se Mc! (i=1,2) são conjuntos mensuraá
veis e n(M, o M,) = O, então:

2).f (x) dx elFo = ef f(x)dx.
M MUM,

"Se f(x) é L­integravel en M CI (M mensurável) ekeR, então,

kf(x) é Lointegrável em M e xd fíx)dx = £Í kf (x)dx."
M M

Demonstração imediata.

"Se f(x) e g(x) são .L­integráveis en MC I (M mensurável), então,
f(x)+ g(x) é L­integravel em M e:

&f soma a Lf god = Lf (6)+ g0)axo
M M M

"Se f(x) é L­integrável en MCI e g(x) é definida e limitada em
I (M é mensurável) tais que f(x) = g(x) p.p.t. em M, então:

| fíx)dx = £f g(x)dx."
M M

"Se f(x) é L­integrável em M CI (M mensurável) e f(x) > O p.p.t.
em M, então:

2f coma> 0.º
M

:

(*) Nos enunciados seguintes omitiremos dizer as condições: f(x) é de­
finida e limitada em I, Subentenderemos que estas, automaticamente
ocorrem quando f(x) e L­integrável no intervalo compacto 1, Nes­
tes enunciados I será sempre intervalo compacto.
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"Se f(x) e g(x) são L­integráveis em MC TI (M mensurável) e

f(x) < g(x) p.p.t. em M, então. Fal fí(x)dx < 2| g(x)dx."
M

'

M

"Se f(x) é L­integrável en MC I (M mensurável) e f(x) > O p.p.t.

em M bem como £f fí(x)dx = O, então, f(x) = O p.p.t. em M."
M

Demonstração: Baseia­se na noção de função mensurável.

"Se M CI (M mensurável), então,

£&f ax = nO.
M

Convenções:

Seja f(x) definida, limitada e «L­integrável em ICRP (I inter­

valo compacto), Assim, existe, e fíx)dx que, por convenção anterior­

mente adotada, indicamos simplesmente por JS fí(x)dx.
I

Quando p=2, os elementos de I (IT CR) são pares ordenados de nú
meros reais que indicamos por (x,y) es para p=43, os elementos de [1
(IT CR) são ternas ordenadas que indicaremos por (x,y,z). Nestas con­
dições, como fizemos com as A­integrais, convencionaremos escrever:

ba). para p=1: ! fíx)dx = J fíx)dx, onde I = [a,b];
I a

b. db). para p= 2: Í f(x,y)d(x,y) = f/ f(x,y)dxdy ou jf f(x,y )dxdy,
I

|

a c

onde I = [a,b]x[c,a];

c). para p=3: Í f(x,y,2)díx,y,2) = 1" fíx,y,2)dxdydz ou
I

d1 f(x,y,2)dxdydz, onde I = [a,b]x[c,a]x[e,f).
C

(*) Análogas notações usaremos para a (ZL­integral de uma função f(x,
e... xp) (1 <p<3) num conjunto D (Dé mensurável) (DC RP).
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c) Interpretação Geométrica da Integral de Lebesgue

A interpretação gométrica da Integral de Lebesgue pode ser feita
de modo análogo ao que foi feito para a Integral de Riêmann.Seéndo f(x)>O

d£ “integrável em D (DC IC R)(D mensurável e I intervalo compacto),
bem como E = f (xa, ..., xp,1) | O < xp] < fx, eos x ) = f(x) (x =

E (X7, 1.0, xp) € D) (p=1 ou 2) (, verifica­se que ECRP*! é mensuraá­

vel e que Í f(x)dx = n(E), representa a área (o volume) de E no caso
de p = 1 (p = 2).

Sabemos, por outro lado, que se D éê­um conjunto mensurável (DC

RI, então, | dx = n(D) representa o volume do conjunto D.
D

Para interpretar geometricamente a integral de Lebesgue de uma

função f(x) > O definida, limitada e dL­integrável em D (DCICRKRP)
(p=1 ou 2) (D mensurável e I intervalo compacto), podemos raciocinar
da seguinte maneira:

|

De um lado, aplicando a definição de conjunto mensurável,demons­
tra­se que se Me N (M, N CR) são conjuntos mensuráveis, tendo medi­
das unidimensionais yu, (M) e uy (N), respectivamente, então, o conjunto
MxN é mensurável, tendo medida bi­dimensional pu. (MxN) = pl (M).uj(N)..
Analogamente, se L, Me NCEICR são conjuntos mensuráveis, então, o con
junto LXYMXN é mensurável também e, p3(LxMxN) =, (L) 717 (1) uy) =
31, (LM) a (DN) =, (L) 2 (MN) , onde Az (LXMXN) é a medida tri­dimensional
do conjunto LxMxN. :

­eja agora f(x) > O, definida, limitada e Lointegrável emD (DC
CICR) (D mensurável e I intervalo compacto); consideremos também

o conjunto E = f(x,y) |o<y<rf(x) e x€ D). Se f(x) é definida e
limitadaem IL, então, (VE € R,,) (A Meo):

so E<s(XL,M)= = (XxX EIN (X) = E Ey(fIn(X). (1)
XEM XCD

Mas, sendo X um conjunto (XE M ), então X é mensurável e, por­
tanto (VEER,,) (AF) (F, é fechado em 1) (FLEX) (Mm (X) ­ E <
< n, (F)) (& = card M ). Multiplicando membro a membro a desigualdade
anterior por u1([0,6x])= ex dx = EX) ; quando dx
­se a medida do intervalo degenerado fox) e notando que os conjuntos
xx[0,d0x] e Fx x[0,tx] = G

= O, considera

­ PNsao mensuraveis, sendo G, fechado, vem:X XxX

En (X) ­ & d, <ns(G,)=> E tn(X)­ & Te,< E un. (G,).xl a "x =N24x > a entRl O Fen xe? x
“Sendo t, <L (L=sup X(x).f(x) > O), temos:

x el
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S(XEIN) ­EL< E pal6Q) = pal O GO) = pao) ), pois os GXEM

chados, de interiores disjuntos cuja reunião G é também fechada ( 1 é
conjunto finito). Portanto, (VEe R,,) (3G) (G é fechado) (GC E)
(ES U x xo, dx] > UG, =G): s(Xf;W) ­EL<n(G). (2)

Xxem

x São fe

Das relações (1) e (2) segue:

so ­ E <s(Xf;M) <EL + n5(G), ou seja, (V ESM,) (3 G)(G
é fechado em Tx[0,L])) (GCE):

so < (L+1) E +n25(G) < (L+ 1) E +uns(E).

Sendo E(E€ E NR,,) arbitrário, temos so <uo(E), onde

Lx (x) .f(x)dx.
I

De modo totalmente análogo, podemos: mostrar que:

Lf x) 1) dx > [1,(E), ou seja,
L x1< ng(E) <TEQ(E) < Lf xe

I I

Sendo porém X(x).f(x) L­integrável em I, temos: 2 (E) = 1, (E).

Portanto, E é mensurável e ainda 2 fíx)dx = n (E) é igual à área do
D

conjunto E.

Suponhamos agora que f(x,y) > O em D seja uma função definida,li
mitada ed&Lintegrável em 1 CR2 (I intervalo compacto) (DCI) (D mensu­
rável). Sendo E = ((x,y,z) |O0<z<f(x,y) e (x,y) E D) . Seguindo um
raciocinio analogo ao anterior, demonstra­se a mensurabilidade de E e

chega­se a conclusão que:

Lj fíx,y)dxdy = uz(E) e é igual ao volume do conjunto E.
Finalmente, da Teoria da Integral de Lebesgue segue imediatamen­

te que se D (D CR) é mensurável, então, vale a igualdade:

LI dxdydz = pz(D), sendo este valor igual ao volume do conjun
D

(*) Nas somatórias onde aparece X€ M, escrevemos XD, pois as outras
parcelas, evidentemente, dão contribuição nula à somatória.
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. ba . 2 O
o.

Sendo os conjuntos dg ­mensuraveis particulares conjuntos mensura
. ”

.
é

.
,

. [4 .veis e as funções AQ­integráveis tambem cCLrintegráveis, os resultados
precedentes valem automaticamente para funções não negativas, defini­

O . .
É

. . . DD iá .das, limitadas e R­integráveis em conjuntos limitados &G ­mensuraveis,
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CAPÍTULO V

SUPERFÍCIES NO Rº

Definição: "Um conjunto S (S eRó.e SZ/W) chama­se superficie
£ s s . s .continua ou simplesmente superficie, se e somente se existe uma apli­

cação continua x: D —R (DcRº) (D é região limitada e fechada),tal
'que x(D) = S,"

Admitindo que uma superfície S seja dada pela função x(u) conti
nua em D, usaremos a notação S: x(u),D. Diremos então que x(u) é uma
representação contínua de S.

Exemplos:

1. S: x(u)= (ujsuzsk), D é uma figura plana.
2. S: x(u) = (u, + 2u +3u, +lyug­=U), Deéuma figura plana.2177

3. S: x(u) = (u, cosu1 ””

lo.
senu,,k), D= [0,3] x [0,2M7] é um círcu­2' 1

4. S: x(u) = (ujcosu,,u,senu,,2u,), D = [0,3] x [0,27] é uma  su­
£ A ie 5 . .perficie conica limitada.

S:x(u)=(a cosu,, asenu,,u,) (a7e),d=[O, 4] x [0,27] é uma super
ficie cilíndrica.

S : x(u) = (acosu cosu,,acosu senu,,asenu,), D=EZ,2) x1 1

x [0,2M], (a>0O) é uma superfície esférica.
eS:x(u)s (ujsu,, Vat­u nua), D = V(0;a) (a>O0) e uma

superficie esférica.
|

e sSs: x(u) = (x, (uu), x, (uu), x3(u)1,u,), Deéuma superfi­
cie generica.

As aplicações correspondentes aos exemplos l.e53. são represen­
taçoes de u' a mesma superfície quando no exemplo l. consideramos D =
= V(0;3). O mesmo ocorre com os exemplos 6. e 7. quando no exemplo

6. tomamos D = To, 31 x [o,2n].
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Considerando uma superficie S : x(u), D, podemos efetuar uma ro­
tação de coordenadas de um ângulo & em torno da origem do sistema do
plano u , obtendo uma outra representação x! v) correspondenteà re­u

12

giao fechada PD do planv vo Para cada rotação x temos uma outra
representação de S. Isto significa que se uma superfície possui uma

­” rf '

. . .representaçao continua, ela tera uma infinidade delas.

Seja S : x(u), D uma anverfície cont ínua e suponhamos que x(u)
seja diferenciávelsendo dx (u) ­x'íu!(h) contínua no ponto uyeD. (x'(u) e
a aplicação linear de Rº em rRº que a cada vetor h € Rº associaa di­
ferencial dx(u). O ponto PES tal que Pa (x, (u)),x,(u),x3(uv)) de­
nomina­se ponto singular de S : x(u), D se e so se xí(u,)=0O(x'(u,) êa
aplicação nula); quando x'(u,) ZO dizemos que P, ê ponto regular de
S : x(u),D.

Nos exemplos 3., 4. e 6. os pontos de coordenadas (0,0,K), (O,
0,0) e (0,0,ta) são pontos singulares das respectivas superfícies.No­
temos que um ponto P, de S pode ser ponto singular ou não, conforme a
representação da superfície. Por exemplo, sejam x(u) = (acosu, cos u,,
a cos uy Sen u, a sen u ) comaw>rO0 e D= [815 x [o, 27] es(v)="1 AATLOT
/ a? ­ vi = ve) , com ' D= v(o;2/25) duas representações de uma ca­
lota esférica (esfera) S. O ponto PR(0,0,a) será ponto singularou pon

(*)to regular de S, conforme tomamos a 18 ou 22 representação de S.

Sendo

V Fa
i

­
)

|V
UV

x”
=

o

[2 F| ei
lM

> o“
KH

V =
­

u
2

o jacobiano da transformação linear x'(u), o ponto Pp,de S sera sin­
gular se e somente se J(u,) tem característica 1.

Definição: "Uma superfície S : x(u),D é uma superficie regular de
classe ríreN) se e somente se

(*) Diremos, também, neste caso, que o ponto P é ponto singular de S
relativamente à representação x(u). Quando P ­eponto sigular, de
S para toda representação x(u), diremos simplesmente que P, é pon­
to singular de S. *
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a aplicação y'(V): R

a) existe dx(u) e é contínua em D (i=1,2,..,r);
b) dx(u)ZO em D." (**)

As superficies regulares de classe r 31 chamaremos simplesmente
s . e” »

­

de superficies regulares; estas sao justamente aquelas que não pos­

suem pontos singulares. Para ilustrar podemos considerar os exemplos

1., 2. e 5., bem como os outros exemplos correspondentes a dominios
convenientes,

TRANSFORMAÇÕES REGULARES (DIFEOMORFISMOS)

Definição: "Uma aplicação bijetora y : B ec Rº — D ec Rº (B ep
são regiões fechadas e limitadas) denomina­se transformação regular de
B em D (ou difeomorfismo entre B e D) de classe r>21, se e so se

a) y(v) é uma função de classe ríreN) en B e
b) y'(v)ZO em B."

Aqui também convencionaremos chamar uma transformação regular de
classe r 31 simplesmente de transformação regular. Notemos que sendo
Jy:B­—D uma transformação regular, então, para todo VeB (y'(v)£ZO),

2º —Rº é um isomorfismo. Além disso, existe a a­
plicação yo! :D­—>B, tal que y lu)=v tal que u=y(v) e é tantas
vezes continuamente diferenciável em D quanto for a classe da trans­
formação dada.

Sendo ainda Gta ZOempD, py) :D —B também é uma trans­
formação regular de mesma classe da transformação dada.

Destas considerações segue que GT): = (1)! =
ou
—L
Ov.,

au

ov, v

du,
Tv

onde A= det(J(y)) ­
au

Z0O embB. Usaremos também a nota­

Vo

çao ETA ao inves de À e chamamo­lade determinante da transfor­
mação.

(**) Se S : x(u), D é uma superfície regular de classe r, dizemos que
x(u) e uma representação regular de S em D.
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Proposição: "Se x(u) é uma representação regular de classerem
D da superfície S e y : B —D tal que y(v) = u é uma transformação re­
gular de classe r, então x(y(v)) = X(v) é também uma representação
regular de classe r em B da superficie S."

A demonstração desta proposição é uma conseqilência direta dos
resultados anteriores.

MODOS DE DAR UMA SUPERFÍCIE
1) Forma Paramétrica ou Vetorial

Dada uma superficie S : x(u),D, a funçãoX + x(u) denomina­se
uma equação ou representação paramétrica de S de parâmetro u e diz­se

f +. e á
.que a superficie e dada na forma parametrica.

Notando que x=x(u) e uma função vetorial, também se usam, neste
caso, as denominações equação vetorial ou representação vetorial de S

. ff .
,

se diz­se que a superficie S e dada na forma vetorial.

2) Forma Catesiana Explícita
.

Uma função xz= f(x, x.) contínua em D e Rr? (D é região fechada.
Por brevidade consideraremos, salvo expressão em contrário, toda re­
gião fechada citada neste texto de região fechada e limitada) dá mar­

s . [4
gem a uma superficie continua.

De fato, considerando a função x=x(u) = (u,,u,,f(uj,uz)),conti­
nua em D, onde x]= UU), Xo=U7 e xz=f(x7,x59), ela é uma representação
paramétrica de uma superfície S. Sendo xz = f(x, ;x,) uma função de
classe r em D, evidentemente a superfície S : x(u) = (uy ,u,,f(u ,u,),D
e de classe r.

Assim, a função xx = f(x, x.) contínua em D denomina­se repre­
sentaçao ou equação cartesiana explicita da superfície S.

. e ” 4
.

'

Notemos ainda que se x(u) e uma representação parametrica da
E. ­ .

.superficie regular S em D, entao um ao menos dos determinantes:

(x, x.) (XxX) o (x7:x,)
d(upu,) * aluu,) * a(uu,)

é diferente de zero em D. Suponhamos, por exemplo, que o primeiro des­
tes determinantes seja diferente de zero em u, ED. Pelo Teorema das
Funções Universas a função (x 1x) = F(u) (de Rº em Rº) é um di feomor­
fismo nas vizinhanças de u,; existe, pois, a função u=F (x), x.) =
= (Px) 1x5), P(x, 1x,)) de classe igual a de S em qualquer região fe­
chada BEV(F(uU,)), sendo VvíF(u,) uma vizinhança conveniente de F(u,).
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Nestas condiçoes, a composta x(u) = x(F (x, ,x,)) será uma repre­
sentação regular de uma superfície S*(S"*CS) em B, podendo expressaá­la
na forma xz=Xx2(U)=x,(F(x,,x,))= f(X14X5)s isto e, na forma carte­
siana explicita.

Usaremos a notação S : f(x, x,),D para dar uma superfície S na
. f .

forma cartesiana explicita correspondente a D.

3) Forma Cartesiana Implícita

Seja a aplicação F :U — kR( VER) (U é região aberta) e admi­
tamos que a equação F(x)­O (x=(x,,x 1X JEU) defina implicitamenteuma das variáveis x,;Gisl, 2,3) como função das outras duas e que estafunção seja cont Ínua numa região fechada D (D CR2). Então, pelo que
vimos no item anterior, esta função constitui uma representação de uma
superficie contínua correspondente a D e indicamos pela notação S&S:

F(x7,x2:X5) = O,D (D er). A equação F(X1,X29:X3) = O chamamos de repre­
sentação ou equação cartesiana implícita da superfície. Dizemos tam­

bém, neste caso que a superfície é Paoa na forma cartesiana implici­ta. Se a aplicação F: U—R (UeRº ) é de classe r, tal que F'(X)'”
Oem Ve F(x,)=O (xo = (Xo1s X9951 x, 3) E U), então ao menos uma das
derivadas parciais Fx F'. ou Fr. não se anula nas vizinhanças de
xo
implicitas garante a existência de uma função xx= f(x, ,x,) definida

digamos seja F'x3Ã£O, nas vizinhanças de x. O teorema das funções
implicitamente pela equação F(x,;x,:Xx2)=O nas vizinhanças de (X971
Xo,)* Portanto, em qualquer domínio fechado B contido numa vizinhança
conveniente de Coro, ) a equação F(X, 1 X591X5 )J=O0 é uma representaçãoregular implícita de ufa superfície Ss.

CURVAS NO R.

Definição: "Um conjunto r (crer? e FPZ À) chama­se curva conti­
nua ou simplesmente curva, se e somente se, existe uma aplicação con­
tinua x: 1 — Rº (ICR)(I intervalo compacto)tal que x(1I)=F."

Supondo que a curva contínua MD seja dada pela função x(t) con­
tínua em IT, usaremos a notação TU: x(t),I. Diremos então que x(t) é
uma representação continua de [.

Exemplos:

1º Pt x(t) = (2t,t­3,­1),1= [1,4] é um segmento de reta.

2.7: x(t)=(3cost,2sent­1,0),I=[0,27] é uma elipse.

(x) F'(x) = O é aplicação linear nula.
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Piox(t)=(t+3,2t­1,3­t),I=[a,b] é um segmento de reta.

DP: x(t)=(acostcos3t,asentcos53t,1),I­=[O0,57] é um arco de
: 3

trevo de 3 folhas.

Ui ox(t)=(1+2sect,tgt­2,2),I:= [26] é um arco de hipérbo­
le.

ePP: x(t)=(1+2cht,sht­2,2),1=[a,b] é um arco de hipérbole.

PP: x(t)=(3cos3t,2sen3t­1,0),L­ [0,3] é um arco de elipse.
Piox(t)=(t, V/4­t2,0),1= [­2,2] é uma semi­circunferência.

PP: x(t)=(a/3Scost,acost,2asent)(a>O0), I­ [o 5 e um
arco de circunferência.

N 381Pi: ox(t)=(t­sent,l­cost,­2),I=­ 315) e um arco de ciclói­
de..

11. 1: x(t) = (tt tó), I= [a,b] é uma curva.
12. 1: x(t) = (2,1,3),I= [a,b] é uma curva.

Como no caso das superfícies, as curvas também possuem infinitas
representações. Para ver, basta considerar todas as translações do in­
tervalo I darepresentação de uma curva F:x(t),I, obtendo para cada
translação um intervalo J e uma fundão y(T) tal que y(%) em dJ é uma
outra representação da curva dada. Havendo infinitas translaçoes, ha­
verá também uma infinidade de representações diferentes para a curva
[

A representação do exemplo 5. correspondente ao intervalo I = Lo,
” e a do exemplo 6. correspondente ao intervalo [0,10g(1+ Sà)) são re
lativas à mesma curva ..

As representações dos exemplos 2. e 7. correspondem à mesma cur­

Consideremos uma curva M:x(t),I e suponhamos que a função x(t)

seja derivável e tenha derivada continua no ponto t, ET. O ponto P,
da curva P tal que PA (x) (to) .xa(to).x3(t,)) (t, EI) chama­se ponto sin
gular de €, se e só se x'(t)=O (vetor nulo no R$). Também dizemos,
neste caso que P, e um ponto singular de ( relativamente a representa
ção x(t). Quando um ponto de O é ponto singular da curva qualquer que
seja sua representação, dizemos simplesmente que o mesmo é ponto sin­
gular de M. Quando x'(t,)/Z0O, 0o ponto PEM denomina­se ponto regu­
lar de ff. O ponto (0,%T,­2) da curva do exemplo 10. é um ponto singu­
lar de CDs o único ponto (2,1,3) da curva do exemplo 12. é ponto sin­
gular de 9.
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Definição: "Uma curva P:x(t),I chama­se curva regular de classe
ríreN), se e somente se

a) existe xD (4) e é contínua em I (i=1,2,­...,r);
b) x'(t)ZO em IL."

Se Mix(t),I é uma curva regular de classe r, então dizemos que
x(t) é uma representação regular de classe r da curva em [.

Convencionaremos chamar as curvas regulares de classe r 231 sim­

plesmente de curvas regulares. Assim temos, portanto, que todos os
pontos de uma curva regular são pontos regulares. A curva do exemplo

10. correspondente ao intervalo I= 15] é curva regularde classe ar­
bitrária. Todos os outros exemplos constituem curvas regulares corres
pondentes a intervalos convenientes, com exceção do exemplo 12. O e­
xemplo 8. não representa curva regular; usando porém a mesma represen­
tação restrita a um intervalo I=[a,b]l([a,b] c[­2,2]) obtemos uma no­
va curva regular.

Transformaçoes Regulares:

Definição: "Uma sobrejeção y :J —>I(I,J CR) (IedJ são inter­
valos compactos) denomina­se transformação regular de J em I de clas­
se rírEeN), se e somente se

a) y(E) é de classe r em 3;
b) y'(L7)ZO0 em J."

Quando uma transformação regular e de classe r32>l,diremos sim­
plesmente que se trata de uma transformação ou mudança de variavel re­
gular.

Vemos pela definição acima que y'(É)é continua e diferente de
zero em J. Dai, o Teorema das Funções Inversas garante que a funçãoin
versa E=y (+) (que certamente existe) é diferenciável em I. Além
disso, sendo y(TL) de classe r em J, à função y tt) sera também de
classe r em IT. Ainda o Teorema.das Funções Inversas garante:

1

y'(T
na

­1

(y (t) = (yY(D)) ­

——
­l ­

:Quando y'(T) > O, y(€) ey (t) são estritamente crescentesemJ
e I respectivamente; no caso de y'(É) < O, as duas funções acima se ­
rão decrescentes em seus respectivos intervalos. Consequentemente, a
aplicação y :J —1I é uma bijeção.

Proposição: "Se x(t) é uma representação regular de classe r da
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curva CD em I (reN) e se y :J —>I tal que t=7y(T) é uma transformação
regular de J em I de classe r, então x(y(T)) é uma outra representação
regular de classe r da curva CPC em JIJ."

Usando os resultados anteriores, facilmente se demonstra a pro­
posição enunciada.

Certas curvas podem ter representações regulares e não regula­
res. A função do exemplo 8. é uma representação não regular da curva

N, ao passo que y(TL) = (2 sen U,2 cos T,0) em J = [33] constitui uma re­
presentação regular da mesma curva.

MODOS DE DAR UMA CURVA

1) Forma Paramétrica ou Vetorial

Dizemos que uma curva CD e dada na forma parametrica ou vetorial

quando é da forma P:x(t),I.

A função x=x(t) denomina­se equação paramétrica ou vetorial de

2) Forma Cartesiana Explícita ou Forma Reduzida:

Duas funções x, =f(x)) e x;=­g(x7) continuas no intervalo com­
pacto I(I CR) dão origem a uma curva f&. De fato, fazendo x(t)= (t,
f(t),g(t)) onde x,=t, xo =f(t) e xz=8g(t), temos que a função x(t) é
contínua em 1 e, portanto, constitui uma representação contínua de uma
curva O, Sendo as funções x15= f(x,y) e x;=g(x,) de classe r (r EN) em
1, facilmente vemos que a curva C:(t,f(t),g(t)),I será uma curva regu­

lar de classe r. Assim, as equações x5=f(x]) e x3=8&(x,) denominamos
equações cartesianas explícitas ou reduzidas de Me indicamos por

x, = f(x)
r: I,

xz= E(x,)

Uma curva 1 dada nesta forma chamamos de forma cartesiana ex­

plícita ou reduzida de CO.

Seja agora P:x(t),l uma curva regular de classe r.
dx.

Sendo x'(t)ZO em I, então ao menos uma das derivadas vela,
3) é diferente de zero em cada ponto de IT. Suponhamos, por exemplo que
dx1
ol ; ; ET.ax Seja diferente de zero em t, I

Pelo Teorema das Funções Inversas,nas vizinhanças de t, a funçao
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x =4(t) possui a função inversa t=9 (x) que é de classe r em todo1

intervalo fechado 43 c VIT(t, )), onde vív(t, )) é uma vizinhança con­
veniente deto). Consequentemente, as funções x9=X, ($t(x]))=fx)e xz=x2(9 t(x1)) = (x) são de classe r em J e assim dão origem as
equações reduzidas de uma curva regular 1* de classe r(C*C"O ) em 59

. f .que, portanto, pode ser representado na forma cartesiana explicita:

x = f(x)2
O.

xx = e(x,)

3) Forma Cartesiana Implícita:

Consideremos duas funções contínuas F:U­—>>Re G:U­—R(Ué
região aberta) (U c RÓ). Dai podemos construir a função H : U ­Rº, tal
que H(x) = (F(x),G(x)) (x € U), que certamente é ainda uma função con­

ç
tinua.

Admitamos que a equação H(x)= O (vetor nulo no Rº) defina impli
citamente duas das variáveis x. (i=1,2,3) como função da terceira, por
exemplo (X51X3) em função de x, e ainda, que esta função seja contíi­1

nua num intervalo fechado 17(1, CR). Seja (x,1x3) = K(x, = (f(x),
g(x,)) esta função que por ser contínua em I, fornece as duas funções
reais x. = f(x) exx= e(x,) contínuas em I, que como nós vimosno item
anterior é uma representação reduzida de uma curva PV em II? Como as
funçoes desta representação de M são determinadas pela equação (F(x),
G(x))=O, DP poderá ser indicada pela notação

Fx x2,x2) = O 1
GO X24X5) = O

Uma curva |" dada nesta forma denominàá­se forma cartesiana im­

plicita da mesma, sendo que as equações F(xy x, x5)=O e G(X, 1X, Xz)=
.

­
. . f +=O denominam­se equaçoes cartesianas implicitas de T.

Quando a aplicação H :U — Rº (VU cR) é de classe r (r E N)tal
que H(x,)=0 e H'(x,)ZO (aplicação linear de Rº em RO) (x, = (X91
Xp 591Xo3) EU), então o Teorema das Funções Implícitas garante que a e­
quação H(x)= O define implicitamente uma função de duas das variáveis
x; (i=1,2,3) em função da terceira,de classe r nas vizinhanças do ponto
“o; de Índice correspondente a terceira variável. Por exemplo, se esta
função é da forma (x9,x3) = K(x,) = (f(x) ),g(x,)), então ela sera de
classe r nas vizinhanças de Xopº Assim, em qualquer intervalo compac­
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to IT, contido numa vizinhança conveniente de x] ficam determinadas
duas funçoes xo=flx)) e xz= e(x,) de classe r e portanto a curva

F(x,,x.,X,)=O
nr: 172" 1 1

G(X, x. X5)=O

DA É

sera tambem de classe r.

Quando uma curva f é dada por suas equações cartesianas implíci

tas F(x)=O e G(x)=O correspondentes a um intervalo 1,(i=1,20u 3),geo
metricamente podemos interpretá­la como um subconjunto de Ss NS, on­

­ PS ­ ­

de S, e S, sao as superficies tendo por representações as equaçoes1 2

F(x)=O0 e G(x)=O correspondentes a um domínio fechado D o Rº, respec
tivamente.
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CAPÍTULO VI

COMPRIMENTO DE UMA CURVA

Seja º: x(t), I uma curva contínua, onde IL =[a,b) :(VôeE Or)
(36ER): Ls = | x(t.)­x(t, Il. (a= (ter (i=20,1,2,...,7)(a=t, < ty < ... <t. P e. Cl t,=3)). Consideremos o conjunto &,
= (L4,ER | AE DJ |.

Definição: "Uma curva contínua P:x(t) em I é retificável em
pá O .

o
. .se e so se o conjunto linear É, e limitado."

sf pá A s
.

+Nem toda curva continua e retificavel. De fato, consideremos

exemplo:

t sen — , se tZ/O0
t

ex,(t)=OMix(t), 1= [0,2] tal que x, (t)=t , x (t) =
O, set=O

.
é £f ad

Evidentemente f[, e uma curva continua em IL. Mostremos queP nao
e

. .
é

. o £e retificavel., De fato, seja 5 e Dr a. = 0,7Ê sê812); dai

da i=1 2i+1n

n n

­ FZ lat) ent) 22 Eye 7 fa qo Mas
co

a 1
;

a
; ;

,serie 2. nel sendo divergente, ve­se facilmente que o conjunto & e
nai .

limitado. Assim, "C não é curva retificável.

Consideremos agora uma curva FP: x(t), Luma curva retificável).
Se o conjunto £ limitado, então existe e ê único o número real

Sup &, . Não havendo ambiguidade quanto ao intervalo tomado escre­
veremos L ao invés de L,º Notemos ainda que 'sendo. o. número o um li­
mite inferior de &ro temos L,20.

* é ao s .
.Proposição: "Toda curva regulare retificavel."

Demonstração:
7

Seja P:ix(t), I uma curva regular de classe r. Então (FAED):
82
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n n

2 2
­

­ =da= Aq llx(t,)­x(t; )|| =,

Mas, se x­x(t) é derivável em I, então x =x.(t) (j=1,2,3) são
deriváveis e, portanto, continuas em I. Assim as tres funçoes acima

são derivaveis e contínuas em [t, pot, (i­l,2,.­..,n). Portanto,

(3 6;i E t. pt, [) (j=1,2,3 e i=1,2,.+1,10) ix (t,) ­xj(t; 1) (t.­
nt; 7): xi(É. Notando que as funçoes x! Ct)1(3=1,2,3) são contí­
nuas em I, temos para todo ae:

n —— n2, = E /E x (8; ICt;­t; ) <M & (t,­t,  )=M (b­a),i=1 1

3
2 .

onde M = : M. M.=max | x'!'(t i=1,2,3)Vin; O, Ixt(t)DG=1,2,
tel

Isto significa que QP:x(t)em1I é retificável.

Definição: "Chama­se comprimento de arco ou simplesmente compri­
. .

á (4 . .mento de uma curva retificavel P:x(t),I ao numero real positivo Lr =
= Sup 1 o

Propriedades do Comprimento de Arco:

Convencionemos o seguinte: sendo f[:x(t),I uma curva eJ CI (J
intervalo compacto), a curva determinada pela restrição de x(t) a O
será indicada por M:x(t),J. Para a curva MP valem as seguintes pro­
priedades:

1. (WWW CI) (J é intervalo compacto) (L, < L,)
2. (V A,NED) (8448 =, <ly)
3. (VI. C I1)(i=1,2)(1, e intervalo compacto)(I=I, UI e I1,NI,=1 2 1 2

= (e) :L,=L1,+L, L sell = [a,t].2 ' It» t

4. Sendo s: I=[a,b]) —R, tal que s (t)=4 " ., (t>a)

­ o tz.
então,, s(t) |] em I=[a,b], + se ?

|

DD
Demonstrações

<7 € Lp)
2. Se A4= A', então l,= tA'; se A'= AU (e), entao (A i E N,)

= Elhatho cx 1 + 1 x, ­x(tio1) 12 WO ­x(t,+
tllx(t;)­cll+lle­x(t, ,)|l=t? a, =>GA<t).:

1. (Y a, e 1957 )(3 4, 6197) (A, CA, ==> taglaLy >L

Por indução finita sobre m demonstra­se: se A' = AU fer, e... ends
então da < nm .
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. i= A ZA UVA E =3 (va esa 1,2) (3 alo AaA do ) (ta, +taj.
=Lo, & L, => 7, th, L, (*). Por outro lado, (Y 4 €O)
(3 4,= 4U1C)) (28,)(A7 =1jO A )(i=1,2)
(tngtaç=ta, +tlay << Ly +Ly =>L (**)as T 12 1 E T

* * *
—(*) e (**) segue que Lreb th,

cc. ==>Lt, to t1 to

==> s(t) < s(t,) e­(Vtel) (t >a =>0O=s(a)< s(t).
(Vt,st, EI) (a <t, <t, —> 1

Portanto, s(t)] em.

Corolário: "PC: x(t) é retificável => lim A L"
A EO ­>

Demonstração:

Sendo da limitada e isotônica no conjunto Ox orientado por ”
então (3 lim d,) e este e igual a sup 2,. Consequentemente

ae AE»Olim = e a 1

des) E

Teorema:"Se P:x(t),I=[a,bl é regular de classe r (re N),en­
tão sít)=" Íflix'(A)N aa em TI".

a

Demonstração:

Se t­= a, então s(a)­O­Six (A) l|jaã2a.
Se t>a, então (3 IL, = fa,t)).

­x(dà
.(FA,e PL): tan, = = 7 x(A,) x(A 1) 1 Usando o Teorema do

valor medio para as funçoes x. (2) (j=1,2,3) em cada um dos intervalos
Didi (i=l1,2,...,n), Vem:

(368, ENA) a = = UTEIS
(h;j= A,­A, >O)

Consideremos agora a função || x'(A)||= Lxx203) +Xx2) ++ x!12578que por ser continua em Il, = [a,t] é R­integrável em T,.
Vamos introduzir agora um conjunto , de divisões generaliza­

das de To definido da seguinte maneira: a, E ro <—=>A, = A, U
t

o ie
t Tt A Tn, «UV Í $;:€e] Azo1º AL | j=1,2,5 e i= 2,22 nh, onde 1º Pr +)

(7) As divisões a, e I chamaremos de divisoes correspondentes.
t t i
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Seja Y uma relação de ordem sobre O, assim definida:(Y a. E SE ) (a*. a =p.12 81) . Vemos facil­
mente que o Conjunto O, e um cobjunto orientado por =». Sendo

t

s( a. 1) e s( 4, ;||) as somas inferior e superior de | (t)|| re­t'. ” t
. . . 2lativas a divisão 81, (A, EO, Je GÍ à,S l|D= = [x, (8, rx E; )+t

2 ES(£85,)? (t;­t; )­

Para toda divisão A, temos s(a, al) < 5; (Ar, 11) <«T;<q sta, ; ||). Das hipóteses estabelecidas, pen come da Teoria
dos Limites de Moore­Smith segue imediatamente que existe o limite

t

lim (A, ; ||) e este é igual à integral j Ilx'(%)|| dà .
Notando ainda que este limite independe dos pontos 6; bem como

(VA, E N = G(A, ;|) e ainda lim = s(t)Il, Pr, 1, g 1 1 41,€ 191.) ax, ,

deduzimos finalmente que lim ER A,S ||)= s(t), ou seja,dr 6 Oros(t)= fu x'(A) ||dA (t eI­= fa,b]).
a

Corolário IL: "Se C:x(t), 1 é uma curva regular de classe r,en­
L, = S(b) = ||x' ! to."

1 a)
Corolário II: "Se T:x(t), 1 é uma curva regular de classer, en

tão

a) S(t) é derivável em [, E=­ lx'(t)|] >O e s=s(t)l(estri­
tamente em 1).

b) s(t) é de classe r em TI;
—­lc) existe a função inversa: t=s (s) e é de classer em s(I)."

Corolário III: "Se BPi:x(t),I é uma curva regular de classe r,
entao y(s)= x( ss) é uma representação regular de classe r em
S(1)."(*)

Teorema: "Se U:x(t),1I é uma curva regular de classe r e sendo
P e Q pontos de & tais que P(x,(t),x,(t),xx(t)) e Q(x, (t+ At), x (t+
+ At) ,xx(t +At)) (t,t+ At EI)( AtZO), então existe o limite

Elim ­Po eé iguala l."
PQO PQ

A demonstração deste teorema podemos fazer facilmente,utilizan­
do os resultados anteriores.

(*) A representação y(s) correspondente ao intervalo S(1I) denominare­
mos de representação natural da curva F.
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Teorema: "Se P:x(t), I é uma curva regular e t = 4(T)é uma
transformação regular de variável de J em I então L = fx Co dt =

IT

= fi x' COD) at.
Demonstração:

Seja I = [a,b] e J = [%a,B]. Sabemos que É Oem. Portanto
b

= FS =
'

= axar t
se %&>0 então L ­ fi (t)l| at = ai ae de || 9'(O ac
­ fi (1) a ese É <o, então L Sixtconiars Í18 E (Dats

úKSixoi) E Ataca [1 x0) at finca» atL
ê “A

V'mos assim que o comprimento de uma curva regular é um inva­
riante para qualquer mudança regular de variaveis.
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CAPÍTULO VII

a) O PARADOXO DE SCHWARZ

Pelo que vimos.no capítulo V há muitas analogias entre as defi­
niçõoes dadas para turvas e superfícies, as quais persistiam ainda ao
analisarmos as diversas formas em que podem ser apresentadas, princi­

palmente quando consideramos curvas e superfícies regulares.Tendo vis
to a definição de comprimento de uma curva retificável, a primeira i­
déia que nos aparece para definir a área de uma superfície S é a se­
guinte: Consideremos uma superfície poliédrica (poliedral) inscrita em
S. Como toda poliedral se decompõe em polígonos e estes por sua vez em
triângulos pelo que vimos no Capítulo I, podemos determinar a medida
de cada um destes triângulos e chamar de medida da poliedral como sen­
do a soma das medidas de cada um dos triângulos em que a mesma se de­
compõe. Levando em consideração a definição de área de conjuntos men
suráveis dada no Capítulo IV, a medida da poliedral numa certa unida­
de escolhida arbitrariamenteserá a área da mesma. Poderiamos, então,
chamar de área da superfície S o extremo superior do conjunto das a­
reas de todas as poliedrais inscritas em S, caso este extremo fosse fi

nito. Entretanto, se aceitássemos esta definição de área de uma super­
ficie, isso nos levará a valores de áreas de certas superfícies que
seriam diferentes das que resultam da definição de area vista na Geo­

'

+ s s . f +

metria Elementar para tais superficies. Para outras superficies, mes­
mo no caso de superfícies limitadas, a area poderia não existir (o su­
premo do conjunto das áreas das poliedrais inscritas em S poderá ser
+ MW). Tal situação pode ocorrer em casos das mais simples, inclusive
com superfícies regulares. Para ilustrar o que dissemos, vejamoso cê­
lebre Exemplo de Schwarz:

. Consideremos a superficie cilíndrica S : x(u)= (cos u, senu,, U,)
D=[O0, 2Xx[0,1]. Da Geometria Elementar sabemos que a área de S é igual a

.
o

27 unidades de area.
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Para cada número n(n e N)(n >1) podemos determinar uma divisão
do intervalo [0,1] em intervalos parciais de amplitudes iguais corres
pondente à rede a =(0,2,8,...,22E,1). Para cada valor u 2(i=0,1,..ºn 2?

­.o.,n) o plano de equação xz=U, intercepta S segundo uma circunferên
cia de raio 1.

Os valores de i=O e i=n correspondem as circunferencias das

bases inferior e superior do cilindro, respectivamente. Chamaremos de

circunferências consecutivas as que se situam em planos de equações
i

: .

XT To com valores de i consecutivos.
Temos então n+1 circunferências de raios medindo uma unidadede

comprimento. Dividamos cada uma dessas circunferências em m (melN)(m>
2) arcos iguais de tal modo que toda vertical traçada por umponto de
divisão de uma das circunferências intercepte a circunferência conse­
cutiva (i=O0,1,...,n­1) no ponto médio de um de seus arcos parciais.U­
nindo agora cada ponto de divisão com os dois pontos mais próximos da
mesma circunferência e ainda com os dois mais próximos sobrea circun­
ferência consecutiva, obtemos uma poliedral de 2 mn faces triangula ­
res iguais inscrita em S. A área de cada face será igual a bh ; onde

2
= E, = /L ­ 1 2 ign ;

ie­b=2sen m E h=[/+ (1 cos =) . Designemos a area total da polie
dral por A(m,n), pois a mesma é função de m e n. Assim, A(m,n) = 2mn
sen — / Tr ­ Eos ­ = 2msen = 1 +*hW'sen am

Fixando os valores de m ou n ou então impondo alguma relação que li
gue as variáveis entre si, a sequência dupla A(m,n) se transformanu­
ma sucessão simples e representa a sucessãode uma família de polie­
drais inscritasem S: cujas faces variam de tal modo que Suas áreas ten
dem a zero quando m ou n tendem a +00. Vejamos o que ocorre coma fun­
ção A(m,n) quando as variáveis (ou pelo menos uma delas) tendem a +0o.'
Consideremos os seguintes casos particulares:

ntlim A(m,n) = lim A (m,mº) = 2T7,/ l+=­ ; para
ns me + 4

» A(m,n) —+c0o; para m fixo A(m,n)­­+0

2
Para n­=­m temos:

oo

m=n, A(m,n) — 27%; para n=m

e para n fixo, A(m,n)— 2%.
:

m
; ;

1
> Considerando m ou n nao necessariamente naturais, para n==23"u

(E) ­4, onde a é um numero real (a = 2%), temos que A(m,n)—>a.
Analisando os resultados precedentes, vemos de um lado que a àá­

rea de uma superfície não pode ser definida como o supremo do conjunto
das áreas de todas as poliedrais nela inscritas (analogamente à defi­
nição do comprimento de uma curva retificável), pois isto nos levara
a resultados que estariam em conflito com os que conhecemos da Geome­

tria Elementar. Notemos que isto pode ocorrer mesmo com superfícies re
f . + sf . :gulares como e o caso da superficie cilíndrica vista no exemplo de.
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Schwarz.Por outro lado, vimos também que a condição de que os diâme­
tros das faces de uma família de poliedrais inscritas na superfície
tendam todos a zero não é suficiente para que a sucessão das áreas
correspondente forme um conjunto limitado. Este fato pudemos apreciar
no exemplo de Schwarz quando fizemos nemº, tendo dai resultado:A(m,n)
— + O.

Notemos que no caso das curvas retificáveis, a toda sequênciade
poligonais tais que os diâmetros de seus lãdos tendam a zero, corres­
ponde uma sucessão de comprimentos formando um conjunto limitado.

Estas considerações nos mostram que o comportamento das super­
sf . s . ” q pá 2.ficies no que se refere a definição de sua area e diferente que o das

curvas, no que tange a definição do seu comprimento.

Com o intuito de restabelecer as analogias entre curvas e su­

perfícies também no que toca as definições de seus comprimentos e à­
reas, respectivamente, procuraremos dar uma definição de área para su­
perfícies regulares e depois apresentar uma definição semelhante para
curvas regulares. Vejamos então o caso da

b) ÁREA DE UMA SUPERFÍCIE REGULAR

Seja S : x(u),D ec Rº uma superfície regular de classe r (re IN)
sendo x(u) e x(u+4u) dois pontos de S, temos evidentemente que
x(u+au)­x(u) = dx(u) + 7, onde Te um vetor no R tal que

T
lim = Oláauw=o au

õIsto significa que Ax(u) = x(u+Au) ­x(u) ­ 2X Au, +ÉúE Adu +
— 2U, 1 au, 2

+ Y, onde u= (uu).
Facilmente se mostra que a distância do ponto x(u+4àAu) ao plano

tangente a S em x(u) é d=|Ax(u) x f(u)|, onde
ox

é o vetor normal a S em x(u).

:
ádx(u) x f(u)

: EDS — 1 Ix —
Mas lim = lim —. x f(u Taulr + — x f(u).

2 r 7 Y —

= 1i f =Mauif * Tau * FC) dim, Tum ) x FO)
Isto significa que a distância de um ponto x(u+àu) ao plano

Di rf .
e

. . + há . .tangente a superficie S no ponto x(u) e um infinitesimo de ordemmaior
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que llaull para ||ául] —> O,

Baseando­nos neste resultado fazemos a seguinte suposição:

Toda parte da superfície suficientemente pequena praticamente
coincide com sua projeção ortogonal sobre o plano tangente a S num
ponto pertencente à parte de S considerado. Este fato nos autorizaa
definir a área de uma "regiao infinitamente pequena 'da superfície como
sendo a da sua projeção sobre o plano tangente a S correspondente a
um ponto desta região, admitindo naturalmente, que tal projeção te­
nha uma área.

Consideremos agora S : x(u),D CIR de classe r tal que n(9D)=O

Sendo 9D um compacto, ela terá conteudo nulo e portanto D se­
rá 43 ­mensurável. Seja 1 c Rº um intervalo compacto tal que D CI.

Sendo À uma divisao de I (AE), entao JF, tem m.n. interva­
los I;. compactos (i,j=l1l,...,m,n).

J

Consideremos os pontos ij = (u —J eos intervalos Ti;
|

1i­1º “2j­1
Í

((i,j) = No x N. ) NACD). O paralelogramo construido sobre os ve­tores: a (013) A u,; e u 3) au,
icertamente esta contido no 2 n1ano tangente a S­em x(n;3» tera area i­

ras u . = dA...Xu Ci) uy; AU, ijNotando que as quantidades Ui 0063) 1 au,, e UESTAMEEL I|lãáu

aplicados ao ponto x(17;3) o qual

gual a Ux 1:32 O

representam os comprimentos das curvas u, = 2j­1 cte, e memo e
=c€ ““* nos intervalos Cu, ;RE u,;) e Mui1 us..) respectivamente, ad­
mitiremos que com um erro desprezível, a área da projeção de S corres­

pondente ao intervalo parcial I; 3 O; 3 € Fa) (1: ; e. sobre o planotangente a S em x; 3) seja igual a ah Sendo A a divisão gene­
ralizada de I correspondente a Àdamos a seguinte

Definição: "Seja S : x(u), D uma superfície regular, de classe r
tal que n(9D)=0; sendo à uma divisão de I (A€ P Je ij o ponto demenores coordenadasdo intervalo compacto TI: 3 O; j€ q) ((i,j)e N, =X
x N.) (m,n E N), denomina­se área da superfície regular S ào limite

lim 2. x (n..)AXx (1...) || 4 u,., du,., se este
existir."

(*) Existem regioes fechadas D limitadas por curvas fechadas simples

(não retificáveis) de dL­medidas bidimensional não nulas (Curvas
de Osgood), isto é  un(aD)>O0O. Neste caso tem­se un(D) > n(D) .
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ÉNotemos que AÀ que aparece na definição dada é a divisão gene­

ralizada de I correspondente aos pontos ij (n.. = 1,,)((1,3) e IN, x
xIN ).

n

Sendo x(u) de classe r em D (D é F­mensuravel), temos evidente­

mente que a função llxu7 ax.202) f(u) e R­integravel em De sen­do g(u) a função auxiliar paraEu) relativamente a um intervalo com­pacto I (D eI1ECRº ) (g(u) = f(u) em D e nula em I­D), podemos escre­
ver

ES du=lim e(s. PENSE onde 6.. e X=TI,,.
5 AES,r NET, + +)

Mas como o limite acima independe dos pontos 6: = Tiso podemos
pôr $,j=",,: Além disso: ES) T(Xx) = 2f(1,;3) Y(X) = =,
Portanto, à

te r

.

|

*(VeeR )(A4*eD)(vaelB): A)MA >| E et, ,) 10 ­ Stan <
<eE(1)

Por outro lado, sendo o(D) um conjunto de conteúdo nulo,temos:

(VeeR )(3 aA"*ewiw )(AFCTÍ,) : UXDAD e 2 Y(X)<E. (2)xe€3 x€IJ

Seja A,= Res(A*,A**). Temos então:
: RO (1),(2)(VEeER )(Aacen (Vac ):4)a, 2x | ES) ­ J reu) a]

dA. =
e. Y

os
Y) ­ f àIE, ij emoro | + IEg(n,,) TO) J (u)du |<

< 12 gi)YO)| < 2 gn, | V(Y) +eE<L 2 (1) +E<(L+1E,
YcXeys  Yexes 3 YcXe

onde L=sup g(u) = máx, f(u) (L >O).
Portanto, lim = A... = S,£ ca) du e temos finalmente que a a­sei > Theo 1j

rea À de S existe e pode ser dada pela fórmula

A = Í ' 7 (0) A xa 0) || du, du,
D

nºChamando || x. = E, xAX, = ] SG, obtemos a àá­
! 1.rea de S com à notaçao de Gauss: 2

/ 2= [ EG ­ F du, du,
Notando ainda que as componentes do vetor xp 0) AXU) São Os

determinantes . 1:
|

SS D(Xx, x.) I(Xx.;X,) d(x,,x,)

J (u) = A ; So(u) = A e J5(u)=—=—ê
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a formula da area de S Se ser escrita na forma

2 21 Ez)1) ,e Es+ —— du, .dula(u su,| 9(ujsu,) A(u,,u,)
1 .

a qual apresenta uma grande analogia com a fórmula do comprimento de

arco de uma curva regular Ptx(t),[a,b)=I, que como vimos é

I

Sendo agora S : x(u), E (TER) (I é intervalo compacto) uma su­
perfície regular de classe r e D um conjunto (DcI) (D é L­mensurá ­
vel) temos: "

Seca) du = Santa (ua) du.
D

: I

Generalizando a definição de area de uma superfície regular,di­
zemos que a área da porção de S correspondente ao conjunto D(De £­

= ff EG ­Fº du du,
D

C e . .

Ú

'

Mostremos agora que a area de S e invariante para toda trans­

mensuravel) e

formação regular de variavel y:B e Rº —> D ec Rº. De fato, sendo S:
x(y(v)), B uma outra representação regular da superfície, temos:

= fmx “vai dv dv, =, 5 NH xy (o) AX
. IV, 2,Mas x, (u) À x, (u) =| — x,0) + —­ xd) NDel no du, du,

a avoNC (u) + 2 xy (u)) =
| ­ / u 2

va(u) || 3Cu) | du, du,

1 “a
dv, vo + Sv, dvfiz18 E] x, (un) ax, (0) = J(u) (x, à x, )
du, Ol 2du, du, du,

Daí concluimos finalmente que A=+­ ff 1 x AX || du,.du
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CAPÍTULO VIII

a) UMA OUTRA DEFINIÇÃO DE COMPRIMENTO DE CURVA

Seja 7 :x(t), I=[a,b] uma curva regular e t(t) o vetor tan­
gente a 7 no ponto x(t). Facilmente se deduz que a distância de um
ponto x(t + 4t) à reta tangente a MU em x(t) é dada por d= || (x(t +4t)­

= " .
d + : x(t+at) ­x(t) —x(t)) A tll. Dal vem que lim, at? ­ll lim, at na tll=

& lx'(t) A tl = O, ou seja, d é um infinitésimo de ordem maior que
a de 3t para 4t —O. Este resultado nos leva a supor que umarco par
cial de DU de extremidades suficientemente proximos e sua projeção so­
bre a reta tangente a P num ponto deste arco parcial, a menos de in­

s +
b

. s + . 2 »finitesimos despreziveis, coincidem. Por outro lado, uma propriedade

das curvas retificaveis nos diz que o comprimento de arco de P entre:

dois pontos suficientemente proximos da mesma e a medida da corda cor­

respondente, são infinitesimos equivalentes.

Baseandonos nestes fatos, formularemos uma definição de compri­
mento de curva para curvas regulares de um modo semelhante à área de

s . s ssuperficies regulares vista no capitulo anterior.

Seja 4 uma divisão do intervalo compacto I emn intervalos par­
ciais TI. (n >1) (1, € 3914) (ie N.) bem como 6. um ponto arbitraria­
mente tomado em Lie Tomando A suficientemente fina, definimos compri­
mento do arco parcial" x(I.) de EP como sendo a medida da projeção da
corda correspondente sobre a tangente a” no ponto x(5;) de PP. Esta
medida será igual ao numero positivo ix(t.) ­x(t, (x t(5,)), onde
t(5,) = —L5i) é o vetor tangente a CP no ponto x(6.). Dai vem:

Hx (6 | |

Gt) = x(t,1 )) x Es,N= xt, )xE(S,) At, =
xt) xx' (8. )|

Nxt68,) 1
at.,

C o
É

e um ponto conveniente.de Ii Como porem o ponto 8; pode
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escolhido arbitrariamente, fazendo ni.” Ex a expressão anterior pode
ser simplificada e obtemos || x' (1,1 At, , onde n; é um ponto conveni­
ente de IL, . Sendo agora Aa divisao generalizada de I correspondentea

42 bem como AQUESES NICE e ainda notando que a a função
I| x'(t)||é contínua em IT, da Teoria dos limites de Moore­Smith cemos
que existe o limite ainUh) e é igual à integral LL x'(t)|| at.Como, porém, este 1Limito independe dos pontos E; tomados em cada
intervalo I. (i EN, ), temos também aplx,Yitat, = (lx'(t) | at.

T

Definição: "Seja MD:x(t) ,I uma curva regular de classer e À
NET

uma divisao generalizada de I correspondente aos pontos 8,($; e 1)
(1. EeFTJ(ie NÃ chama­se comprimento da curva (' ao limite

o. = x'(£, JO 4t;
|

2€S

e indica­se por L.'"

Notemos que a definição supra de comprimento de arco é menos ge­
ral que a dada para as curvas retificaveis,pois enquanto esta se a­
plica apenas para as curvas regulares, a outra vale para qualquer cur
va retificavel.

Na definição precedente admitimos a continuidade de x'(t) em L,
o que geometricamente pressupõe a existência das tangentes à curva em
todos os seus pontos.

Mediante esta definição podemos considerar restabelecida a ana­
º [4 .

|

hd 5 2 ” .logia entre curvas e superficies quanto as definiçoes de comprimento
o f . .e de area de curvas e superficies regulares, respectivamente.

b) COMPRIMENTO DE CURVA COMO UMA MEDIDA

Seja ix(t),I uma curva regular de classe r (WI CR) (I interva
lo compacto).

Sendo C (C CI) um conjunto A­mensurável, definimos comprimento
do conjunto x(C) através da d­integral J IIx'(t)||dt e indicamospor

|

Cc

Consideremos agora o conjunto s = (rcr Í x (Y) =CecédL­
­mensurável) U (o). Valem então as seguintes propriedades:

(a) (V(Y7,)) (VvVenN)(YV, e Er): y v,< Sr
(b) (VW, ne BICHO free,y.
Isto significa que o conjunto Cr. e uma f­álgebra sobre FP.
Definimos agora a aplicação vV: CR tal que para todo 7X de
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GC. temos V(y) = fx (t) Il dt, onde Cex "(y).
Cc |

Dal deduzimos, utilizando propriedades das L­integrais, que va­
lem as seguintes propriedades:

(1) V(0) ­

(2) (VWYeG6) (V(Y) >O)
(3) (Y(Y)) (YES) (m/Zn)ím,nelN)

nr EO): VU) =X »rU):
Vemos assim que a aplicaçãoVe uma medida sobre Cr.

c) ÁREA DE SUPERFÍCIE COMO UMA MEDIDA

Consideremos agora a superfície regular S : x(u),I de classe r
(re N) (I é intervalo compacto) (I er). Sendo D um subconjunto de
I Á­mensuraável, no Capítulo VII definimos área da porção de S corres
pondente a D, isto é, do conjunto x(D) através da d­integral

ENO A AL du du,
a qual indicaremos por Ap

Também neste caso podemos mostrar que o conjunto Ss = (1 cs|ln) =D eDé & mensurável]. U í Q ) é uma C­álgebra sobre S,
bem como a aplicação n::C. — R tal que (YTeS): r(T) fix, NES2!uvdujdu,, onde D= x ler) é uma medida sobre Cs.

Estas considerações nos evidenciam mais um ponto de analogia e­
xistente entre curvas e superfícies. Vemos também que hã uma grandese
melhança entre a medida de Lebesque definida e desenvolvida no Capíi­
tulo IV e as medidas Ye 1 introduzidas nos itens b) e c) deste capi­
tulo.
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