


IFT. TM - 02/«Ô 

WELLINGTON DA CRUZ 

Á 

BOSONIZACAO NA REDE E LAGRANGEANAS TOPOLÓGICAS I 

CAlgumas Aplicações do Formalismo de Dirac-Kahler) 

Dissertação de Mestrado apresentada 

ao Instituto de Fisica Teórica 

Orientador Prof. Dr. Abraham Hirsz Zimerman 

são Paulo 

AGOSTO DE 1989 



AGRADECIMENTOS 

fio Professor fí, H, Zi»er»a7> pela oportunidade deste trabalho. 

fios f uncionários, colegas e professores pelo axbiente agradável 

de estudo . 

fio Rodrigo e a Benise por terent concordado co» a minha 

ausência.. . 

fios meus pais e irmãos pelo incentivo de sempre. 

\ 
P CPPES (Programa P.I.C.B.} pelo apoio financeiro. 

\ 
P Universidade Estadual de Londrina. 



AGRADECIMENTOS 

fio Profe^ssoir fí, H. Zimerman pela oportunidade deste trabalho. 

fios f une ionários ^ colegas e professores pelo ambiente agradável 

de estudo. 

fio Rodrigo 
\ 

e a Senise por teren concordado co» a minha 

A 
tías€'nciâ , ^ 

fios meus pais e irmãos pelo incentivo de sempre. 

\ 
fi CfiPES (Programa P.l.C.B.) pelo apoio financeiro. 

fi Universidade Estadual de Londrina. 



fio Rodrigo r s Denise 

\ 
e tí fil ine-  

que esta por chegar 

dedico 



RESUMO 

Neste trabalho, estudamos o processo de bosonizaçSo na rede 

espacial a duas dimensSes e também construimos Lagrangeanas 

Topológicas a uma e duas dimensSes no contínuo, via -formalismo de 

Dirac—Kahler. 

D estudo do processo de transmutação terroion-boson na rede 

espacial é encaminhado em analogia ao que -foi -feito por Klaiber no 

contínuo- Concluímos que, ao menos para o nosso ansatz da solução 

da equação de Dirac-Kahler, o campo escalar especi-f icado em termos 

deste ansatz não satis-faz a equação de Klein—Gordon na rede 

espacial e assim, a bosonização não -foi possível. 

A dedução de algumas Lagrangeanas Topológicas a 1—d e 2—d foi 

considerada assim como a quantização B.R.S.T. à la Kugo—Uehara de 

tais teorias. 



ABSTRACT 

In this Work, we study the boBonization proceBS on the 

Bpatial lattice in two dimensiona and we also construct Topologi- 

cal Lagrangians in one and two continuum dimensions, using Dirac- 

Kahler -formal ism. 

The study o-f the -fermion-boson metamorphosis on the spatial 

lattice was deveioped in analogy to the one already made by 

Klaiber in the continuum case. We concludé that, at least -for our 

ansatz -for the solution o-f Dirac-Kahler equation, the scalar 

•field speci-fied in terms o-f the ansatz above does not satisfy the 

Kiein-Gordon equation on the spatial lattice and so, the 

bosonization was not possible. 

The derivation o-f some Topological Lagrangians in 1 —d 

and 2—d was considered as wei1 as the B.R.S.T. quantization à la 

Kugo-Uehara o-f such theories was performed. 
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INTRODUÇÃO 

CálculoB não-perturbatiVDB em teoriae de gauge, tipo 

cromodinâmica quântica (teoria da interação forte - QCD) t^m sido 

implementados via discretizeçSo do espaço-tempo. Esta abordagem 

constitui um método de regularização que elimina infinitudes 

ultravioletas (comprimentos de onda menores que o espaçamento da 

rede) da teoria. Por outro lado, resultados numéricos (via Métodos 

de Monte Cario) garantem a existência da QCD, isto é, não foi 

observada nenhuma transição de fase tal que não possamos fazer a 

conexão entre o fenômeno de liberdade assintótica (acoplamento 

fraco dos quarks a curtas distâncias , < lO ** cm, ou altas 

energias, região onde métodos perturbativos podem ser aplicados) e 

a propriedade de confinamento (acoplamento forte dos quarks a 

grandes distâncias , ^ 10 cm , ou baixas energias). Um outro 

resultado numérico é a relação entre a escala da QCD com a 

tensão da corda entre os quarks, o gap de massa (diferença de 

energia entre o estado fundamental e o primeiro estado excitado) e 

as massas dos hadrons. 

A manifesta conexão entre teoria de campo e mecânica 

estatística, na equivalência entre a expansão de acoplamento forte 

2 
e a expansão a altas temperaturas (g ^ T , o constante de 

acoplamento e T temperatura), isto é, entre a formulação integral 

funcional de um dado sistema quântico e a função de partição de um 

eistema estatístico análogo no espaço Euclidiano, é um outro ponto 

1 



a 5e ressaltar das teorias de gauge na rede. Agora, quando 

■férmions sSo introduzidos na rede, graves di-ficuldades do ponto de 

vista técnico e computacional surgem, tais como, aumento do numero 

de graus de liberdade (impedindo uma •formuiação realística para o 

espectro de massa dos quarlcs) e a quebra da simetria quiral 

(implicando para a superaçSo do problema so-f i st i caçSes que exigem 

mais tempo de máquina). Observamos que, na rede, é possível, mais 

de uma teoria para àquela do contínuo. Independente deste ponto, o 

limite do contínuo (espaçamento da rede: a —> O) tem de ser 

tomado, a tim de que se possa extrair alguma tísica do modelo em 

consideração, por exemplo, precisamos veriticar se o grupo de 

simetria do contínuo como de resto outras quantidades são 

recuperadas. Agora, fenômenos inerentes à rede (não verificados no 

contínuo) também tém sido observados^*^ 

Neste trabalho,vamos nos valer do formalismo de Dirac-Káhler, 

para estudar o fenômeno de bosonização (transjnutação férmion- 

boson) na rede espacial a duas dimensões e, de maneira preliminar, 

estudaremos como deduzir Lagrangeanas Topológicas a 1-d e 2-d no 

contí nuD. 

A distribuição dos tópicos está orr^anizada como segue: no 

capítulo I introduzimos o formalismo de Dirac-Káhler naquilo que 

nos for essencial: no capítulo II discutimos o problema dos 

férmions na rede a duas di mentes: no capítulo III apresentamos 

o processo de bosonização e discutimos os resultados, e no 

capítulo IV introduzimos o contexto das Lagrangeanas Topológicas e 

2 



encaminhamoB nossa proposta de estudo para este tópicoi, ' ■Deixamos 

para os apêndices aquelas passagens do texto mais tediosas ou * 

repetitivas. ‘v 
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mais tempo de máquina). Observamos que, na rede, é possível, mais 

de uma teoria para àquela do contínuo- Independente deste ponto, o 

limite do contínuo (espaçamento da rede: a —> O) tem de ser 

tomado, a fim de que se possa extrair alguma física do modelo em 

consideração, por exemplo, precisamos verificar se o grupo de 

simetria do contínuo como de resto outras quantidades são 

recuperadas. Agora, fenômenos inerentes à rede (não verificados no 

contínuo) também tém sido observados**^ 

Neste trabalho,vamos nos valer do formalismo de Dirac-Káhler, 

para estudar o fenômeno de bosonizaçao (transmutação férmion- 

boson) na rede espacial a duas dimensões e, de maneira preliminar, 

estudaremos como deduzir Lagrangeanas Topoiógicas a. 1 —d e 2-d no 

contí nuD- 

A distribuição dos tópicos está organizada como segue: no 

capitulo I introduzimos o formalismo de Dirac-Káhler naquilo que 

nos for essencial; no capítulo II discutimos o problema dos 

férmions na rede a duas dimensões; no capítulo III apresentamos 

o processo de bosonização e discutimos os resultados, e no 

capítulo IV introduzimos o contexto das Lagrangeanas Topoiógicas e 

2 



encaminhamos. nossa proposta de estudo para este tópico. 'DeixamoB 

para os apêndices aquelas passagens do te>:to mais tediosas ou !• 

repetitivas. 

cs <jb* 

^ 

^ g|p<-Kj 

.ii«r "h 'r’ 1 íbn i~ í-í f if*i 

■vy 1 



CAPITULO I 

FORMALISMO DE DIRAC-KAHLER 

O estudo dos -férmions na rede <ver cap. II) , via -formalismo 

de Di rac-Káhi er, -foi implementado por Becher e Jods'^\ que 

estabeleceram a completa equivalência entre o contínuo e a rede. 

No contínuo, os campos s3o representados por formas 

di-ferenciai5 (tensores antissimétricos) de-finidos sobre os espaços 

das simetrias internas (espaços tangentes ao espaço-tempo 

Euclidiano), enquanto que na rede, os campos sSo representados por 

cocadeias (-funcionais dos elementos da rede: pontos, segmentos 

(links), piaquetas, cubos, etc.). 

Uma -forma diferencial geral é dada por: 

Cl. 1) 

onde H= í u , fj 3-, com < fJ - . . < p. notaçSo de 1 ’ 2 h í 2 >■> 

multi—índice e h dimensão. A equação de Dirac—Kahler vem escrita 

como: 

C1.2) 

ou 

4 



onde B operadores lineares atuando sobre o espaço das 

p-formas: 

e de-finidos por: 

CI. 3> 

onde produto exterior definido como bilinear, distributivo e 

assoei ati vo: 

A : vA- '0~. —H 
(L 



Asbím. 

k 

A 

^ frr'VCr\'^ 

D, em outra hipótese. 

&A r epresenta uma diferenciação em relaçS D a 

O, em outra hipótese. 

se ^ C 

cont p função sinal <conta as permutaçSes necessárias para o 
fi^fC 

ordenamento com H P K = f > e ó definida p ' • IT H,K U 

número de pares ^ ^ ^ com i eH, j eK, 

< >\\VC > U ( \C \ ^ ) diferença simótrica. A álgebra exterior das 

formas diferenciais sobre o espaço-tempo Euclidiano é gerada por 

1—formiasj tal que 

uAjiiA jt'"' A —- 
Li}' etc. 



A açSo dD5 operadores tí-' e Ò sobre a +orma di-ferencial geral 

produz: 

\t 4 / 

7- 

(i 
ci.4:> 

'ò 
O 

C1.5> 

verificamos, então, a propriedade de nilpotência dos opeadores 



o operador de Laplace faz o seguinte mapeamento: 

^ ■^'0- 

Definimos, ainda, o morfismo A e o anti-morfismo B: 

^ C- í) li^ 

com as propriedades: 

I) A 1[) - 

Uma cocadeia geral é dada por: 

■?(, -ff 

11.6> 

8 



A equação de Dirac-Kãbler na rede vem escrita como: 

ou 

1ineares atuando 

e de-finidos por: 

A - 

com 4 
r 

operador 

exterior na rede: 

diterença -finita, ^ é> o análogo do 

A ' ' 'W ;)gl 

Cl. 7:> 

sobre o 

Cl. 8> 

produto 

9 



Assim, -t A H: 0 U- 

'\'L Vu 

i '/lí^' IV 

D, em outre hipótese 

"diferenciação’' em relação a ' : 

. it líf , • 

o, em outra hipótese 

Y 

A ação dos operadores 

^ ^ o 

& . 7 sobre a cocadeia geral 

produz: 

v)2 

A 

y,-R _ — 

1 ^ (á~ €^ ' Av 

^ ' I 

- O 
Cl. 9D 

10 



e a nilpotência doE operadores é verificada. 

o 

h ^ 

Definimos os operadores diferenças finitas por: 

CI.ll) 

r 

onde é o espaçamento da rede, na direção 

Observamos aqui, que nos é bastante conveniente definir as 

seguintes operaçÊíes matriciais, o produto e>:terior e a contração 

ícom análoQDs na rede)í 

temos, então, as equivalências: 

^ (i. c ^ cv A r ^ 

J (V ^ 

V IV 

e a forma diferenciai e a cocadeia podem assumir e>;pre5sSes 

matr i ci ai s; 

H' -w lA ^ 



A passageín contínuo-rede constitui um mapeamento de -formas 

onde E 

Assim. 

>: í H 

temos 

3 elemento da 

c )C 5 3: 

t -4 

t -íl 

rede: 

ponto 

segmento (link) 

plaqueta 

cubo, etc. 

05 mapeamentos: 

A 

\) 

1) V , com ? 

onde A e V 

sobre cadeias 

cé-lul as) 

operadores 

ícombinaçSes li 

fronteira 

neares de 

e cofronteira 

elementos da 

atuando 

rede ou 

Observamos aqui que outras particularidades do formalismo foram 
Í2> 

omitidas 

12 



CAPITULO II 

FERMIONS NA REDE A DUAS DIMENSÕES 

Vamos verificar, como é que surge o problema da degenerescén- 

C3 > 
cia da energia quando introduzimos férmions na rede. 

O campo de Dirac sem massa a duas dimensSes é um espinor de 

componentes 

t 

tal que na representação das matrizes- 

1 
O 0 - 

(9-1 j ^ VI ^ 

S 1 I 
c ( 

as equaçSes de movimento vem dadas por: 

tii. i:> 

Por outro lado, 

O 
t 

* 
Estamos usando í ndice para espaço e para tempo. 

Í3 



logo: 

c{- ± 1 . 

Na rede, a derivada contínua é substituída por diferenças 

•f ini tas: 

CK.')4- 

^,ful =1 
1 

.K+ pj) k' «9 

com X = na ené-simo ponto da rede, e portanto: 

CII.25 

Para uma solução tipo onda plana: 

Í {x) - t 

com - íO < k < tO , a relação de dispersão no contínuo é dada por 

CII.35 

14 



enquanto que na rede, tendo em conta as soluçffies: 

V^fh _ ^ V-K4-Í)t^') 

- çÀ 4-Kl-n-l) 

a relaçSo de dispersão assume a seguinte forma: 

\Ò- ^ )UK V-(X 

Graficamente, as relaçSes de dispersão (para 0L~^\ e 

para o contínuo e a rede, respectivamente, sSo as seguintes 

íü 

15 
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Observamos, entSfo, do grá-fico da lei de dispersSo do contínuo, 

que a soluçSo é uma onda plana deslocando-se para a direita. Da 

relação de dispersão na rede, verificamos que a frequência é 

proporcional ao inverso do espaçamento da rede e assim, no limite 

do contínuo, a frequência diverge. As frequências finitas para 

este setor do gráfico que estamos analisando estão próximas de 

VC(Lcy 0 e Kcl-iT . Assim sendo, verificamos que no 

primeiro destes pontos temos uma onda deslocando-se para a direita 

e no segundo ponto uma onda deslocando-se para a esquerda. 

Diferente da situação do contínuo, na rede constatamios a 

duplicação dos fêrmions. O segundo fermion está na região de 

grandes momenta ou de baixa frequência. Observamos pois, que há 

um problema de degenerescência da energia, em razão da presença 

deste outro fermion. Portanto, estes modos de baixa frequência tem 

de ser removidos. 

Wilson*^^ tentou contornar este problema, acrescentando 'a 

Hamiltoniana de Dirac discreta um termo tal que a energia próxima 

a YíL •:> H fosse deslocada. Neste caso, a equação de movimento tem 

a seguinte formai 

-A /Um -f 

onde ^ é um parâmetro arbitrário adi mensi onal . Graf i cantente a 

relação de dispersão <para e VO O > ó dada pori 



extra nSo ateta o 

OL - 

K 

Agora, observe que para ka^ 0, o termo 

limite do continuo, enquanto que para ka , ocorre uma 

contribuição tipo massa, da ordem de -, que no limite do 
â 

contínuo diverge, quebrando a simetria quiral da teoria. 

Já a aproximação na rede da equação de Dirac—Kãhler é tal 

que, o número de graus de liberdade do contínuo é o mesmo que o da 

rede. Comparando-se a representação matricial da equação de 

Dirac—Káhler com a de Dirac, veri-ficamos que a primeira contém 

dois espinores de Dirac. A forma diferencial é escrita como: 

e assim, a representação matricial é dada por: 

onde f , f - 
o ’ í” f e f variáveis de Grassmann reais. 

2 12 
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A multiplicidade doe fermions estabelecida na -formulação 

Becker-doos, é igual a de Busskind'^' para a aproximação na 

da equação de Dirac. 

de 

rede 

18 



CAPITULO III 

BOSONIZAÇAO 

Neste capítulo estabelecemos um ansatz para equação de 

Dirac—Káhler na rede espacial, tendo sempre como guia o 

contínuo. Calculamos, em seguida, a expressão da conservação da 

corrente na rede, obtendo as componentes da corrente em termos 

desse ansatz. O processo de bosonização na rede espacial é, 

então, estudado. 

3.1- ASPECTOS GERAIS DO PROCESSO DE BOSONIZAÇAO 

Modelos bidimensionais de teorias de campos, embora não- 

reaiísticos, tém servido como laboratório para formulaçSes a 

dimensóes superiores e, o -fenômeno de bosonização (transmutação 

tórmion-bóson) observado neste contexto, surge como uma -fonte 

muito importante de in-formação a respeito mesmo das estruturas de 

tais teorias. A equivalôncia entre uma teoria termiônica e outra 

CÍ5> 
boEÓnica pode ser verificada à luz das seguintes linhas : 

■15 através da comparação das respectivas -funções de Green, após 

ajuste de parâmetros, 

ii> construi ndo—se uma solução operatorial da equação de camipo de 

uma teoria em termos de expressões não-locais Cpoint splltl do 

operador da outra. 

19 



Tem-se que, para implementarmos o primeiro método. devemos 

ter um conhecimento a priori de que as duas teorias estão 

relacionadas, a fim de que possamos saber como compará-las. A 

segunda via desponta como a mais interessante, uma vez que a 

construção explícita do operador fermiônico em termos do bosônico 

é mais direta e permite de algum modo elucidar, independente do 

modelo e não-perturbativamente, as características de uma teoria 

com muitas componentes. A formulação bosônica de uma teoria mui ti- 

fermiônica com simetrias quiral e interna, em particular, é de 

grande interesse. 

O processo de transmutação férmion-bóeon só tem validade se 

* 
05 operadores fermiónicos : 

i> satisfazem as relaçSes de anticomutação canônicas, 

ÜD dão as funções de Green corretas, 

ill!) satisfazem a propriedade de "Cluster" 

ivZ> são invari antes de Lorentz . 

Dentre os modelos para os quais tôm-se estabelecido tal 

equivalência, um exemplo clássico devido a Coleman^**^ ,é aquele 

entre o modelo de Thirring massivo e a teoria Sine-Gordon quântica. 

Aqui, um férmion elementar e a carga do primeiro modelo correspon- 

de a um sóliton e ao número topológico deste sóliton no segundo 

modelo. 

Ver apêndice A 
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Na bosonizaçSo Abeiiana a duas dimerisSea, via método 

operatorial, o campo -fermiénico é escrito como uma exponencial do 

campo bosénico: 

dll.l> 

é P 
onde significa ordenamento normal e 

t ^ 

0^ 

X+K]:: 

com M dual de - A existência da relaçSo 

r 

aparece como o ponto básico na verificação da equivalência entre 

as teorias. Aqui, ^ corrente vetorial, associada a um 

catripo fermiònico sem massa, escrita cdítid d gradiente de um campo 
rv 

bosònico real livre, \y , relacionado com o seu dual, [0 , da 

seguinte forma: 

CIII.3> 

Aoora, a bosonização nSo—Abt;! i ana temi sido estudadci vici 

métodos funcionais, onde o determinante fermiònico aparece como 

objeto f undamtental . 

21 



3.2- BOSONIZAÇÂQ A LA KLAI BER 

Em 1967 Klaiber propôs uma soluçSo operatorial para a 

teoria de Dirac sem massa a duas dimensões, que possui certas 

peculiaridades em razão da dimensionalidade do espaço-tempo. 

Considera—se um espinor de componentes e 

equação de movimento é dada por: 
( 'L^ 

,cuja 

■•-if com as matrizes- 7) na representação: 

1 . U °) ) 

e 

A decomposição de Fourier é da torma: 

f / 1 

+ kv.,y cm. 4> 

COfTt R espinor é representado por: 

U\) 

22 



satiBtazendo 

CDiriponenteB deperidem de ( t + >; ) e ( t - . respectivamente. 

tal que os operadores a e b satisfazem as relaçSes de 

anticomutação: 



Considere a seguinte notaçSo para os operadores; 

24 



e a pseudD-corrente: 

cm. 9> 

onde 

(reiaçSo válida somente em 2—d), sSo ambas conservadas na teoria 

Bem massa: 

\y u) = o cm. 103 

e o campo sat i 5-f ai 

O cm.113 

isto é. O l ^ 

r 
da corrente sSo dadas por: 

á um campo livre sem massa. As componentes 

25 



Klaiber encontrou uma representação para da 

e satisfazendo a relação de comutação: 

Ver apêndice B. 



A corrente é escrita, então, coítid em 

bosÔnicD vem dado por: 

e O câfnpo 

CIII.15> 

Observamos aqui que Klaiber partindo de uma teoria -fermiônica 

chegou a uma bosônica, ou dito de outro modo, ele implementou um 

processo de bosonisaçSo para a teoria de Dirac sem massa a duas 

dimensGes. O que nos propomos estudar, neste ponto, é a 

possibilidade de um tal processo na rede espacial via -formalismo 

de Di rac—i<CMhl er . 

3.3- '•ANSATZ" PARA Á EqUACÁO DE DIRAC-KAHLER NA REDE 

Vamos considerar, no 

por uma forma diferencial 

contínuo, um campo 

, (lO > 
real e par : 

fermiônico expresso 

fiii. i6:> 

que na forma matricial, é dada por: 

0 
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Ab variáveis de Grasemann, -f e f , satis-fazem relaçSes de o 12 

anticomutação a tempos iguais, dadas por: 

e, na rede espacial, vamos impor que: 

estas últimas também sejam satisfeitas. 

Dadas as densidades Lagrangeanas para o continuo e a rede 

espacial, respectivamente: 

cm. i7j 
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das equaçSfs de Eul1er-Lagrançe: 

\lk -lA-, . 

V ^ 

í U +£.SJ<l _\j£_ ^ o 

cm. 18) 

e tendo em conta o caráter de Grassmann de HF et, eequem ae 
o 12 • 

equaçSee em movimento: 
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A55im, as equeçSeB de Klein-Gordon são dadas por: 
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Observamos que, as componentes 

espacial, -ficam misturadas pela equação de 

\ ■ 
Dirac—h^hler. 

cm 

na 

A cocadeia geral é da forma: 

M 

A 

1 1 I) ^ 
4_ 0 hi o 

'^i-H 

= i 1>n'^ A-V( C>i'^ 

cm 

.24) 

rede 

.25) 
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onde, 

Consideremos as soluçBes de onda plana: 

cm. 26> 

tal que: 

Ch+ 

1 

A Vl) ^ -f VvLíL 

-'\1[\L^\-l) -Ç 

r\ (^lA) t-M-yicCj 

0 
r~ 

H (HjO 

q í W ír- Uhí\ 

cm.273 

cm. 283 
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Aesím, ver i -f i quemo5 a relaçSo de diepersSo na rede usando 

<III.19), com 

Lembrando que: 

Então, 
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e 

t 1- 

í -V - 

34 



com sfk. - i ^ 

O- 

, vem 

V c JL ^ 

-V f I \ t U-^ 

1-. “'liií ^ » 

lOH C.,o) f ^ 

n(LÍ"t 
o 

assim 

lA^ 

- A 

c4~^ ^ 

O 

parni uma sdIuçSd não trivial, temos: 

'l n_ 
10 ^ (L o 

1 
IaD “4" *0^ — \£aa 

D® ^ 

i Itc^ 

se escolhemos lA ( \A '0 | ' 

+ ' / 

-A 
T- 

i \U,i^) 

^ , entSo: 

VVi^) =.-£ 



as5im: 

1-^ € Z ^ ' 

cm. 29) 

Por outro lado. 

3é» 



então 

^ para uma e-oIucSd não trivial, temos: 

o —^ ^ ^ 

De 
Vl. L V. -o 

'2^ 

A \Ul . 

\Líx^ 

~lZ 

2_ 

se escolhemos 
U lu >) d-' 

então 

, I 
^ -e 2. 
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Para as equaçSes: 

também veri-ficamos a reiaçSo de dispersão na rede 

-A cm. 32) 

/ / 

m 
Ver apêndice C 
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Ab auto--funçSes normalizadas -ficam: 

4- 

o>^ 

T= l.- 

V 
wt f Kvio^'^ 

inr {\~'^'f^\ ^ 

^ 0- «‘*r) f "(-"‘■■'“"'9 

cn 
) 

cm. 33) 

cm. 34) 

Vamos considerar, agora, as superposições: 



entSo: 

(D U-C- 

tIII.35a3 

A (^U) ]^Vl ^ 



Da equação de Di rac-f=Cahi er : 

cí- J ^ ^ ÒL 

C7 

cm. 36> 
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vamos estabelecer, agora, as relaçSes entre os coeficientes das 

superposições, assim: 

■A 

-ÍW ■(-K 

2^ 

.1 H 

— — Á \i t2^ 

,-Aví^ 

J 

. 1 ^ 

^ r 

^1 it 

i W 

1+f ^ 

'j'<T (^lA-(dV_o, 

‘^' '' «ll<x -Atc^ 

t ^ 

çiU^ -yv^CnU;^ 

V. ^ 

\(HTr 

^ '’^iA)‘lr-f RxtO 

A 

-J 

r / 

I 
V 

,,1,0 -asÍ^W\!A\ - ^ 

^TT I 1^ tn i^ \j Rir l [|cn^ 

(.A)- - 

a 

V 
wV-Ym 

•V 

■\— 

cR/ 
J 
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kM-O- ! i_ 

^TT(^l~cr)ií^ 

íÍÍIa/KWéO 

ç ' 

l-onií^) (D^ 

"í 

iO 

EntSo, 

: 

Jl 

l^tn 

n. \' -2. 
1-Coi^ 

- A lL^^ 4- 

^ )Ç) \^ V£^ CIII.37> 

0 



e quando (K-\0 

quando CK'-^ *0 \ ^ Z C 
fv^+r . 

; 'o, í -^1 

: 

i\ 

■=- -'f\ 
1 

\ -V cr> 

V 

e quando 0<-~~\^ ^ 
£> 

\a. 

.\! \£aa.ií^[ \-\-^ "L^ 

y> - ^  2i__ x\ ^ 

\ IIjeC 

tt 
VC 

V 1 Ivcr^v^^y 

/ / 

e quando 

^ \xU- 

-íír 

cm. 38) 

cm. 39) 

cm-40) 
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Usando 

4- 

1 + U K 
4r ~L V \ 

O cm. 413 

veri-ficamos as mesmas expressSes para • ÍV^ ) . ^ 

Assim, ’ 

i- 

Y- 
\ 

\L 

_ A 

\\^V 
14''^ 

^ 
€ 

vtei. 

\ 

-4- 

Hr\ H in 

^ I 'VU3\ UviO 

\c 

Htt 1 1+ ^ 
~L 

"A 

A^? it 

4 U) 

•í- 

t- V VUSL 

MT ^ \ -I- cn 

~u 

-4- A ic \ 14-Ç 

A. ^ VaA ]Si' <K ^ 

€ 

{jO^- Vvlí\M 

cm. 42a3 

1 

\-irCn\^ 

V 
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t 
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as componentes do campo no contínuo sSo recuperadas. com 

05 coB-ficientes dados como em <III.7>. 

3.4- BOSONIZÁÇÀO NA REDE 

A equação da conservação da corrente na rede espacial é da 

* 
seguinte forma : 

r\ 

0-^ - A ° 
onde 

cm. 44> 

cm. 45> 

Agora, sabemos que no contínuo, a duas dimensSes, a corrente 

é dada por: 

X - -X 

r" 

onde \ (/ é- um campo escalar e \ uma corrente fermiônica. 

r 

Ver Apêndice D 
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D campo ^ B5 componentes do campo /v ' no contínuo sSo recuperadas, com 

05 coeficientes dados como em (III.7). 

3.4- BOSONIZÀÇÀO NA REDE 

A equação da conservação da corrente na rede espacial é da 

seguinte forma : 

onde 
A- AI,- 

O CIII.44:> 

cm. 45> 

Agora, sabemos que no contínuo, cj duas dimensSes, a corrente 

é- dada por: 

r 

onde \ 1/ è um canjpo escalar e \ umta corrente fermiônica. 

r 

Ver Apêndice D 
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Assim sendo, nos perguntamos se para tempo continuo e espaçamento 

discreto ^ possível a transmutaçSo fèrmion-bóson. 

Em analogia à Klaiber, definimos então, as seguintes 

componentes para a corrente na rede: 

tIII. 46) 

tal que estas nos dé, via equação (III.44), a equação de 

Klein-Gordon na rede: 

- A - cm. 47) 

para o campo escalar LP('V^'|, 

O cálculo da componente ”3 termos das expressBes (111,42) 

I ^ 
e do campo escalar satisfaz ^ ^■y^'^ , 

deixados para o apêndice D. ^ 

D que procuramos, agora, estabelecer, ê 

^ dado por (II1.45). 
l 

coincide com 

7 Vamos concentrar a nossa atenção naqueles termos de ^ dados 

* 
por (III.42) que não vão a zero no limiite do contínuo : 

;y. 
\ 

(J3 Oh Ci Ói 

Ver Apêndice D 



onde: 

9. ^ \ /0< 
o. 

9, 

^ ( \Jl V KMO^ 

(K 

0 

J.W ^ 

A l K+JvJ^ 

t ^ 

)o 

ÍV 

’=^u Sl u.' ^ 
CO UH-VV' 

~L 

*3^ — 
ní_ H <í- k-* ^ C/^ 

~i- 

-A (ji^_U4^ 

^ ~i^ 

£K 

L -L 

A \L-k~ V^ ) ^ 

•2_ 

O 
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2- 

e a componente 

do contínuo) eecrita 

menos dos termos que vão a zero 

como: 

no 1imite 

f—* ^ ^ ^ 

onde: 

/M 

Ma^Hck NUa.\W 

1. ^ 

A i. \JLV ^ 

e z 
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3 

\K 
Mu A ]tx 

oU 

MAtilLík ^ 

;mUM^ -AÍK:i:í^ 

^ "i- 

/JUAI^ _ MmIM 

2. ^ 

■2- 

,f> 
;xaa 16^ ' AíIm U ^ 

2^ 1^ 

-\ (jM)^ 

€ ^ 

Ua\ 
7- 

2^ 

U-f k' ) fcy 
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lO
 '

2
, 

 ^ Q t- 

AJLaA -V 

1/ 

^ l«r^ 

 1:  'L 

y^giAA. l^ - AUa 

2. ^ 

Da análise dos termos obtidos para as componentes: 

veri-ficamos que, nesta transposição ingênua do processo de 

bosonização à la Klaifaer, para a rede espacial, a transmutação 
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■férmion-boBon não se completa. A razSo é quedos coeficientee dadoe 

em termoB de senoe e coeeenoB que aparecem nae expreeseSes 

7^ T 
ÍA das correntes J ^ \ *não se reduzem um no outro. 
í 1-^1 

Independente deste ponto, o limite do contínuo destas correntes 

^ D mesmo- 

Concluímos, pois, que ao menos para o nosso ansatz não 

temos a bosonização correta, isto o campo definido à 

la Klaiber não satisfaz a equação de Kiein-Gordon na rede 

espacial. 



CAPITULO IV 

LAGRANGEANAS TOPOLt^ICAS 

Vamos tentar derivar, via formalismo de Dirac-Kâhler, algumas 

Lagrangeanas Topológicas. Tais teorias tém relevância tanto do 

ponto de vista físico como matemático. 

A construção de uro operador Dirac—Káhler niipotente é obtida 

com a introdução de operadores fermiònicos modos zero de 

Kato—Ogawa. Especificamos, entSo, um ansatz para os campos e 

Lagrangeanas a 1-d e 2-d sSo obtidas. Em particular, quantizamos 

a teoria unidimensional e bidimensional, via formalismo B.R.S.T., 

e verificamos para a teoria unidimensional que soluçSes tipo 

instanton não contribuem para o termo de superfície da ação. 

4.1- ASPECTOS GERAIS £>AS TEORIAS TQPOLQGICAS 

Não faz muito tempo que técnicas de teorias de campos, vem 

sendo usadas, para o cálculo de invariantes topológicos 

relacionados com espaços de dimensão inferior a quatro. 

Witten^**^, mais recentemente, construiu uma teoria super- 

simétrica a quatro dimensSes, cujos invariantes topológicos surgem 

como funçóes de correlação desta teoria. 

Um invariante topológico é caracterizado como alguma coisa 

que depende unica e exclusivamente da estrutura suave ou 

diferenciável da variedade na qual uma dada teoria é construída. 
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Uma teoria de campo topológica, por definição, é uma teoria 

quântica de campo cuja função de partição independe da métrica, 

Í5to é, entendemos que a teoria possui uma covariança geral. Em 

geral, neste tipo de teoria, não há graus de liberdade dinâmicos, 

todas as excitações são de natureza topolégica ou, dito de outro 

modo, não há observáveis locais em razão da invariança por 

difeomorfismo da teoria. 

Verifica-se que estruturas relacionadas com instantons, 

monopolos, vórtices, etc., surgem de maneira natural no processo 

de quantização de Lagrangeanas nulas, Gaussianas, etc. Tem-se, 

então, que a simetria é mais fundamental que a própria 

, tí2> 
Lagrangeana 

Tome—se, por exemplo, o seguinte objeto; 

s 
r 

■ K Va V- CIV. 1 j 

um invariante topológico que mede a primeira citasse de Pontryagin 

xão e a curvatura do "Vector Bundle", onde a conex! 

definidas. A ssim, 

r 
sao 

T 
é uma função constante, invariante sob 

todas as transformações e não apenas invariante segundo o grupo de 

transformações de gauge como a ação de Yang-Mills ordinária; 

^, w - Ç tv f n: ^ F) t iv. 2j 

O integrando de ^3^  pode ser escrito como uma derivada 

total; 



CIV. 3> 

e ã55im, ci assicamente, nenhuma dinAmica nSo-triviai eurge. 

As açôee ® invariantes por transtormaçSeE 

de gauge, com os campos na representação adjunta- 

1 

, elemento do grupo de gauge. 

Assi ÍTl, 

V- 

It ^C)õ] vb- 

então: 

com 

^ f^r, 1 

derivada covariante de gauge 
(X 

na representação adjunta e -e<«. parâmetro infinitesimai com 
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Essenci almente, ^ invariante topológico porque nSo 

valores na álgebra de Lie do grupo de gauge 

ar i ante 

muda sob variaçffies locais do potencial 

geradores da álgebra de Lie. 

O tensor intensidade de campo. 

onde 

campo de gauge: 
r 

trans-f orma—se como o 
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A variaçSo da açSo, entSo, pode ser calculada: 

o primeiro termo é nulo pela identidade de Bianchi: 1) V 
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® integrando por partes, com 1) ^ O 

t i camos que a ação é invariante: 

no infinito. 

^ o 

A ação clássica 
5t- 

temos visto, leva a uma dinâmica 

tí^ivial, porque pode ser escrita como uma derivada total. Por 

outro lado, verifica-se, que a situação torna-se outra quando 

quantizamos e teoria via formalismo B.R.S.T, isto é, a teoria 

quântica assume um caráter topológico. Isto vem do fato de que a 

■função de partição da teoria depende da estrutura suave da 

Variedade e não da métrica- A rniétrica está presente na ação 

B.R.S.T. em razão do processo de fi>:ação de gauge da quantização. 

f 1 3 > 
o miétodo de quantização B.R.S.T. , é um procedimento que 

envolve a ampliação do espaço de Hilbert de uma dada teoria, via 

introdução de objetos não físicos, chamados fantasmas e 

anti-fantasmas. Estes campos asseguram a unitariedade da teoria. 
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no sentido de que as transformaçSeB -fí Bicas sSo aquelas que 

preservam a norma dos estados -físicoB e, a transformação B.R.S.T., 

que é' niipotente nos campos, mistura-os com outros de estatísticas 

diferentes. Assim, estes campos como um todo são considerados 

componentes de um único objeto geométrico. 

O formalismo B.R.S.T. fixa o gauge, eliminando os graus de 

liberdade espúrios tal que os estados físicos sSo adequadamente 

definidos como aqueles estados com norma definida positiva. Por 

outro lado, ao contrário do procedimento comum de fixação de 

gauge que quebra a invariança de gauge, este formalismo mantém a 

invariança B.R.S.T. do sistema. 

O princípio de simetria B.R.S.T. garante que os estados 

físicos são aqueles que ficam invariantes sob a ação da carga 

B uma vez que a Lagrangeana efetiva é invariante por B.R.S.T., á 

Lagrangeana original acrescentamos uma transformação B.R.S.T. de 

uma função geral dos campos físicos, não-físicos e auxiliares. 

Assim, temos: 

O 

onde 
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e "tr* parâmetro anticomiutati vo. 

A carga B.R.S.T., ^ ^ d gerador dae transformaçüSeE e vem 

do teorema de Noether após a fixação de gauge da teoria. 

A função de partição é do tipo*. 

onde a ação quântica é dada por: 

CIV. 5> 

CIV. 6> 
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4. 2- DERJVAÇAO DE LAGRANGEANAS TOPOLOGICAS 

VIA FORMALISMO DE DIRAC-KAHLER 

VimoE que no formalismo diferenciai a equaçãío de Di r ac-Kâihl er 

no contínuo pode ser escrita na forma: 

O 

Por outro lado, podemos verificar que, a derivada exterior carrega 

a transformação do campo de gauge: 

C ^ 
ü ^ IK 

CIV. 7) 

onde A- é a 1—forma conexão dada por 

A ^ ^ 

e ^ ^ parâmetro infinitesimal da transformação 

r 

^'ir-A W 

para o caso de uma teoria de gauge Abeiiana. 

A ação de uma dada teoria, neste formalismo, pode ser escrita 

como: 

campo qualquer expresso como uma forma diferencial. 



A transformação de gauge, neste caso, vem dada por: 

c (c 
t) Q.K CIV. 9) 

sendo a açSo invariante pela mesma: 

com 

- t 

- <5 L 

a hermiti ano. 

Observe agora que, se os opeadores derivada exterior e seu 

, para uma teoria uni di mensi onal sSo dados por: 

~ V 

com EõtiEtazendD ^| AA”!! = ^ e, tÇ_ e 

■'•i 1 potentes. , i) ^ 

A, 

? — iQ ^ G 5 ver 1-f 1 camt_f5 que 

- \\ SL 

tjt: O * 

\ 4-1 -z A \rè h- 
^ / V Vfe a] V ^ -t 

logo 

t -j. 

iJ 



Ae.5í m sendo, pere tornar nilpoterite i ntrodurimos DS 

operadores íermi6nicos modos zero de Kato-Ogawa, e O 

, . r U4>, 
satisfazem : 

1 ] 
C- ' C, ^ o • ^ o • ir\^ 

e impoffios: 

Agora, temios dois vácuos distintos para àqueles modos 

Considere ^ aniquilado por I 

c[-r> ^ O 

da nilpotência de G vem que o estado 

G7 - > 

ê a vácuo de G 

c '7 
O 

e portanto; 

\+^ 

fecha a definição dos vácuos [^) - \-') 

í»4 

, que 

zero. 



Usando C ^ C I :: I , verifica amos que os estados 

tê-m norma zero: 

<^■(-1 + } r: /^ + HcC-fc ^ +> 

f> V z + \c 

-7 

r=: O 

{^C C 'h ^ ^ 

::::^ Z- j O C ^ 

7^/-]c+ clo 
, 

“ o 

7 

cc\-> 

c^(^\-y 

Introduzindo, agora, o operador métrico; 

^ c -H c 

vem; 

+ ^ f Z-K; C(+^ 

ii:> 

tf r) 
^~\ o\^') ') - 

t> e 
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Iil3 

\+)= n’'') 1 ^ - 

r ^ + \o\-) -VZ4lc \-) ^ 
^ + ^ \o 

De Ci!) e Clli) o produto interno entre 05 vácuos ® \— 

normalizado a unidade: 

^ Z-^4> ^ L 

e de Cill> e Clvl>, temos; 

Z-] 0'W'^ ::^ C^4^) c -7 

"t" 

•o 

c c+c)c |+> 

= 4- Z-\^ ^ 

Z-l-7 

’ r.Z+ Z^4-\ 

Vamo5 escolher o vácuo |—^ , tal que uroe transformação dos 

campos vem escrita como: 

onde atua sobre a zero—forma A\-'7 - 

PodemoSj entSo, verificar, que o operador de Dirac-í^Cahler, 

, definido como: 

^ ^ Ia-I) c c 



para a teoria unidímenaional em conaideraçSo é niIpotente,to O: 

a = 
-^í 

-\2- 

e atuando sobre a zero forma: 
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A. AçákO para a teoria unidimensiDnal , 

Considere os campos 11/ dados pelas -formas 

diferenciais. 

-p Jit G c. 

onde é um campo auxiliar. 

A açâo assume a seguinte forma: 

onde 

a -c 

Calculando. 

/ 
-jlli'4- G 

tendo em conta as propriedades de 

únicos termos que contribuem são: 

C í e 5 05 
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AsBifTi, a açSo vem dada por: 

^ a menos do termo de superfície (ver apêndice E para o cálculo da 

quantização B.R.S.T. de um modelo unidimensional>: 

s - - u 4 &Y 

Observe que, ee se desvia G ^ (o- '>c , a dependência em "tC- 

^ eliminada e o resultado é que temos uma funçSo de partição 

que ê uma integral Gaussiana pura. 

Procuremos, agora, as tr ans-f ormaç&>es que dei >;am 

invariante: 

temosX 

S -V ^ 

e assim, as transtormaçSes de simetria são as seguintes ; 

= -2^ J. 

1 
oc. = ~-íA. 

•4( 
Observamos aqui que, na verdade, tal teoria ê invariante por 

trans-formaç&ee arbitrárias, o mesmo valendo para as outras teo- 

rias derivadas nas páginas seguintes. 
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entSo: 

clCG^rc)H 
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-_ *^ ''+&■'y Air-(- \ \ l,-»!; (° ;> + ■><-/ 

e a menoB do termo de super-Fí cie: 

S ^ - 

As trans-formaçSes de simetria são calculad as 

= k^A'A-y 

assim: 

Sg'' - ■ 

S A _ '-^LAÍ 

ü: A'^ 
'Sê'2- 

e a açâo é invariante segundo estas trans-foi-maçSsE 

lado, considere : 

(2,^ —][) (b^ 

assim: 

mas / ’ então: 

I f V6 

considerando 

Por outro 
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e 

o ^ 

l\'^ ~ Í\^ l^) ’ ~ ^ 
w 

e 

lí'^^~'èl )\^\[\")'Í!'A 

'it'^ ^ ^ / 

Assim, a açSo Gausslana na forma 

é invariante pelas transformaçoes 

Considere, agora, esta última ação com o termio tíe superfície; 

S - - \ U''-^6^ vv:\ò^v^<kr 
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com a escolha G*^ O . temos: 

Sabemos da teoria super si mêt ri ca de Witten, que soluçeSes tipo 

■instaton (soluçSes clássicas das equaçSes de movimento no 

espaço-tempo Euclidiano com energia -finita) são dadas por: 

C . 

± \ it A 

então, para estas soluçESes, veriticamos que o termo de superfície, 

de fato, não contribui para a ação Gaussiana: 

s -V Y 

Ação para uma teoria bidimensional 

Aqui, D operador de Dirac-Káhler é escrito como: 

Q -c 

® o ansatz para os campos vem dado por: 
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é onde ^ 

um campo escalar complexo e um campo Gaussiano 

D campo \\y pode também ser escrito como: 

aleatório. 

ou 

onde 
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Então: 

e a ação -fica: 



Agora, cDOBÍdere o termo temos que: 

então 

\h_ ^ ■^'à ^ '0^ 

f^or outro lado. 

^^\xxl^) 5(_^ 

Ainda, considere: 

i'1^ ' it -Va di^ 

- ck"- À i-x. 
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entSo: 

- k (^y iir 

<i %lk ~ 

r\ 
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onde 

Voltando à expreseSo da açSo: 

\D^ 
iC 
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"l 

então 

80 



Em resumo, temos: 

) - 1 '!>_ A + 

A- 



li) 

< 
b#,T)\AS‘ 

S 

Ab trans-formaçSes de Bimetria são aB Beguintes: 

"bíó - ) 

^ 'ò^ f 

A invariança da ação Bob este conjunto de tranE-FormaçSeB é, 

então j ver i-ficada: 

\ 

82 



onde V ■funçSo analítica de uma única variável, então: 

como: 

(o^ - ^ 

ss tranB-formaçSes vero dadae por: 

Sfe ^V; ^\n^ 

® assumindo, ainda, que: 

= 'ô. y 

« nova íC é invariante por: 

83 
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Observamos aqui, que Birmingham e 

consideraram uma teoria do tipo; 

colaboradores 
<15> 

onde a Lagrangeana clássica é dada por: 

n t taç-*- 

- A \p'' 

' ' ^ DlÇ 

são as equaçSes de Langevin. 

é invariante segundo as seguintes transformaçSes: 

e seus coíTfpl e>:os. 

Ao -fazerem a quantização B.R.S.T. desta teoria e sob a 

r ^ ^ escolha de gauge \c>Il Q;, ZZ- 'iC? após o processo de quantização, 

eles recuperaram o modelo supersimótrico N = 2 a duas dimensSes: 
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Então, a exemplo desses autores, vamos quantizar a nossa 

teoria e verificar se ela se reduz a este modelo supersi friétri co. A 

quantização B.R.S.T. que desejamos implementar é à la Kugo- 
r-~J Y 

Uehara****% na qual ao fixarmos o gauge (o /O ? a 

açSo perde a invariança original e assim, introduzimos campos 

fantasmas tal que a ação torna-se, agora, invariante por B.R.S.T. 

Começamos com a ação 

onde 

^ levando emt conta 

Y\l 

veri-ficamoE que ^ S j isto é, a ação não é invariante por 

tais transformaçSes. Assim sendo, podemos verificar que se 

assumimos as E-eouintes transformaçSes B.R.S.T. 

transf ormaçSes 5 >c J 

.*er 1 i-1 c ar 

CÍ7> 

- r\ 
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ou 

o 

o 

o 

onde e 

f aniasmas e 

BBcrita como: 

parâmetros 

sâo as 

anti-fantasmas , 

anticomutativos e, 

componentes quirais dos campos 

respectivamente. A açSo efetiva 

é invariante por estas últimas transtormaçSes(ver apêndice E). Por 

outra, a menos dos termos de superfície, a açâo pode ser escrita 

como: 
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com aB matrizes^ Y na representação: 

AsBim, temoB o modelo supersimétrico N = 2 a 2-d no espaço-tempo 

Euclidiano. Concluímos que seria interessante considerar a 

Construção de outras Lagranqeanas Topológicas via formalismo de 

Dirac-Kahler e verificar, neste processo. a necessidade ou não 

de condiç£Ses adicionais para a obtenção das mesmas. 
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APENDÍCE A 

1 - Representação Bosônlca 

Vamos, seguir a Re-f. (5> para obter a representação bosònica 

-forma exponenci al . Considere os operadores-corrente como 

Variáveis dinâmicas básicas dadas por: 

H 

tU-|) 
Ca. i:> 

Tais operadores e o campo fermiônico t^m relaçSes de 

*^omutação a tempos iguais da -forma: 

Ca. 2D 

/~ C í, /' \iJ k Com ^ n — ÍC zx. JL f ^ junto com a equação de Heisemberg de 

fTient o: 

Ca. 3j 

Onde qualquer operador, determina coflipletamente d dinâmiica 

sieteíTia. 

Os oper adores—mtOfTientum são dados por: 

€ 

Pi^:. 

3E 

Ca. 4> 
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com 
A p iO „ 1 1 1 
^ -r— ,éo tensor energi a-momento na -forma de 

Sugawara. 

A equaçSo de movimento do operador entâio, obtida . De 

<a.3) : 

® de (a.4> 

f%\T 
00 

H C VI' mml 

9I ^ \ 

X 

03o 1 R*'°”V ~S^ 

0 > 

l"" V3“ 3 

oi/ 

T ) 
= 3L V ■í'°3 -i'3, ji 

-f-i 3 3L (^3'’3' 
; 

^ I-3°3' 
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Entào 

^ '-isancÍD tAB,C3 — A CB,C3 + CAjCD B, v&ítiZ 

por (a. 2): 

90 



e 

Ca. 5) 

Seguindo o mesmo procedimento, encontramos quel 

dAi-] - - ^ir(irrc^) f if w 

e 

^ Tf“ í ^ 

« equação de Dirac para fèrmion^ t^em massa. 

O campo -fermiônico por ía.ó) -ficai 

91 



onde é um e&pinor constarite. 

Ab componenteB de 

obtidas, cdobíderando-se 

em termos do campo escalar 

na forma: 

3fu\ ^ X e'-'" 

■(Fl 

ãssim: 

íu) 

logo^a equação (a.8) ficai 

^(x.) - ^ 0 

Ou 

tl‘l \ 

f 

\ 

- fin ■ 

á>c' 

L<\ -('í? n >'')■*■ 

L V 
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« menoE de constantes a ajustar tal que as componentes espinoriais 

Sòtietaçam as regras de anticomutação canônicas. 
rv 

O campo dual ô dado como: 

(9 

ÍLic' 

^ escrevendo: 

li- 1 

1 V 

l(Ul í ' 

'^em que 

Quirai s. 

V^+ u) + 1(7k) se decompSe em 

A. 2- Anticomut atividade 

Considere 

>u) ^ ; € 

_ e 

ò Xt 
r\ X' ^ 

onde e 36 carregam os operadores de criação 

sniquilação. Para um objeto mais geral, temos 
ts» 

Ca. lOj 

termos 

[c.ii] 

e de 
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tal que 

oi 

onde (K e V são as cargas dos campos. 

Desde que os operadores A e B comutem, temos; 

(V » fc. ^ 

4- 
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-r í B ) Tem-se que : 

^ - 1> - b C'=2) 

(y ^) ^ -Z- C- ^')-^ ^~f) 

96 
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Exigindo, pois, a anticomutatividade para os campos 

^ermióniCOS, temos para as cargas o vínculo: 

<|ir4-o(.S = a \)t 

o intervalo é tipo espaço O 

Â.3— Funções de Green 

Aqui a -função de dois pontos ou de n-pontos obtida para o 

Campo fermiônicD livre, escrita em termios do campo bosônicoZ 

temi de ser igual à -função de dois pontos ou n-pontos obtida para o 

Camtpo -fermãòniCO, escrita no espaço dos miomentos como: 
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COfTi 

1 1 

0 I lL| 0 

A. 4“ Propri edade de "Cluster" 

Tem-se que o vácuo é único se e son«ente se função de 

n-pontos pode ser decomposta em cluster, isto á, se ^ V ' 

pode eer escrito como uma sofna de produtos de todas as possíveis / 

■funções de dois pontos na representação bosônica. Esta propriedade 

^ satisfeita por qualquer teoria de campo que satisfaça as 

{ 8> 
Condições de invariança reiativística, espectro e localidade 

A.5- Invariança de Lorentz 

Aqui, temos que verificar se o campo fermtiônico introduzido 

«presenta, de fato, caráter espinorial quando sob transformação de 

l-orentz. Tal invariança á verificada através da relação: 

^ a densidade de momentum angular. 
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A. 6- Bi lineares 

O caráter nSo-local da relação entre o campo 

A 
boBÔnicD não impede que certos objetos lernüonlcos 

Como densidades locais de objetos bosonicos. Beja 

na -forma: 

fermiÒnicD e o 

transformem—se 

verificar para 

t 
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CA3 

Considere 
TI- 

U (.t") U' Iil] = (L-»rt If 

- U"^ ('í')4' ('«■t'^) 4- 
4V,pM|Y4, ' U I 

if ''V 

o Y'’^) . l^f,'-V' 4- ^ 
'^X --<1 X 

^r 
€ -í,'i ' 

- « >? 

X" < 
4- 

lOO 



4- 

A t 
A y+u+0 

■Ç ^i‘í' 
/ 

Somando;ía> + (b> ; 

Quando j 

U] +UK a'^ + 

101 



r 

\ 

Somando (c) ■♦■ <d> 

Quando 1 P » 

i^) ^ A 

<NJ 

-i' 
(Sl 



Somando <e) + (f ) l 

-f ^v^^+ui Ij 

Quando ^ O ; 

— A 

rN» 

u) -t^(>^) 

i\'\ ívXT, 

A-% í_ (5^ V^"Cti) 

Somando <g) + (h) : 

A 

Quando ^ (1 ^ 

-l-l 

Hssim. 

0 

rO 

Y- A^í^)+- CK-l 
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Isto é 
l| oC CO 

105 



e^ntSo 

O 

Hif,1 c< 

Lembrando que 

f\ I^Eaa, oI CtCj 

Onde 

Y'*" ^ 

  í o > ^ 
jt, TC = tL --X- ^ 

Vamos considerar o seguinte ansatz 

çÁ JfiP ^U") 

Pãra o cálculo de 
u 

, tal que 

^U1 ^ 1(U-'^ X. /o\(^U)\o 

^o-fine—se, então. , 

-5 - - ', '■ ° 

onde a subtração é introduzida para '^evitar singularidades 

3 ^ I U'^) ÍW 

“i 0 

e+Hio tu 

) - ^ 

Assim, 
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0 
CU 

r 
ir- e-M', 

-'f. ÍN(íi ^ 

U^K K K f 

-Ãil'^^V+-1+) (iit^+) 

■e . e 

- ÒXiFl^'^U'+-'í:'') _ 

^ . t 

0 14- 

f > 

'^1 à^iín^ír 

ÒX^Ít^\n 

\ 

lo 

1 



r
r

 
■e 

Qavv^ 

o 

-0 )Í4 
" A 

\ 

0> 

UH 

Onde usamoe: 

> Mir 

f\ ,K f-' 

f J, wi y A 

MTT 

(^ ^ Üàma _K 

•Cr-"^—^ O cX tr (\ 1^ 

1- Ulí€\,/(,*), 
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® encontramos que: 

jl 1() = 

_ 7)J U+) 

■SX' -2,^4 -D/- 
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vera que: 

3- 2i , 

YÍP) xv 

^^guindo o mesmo procedimento, temos 

111 





Para 

temos 

-l 

<o 

e 

' 0 

V I / 

«ssim; 

I 

\ 

lO^-l-ÍAia k 

*(r —í o klTT" I ^ ' 



De cálculos anteriores 

«ssim 

iogo 
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para 
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Verifica—5e também que . Resumindo H- ^ tf ^ ij)\, 

ol 

podemos dizer que os bilineares aparecendo na Lagrangeana de uma 

teoria fermiénica, substituidos, agora, pelos seus correspondentes 

•^tíjetos bosénicDs transmutam aquela teoria nunia bosònica. 
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APÊNDICE B 

1 Calculo da expressão da corrente*^-^ ^ dada por IQalber 

117 



V. 

RepresentaremoB db produtos de espinores no espaço dos 

_ ÍS>> 
*f«DmentoB da seguinte forma 

118 



119 



120 



vem 

121 



ftsEim; 

122 



B. 2- Relaqao de comuiai^rao de C 

Considere o operador bosònico dado por Klaiber 







onde temoB usado as relaç05es de anticomutação canônicas dos 

operadores. Assi m O e da mesma forma 0. 

Onde somamos e subtraímos um termo, assim 

4- 

126 



u 

D SDui em dias estí implícito que estamos seguindo 

- u 
i- 
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1 
3 

Agora, seja integrar as expressSes obtidas 

128 



I 
9 

Agora, -façamos em 

^ oo 

entSo: 

AnalisemoB o intervalo de integração: 

i) 

M-l 70 i '■ 
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Absím: 

-t ^^ 

h '■ “■'! ■ 

frVmiL '. _| ^ h ^  

ro 

1^. 

-u\ ~'^v 0 

Para I 

it,^0 •, 7 0 

7 0 / 
1 ‘ ‘ 

rv» 

Hssim: 

—3 

0 lO. l W.I I 

ii> 

]i^ L o 

K.j + \,| L 0 

L o 

o 
I ^ 

7 3: 
í l 1 

H&S.1 fn 

tr ^ 

le 
I . 

-,U, 
O 

130 



Façamos, agora, no primeiro termo de 

^ vu.*^ ^ 4-í 

íD 

Analisemos o intervctlo de integraçãu. 

\f^vW^-7o '■ I 

131 



Abbím: 

11> 

í \ ] 

b / 0 ^ o 
M I I 

)?,K '■ ') ^r\r 

^o J. 
U V ^— 1/L^ ^ 

Abbím: 

I Ç r,-^ 
u., -U.J -«., 0 

m> 

> 
o 

I ^ 

li 7^; '^r !),-<> 
0 z. le - VC' 

l l 
- l£ 

—H 

o '«''i '5^ “"i 

Kio ', l^rli 

Abbíml 

i v> 

DÜ. Z- o • 
li' o V,’ 

hbbí m 

^ E-H—^ 

-K 
\ 

It. 0 
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-I 
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Agora, 

Calculando: 

135 





Analisemos, agora, o intervalo de integração de A B 

\^^0 • lí;7 

Assim; 

:> < 
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Assi m 

4—4 1—E 

t, í 

e D intervalo de I -ficar 7 

€ 3 

0 ÍT 

Também, temos: 

I 

w 

^ 0 

De I = C + D 
8 

O 

u' 

Assim: 

o ■ It-’, -1>,> ° . '^1 

U,-U.'|+^,>o ii K.,- w- 

i—+— 
-3 

0*J I 
0 



Também, temo&: 

4 

0 

Então I + C = O. AsBim -ficamos com a parte D de I : 
7 ) e 

d:> 

) '^'r ^ '"■ V/*"i 

Assi m 

0 

l 

0 CDíTiutador fica: 

CCS) ) 

L 

Obs. : Quando utilizamos 

a definida para , então. ao 

139 



integraríTiOB separadamente as regiSes, um fator tíe deve ser 

incluído, assim: 

1^'. 

tal que IAq" | Vt-- ■=- 1 e quando !(.,■:> 
' l 

1 

, vem: 

6Ck,) C^CU',) “i, «-V 

140 
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APENDICE C 

V f*' ^ C. 1 Relacao de dispersão na rede; 

Vamos veri-ficar para as equaç£5es: (III.32) a relação de 

dispersão- 

Considere 

141 



Assim, 

““ f\ VO “1" A >0^ ^ ^ 
a 

\ 
Y + n(\, = 

M ^ ll 

- O 

(- A u) - ^ uiuo^ 1 AM ^ (? 
^ "^ / /ol ^ M 
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Temos: 

oL I 
^ /1 

- O- /vwlti . 'n' 

s. U 

À4k, .■>!' 

•i- 4 

-41- UaaU^ ^ 

cí /1 

-)— ^(X/ AXtv 

^-^U)4- 
{L MM. 
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ía) 4- 

|vtAA. 

_ JW /JIAA. ^ 

T 

'l 
to “ '^ '0~- 

C. 2 Normalizaçao das autofuncoes 

Dadas as autofunçSes: 

_ A ^ 
Àltuí^ 

(■n) 
I 4- € 

i Itó í \CM 0. 

^ ^ ^ j 

_ /i U\i(í^ 

f 1 

- A UXL 

\'''l = 

Àlux^ í^Avio, 

-1^ 'Ç cL £ 
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T emo& que: 

145 



^ " 4F l 1+- 

‘ i 

2^ ' — — 

=V^r (i+Loii^JV 
^ / 
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€. 3 Ortogonalidade das aut of uncoes C k 7 0 > 

liL -It 
l 

r 

c+) 

1^1 ^ 1- 

A 
vÇ (ÍL. 

Ã 

^ O 
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A- - 

C. 4 Calculo das expressões 

(-)*' 

iiyia oquaçao CII1.41) 

Temos que 

)  ~: 'wti+wo^-x í 

0 iylHF [i- <^'f) ^ 

, N/-Àu^ f i 

^-í"í^f e - e_j- j,e P^jl^u. \.i-~ ^ 

\ I htt l \ - Ln\í^y 

Ut^ + IL>1 4- (\ {U- & 1, 

-f coü^ 'j í 

U,^ - /C ULA 

■2' - >e et 

V 

4- 

i UUl 

ÍX \i^ 

Cl-Í yí 

Jlj^:—-—; 

Mf [\- K3 

"'y 
-A (\a) r ^/íl£^ 

0^ 

0 tò 4- (yÀ-íl-'^ 
Ci-V^ 

<i I 

I / ''■'4íb^ 

'^1 ^ X ^ 

n íwlt -'U.''^<>' 

e 

'‘M.it ^^ «2- _ 

O 
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1 _ Ln \uC\ 

V Tj 

('lí-O-A 1 

\L 
cJ. j )uA^\t^ 

\ Mt 

-n(_\*)ê--l(M.£Ü 

■e 
-h 

I 

O 
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Então 

" \1 

,4 

1- 
' <2. 

j ^ 

<1 4- € 
litc. 

- 'k U^ 
- e 

G quando fK O 

-n 

. fv 
c+f 

\\\x. 

l(VL 

e quando 

"^1, \L 

V~^íX)tWl u . 

\X-Ls\^/l MaaíU>^/Z 

~\^(f\\JjL/l, ' ^ 

i| ^ (/^ i(A/^ ] 4- iTi Wiy I 

^ - (X) _ k- 

C/MÜ^^oL 

'fí:^2!i^vc—t* o . 

1±S 
Uõ^ j 

e ouando 

c-')'^_ 
\lK - 

' ÇÇ \P(^~To^/2r~^ \ - ui \ta/ Z- 
— A \ ^4_(jo ^)lcl^2. /^àaa\Ux.I-^ 

xrr^rõnvL^/í^ uaa vEg^!-_ _ 

— \j \\'tn\i^Z. 

CX-íl'0 4 , \jL"2XLX_. 

' \ VAAltC,^^ 

1-v- 'e 

- Ã lí-o/^ 
\ve ^ 

r 

zv^r 

^ N 1 VC - 

B quando 

4- 

T, , IC 

I _ \Lq^I Z- 

1tr» 2, 

\JÍAA U-Q- / 2- 

\-k cr> 

l- € 

\4- € 

A ULxy ^ 

Á 

(>_ O 
Pt 

c-')^ 

' 1 lA- 
iè. ^ 

7 
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c.s Relação de Anil comutação dos X. i,2 

b. Dado que ^i^vC ^ ^ ^ 1, K_ 

relaçeSes de anticomutação canônicas, considere: 

satisfazem as 

U + r.Ví') T=F=======r 

n 

íir l-i-cn^/2- 

^ Ã C í+ i ^ 

^T^ C ( V ío V í' ) 
1 l -H 2, 

então 
,-íl^ 

^ = r «l-it dk-' 

I + I + I + I (termos oue contribuemi 
12 3 4 

\4- 

4 "IcV^ \ -- Â l(.v\ ^ U. ■YV] 

^ P 

0 

OÇ 
\'^ ^ Ú”"/ V l 4- cn "TT 
^ \-h CO L i'- 
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I ^ 
3 — 

I 
4 

T emo 

I 
i 

I 
2 

I 
3 

<l\IL 

Mí 
[ \\^ 

i0 "TTr'^TTí^ ^n|”i+ 
a 

-tr 

^ . atr \|T4 \4- 

JUM 

ot 

l - A U.-'^ A. vv\ 

(^ H (^ ^ ^ ) 

então, queZ 

- A -VW^ IC 

It ^ 

^ ^~rr 

IT . A )\L 

^ u, ^ 

^ ^tr 

:ÍT 
l 

í 

\K MM ^ 

X hl;;^ \o 

íttV_ l+ íL 
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i ir 

Ab5ím. 

I + I 
i z 

\ 

\ 
-À A 

+ I 3 * 

— Á ^ir l,'Y\-^ I 

V 
i 

^ ^1\ 

Àiv\^r 

U 

L 

/ju^ \'Y\^^^rr 

TT 

\ l 

■fazendo: 

u.' ^ U-TÍ"/ V 

e quando 

e quando 

\i >p . ^ r/ ^ 

n-.r ■• '-y^ 
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mas 



Da mesma forma temos que: 

155 



âpÊndice d 

1 Equacao da continuidade na rede 

Temos, 

à~ 

' 

'i^o 
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T ^ X 2 ’ I 
■V 

Á - A X, 

e usando 

A^X^('n'l - A (-nf 0 

seguem 

A ^ +■ ^ X^C'wí-o(X,('^) 

V 

— rJ^ 

l 

Xj Xií'^+'0 ■" ^i Xj(‘>\) 4- (vi^ X,!'^') - X|('n')X(^-i, 

xf - x^íY!-) xx") ■*■ - X('^-i)X'»i, 

■=a^(>ivox,ix-x^-'TX,N-i) ^ x%4X^i^vO-xj^v,.,)Xt 

6é- 

i 

h y X j (.'X\ V OXjl^llxA I X^(n')X|l'^->-0 

fj, ^ L' 
I ^ 

1 
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\ 1" I * w 

-t-1 _ X,K)Xi») - 4- 

X-2. 

Por outro lado, 

X* í \ ^ A-^4-A' 

ol 

^ cA 

g/ 

X. + 

Á 4- X^ 

~p 

4 

£=^ X, - o 

X- A' 

c2. 

aESim: 

444 ^(vxt f- X 

X 

+ u tXr) xí 
l ^ -L X 

d r 
4- 

4 Ci-^-Á-^xt [X, o 
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Considere os termos T e T 
3 ♦ 

L 
C 4- [ +A") ] X 

X‘ 
oL U 

(_a+-a')X| 4- 

' A ^ 

entSo 

T^ - C'^1 i")C'n') -V->Í^C-n)Y^[Tn') _ 

4- Cn) X ^ U") “■ X^('n-í) 5Í2,C>a) 

^ f X à' íx^tv,) X^(>,-i7/ 

c^i") 1") X^ (-n 



l «i 

- u A" C-,Í^X,l-i) 

= x*(vi-)Xj(>i+-il -Xf M 

X L-’if i'l '^) 

-V-('^ + OX.J^') \ = 

daí temos; 

'^-4- f ^ I ^ ^ Xj (■^) 
c^ 

-hX^(>í-{-0Xyí■*^') ) “ ( X^c^) 

i 
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onde 

é> a equação da conservação da corrente na rede espacial e, no 

liíTiite do contínuo: 

3j_ = • (-t ', 
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0-2 Calculo da componente em termos das expressões CIII.42) 

TenriDB que 

t \ ~ «i“ 4t; 

com 

d.4--'— ~'+" 

■^2 ^ ll- V + ^ 

onde. 

1. - \ 

.T. 
/e. ílío^M - kvJo^ 

Mt 

/l -f K,^ iTlo 

n [cv^-vo^)ê- 4- )(>. 

. Ç. 
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D.4 Expressão da componente 3i. em termos das expressões CIII.42> 
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APENDICE E 

E. 1 Ouantizacao B. R. S. T. de um modelo unidimenslonal: 

Considere a açSo 
tl!5> 

5 ^ \ Jür 

onde l. >1^ — ^ ^ 

G um campo Gaussiano aleatório e j'0'X^ 

A açSo ó invariante pelas trans-formaçóes arbitrárias: 

é a equação de Langevin, 

Agora, se -fixamos o gauge ^ “ O , a ação deixa de ser 

invariante. Neste caso, introduzimos campos fantasmas, tal que a 

ação e-fetiva fica invariante, agora, pelas tr anstormaçóes 

b.R.s.t.: 

\ 6 - <D 

^ o 

- Cr 

\ 

onde parâmetro anticomutativo e, e 

fantasmas e antlfantasmas, respectivamente. 

campos 
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A Lagrangeane efetiva é- dada por: 

e a funçSo de partição toT» a seguinte forma! 

' '■l 

U+M'Vf 

tal que a integraçSo nos campos fermitinicos dá: 

Temos que! 

e tC 4-n'' 

N'l 
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1 ogo 

\ 

^ (V"") 

EntSo, 

i5to é^.a tunçSo de partição é uma integral Gauseiana pura e, 

portanto, um invariante topol6gico. 
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E. 2 Invarianca B. R. S. T. da açao do modelo bidimensional 

A açSo efetiva é dada por: 

Aqui 5 veri-ficamoB que os termos da sublinhados constituem 

termo de superfície que não contribui. 

Consideremos, agora, es transformaçSes 

um 
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para a variaçSo da açSo: 

Hy +CC 

4 - 
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Aqui, veri-ficamoB que os doi e ültifTiOE termoe con&tituem um 

termio de superfície que nSo contribui. 

observe que, de: 

I, — \’à^_\^Y^)'' 

i )k - \ V 

I. ^ \\\f v^" \ \ H. 

'4 \iíyi^ - 

encâo 

4- ís^ 
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TemoB ver i-ficado que a ação efetiva, de é invariante fato, 

pelas transformaçBes B.R.S.T. 
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