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Resumo

Em dezembro de 2019, o surgimento do novo coronavirus (nCoV-2019 ou COVID-19) em Wuhan,
China, desencadeou uma pandemia global que se disseminou rapidamente, afetando milhares de
pessoas. A situagao atingiu propor¢des alarmantes, levando a Organizacao Mundial da Saude
(OMS) a declarar, em 30 de janeiro de 2020, uma emergéncia de saide publica de importancia
internacional, devido ao aumento exponencial de casos em todo o mundo, incluindo na China.
O Brasil confirmou seu primeiro caso em 26 de fevereiro de 2020, na cidade de Sao Paulo,
marcando o inicio da disseminacdo do virus no pais. Entre mar¢o de 2020 e dezembro de 2021,
o0 Brasil registrou mais de 22 milhdes de casos confirmados de COVID-19 e lamentdveis 600 mil
mortes. No contexto da epidemiologia e andlise de dados, a compreensdo do comportamento da
doenca requer uma abordagem espaco-temporal pois permite identificar a configuragcao espacial
da doenca e sua evolucdo ao longo do tempo, facilitando a identificagdo de 4reas de maior risco e
embasando decisdes em saude publica. Nesse cendrio, os modelos bayesianos hierdrquicos tém se
destacado como ferramentas valiosas para detectar aglomerados de doencas, desempenhando um
papel crucial na identificagdo de dreas de maior risco. Além disso, a abordagem bayesiana oferece
a vantagem de incorporar incertezas nos modelos e avaliar a qualidade das previsodes, aspecto
crucial em um contexto epidemioldgico. Dada a existéncia de diversos modelos bayesianos
hierdrquicos, o objetivo deste estudo € avaliar se h4 um modelo superior para capturar a evolugdo
espago-temporal do nimero de 6bitos decorrentes da COVID-19 no Estado de Sao Paulo. Para a
modelagem espacial e temporal, foram empregados modelos amplamente utilizados na literatura,
incluindo modelos autoregressivos condicionais (CAR) para efeitos espaciais e RW(1), RW(2)
e AR(1) para efeitos temporais. Métricas como o Critério de Informacdo Deviance (DIC) e o
Critério de Informacao Watanabe-Akaike (WAIC) foram utilizadas para medir o desempenho e
realizar comparacdes entre os modelos, sendo cruciais na avaliacdo da adequag¢do dos modelos
estatisticos e na determinacdo daqueles que oferecem as melhores previsdes e insights para
a compreensao e gestdo da pandemia de COVID-19. Embora ndo tenha sido identificado um
modelo que se destacasse dos demais, foi possivel observar como os 6bitos aumentaram ou
diminuiram em diferentes periodos da pandemia. Este estudo evidencia a importancia da anélise
espacgo-temporal e do uso de modelos bayesianos hierdrquicos na epidemiologia, contribuindo
significativamente para a tomada de decisdes em satide publica e fornecendo uma ferramenta

valiosa para enfrentar desafios como a pandemia de COVID-19.

Palavras-chave: Andlises espaco-temporais, Autocorrelacio, DIC, Interagdo espagco-temporal,

Modelos autoregressivos condicionais, Poisson inflacionado de zero, WAIC.



Abstract

In December 2019, the emergence of the novel coronavirus (nCoV-2019 or COVID-19) in
Wuhan, China, triggered a global pandemic that rapidly spread, affecting thousands of people.
The situation reached alarming proportions, prompting the World Health Organization (WHO)
to declare, on January 30, 2020, a public health emergency of international concern due to the
exponential increase in cases worldwide, including in China. Brazil confirmed its first case on
February 26, 2020, in the city of Sao Paulo, marking the onset of the virus’s spread in the country.
Between March 2020 and December 2021, Brazil recorded over 22 million confirmed cases
of COVID-19 and a lamentable 600 thousand deaths. In the context of epidemiology and data
analysis, understanding the disease’s behavior requires a space-time approach as it allows for the
identification of the spatial configuration of the disease and its evolution over time, facilitating
the identification of higher-risk areas and informing public health decisions. In this scenario,
hierarchical Bayesian models have stood out as valuable tools for detecting clusters of diseases,
playing a crucial role in identifying higher-risk areas. Furthermore, the Bayesian approach
offers the advantage of incorporating uncertainties into the models and evaluating the quality
of predictions, a crucial aspect in an epidemiological context. Given the existence of various
hierarchical Bayesian models, the objective of this study is to assess whether there is a superior
model to capture the space-time evolution of the number of deaths due to COVID-19 in the State
of Sao Paulo. For spatial and temporal modeling, widely used models in the literature, including
conditional autoregressive (CAR) models for spatial effects and RW(1), RW(2), and AR(1) priors
for temporal effects, were employed. Metrics such as the Deviance Information Criterion (DIC)
and the Watanabe-Akaike Information Criterion (WAIC) were used to measure performance
and make comparisons between models, being crucial in evaluating the adequacy of statistical
models and determining those that offer the best predictions and insights for understanding and
managing the COVID-19 pandemic. Although no model stood out from the others, it was possible
to observe how deaths increased or decreased in different periods of the pandemic. This study
underscores the importance of space-time analysis and the use of hierarchical Bayesian models in
epidemiology, making a significant contribution to public health decision-making and providing

a valuable tool to address challenges such as the COVID-19 pandemic.

Keywords: Space-time analysis, Autocorrelation, DIC, Space-time interaction, Conditional

autoregressive models, Zero-inflated Poisson, WAIC.
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1 Introducao

No inicio de dezembro de 2019, um novo agente viral do coronavirus, conhecido como
SARS-CoV-2 (também referido como nCoV-2019 ou COVID-19), foi identificado apds o registro
de casos na cidade de Wuhan, localizada na provincia de Hubei, China (WORLD HEALTH
ORGANIZATION, 2020a). O COVID-19 € uma infeccdo respiratdéria aguda de elevada transmis-
sibilidade, com potencial gravidade. Rapidamente, o virus se disseminou por outras partes da
China e por diversos paises do mundo. Em 30 de janeiro de 2020, o Comité de Emergéncia da
Organizagdao Mundial da Sadde (OMS) declarou estado de emergéncia de satde global em res-
posta ao crescente nimero de casos notificados na China e em outros paises (WORLD HEALTH
ORGANIZATION, 2020b).

O Brasil registrou seu primeiro caso confirmado de COVID-19 em 26 de fevereiro de
2020, na cidade de Sao Paulo. O paciente, um homem de 61 anos e residente da capital paulista,
havia recentemente viajado para a Itdlia (SAUDE, 2020). Desde entdo, de fevereiro de 2020 até
dezembro de 2021, o Brasil registrou mais de 22 milhdes de casos confirmados e mais de 600

mil obitos.

No entanto, mesmo com o elevado nimero de casos e 6bitos confirmados de COVID-
19 no Brasil, hd uma grande quantidade de subnotificacdes, conforme apontado por BASTOS
et al. (2019): “os atrasos na notificagdo, especialmente aqueles cuja estrutura varia no tempo,
distorcem a relagdo entre a incidéncia da doenca relatada e a verdadeira incidéncia da doenca”.
O rastreamento em tempo real de pandemias € dificultado por atrasos na notificagdao, que podem
ser atribuidos a atrasos na confirmagdo laboratorial, problemas logisticos, falta de infraestrutura

e testes, entre outros fatores.

Diante desse cendrio, a capacidade de prever a evolucio da pandemia e adotar medidas
de controle eficazes se torna crucial. O mapeamento espaco-temporal se apresenta como uma
ferramenta analitica valiosa para essa finalidade, permitindo a andlise espacial que revela a

autocorrelacao entre dreas proximas e destaca regides com maiores incidéncias.

Os modelos espago-temporais frequentemente empregam conceitos como modelos auto-
regressivos condicionais (CAR) para fatores espaciais € modelos autoregressivos como AR(1),
modelo de Random Walk, RW(1) ou RW(2) para capturar a dindmica temporal. Esses modelos

sdo eficazes na identificacdo de aglomerados de doencas e fornecem informacdes essenciais para
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a tomada de decisoes.

No entanto, a escolha adequada do modelo estatistico e a avaliacdo de seu desempenho
sdo etapas cruciais na andlise de dados epidemioldgicos. Métricas como o Critério de Informagao
Deviance (DIC) (SPIEGELHALTER et al., 2002) e o Critério de Informacdo Watanabe-Akaike
(WAIC) (VEHTARI; GELMAN; GABRY, 2017) desempenham um papel fundamental na de-
terminagdo de quais modelos oferecem as previsdes mais precisas e insights relevantes para a

compreensao e gestdo da pandemia de COVID-19.

Nesse contexto, a abordagem bayesiana hierdarquica desempenha um papel significativo
em modelos espago-temporais, permitindo a incorporacao da variabilidade entre unidades espa-
ciais e temporais. Essa abordagem possibilita a estimativa de hiperparametros que modelam a
heterogeneidade espacial e temporal, bem como a inclusio de covaridveis que afetam a dinidmica
da doenga (MORAGA, 2019).

Além de sua utilidade na deteccao de aglomerados de doengas, os modelos bayesianos
hierarquicos desempenham um papel crucial na identificacio de dreas de maior risco e auxiliando
nas tomadas de decisOes em saide publica. Além disso, a abordagem bayesiana permite a inclusao

de incertezas nos modelos e a avaliacdo da qualidade das previsdes (GELMAN et al., 1995).

1.1 Objetivos

O objetivo principal deste estudo € realizar uma comparacdo entre modelos bayesianos
hierdrquicos, visando investigar a evolucao espaco-temporal do nimero de 6bitos causados pela
COVID-19 no Estado de Sao Paulo, nos anos de 2020 e 2021. Este propdsito serd concretizado
mediante a utilizacdo de diversos modelos espaco-temporais amplamente empregados na literatura
especializada. Os quais incorporam o conceito de Regressao Autoregressiva Condicional (CAR),
conforme delineado na obra de BESAG (1974), bem como nas contribui¢des subsequentes de
BESAG, YORK e MOLLIE (1991), LEROUX, LEI e BRESLOW (2000) e SIMPSON et al. (2017).
Adicionalmente, serdo adotados modelos autoregressivos, a saber, Modelo Autorregressivo de
Ordem 1 (AR(1)),Mo delo de Random Walk 1 e 2 (RW(1) e RW(2)), para a modelagem da
estrutura temporal e diferentes interacdes espaco-temporais. Todos esses modelos possuirdo uma

estrutura bayesiana hierdrquica.

A conjun¢do de modelagem bayesiana hierdrquica com modelos espaco-temporais reveste-
se de significativa relevancia, especialmente em cendrios que envolvem dados caracterizados tanto
pela dimensao espacial quanto pela temporal. A combinagdo dessas abordagens proporciona
uma notdvel flexibilidade e precisdo na captura da dependéncia existente entre os dados em
termos tanto espaciais quanto temporais. Trata-se de uma abordagem particularmente apropriada
para analisar a dindmica da pandemia de COVID-19, uma vez que permite a consideracao das

influéncias geogréficas e temporais na disseminacao da doencga.
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Para efetuar a comparacao entre os modelos propostos e avaliar sua qualidade, serdao
empregadas as métricas Critério de Informacao Deviance (DIC) e o Critério de Informagao
Watanabe-Akaike (WAIC). Estas métricas proporcionam uma base sélida para a avaliacao do
ajuste dos modelos aos dados, considerando tanto a capacidade preditiva quanto a complexidade

do modelo.

Ao alcancar esses objetivos, espera-se contribuir para uma compreensao mais profunda
da evolug@o da pandemia no contexto estadual, a0 mesmo tempo em que orientard na selecdo do

modelo mais adequado para descrever com precisdo os padrdes da pandemia.



2 Revisao Bibliografica

Neste capitulo, exploraremos uma série de topicos fundamentais que constituem a base
analitica deste trabalho, desempenhando um papel central na anélise de dados que abrange tanto
situacOes temporais quanto espaciais. Esta revisdo bibliografica estabelecera o alicerce essencial
para a compreensao das abordagens analiticas que serdo examinadas nas secoes subsequentes
deste estudo. As subsecdes 2.1 a 2.4 abordardao a modelagem e a estimagdo bayesianas, enquanto a
subsec¢do 2.5 tratard do mapeamento espago-temporal. As subsecdes 2.6 e 2.7 discutirdo modelos
para dados em séries temporais € modelos para dados espaciais, respectivamente, culminando na

exploracdo de modelos espaco-temporais na subsecao 2.8.

2.1 Inferéncia bayesiana

A inferéncia bayesiana constitui um método estatistico fundamentado nas contribuicdes
de Thomas Bayes (1701 - 1761), Pierre-Simon Laplace (1749 - 1827), Harold Jeffreys (1891 -
1989) e Bruno de Finetti (1906 - 1985). Sua abordagem se estrutura em torno da associacao de
uma distribui¢do de probabilidade ao parametro desconhecido de interesse. O objetivo principal
consiste em aprimorar o entendimento dos parametros em andlise e reduzir a incerteza subjacente
a eles, as quais se apresentam por meio de modelos probabilisticos criteriosamente delineados
(FIENBERG, 2006).

Partimos da premissa de que o pardmetro desconhecido @ possui informagdes resumidas,
sintetizadas pela distribuicdo de probabilidade p(8), a qual pode ser aprimorada mediante a andlise
da distribuicdo amostral p(y|6@) que delineia a relacdo entre a varidvel aleatéria y e o pardmetro
6. A aplicacdo do teorema de Bayes (BAYES, 1763) é empregada como uma metodologia para

mensurar esse aumento de informacao,

p(y|0)p(6)
r(y)
em que 1/p(y), que ndo depende de 8, assume o papel de constante normalizadora de p(0|y),

p(Bly) = : 2.1

para um valor fixo de y, a funcéo p(y|@) fornece a verossimilhanca de cada um dos possiveis
valores de 6 e p(0) é chamada distribuigdo a priori de 8 (GELMAN et al., 1995).
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A constante normalizadora ou probabilidade marginal p(y) pode ser obtida pela seguinte

integral:

py) = [ p(y.0)d(6) = [ p(O)p(y|0)d(6). 22)
e como este termo nao depende de @ podemos omitir o termo p(y) e a igualdade em (2.1) é

substituida por uma proporcionalidade,

p(0y) o< p(y|0)p(6), (2.3)

o qual em palavras temos que:
distribuicao a posteriori o< verossimilhanga x distribui¢do a priori,

ou seja, a densidade a posteriori (evidéncia atualizada) é proporcional ao produto da verossi-
milhanca (evidéncia dos dados) pela priori (informacao inicial). Esta forma simplificada € ttil
em problemas envolvendo estimacdo de parametros, uma vez que o denominador € apenas uma
constante de normalizagdo (GELMAN et al., 1995).

2.1.1 Modelos bayesianos hierarquicos

Os modelos bayesianos hierdrquicos sdo uma extensao dos modelos bayesianos con-
vencionais, que permitem abordar a heterogeneidade e a estrutura hierdrquica presentes nos
dados. Sao particularmente relevantes em situacdes em que os dados se originam de multiplas
unidades ou grupos, bem como quando existe incerteza quanto a variabilidade entre tais unidades.
Esses modelos desempenham um papel crucial ao oferecer uma estrutura analitica que reflete
as complexas interagdes entre unidades, permitindo a incorporagdo por exemplo de correlagdes
espaciais, temporais e espago-temporais, além de fornecer uma expressao formal de incerteza
nas estimativas de risco (MORAGA, 2019).

Supondo as varidveis aleatdrias X, Y e Z, € possivel expressar a distribuicao conjunta
por meio de uma fatoragdo, ou seja, p(X,Y, Z) = p(Z|Y, X)p(Y|X)p(X). Voltando a questdo
da inferéncia, a essé€ncia “hierdrquica” desses modelos reside sob ndo conhecimento do parametro
1) que refere-se aos hiperparametros dos modelos hierdrquicos, o que implica a existéncia de
sua prépria distribui¢do a priori, p(¢»). Em cendrios de modelagem de dados mais complexos, a
abordagem visa simplificar o problema por meio da divisdo em trés niveis primarios (SIMOES,
2013):

* 1° nivel: Modela os dados observados com uma fun¢ao de verossimilhanca (distribuicao de
probabilidade) e especifica um modelo de processo que pode incluir, por exemplo, efeitos
aleatdrios espaciais, temporais e espago-temporais:

p(dados|processo, hiperparametros) — distribuicdo do dado observado, p(y|0, ) ;
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2% nivel: Atribui distribui¢des a priori para os pardmetros do modelo:
p(processo|hiperparametros) — modelo a priori para o conjunto de parimetros do

preditor linear, p(6|1));

3% nivel: Especifica hiperprioris para parametros de distribui¢des a priori do segundo nivel:

p(hiperparametros) — distribuigdes a priori dos hiperpardmetros, p(1)).

Normalmente, estamos interessados na distribuicao do processo e nos hiperparametros,
atualizados pela distribuicao dos dados (verossimilhanca), pela distribui¢cdo a posteriori, que é

obtida pela regra de Bayes. Cuja a base da analise bayesiana hierarquica é dada por:

p(0,bly) < p(y|0,4)p(8, ¥)p(p). 24

Em palavras temos que:
p(processo, hiperparametros|dados) « p(dados|processo, hiperparametros)x
p(processo|hiperparametros) x p(hiperparametros).

A maior vantagem de modelar a distribui¢ao condicional de dados, dado o verdadeiro
processo e hiperparametros, é que ela permite simplificacdes substanciais da forma do modelo
(GELMAN et al., 1995).

2.1.2 Familia exponencial

Considere as varidveis aleatdrias independentes Y7, . . ., Y, cuja distribuicdo de probabi-
lidade depende dos parametros 8 e ¢. Segundo CRUZ (2022), “a varidvel aleatéria pertence a

familia exponencial se puder ser escrita na forma:

1
£l 05 ) = exp {W[yiez« ~B6)] + ey ¢>} ,

em que a, b e ¢ sdo funcdes que assumem valores em subconjuntos dos reais, o parametro ¢ € o
pardmetro de dispersdo e 8, = (,,...,6,) é o parAmetro candnico da distribuicdo. A fungdo
a(¢) é geralmente da forma a(¢) = ¢ - w, em que w é uma constante conhecida (DOBSON;
BARNETT, 2018; MYERS, 2012). A média e a variancia sdo expressas por:

E(Y:) = p = dz(;i),
Var(r) = TA%) a(g).1
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Entre os membros da familia exponencial pode-se destacar os seguintes modelos de
probabilidade: Bernoulli, Binomial, Geométrica, Poisson, Normal, Gama, Exponencial e t-student.

Por exemplo, a distribui¢do de Poisson para varidvel aleatéria Y é:

AV exp(—A)
fY =y, A) = g
em que y assume os valores 0, 1,2, .. .. Isso pode ser reescrito como:

f(y,\) = exp(ylog A — XA —logy!),

que estd na forma candnica porque a(y) = y. Além disso, o parAmetro natural é log \.

2.2 Modelos lineares generalizados

Modelos lineares generalizados (GLM, do inglés Generalized Linear Models) sao ex-
tensoes de modelos de regressao simples e multiplos, que sao modelos mais bésicos projetados
para estabelecer a relacdo linear entre uma varidvel Y (varidvel dependente ou endégena) e uma
varidvel X (varidvel independente ou “regressora”). A fim de aprimorar as técnicas estatisticas e
obter resultados mais confidveis, NELDER e WEDDERBURN (1972) e MCCULLAGH (1989)
em seus trabalhos demonstraram que varias técnicas conhecidas podem ser unificadas em uma
classe de modelos de regressao. Assim, os modelos GLM permitem maior flexibilidade na relacio

funcional entre a média da varidvel resposta e o preditor linear.

Geralmente em um problema de modelagem envolvendo GLM, deve-se definir (BIASOLI,
2005):

* O comportamento (distribuicdao) da varidvel resposta;
* As varidveis explicativas;
* A funcdo de ligacdo que ird ligar as variaveis explicativas a varidvel resposta.
Considere que os valores Y;, ¢ = 1,...,n, sejam observagdes de uma varidvel aleat6-

ria que sdo independentes entre si. Ao incorporar os valores de p < n varidveis explicativas

Zi1, - -, Tip, temos que um GLM € composto pelos seguintes componentes (FOX, 2008):

* Componente aleatério: Em suma, € a varidvel resposta do modelo. Dado um conjunto de
varidveis aleatérias independentes Y;, onde a distribuigdo f(-) pertence a familia exponen-

cial, com médias ji; e parametro de escala ¢;

 Componente sistematico: E o preditor linear do modelo, estabelecido entre as covaridveis
e vetor de parametros, ou seja, as varidveis explicativas determinam o valor médio de Y;

por uma fung¢do linear das varidveis preditoras:
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N = bz + Paio + ... 4 Bpip.

Em forma matricial, n = X3, em que X = (xy,...,2,) é uma matrizn X pe 8 =

(b1, ..., 05,) é um vetor p-dimensional vetor de coeficientes de regressao;

* Funcao de ligacao: Responsdvel por relacionar o valor esperado da componente aleatdria
i; € a estrutura linear do modelo 7; com a fungdo densidade de probabilidade f(-) por
meio de uma fung@o invertivel suave chamada fungdo de ligacdo ¢(-) tal que g(u;) = n; ou

em forma matricial,

gm)=n=XB =g (XB)=p=E(Y),

em que X 3 é um vetor n-dimensional das funcdes lineares do preditor 1. Em situacdes
onde a fung¢do de ligacdo ¢(-) transforma o valor esperado do componente aleatdrio (1, ),
no parametro candnico (6;), ela € denominada, fun¢do de ligagdo candnica, por exemplo, a

funcdo de ligagdo candnica € log para Poisson.

2.2.1 Modelo regressao de Poisson

A regressao de Poisson € uma técnica estatistica usada para modelar dados de contagem,
onde a varidvel dependente € o nimero de ocorréncias de um evento em um intervalo de tempo,

espaco ou outra unidade de contagem. A distribui¢dao de Poisson € definida como:

Y _—
p(¥ = yl) = ;,” @.5)

em que p(Y = y) é a probabilidade do nimero de eventos ser igual a y e A é o parAmetro que
representa o valor esperado de Y. Prova-se que amédiaé F(Y) = A e a varifncia é Var(Y) = A
(AGRESTI, 2012).

O conjunto de varidveis preditoras X estd relacionado a A por meio da fungdo:

log(\) = X', (2.6)

em que B € o vetor de pardmetros de regressdo a serem estimados a partir dos dados (AGRESTI,
2012).

Sua funcao de ligacdo € reconhecida como um dos casos especiais dos GLMs de maior
importancia, devido sua capacidade de andlise da associacdo existente entre dados qualitativos,
mediante observagdes de duas ou mais varidveis (MCCULLAGH, 1989).
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2.2.2 Modelos aditivamente generalizados

O modelo aditivo generalizado (GAM, do inglé€s Generalized Additive Model) € uma ex-
tensao do modelo GLM, sendo uma classe de modelos estatisticos que permitem modelar relacdes

complexas entre varidveis dependentes e independentes de maneira flexivel e interpretavel.

Na especificacdo de um modelo estatistico, ¢ comum igualar uma fun¢do da média
(g9(1;)) da varidvel resposta (y;;4 = 1,...,n) a um preditor linear aditivo (7;). Muitos modelos
estatisticos se enquadram nessa classe geral. No entanto, quando essa condi¢dao ndo pode ser
satisfeita, é possivel usar uma relacdo apropriada conhecida de varidncia média para aplicar
métodos de quase-verossimilhanga. No contexto dos modelos GAM, o preditor linear segue uma
estrutura na forma (HASTIE, 2017):

g(p) = a+ XiB + fi(zu) + fo(wa) + falws) + ..., (2.7)

em que g € uma funcio de ligacdo mondtona suave conhecida, « € o intercepto, X;3 € a parte
paramétrica do preditor linear, x;;, sdo varidveis do preditor e f; sdo fung¢des suaves. Ou seja,
modelo aditivamente generalizado é semelhante ao modelo de regressdo linear multipla, porém a
tnica diferenca € que ele se ajusta a uma func¢do ndo linear para cada varidvel preditora, permitindo

modelar relacionamentos nao lineares.

Além disso, esse modelo permite combinar vdrias covaridveis em uma dnica fungdo
suavizadora, do seguinte modo (HASTIE, 2017):

g(/uqu) =a+ X?/B + fl(l’u) + fz(l’zi) + f3(51/’37:793411) ...

Exemplos de fun¢des nao lineares sdo Splines, Polinomiais e Fun¢des de Etapa.

2.3 Metodologia INLA

A Aproximacao Integrada de Laplace Aninhada (INLA, do inglés Integrated Nested
Laplace Approximation) € uma metodologia computacional eficiente para conduzir inferéncia
bayesiana em modelos hierdrquicos (RUE; MARTINO; N.CHOPIN, 2009).

A implementacdo da metodologia INLA € realizada por meio do pacote R-INLA (RUE
et al., 2013), desenvolvido em linguagem C, permitindo a especificagdo e o ajuste de modelos
dentro do ambiente R (R CORE TEAM, 2021). Recursos como a documentagdo, exemplos e
um férum de discussao estdo disponiveis para download no site <http://www.r-inla.org/> (RUE;
MARTINO; N.CHOPIN, 2009).

O INLA ¢ um método de inferéncia bayesiana aproximada que se destaca como uma
alternativa computacionalmente valiosa aos métodos tradicionais, como Método de Monte Carlo

via Cadeias de Markov (MCMC), devido a sua eficiéncia e a conveni€ncia do pacote R-INLA. A


http://www.r-inla.org/
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abordagem INLA capitaliza as suposi¢des embutidas no modelo para gerar uma aproximagao
numérica da distribuicao de probabilidade posterior de interesse, baseando-se na técnica de
Laplace (RUE; MARTINO; N.CHOPIN, 2009).

A metodologia INLA usa uma subclasse especial de modelos de regressdo aditivos
estruturados propostos por RUE, MARTINO e N.CHOPIN (2009), que constituem uma grande
classe de modelos (MORAGA et al., 2017), que € caracterizada por uma varidvel resposta Y;
com distribui¢do pertencente a familia exponencial, com valor esperado p; relacionado com um
preditor linear aditivo 7; por meio de uma fung@o de ligacdo ¢(+), tal que g(1;) = n;. O preditor

linear 7); pode ser expresso como:

B nf
m:a—l—Zszﬁ—l—Zf(k)(u,ﬂ-)—i—ei;i: 1,..,n, (2.8)
j=1 k=1

< . . . .z . n ~
em que, « € o intercepto, 3;, j = 1, ..., 7, coeficientes de algumas covaridveis {z; }jﬁl, funcoes
. 2. .z . n ~ ~
f® definem n efeitos aleatérios em algum vetor de covaridveis {u; } L, e € sd0 0s termos ndo
estruturados. Nesse modelo, todas as varidveis latentes, ou seja, a, { ™ (-)}, {3,} e {&:}, sdo

consideradas como tendo distribui¢cdes Gaussianas.

O principal interesse estd na distribui¢do a posteriori de (6, ¥), dado os valores observa-

dos y, que pode ser obtida por através do teorema de Bayes:

m(y|0, ¥)m(6, ¥)
m(y)
em que 7(y) representa a probabilidade marginal do modelo, que € uma constante de normalizacao.

(8, ¥ly) = x m(y|6, W) (6, ¥), (2.9)

No entanto, INLA fornece uma aproximacao precisa para esta quantidade (HUBIN; STORVIK,
2016).

O 7(y|0, ¥) representa a verossimilhanga e supondo que as observagoes (i, ..., Y,)

sao independentes, dados os efeitos latentes @ e ¥, pode ser reescrita como:

m(y|0, ®) = [[7(y:|0:, ®). (2.10)

i=1

A distribui¢do conjunta dos efeitos aleatdrios e dos hiperpardmetros, 7(0, ¥), pode ser
reorganizada como 7(6|¥)7 (), com 7(¥) a distribui¢do a priori do conjunto de hiperpardmetros
V. Como muitos dos hiperparametros sdo considerados como independentes a priori, € provavel
que a distribui¢do de W seja o produto de ¥, priori (RUE; MARTINO; N.CHOPIN, 2009).

Portanto, supondo que € é um campo aleatério de gaussiano markoviano (GMRF, do

inglés Gaussian Markov Random Fields), a distribui¢do posteriori dos efeitos latentes €:

7(019) o [Q() |} exp { 0" Q(w)0} @.11)
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em que (W) é a matriz de precisao.

Considerando todas as distribuicdes, a distribuicao posteriori conjunta dos efeitos latentes

e hiperpardmetros pode ser escrita como:
(6, Wly) o 7(W)|Q(¥)|> eXp{—*O Q(¥)6} H7r yil0:, @

W(\P)|Q(\P)|%exp{—0Q 0+Zlog y7|0i,\I’))}. (2.12)

=1

A metodologia INLA ¢ especialmente util em modelos hierdrquicos, nos quais hd multi-
plos niveis de parametros e incertezas. Ela lida com a heterogeneidade e a estrutura hierdrquica
dos dados. A mesma funciona em trés niveis (BLANGIARDO; CAMELETTI, 2015):

Primeiro Nivel: Modela os dados observados com uma fun¢do de verossimilhanca
que descreve a probabilidade dos dados condicionalmente aos parametros do modelo e aos

hiperparametros.

Segundo Nivel: Atribui distribui¢cdes a priori para os pardmetros do modelo. Isso repre-

senta o conhecimento prévio sobre os parametros antes de observar os dados.

Terceiro Nivel: Especifica hiperprioris para os pardmetros das distribuicdes a priori do

segundo nivel. Isso representa o conhecimento prévio sobre os hiperparametros.

A metodologia INLA combina todas essas informacdes para calcular a distribui¢do pos-
terior conjunta dos parametros e hiperparametros, levando em consideracdo todas as incertezas
inerentes a0 modelo. Em resumo, € uma abordagem eficiente para a inferéncia bayesiana em mode-
los complexos, permitindo que se obtenha estimativas precisas das distribui¢cdes de probabilidade
posteriores, mesmo em cendrios desafiadores. Ela € especialmente util em modelos hierdrquicos
e tem sido amplamente adotada em vdrias disciplinas, incluindo estatistica, epidemiologia e
ciéncia de dados (RUE; MARTINO; N.CHOPIN, 2009).

2.4 Campos aleatorios gaussianos

A modelagem da variacdo espacial e temporal nos dados pode ser abordada de forma
flexivel por meio de um campo aleatério gaussiano (GRF), conhecido em inglés como Gaussian
Random Field. Essa abordagem oferece uma maneira poderosa de capturar padroes complexos
de variagdo, permitindo que o modelo se ajuste de maneira mais precisa aos dados observados.
O GRF é um processo estocdstico definido em um espago D C R*, em que k£ é um nimero
inteiro e D é um espago fixo e continuo. Ele pode ser representado por X (s); s € D, onde s
denota a posi¢do no espaco, por exemplo, coordenadas geogréficas de latitude e longitude (z, y).

Aqui, X (s) representa a varidvel aleatéria observada em cada posigao s. Esta abordagem oferece
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uma estrutura robusta para andlise de dados geoespaciais, permitindo uma compreensao mais

profunda dos padrdes de variagdo e suas implicacdes (CRUZ, 2022).

Em aplicacOes geoestatisticas, é frequente encontrar dados parcialmente observados
devido a limitagOes praticas que impedem a obten¢do de observagdes em todos os pontos do
dominio D. Nessas circunstincias, para uma posicéo especifica s, a varidvel X (s) é tratada
como uma varidvel aleatoria, sujeita as leis probabilisticas estabelecidas (WALLER; GOTWAY,
2004; CRUZ, 2022). Essa abordagem reconhece a realidade da coleta de dados em ambientes
geoespaciais, onde a disponibilidade de informagdes pode ser limitada, e permite a aplicacio de

métodos estatisticos adequados para andlise e modelagem.

Dado um campo aleatorio, se

E(X(s)) = p,Vs € D, (2.13)

ou seja, a média do processo ndo depende da localizacdo e

Cov(X(s:),X(s;)) =C(s;—s;),Vs;,8; € D, (2.14)

em que a covaridncia depende apenas da diferenca entre as localizagdes s; e s;, X(-) € dita
estaciondria de segunda ordem, e a fungdo C/(-) é chamada de fun¢do de covaridncia e € uma
medida de autocorrelagcdo espacial. Assim, devido a suposi¢do de estacionaridade, o processo
essencialmente se repete no espaco, proporcionando a replicacdo necessdria para estimacao e
inferéncia. A fungdo C'(s; — s;) € isotropica, pois corresponde somente a distancia e nao a dire¢do
(CRUZ, 2022).

O campo aleatdrio X (s), s € D € considerado um campo aleatério gaussiano quando,
paratodon > 1equaisquer localiza¢des s1, S, . .., 8, € D, 0 vetor aleatério (X (s;), X(8z), ...,
X(s,))" tem distribui¢do multivariada com vetor de médias p = (p,(81), pta(S2), - - - fin(8,))7T

e matriz de covariancia:

C(s1,81) C(s1,82) -+ C(s1,8,)

C(89,81) C(82,82) -+ (82,8,
3o [Cor) Slws) - Clonsa)

C(8n,81) C(Sn,82) ... C(8n,8,)

em que C(s;, s;) = Cov(X(s;), X(s;)). Assim, cada X (s;) é uma varidvel aleatéria gaussiana
univariada. A funcdo de covariancia deve ser positiva definida, ou seja, para qualquer conjunto

de locais, a matriz de covariancia € definida positiva (CRUZ, 2022).
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2.4.1 Campos aleatoérios gaussianos markovianos

A andlise de campos aleatdrios gaussiano markovianos (GMREF, do inglés Gaussian
Markov Random Field) baseia-se na teoria dos grafos, onde os grafos ndo direcionados sao
utilizados para representar a estrutura de dependéncia entre as varidveis. Essa abordagem permite

modelar e estudar a dependéncia espacial entre as observacdes de forma eficiente.

Segundo RUE e HELD (2005), um grafo dirigido G é o par G = (V, E),em que V é o
conjunto de nds e F € o conjunto de arcos ou arestas 7, j, em que i, j € E, e existe uma ligacao
dirigida entre os nds ¢ e j. Caso contrario nao ha ligacdo entre os elementos ¢ € j. Um grafo é

completamente conectado se i, 7 € F paratodoi,j € V com i # j.

Um dos fundamentos do INLA s@o os campos aleatdrios gaussianos markovianos, que
provém dos processos de Markov, que € o processo de crescimento de varidveis latentes do
modelo de Markov oculto (HMM, do inglés Hidden Markov Model), e possui uma propriedade

de independéncia condicional muito interessante.

O vetor aleatério X (s), s € D é um GMRF com relagdo ao grafo G = (V, E') com média
e matriz de precisdo @ = >.~' > 0, em que Y. é matriz de covariancia, se e somente se sua

densidade tem a forma:

(@) = G @l e (<@ — )@ )

em que

Qij 7é0<:>27.7€E v27éj,
ou seja, € um vetor normalmente distribuido com a propriedade de independéncia condicional

associada.

Seja X normalmente distribuido com média p e precisdo Q. Entdo para ¢ # j temos:

X(8:) LX(8;)|X(s-i;) & Qi =0,

em que L significa independéncia, ou seja, podemos verificar em Q quando X (s;) e X (s;) sdo
condicionalmente independentes, simplesmente verificando se a entrada ();; € zero. Temos que

() € uma matriz esparsa, ou seja, possui muitos zeros.

Isso significa que Y (s;) e Y (s;) sdo condicionalmente independentes e significa que a
distribuicdo condicional da varidvel observada em algum né depende apenas de seus vizinhos.
Para uma abordagem completa do GMRF, recomendamos a consulta (RUE; HELD, 2005).



Capitulo 2. Revisdo Bibliogrdfica 14

2.5 Mapeamento espaco-temporal para dados de doencas

O mapeamento espago-temporal para dados de doencas € frequentemente usado, pois
podem ser desenvolvidas fungdes para interpolar pontos, linhas e dreas, e usar estatisticas espaciais,
temporais e técnicas de andlise de rede para encontrar padroes que ajudem a identificar fatores de
risco em regides em determinados periodos de tempo, para que as intervencdes de satide publica

possam ser direcionadas para regides especificas.

De acordo com ELLIOTT e WARTENBERG (2004), os mapas de doencas fornecem
resumos visuais rapidos de informacdes geograficas complexas e podem identificar padrdes sutis
em dados que sdo perdidos em representacdes tabulares. Embora visualmente e intuitivamente
atraentes, os mapas de doengas precisam ser interpretados com cautela, pois padroes aparentes
podem ser criados ou perdidos artificialmente, dependendo de como os dados mapeados sdao
representados (por exemplo, nimero e limites das categorias) e escala ou resolugdo geogréfica,
mas a producdo do mapa complementa a andlise formal de dados epidemiolégicos espaco-
temporais e pode ter um impacto maior nos receptores do que nas estatisticas de acompanhamento
(REZAEIAN et al., 2004).

Os dados espago-temporais incorporam informagdes tanto sobre a localizacdo geografica
quanto sobre a dimensdo temporal. Em outras palavras, esses dados relacionam observacdes a

lugares especificos em momentos especificos.

2.5.1 Dados de séries temporais

Dados de séries temporais sdo informacoes registradas sequencialmente ao longo do
tempo, geralmente em intervalos fixos. Esses dados podem ser coletados em diversas areas, como

financas, economia, meteorologia, medicina, entre outras.

Uma caracteristica importante dos dados de séries temporais € que eles sao dependentes
do tempo, ou seja, a observacao em um determinado momento € influenciada pelas observacoes
anteriores e pode influenciar as observagdes futuras. Portanto, a sua andlise requer técnicas
estatisticas especificas que levem em conta essa dependéncia temporal (HYNDMAN; ATHANA-
SOPOULOS, 2018).

Algumas das principais técnicas de andlise de dados de séries temporais incluem a
andlise de tendéncias, que busca identificar se hda uma mudanca sistemética no padrao de dados
ao longo do tempo; a andlise de sazonalidade, que busca identificar padrdes repetitivos em
determinados periodos do ano; e a andlise de autocorrelacdo, que busca identificar a relacdo entre
uma observacao e as observacoes anteriores (SHUMWAY; STOFFER, 2000).

A previsao de dados também € uma aplicacdo importante da anélise de dados de séries
temporais. Isso pode ser feito usando modelos estatisticos que levam em conta a estrutura

temporal dos dados, como modelos média mével integrada autoregressiva (ARIMA, do inglés
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AutoRegressive Integrated Moving Average) e modelos de suavizacdo exponencial. A previsao de
dados de séries temporais € til em muitas dreas, como previsao de demanda, previsdo de precos
e previsao de eventos climaticos (COWPERTWAIT; METCALFE, 2009).

A série temporal para os dados de 6bitos por COVID-19, por exemplo, pode conter
variacOes didrias, semanais, mensais e anuais significativas ao longo do periodo de tempo
observado. Uma andlise prética de interesse seria ndo apenas avaliar o periodo de pico de 6bitos,
mas também verificar a relacdo do nimero de casos com os 6bitos em momentos particulares do

tempo.

2.5.2 Dados espaciais

Dados espaciais sdo quaisquer tipos de dados que descrevem fendmenos associados a
certas dimensoes espaciais. Dados geograficos ou georreferenciados sdo dados espaciais em que
as dimensdes espaciais estdo associadas a sua posicao na superficie da Terra em um determinado
momento ou periodo de tempo (CAMARA et al., 1996).

Por vérias razdes, como a confidencialidade do paciente, os dados de satude publica sao
frequentemente obtidos pela agregacdo de dados pontuais para sub-regides da area de estudo,
como municipios, dreas ponderadas, setores censitarios, etc. Ao escolher o nivel de agregacao
em que a pesquisa serd conduzida, as unidades de andlise sdo definidas de acordo com as
questdes indicadas na pesquisa: varidveis (como sdao formuladas), indicadores, propriedades
das amostras e como sdo medidas, procedimentos analiticos, interpretacdo dos resultados e as
possiveis inferéncias (RESENDES et al., 2006).

Os métodos estatisticos espaciais introduzidos por CRESSIE (1993) exploram diversas
aplicacoes que podem ser abordadas por meio de métodos geoestatisticos. Contudo, nos tltimos
dez anos, ocorreram avangos significativos na drea de computacao, especialmente com o uso de
métodos como 0 MCMC ou INLA, que possibilitaram a realizacdo de analises completamente
bayesianas de modelos multiniveis mais complexos em dados georreferenciados (BANERJEE;
CARLIN; GELFAND, 2014).

Os dados geogréficos tém propriedades geométricas e topoldgicas. As propriedades
geométricas sao propriedades métricas. Criam relacionamentos métricos a partir de recursos
geométricos primitivos que representam a geometria sélida, como pontos, linhas e poligonos.
Essas relacOes representam a medida dos recursos relativos ao sistema de coordenadas. A partir
de formas geométricas, estabeleca propriedades geométricas como comprimento, curvatura e
orientacdo de linhas; perimetro e drea de superficie de poligonos, volume de sélidos 3D e forma
e inclinacdo de linhas e poligonos (LAURINI; THOMPSON, 1992). As propriedades topoldgicas
(ndo métricas) sao baseadas na posicao relativa dos objetos no espagco, como conectividade,

direcdo (de, para), adjacéncia e contencao.
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2.6 Modelos autoregressivos (AR)

Sao uma classe de modelos estatisticos amplamente utilizados para anélise de séries
temporais. Esses modelos pressupdem que o valor atual de uma varidvel depende linearmente
de seus valores passados, ou seja, a varidvel € “autoregressiva”. Essa dependéncia temporal €

modelada por meio de um ou mais termos autoregressivos, que sdo geralmente representados por

[IP9%2)

“AR(p)”, em que “p” é o nimero de valores passados que sdo usados como regressores.

Dizemos que X, satisfaz um modelo autoregressivo de ordem p ou simplesmente AR(p)

S€

X = Xig+p2Xe o+ +pp X, + 6, (2.15)

em que X, é estaciondrio, ¢, ~ N (0, ¢?) € um ruido branco (ou erro residual) e o pesos p; da
combinacao linear sdao os parametros do modelo e sdo considerados constantes. Além disso, os
Xi 1, X 9,...,X,_, sdo independentes de ¢, (HAMILTON, 2020).

Costumamos restringir os modelos autoregressivos a dados estaciondrios, caso em que
algumas restri¢cdes sobre os valores dos parametros sdo necessdrias (BOX et al., 2015; CRUZ,
2022):

* Para um modelo AR(1): |p| < 1;
* Para um modelo ARQ2): |ps| < 1,p1 +ps <lep,—ps < 1.

Quando p > 3, as restri¢cdes sdo bastante abstratas, mas o software R lida com elas ao

estimar um modelo.

2.6.1 Modelo AR(1)

O modelo autoregressivo de primeira ordem, conhecido como modelo AR(1), é am-
plamente utilizado em séries temporais devido a sua estrutura simples e sua ampla aplicacgao,

podendo ser definido a partir da seguinte equacgao:

Xt_pthl :Et,t: 1’2,...7T’ (2.16)
emque X; = €,,¢, ~ N (0,0?).

Temos que F(X,) = 0 para todo t e a varidncia é dada por (BOX et al., 2015; CRUZ,
2022):

Var (X,) = Var (pX,_, + ¢) = p* Var (X,_,) + 7. ' = p° Var (X,) + o7

Entao,
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0.2
Var (Xt) = 1—7€p27 |p| < 1.
A distribuicdo marginal desse processo para um conjunto finito de pontos no tempo
X = X,,..., X éobtida considerando X; ~ N (0 it e Xy X1, 7e ~ N(pX,_1, 7. "), em

) 1*;)2 €

que o2 € a variancia do termo de erro, p é o pardmetro de autocorrelagdo e 7, = 1/0? é a precisdo

do termo de erro. A densidade conjunta de X ¢é expressa como (CRUZ, 2022):

A(X) =7 (X)) 7 (Xy | Xa) 7 (X | X0y Xa) v (X | Xy, Xy ooy Xpoy)
= (X)) (X | X)) m (X | Xa) - (X | Xoy)

= o) =) e { =T (0= )ik |- e ) e {5 (6 - o))
: (27776_1)71/2 exp {_;6 (X5 — PXz)Z} Tl (27”}_1)71/2 exp {—;6 (Xr — pXT—l)Q}

- T,
= (2r7") 21— p?exp {—2 [(1 X2+ (X —pX) .+ (X — pXT,l)Q} } :

A soma entre colchetes na exponencial pode ser escrita na forma matricial como (CRUZ,

2022):
X12 — p2X12 + X22 — 2pX1X2 + p2X12 _|‘ e + sz% — QpXTleT + pQX:,Qv_l
T T T-1 2 (2.17)
Sy XY XX+ Y X=X D) ] x,
i=1 =2 =2
em que
1 0 0 ) 0O —p O -~ 0
, 0 1+p> 0 —p 0 —=p 0
T e e 2
0 1+p* 0 : 0 —p 0 —p
0 0 1 . 0 -« 0 —p 0

TxT

A matriz de covariancia para uma série de tamanho T é (LINDSEY, 2004; WANG:; FU;
PAUL, 2022; CRUZ, 2022):

1 pT—Q pT—l
T—3 T—2
71 P !
== :
1—p?
pT—2 pT—3 1
T—1 T—2 p 1
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A inversa dessa matriz, denominada matriz de precisido, tem uma forma tridiagonal
(WADE; QUAAS, 1993; HODGES, 2013; CRUZ, 2022):

1 —p 0 0
—p 1+p* —p 0
0 —p 14+p* —p 0 ,
1,1 ,1 _
Q:2]—1:7_€ . . . " : :D$'+p )_'_7}(0, 0)7
0 —p 14p® —p O
0 0 —p 1+p —p
0 0 0 —p 1

em que Q possui uma decomposicdo simples de Cholesky (RUE, 2001), ! = A" A, no qual:

v1I—p* 0 0
—p 1 0
A= ! :
7_6 . . . .
VT 0O -~ 1 0
0 -~ —p 1

A propriedade chave que faz com que (Q seja esparsa estd nas condicionais completas
(CRUZ, 2022):

-1
X | X, ~N <1_’% (Xi + X)), 1:E_I)Q> .

A dependéncia condicional entre os pontos no tempo € limitada aos dois pontos temporais
mais proximos, o que explica a estrutura tridiagonal da matriz de precisdo Q. RUE e HELD
(2005) demonstraram que a dispersao da matriz de precisao @ € preservada em sua decomposi¢ao
de Cholesky, possibilitando uma avaliagc@o rapida da densidade (linear em relagcdo a 7") e geragdo
de numeros aleatérios. Em contraste, uma decomposicao de Cholesky ou auto-decomposi¢ao
da matriz de covariincia (que é densa) possui uma complexidade computacional de ordem 7
(ALLEVIUS, 2018; CRUZ, 2022).

2.6.2 Modelo RW(1)

O modelo Random Walk 1 (RW(1)) € um método estatistico que € usado para prever
valores futuros de uma série temporal univariada. Ele é chamado de Random Walk porque a
previsdo € baseada na suposi¢do de que o proximo valor da série € igual ao valor atual mais um

erro aleatorio.

O modelo RW(1) € uma forma simples de modelo ARIMA, em que a parte integrada é

definida como zero. Em outras palavras, o modelo nao inclui nenhum termo de diferenciacao, o
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que significa que ele assume que a série € estaciondria em torno da média. A equagcdo do modelo
autoregressivo RW(1) é dada por (BROCKWELL; DAVIS, 2002):

Xi—Xia=¢€,t=12,...,T, (2.18)

A esperanca do modelo RW(1) é dada por:

E(Xt) — E(Xt,1 + Gt) - E(thl) + E(Et) — E(thl)'
Isso ocorre porque a média dos erros aleatorios € zero. Portanto, a expectativa de X, é
igual a expectativa de X,_;.

A variancia do modelo RW(1) € dada por:

Var(X,) =Var(X,1 +¢) = Var(X,_1) + Var(e).

Assumindo que o erro aleatdrio ¢, tem varidncia constante (0?), a varidncia da série
temporal no tempo ¢ € igual a varidncia da série temporal no tempo ¢ — 1 mais a variancia do

erro aleatorio.

Portanto, a variancia do modelo RW(1) é crescente com o tempo, o que significa que a
incerteza em torno da previsdo aumenta a medida que avangamos no tempo. Isso torna o modelo

RW(1) menos util para prever valores distantes no futuro.

2.6.3 Modelo RW(2)

O modelo Random Walk 2 (RW(2)) também um método estatistico simples usado em
andlise de séries temporais, especificamente, se refere a uma série temporal em que cada valor é

igual a média dos dois valores anteriores, mais um termo de erro.

A equacdo geral para um RW(2) € dada por (WEI, 2013):

X+ X
2
em que X, € o valor da série temporal no tempo ¢, €, € um termo de erro estocdstico, que representa

X + €, (2.19)

a variacao aleatéria em cada ponto no tempo.

A esperanca do modelo RW(2) é dada por:

E(X) _E(Xt—1+Xt—2) 1
:) = - -

1
2 = §E (Xt—l) + iE (Xt—2) .

Para varidncia do modelo RW(2) assumimos que €, tem uma variancia constante o2, a

variancia € dada por:



Capitulo 2. Revisdo Bibliogrdfica 20

X X
Var (X;) = Var (M) + 0’

2

Este modelo é chamado de “ordem 2” porque ele depende dos dois valores anteriores,
X;_1 e X;_,. E importante notar que, devido a média dos valores anteriores, a série ndo esta
realmente “se movendo” no sentido tradicional; em vez disso, ela tende a oscilar em torno de
uma média constante, com flutuagdes aleatérias. A principal diferenca entre RW1 e RW2 € a

quantidade de valores anteriores que sao considerados para prever o proximo valor na série.

O modelo de RW2 ¢ uma simplificacdo e € frequentemente usado como um modelo de

base para comparar com modelos mais complexos em anélise de séries temporais.

2.7 Modelos para dados de area

A andlise da distribui¢ao de varidveis nas dreas visa revelar padrdes, tendéncias e relacdes
subjacentes aos dados, permitindo uma compreensdo mais profunda e informada do fendmeno
em estudo. Ela desempenha um papel crucial na tomada de decisoes, formulacdo de politicas,

avango cientifico e resolugcao de problemas complexos em diversas dreas do conhecimento.

Diversas abordagens sdo utilizadas para representar as relacdes espaciais entre areas ou
pontos fixos em um mapa, tais como a localizag¢ao de casos ou os centroides de municipios, setores
censitdrios e dreas de ponderacao. Nesse contexto, uma matriz de pesos espaciais, denotada
por W, desempenha um papel fundamental na modelagem de dados espaciais, pois captura as
interacOes espaciais entre as regides ou pontos georreferenciados com base em observagdes.
A relagdo espacial entre essas regides ou pontos constitui um aspecto crucial na andlise dos
dados, e a constru¢do da matriz W permite expressar essas relagdes em termos quantitativos
(ANSELIN, 1988). No entanto, ao contrario dos dados convencionais, no caso nimero de 6bitos
por exemplo, essa forma de dados frequentemente se apoia em suposicdes sobre a conectividade

entre as regides.
Vamos reformular o pardgrafo:

Considere que 7 € j representem dreas vizinhas se possuirem uma fronteira em comum,
indicada por 7 ~ j. Essa condic¢do parece plausivel quando as regides sdo de tamanho uniforme e
estdo dispostas regularmente (WAKEFIELD, 2007).

Geralmente, os elementos da matriz W assumem valores bindrios, 0 ou 1. Em que w;;
¢ oelementonalinha¢ecolunaj (: =1,...,nej=1,...,n) e w; = 1, afirmamos que as
regioes ¢ € j sdo adjacentes uma a outra. Se w,; = 0, indica que as regides ¢ € j ndo sdo vizinhas.
Cada elemento diagonal w; em W € definido como 0 (para todo ¢), o que implica que uma
regido ndo pode ser adjacente a si mesma. Por exemplo, ao construir uma matriz de vizinhanca
W de dimensdo n X n, em que n representa o nimero de dreas (como setores censitarios, dreas

de ponderacdo, distritos, bairros, etc.), os elementos dessa matriz representam as relacoes de
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dependéncia entre as dreas. Dessa forma, a representacdo do conjunto da regidao e/ou i-€sima

regido pode ser expressa como M. Em geral, temos a seguinte formula¢do (ANSELIN, 1988):

M; = {k; k évizinhode i},i=1,...,n.

2.8 Modelos autoregressivos condicionais (CAR)

Os Modelos Autoregressivos Condicionais (CAR, do inglés Conditional Autoregressive
Models) sao uma extensdao dos modelos autoregressivos para dados espaciais, que consideram a
estrutura de dependéncia espacial entre as observagdes. Enquanto nos modelos AR as dependén-
cias sdo consideradas ao longo do tempo, nos modelos CAR as dependéncias sdo consideradas
entre as observacOes em uma drea geografica especifica. Esses modelos sdo usados para prever a
variacao espacial em uma varidvel de interesse, levando em conta as correlagdes espaciais entre

as observacoes.

Os modelos CAR sdao amplamente utilizados em diversas dreas, como saude publica,
epidemiologia, ecologia, entre outras, para modelar a ocorréncia de doengas ou eventos em
uma determinada regido geografica. Eles sdo particularmente uteis quando as observagdes sao

influenciadas pelo seu entorno geografico, como € o caso de dados espaciais (LAWSON, 2018).

Em resumo, os modelos autoregressivos condicionais permitem que os dados espaciais
sejam modelados levando em conta as dependéncias espaciais, tornando-se uma ferramenta

importante para a andlise de dados espaciais em diversas dreas.

Modelos CAR tém sido amplamente utilizado para identificar e detectar clusters com
risco de doenga. Nesses modelos, o risco de doenca em qualquer regido € influenciado pelo risco
nas regioes vizinhas. BESAG (1974) introduziu o CAR, mas apenas na tltima década houve um
grande aumento no uso, devido a sua aplicacdo na amostragem de Gibbs e métodos mais gerais
de Monte Carlo via cadeia de Markov (MCMC) para ajustar certas classes de modelos espaciais
hierarquicos (LAWSON, 2018).

2.8.1 Modelagem CAR

O modelos de regressao espacial com parametros globais, conhecido como “modelo de
erro espacial” (spatial error model) ou “autoregressivo condicional” (conditional autoregressive
P 8

model (CAR)), t€ém sido amplamente utilizados na andlise de dados espaciais em diversas dreas.

Modelos autoregressivos espaciais ou modelos auto-normais sdo modelos nos quais uma
parte € covaridvel e outra parte € autoregressiva nos residuos. Assim, tem-se que (BAILEY;
GATRELL et al., 1995; CRESSIE, 1993):

Z—XB+e, (2.20)
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em que Z ¢ um vetor das observagdes da varidvel dependente (n x 1), X é a matriz (n X p+ 1)

das variaveis preditoras, 8 é um vetor (p + 1 x 1) dos coeficientes de regressdo e e é dado por:

e = pW, (2.21)

sendo a autoregressao do erro ponderada pela matriz de vizinhanca W e o parametro de depen-

/“

déncia p, entdo a matriz de vizinhanca ird “separar’ as observacdes de seus vizinhos.

Seja Z; e Z; observagdes de subdreas, de forma que ¢ # j, entdo tem-se que:

Zz‘ M?UNN/I’z—i_Z :uj>7 z)7 (222)

i
em que ¢ ~ j indica que as regides i e j sdo vizinhas (normalmente definida em termos de
adjacéncia espacial), i, representa a varidvel espacialmente autocorrelacionada, além disso, j; €
o valor de resposta esperada (tal que E(u;) = 11;), o7 é a variancia condicional, e WW;; sdo pesos
conhecidos ou desconhecidos (com W,;; = 0) que descreve a proximidade ou vizinhanga entre os

locais i e j.

Seja Z o vetor de observagdes, entdo a distribuicdo marginal € dada por:

Z ~ NM(XB,(I — pW)~'02I), (2.23)
sendo NM (X B, (I — pW)~'0*I) uma distribui¢do normal multivariada.

Logo, tem-se que o logaritmo da verossimilhan¢a marginal € dada por:

—%log(%m )+ 7|I pW | — 7(Z W' I = pWNZ — ). (2.24)

Para o modelo bayesiano hierdrquico (CAR generalizado) tem-se que a verossimilhanca
¢ dada pela equacao (LAWSON, 2018):

L(Z|B.0%) = [ T1/(Z]8.0" e)fe)de 2.25)

No caso da adi¢do de mais uma varidvel latente i.i.d., a verossimilhanga é dada por:

1(218,007) = [ [ TLIL/(18.0" b ) /B f(e)dbude.  (226)

kk 1:=1

Nota-se que ¢ = k. Tem-se também que:

€~ NM71,(07 ECAR)) (227)

by, ~ N(0,0?), (2.28)
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Sear = (I — W) 61 (2.29)

Seja o estimador bayesiano do modelo dado por:

L(Zi|B, 0% v*)n(B)7(0*)m(v?)

f(B,0%v*|Z;) = o) : (2.30)

em que a constante C'(Z;):
c(Z;) = L(Z; 2 v° 2 dvido?dp. 2.31
(z)= [ [, [, 1Z8.0* o) n(B)e(o m(0 v dodB 231)

2.8.2 Modelagem ICAR

O modelo Intrinseco Condicionado Autoregressivo (ICAR, do inglés Intrinsic Condi-
tional Autoregressive), proposto por BESAG, YORK e MOLLIE (1991), é um dos modelos
Conditional Autoregressive (CAR) mais simples e amplamente utilizados na andlise espacial
de dados. Diferentemente de muitos modelos CAR, o ICAR possui uma matriz de variancias
que ndo € definida positiva, tornando-o um modelo impréprio para servir como verossimilhanca
direta para os dados. Em vez disso, o ICAR é empregado como uma distribuicdo a priori sobre
os parametros do modelo. Referéncias a dois estudos cldssicos, BESAG (1974) e BESAG (1975),
demonstraram, utilizando o teorema da fatoracdo, que as distribuicdes condicionais completas na
Equacao (2.22), assumindo um campo aleatério markoviano gaussiano multivariado (GMRF),

determinam unicamente a distribui¢do conjunta subsequente:

w|p,o~NMV (p,(I,—B)" M), (2.32)

em que B = [b;;] € uma matriz n x n definida por contiguidade ou distancia, I é uma matriz
identidade, e M é uma matriz diagonal definida por M;; = ¢?. Esta distribui¢do conjunta € usada,
juntamente com a funcdo de verossimilhanga do conjunto de dados para estimar as distribui¢oes

a posteriores de todos os parametros desconhecidos (CRUZ, 2022).

Para que a distribui¢do na equacdo (2.32) seja valida, é necessario que a matriz de
covariancia seja simétrica e positiva definida. Para atender a essa condicao, sdo impostas restricoes
nas formas de B e M. Comumente, assume-se que B = pW e 07 = (02 /w,, ), em que p é
conhecido como coeficiente (ou parametro) de autocorrelacao espacial ou dependéncia espacial,
e M é a matriz de peso padronizada por linha, ou seja, W = {w;], com w}; = (wy; /W) € wiy
€ a soma da i-ésima linha de W. Por construgdo, os elementos diagonais de W sdo todos zeros
(CRESSIE, 1993; CRUZ, 2022).

Essa estrutura de variancia significa que, na presenca de forte correlagdo espacial, quanto
mais vizinhos a regido tiver, mais informacdes haverd nos dados sobre seus valores de efeito

aleatério. Além disso, o parAmetro de varidncia o controla a variagdo entre os efeitos aleatdrios
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estruturados (BANERJEE; CARLIN; GELFAND, 2014). Essa abordagem permite a ponderagdo
de matrizes com base na continuidade e distancia, mas nao inclui um método de ponderacao
para o k-€simo vizinho mais préximo, uma vez que esses pesos violam a condicao de simetria. A
abordagem mais comum € definir vizinhos de primeira ordem, em que os pesos sdao definidos
de modo que w;; = 1 se 7 e j compartilham fronteiras comuns, e w;; = 0 caso contrdrio. Além

disso, por construcdo, os elementos diagonais de W (w;;) sdo todos zeros (CRESSIE, 1993;
CRUZ, 2022).

De acordo com CRESSIE (1993), a matriz (I,, — B )_1 pW € uma matriz de covariincia
validase £ < p < &1, em que &, € &nax TEpresentam, respectivamente, os autovalores

minimo e maximo de W'.

O modelo ICAR aqui considerado apresenta algumas desvantagens. A forca da dependén-
cia espacial entre os efeitos aleatdrios € sempre considerada maxima (justamente por considerar
p = 1), sendo o modelo adequado na presenca de forte correlacao espacial. Outro ponto é que
o parAmetro de variincia o? € utilizado tanto para captar superdispersdo quanto dependéncia
espacial (LEROUX; LEI; BRESLOW, 2000).

2.8.3 Modelagem de Leroux

Outro modelo, foi proposto por LEROUX, LEI e BRESLOW (2000) € representado por

uma distribuicdo normal multivariada:

u|o~NM(,c°[pW + (1 —p)I]7"). (2.33)

Nesse caso, a matriz de precisido é L = pW + (1 — p)I, em que I denota uma matriz
identidade de ordem n e a matriz W é a mesma jd definida. E facil perceber que para p = 0,

L = I e tem-se um modelo com efeitos aleatérios independentes.

Ja quando p = 1, L = W, ou seja, obtém-se o modelo intrinseco. Se 0 < p < 1, a

distribuicdo conjunta € prépria. A distribui¢do condicional completa univariada € entdo dada por

2
p o
u |u_yj~N|——m >y uj,——— | . 2.34
| (nm+1—p§; Jn,;p+1—p) (239

RODRIGUES (2011) e BANERJEE, CARLIN e GELFAND (2014) apontaram que os
modelos CAR préprios podem induzir pouca correlagdo entre regioes vizinhas. Essa deficiéncia
pode ser uma das razdes pelas quais modelos intrinsecos e de convolucao sao as escolhas mais

populares para acomodar os efeitos aleatdrios espaciais.
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2.9 Modelos espaco-temporais

Modelos espago-temporais sdo modelos estatisticos usados para analisar dados que variam
tanto no espaco quanto no tempo. Eles sdo usados em muitas dreas, incluindo ciéncias ambientais,

epidemiologia, geografia, economia e muitas outras.

Os modelos espaco-temporais geralmente envolvem a combina¢do de modelos espaciais,
que lidam com variagdes no espaco, € modelos temporais, que lidam com variacoes no tempo.
Eles sao capazes de levar em conta a dependéncia espacial e temporal nos dados, o que significa
que eles podem modelar padrdes complexos em dados que mudam ao longo do tempo e do espaco.
Os mesmos também podem ser usados para analisar a relag@o entre varidveis em diferentes locais

€ momentos, bem como para avaliar a influéncia de fatores externos (CRESSIE; WIKLE, 2015).

Ha diferentes modelos espago-temporais, incluindo modelos autoregressivos integrados
de médias méveis (ARIMA, Autoregressive Integrated Moving Average), modelos de espaco-
tempo de efeitos fixos e aleatérios (STARMA, Seasonal Autoregressive Moving Average), modelos
de espaco-tempo bayesianos e modelos de espaco-tempo de processos pontuais, entre outros.
Cada tipo de modelo tem seus préprios pressupostos e propriedades, e a escolha do modelo certo
depende dos dados e do problema especifico em questdo (CRESSIE; WIKLE, 2015).

Os modelos hierdrquicos bayesianos espago-temporais sao uma classe de modelos que
combinam técnicas bayesianas, hierdrquicas e espaciais-temporais para modelar dados que variam
no tempo e no espaco, levando em conta a estrutura hierdrquica dos dados. Esses modelos sao
usados para modelar a dependéncia espacial e temporal dos dados, bem como a variagdo nos
parametros do modelo em diferentes locais e momentos. Eles permitem que diferentes niveis
de variacdo sejam modelados, desde variagdes espaciais e temporais aleatorias até variacdes
sistemdticas explicadas por covaridveis (VANEM; BITNER-GREGERSEN; WIKLE, 2013).

Em geral, os modelos bayesianos hierdrquicos espaco-temporais sao compostos por
uma estrutura hierarquica de trés niveis que modelam diferentes fontes de variagdo nos dados
(BERLINER, 1996). Nesse contexto, o termo hierarquico é usado para descrever a estrutura
dos modelos bayesianos: o primeiro nivel modela os dados observados com uma func¢ao de
verossimilhanca (distribui¢do de probabilidade) e especifica um modelo de processo que inclui
efeitos aleatdrios espaciais, temporais e espaco-temporais; o segundo nivel atribui distribui¢des
a priori para os parametros do modelo; e o terceiro nivel especifica hiperprioris para parametros
de distribui¢des a priori de segundo nivel (por exemplo, variancias). Distribuicdes a priori

quantificam a incerteza do pesquisador no parametro (GELMAN et al., 2013).

A vantagem dos modelos bayesianos hierdrquicos espaco-temporais € que eles permitem
incorporar informacgdes prévias sobre os parametros do modelo, o que € particularmente impor-
tante em cendrios onde ha poucos dados disponiveis. Eles também fornecem uma estrutura para
lidar com incertezas em todos os niveis do modelo, permitindo que sejam feitas inferéncias mais
precisas sobre os dados (VANEM; BITNER-GREGERSEN; WIKLE, 2013).
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Por exemplo, 0 modelo mais utilizado na epidemiologia € Poisson:

Yit | pie ~ Poisson (pu)
fir = Fythy,
na regifo ¢ € no momento ¢, em que £;, € o nimero esperado e ;;, o risco relativo, em que no

Poisson sdo geralmente usados em andlises espaciais e espaco-temporais com dados de contagem
(HAINING; LI, 2020).

A estrutura do modelo espago-temporal separdvel leva em consideracao a variabilidade
espago-temporal observada em dois componentes de modelagem: o componente espacial geral
que descreve o padrao espacial, permanecendo relativamente estdvel ao longo do tempo e o

componente temporal geral que captura o padrdo geral de tendéncia.

Dado que tanto a dimensao espacial quanto a temporal possuem atributos inicos que nao
podem ser completamente explicados por covaridveis, € prudente incorporar efeitos aleatérios
latentes para cada drea e periodo no modelo. Essa abordagem visa mitigar a heterogeneidade
intrinseca dos dados. Adotando a suposicao de dados de Poisson, o modelo espago-temporal é

desdobrado de maneira aditiva em componentes que abrangem espaco, tempo e covaridveis:

N = log (Vi) = a + Buzxy + 5; + T4, (2.35)

em que o parimetro o quantifica a taxa média em todas as dreas e (3 € o vetor dos coeficientes
de regressdo 8 = (Byu, - - -, By ) associado ao vetor z das covaridveis, S = (S),...,5;) éa
componente espacial global e 7' € a componente temporal global (HAINING; LI, 2020; CRUZ,
2022).

2.9.1 Modelo de Bernardinelli

O modelo espago-temporal de Bernardinelli € utilizado para analisar a distribuicao
espacial e temporal de eventos, como casos de doencas, acidentes ou outras ocorréncias. Ele foi
desenvolvido pelo estatistico italiano Alessandro Bernardinelli em 1995. O objetivo € identificar
a existéncia de agrupamentos de eventos em uma determinada regido e periodo de tempo, além

de avaliar se esses agrupamentos sdo estatisticamente significativos.

Este € um modelo paramétrico no qual a fun¢ao linear (ou quadratica) do tempo € utilizada
para determinar o logaritmo do risco em uma determinada drea. Os coeficientes nessa funcdo sao
especificos para cada drea e possuem uma estrutura espacial que permite dreas vizinhas evoluirem
de forma semelhante (LOPEZ—QUILEZLEZ; MUNOZ, 2009).

BERNARDINELLI et al. (1995) sugeriu um modelo em que tanto o intercepto especifico
da drea quanto a tendéncia temporal sao modelados como efeitos aleatérios. Essa formulagao

permite interacdes espaco-temporais, em que a tendéncia temporal do risco pode ser diferente



Capitulo 2. Revisdo Bibliogrdfica 27

para diferentes localizagdes espaciais e pode até ter uma estrutura espacial (LAWSON; BROWNE;
RODEIRO, 2003; CRUZ, 2022).

Em resumo, este modelo € capaz de modelar as tendéncias temporais do risco em diferentes
areas de forma personalizada, levando em consideracdo a estrutura espacial dessas dreas e

permitindo a detec¢do de interacdes espaco-temporais.

Utilizando o modelo proposto por BERNARDINELLI et al. (1995), e considerando
Y, ~ Poisson (u;), o preditor linear para o componente temporal pode ser expresso da seguinte
forma (CRUZ, 2022):

log () = a4+ u; + v + (B + 0;) ¢, (2.36)

em que u; € v; sao respectivamente, efeitos aleatérios espaciais estruturados e nao estruturados
da drea ¢, em que o efeito ndo estruturado refere-se a uma componente ou variagcdo espacial que
ndo é modelada explicitamente pelo componente de estrutura espacial, 3, representa o efeito de
tendéncia temporal linear global, enquanto ;¢ representa a interagcdo entre espaco e tempo, que
define a diferenca entre (3 e a tendéncia temporal especifica da drea, também conhecida como
tendéncia diferencial da ¢-ésima drea. O intercepto indica a taxa média em todas as dreas de
ponderacdo. Cada unidade espacial apresenta sua propria tendéncia temporal com um intercepto
espacial o + u; + v; e uma inclinagdo [ + 9;. Consequentemente, o risco relativo para a i-ésima

drea e tempo ¢ pode ser determinado pela equacdo proposta (CRUZ, 2022):

Yy = exp (a+u; +v; + (8 +6,)t). (2.37)

Para a estimacdo dos pardmetros, consideramos que a fun¢do de verossimilhanca é:

L(y,E, ¢ |u,v,0,53,7,,7,75), (2.38)

em que os parametros 7,, T, € T; representam o efeito espacial, temporal e a interacao espaco-

tempo, respectivamente (CRUZ, 2022).

Portanto, a distribuic@o a posteriori € dada por:

p<u7v767577-u77—v77—5 | y7E7¢) X L<y7E7¢ | u,v,6,5,Tu,TU,T(g)p<'U/)p(U>p(5)p<ﬁ).
(2.39)

Embora o modelo espaco-temporal de Bernardinelli seja til para analisar a distribui¢do
espacial e temporal de doengas, € importante ter em mente suas limitacdes e considerar outras
técnicas estatisticas que possam ser mais adequadas para dados especificos. Uma limitagdo do
modelo € a suposi¢do de uma tendéncia temporal linear em cada unidade espacial, mas esta
limitagdo foi resolvida pelo modelo de KNORR-HELD (2000) descrito a seguir (CRUZ, 2022).
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2.9.2 Modelo de interacao espaco-tempo

O modelo de interagcao espaco-tempo (STIM, do ingl€s Space-Time Interaction Model)
¢ uma abordagem estatistica para estudar a evolug¢ao temporal de um fendmeno em um espaco
geografico. O objetivo principal € entender como as interacdes entre unidades espaciais adjacentes

influenciam a evolugdo temporal do fendmeno em questao.

O STIM parte da premissa de que as unidades espaciais adjacentes s@o interdependentes
e que as mudangas em uma unidade podem afetar as unidades vizinhas. Essas interacdes podem
ocorrer em diferentes escalas de tempo e espaco, e a abordagem estatistica € usada para modelar
essas relagoes. O modelo € baseado em uma série de equacdes que descrevem como as unidades
espaciais interagem entre si ao longo do tempo. Essas equa¢des geralmente levam em consideragdo
fatores como a distancia entre as unidades, as caracteristicas geogréficas da regido, a densidade
populacional, entre outros (KNORR-HELD, 2000) .

KNORR-HELD (2000) introduziu este modelo com o intuito de superar a restricao do
modelo paramétrico (2.37) proposto por Bernardinelli (1995), que limitava a linearidade na
tendéncia temporal diferencial. Para lidar com essa limitacdo, Knorr especificou uma tendéncia
temporal dinAmica ndo paramétrica. Além disso, para melhor explicar as varia¢des nas tendén-
cias temporais das doencas entre diferentes areas geograficas, é necessdrio expandir o modelo
ndo paramétrico anterior, permitindo uma interacao mais flexivel entre espaco e tempo. Nessa

ampliacdo, o logaritmo do risco é formulado como (CRUZ, 2022):
log (Vi) = a + u; +v; + ¢y + 7 + 04, (2.40)

em que a equacdo utiliza o parametro « para quantificar o logaritmo do risco médio em todas as
areas. Os efeitos espaciais estruturados e ndo estruturados para cada drea ¢ sdo representados por
u; € v; , enquanto ¢, e vy, representam os efeitos temporais estruturados e nao estruturados para
o tempo t. Esses componentes sdo considerados separadamente para levar em conta os efeitos
espaciais e temporais. Além disso, o componente J;, captura a tendéncia diferencial que explica a
interacao espaco-tempo entre as tendéncias temporais em diferentes locais (BLANGIARDO; CA-
MELETTI, 2015; CRUZ, 2022). Para fins computacionais, os componentes espaciais/temporais
(ui, Vi, @, V; € 0;) sAo modelados como uma distribui¢do gaussiana multivariada com média zero
e matriz de precisdo 7R, em que 7 € um escalar a ser estimado e ] ¢ uma matriz de estrutura
conhecida e diferente para cada componente (GILKS; RICHARDSON; SPIEGELHALTER,
1995; KNORR-HELD, 2000; CRUZ, 2022).

Para produzir o efeito espacial estruturado u;, € utilizada uma matriz R, que possui
elementos ndo diagonais iguais a -1 para as dreas vizinhas e elementos diagonais iguais ao
nimero de dreas adjacentes. Todos os outros elementos em R, sdo zero (KNORR-HELD, 2000).
Para exemplificar, se considerarmos quatro dreas numeradas de 1 a 4, e apenas as areas 1 e 4

forem vizinhas, a matriz de estrutura espacial neste caso serd (CRUZ, 2022):
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(2.41)

=

I
o o o o
o o o o

Para modelar o efeito aleatério temporal estruturado +,, adotamos um processo auto-
regressivo de primeira ordem com base em quatro pontos no tempo. Nesse caso, a matriz de

estrutura que descreve a dependéncia temporal € expressa como (CRUZ, 2022):

1 —p 0 0
—p 149> —p 0
rR—| " 77 . . (2.42)
0 —p 1+p° —p
0 0 —p 1

As matrizes identidade / s@o empregadas como matrizes de estrutura para os efeitos
aleatdrios espaciais e temporais ndo estruturados v; e ¢,, respectivamente. Essa escolha é baseada
na suposicao de que tais efeitos sao independentes e identicamente distribuidos (i.i.d.). Uma
representacio visual do modelo de efeitos principais € vista na Figura 1 (CRUZ, 2022).

Espacgo

Ohservacoes
v A

(O « o o o o

) *® o o e
O e e o o o
OlL)]|e o o o o

> Tempo

( )i

O O O O O

Figura 1 — Representagdo simbodlica do modelo de efeito principal. Os circulos denotam a inde-
pendéncia a priori, enquanto os arrendondados indicam a dependéncia a priori. Os
pontos pequenos azuis indicam as observacdes no espaco-tempo (CRUZ, 2022).

Como existem duas componentes tanto no efeito espacial quanto no temporal, ha quatro
tipos diferentes de interacdoes (KNORR-HELD, 2000):

Interacio tipo I

Na interacao do tipo I, presume-se que os efeitos principais nao estruturados espacial
e temporal (v; e 7,) interajam, sem gerar qualquer forma de estrutura no espago ou no tempo,
conforme ilustrado na Figura 2. Isso significa que nao ha padrdes discerniveis de variagao espacial
ou temporal associados a interacdo entre esses efeitos (KNORR-HELD, 2000).
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Figura 2 — Interacdo do Tipo I (CRUZ, 2022).

Na interacdo do tipo I, cada valor ¢,, € identicamente e independentemente distribuido
com uma distribuicdo gaussiana a priori com média zero e precisdo 75. A matriz de estrutura ou

matriz de precisdo pode ser representada da seguinte forma:

R5:RU®R¢:In®IT:InT7

em que ® denota o produto de Kronecker (Apéndice A). GILKS, RICHARDSON e SPIEGE-
LHALTER (1995) sugerem que seja especificado 5 como o produto de Kronecker (indicado
por ®) das matrizes de estrutura dos efeitos espaciais e temporais que se interagem. A densidade
do componente de interagdo ¢ € entdo (CRUZ, 2022):

n

T, &l 1.,

p@ ) (-3 3308 — o (-35Qu8).
=1 t=1

Ao considerarmos a matriz de precisdo Q; = 7;Rs,emque § = (0,4, . . ., (5nT)', podemos

interpretar as interacdes como covaridveis ndo observadas para cada observaciao (CRUZ, 2022).
Interacao tipo I1

A interacdo do tipo II presume a existéncia de interacdes entre o efeito temporal estrutu-
rado v, e o efeito espacial ndo estruturado v; (Figura 3). Dado que vy, segue uma distribuicdo AR(1),
o; também segue essa distribui¢do, independente de todas as outras. Assim, §; = (0;, ..., 1),
emque: = 1,2,...,n, segue um processo autoregressivo de ordem 1 (AR(1)) independente
e 0 € uma varidvel aleatéria com média zero (CRUZ, 2022). Ou seja, na interagdo tipo II as
tendéncias temporais sdo diferentes de regido para regiao, mas ndo tem nenhuma estrutura no
espaco (KNORR-HELD, 2000).
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Figura 3 — Interacao do Tipo II (CRUZ, 2022).

A matriz de estrutura da intera¢ao do tipo II € denotada como R; = R, ® R, em que
R, = I, e R, é amatriz de estrutura temporal AR(1). O modelo de interagdo do tipo II implica
que cada regido possui uma tendéncia temporal tinica, e essas tendéncias temporais ndo possuem
estrutura espacial. Dado que v, segue uma distribuicdo AR(1), ¢, segue uma distribui¢do AR(1)
(CRUZ, 2022):

e)0i—1 ~ N(pryi-1, T5_1)‘

A matriz de estrutura Rs tem posto n(7" — 1), e a distribui¢do a priori para ¢ é dada por
(KNORR-HELD, 2000):

oS

i=1 t=1

p(d]7s) o< exp (—

i XT:(% - pléi,t1)2> .

Aqui, ¢ é definido como o vetor coluna (CRUZ, 2022):

e Q; = 75 R; ¢ a matriz de precisdo. R; € a matriz de estrutura da tendéncia temporal.
Interacao tipo III

A interacgdo do tipo III pressupde a presenca de efeitos interdependentes entre o efeito
espacial estruturado u; e o efeito temporal nao estruturado ¢, (Figura 4). Essa especificacao
serd razodvel se as tendéncias espaciais forem diferentes de um ponto temporal para outro sem
qualquer estrutura temporal (KNORR-HELD, 2000).
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Figura 4 — Interacao do Tipo III (CRUZ, 2022).

Tendo em vista que u; segue uma distribuicao ICAR, ¢, é também uma distribui¢ao ICAR

e sua defini¢do ocorre da seguinte maneira (CRUZ, 2022):

T,

d; | _; ~ Normal (771 Z(Sj, 1) ) (2.43)
i iy

O modelo de interacdo do tipo III descreve a estrutura espacial para cada tempo de
forma distinta, utilizando a matriz de estrutura espacial R, definida pela especificacdo a priori
ICAR, combinada com a matriz de identidade R, = I. E importante destacar que as estruturas
espaciais sdo independentes entre tempos. A matriz estruturada resultante, R; = R, ® R, tem
posto (n — 1)7T". Além disso, a priori para d é fornecida (CRUZ, 2022):

p (5 | 7'6) X €xp <_7; Zzn: (6it — 6jt)2) = exp <_7;51Q55) .

t=2 i~j
Interacao tipo IV

A interagdo do tipo IV implica que existe uma conexao entre o efeito espacial estruturado
u; e o efeito temporal estruturado v;, conforme representado na Figura 5. Neste cendrio, a
estrutura temporal de cada regido € influenciada pela estrutura temporal das regides vizinhas, ja
que u; segue uma distribuicdo ICAR e ~, segue uma distribui¢do AR(1). Portanto, o vetor § =
(0115 -y 5,,,t)' ,i=1,...,net=1,...,T, é completamente dependente tanto do espaco quanto
do tempo, e ndo pode ser completamente explicado apenas por esses dois efeitos estruturados.
Nesse sentido, pode-se pensar em ¢;, como uma mistura parcial dos modelos do tipo II e tipo III
(CRUZ, 2022).
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Figura 5 — Interacao do Tipo IV (CRUZ, 2022).

A matriz de estrutura da interag¢do do tipo IV € dada por R; = R, ® R, em que R,
representa a matriz de estrutura espacial definida pela técnica ICAR, e R, € a matriz de estrutura
de tendéncia temporal definida por meio de uma especificacdo AR(1). A matriz estruturada R;

tem posto (7" — 1)(n — 1). A densidade conjunta a priori para R; é dada por:

T

Ts Ts

p(5|75) oc exp (_2 ZZ(CM — 04 — P10i4—1 + 53t)2) = OXP <_25/Q56) ’
t=1 i~j

emque § = (0y4,...,0,r), Qs = 7sR; é a matriz de precisdo e R; é a matriz de estrutura de

tendéncia temporal. Esta priori assume a existéncia de uma estrutura espacial entre as regides para

um determinado tempo, e essa estrutura espacial também € dependente em diferentes tempos. De

forma equivalente, pode-se enfatizar que existe uma estrutura temporal entre os tempos para uma

determinada regido, e essa estrutura temporal também € dependente entre as regides vizinhas
(KNORR-HELD, 2000; CRUZ, 2022).
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3 Materiais e métodos

3.1 Banco de dados

O banco de dados empregado na presente pesquisa foi obtido através da plataforma de
dados de acesso publico do Estado de Sao Paulo, disponivel no seguinte endereco: <https://www.
saopaulo.sp.gov.br/planosp/simi/dadosabertos/>. A coleta de dados teve inicio em 26 de fevereiro
de 2020, data em que se confirmou o primeiro caso de COVID-19 tanto no Brasil quanto no Estado
de Sao Paulo. Desde essa data, informacgdes didrias relacionadas a COVID-19 em cada um dos
645 municipios do Estado tém sido constantemente atualizadas. Além disso, dados demograficos
e informagdes abrangentes sobre 6bitos durante o periodo de estudo foram obtidos através da
plataforma de dados de acesso publico fornecida pelo Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica

(IBGE), acessivel pelo endereco: <https://www.ibge.gov.br/estatisticas/downloads-estatisticas>.

A presente andlise incorporou os dados de ¢bitos confirmados por COVID-19 acumulados
mensalmente até 31 de dezembro de 2021, abrangendo todos os 645 municipios do Estado de
Sao Paulo. Até a data mencionada, os municipios haviam registrado um total de 4.453.789 casos
confirmados de COVID-19 e 155.198 6bitos em decorréncia da mesma doenca. Além disso,
foram utilizados dados de 6bitos gerais durante 0 mesmo periodo e populagdo. Este conjunto de

dados abrange um periodo de vinte e trés meses da pandemia no Estado.

3.2 Software utilizado

Os procedimentos analiticos foram conduzidos mediante a implementacdo dos modelos
estatisticos no ambiente de programacao estatistica R, versao 4.3.1 (R CORE TEAM, 2021),
utilizando o pacote R-INLA (RUE; MARTINO; N.CHOPIN, 2009), que adota a abordagem INLA
para a estimagdo de modelos bayesianos. A produ¢@o dos mapas tematicos foi realizada por meio
da aplicagdo do pacote ggplot2 (WICKHAM, 2016). A base cartografica utilizada, obtida a partir
do portal do IBGE (disponivel em: <https://portaldemapas.ibge.gov.br/portal.php#homepage>),
foi convertida para o formato GeoPackage com auxilio do software QGIS, versdo 3.18 (QGIS
DEVELOPMENT TEAM, 2010; QGIS DEVELOPMENT TEAM, 2021). Essa conversao foi
adotada em virtude da maior versatilidade e robustez oferecida pelo formato GeoPackage no que

se refere a0 armazenamento e gerenciamento de dados geoespaciais. A execucao das anélises foi


https://www.saopaulo.sp.gov.br/planosp/simi/dadosabertos/
https://www.saopaulo.sp.gov.br/planosp/simi/dadosabertos/
https://www.ibge.gov.br/estatisticas/downloads-estatisticas
https://portaldemapas.ibge.gov.br/portal.php#homepage
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conduzida em um microcomputador com configuracdo composta por processador Intel-core i5
de 2,71 GHz e 16,0 GB de memoria RAM.

3.3 Analise descritiva

Em nossa andlise, investigamos um conjunto de dados que abrange um total de 155.198
6bitos relacionados a COVID-19 ocorridos no Estado de Sao Paulo entre fevereiro de 2020 e
dezembro de 2021. Na Figura 6, apresentamos uma representacdo gréfica do nimero total de

obitos registrados para cada més dentro desse periodo.

E importante ressaltar que os meses de fevereiro a dezembro de 2020 foram analisados, e
durante esse periodo, observamos um pico no nimero de ébitos em julho, alcangando um total
de 8.228 registros. Por outro lado, os meses de janeiro a dezembro de 2021 foram considerados,
sendo o més de abril o de maior destaque com um nimero significativo de 6bitos, totalizando
21.524 casos.

Uma comparagdo entre os meses de junho de 2020 e junho de 2021 revela uma dupli-
ca¢do no numero de 6bitos, indicando um aumento substancial da mortalidade ao longo desse
periodo. Contudo, € pertinente mencionar que, independentemente do ano, os meses de novembro
demonstraram uma diminuicao no nimero de 6bitos quando contrastados com outros periodos

do ano.

Essas observacdes destacam a evolugdo temporal do nimero de 6bitos por COVID-19 no
Estado de Sao Paulo, fornecendo insights importantes sobre os padrdes de mortalidade associados

a pandemia durante os anos de 2020 e 2021.
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Figura 6 — Total de 6bitos por més por COVID-19 no periodo de 2020 e 2021 no Estado de Sao
Paulo.
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A distribui¢@o dos 6bitos totais relacionados a COVID-19 no Estado de Sdo Paulo, durante
o periodo abrangido entre os anos de 2020 e 2021, € apresentada de forma cartogréfica na Figura
7. Dado o contexto de disparidade populacional entre os municipios que compdem o Estado,
procedeu-se a normalizacao do nimero total de 6bitos por COVID-19 em relagdo a populagao
de cada municipio. Tal procedimento consistiu na divisao do total de 6bitos pelo nimero de
habitantes correspondente a cada municipio, seguido da multiplicagdo do resultado por 100.000.
Desta maneira, a constru¢do do mapa resultou em uma representagdo que se situa dentro da
escala de variagdo de [0, 800] 6bitos por 100.000 habitantes.

De maneira geral, a andlise do mapa revela um padrao em que a maioria dos municipios
do Estado de Sao Paulo apresenta taxas de 6bitos por COVID-19 variando entre 200 e 400 casos
por 100.000 habitantes. No entanto, chama a atengao a regido noroeste do estado, onde os indices
sao mais elevados, oscilando entre 400 e 800 6bitos por 100.000 habitantes. Essa disparidade
geogréfica nos niveis de mortalidade ressalta a importancia de considerar as nuances locais e

regionais na andlise.

52°W 50=W 48°W 4650 44=w
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Figura 7 — Distribui¢ao dos 6bitos totais por COVID-19 no periodo de 2020 e 2021 nos municipios
do Estado de Sao Paulo.

A Tabela 1 apresenta informagdes relacionadas ao nimero de 6bitos por COVID-19 nos
645 municipios do Estado de Sao Paulo durante o periodo de 2020 e 2021. Nesta tabela, sdo

disponibilizados os quartis, a média, a mediana, o desvio padrdo, os valores maximos € minimos.
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Tabela 1 — Estatisticas descritivas para o nimero de 6bitos por COVID-19 dos 645 municipios
do Estado de Sao Paulo de 2020 e 2021.

Ano | Més | Minimo | Maximo | Média | Desvio Padrao | 1° Quartil | Mediana | 3° Quartil
fev 0 0 0 0 0 0 0
mar 0 121 0,21 4,77 0 0 0
abr 0 1401 3,46 55,39 0 0 0
mai 0 2758 8,12 109,88 0 0 1
jun 0 2882 11,08 116,26 0 0 2
2020 | jul 0 2387 12,76 98,65 0 1 5
ago 0 1859 10,89 76,77 0 1 5
set 0 1322 8,67 55,27 0 1 4
out 0 867 5,70 35,76 0 1 3
nov 0 804 4,33 32,73 0 1 2
dez 0 1278 7,20 52,62 0 1 3
jan 0 1654 9,80 67,89 0 1 5
fev 0 1309 10,01 55,74 0 2 6
mar 0 3486 23,51 145,39 1 4 12
abr 0 5240 33,37 216,47 2 6 17
mai 0 3228 23,56 134,32 1 4 14
2021 jun 0 2914 25,26 124,35 1 5 16
jul 0 1940 17,55 83,81 1 3 11
ago 0 1655 10,58 67,88 0 2 6
set 0 1147 6,09 47,05 0 1 3
out 0 561 3,47 23,36 0 0 2
nov 0 467 3,17 20,26 0 0 1
dez 0 281 1,82 11,69 0 0 1

No ano de 2020, observamos que os nimeros de 6bitos por COVID-19 comecaram a
surgir em mar¢o, com um maximo de 121 6bitos registrados nesse més. No entanto, a média
mensal manteve-se relativamente baixa, atingindo seu pico em junho com uma média de 11,08
Obitos. O desvio padrao também demonstrou uma considerdvel variabilidade nos nimeros de

6bitos entre os municipios.

No ano de 2021, a situacdo evoluiu, com os nimeros de 6bitos atingindo seu maximo
em abril, com 5.240 ébitos registrados. A média mensal para 2021 variou consideravelmente,
alcancando um pico em abril com 33,37 6bitos. Mais uma vez, o desvio padrdo indicou uma

grande dispersao nos nimeros de 6bitos, sugerindo uma variacao significativa entre os municipios.

E importante notar que em todos os meses, tanto em 2020 quanto em 2021, houve registros
de zero 6bitos por COVID-19 em alguns municipios, o que reflete a heterogeneidade na incidéncia

da doenca ao longo do tempo e entre as regides do Estado de Sao Paulo.

A andlise dos quartis e seus intervalos na Tabela 1 é fundamental para compreender nao
apenas o valor central da distribui¢do dos 6bitos por COVID-19, mas também a variabilidade

nos dados, destacando a amplitude dos valores e as diferencas entre os meses e anos especificos.

Essas estatisticas descritivas fornecem uma visdo abrangente das tendéncias e variagdes

nos nimeros de 6bitos por COVID-19 nos municipios do Estado de Sdo Paulo durante os anos de



Capitulo 3. Materiais e métodos 38

2020 e 2021, evidenciando os momentos de maior incidéncia e a heterogeneidade nos registros

ao longo do tempo e entre 0s municipios.

3.4 Matriz de vizinhanca

Em geral, é razodvel supor que dreas geograficamente préximas apresentem uma carga de
doencas mais semelhante do que dreas distantes. Para definir o que se entende por “préximo”, é
necessdrio estabelecer uma estrutura de vizinhanga. Uma suposi¢do comum € considerar as dreas
1 € j como vizinhas se elas compartilham uma fronteira comum, o que é denotado por i ~ j.
Essa suposicado parece ser apropriada para regioes de dimensdes semelhantes dispostas em um
padrao regular (WAKEFIELD, 2007). No entanto, se as regides apresentarem tamanhos e formas

irregulares ou com descontinuidades, outras defini¢des de vizinhanga podem ser necessdrias.

No caso especifico do Estado de Sao Paulo, cada municipio € associado a um c6digo tnico,
o que permite definir o conjunto de indices D = 1, ..., 645 representando as regides geograficas
do estado. A partir desse conjunto, € possivel construir uma estrutura de dependéncia espacial

para as observacoes, considerando as regides vizinhas cujas fronteiras fisicas sao compartilhadas.

Para representar as relacOes espaciais entre as dreas em um contexto cartografico, € uma
pratica comum a utilizacao de uma matriz de pesos espaciais, frequentemente denotada como
matriz V. A constru¢do dessa matriz pode ser efetuada através da aplicacao de diferentes estilos

de vizinhanga, comumente conhecidos como estilos “queen” e “rook”.

No estilo de vizinhanca “queen”, as unidades geogréficas sdo consideradas vizinhas
se compartilharem uma fronteira comum ou um vértice. Em termos praticos, isso implica que
duas unidades sdo vizinhas se estiverem contiguas na diagonal ou nas faces de um quadrado que
circunscreve as unidades (ANSELIN, 1988). Esse estilo de vizinhanca é representado graficamente

na Figura 8.

Figura 8 — Matriz de pesos espaciais por meio do estilo de vizinhangca B (ou contiguidade queen)
para o Estado de Sao Paulo.
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Por outro lado, no estilo de vizinhanca “rook”, as unidades geograficas sao consideradas
vizinhas apenas se compartilharem uma fronteira comum nas faces do quadrado que envolve
as unidades, excluindo-se a diagonal (ANSELIN, 1988). Essa diferenciacdao na definicao de

vizinhanca € ilustrada na Figura 9.

Figura 9 — Matriz de pesos espaciais por meio do estilo de vizinhanca M (ou contiguidade rook)
para o Estado de Sao Paulo.

A escolha entre o estilo de vizinhanca “queen” (B) ou “rook” (M) para a construgdo da
matriz de pesos espaciais depende do contexto e das necessidades especificas da andlise espacial
a ser realizada. Cada estilo de vizinhanca pode ser mais apropriado para determinados tipos de
modelos ou situagdes geograficas, sendo importante a consideragdo cuidadosa do estilo mais
adequado para a investigacao em questdo. Neste trabalho foi utilizado a vizinhanca “queen” (B)
para os modelos Besag, BYM e BYM2, e “rook” (M) para o modelo Leroux, pois este € aplicado

quando hd uma estrutura de vizinhanga complexa.

3.5 Analise da evolucao espaco-temporal

Para realizar a andlise da evolugdo espago-temporal da COVID-19, foram empregados
modelos bayesianos hierdrquicos que aderem a estrutura definida pela distribui¢cdo de probabi-
lidade dos dados observados. Esses modelos foram construidos de forma a incorporar efeitos
aleatorios que abrangem as dimensdes espacial, temporal e espaco-temporal. No ambito de sua
estrutura, esses modelos abrangem trés niveis hierdrquicos e buscam incorporar as covaridveis

numero de casos de COVID-19, 6bitos gerais e populacio.

No primeiro nivel, o objetivo € ter um modelo que represente os dados de 6bitos por
COVID-19. O preditor linear do modelo, estabelecido entre as covaridveis e vetor de parametros,
ou seja, as varidveis explicativas que determinam o valor médio de Y;,, em que Y;, € o valor

observado na drea 7 e no tempo ¢, por uma fungdo linear das varidveis preditoras é dado por:
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Nit :05+Xp,3+ui+vi+%+¢t+5it, (3.1)

em que o € um intercepto comum para todas as unidades espaciais e temporais, X, sdo covaridveis,
£ é um vetor de coeficientes associados as covaridveis. Os efeitos espaciais estruturados e nao
estruturados para cada drea ¢ sdo representados por u; € v;, enquanto y; € ¢, representam os
efeitos temporais estruturados e ndo estruturados para o tempo ¢. A componente J;, captura a
tendéncia diferencial que explica a interacdo espago-tempo entre as tendéncias temporais em

diferentes locais.

A distribuicao de Poisson € comumente usada para expressar a distribui¢do de probabi-
lidade de dados de saide. Porém h4 um excesso de zeros nos dados de 6bitos por COVID-19
e uma maneira de lidar com essa situacao € utilizar o modelo de Poisson inflacionado de zero
(Z1P), este modelo € composto por duas partes: uma parte binomial que modela a probabilidade
de um zero de excesso, ou seja, ela determina a probabilidade de ndo ocorrer nenhum evento em
uma observacao. Isso € tratado por uma distribuicao binomial. E uma parte modela a distribui¢ao
de Poisson condicional (condicionada ao evento de nao ser um zero de excesso). Ela determina a
distribuicdo da contagem de eventos quando pelo menos um evento ocorreu. Entdo temos que
(ATKINS et al., 2013):

Probabilidade da ocorréncia de zero inflacionado (Binomial):

P(Yy = 0) = 7+ (1 — ) exp(~A),

em que Y;; € a contagem de 6bitos por COVID-19 em uma determinada drea: (z € 1,...,645) e
tempot (t € 1,...,23), m é a probabilidade de ser um zero de excesso e A € o parametro de taxa
da distribuicao Poisson condicional.

Temos que a fungdo de ligagdo serd dada pela equagdo logit(m) = log (ﬁ) = Mit, €M

que 7;; (3.1) € uma combinagao linear das covaridveis do modelo.

Probabilidade de Poisson condicional:

P(Y;, = yulYie > 0) = (1 —m)(A exp(—)\))7

Yi!
em que Y}, € a contagem de 6bitos por COVID-19 em uma determinada area i (¢ € 1,...,645)
etempot (t € 1,...,23), m é a probabilidade de ser um zero de excesso e A € o parametro de

taxa da distribuicdao Poisson condicional. Temos que a funcao de ligacdo é dada pela equagao
log(pir) = mir» em que pu;; € calculado pela formula p;, = Fj,1),,, em que E;, é o ndmero esperado
de 6bitos e 1);; representa o risco relativo para a drea e tempo em questao.

Assim, o objetivo do modelo € identificar as relacdes entre as covaridveis do modelo e o

nimero de 6bitos por COVID-19 em uma determinada area e tempo, utilizando a distribui¢cao

ZIP e a funcdo logaritmica que relaciona o nimero esperado de 6bitos e o risco relativo.
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No segundo nivel do modelo sdo atribuidas as distribui¢des a priori aos pardmetros. Essas
distribui¢des representam as crencas iniciais sobre os valores plausiveis dos parametros antes
da observagao dos dados. No modelo em questio, foram atribuidas distribuicdes a priori para
as varidveis independentes, bem como para os pardmetros de precisdo espacial e temporal. Tais
decisoes metodoldgicas foram fundamentadas na andlise critica da literatura especializada, em
particular, nos estudos conduzidos por JAYA, FOLMER e LUNDBERG (2022), JALILIAN e
MATEU (2021) e SAHU e BOHNING (2022), que contribuiram com as diretrizes conceituais e

empiricas que embasaram a selecdo dessas distribuicdes a priori.

Para os parametros de efeitos fixos, foram especificadas prioris com distribuicdoes Gaus-
sianas ndo informativas, ou seja, « ~ N(0;10%) e 8;; ~ N(0;107?), parai = 1,2,...,ne
t=1,2,...,T.

Para os efeitos espaciais estruturados, as distribui¢des a priori mais comuns incluem o
modelo condicional autoregressivo intrinseco (ICAR) e o modelo condicional autoregressivo
Leroux mais geral (LCAR). No caso dos efeitos temporais estruturados, as distribuicdes a priori
mais comuns sdo o modelo autoregressivo 1 (AR(1)) e os modelos Random Walk 1 e 2 (RW(1)
e RW(2)). Abaixo estido apresentadas quatro diferentes especificagdes para as componentes

espaciais e trés diferentes especificacdes para as componentes temporais:

* Modelo de Besag: O modelo de Besag € um modelo estatistico simples e amplamente
utilizado, que se baseia no modelo condicional autoregressivo intrinseco (ICAR) proposto
por BESAG, YORK e MOLLIE (1991). O ICAR tem distribuicdes condicionais para u;,
dadas por u; | w_;, 7, ~ N (m% D i Uy ﬁ), em que 7, € o parametro de precisdo e u_;
representa os vizinhos da i-€sima drea. A média de u_; é a média dos seus vizinhos e a
precisdo é proporcional ao niimero de vizinhos que a drea possui. A varidnciade V' (u; | u_;)
¢ inversamente proporcional ao nimero de vizinhos (m;). A distribui¢@o a priori atribuida a
T, € aestrutura do grafo desempenham um papel importante na determinagao da distribuicao

CAR.

A estrutura do grafo € definida com base no pressuposto de independéncia condicional entre
as areas. Em outras palavras, o modelo assume que os valores de u; sdo condicionalmente
independentes dada a informacdo dos valores nas dreas vizinhas u;, ¢ ~ j. Essas suposi¢oes

sao refletidas na estrutura da matriz de precisdo da distribuicao conjunta para u, dada por:

7(u|T,) o exp —% Z(ul —u;)* | o< exp (—Zu’Qu) ,

in~g
em que 7, € o parametro de precisao, u € o vetor de valores das dreas, Q € a matriz de
precisdo definida por );; = m; (o nimero de dreas vizinhas da i-ésima drea) e ();; = —1
se as areas ¢ e j sdo vizinhas e 0 caso contrdrio. O vetor de vizinhanga € denotado por

i~ .
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* Modelo BYM: O modelo de Besag-York-Mollie - BYM (BESAG; YORK; MOLLIE,
1991), também conhecido como modelo de convolugao, € uma extensao do modelo ICAR
que incorpora tanto efeitos espaciais quanto efeitos aleatorios ndo espaciais na anélise de
dados espaciais. Enquanto o modelo ICAR assume que a varidvel de interesse € influenciada
por efeitos espaciais locais e globais, o modelo BYM decompde o efeito espacial em um
componente espacial estruturado e um componente nao estruturado. Essa decomposi¢ao
¢ feita de forma a considerar u; + v; como independentes a priori, onde u; representa o

efeito espacial estruturado e v; representa o efeito ndo estruturado.

Para modelar o efeito espacial estruturado, adota-se o0 modelo ICAR, que assume que
o risco de incidéncia de uma determinada doenca em uma area espacial € derivado de
vizinhos geograficamente préximos. Um modelo ICAR (BESAG; KOOPERBERG, 1995)

para u;, que pode ser escrito como u; | u_; ~ N (m% Pir Ui 7o

U ), em que ¢ ~ j indica
que as dreas ¢ € j sao vizinhas, m; € o nimero de dreas que compartilham fronteira com
a i-ésima drea, 7, = 1/02 é o parAmetro de precisdo e o2, a varidncia. A dependéncia
espacial em u; € representada pela priori ICAR, que estende o modelo Besag com uma
distribui¢do gaussiana e implica que cada u; € condicional ao vizinho u;, com a variincia
dependente do nimero de dreas vizinhas m; da i-ésima unidade espacial (CRUZ, 2022).

Essa dependéncia espacial estruturada € conhecida como autocorrelagdo espacial.

Em resumo, o modelo BYM € uma generalizacdo do modelo ICAR que permite a inclusdo
de efeitos aleatérios ndo espaciais na andlise de dados espaciais. A dependéncia espacial
estruturada € modelada pelo ICAR, que assume que a incidéncia de uma doenga em uma
area espacial € influenciada por vizinhos geograficamente préximos. Essa abordagem €

util para entender e prever a ocorréncia de doencas em dreas espaciais.

Uma priori permutdvel é usada para modelar o efeito aleatdrio espacialmente nao estrutu-

rado v;:

—1
v | T~ N(0,7,),
em que 7, € o parametro de precisao.

A matriz de covariancia resultante de v + v é:

Var(u+v | 7,7)=7,"'T+7,'Q",

em que ()~ denota a matriz inversa generalizada de Moore-Penrose (BAKSALARY; TREN-
KLER, 2021; CRUZ, 2022).

Uma restri¢do de soma zero Y., (u; + v;) = 0 é imposta a u; + v; para garantir a identifi-

cabilidade do intercepto «, pois 0os componentes de variancia no modelo BYM nao sao
identificdveis a partir dos dados (CRUZ, 2022).
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* Modelo BYM2: O modelo BYM2 € uma extensdo do modelo BYM original, incorporando
a possibilidade de modelar a variacdo temporal dos dados. Dessa forma, ele pode ser
utilizado para andlise de dados longitudinais, que acompanham a evolu¢ao do fendmeno

ao longo do tempo.

Uma das vantagens do modelo BYM2 € que ele permite a obteng@o de estimativas robustas
e precisas das taxas de incidéncia/prevaléncia, levando em conta a estrutura espacial e tem-
poral dos dados (BLANGIARDO; CAMELETTI, 2015). Isso pode ser especialmente util
em 4reas como a saide publica e a seguranga publica, onde a compreensao da distribuicao
geogréfica e temporal de um fendmeno € fundamental para o desenvolvimento de politicas

eficazes de prevencdo e controle.

Recentemente, SIMPSON et al. (2017) sugeriram que os componentes u € v ndo devem
ser considerados independentes no modelo de Besag, York e Mollié. Eles propuseram
uma reparametriza¢do do modelo BYM original, que incorpora apenas um parametro de
precisao nos componentes (7) € um parametro de mistura (\) para mensurar a variagao
espacial e ndo-espacial. O novo modelo, chamado BYM?2, inclui um componente estru-
turado espacialmente u, € um componente nado estruturado v,, permitindo uma melhor

compreensdo da variagdo espacial e ndo-espacial:

1
b— 7 (\/1 — . + \/Xu*) . (3.2)

A matriz de covariancia € dada por:

Var (b 7, A) =7 (1= NI +)Q, ), (3.3)

em que (), denota a matriz inversa generalizada de Moore-Penrose (BAKSALARY; TREN-
KLER, 2021). A Equagio (3.2) é a reparametriza¢do do modelo BYM, em que 7, * = 7, '\
e, =71,(1—\) (MACNAB, 2011). Tal como ocorreu no modelo anterior, é necessério
impor uma restri¢ao de somazero ), b; = 0 para prevenir problemas de identificabilidade
(CRUZ, 2022).

e Modelo de Leroux: O modelo Leroux (LEROUX; LEI; BRESLOW, 2000) é também uma
extensao do modelo BYM que permite a inclusdo de covaridveis para explicar as diferencas
na estrutura espacial entre as unidades geogréficas. O modelo Leroux também introduz
um parametro adicional para modelar a variacdo na intensidade de dependéncia espacial.
Este parametro controla a escala da variacdo espacial e, portanto, permite que o modelo se

adapte a diferentes padroes de dependéncia espacial em diferentes regides.

Além disso, o modelo Leroux apresenta uma abordagem inovadora para a especificacao
da estrutura de dependéncia espacial. Ele usa um processo de Markov para modelar a

variacdo espacial, que € entdo integrado ao modelo bayesiano. Essa abordagem permite
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que o modelo capture padroes complexos de dependéncia espacial, como a presenca de

clusters, sem exigir uma especificacao explicita da estrutura de dependéncia espacial.

Enquanto o modelo BYM contém dois efeitos aleatérios espaciais, o modelo Leroux possui

um Unico efeito aleatdrio espacial, u;, que ajusta a forca da autocorrelagcdo espacial da
vizinhanca local por uma constante A (CRUZ, 2022). O modelo é dado por (LEE, 2011):

(3.4)

ui\ui~N< A i Uy 7, )

Amg+1 =X dm; +1— )
A distribui¢do conjunta a priori do vetor u segue uma distribui¢do normal com média zero
e matriz de covariancia:

|

Var (u | 7, ) = —[\Q + (1 - ML (3.5)

u

em que a diagonal ¢;; da matriz (), contém o nimero de vizinhos da drea 7, e ¢;; = —1 se
1 ~ 7, e 0 caso contrdrio. O parametro A, 0 < A < 1 denota um parametro de dependéncia
espacial, tal que A = 0 define um modelo nao espacial (modelo independente) e o nivel
de dependéncia espacial aumenta com A. Quando A = 1, o modelo de Leroux se reduz ao
modelo ICAR em que a suavizacdo dos efeitos aleatdrios vizinhos € totalmente correla-
cionada (CRUZ, 2022). Por outro lado, quando A € igual a 0, a suavizacao € totalmente
ndo correlacionada. O pardmetro A pondera a intensidade da correlagdo na suavizacio
dos efeitos aleatorios vizinhos, permitindo ajustar a quantidade de correlagdo desejada no
modelo (LEE; MITCHELL, 2012).

No modelo Leroux, assim como no modelo BYM, € necessario restringir os efeitos aleat6-
rios para evitar problemas de identificabilidade com o intercepto. Quando o intercepto é
incluido como um termo separado no segundo estdgio da hierarquia, os efeitos aleatérios
devem ser restritos a somar zero, Y., u; = 0, de modo a permitir uma estimacao tinica
e precisa do intercepto. Portanto, a restricao € fundamental para garantir a coeréncia e a
estabilidade do modelo.

* Modelo autoregressivo de ordem 1: O Modelo Autoregressivo de ordem 1, também
conhecido como AR(1), € um modelo estatistico que descreve a relagcdo entre uma varidvel
aleatdria e seus valores anteriores, com base na ideia de que os valores passados da varidvel
podem ser usados para prever seus valores futuros. O modelo assume que a varidvel
aleatéria € uma combinagdo linear dos seus valores anteriores e um erro aleatério (BOX et
al., 2015):

—1
Ve = pheer + e lpl <lee ~ N (0,77), (3.6)
em que ¢, € um processo de ruido branco com média zero e variancia constante 72 e p € 0
parametro de autocorrelacdo temporal, que introduz uma estrutura de correlacdo temporal

em 7.
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O AR(1) € especialmente util para modelar séries temporais que exibem autocorrelacdo
significativa, ou seja, quando os valores atuais da série estdo correlacionados com seus
valores passados. O modelo pode ser estendido para ordens mais altas, como AR(p), para
incorporar dependéncias de ordem superior (BROCKWELL; DAVIS, 2002).

* Modelo Random Walk 1: O modelo Random Walk 1 (RW(1)) é um modelo simples de
séries temporais que assume que o valor atual da série € igual ao valor anterior mais um erro
aleatdrio. Matematicamente, o modelo RW(1) é definido como (BROCKWELL; DAVIS,
2002):

Ve =Yio1 €y €6~ N (07 7'7_1) ) (3.7)

em que 7, € o valor da série temporal no tempo ¢, ,_; € o valor da série temporal no tempo

t — 1 e ¢, € um erro aleatério com média zero e variancia constante.

O modelo RW(1) é frequentemente usado como uma linha de base para comparar a precisao
de outros modelos de previsdo. Ele € simples de implementar e pode ser ttil para prever
séries temporais altamente volateis. No entanto, o modelo RW(1) assume que os valores
da série sdo imprevisiveis e ndo levam em conta a dependéncia temporal, o que pode
limitar sua utilidade em prever valores distantes no futuro. Além disso, é uma ferramenta
importante na andlise de séries temporais e é frequentemente usado como um modelo de

referéncia para avaliar outros modelos mais complexos.

* Modelo Random Walk 2: O Modelo Random Walk 2 (RW(2)) é uma extensao do Modelo
RW(1). Assim como o RW(1), ele € usado para modelar séries temporais, mas inclui uma
dependéncia temporal maior, levando em conta os dois valores anteriores da série temporal.

Matematicamente, o modelo RW(2) é definido como:

’yt - P)/tfl _'_ ’%572 + €t7 e €t ~/ N(O, 7—;1), (3.8)

em que -y, representa o valor da série temporal no tempo ¢, ;_; € o valor no tempo ¢ — 1,

v:_o € 0 valor no tempo t — 2, e €; € um erro aleatério com média zero e variancia constante.

O modelo RW(2) captura uma maior dependéncia temporal em comparacdo com o RW(1)
e, portanto, pode ser mais adequado para séries temporais que exibem padrdes mais
complexos. Ele também € usado como uma referéncia em previsoes de séries temporais,
especialmente quando a dependéncia de dois periodos anteriores € relevante. No entanto,
assim como o RW(1), o RW(2) ndo considera tendéncias de longo prazo ou sazonalidade,
e sua utilidade pode ser limitada em séries com essas caracteristicas distintas. Em geral, o
RW(2) é uma ferramenta importante na andlise de séries temporais, servindo como base

para comparagdes com modelos mais sofisticados.
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Para representar o efeito espacial ndo estruturado, adotamos uma distribuicao a priori
Normal permutdvel, o que implica que os parametros seguem a mesma distribui¢do Normal, com

média e variancia idénticas. Nesse cenario, temos:

v; | 7 ~ N(0,7,),
em que 7, € o parametro de variancia de v;.

Para o efeito temporal ndo estruturado, também adotamos uma distribui¢cao a priori

Normal permutével e nesse cendrio, temos:

o8 ‘ To ~ N(O7T¢)7
em que 7, € o parametro de variancia de ¢,.

Em complemento as especificacdes delineadas, procedeu-se a incorporagdo das quatro
modalidades de interagOes espaco-temporais mencionadas na Subsecdo 2.9.2, as quais foram
empregadas para caracterizar o termo d;, na Equagao (3.1). Nesse contexto, as prioris adotadas sdo
as mesmas que aquelas dos efeitos aleatdrios espaciais estruturados e efeitos aleatérios temporais

estruturados que interagem entre si.

No terceiro nivel do modelo, especificamos as hiperprioris para os parametros das distri-
bui¢des a priori do segundo nivel baseado nos artigos de JAYA, FOLMER e LUNDBERG (2022)
e JALILIAN e MATEU (2021) . As hiperprioris sao distribuicdes a priori para os parametros
dessas distribuicOes a priori e representam as crencas iniciais sobre os valores plausiveis desses
parametros antes de observar os dados. Neste modelo, as hiperprioris foram definidas para os
hiperparametros de variancia, incluindo «, 7, 7,, T,, T4, € 0. Uma escolha comum ¢ a distribui¢do
gama inversa ndo informativa (IG) com parametros de forma e escala préximos a zero. Portanto,

os hiperparametros, «, 7,, T,, T, T, € 0, seguem uma distribui¢do IG~(0.001, 0.001).

O modelo (3.1) apresenta desafios de identificabilidade, uma vez que o nivel geral pode
ser absorvido tanto pelos efeitos espaciais quanto pelos efeitos temporais, e o termo de interagcdo
pode ser confundido com os efeitos principais. Para contornar esse problema, € pratica comum
impor restricoes de soma zero aos efeitos aleatdrios do modelo (conforme mostrado na Tabela 2).

Essas restricdes asseguram a identificabilidade do modelo (CRUZ, 2022).

Em resumo, o modelo bayesiano hierdrquico utilizado permite incorporar incertezas
em multiplos niveis nas estimativas dos parametros do modelo. Essa abordagem hierarquica
¢ comumente usada em modelos bayesianos e € particularmente ttil quando hd informagdes

limitadas sobre os parametros do modelo e/ou quando os dados sdao complexos ou incompletos.

Ao longo deste estudo, foram desenvolvidos um total de 48 modelos, todos eles fun-
damentados nos mesmos elementos componentes presentes na Equacado (3.1), incorporando

informacdes das covaridveis no contexto espago-temporal.
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Tabela 2 — Restricdes de identificabilidade para os modelos espaco-temporais na Equacao (2.40)
(CRUZ, 2022).

Interacao Espacial Temporal
BESAG S u; =0
Tipo I BYM | > (ui+v)=0 S =05" 5 6, =0
BYM2 Yoo bi=0
LEROUX S ju; =0
BESAG S u; =0
Tipo I BYM |57 (uitv)=0]| S %=0",6;=0,parai=1,...,n
BYM?2 S bi=0
LEROUX Yo u; =0
BESAG S u; =0
Tipo I1I BYM [ S0 (ui+v)=0| Y v=0",06:=0,parat=1,...,T
BYM?2 S bi=0
LEROUX Yoo ju; =0
BESAG S ui=0 S =0
Tipo IV BYM > iy (Ui +vi) =0 23:1 0it =0, parat =1,...,n
BYM2 2 0i=0 S 04 =0,parat=1,...,T
LEROUX S u; =0

3.6 Métodos de avaliacao dos modelos

A modelagem bayesiana requer uma avaliacdo cuidadosa da plausibilidade e ajuste do
modelo, conhecida como critica do modelo. Isso envolve tomar decisdes importantes, como
a selecao de varidveis, suposicoes sobre parametros e verossimilhanca, além da atribuicao de

distribuicdes a priori para os parametros e hiperparametros.

Para avaliar, comparar o ajuste e a complexidade dos modelos, um método amplamente
utilizado € o Critério de Informacado de Deviance (DIC, do inglés deviance information criterion),
que € expresso pela soma da média a posteriori da deviance (uma medida de ajuste do modelo)
e o nimero efetivo de pardmetros (uma medida de complexidade do modelo), frequentemente
menor que o numero total de parametros. A penalizagdo Pp, refere-se a um termo adicionado a
deviance do modelo para levar em consideracao a complexidade do modelo, com o objetivo de

evitar o overfitting O DIC € dado por:

DIC =D + Pp (3.9)

em que D é a média a posteriori da deviance e P}, € o niimero efetivo de parimetros (SPIEGE-
LHALTER et al., 2002).

Valores menores de DIC e P, indicam um melhor ajuste do modelo e uma melhor com-
pensacdo entre ajuste e complexidade do modelo. SPIEGELHALTER et al. (2002) recomendam
descartar o modelo com o DIC mais alto quando a diferenca entre os modelos é maior que 10.
Diferencgas entre 5 e 10 sdo consideradas substanciais, mas se a diferenca de DIC for menor que
5 e os modelos apresentarem muitas diferencas nas inferéncias, considerar apenas o modelo com

o menor DIC pode ser enganoso.
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Um outro método € o critério de informagdo de Watanabe-Akaike (WAIC) € uma medida
de comparacao de modelos estatisticos. Ele foi desenvolvido para avaliar a qualidade dos modelos

de regressao ajustados a dados.

O WAIC € uma alternativa ao Critério de Informagao de Akaike (AIC), que € ampla-
mente utilizado em estatistica para comparar modelos. Enquanto o AIC € baseado na maxima
verossimilhanca e penaliza a complexidade do modelo, o WAIC é baseado em uma aborda-
gem bayesiana que leva em consideragdo a distribui¢ao posterior dos pardmetros do modelo
(VEHTARI; GELMAN; GABRY, 2017).

O WAIC fornece uma medida da capacidade preditiva do modelo, ajustando-se a adequa-
¢d0 do modelo aos dados e a complexidade do mesmo. Quanto menor o valor do WAIC, melhor
¢ a capacidade preditiva do modelo. O WAIC também pode ser usado para selecionar o melhor
modelo entre um conjunto de modelos, onde o modelo com o menor valor do WAIC é geralmente
escolhido. No entanto, o cdlculo do WAIC pode ser computacionalmente intensivo e requer a
amostragem de cadeias de Markov Monte Carlo (MCMC) para estimar a distribuicao posterior
dos parametros do modelo. Além disso, o WAIC pode ser sensivel ao nimero de amostras e a
escolha da distribuicao priori (VEHTARI; GELMAN; GABRY, 2017).
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4 Resultados

Na estimativa dos 6bitos por COVID-19, o presente estudo adotou uma abordagem funda-
mentada na modelagem bayesiana hierdrquica utilizando a distribui¢do de Poisson inflacionado
de zeros. Nesse contexto, foram contemplados quatro distintos conjuntos de prioris espaciais,
a saber, as abordagens de Besag, BYM, BYM2 e Leroux, a fim de incorporar efeitos espaciais
estruturados. Além disso, prioris AR(1), RW(1) e RW(2) foram empregadas para modelar o efeito

temporal estruturado, e foram considerados quatro tipos de interacdes espaco-temporais.

O estudo conduziu a estimativa mediante a implementacdao de um conjunto total de 48
modelos. A comparacio entre esses modelos foi conduzida com base na avaliacdo de métricas
pertinentes, incluindo o Critério de Informacao de Deviance (DIC) e Watanabe-Akaike (WAIC).
Os resultados detalhados desta avaliacdo encontram-se apresentados nas Tabelas 3 e 4 do presente
trabalho.

Tabela 3 — Avaliacdo dos 48 modelos espaco-temporais ajustados para o nimero de 6bitos por
COVID-19 dos municipios do Estado de Sao Paulo de 2020 a 2021 considerando o

DIC.
Modelo Interacao tipo I | Interacao tipo II | Interacao tipo III | Interacao tipo IV
Besag+AR(1) 57006,05 56521,88 57090,28 57103,94
Besag+RW(1) 56997,89 56518,54 57107,38 57102,70
Besag+RW(2) 56987,18 56530,49 57106,95 57106,80
BYM+AR(1) 57009,64 56537,63 56989,66 57086,33
BYM+RW(1) 57004,06 56533,65 57069,71 57104,57
BYM+RW(2) 57017,45 56538,98 57105,97 57093,43
BYM2+AR(1) 57001,42 56542,16 57102,74 57133,28
BYM2+RW(1) 57005,22 56533,25 57131,51 57124,29
BYM2+RW(2) 57005,33 56533,25 57109,84 57118,51
Leroux+AR(1) 57038,06 56576,26 57102,44 57202,17
Leroux+RW(1) 57045,39 56577,75 57124,56 57175,24
Leroux+RW(2) 57048,81 56595,18 57115,63 57181,03
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Tabela 4 — Avaliacao dos 48 modelos espago-temporais ajustados para o nimero de 6bitos por
COVID-19 dos municipios do Estado de Sao Paulo de 2020 a 2021 considerando o

WAIC.
Modelo Interacao tipo I | Interacdo tipo II | Interacao tipo III | Interacao tipo IV
Besag+AR(1) 56823,83 56376,61 56690,38 56683,17
Besag+RW(1) 56817,19 56350,98 56689,33 56683,21
Besag+RW(2) 56813,73 56354,58 56693,95 56685,34
BYM+AR(1) 56832,59 56359,10 56633,38 56675,29
BYM+RW(1) 56820,82 56357,18 56627,40 56677,12
BYM+RW(2) 56829,05 56370,85 56633.91 56679,01
BYM2+AR(1) 56829,28 56371,89 56641,74 56688,13
BYM2+RW(1) 56826,27 56364,78 56641,09 56684,92
BYM2+RW(2) 56821,47 56360,07 56642,01 56686,34
Leroux+AR(1) 56892,36 56428,88 56710,03 56724,32
Leroux+RW(1) 56896,07 5643223 56714,58 56773,61
Leroux+RW(2) 56889,48 56391,60 56715,67 56775,25

Dentre os modelos analisados, aquele que incorpora a autocorrelagdo espacial de Besag, a
autocorrelacao temporal RW(1) com a interagdo tipo II, além da inclusdo de todas as covaridveis
e efeitos aleatdrios nao estruturados espacial e temporal, destacou-se como o mais bem ajustado
em comparagao aos demais modelos. Essa conclusao se baseia nos menores valores de DIC e

WAIC alcancados por esse modelo.

Com base nessas avaliacdes, o modelo final selecionado foi aquele que combina a au-
tocorrelacdo espacial de Besag com a autocorrelacao temporal RW(1) e a interacao tipo I1I. A

seguir, vamos explorar como esse modelo se ajustou aos dados.

Tabela 5 — Estimativas e médias a posteriori do modelo ajustado com combinacao de autocor-
relacdo espacial de Besag, autocorrelagdo temporal RW(1) e interacao tipo II, com
intervalos de credibilidade de 95% para o nimero de 6bitos por COVID-19 nos
municipios do Estado de Sao Paulo de 2020 e 2021.

Efeitos fixos Média Desvio Padrao 1°Quartil Mediana 3°Quartil Moda

Intercepto 1,5323 6,2757e-02 0,7010 1,5323 2,4100 1,5325
Obitos gerais 1,0369 1,0337e-04 0,9880 1,0369 1,0761 1,0369
Casos 1,0098 7,4230e-06 0,9995 1,0098 1,0198 1,0098
Populagio 1,0052 1,0955e-07 1,0032 1,0052 1,0072 1,0052
Efeitos aleatodrios

A 0,6309 1,9520e-02 0,5931 0,6306 0,6699 0,6289
p 0,9999 4,9887¢-05 0,9999 0,9999 0,9999 0,9998
« 0,4418 4,2267e-03 0,4331 0,4419 0,4498 0,4425
Tu 2,4315 4,9533e-01 1,5339 2,4073 3,4737 2,3914
Ty 0,9007 6,9494e-02 0,7645 0,9009 1,0375 0,9064
Ty 3,4075 1,2839e+00 1,3309 3,2813 6,2494 2,9504
T4 307,6006 9,6867e+02 12,1207  102,0379 1870,2007 27,8681
Ts 2,4517 1,9520e-02 2,2246 2,4552 2,6621 2,4735
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Os resultados apresentados na Tabela 5 refletem as estimativas e médias a posteriori do
modelo hierdrquico que possui autocorrelacio espacial de Besag, autocorrelacao temporal RW(1)
e interagdo tipo II utilizado para analisar os 6bitos por COVID-19 nos municipios do Estado de
Sao Paulo de 2020 a 2021. A linha correspondente ao intercepto mostra que a média a posteriori
é 1.5323. Isso significa que, considerando o modelo ajustado com os efeitos fixos e aleatdrios
especificados, a média estimada para o nimero de 6bitos por COVID-19 nos municipios € de
aproximadamente 1.5323. Além disso, os intervalos de credibilidade de 95% para os efeitos fixos,
como intercepto, Obitos gerais, casos e populacdo, fornecem faixas confidveis que permitem
afirmar, com 95% de confiancga, os verdadeiros efeitos dessas varidveis. Notavelmente, constata-se
que o aumento nos Gbitos gerais, nos casos e na populacdo estd associado a um aumento no
nimero de 6bitos por COVID-19, pois hd uma associagdo positiva entre essas varidveis e o

numero de 6bitos por COVID-19 nos municipios do Estado de Sao Paulo.

Em relacdo aos efeitos aleatdrios, a andlise temporal revelou uma significativa estacio-
nariedade, indicada pelo coeficiente p do modelo RW(1). O valor de 0.99 para este coeficiente
sugere uma forte dependéncia temporal nos dados, ressaltando a importancia da temporalidade
na evolucao dos 6bitos por COVID-19. Adicionalmente, a média a posteriori do pardmetro de
suavizacao espacial A da distribuicdo de Besag para o efeito aleatério da drea de ponderacgdo é
0.63, apontando para uma moderada dependéncia espacial entre as dreas. Este resultado sugere
uma correlagao espacial reduzida entre regides vizinhas, o que contribui para uma compreensao
mais aprofundada da variabilidade espacial dos 6bitos por COVID-19 no Estado de Sdo Paulo.
Essa baixa correlacdo pode ser atribuida, em parte, as politicas publicas implementadas durante
a pandemia, como o isolamento social. A efetividade dessas medidas pode ter influenciado a
disseminac¢do do virus de forma mais heterogénea, resultando em padrdes menos correlacionados
entre as dreas adjacentes e, assim, moldando a dindmica da distribuicdo geografica dos 6bitos.
Em conjunto, esses achados destacam a complexidade e a interconexdo de fatores temporais e

espaciais na dindmica da pandemia na regiao.

A Figura 10 apresenta o grafico dos residuos padronizados vs valores ajustados do modelo
ajustado com combinag¢do de autocorrelacdo espacial de Besag, autocorrelacdo temporal RW(1)
e interacao tipo II, em que residuos padronizados representam as diferencas entre os valores
observados e os valores ajustados, divididos pelo desvio padrao dos residuos. Este tipo de grafico
ajuda a identificar padrdes sistematicos nos residuos, o que pode indicar problemas com a
modelagem. Observemos que ndo h4 residuos elevados negativamente. Talvez o modelo tenda a

subestimar um pouco os valores.
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Figura 10 — Gréfico dos residuos padronizados vs valores ajustados do modelo com a combinacio
de autocorrelacdo espacial de Besag, autocorrelagdo temporal RW(1) e interacdo
tipo II .

A Figura 11 apresenta uma representacdo grafica dos mapas que exibem as médias
a posteriori dos valores ajustados do nimero de 6bitos por COVID-19 em diferentes regides
geogréficas ao longo do tempo. Nesses mapas, as cores mais escuras indicam dreas de maior

risco, ou seja, aquelas com um maior nimero de 6bitos.

E importante notar que as escalas de cores utilizadas nos mapas variam devido 2 ampla
gama de valores observados ao longo do tempo. Isso reflete a significativa variagcdo no nimero
de 6bitos ocorridos em diferentes periodos. Além disso, esses mapas permitem identificar o
potencial impacto das regides vizinhas nos valores de 6bitos observados em uma determinada

area.

Através dessa representacdo visual, é possivel obter insights sobre as tendéncias e pa-
drdes espaciais do nimero de ébitos por COVID-19, bem como identificar dreas com maior
vulnerabilidade. Essas informagdes sdo relevantes para orientar a implementacao de medidas de

controle e prevencao, direcionando recursos e esfor¢cos para regides com maior necessidade.

Em resumo, os mapas com as médias a posteriori dos valores ajustados pelo modelo com
a combinagdo de autocorrelacdo espacial de Besag, autocorrelacdo temporal RW(1) e interacao
tipo II proporcionam uma visdo abrangente e espacialmente explicita da evolugdo dos ébitos por

COVID-19, permitindo uma andlise mais aprofundada das disparidades regionais e o impacto
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das regides vizinhas nesses valores.
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Figura 11 — Mapa das médias posteriori dos valores ajustados do ndmero de 6bitos por COVID-
19 ao longo do tempo do modelo com a combinacdo de autocorrelacdo espacial de
Besag, autocorrelacao temporal RW(1) e interacao tipo II. Continuacdo proxima
pagina.
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Na Figura 11, destaca-se a maior incidéncia de 6bitos no Estado de Sao Paulo e sua regido
metropolitana. Além disso, € evidente que o modelo conseguiu capturar com precisao os picos
da pandemia, alinhando-se com as anélises descritivas dos dados. A capacidade do modelo em
refletir de maneira precisa a intensidade dos eventos adversos em regides especificas, como os
picos de mortalidade, fortalece sua utilidade na andlise da dinAmica temporal e geografica dos
obitos por COVID-19. Através dela, é possivel acompanhar o inicio da pandemia nos meses de
fevereiro e marco de 2020. Em abril de 2020, observa-se um aumento no nimero de cidades
capturadas pelo modelo. Nos meses seguintes, hd um crescimento no nimero de 6bitos até julho
de 2020. A partir de agosto até novembro, o nimero de ébitos diminui devido ao isolamento
social adotado pelos municipios. Com as flexibilizacdes a partir de dezembro, no més abril de
2021, ocorreu o pico no nimero de dbitos e novamente foi aplicado o isolamento social, e as
cidades iniciaram as vacinagdes, resultando na diminuicdo do nimero de 6bitos até dezembro de
2021.
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4.1 Discussao

Este estudo teve como objetivo a comparagdo de diferentes modelos bayesianos hierar-
quicos na andlise da evolucao temporal do nimero de 6bitos por COVID-19 no Estado de Sao
Paulo durante os anos de 2020 e 2021.

A abordagem de conjuntos de dados espaco-temporais por meio de métodos bayesianos
com algoritmos de Cadeias de Markov Monte Carlo (MCMC) € reconhecida por sua intensi-
dade computacional devido a evolugao lenta das distribuicdes a posteriori. Essa demanda por
recursos computacionais requer um monitoramento cuidadoso das estimativas e verificacdes
de convergéncia. Em contraste, o método INLA (Aproximacao Laplace Aninhada Integrada)
calcula as distribuicdes a posteriori por meio de integracdo numérica, eliminando a necessidade
de andlise de convergéncia (CARROLL, 2015). No entanto, as vantagens do modelo INLA sao
mais evidentes em conjuntos de dados espaco-temporais de maior escala. Neste estudo, foram

analisadas 14.835 unidades espaco-tempo, correspondendo a 645 localizacdes e 23 meses.

Ao comparar os Critérios de Informacado de Deviance (DIC) e de Watanabe-Akaike
(WAIC) de 48 modelos, notou-se uma notdvel proximidade entre esses valores. Isso sugere que os
modelos apresentam desempenho semelhante na andlise dos dados, indicando comparabilidade
em suas complexidades. A Figura 12 ilustra a comparacao dos mapas das médias posteriores
dos valores ajustados para o nimero de 6bitos por COVID-19 nos meses de abril de 2020 e
2021, representando o inicio e o pico da pandemia, respectivamente. Os mapas a esquerda
correspondem ao modelo que incorpora a autocorrelacao espacial de Besag, a autocorrelacao
temporal AR(1) com a interacdo tipo II, e inclui todas as covaridveis, bem como efeitos aleatdrios
ndo estruturados espaciais e temporais, € os mapas a direita correspondem ao modelo que
incorpora a autocorrelacdo espacial de Besag, a autocorrelagcdo temporal RW(1) com a interagdo

tipo II. Esses modelos, dentre os avaliados, apresentaram os valores de DIC mais baixos.

Notamos uma sutil disparidade nos mapas referentes a abril de 2020, especialmente
em uma regido especifica do Estado. Essa discrepancia pode ser atribuida ao baixo nimero de
obitos registrado nessa época, sendo a influéncia da vizinhanga um fator provavel que contribuiu
para esse fendmeno. No entanto, contrastando com essa situa¢ao, em abril de 2021, periodo
caracterizado pelo pico da pandemia, ndo observamos uma variacdo semelhante. Este fenomeno
pode ser explicado pela maior quantidade de notificacdes nesse periodo, indicando que o aumento

substancial de casos pode ter minimizado a influéncia da vizinhanca na variacdo dos mapas.

Por meio de um modelo bayesiano hierdrquico, foram obtidas estimativas mais suavizadas
da incidéncia de 6bitos por COVID-19 ao longo do tempo, contribuindo para atenuar as variacoes
nos dados. Utilizando modelos espago-temporais, observou-se um aumento no nimero de 6bitos
por COVID-19 ao longo do periodo considerado. Além disso, esses modelos identificaram
areas geogréficas especificas com uma incidéncia persistente e notdvel de dbitos relacionados a
COVID-19 ao longo do tempo.
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Figura 12 — Mapa das médias posteriori dos valores ajustados do niimero de 6bitos por COVID-
19 ao longo do tempo. A esquerda: modelo com autocorrelagio espacial de Besag,
autocorrelacao temporal AR(1) com interagdo tipo II, covaridveis, e efeitos aleatdrios
ndo estruturados espaciais/temporais.A direita: modelo com autocorrelagio espacial
de Besag, autocorrelacdo temporal RW(1) com interacao tipo II, covaridveis, e efeitos
aleatorios ndo estruturados espaciais/temporais.

Entretanto, € crucial mencionar as limita¢des deste estudo, uma vez que se baseou em
dados secunddrios na andlise. Isso pode introduzir incertezas devido a potencial presenca de
incompletude, sub-registro, subnotificacdo, erros de classificagdo e preenchimento nos dados.
Portanto, ¢ fundamental reconhecer que as limitacdes associadas a qualidade das informagdes

coletadas devem ser consideradas com rigor na interpretacao dos resultados deste estudo.

Nao foram encontrados artigos que realizam uma comparacao direta entre os modelos
mencionados. No entanto, € vdlido observar que existe um estudo relevante conduzido por WAH,
AHERN e EARNEST (2020), o qual realiza uma revisdao abrangente de modelos bayesianos
espaco-temporais aplicados a incidéncia e mortalidade por cincer. A maioria dos modelos
analisados nesse trabalho compartilha uma estrutura semelhante a utilizada neste estudo. O
referido artigo conclui que a maioria dos modelos empregados em pesquisas dessa natureza foi
categorizada com uma qualidade muito alta, evidenciando a eficdcia e robustez dessas abordagens

na andlise de dados espago-temporais relacionados a incidéncia e mortalidade por cancer.
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5 Conclusao

O presente estudo teve como objetivo realizar uma comparagdo entre diversos modelos
bayesianos hierdrquicos, os quais foram empregados para investigar a evolucao espago-temporal
do nimero de 6bitos relacionados a COVID-19 no Estado de Sao Paulo, durante o periodo de
2020 e 2021. Neste trabalho, procedeu-se a adaptacdo de modelos bayesianos hierdrquicos espaco-
temporais, a fim de analisar a evolu¢do espaco-temporal dos 6bitos causados pela COVID-19 no
Estado de Sao Paulo, no mencionado intervalo de tempo, visando a avaliagdo do desempenho

desses modelos.

No ambito desses modelos, incluimos a modelagem conhecida como CAR, que foi
utilizada para conduzir a andlise espacial dos dados relativos aos 6bitos por COVID-19, os
quais foram agregados em dreas ponderadas, de acordo com a divisdo geografica do estado. A
escolha da modelagem CAR se fundamentou na natureza dos dados, que consistem em contagens
agrupadas por unidades geogréficas, e na capacidade intrinseca desses modelos de considerar
a estrutura de vizinhanca que existe entre essas unidades. Na andlise temporal, empregamos
a modelagem autoregressiva, incluindo AR(1), RW(1) e RW(2), que sdo os mais comumente
utilizados na literatura. Contudo, a estrutura hierdrquica inerente a esses modelos nos desafiou
do ponto de vista computacional, desafio este que foi mitigado pela aplicacao do método INLA

para a inferéncia.

No contexto da andlise estatistica voltada para a investigacdo de doencas por meio de
mapeamento, os modelos bayesianos hierdrquicos t€ém adquirido ampla aceitacdo, dada sua
capacidade de acomodar diferentes estruturas, incorporando efeitos aleatérios que permitem con-
siderar informagdes espaciais, temporais e interacdes espagco-temporais. Contudo, é fundamental
ressaltar que, a medida que se incorporam tais efeitos, a complexidade do modelo aumenta, o que

requer uma abordagem cuidadosa no processo de desenvolvimento e implementagdo do modelo.

E importante observar que a escolha de um “melhor” modelo ndo implica que ele seja o
mais apropriado para todas as situacdes, mas sim que auxilia na obten¢do de uma compreensao
robusta dos dados. A abordagem estatistica empregada neste estudo constitui uma contribuicao
significativa para o campo da pesquisa, sendo particularmente indicada para cendrios que envol-
vem a integragcdo de dados provenientes de multiplas fontes, em uma ampla escala geografica e
temporal. Essa abordagem aprimora a capacidade de realizar inferéncias precisas e oferece uma

estrutura sélida para a andlise de dados complexos.
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Ao aplicar essa abordagem em outros contextos, pesquisadores e profissionais tém a
oportunidade de explorar os beneficios de uma anélise integrativa, incorporando informagdes
provenientes de diversas fontes para obter uma compreensao mais abrangente e precisa dos
fendmenos em estudo. Ademais, a utilizacdo de escalas geogréficas e temporais abrangentes
possibilita a captura da variabilidade e das relacdes entre as varidveis ao longo do tempo e do

espaco, contribuindo para uma melhor capacidade de inferéncia e tomada de decisdes embasadas.

Como sugestao para trabalhos futuros, recomenda-se a realizagdao de simulagdes dos
modelos propostos. Essa abordagem permitird verificar se o comportamento nos ambientes de
dados controlados € congruente com as situagdes observadas nos dados reais. A execucao de
simulacdes proporcionard uma andlise mais abrangente, possibilitando avaliar a robustez e a
generaliza¢do dos modelos em diferentes contextos. Essa investigacdo adicional contribuird para
fortalecer a validade e a aplicabilidade dos modelos propostos em cendrios praticos e fornecera
insights valiosos sobre seu desempenho sob condi¢des diversas. Um exemplo da estrutura dos

modelos utilizados estd no Apéndice B.
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A Produto de Kronecker

O produto de Kronecker € uma operagdo matemadtica que leva dois vetores ou matrizes e
produz uma nova matriz cujas entradas sdo o produto de cada entrada da primeira matriz com a

segunda matriz.

Seja A uma matriz m X n e B uma matriz p x ¢. O produto de Kronecker de A e B,

denotado por A ® B, é definido como a matriz (mp) X (nq) cujas entradas sdo dadas por:

(A® B)ij = A;; By

onde 7, 7 variam de 1 a m e n, respectivamente, e k,[ variam de 1 a p e ¢, respectivamente
(BROXSON, 2006).

O produto de Kronecker é uma operacdo comutativa e associativa, ou seja, AQ B = BR A
e(A® B)®@C =A® (B®C). Além disso, o produto de Kronecker também distribui sobre a
adi¢do, ouseja, (A+B)C = A(C+BRCe A® (B+C)=A® B+ A®C (BROXSON,
2006).

O produto de Kronecker é muito utilizado em estatistica e processamento de sinais,
especialmente na modelagem de séries temporais e na andlise espectral. E uma ferramenta

poderosa para a manipulagdo e anédlise de dados estruturados em forma de matrizes ou tensores.

A defini¢ao e as propriedades do produto de Kronecker podem ser encontradas em LUT-
KEPOHL (2005), BOX e TIAO (2011), BANERJEE, CARLIN e GELFAND (2014), HAMILTON
(2020).
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B Codigo

Aqui estd um exemplo do cédigo utilizado para implementar o modelo, que incorpora a
autocorrelacdo espacial de Besag, a autocorrelagdo temporal AR(1) com interacao tipo II, além

da inclusdo de covaridveis, efeitos aleatorios nao estruturados espaciais e temporais.

Passo 1: Especificar a Estrutura do Modelo

modelo <- Yi ~ X1 + X2 + X3 +

f(variavel _espacial, model = "besag", graph = matriz_pesos_espaciais) +
f(variavel tempo, model = "arl") +

f(variavel espacial, model = "iid") +

f(variavel tempo, model = "iid") +

f(variavel espacial, model = "iid", group = variavel tempo,

control.group = list(model = "arl"))

Neste passo, estamos especificando a estrutura do modelo. A formulagdo da regressao
inclui varidveis preditoras (X1, X2, X 3), componentes espaciais (autocorrelacdo espacial, efei-
tos aleatdrios espaciais), componentes temporais (autocorrelagdo temporal, efeitos aleatérios

temporais) e a interacdo espacial e temporal.

Passo 2: Definir Priors no Segundo Nivel

prior <- list(

list(family = "gaussian", param = c(0, 1e6)), # Prior para o intercepto
list(family = "gaussian", param = c(0, 1e-3)), # Prior para coef. preditores
list(family = "gaussian", param = c(1.5, 1e6)) # Prior para o pardmetro do ZIP

Aqui, estamos definindo priors Bayesianas para os parametros do modelo, usando distri-

buicdes gaussianas.
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Passo 3: Definir Hiperpriors para os Parametros das Priors no Terceiro
Nivel

hyperprior <- list(
list(prior = "gamma", param = c(0.001, 0.001)), # Hiperprior para o

shape da distribuigdo log-gama

list(prior = "gamma", param = c(0.001, 0.001)), # Hiperprior para a

taxa da distribuigdo gama

list(prior = "gamma", param = c(0.001, 0.001)) # Hiperprior para o

shape da distribuigdo gaussiana

)

Aqui, estamos definindo hiperpriors para os pardmetros das priors, usando distribui¢des

gamma.

Passo 4: Ajustar o Modelo Hierarquico usando INLA

ajuste_hierarquico0 <- inla(modelo, data = banco_dados, family =
"zeroinflatedpoisson0O",

control.compute = list(cpo = TRUE, dic = TRUE, waic = TRUE),
control.family = list(hyper = hyperprior),

control.predictor = list(hyper = prior),

verbose = TRUE)

Aqui, estamos ajustando o modelo hierdrquico aos dados usando o pacote INLA. O
modelo € ajustado aos dados contidos em banco_dados, usando a familia de distribui¢dao ZIP e

configuracdes especificas para computagdo, familia e preditores.
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